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0.1 Introduction

Seit f :R™ — R et (P) le probléme de minimisation non linéaire sans contraintes

suivant :
Minimiser {f (z):x e R*} {P)

L’optimisation non linéaire sans contraintes est souvent rencontrée dans des domaines
variés, et I’étude des algorithmes et méthodes qui traitent ces problémes, est importante
pour plusieurs raisons:

1. Parfois pour résoudre un probléme avec contraintes, on le remplace par une suite
de problémes sans contraintes, comme c'est le cas des méthodes des pénalités.

2. Plusieurs techniques d’optimisation sans contraintes peuvent étre prolongés d'une
fagon naturelle pour fournir et motiver des procédures pour résoudre des probléme avec

contraintes.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (P),
on peut citer la méthode de Newton ( voir [22] pour la méthode de Newton et la mé-
thode de Newton Raphson ). Cette méthode présente malgré sa célébrité les inconvénients
suivants:

(1) La méthode n'est pas globalement convergente.

(1) Elle ne distingue pas entre un minimum et un mazimum.

(vi1) La direction de Neuton peul ne pas étre définie dans le cos o la matrice heticnne
est singuliére,

() Elle exige & chaque itération la résolution d'un systéme d'équations linéaires.

Pour y remedier & ce type d’inconvenients, d'autres métodes appelées quasi-Newton
ont vu le jour aprés 1950. Cette appelation est due au fait que ces méthodes se basent
sur la méthode de Newton ou la corrigent dans diverses orientations gue Nous VeIrons
plus tard.

Les méthodes quasi-Newton sort considerées parmi les meilleures techniques pour
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résoudre les Problémes d’optimisation sans contraintes de petite et moyenne taille,

Ce mémoire comporte deux parties essentielles. Dans la premiére partie {Chapitres
1,2,3,4,5) on établit une synthése et une &ude numérique des méthodes quasi-Newton. La
seconde partie (Chapitre 6) constitue I'apport plus ou moins original de ce mémoire. On
présente un algorithme qui & notre connaissance est houveau et qui accélére la convergence
de la méthode de la plus forte pente (steepest descent).

Les méthades quasi Newton générent une suite {4} de la maniére suivante:
Thal = Ty + Mpdy, kK =0,1,..., zpeR”, un point tnitial donné. (0.1)

Ak est la solution d’une certaine recherche linéaire qui dépend de la méthode et dj, est en

geénéral une direction de descente de la forme suivante:
dy = =Dy Vf () (0.2)

ou fJ; est une matrice définic positive qui appraxime I'inverse de la matrice hetienne de
la fonction f & minimiser.

Clest certainement Davidon ([18]), qui en 1959 &tait le premier & avoir introduit les
méthodes quasi-Newton sous la forme (0.1) et (0.2). En 1963 Fletcher et Powell ([24))
les ont simplifiées et reformulées et leur ont donné une nouvelle appellation: Metric
Variable Method ou encore méthode DFP. Une autre pénéralisation assez utile de la
méthode DFP a été proposée par Broyden en 1067 ([B]). En 1970 et en se basant sur
({8]), Broyden ([10]), Fletcher ([25]), Goldtarb ([27]) et Shanno ([40]) ont proposé de
fagon indépendente ls meilleure et Ja plus performante méthode rentrant dans la classe
des méthodes quasi-Newton pour les problémes d’optimisation sans contraintes de petite
et moyenne taille. C’est la méthode BFGS, qui porte le nom des quatres auteurs qui I'ont
trouvée,

Aprés 1970 les autres travaux et développements des méthodes quasi-Newton se sont

surtout, orientés vers les propriétés de convergence en affaiblissant les propriétés de la



fonction & minimiser et en changeant, de recherches linéaires (exacte, non exacte,...). Par
exemple Powell a démontré en 1972 ([36]), en utilisant une recherche linéaire exacte, que
la méthode DEFP converge vers la solution optimale si la fonction objective est convexe
et deux fois continuement différentiable. Pour d’autres résultats de convergence on peut

consulter [37], [38] et [9].

Le mérmoire est divisé en six chapitres. Le premiér chapitre intitulé “Notions généra-
les™ introduit les outils de base pour la suite, On y trouve particuligrement les conditions
d'optimalité des problémes d’optimisation sans contraintes, les notions de fonctions mul-
tivoques liges aux probléemes de convergence.

Le chapitre? est consacré & Iétude de deux recherches linéaires célébres (Armijo et
Goldstein-Wolfe). Ces méthodes d’optimisation dans R seront utiles pour les chapitres 4,
5et 6.

La méthode de Newton est développée au chapitre 3. Nous lui avons consacré un
chapitre entier car les méthodes qui nous intéressent par suite(Quasi-Newton), s'obtien-
nent & partir de la méthode de Newton, c'est a dire qu'elles essayent de la généraliser en
gardant ses avantages tout en se débarrassant de ses inconvénients.

Le chapitre 4 est consacré aux méthodes dites Quasi-Newton pour la résolution des
problémes d’optimisation non linéaire sans contraintes. Parmi ces méthodes, on s’étalera
particuliérement sur les deux plus importantes, la méthode DFP (Davidon, Fletcher,
Powell), et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno).

Au chapitre 5, on présente une modification de la méthode BFGS qui évite le calcul
des dérivées, Le gradient est approximé A I'aide des différences des valeurs de la fonction.
Cette approximation est calculée avec le souci d’assurer la convergence. On donne tout
d’abord 'algorithme qui n'éxige pas de recherche linéaire éxacte, ensuite on montre que
si la fonction objective est convexe et vérifie quelques conditions, I'algorithme converge
vers une solution optimale dans un certain sens qui sera défini aprés. A la fin on montre
que l'ordre de convergence est superlinéaire si le hessien de la fonction objective est

lipshititzien au voisinage de la solution optimale.
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Le chapitre 6 contient la partie plus ou moins originale de ce mémoire. Aprés avoir
effectué dans les chapitres précédents, un tour d’horizon théorique et numérique sur
les méthodes quasi-Newton, qui rappelons le, sont des modifications de la méthode de
Newton, on essaye dans ce chapitre d’améliorer la méthode de la plus grande pente
(steepest descent).

Cette méthode qui fut découverte par Cauchy en 1847 ([17]), et malgré sa simplicité,
présente I'nconvénient d’&tre trés lente lorsqu’on s'approche du point optimal. L'idée de
ve travail est d'essayer d’accélérer la convergence de cette méthode pour y remédier &
ce défaut. L'outil utilisé pour arriver & ce but est I'e—Algorithme qui est un puissant
outil d’accélération de la convergence, découvert par Peter Wynn ([43]). Cest pour cette
raison qu'on a appelé notre modeste algorithme: 1'epsilon steepest descent algorithme.

Bien sur, on ne donne dans ce mémoire que les grands axes de ce travail. Les tests
numeériques et I'étude de la convergence feront 'objet d'un travail de plus grande enver-

gure (these de Doctorat).



Chapitre 1

Notions générales

1.1 Geénéralisations sur les problémes de minimisa-

tion sans contraintes et leurs algorithmes

1.1.1 Introduction

Soit f : R® — R. On appelle probléme de minimisation sans contraintes le probléme
suivant:

Minimiser { f(z): € R*}. (1.1}

L’étude de ces problémes est importante pour des raisons diverses. Beaucoup de pro-
blemes d’optimisation avec contraintes sont, transforiés en des suites de problémes d’op-
timisation sans contraintes (multiplicateur de Lagrange, méthodes des pénalités, ...). L'é-
tudes des problémes d’optimisation sans contraintes trouve aussi des applications dans
la résolutions des systémes non linéaires.

Les méthodes numériques de résolution de divers problémes de minimisation sans
contraintes ont pris ces derniérs années un bel essor si bien que la bibliographie cor-
respondante contient des centaines d’ouvrages et d’articles. Cet intérét n’est nullement

fortui, il refldte le role de premier plan que les problémes d’optimisation jouent dans les



applications.

La construction d’algorithmes consacrés A la recherche efficace de minimum d’une
fonction sans contraintes est un probléme complex, car il ne suffit pas d’élaborer un
algorithme, il faut montrer de plus qu’il emporte sur ceux connus.

On compare des algorithmes en se basant sur des plusieurs critéres, par exemple, la
précision du résultat, le nombre d'itérations, le nombre d’évalutions fonctionnelles et celui
d’évaluations du gradient, la vitesse de la convergence, le temps de calcul, 'occupation
de la mémoire nécessaire, ....

Meéme en se fixant des critéres de comparaison, on ne peut pas classer les algorithmes
ni en indiquant lequel est le meilleur ou le pire. Le fait est qu’on obtient les estimations
de I'un des critéres précédents pour des classes des problémes, et un algorithme mauvais
pour une vaste classe peut s'averer efficace pour une autre, plus restreinte. L'utilisateur
doit posseder tout un arsenal d’algorithmes pour étre en mesure de faire face a chaque

probléme posé.

1.1.2 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait appel 2 des
procesuss itératifs du type

Tika1 = Tk + Axdi (1.2)

o0 dy détermine la direction de déplacement & partir du point 2z, ef Ay est un facteur
numeérique dont le grandeur donne la longueur du pas dans la direction dy.

Le type d'algorithme permettant de résoudre le probléme (1.1) sera déterminé dés
qu’on définit les procédés de construction du vecteur dy et de calcul de Ay & chaque
itération.

La facon avec laquelle on constru"zt les vecteurs dy et les scalaires Ap détermine direc-
tement les propriétés du procesuss el spécialement en ce qui concerne la convergence de

la suite {zx}, la vitesse de la convergence.....
L 1



Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (1.1) (dans le cas général, c’est
un point en lequel ont lieu peut &tre avec une certaine précision les conditions nécessaires
d’optimalité de f), on se déplace naturellement 3 partir du point «; dans la direction de

la décroissance de la fonction f.

1.2 Conditions d’optimalité des problémes d’optimi-
sation sans contraintes

Définition 1.1

Considérons le probléme de minimisation sans contmintes (1.1).

a) z, € R" s'appelle minimum global du probléme (1.1) si f(z.) < f(z), Yz € B™,

b) . est un minimum local de (1.1) s'il existe un voisinage V.(z.) de z, tel que f(z.) <
flz), ¥z € Vi(z,).

¢) x, est minimum local strict s’il existe un woisinage Vi(x.) de z, lel que f(z,) <

f(z), ¥z € Vi(z,) et = # 2,.

1.2.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.1

Soit f i R* — R telle que f soil différentiable au point T € R®. Soit d € R™ telle que
Vi@)d < 0. Alors il existe § > 0 tel que f(Z + M) < f(Z) pour tout A €]0,5|. La
direction d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Preuve

Comme f est différentiable en 7 alors

f(Z + M) = f(Z) + AV (Z)d + A |d]| (Z; Ad)

10



ol a(7; M) — 0 pour A — 0. Ceci implique

f(@+ M) - f(
A

2) = Vi(a)a + ldl| oz ), A #0

et comme Vf(Z)'d < 0 et a(Z; Mdd) — 0 pour A — 0, il existe § > 0 tel que
VI(Z)'d + |id|| &(F; AMd) < 0 pour tout X €]0, 8]

et par conséquent on obtient

F(Z+ M) < f(ZF) pour tout A €]0,6[.0

Corollaire 1.1
Sowt f : R™ — R différentiable en 7, si T est un minmum local alors Vf(Z) = 0.
Preuve
On démontre ce théoréme par 1’absurde, alors on suppose que V(%) # 0. Si on pose
d = —V f(Z), on obtient

Vi@ d=-||Vi@I <0

et par le théordme précédent, il existe § > 0 tel que
F(Z + Ad) < f(T) pour tout A €]0, 8]

ce qui donne une contradiction avec le fait que Z est un mininmum local, d’ad V £(Z) = 0.0

Définition 1.2
Une matrice symélrique A est dite définie positive (serni définie positive) respectivement,

81

vd € R,d # 0,d*Ad > 0, (d*Ad > 0).

11



Théoréme 1.2

Soit f: R™ — R deux fois différentiable en Z. Supposons que T soit minsmum local. Alors
V§(@) =0 el H(Z) est semi définie positive.

Preuve

Le corollaire ci-dessus montre la pemidre proposition, pour la deuxiéme propesition on a
1 ;
F(@+ M) = F(B) + AVF(E)'d + SN H(Z) + A | o(Z; M)

ol &F; Add) — 0 pour A — 0. Ceci implique

1@ + M) - @)
/\2

— S HE)M + [d) o), A £ 0.

Comme ¥ est un minimum local alors f(T + Ad) > f(F) pour A suffisamment petit, d’od
]
Ed‘H(E)d + |ld|[* &(Z; Ad) > 0 pour A petit.

En passant 2 la limite quand A — 0, on obtient d*H(Z)d > 0, d’od H(Z) est semi définie
positive.[J

1.2.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.3

Sott f i R™ — R deuz fots différentiable cn 7. Si Vf(T) = 0 et H(Z) est définie positive,
alors T est manmuim local strict.

Preuve

f est deux fois différentiable au point Z. Alars Yo € R™, on obtient

fl) = f(@) + V@) (e -T) + :l;(ﬂc ~EfHE)(z-F) + ]z - I AEz-F)  (L3)

-

12



o AMT;x —T) — 0 pour & — T. Supposons que 7 n’est pas un minimum local strict.
Done il existe une suite {xx} convergente vers 7 telle que f(x:) < f(T), zx £ &, Vk.

Posons dg = (zx — %)/ ||ox — 7| . Donc |idx|| = 1 et on obtient & partir de (1.3)

flaw) = ()

1
R T~ SALH (B - Tz — ) <0, W (1.4)
iz — 2| :

et comme {|di|l = 1, ¥k alors I{dk},cp cn telle que dx — d pour & - o0 et k € M.
On a bein str ||d|| = 1. Considérons donc {di},.y, et le fait que a(Z;z — %) — 0 pour
k — oo et k € Ny. Alors (1.4) donne: d*H(Z)d < 0, ce qui conterdit le fait que H(Z) est

définie positive car ||d|| = 1 (donc d # 0). Donc Z est un minimum local strict.[]

1.2.3 Cas convexe

Définition 1.3
Soit [ :R"* — R.

a) [ est dite conveze sur R® 51

Fluzr ¢ (1~ phag) < pf(e) + (1 — p)f(ea)

pour touts point z1 et x2 € R™ et pour towd pu < [0,1].
b) Si Uinégalité précédente est stricte pour touts poinds @y el xo distincls et pour towd
w €0, 1, alors [ est dite strictement conveze.
¢] Supposons que [ soit différentiable. [ est dite pseudo conveze si
Pour towd iy et &z vérifiant Vf{w) (@2 — 1) 20, on a: f(z2) = flz).

Théoréme 1.4 ([5] p.103)
Soit f:R™ — R telle que f est conveze et différentiable. Alors x, est un minimum global
de f si et seulement st Vf(z,) = (.

13



Théoréme 1.5 ([5] p.114)
Soit f:R™ R telle gue est pseudo convexe. Soit x, € R™ tel que Vf(z,) =0, alors w,

est un menimum global de f.

Remarque 1.1

Les théorémes 1.4 et 1.5 demewrent vrais si on remplace K® par un ouvert S de [&”.

Remarque 1.2
Dans le cas o0 f est convexe. alors tout minimum local est aussi global. De plus si f est
strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais aussi

unique ([5] p.101}.

1.3 Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui & z € [€” fait correspondre un sous
ensemble A{z) de R™.

Fitant donmné un point 2. En appliquant les instructions d'un certain algorithme, on
obtient un nouveau point zxyy. Cette procédure peut étre décrite par une application
muitivoque A applée application algorithunique. Donc étant donné un point z; ¢ R™,
I'application algorithmique génére une suite xq, T2, ....., o0 Tg4y € R™ pour tout .

La notion d’application algorithmique fermé est directement liée & la converpence des

algorithmes

Définition 1.4
Sowent X et Y deuz sous ensembles fermés non vides de R*et R™ respectivement et

A: X =Y une application multivoque. A est dite fermée au point = € R™ st

e £ X. o) TRl 0 o
=y < Alz).
€ Alze),  w—vy

‘o A cst dite fermée sur Z C B® g1 elle est fermée en chaque point de Z.

14



Donnons maintenant deux théoréme de convergence qui utilisent les fonctions mul-
tivoques et qui nous seront utile par la suite. Avant celd notons qu'a cause de la non
convexité. de la taille du probléme et d’autres difficultés on peut arréter le procesuss
itératif si on trouve un point appartient & un ensemble spécifique qu’on appelle ensemble
des solutions 2. Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.

Q= {z. : Vf(2.) =0}

0 = {2, : 2. est une solution optimale locale du probléeme (1.1)}

Q= {m : f(z.) <v.+e} ol e > 0 est une tolérance définie 4 I'avance et v, est la
valeur minimale de la fonction objective.

Nous dirons que V'application algorithmique 4 : X — X converge dans ¥ C X
si commencant par n'importe quel point initial z; € Y, la limite de toute sous suite

convergente, extraite de la suite zy, 22, ....., générée par I'algorithme, appartient a £2.

Théoréme 1.6 ([5] p.253)

Soient X un ensemble non wvide férmé dans R™ et 2 T X un ensemble des solulions
non vide. Soit o : B™ — R une fonction continue, on considére que l'application al-
gorithmique C' : X — X vérifie la propriété susvante: “€tant donné x € X alors
aly) < afz) pour y € C(z)”. Soit B : X — X une application algorithmique férmée sur
lc complémentaire de Q) qui vérifie: c(y) < alx) pour y € B(z) et = ¢ ). Maintenant
considérons Uapplication algorithmique composé A = CB. Soit z; € X, la suite {x4} est
générée cornme sutt:

St o, = 2, stop; sinon poser X, € A(zy), remplacer &k par k + 1 et repeter.
Supposons que A = {z € X, a(z) < alz,)} est compact. Alors, o;z. bien 1'algorithine
s’arréte & un nombre fini d’itérations par un point dans §2, ou tous les poinds d'accumni-
lation de {zx} appartenanis & S
Théoréme 1.7 [5, p. 249]

Soit X un ensemble non vide fermé dans R™, ef 2 l'ensemble des solutions non vide.
Soit A : X — X une application algorithmique. Donner un point = € X, la suite {zx}

est générée ttérativement comme suil
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51 & € §2 arrdler; sinon, soit wx.y € A(zk) remplacer k par k 4 1, el répéter.
Supposons que la suile T, 2o, ...générée est contenue dans un sous cnsemble compact de
X et qu'il existe une fonction continue o, dite fonction de descente, telque afx) < (y)
stx g Qet ye Az).

81 A est fermé sur le complémentaire de ), alors sost l'algorithme termine en un nombre
fini de pas avec un point dans Q, so#t i génere une suite infinie {2} telque

L. chagque sous suste de {zx} admet une limite dans Q, ¢-.a.d chaque point d ‘accumulation
de {zx} appartient & 9.

2. az) — o(z) pour = € 0.

Corollairel.2 [5, p.250]
Considérent les mémes hypothéses que dans le théoreme précédent, 82 Q = {Z}, alors la

suste {zy} converge vers 7.

1.4 Modes de convergence

Définition 1.5
Soit {21} une suite de vecteurs convergente vers T telle que zy 7 T pour tout k. L'ordre

de la convergence de la suste {zx} est le supremum des nombres P non négative tel que:
P
—_,l,:— = < o0.

Si p=1et 8 < 1alors la convergence est dite linéaire. Si p>loup=1let =0
alors la convergence est dite superlinéaire. En particulier, si p = 2 et 8 < oo alors la

convergence est dite quadratique.
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Chapitre 2

Optimisation dans R ou Recherche

lhinéaire

Introduction:
On donne dans celle partie un apergu sur les recherches linéaires qu'on utilisera plus

tard. Il s'agit des recherches linéaires de Goldstein-Wolfe et celle d’Armijo.

2.1 Position du Probléme

Soit: f :R®™ — R et (P) le probléme d’optimisation sans contraintes suivant:
Minimiser {f (z):2 < R"} (P)

Beaucoup d’algorithmes d'optimisation non linéaire procédent comme suit. Etant
donné un point zx. on cherche une certaine direction dix et un pas Ax. Ceci nous per-
met de trouver le successeur Tx41 de ok par la formule: ©xy1 = @k + Axdi et le procesuss
est ainsi répété.

Le pas A; est la solution optimale d’un probléme de minimisation unidimentionnelle

c'est & dire la minimisation d’une fonction d’une variable réelle et & valeurs réelles de la
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forme suivante:
R.L. {Minimiser 8(A) = f(zx + M), N c I, T CR*, I fermé, borné ounon }

Dene pour les problémes de minimisation sans contraintes, on résout & chaque itéra-
tion des sous problémes de minimisation de fonctions d'une variable réelle. C'est ce qu'on

appelle recherche linéaire

2.1.1 Hypothéses

Nous avons vu au théorémel.1 que si pour le point zx et la direction di, la fonction f
vérifie:

Vf(mk)'.dk <0
alors dy est une direction de déscente. Or si on prend: 8{\) = f(zs + Ady), on a:

Slzx + M) — fla)
A

9’(0) — V_f(:z:;,)'d;, = f'(:c;,,dk) = Al_i_‘I{’l*

On imposera donc dans nos recherches linéaires les deux conditions suivantes:

a) 0'(0) < 0 (condition de descente), qui est équivalente &:
9(/\3) = f(:rk + )\kdk) < f(:ck) = 3(0) (21)

b)L'optimum A" de la (R.L) existe. Dans le cas contraire, nous avons l'une des deux
alternatives suivantes:
1. inf 0(A) = —ov ==(£) non borné: inf f(z) = —oc
7 &~

2. inf 6()) fini mais non atteint: on se limite & A telque G(X) = inf O(\)
i i
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2.1.2 Recherche linéaire exacte ou inexacte

Si I'on determine la valeur A" de facon exacte, on dit dans ce cas que la recherche linéaire
est exacte, chose difficile a réaliser en pratique. Tl faut donc adopter une recherche linéaire
qui garantit un degré de précision convenable ou une descente suffisante de f(z), cappable
d’induire la convergence des algorithmes en question. Une telle recherche linéaire est dite

inexacte .

2.2 Deux Méthodes de recherche linéaire inexacte

2.2.1 Meéthodes de Goldstein et Wolfe

Nous présentons essetiellement deux type de procédures:
# La régle de Goldstein ({26] ), qui s’applique lorsque le gradient de la fonction ne peut
étre évalué (ou trop coliteux & obtenir).
# La procédure suggerée par Wolfe ({42]), qui nécessite ’évaluation du gradient chaque
fois que la fonction est calculée.
Le principe commun a toutes ces méthodes est que:

i) A ne doit pas 2tre choisi trop grand (sinon 1algorithme risque d'avoir un compor-
tement oscillatoire).

ii) A ne doit pas étre choisi trop petit (sinon 1'algorithme risque de converger préma-
turément ),

Dans la régle de goldstein la condition i) est vérifiée si on a

B()) < 6(0) + 16 (0) (2.2)

ol ¢y est un coéfficient choisi dans |0, 1[; et I’on s’assure de la condition ii) si la relation
suivante est vérifiée
8(A) > 6(0) + c20(0) (2.3)
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ol ¢; est un coéfficient choisi dans Je1, 1].

Notons que la condition (2.2) assure que le nouveau point z4;; = z; + Ady obtenu
vérifie f(zryy) < flzx) (propriété de descente).

Dans la régle de Wolfe, c’est encore la relation (2.2) qui permet de s’assurer que A n'est
pas choisi trop grand. Mais comme on suppose que le calcul du gradient de la fonction
f ne nécessite pas beaucoup plus de calcul que I’évaluation de la fonction elle-méme, la

relation (2.3) peut &tre remplacée par la condition:
8 (\) > c36(0) (2.4)

ol ¢3 est un coéfficient choisi dans Je;, 1[. Done la procédure est la suivante

2.2.2 Algorithme

Etape initiale:
On dispose de A; = 0, Ay = une valeur maximale quelquonque
Poser ¢; =0.1, ¢; =0.7.
Etapes principales:
Etape 1: Calculer 8(\) = f(zx + Mx)
Si 8(A) < 8(0) + A8 (0) alors aller & I'étape 2
Sinon prendre Ay = A et aller 3 'étape 4.
Etape 2: (G) Si 8(\) > 6(0) + c2\8'(0) stop
Sinon aller a ’étape 3.
(W) Caleuler 8 (A) = Vf{ax + Adx)tdx
Si 6'(A) > 26 (0) stop
Sinon aller a ’étape 3.
Etape 3: Poser A, =)
Etape 4: Rechercher un nouveau A €]),, As[ et retourner a 'étape 2.
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Programme en Fortran 90 de la recherche linéaire de Goldstein

program Goldstein

! programme qui donne une longueur du pas en utilisant la recherche linéaire

! de goldstein.
b o

R

partie déclaration R
implicit none

real 10.lg,1d ,w.b

b=0.7; w=0.1
lg=0; 1d=100; 10=1
do

if(f(10) < =£(0.) +wHO*dE{0.))then
if(£(10)>=£(0.)+b*10*dI{0.))then

cxit

else

lg=10; 10=(lg+1d)/2.

endif

else

1d==10; 10==(lg-+1d)/2.

endif

enddo

print*,'la longueur du pas 10=",10
contains
! sous programme qui donne la valeur de f au point x
function f(x)

real fx

f=...
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endfunction

! ————— sous programme qui donne la valeur du gradient au point x
function df(x)

real df, x

df=...

endfunction

end

Remarque 2.1:

Le programme précédent esf celui de Goldstein, 81 on veut utiliser la condition de Wolfe

il suffit de remplacer la condition if(f(10) >=£(0.)+b*10*df(0.)), par if(df(10)>=b*10*dE(0.)).

2.2.3 Meéthode d’Armijo

Cette méthode consiste & délimiter un intervalle convenable pour A et & choisir le plus
grand A possible dans cet intervalle. Pour motiver le test d'Armijo supposons qu'on
veut minimiser f : R* — R telle que f est une fonction différentiable en un point, zx €
K" avec V f(zi)'dr < 0 (di est une direction de descente).
Soit & : R -» R définie comme suit

#(N) = f(zx + Ady)  pour A >0

D’aprés la 1°™ approximatin de § en A = 0 on trouve
B(A) = flzx + Ady) = 8(0) + A8'(0) = f(zx) + AV f () ds.

Notons
B(A) = 0(0) + AcO'(0). A > 0.

X peut &tre considérée comme longueur du pas acceptable si 8 ) < 5( ¥
L'inégalité 8() < 6(X) est dite condition d’Armijo.
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2.2.4 Algorithme

Etape initiale: choisir un poing initlial Aj,et un e € (0, 1)

Etapes principales:

Etapel: Si#(A;) < 8(0)+ A\e#'(0) ,aller 3 I'étape 2 sinon aller A I'étape 3
Etape2: Soit { le plus petit entier positif avec A = A2 qui vérifie

#{A12%) < 6(0) + £1,29'(0) (2.5)
Etape3: Soit { le plus petit entier positif avec A = A;/2° qui vérifie

8(A/2) < 8(0) + (A /296(0) (2.6)

Programme en Fortran 80 de la recherche linéaire d’Armijo

program armijo

!

! programme donne une longueur du pas en utilisant la recherche linéaire
! d’armijo.

| —————— partie déclaration
irnplicit none

real epe,lf0.g

imteger t

print*,’entrer eps’

read* eps

print* ’entrer I’

read™® 1

t=1; f0==f(0.); g==df(0.)
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if(f(1)< =fO+eps**g)then

do
IE(E(1*2%%6 ) > f0-+eps™ (1*2%*t ¥ g Jexit
t=t+1

enddo

1=1*2%%(t-1)

else

do

if(f(1/2%*t )< =f04+-eps*(1/2** Y g)exit
t=t-+1

enddo

|l /%%

endif

print*,’la longueur du pas 1="1
containg

|- ——— sous programme qui donne la valeur de f au point x
function f{x)

real [, x

=

endfunction

| —— -~ sous programme qui donne la valeur du gradient au point x —
function df(x)

real df, x

df=...

endfunction

end



Chapitre 3

Optimisation sans contraintes:

Méthode de Newton

3.1 Introduction

Soit. f : R™® — R. On supposera dans tout ce chapitre que f € C*(IR™). Soit maintenant
(P) le probléme d'optimisation sans contraintes que nous avons déja rencontré dans le
chapitrel:

Minimiser { f(z): « € R"}.

La méthode de Newton est attribuée au mathématicien, physicien et astronome anglais
Issac Newton (1642-1727 ). Toutefois, comme le dit Durand ([19]) c’est Raphson qui
publiait. en 1690, la formule itérative utilisée actuellement. C'est.la raison pour la-
quelle certains auteurs I'appellent méthode de Raphson-Newton. L'algorithme de Newton
est la généralisation multi-dimentionnelle de la méthode de Newton Raphson (voir [41],
p.p.28,86,90 et 150), appliquée 2 la recherche des racines de Vf(z).

C'est certainement, avec la méthode de la plus forte pente (Cauchy 1847, [17] ) 'une
des plus anciennes méthodes utilisées pour resoudre le probléme (P). Nous lui avons

consacré un chapitre entier car les méthodes qui nous intéressent par la suite (Quasi-
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Newton), s'obtiennert & partir de la méthode de Newton, c'est 3 dire qu’elles essayent
de la généraliser en gardant ses avantages tout en se débarrassant de ses inconvénients.
Le principe de la méthode de Newton consiste 4 minimiser successivement les ap-

proximations du second-ordre d'une fonction f, plus précisemnent si
1
f(z) = flax) + Vilz)(z — ) + S o H (2} (2 — 2) = g(z), Yz € Vi),

H(z;) étant la matrice hessienne de f au point i, alors une condition nécessaire de

minimum pour gest que Vg(x) =0, ou

Vi{zx) + H(zk)(z ~ 2x) = 0. (3.1)
Supposons que H est inversible, alors le successeur de @ est donné par

a1 = 2k — H H2x) Vf (2x) (3.2)

Cette équation donne la forme générale des points générés par 1'algorithme de Newton.
Supposons que Vf(Z) = 0 et que H(T) est définie positive (Z un minimum local}, alors
H () reste définie positive en tout point voisin de Z. Ceci assure que le seccesseur de 2

est bien défini.

3.1.1 Algorithme

Etape initiale: Soit ¢ un parametre qui détermine le critére d’arrét. Choigir un point
initial. Poser k=1 et aller & I’étape principale .
Etape principale:

Si ||V f(@k)|| < e,stop; sinon, poser wxy = zx — H {zx)V f(z4),remplacer k& par
k + let répéter I'étape principale.
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Exemple 3.1
Nous allons appliquer maintenant cet algorithme sur un probléme test trés classique

di & Rosenbrock. La fonction de rosenbrock & minimiser dans R2est la suivante:
fley, @) = (71 = 1)° + p(2f — 2)%,

ol p est un paramétre positif, ici égal & 100. Dans les lignes de niveau de cette fonction
il y’a une vallée tres étroite, en forme de banane, d’on le surnom “Rosenbrock banana”,
conduisant au minimum global #* = (1,1), avec f(2*) = 0. Donc seule une méthode
efficace permettra de trouver ce minimum (voir [31], p.152)

Les résultats obtenus par un programme en fortran 90 sont illustrés dans le tableau

3.1, le point initial est (-1.2,1) et £ = 105,

. lableau 3.1

k (=) V£

1 .242000E+02  .232868E+03
2  4T3188E+01  .463943E+01
3 141185E+04  .137079E+04
4  .559655E-01 473110E+00
5 313180E+400  .250274E+02

A85274E-10  .860863E-05

P ——————

Pour atteindre la précision £ donnée, il nous a fallu 6 itérations.
la solution approchée est &g = (73, x0);

z; = 9.999956956536TRCE-001, @ = 9,999913913257368E-001
avec f(zg) = f(z1,22) = 1.852730725430225E-011
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programme en Fortran 90 de la méthode de Newton
program newton

!
! Ce programme minimise une fonction deux fois continuement differentiable

! & plusieurs variables en utilisant la méthode de Newton.

implicit none

partie déclaration

integer,parameter: : n=-2
integer i,j,k,s,v
doubleprecision x{n),H{n,n),HI(n,n),g(n),eps,t,d(n)

print* ’entrer le point initial x0’

’

print*,) == e
read* (x(i),i=1,n)

print*,'entrer eps’

if(norm(g) < =eps.or.v==2)exit

print "(i4,2e20.6)’,3,f(x),sqrt(dot _product(g,g))

H=Hessf(x)

! —— appel au sous programme qui calcule 'inverse du hessien
call Hinvers(H,HI,t)

if(t==1)then

print*,’la matrice n est pas inverssible’

v=2
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endif
! calcul de la direction

d=matmul(HLg)

1
:

calcul du point, seccesseur
x=x-d

s—s+1

g=gradf(x)

enddo

i ————Impression de resultats——— e

print*,'le nombre d iteration est ="'
print®,’la solution est x=".x

print* ’la valeur de f(x) est " f(x}

L 3 P o - IS i o
print™,’= === —— —— e

contains

funetion f(u)

doubleprecision f,u(n)
[=1.0e2¥(u(2)-u(1)**2)**2+(1.0e0-u(1))**2
endfunction

function gradf(u)

doubleprecision gradf(n),u(n)
gradf(1)=-4.0e2*u{1*(u(2)-u{1)**2)-2.0e0*(1.0e0-1u(1))
grad((2)=2.0e2*{u(2)-u(1)**2)

endfunction

!

! sous programme qui donne la matrice hessienne

function Hessf(u)
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doubleprecision u(n),hessf(n,n)
hessf(1,1)=-400%u(2)+1200%u(1)**2+2
hessf(1,2)=-400%u(1)
hessf(2,1)=hessf(1,2)
hessf(2,2)=200

endfunction

function norm(v)
doubleprecision norm,v(n)
norm=_

do i=l,n

norm=norm+v({i)**2

enddo

norm=sqrt(norm)

endfunction
1 . o

! sous programme qui donne l'inverse de la matrice hessienne

!

subroutine Hinvers(A Al r)
doubleprecision B(n,2*n),Al{n,n),r
doubleprecision A(n,n),h,pivot
integer 1,11,12

do i=1.n

do j=L,n
if(i==j)then
AL, tn)=1
clse
A(ij4n)=0
endif



enddo

enddo

do k=1.n
pivot—A(kk}); 1=k
do 12=k+1,n
if(abs(A(12,k))>pivot)then
pivot=A(12 k)
1=12

endif

enddo
if(pivot==0)then
r=1

goto 11

endif

do 11=1,2*n

h=A(1,11); A(L11)=A(k,11); A(kI1)=h

enddo

do j=1,2"n
B(k.j)=A(k,j)/pivot
enddo

do i=1ln
if(i/=k)then

do j=1,2*n
B(ij)=A(ii)-AGk)*B(k)
enddo

endif

enddo

do i=1,n
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do j=1,2%n
A(1,j)=B(j)
enddo

enddo

enddo

do i=1n

do j=1,n
AI(ij)=A(j+n)
enddo

enddo

11 endsubroutine

end

3.1.2 Etude de la convergence

En général la méthode de Newton ne converge pas & cause de la possibilité que H(xy) soit
singuliére et donc que le point sy ne soit pas bien défini. Bt méme si H~{xy) existe, la
décroissance de f(z) n'est pas toujours assurée. Cependent ces problémes peuvent étre
évités si le point initial est assez voisin du point Z, tel que Vf(Z) =0et H(ZT) existe.
Dans ce cas la méthode de Newton est bien définie et elle converge vers le point Z. Clest

ce que nous prouverons dans ce théoréme.

Théoréme 3.1

Sowt f :IR'.' — R trois fois conlinuement différentiable. Considérons Ualgorithme de
Neuton défing par Uapplicalion A(x) = © — H Y &)V f(z). Soit T tel que VF(T) = 0 et
supposons gue H (Z)™' existe. Soit z) un point initial assez proche de T de sorte que celle
prozimité implique l'ezistence de ki1, k2 > 0, avec kikz ||z — T|| < 1 et vérifiant les deus

propriéiés sutvantes:
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L ||H{z)")| £ &
2. |VI@) - Viz) - H=z)(z - 7)| < kT — 2|

pour Lol z salisfasant

le =2 < [|lza =]

Alors, l'algorithme converge de fagon superlinéaire vers %, avec une vitesse de convergence

quadratique.

Preuve

Soit 1'ensemble de solutions 2 = {Z} et 'ensemble
X ={z:|z-Z| < a1 -7}

Pour prouver la convergence, on utilise le corollairel.2 du théoréme 1.7. Notons que X

est compact et que I"application A définie par:
y € Alz) &y =2 — H-2)Vf(z),

est fermée sur X
Montrons maintenant que a(z) = ||z — Z|| est une fonction de descente. Soit 2 € X et

supposons que z # Z. Soit y € A(x), done

(z - 7) - H~Xa) [Vf{z) - V@),
= HYz) [Vf(@) - V() - H=)F - ).

<
81
I

D'aprés (1),(2},0n a

ly =7l = [[H(2)[VF@E) - Vi(z) - H(z)(Z - 2)]|,
|H= (2)i] V5 (@) - Vi(2) - Hz)E - =),

1A
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< || H @) IVFHE) - V() - Hle)E - )],

< Je—7].

Donc on a prouvé que a(y) < afz), Yy € A(z) et par suite a est une fonction de
descente, D’aprés le corollaire 1.1, on conclut que 'algorithme converge vers Z. De plus,

pour tout &z € X, son seccesseur 2.y satisfait:

1 o . E'
|§xk...1 = 5}| < kike ”I —5”2 = h“’hl__%l < kiks,
: llzx — |} 2

; 2xr1 — F|
= limsup +— 1 & kiko.
i PP E S

Puisque {zx} — Z,done la vitesse de convergence est quadratique.

3.1.3 Avantages et Inconvénients de la méthode de Newton

Avantages

Comme nous I'avons vu au théoréme précédent, la méthode de Newton bénéfice d'une
convergence quadratique, et c’est son principal avantage
Inconvénients

1. Cette méthode fonctionne trés bien pour les probléme de petite dimension, lorsqu’on
peut calculer facilement la matrice hessienne et son inverse. Cette procédure nécessite

des itérations plus nombreuses et couteuses dans les problémes de grand taille,

2. Comme

T = 2 — H M an) V f(2k)
on voit que le successeur Tx,, de T n'est pas toujours bien défini.

3. Meéme si H~1(x;) est inversible, la direction dy — —I1~1(x;x)V f(2x) n'est pas toujours

une direction de descente. ( Si H(zx) est définie positive, alors di est une direction de
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descente) .

4. En plus, et d’aprés le théoréme 1.1, on voit, puisque le pas de la progression est égal
a +1, alors on peut bien avoir

Sl@r) = Flz).

Ceci implique que la méthode de Newton peut converger vers un point stationnaire qui

n'est pas un minimum (Maximum ou point selle).

Conclusion

Ceci nous ramene 3 conclure que la méthode de Newton ne pénére pas en général une
suite qui converge vers le minimum de la fonction. Mais sous certaines conditions elle
devient tres intéressante (Hessien défini positif, point initial assez proche de la solution

optimale,...)

Exemple 3.2 n =4,

fl@) = 100.(z2 — #1)° + (1. = 21)° + 90.(wa — 23)% + (1. - z3)* + 10.1[(w2 — 1.2 +

(24 = 1.)%] + 19.8{@2 — 1.)(e4 — 1.)

cette fonction est la fonction de Wood, elle admet le point (1,1, 1, 1) comme un minimum
et le point (—1, 1. —1, 1) comme un point selle,

Nous allens appliquer la méthode de Newton pour minimiser cette fonction en prenant
2o =(-3,-1,-8, 1)ete=10"

Les resultats obtenues sont illustrés au tableau 3.2, et on remarque bien que la mé-
thode de Newton a convergé vers le point (—1,1,—1,1) qui est le point selle de cette

fonction.

le nombre d’iterations est s= 15
la solution est x= (-8.679741E-01, 9.471393E-01, -0.695163E-01, 9.512478E-01)
la valeur de f(x) est 7.876967
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tableau 3.2

itération  f(azx) |V f ()il
1 1201438  16307.13
P 205.0513  1679.932
'3 67.68565  1003.005
,f 4 17.33662  285.0620
|5 8.680081  106.9116
|6 7.802798  26.45835
7 7876516  3.768005
8 7877190  0.150338 3
9 7.876882  0.650068 |
10 7876077  0.108463 |
11 7876966  (.186190 |
12 7.876967  0.015349
13 7.876967  0.007221
14 7.876967  0.000112

A cause de ces inconvénients, il existe des modifications qui permettent d’assurer
la convergence globale de la méthode de Newton, alliant les avantages de la vitesse de
convergence quadratique prés de la solution, et ceux d'une méthode de descente. Parmi ces
méthodes, on notera par exemple les méthodes dites quasi-Newton discutées au chapitre

suivant.
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Chapitre 4

Meéthodes Quasi-Newton

Introduction:

Ce chapitre est consacré anx méthodes dites Quasi-Newton pour la résolution des
problémes d’optirnisation non linéaires sans contraintes. Parimi ces méthodes, on s'étalera
particulidrement sur les trois plus importantes, la méthode de correction de rang un. la
méthode DFP (Davidon, Fletcher, Powell) et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher,
Goldfarb, Shano).

4.1 Dérivation des méthodes

Ces méthodes s'inspirent de 'algorithme de Newtfon, mais sans calculer la matrice hes-

sienne de f, ni son inverse. L'itération de la méthode de Newton étant définie par
Zhyr = 25 — H 3 (25) VF2k),
I'idée est de remplacer cette itération par

2y = 25 — NSV f(2y),
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ol Ax est un paramétre fourni par une recherche linéaire le long de la directon diy =
—8,Vf(x), Sk est une approximation symétrique, définie positive, de J1~*(z;). Bien
sur, plus Sy sera proche de H~(zy), plus I'algorithme convergera rapidement. L’objectif,
est donc de trouver une bonne suite de matrices Sy, faciles 3 construire, c’est 3 dire
utilisant des informnations seulement sur le gradient et qui converge vite vers des approxi-
mations de plus en plus précises, de I'inverse du hessien de f.

Pour réaliser cela, prenons f € C%(R™), et faisons un dévelopement de V f(2) au voisinage

de iy,
Vi(z) = V(zx) + Hlzg)(2 - 2x) + of||z — 24l]),
c.a.d
Vi(z) 2 V(@) + Hzi)(z —2x), 2 € Via),
ou encore

H @) [V (2) ~ VF{ox)) = (2 - 2).

Les approximations sont exactes si f est quadratique. En particulier, avec & = zx41 et si

S était une bonne aproximation de H~(x;), on devrait avoir
Sk [V f(zhaa) — VI (wp)} 2 (wpa1 — 23), (4.1}

mais comme .1 est calculé aprés Sy, il est peu probable que cette équation soit satisfaite,
méme approximativement. En revanche, on peut toujours imposer que Si,, satisfasse

cette éguation exactement, d'ol
Sky (Vfizkyr) — Vze)] = (Zker — 2x) (4.2)

cette équation est dite® équation de la sécante” ou “condition de gquasi — Newforn” .

A l'étape %, la remise 3 jour de la matrice Sy se fait avec une formule simple,

Sk41 = Sk + Cy,
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C} étant une matrice de corr.ectir,m qui intégre au mieux la nouvelle information fournie
par Tx4; et Vf(ap4;) de telle maniére que Syyq satisfasse la condition (4.2) . Basées sur
ce principe, les méthodes quasi — Newlon diflérent 'une par rapport 4 ’autre, d’aprés
la définition de la matrice €y

Commengons par la méthode de correction de rang un qui est considérée comme une
introduction élémentaire aux deux autres méthodes (DFP et BFGS) déerites par la

suile,

4.2 Méthode de Correction de rang un

Etand donné que H~'(x;) est symétrique, il est naturel de construire des approximations
successives S symétriques. Par exemple, on peut exprimer Sk en fonction de Sk de
fagon trés simple, en rajoutant & cette dermiére une matrice de rang un de la forme
suivante: apuiuy, o0 %k est un vecteur de[R™ et ax est une constante. On obtiendra
alors

SIH-] = Sk T a;,uku;.
Montrons qu'il est facile de calouler as et uy de telle sorte que la condition (4.2) soit

satisfaite. Posons

Pk = Tkey — Ti,

@ = V(i) — V{zi),

la condition (4.2 ) s"écrit done

Sk1qx = pr.

Soit en remplagant par l'expression de S;.,,

(Sk + axuprsf Jgx = pi,



Oou encore

axtiy (Uhgr) = Prx ~ Skas,

d’ou I'on déduit que uy est proportionnel & pr — Skqx, avee un facteur qui peirt étre pris
en compte dans ax. En particulier en prenant w; = pr — Skgx et ax tel que ax(uigr) = 1,

on obtient
(Px — Skar)(px — Skgr)t
(Px — Skax)igx

sk+1 ~ Sis i

4.2.1 Algorithme

Etape initiale: Soit £>-0, determinant le critére d’arrét. Choisir un point initial 2, et une
matrice symeétrique définie positive 51. Poser y1 = 31,k = 1, et aller aux étapes principales.
Etapes principales:

Etapel: 8i [[Vf(w)| < e. stop; sinon, poser dx = —S5,V f(zx) et soit Ax la solution
optimale du probléme min f{yx + Adx) , A > 0.

Etape2: Construire Si,.1 comme suit

(px — Skqx)(px — Skar)t
(Px — Skax)ax

Skt1 = Sk +

aveo

P = Awdi = Yhaa — Uk,
Vf(yk-u) 7 Vf('!lk)s

Gk

remplacer k£ par & + 1, et répéter 'étape 1.

Il est utile de citer le théordme suivant, essentiellement dQ & Fiacco et Mc Cromick
([21]), qui montre que lorsque H est constante, la condition (4.2) est non seulement

vérifiée pour ¢ = &, mais aussi pour tout i < k.



Théoréme 4.1

St f est quadratique, de matrice hessienne H et 51 py,...,p, Son¢ des vecteurs indépen-
dants, alors la méthode de correction de rang un converge au plus dans (n+ 1) itérations
et (Spn)t=H.

Preuve

La preuve se fait par recurrence. Montrons tout d'abord que
i = Sk1s, pour i < k (4.3)

pour k& = 1 elle est évidente d’aprés la définition de S5.

Supposons qu’elle est vraie pour k& > 1 et montrons qu’elle vraie pour & 4+ 1. On a donce
S =1 Vi<k-—1.
Pour éxploiter la définition de Sk, calculons
(ph — Skar)'® = Phdi — €4Skt = P — GkPs- (44)
En remarquant que gz = fpi, on obtient
(P — Skqn)' = Pt — PrHpi = Prgi — Prai = 0. (4.5)

Donc

Sk+1Gi = Spgi +0=p;, Vi<k -1

Reste le cas i — k. La relation est vraie d’aprés la condition { 4.2 ). Ce qui établit le
résultat voulu au rang & + 1.

Pour terminer la preuve du théoréme et puisque on a,

Pi= Snt1g = Snarflp;,  i=1.,7m (4.6)
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et comine les vecteurs p; sont indépendents, alors,

Spe1H =1 ouencore, Spyy = H™?

Exemple 4.1

Considérons le probléme suivant

-
min —x'Qr

(P1) 2" 9
z € R"®

ol

—
et

S B e

R = R

Appliquons la méthode de correction de rang un sur cet exemple, en prenant € = 10-5
et vo = (0,1,2,3). Les résultats obtenues sont illustrés au tableau 4.1, et la recherche

linéaire considérée est exacte.

Lg_b_l,gag 4,1

zi Few) LIVI@l | M |

(0.000, 1.000, 2.000,3.000) | 15.000 | 13.000 0.250 |

(~2.005,—1.005,0.746,1.997) | 6.187 | 4.357 | 0.842

(0.665, —0.548,0.004,0.113) | 0.766 | 0.196 | 0.444

(0.000, —0.001, 0.004, —0.002) | 0.002 | 0.087 |0.003
(0.000, 0,000, 0.000,0.000) | 0.000 | 0.000 =

AN = W@ N ) o

Les matrices Si obtenues & chaque itération sont
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/ 1.000 0.000 0.000 0.000
0.000 1.000 0.000 0.000
0.000 0.000 1.000 0.000
\ 0.000 0.000 0.000 1.000

[ 0208 —0405 0120 0578
—0.405 0540 —-0.101 0.103
0.120 —0.101 0.722 —0.469

\ 0578 0.0 —0469 0002

Sy =

2.—_'

0.927
—0.140
-0.117
—0.134

-0.129
=0.213
0.160
0.485

0.140 0.117
0.730 0.226

0.226 0.809

—0.259 0.217

—0.213

0.160

0.328 —-0.126

—0.126
0.176

0.719
—0.461

D’aprés le tableau, on voit bien que le minimum de f est atteint en 4 itérations.

4.2.2 Avantages

0.134
0.259

—-0.217

0.751

0.485
0.176
—0.461
0.002

Cette méthode présente I'avantage que le point z;., n’a pas besoin d’étre choisi comme

le minimum exact, ¢’est & dire qu’on n'a pas besoin d’effectuer des recherches linéaires

exactes.

4,2.3 Inconvénients

Les inconvénients de cette méthode sont:

1. Méme &i la fonction est quadratique, et méme si son hessien est défini positif, il se peut

que la matrice S ne soit pas définie positive.

2. Le dénominateur {px — Skgx)'px peut trés bien devenir nul ou trés pefit, rendant le

procédé instable.

Dans ce qui suit, on présente les méthodes quasi-Newton, basées sur des formules de

correction de rang 2 ( DFP, BFGS ), qui evitent ces inconvénients.



4.3 Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (D.F.P)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 ([18]) et développée plus tard en
1963 par Fletcher & Powell ([24]). C’est une méthode assez remarquable pour plusieurs
raisons. Tout d’abord, quand elle est appliquée a une fonction quadratique, non seulement
les différentes itérations aboutissent a 'inverse du hessien, mais en plus elle engendrent,
des directions conjuguées. La mise & jour de Sy, en fonction de Sy se fait en ajoutant
cette fois deux matrices de rang un, d’ol le nom “correction de rang deux™. De fagon

plus précise construisons Sy en fonction de Sk, de la forme
Sk+1 = Sk + Ax + By,
avec Ay et By deux matrices de rang un chacune et de la forme suivante
Ay = apuprl, By = brogvf,

ax, bx sont des constantes, ug, v sont deux vecteurs de R™. Sk, doit satisfaire la condition

(4.2), c’est & dire

(S + a,,ukuf, + bhvk'vz)ql‘ = Pi
Skax + xurtygr + DiViviae = Pa,
aaurtbar + bvrvige = Px — Siax,

un choix évident pour satisfaire I’équation est de prendre u; = pi, vx = Sigx, arthgy = 1

et byvigy = —1, d'ol

Sk kg Sk
gDFP _ ¢ +PkP§c _ PRk Ok 4.7
k41 k p,‘-q‘z\ qiSk(Ih ( )

Remarque 4.1

H ¥’a aussi une formule DFP, pour appracher le hessien lui méme, au licu de son inverse.
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Cette formule est donnée par

tB ; By + B
BPFP = B, + [1 + Pkt kPh] Lx [Qkpk 5 kai] _
Piax | Pitx Ph
La procédure est la méme que celle de correction de rang un, mais en général il
est recommandable d’implémenter les méthodes quasi-Newton avec une reinitialisation
periodique pour des raisons de convergence.

L’algorithme de DFP avec reinitialisation est donné sous cette forme.

4.3.1 Algorithme DFP

Etape initiale: Soit £ un scalaire d’arrdt, choisir un point initial z; et une matrice
symétrique définie positive 5;. Poser 4, = 2),k = j = 1, et aller aux étapes principales.
Etapes principales: .
Etapel: Si[|Vf(y;)| < €. stop; sinon, poser d; = —S;Vf(y;) et soit ); la solution
optimale du probléme min f(y; + Ad;) telque A > 0. Soit yj41 = ¥ + Ajd;.
.Si j < n aller a I'étape 2
Si§ = n, poser ¢ = Zky} = Yn41, remplacer k par k& + 1, poser 7 = 1 et
aller & ’étape 1.
Etape2: Construire S;;, comme suit:
7 5995

P;
Si41 = 55 4
Y R T

avec

pi = Ndj = Y1~ Y
% = VY1) - Vi(w),

remplacer j patr j + 1, et répéter I'étape 1.



Dé&finition 4.1
Sott H une matrice (n x n) symétrique. Les vecteurs dy, ..., d, sont dits H—conjugués
8'ils sont lindairement indépendents et si dHd; =0 pour i # j

Lemme 4.1 ([15,.62])
St H est symétrique définie postiive, et st les vecteurs non nuls dy, ..., d, somd H —conjuguées,
alors s forment une famille libre,

Théoréme 4.2
Considérons la méthode DF P décrite par la relation

Y SkarghSk
SDFP _ g, o PkPx  OkQkqyok
S S TN

1. A Utape k, 51 Sy est symélrigue définie positive et st la recherche lindaire est exacic
{ ou bien si pxqt > 0 ), alors la matrice Sy, est symétriqgue définic positive aussi.
2. 51 f est quadmatique de hessien H, avec en plus H définte positive, alors lo méthode
DFP vérifie:

(i) piHp; =0 1<i<j<k

(41) Sk Hp: = pi 1<i<k

3. Ces propriétés impliguent, dans le cas quadratique, la convergence de la méthode en n
itérations et lo propriété S,y = I~ 1.

Preuve
1. 11 est évident d’aprés la définition de Sy; qu'elle est symétrique, montrons qu'elle est

définie positive. Soit z un vecteur de R™ non nul,

Pulh . _ anhgk?iSkz
has 5% Skqn

b (ﬂv?wr)2 = (m“Ska)z,
Prax a5 Sk

(pe)® (& Skqn)?

Pix N

.z’Sk.ux = .'Z:sSkZL' +z

= x‘S,,:c +
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Le terme (2% Sx2)(gE Skqx) — (2°S3qx ) est positif d’aprés Cauchy Shwartz. En effet, comme
L ¢ T
Sy, est définie positive, alors il existe une matrice S7 définie pusitive telle que S = 52.52.

Posons a = 52 et b = 82 gy, d'od
#'Syx = a’a, giSig = b, etx*Siqi = @b,
alors
(£ Sxz) (g Shan) — (2 Sxgx ) = (a'a)(b%B) — (a'h)? > 0.

Done pour prouver que x*Sgy > 0, il suffit de montrer que phgx > 0 et que giSigx > 0.

Prax = A (VF(uraa) — V()] = —Adi VF ()

Puisque yx41 est le minimum le long de la direction dy et Vf(y) # 0, (d'aprés I'hypo-
thése) done,

Phar = ax V() Sk V £ () > 0.
De plus gx # 0,d’o0 z*Sxx > 0.
Supposons que
S =0 (a'a)(p'd) = (atb)z ()
z'py =0 (#%)
() & a=A
& Siz=ib

= T = Agk

z # 0=X2#0

(#*) < prz=0
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= phax =0

contradiction avec le fait que pigx > 0.

2. On démontre ce point par récurence pour tout 1 <k <n
Pourk = 1:

{ii) Notons tout d’abord que pour tout 1

Hpg = H(yie1 — %) = V() = V{w) = a,

en particulier Fp, = gq,

td S S
SoHpy = 8191 + |ip1p1 i IQIqﬁ 1

g1 = $191 — S1q1 + 1 = 1.
mg @S ]

Supposons maintenant que (i), (ii) sont vraies pour k-1, et prouvons qu’elles le sont pour

k.Ona
Vi) = V(%) + Hlu = %) = V(%) + Hpa + ..+ pr).
Multiplions par pf,
7V () = BV f (W) + 2L (st + o+ r1),
d’aprés I’hypothese de reccurence pour (i) et le fait que 311 est le minimum de f suivant

la direction pf, on a

PV i(u) = 0, Yi<i<k,

d’aprés I'hypothese de reccurence pour (ii), p; = S Hp;, 0<i<k Dol

PHS NV f(y) =0,
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et, comme

p= —/\;‘S;,Vf(yk), et M ;‘5 0,

on obtient

PiHpk=0,  pour i<k, (4.8)

d’ou (%) est vraie pour k.

Maintenant d’aprés (ii) pour k& — 1, Hpg = gi, et d'aprés (4.8) on trouve

%SkHp = gpi=pHp=0, 1<i<k
Sk+ali = Skf{pt =Pi 1<i<k,

pour i =k on a, Sy Hpy = Skax = pi, d'00 (%) est vraie pour k.

3. La méthode engendre des directions conjuguées, d’aprés le point 2. De plus, les
directions py, ..., px sont des vecteurs propres {associés & la valeur propre 1) de la matrice
Sni1H.Elles forment une famille libre, puisque ces vecteurs sont des directions conju-
suges. Notons P la matrice telle que ses colonnes sont ces directions, alors P est inversible
et d’aprés (ii)

S WHP=P=28 H=1=8 .=H"1,

Exemple 4.2
Considérons le méme probléme que 'exemple 4.1 et appliquant la méthode DFP, on

trouve les résultats suivants
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ab 4.2

k zk fzn) | IVF@ | A |
L1 (0.000, 1.000, 2.000,3.000) | 15.000 | 13.000 | 0.250 i
2 | (=2.005, -1.005,0.746,1.997) | 6.187 | 4357 |0.812|
% 3 (0.665, —0.548,0.004,0.113) | 0.766 | 1.960 | 0.483 ;
4| (0.000,-0.001,0004,~0.002) | 0.002 | 0087 | 0.602
fL_ 5| (0.000,0.000,0.000,0.000) | 0.000 | 0.000 = [

[.es matrices Sy obtenues a chaque itération sont

( 1.000 0.000 0.000 0.000
0.000 1.000 0.000 0.000
0.000 0.000 1.000 0.000
\ 0.000 0.000 0.000 1.000

[ 0176 —0.495 0120 0567
—0453 0515 0101 0.112

0120 —0.101 0.722 —0.469
| 0567 0112 0469  0.002

S3

I
o
I

0947 —-0.136 0.117

—0.140
—-0.123

0.730  0.227
0.227 0.811

-0.149 -0.261 -0.213

—0.129
-0.213
0.160
(0.485

-0.213 0.160
0.328 -0.126
-0.126  0.720
0.176 —0.462

4,3.2 Avantages et Inconvénients de la méthode DFP

Avantages

1 .Pour des fonctions quadratique (avec une recherche linéaire exacte)

(i) elle termine au plus en n étapes avec Sy = H™)
(ii) Elle engendre des directions conjuguées.

2. Pour des fonctions quelconques

0.134
0.261
—0.213
0.761

0.485
0.176
—0.462
0.002



(iii) Les matrices 95 restent définies positives. Ceci entraine que les propriétes de
descente de la fonction sont vérifiées.

(iv) une convergence superlinéaire

Inconvénients

Cette méthode est assez sensible & la précision de la recherche linéaire (la convergence

dépend du fait que la recherche linéaire est exacte ou non).

4.4 Méthode BFGS

Cette méthode a été développée de facon indépendente par Broyden ([10],1970), Fletcher
((25],1970), Goldfarb ([27],1970) et Shanno ([40],1969). Pour construire une approxima-
tion de I'inverse du hessien, elle utilise une formule de correction de rang deux qui dérive
directement de la formule (4.7). Plus précisement:

Pilh
Pigx

GSkBPrP PR Sk + Skqnpi

)’ A &)

SfH—l = SI; + +
Cette formule est moins sensible aux erreurs dans les recherches linéaire, et elle est
considérée comme la meilleure actuellement. On peut se demander ce qui justifie l'intro-
duction d’une telle formule. Une des réponses est que si I’on note By = (Sk)~2, c.Ad, Bi
approxime Hj et non pas son inverse.

la condition quasi-Newton (voir formule 4.2) sera dans ce cas

BrapPi = Gk, (4-10)

et
gy  BrpapiB
By, =By + : 4.11
r= Bt e riBoy e

Comme |'a remarqué Fletcher ([25]), si I'on interverti les réles de px et de gy dans (4.7),

on obtient les matrices verifiant (4.10), qui est la relation inverse de (4.9). On voit alors
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que la formule (4.11) permet de construire une approximation de la matrice hessienne

elle méme (et non pas son inverse). Posons

o qkq:  BapspiB
R = — 7
Gk PiBox

H

d’aprés la relation

Sip1 =Sy +Cy = B}, = (By + Cy)7, (4.12)
et par application de la formule de Sherman — Morrison — woodbury, ( [21, p.55]) suivante

A-lgbt A~

A+a®h) =41
(A:+a5) 1+btA-1g’

(4.13)
ol A est une matrice (n X n), b est un vecteur de R®, et en supposant que

(1+8°A7%) £ 0,

on obtient

¢ =1 g g 1 -1 .
[Brial =t = [Bx| ™2 + [1 1 W] PPy Padk [Be]” + [Bil k.

Phak Phax Phak

Ce qui montre que [Bs1]™" est exiprimé directement en fonction de [Bix]™* et d’ot la

formule de correction de rang (4.9).

Remarques importantes
1. La formule (4.9) & des propriétés analogues a celles de la formule (4.7). En particulier:

(i) Si phax > 0, alors la définie positivité des matrices Sy est préservée.

(ii) Appliquée & une fonction quadratique (matrice hessienne H définie positive), cette
formule permet d'obtenir en au plus 7 itérations, 'inverse H~1 du hessien de f. De plus
les directions px engendrées par ’algorithme BFGS sont mutuellement conjuguées par
rapport 3 H.

2. Lorsque 'algorithme BF'GS ou DFP est appliqué & une fonction non linéaire quelconque
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{non quadratique), il faut procéder 3 des réinitialisations périodiques, pour assurer la

convergence globale.

3. Théoriquement, la condition pigs > 0 assure la définie positivité des matrices Si,, ou

B; .1, mais sur le plan pratique rien n’est garanti, & cause des erreurs d’arrondi, Sx.; ou

B ;1 peuvent devenir singuliéres ou non définies.

4. La majorité des auteurs affirme la superiorité de I'algorithme BFGS sur celui de DFP,

soit, sur le plan théorique ou pratique ( il est plus stable ).

Exemple 4.3

Si on congidére le méme exemple traité par DFP et la méthode de correction de rang

un pour illustrer la remarquel(ii), on trouve les résultats si dessous

tableau 4.3
(| k 2 | Fa) [ 195 @l | X
: il (0.000, 1.000, 2.000, 3.000) 'il5.000 13.000 0.250
t 2 (—2.005,—1.005_.0.746.1.997)% 6.187 4.357 0.732
| 3 (0.665, —0.548,0.004,0.113) | 0.766 | 0.196 | 0.303
? 4 | (0.000,—0.001,0.004, -0.002);1 0002 | 0.087 |0.601
5 (0.000,0.000,0.000,0.000) | 0.000 | 0000 | -

et les matrices S

1.000
0.000
0.000
0.000

0.309
—0.561
0.129
0.595

obtenues & chaque itération sont:

0.000 0.000 0.000 1.017 - 0.124 0.141
1.000 0.000 0.000 ‘ — 0124 0732 —-0.230
0.000 1.000 0.000 —0.141 0.230 0.815
0.000 0.000 1.000 —0.198 -0.270 —0.200
-0.561 0129 0.595 -0.120 -0.213 0.160
0.603 —0.101  0.008 . —0.213 0328 —0.126

-0.101 0.722 -0.469
0.008 -0469 0.002
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0.160 -0.126 0.722
0.485 0.176 -0.463

—~0.196
0.270
—0.200
0.796

0.485
0.176
-0.463
0.006



Implémentation numérique
On a mis en oeuvre les méthodes quasi-Newton ( DEP et BFGS ) définies précédement.

et comme fonction test on a pris la fonction de Rosenbrack généralisée, définie par

n-—-1

Fley=Y [100(mps = =) + (1 — =)

=1

Comme point de départ on prend zg = (- 1.2, 1, ..., —1.2, 1)

Notons que le minimum de cette fonction est atteint au point z* = (1,1,...,1)" avec
flz') =0

On a implémenté 1'algorithme { DEP ot BFGS ) dans le cas continu et dans le cas avec
reinitialisation en introduisant la recherche linéaire de Wolfe ( chapitre 2 ).

On a pris une précision £ = 107 e, § = 1.

Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux si dessous.

tableau 4.4: DFP et BFGS implémentés sans reinitialisation

| n DFP BFGS

| . B | f@ | k] Ef | J@

El 602 | 750 1375x10% | 34| 8 |6.73x 107D

] 4 ; 1781 1883 |’5.69 x 1071 | 42 ‘ 123 | L12x107%

! 10 | 3483 3543 | 2.08 x 10713, 85 \ 183 | L.09 x 1014

ISinas de convergence | — : = [174[ 447 | 3.30 x 107

tableau 4.5:  DFP et BFGS implémentés avec reinitialisation

' n DFP | BFGS

| * | B | 4@ x| B f(z)

| 2 : 53 I 292 ?4.65)(}0‘“? 45 'I 265 1.04 x 101
! 4 99 [ 706 | 1.03 x 101 | 69 l 542 7.95 x 10~
0 103 | 1860 | 118x 1072 1 182 1403 0.39

' 30| 572 | 03 | 144 x 1075 [ 586 2868 | 3.30x 107 |
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k est le nombre d’itérations, Ef est le nombre d’évaluations fonctionnelles.
On a aussi implémenté ( DFP et BFGS ) avec la procédure d'Armijo (voir chap2, re-

cherches linéaires inexactes). Les résultats sont illustrés dans les tableaux si dessous

tableau 4.6: DFP et BFGS implémentés sans reinitialisation

| n DFP BFGS
k VB i@ |kl B | @
5 39 | 193 | 736 x 107 | 42 } 10 | 5.04 x 101
4 68 | 386 |1.34x107% | 48 | 238 | 5.40 x 107
10 121 663 3.08+ 68 | 335 3.8+
LA < -l { L R
tableau 4.7: DFP et BFGS implémentés avec reinitialisation
n | DFP ~ BFGS w
k| B f(2) K Ef i) |
2] 55 | 812 [505x10°%| 47 71 |475x 101 )
4| 60 ) 554 |625x10°1| b7 507 [231x10 8 i
10 f 191 | 1864 3.98¢ 181 1823 398« |
! 50 | 967 | 5673 398« | 844 5822 | 4.26 x 10°M |

la valeur 3.98 correspond & un minimum local de f, z* = (1,1, ..., 1) souvent rencontré
avec n = 10, n = 80, .
D’aprés ces tests on confirme deux points essentiels notés dans les remarques précédentes
1. La superiorité et la stabilité de Palgorithme BFGS sur celui de DFP.
2. L utilité de la reinitialisation, comme le maontre le cas n = 30, aveec Wolfe et n = 50

avec Armijo.

On a aussi implémenté ces méthodes avec d’autres fonctions tests et les résultats sont-

représentés dans I’ annexe A & la fin de ce mémoire.



4.5 Convergence des méthodes quasi-newton

4.5.1 Cas o1l la recherche linéaire est exacte

Dans ce cas, le théoréme (4.2) montre que si f est une fonction quadratique, de hessien
défini positif, la convergence se fait dans un nombre fini ditérations.

Dans le cas général et en 1972 Powell ([36]) a montré que si f était convexe, deux fois
continuement différentiable, alors la méthode DF P converge globalement vers la solution
optimale. Sous des conditions plus fortes que celles que nous venons de citer, le méme
auteur ([37]) démontra que la méthode DFP convergeait vers la solution optimale de
fagon superlinéaire.

Maintenant on va prouver la convergence des méthodes quasi-Newton en utilisant le
théorémel.6 (Voir Chap.1, Fonctions mutivoques et Algorithmes). Pour cela on note par
A notre algorithme tel que A = CB ol A et B sont décris par la suite. Alors on doit
vérifier les propriétés suivantes:

1.B est fermé sur CQ = R*\()

2.85iy€ B(z) = f(y) < flx) Vz ¢ Q.

3.51 2 € Cly) > £(2) < 7).

4. L'ensemble A = {z : f(z) < f(wp)} est compact, o0 2p est le point de départ.
Pour les méthodes quasi-Newton, B est définie comme suit:

donnons un point z, alors ¥ € B(z) si y est obtenu en minimusant f & partir de z le
long de la direction d = — S,V f(2), o0 Sy est une matrice arbitraire définie positive. De
plus en démarrant du point obtenu par B, ’application C donne le minimum de flelong
des directions générées, il suit que ' vérifie la troisidme condition. Il nous reste done 2
montrer que B est fermée sur le complémentaire de €2, o0 2 = {z : Vf(z) = 0}. En effet,
soit zx ¢ 2, zx — x, et soit yx € B(wzx), Yk — ¥, on doit démontrer que y € B(z).

Par définition de w, y = &% — AxSoV.f(zx) pour Ax > 0 tel que,

Flwk) € flax - ASoV () VA =0, (4.14)
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comme Vf(z)#0 (car z ¢ 2 ), alors

Ly ly—=i
M= A= T 2

de plus, quand k — 00, ¥ = 2 — ASpVf(z). Alors
flwn) € flew —AS V(=) WA >0,

done y est obtenu en mimimisant f le long de la direction =SV f(x),c.a.d- y € B(z),
d’ont B est fermé sur C42.

Notons encore que -V f(2)SV f(z) < 0 (car S, est définie positive ), ce qui justifie que
d est une direction de descente -c.d.d- y € B(x) = f(y) £ f(z), V= & Q.

Supposons de plus que A est compact, pour que les quatre conditions soient satisfaites
et par conséquent, en cosidérant le théoréme 1.8, il suit que I’algorithme A converge vers

un point stationnaire.

4.5.2 Cas o1l la recherche linéaire est inexacte

Dans ce cas, le théoréme 4.2, de convergence finie, n’est plus valable pour les méthodes
DFP et BFGS car sa preuve nécessite les propriétés de la recherche linéaire éxacte.

Pour les fonctions non quadratiques, sans utiliser une recherche linéaire exacte, et sous
certaines conditions, Powell, en 1976 ([38]) a montré qu’une version de la méthode metric-
variable { méthodes DFP et BFGS) converge vers la solution 0ptih1ale7 gi la fonction
objective f &tait convexe. Il montra aussi dans le méme contexe que si la matrice hessienne
de f était définie positive au point z* (z* solution optimale}, alors la convergence était
superlinéaire.

Dans notre mémoire on utilisé les méthodes DFP et BFGS avec les recherches linéaire
inexactes de Wolfe et d’Armijo (voir Chap.2). Donc il est nécessaire de donner les

théorémes qui caractérisent la convergence de ces méthodes.
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Théoréme 4.3

Soit I ’algom'thmb Ppey = T - MSEV (2 ), 0% { Sk} est une suite de matrices définies po-
sitives dont les spectres sant uniformément bornés (0 < ¢ gmiin my(Sx) <max my(Sg) <
ez). St f € CHR™), minorée, et & gradient Lipschitsien de constante L., et s; les Ay sont
choisis selon la méthode de sélection d’Armijo (voir recherche linfaire d’Armijo, Chap.2),
alors cet algorithme converge vers un mamirnum local de f.

Preuve

Lialgorithme est bien une méthade de descente, car

Viae)de = = [[Vi@)l5, < —er VA,

par ailleurs, en appliquant la formule de la moyenne a la fonction A — f(zg + Adg), on

obtient

flax + My) = flax) + V(L) (Ady), &x € (o , 2 + Ady).

On peut donc écrire
Flax + Ad) = Flax) = (VF(€e) — Vi (2k)) (Adk) + V(@) (Adi),
ce qui, en utilisant le caractére lipschitizien du gradient de f et la définition de dj,

L || M) + (V£ (i) Y (Md),
LN ||SkV F(za)|* — AV F(22) SV F ().

flzw + Adi) — flax)

1A

IA

Le premier terme du membre de droite étant majoré par LA%co {|Vf (:x:k)”gk, on peut
conclure que

Floe + Ade) = flax) < MEAea - 1) | VF (@)l - (4.15)

Rappelons que la méthode de sélection d’armijo, dans le cas d’une direction de descente
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di = —Ska(ﬁ}k‘) est

flaw + Mdy) = flz) < —Ae |V (a3, -

La constante £ étant fixée, il suffit de choisir Ax tel que Laca — 1 € —g,c.-3d. Ay £ 1c-LE
2
dans (4.15) pour remplir la condition d’armijo. Par ailleurs, compte tenu du principe de

1-=
2C2L-
On en déduit d'une part qu'avec ce choix, on a f(zx.y) = flax + Mdi) < flzs),

sélection, on aura Ay >

et donc que la suite {f(zx)}ren converge, puisqu'elle est minorée, et d’autre part que
v 2 o Slen) = fonia)
0, puisque tous les S ont un spectre strictement positif . La méthode proposée converge

. Le terme de droite convergeant vers 0; donc ||V f(zx)| —

donc vers un minimum local de f.

Théorsme 4.4
Supposons que | est convere el posséde des dérivées secondes continues sur {'ensemble
borné {x : f(x) < f(x)}. Alors l'algorithme BFGS avec recherche kinéaire de wolfe vé-
rifie
Jim_inf [VF(@0ll =0

Preuve

Soit

Px = Tkl — Tk,

@ = Vf(ax)— Vo).

Les hypothéses de ce théoréme impliquent

<M, (4.16)
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ol M est une constante vérifiant

lHy|| < M,

{(pour la démonstation de cette partie voir lemme 5.2, chapitre 5).
Prenons maintenant la formule BFGS approchant le Hessien. La trace et le déterminant

de Bg41 sont donnés par

2 2
Bipel| "
tr(Basy) = tr(B) 4+ Ll Be 41
Fi(Biha) 6B + Plar  piBapk L)
Phax S
det(By.,) = det(B,)-2k%_ 4.18
( 154.1) ( k)PinPk ( )

pour la relation (4.18) voir ([35], appendice B)

L'inégalité (4.16) et la notion de trace impliquent la majoration suivante

k
(B < (B + Y Lol

j=1 3%
tr(B;) + Mk

IA

< ok, k=1203,.

ol ey = ér(B) + M.
Rapplons ici que la moyenne arithmétique est superieure a la moyenne géométrique: si

a1,42, ..., @y, 50Nt & nombres positifs, alors

(15) > 1o o

=1 =1

Appliquons ce resultat aux valeurs propres de la matrice By, on obtient la relation

n )
det(Bey1) < (L?:l- k=123, / (4.20)



Puisque la trace de Bgy; est positive, on déduit aussi que

TAN

X 1B, 42
X < e 2

R, S T e S

Appliquons encore une fois la relation (4.19), on trouve

De plus (4.18) nous donne

dtll. Bk...1)
det(Bi) H B,p,
D'aprés (4.20), (4.21), et (4.22), on déduit:

H ”ijj‘“ qu’ < (“{{/"’)ncg
(#}B ﬂ’f det(By)

< cf k=1,23,..

(4.21)

(4.29)

(4.23)

remplacons Bip; = BjA;d; = )\ij(—Bj—lij) = —XVf;, (o0 Vf(x;) est noté par V§;)

on obtient

™
V51 pigs
X T R
1—11 (—ijf,)? <cq

Rappelons que la recherche de Wolfe permet de donner

diV(zi + Mdi) > codi Vi,

di (Ve + Mdi) — VF(ze)] 2 diVfi(ez -
x> (P VA1
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d’ou,

Pm
= 1=co,
7
et il suit que
H ||Vf5|12 ( c4 )l‘
=1 —pjv_f; 1 —Cp
on bien
1517 o NF
H Tl S\ima k=123, .., (4.24)

ou &; est I'angle compris entre p, et — V f;.
Comme f(x) est bornée inferieurement, la condition (Wolfe) nous permet de conclure

que la somme 7

.

S MEVS = 3 el VA costen),
f=1 =1

est convergente.

Donc si on suppose qu'il existe un € > 0 telque IV f&l] 2 & > 0 pour tout &, alors

“P)‘” cos(Gk) — (.

1vs*

”Ps [| cos &;
qui donne une contradiction avec( 4.24 ), et par conséquent

klanm inf [[Vf(zx)f| = 0.0

Dans ce cas les termes ——21 — — oo quand j — oo
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Chapitre 5

Methode BFGS sans calcul de

dérivées

Introduction:

Nous avons rencontré dans le chapitre précédent la méthode BFGS réputée d'étre
parmi les plus performantes méthodes d'optimisation sans contraintes dans sa catégorie.
Sous certaines conditions (f € C?(R"), f convexe, la matrice Hessienne de f définie
positive au voisinage de la solution optimale,( voir [38] pour plus de détails), la méthode
BFGS converge de facon superlinéaire. Dans la pratique et rnalgré que f soit assez
réguliere (f € C* (B*) ou f € C?(R"), il s'avére que quelque fois il est difficile ou méme
impossible d’exprimer analytiquement V f(z). La résolution du probléme se fera alors
de préférence par des techniques n'éxigeant que le calcul des valeurs de la fonction, Le
caleul du gradient par une formule analytique est alors remplacé par ’une approximation
convenable. De 13, des méthodes se sont développées mais elles ont considéré une classe
bien particuliére de fonctions et la vitesse de convergence des méthodes quasi-Newton
n'a pas é.é sauvegardée. En 1981, Brauninger (|7]) a réussi & construire un algorithme
possédant les mémes propriétes que la mé*t:hode BFGS (hypothése sur f identiques,
méme vitesse de convegence). Le grand avantage de cet algorithme, cest qu'il évite le

calcul du gradient. On consacre tout ce chapitre & ce travail.
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5.1 Formulation du probléme, définitions et nota-
tions

Soit, £ : R® —» R et (P') le probléme d’optimisation non linéaire sans contraintes suivant:
minamaser {f(z) 1@ € R™}.

Notations

Si f est différentiable en un point z, on note par V f{zx) ou bien V fi son gradient au
point z, et si elle est deux fois continuement différentiable on garde la méme notation
que dans les chapitres précédents pour le hessien de f au point g,c.8.d H(z;). Pour

X C R® et z € R”?, notons par

diz, X)=inf{||z -yl ¥ € X}

5.1.1 Hypothéses de départ

L'Algorithme démarre avec un point initial g € R™ quelconque et un ap > 0 donné.

Nous considererons tout le long de ce chapitre gue la supposition suivante est vraie.

Supposition 5.1

(1) Xo={z/ f(z) < f (w0}, } est borné

(i) f(z) est conveze et deux fors continuement diyférentiodle sur l'ensemble X défim
comme suil '

XoU{z/d(z,Xo) < o9} C X.

Cormme ensemble X, on pourrait prendre une boule férmée de centre @ et de rayon R !
Ba, R) telle que
XoU{z/d(z, Xo) < ao} C int(B(a, R))

Tl est clair que X et X sont compacts. En pratique, on aimerait que pour tout point
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initial zg € R™, I'ensemble X, reste borné. Ceci nous ramene 4 la notion d’inf compacité
suivante

5.1,2 L’inf-compacité

Définition 5.1

Soit f:R™ — R, festdite inf compacte, si pour tout A € R, les enserbles suivants:

{yeR": f(y) < A}

sont compacts.

Proposition 5.1 ([32], p.349)

St [ est conveze et semi-continve inferieurement et s'il existe Mg € R tel que Uensemble

Xao ={y € R* : f(y) < Ao}

sout compact &t
inf {f(y) :y € R"} < Xo.
Alors [ est inf compacte.

Remarque importante
Les hypothéses de la proposition 5.1 sont bien vérifiées dans notre cas. En effet la premiére
hypothese est vérifiée en prenant Ay = f(zy). Pour la seconde proposition on a bien

inf {f(y) : v € R*} < f(myp),

sinon %y serait notre solution optimale.



5.2 Approximation du Gradient

Pour éviter le calcule du gradient & chaque itération, on approxime Vf; par le vecteur
ar(f, zx, ) qui dépend d’un paramétre d’approximation « > 0. La i*™ composante de
ce vecteur est définie comme suit

flak + ae;) — flzx — aes)

. & -8
5o , sia<l0

g"(f) x*aa)‘ =
£l + ofer) = f(an)
042

6

" sia > 10"

La valeur 10~® dépend de la précision de l'ordinateur utilisé.

Le théoréme suivant montre la précision de cette approximation

Théoréme 5.1
Sott z3, € X, alors,
e
tim = |lg-(f, @n @) = Vil =0.

Preuve
z € Xo done x5 + ae; € X, 2 — ag; € X pour « suffisement petit.

En utilisant la formule de taylor sur jzy + —ae;, x| , on obtient
1
f e — o) = flae) + o€l V [(zi) + P H £y e,

avec

Ep = 0(zx — aer) + (1 — Oazg = i — Dae;, & < 10,1[.

Maintenant, considérons la formule de taylor sur [z, zx + ce). on obtient
fla+ ae) = flax) + adV f(ax) + jo’elH (e,

avec n — @ + (1 —8Nae, 0 €]0,1]



Dol I'on déduit que
: : 1
fle + aes) = (o — ae) = 20tV f(z) + 507 (H(n) ~ H(gw) e,

ol bien
flz+oa) - flz—ae)
2o

(Vi) = goet [HL) ~ HE e,

de sorte qu’on obtient

= ma |(g8) — (Vikl = mase |3ef (H{ng) — H€W)l o
max | H(n,) — HE -

[ FaN

Remarquant que 7,,£; € X, (X est convexe) et que 1, — z4,€, — @ quand a — 0, et

comume
H continue sur un compact => A uniformememt continue,

alors le deuxigme terme tend vers O quand & — 0, eela implique

1
= lg-(f,zx @) — Vfel| =0 quand «@— 0,

5.3 Algorithme

L'algorithme débute avec un point initial arbitraire 2 € R™,un paramétre initial d’ap-
proximation aqg > 0, et une matrice symétrique définie positive Bg(la matrice identité
pourrait convenir). La suite générée par l'algorithme est de la forme suivante @ryy =
2, — Agdix 00 Ay est un scalaire fourni par une recherche lingaire suivant la direction de
descente -dy & ™. Dans la recherche linéaire on utilise deux parameétres de perturbation
¢1, €2 qui sont arbitraires au départ et fixés le long du procéda.

Citons maintenant les étapes de cet algorithme.
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Btape Initiale:
Choisir un point initial zo, un paramétre ay > 0, et une matrice symétrique définie
positive initiale By, poser & = 0 et aller aux étapes principales.
Ftapes principales;
Elapel: a) Calculer gx = gr(f, 2, ax)
b) si [|gk|l < 0.001ax. poser ox = (0.5)cy et aller a I'étape 1a).
Etape2: Calculer la direction d; telque dy = B; lg;.
Etape3: a) Soit ¢ le plus petit entier non négatif telque avec A, — (0.5)¢

f(@x — Aadi) < flan) — arhadigx (5.1)

ou bien
Aa < o
si Ay < oy, poser oy = (0.5)ay et aller & I'étape 1a).
b) Scit, ¢ le plus petit entier non négatif telque avec Ay = 2t A,

Flzx - Xadi) > flas) - CQA@dng. (5.2)

¢} 8i Ay — Ag < . Poser Ax = (0.5)\:.
Poser Ay, = 2o ;/\b.
d) Si A, vérifie

f(‘vk i )\mdk) > f(xk) = clAmdigk)

poser A, = A, et aller & I'étape 3c).
Si A, vérifie

dLar(f, zx — Amdi) > f(@k) — c1Amd gk,
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aller & I'étape 3c). Sinon poser Az = An.
Etape 4: Zy4 = o — Aedy, Grer = 97 (F, Tra, Ok )y P~ Traa — Ty

Gx = Gx+1 — Gk~
Si phagx < ay i|psl|, poser ay = (0.5)ay et aller & I'étape 1a). Sinon poser

Bipepi By @G

By = By — + :
& PiBrox  Phas

ayyy = (0.5)ay, remplacer k par k + 1 et aller a 1'étape 1b).

5.3.1 Description de l'algorithme

Le principe de cet algorithme est le méme que la méthode de BFGS & la différence de
I"utilisation de 'approximation du gradient.

wA ['étape 1b) on décide si I"approximation est suffisante ou pas. Si ||gk|] < 0.001c,
I'approximation est considérée cornme insuffisante, et avec un oy = (0.3)ay, un autre g;
doit étre défini. On montre par la suite que si on obtient un cycle infini, alors ce point
est un point stationnaire .

¢ A I'étape 3) on introduit une recherche linéaire inexacte dans le but d’assurer la diminu-
tion de la fonction objective, et par suite la convergence de I"algorithme. Cette recherche
linéaire est une combinaison entre les deux recherches linéaires inexactes de Goldstein et
de Wolfe présentées au chapitre 2, et clle est présentée cn trois étapes

3a) On détermine un A, telque (5.1) soit satisfaite, si cela n'est pas possible pour Ay > o,
I"appraximation est considérée encore comme insuffisante et on doit redémarrer avec une
aulre approxirmation pour oy = %.
3b) On détermine un A; telque (5.2) soit satisfaite, 'existence de Ay est justifiée par la
suppositon 1(i) et le faite que digy > 0.

3c) et 3d): On trouve finalement un longueur du pas satisfaizante vérifiant

Flan — M) < f(z1) - 1M, (5.3)
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digr(fyox — My, ax) < cadigr (5.4)

oA V'étape 4, on vérifie un test trés important dans notre théorie de convergence qui est
PRk > e |ipel] -

Comme préparation a ’étude de convergence de cet algorithme on donne ce lemme

qui resume quelques propriétées.

Lemme 5.1
(i) 37 > 0 tel que |H(z)|| £ 7 pour lowt © € X.
(%) {gx} est bornée.
{it1) By el B;' sont définies positives por tout k = 0,1,2, ...
{i) f(@kea) < flax) pour tout k =0,1,2, ...
Preuve

() Par définition de la norme et la continuité de H sur le compact X on trouve

@) = max (ij

bt

&f
aa;,axj

(@ )))

A
3
%

é max
1Lisn zeX
3=1

8‘.8{62‘5 ) l )

(#) D'aprés le théoréme (5.1) on a

Hgnll =mece |(gu)s| =max |(Vfu)e + gonef [H(ni) — H(E) &)

en utilisant (i) on trouve

lgall <mexx (Vi) + 30T,



d’autre part

max (Y fie )i

H]

' of
max ‘&Z(x*)

Iﬁ\

o |

a :
et comme i continue sur Xy compact, alors le deuxieme terme de I'inégalité est fini.

D'on
JA>0tel que ||gull < AV Ek=0,1,2,..

ce qui montre que { gg} esl, bornée.

(171} la définie positivité de B;' découle de la définie positivits de By et la preuve de
cette derniére est similaire 3 celle du théoréme 4.2 (1) o la condition piqs > 0 est vérifiée

par phax > ag l|pk| > 0.

(iv) D'aprés (5.3), on a
e telque  flzx — Aidi) < flzw) - 1 \ed i,
ou bien

f($k+1) £ f(’-”k) = Cl/\kdigk:

et comme digs = gx B, gk > 0 ( puisque By est définie positive et [[gxl| > 0.001ck).
d'on
fleraa) < flz) ¥V k=012..0

Les propositions suivantes montrent que notre recherche linéaire est bien définie.



Proposition 5.2

A chaque ttération, il existe un Ay > oy vérifiant

Flax — Aadi) < fla) — e dadion

Preuve
Supposons que pour un & = s, il nexiste aucun A, > &, et qui vérifie (5.1). Alors d’aprés

le lemme 5.1 les directions dy sont bornées pour tout k car

laull = (|85 gwl| < 185"} Nl (5:5)

et{gr} est borné et B; lest définie positive.
Prenons a3, € Xo, donc il existe un A > O suffisament petit telque 2 — Adyx & X et par
suite {a; — Adg, x5! C X.

En utilisant la formule de taylor sur [zx — Adx, 2x| on obtient
Flz + M) = fla) + Mdi V fay) + 3N H(E, )dr,
avec ;. € loy — Adg, o[,
flax) = fl@+ Ady) = MLV fy — AN H (&, )dg + Mhge — Migx.

Comme Aigy, — AgiB;'gr > 0( B, lest définie positive) on peut réecrire la formule

comme suit

fow) flatd) | di(Vii—go) _ 1MdLH(E
=1+ - ;
A} gy d}.9x 2 digs

En utilisant les propriétées suivantes
e7a CR,a > —|alet —a > — (g

el'inégalité de schwartz,



on trouve
[lon) = fla+2dn) o a1V fe — o)l _ A7 s’
t =7 Y :
\digx di gk 2 dige

Si on note par m, la plus petite valeur propre de B, donc my > 0, et d’aprés la définition

de la valeur propre on a

Bigk = Mgk = 95 Bior = m l|gall® > my [lgs]?,

d’ol
dig = my gkl (5.6)

Par conséquent

el [VFx = gull . 185 | Nowll {1V £ = g
g = my [|gali? ’
| B || 1V.fx — g«
My lgxli
B IV fx — il
0.001am, -

1A

Draprés le théoréme (5.1) le second membre de I'inégalité tend vers 0 quand ¢ — +oo

d'ol I'on déduit que:

llds|[ [V fx — gell 0

B quand { — 0. (5.7)
De plus _
0 Ol Y A - i
dgs = mllel®
~112
Comme A est bornée, donc il existe un ¢ > 0 telque




Puisque on suppose que A est petit, et d’aprés (5.6) et(5.7) on peut aussi déduire qu’il

existe un £ > 0 tel que '
flax) = [z + Adg) T
Al Gk

En prenant ¢; = 1 — ¢ on trouve une contradiction & notre supposition. Donc aprés un

nombre fini de pas on peut trouver un A, > o4 telque (5.1) soit vérifiée.T

Proposition 5.3

A chague itération i existe un A, vérifiant
Floe — Ady) < f(2) - ey Mgy

el
digr(f,og — Adg, k) € codlign

Preuve
Supposons que I'algorithme fait. un cycle infini de 1'étape 3d) & I'étape 3c), alors ax — 0.
D'aprés (5.1) et la suppositionl il existe un X telque #, — Adx € X qui vérifie

Flax = Ndi) = F2i) — cxddig,

X étant convexe, choisissons A comme étant la premiére intersection du graphe de la
fonction f(zx — Adx) (de la variable X), et la droite f(zz) — ey Adbgs. Du fait que f est
convexe sur X, on déduit que A, < A, et que (5 :3) reste vraie pour tout 0 < A < A.
Dautre part, d V f(xx — Adi) est une fonction monotone décroissante de A > 0 pour
tout zx — Adr € X.En effet:

Soit A15. A2 tels que zx — Adi € X, et oy — Agdy € X, on a

din(x/; — Ardy) —df,Vf(x,, - Agdy) = 0';‘ [V flze — Ardi) — Vi(ax — Aadyi)],
(A2 — A)dLH (&, )de <0,



puisque & € X et H est semi définie positive pour tout 2 £ X.

Si zx — Apdy € X et d'aprés une relation due a la convexité de f on trouve
flowe = Apdi) < Flax) — Mdi VF(ze — Apdi).
Aprés I'étape 3b) on peut éerire
diV £ (@ — Apdi) < codigi. (5.9)
En utilisant la formule de taylor, on peut trouver 5, € :!a:,,,:c,, - -):d;,[ tel que
Flax) = flzn = Mdx) = MLV F(ny),

T € | @k, Tk — Ady [ = 30 € 10, 1] tel que n, = wx — (1 — 6)7dy.
Dong, il existe un A= (1- G)X & ]0, 5\[ avec

diV F(z — M) = = [Flax) — Flax — Mi)| = eidign < cadig.

>l =

Par conséquent de la décroissance de d}V f(x; — Ady), }AQ,X[ contient un intervalle de
longueur positive dans lequel (5.3) et (5.9) restent vraies.

Aprés I’étape 3b) on distingue deux cas

1"ens : Xy = N

Dans ce cas, x — Ads & X, et (5.3) et (5.9} sont vérifices pour A = As = As et Ag et Ay
ne changent pas dans 'étape 3d).

PCenw s A X

Dans ce cas, soit on a Ag < A < Ay, 800t Ag < Ay < A
s Si X < A < A, cela signifie que As o0t A, a été changé en étape 3d).
® 8i A < Ay <A, cela implique que Ay ne change pas a 'étape 3d).
d'ol 'on conclut que Aq, Ap[ contient toujours un intervalle de longueur pesitive dans

lequel (5.3) et (5.4) sont vérifiées.



D'aprés le théoréme 5.1,
digr(fy 2k — Ny, o) — diV f (@ — Adg),

done aprés un nombre fini de pas (5.3) et (5.4) sont vérifiées pour A = A, ce qui donne

une contradiction & notre supposition.0

5.4 Convergence de 1’algorithme

Dans cette partie on étudie la convergence de I'algorithme quand il génére une suite finie
ou bien une suite infinie.

Pour le premier cas, il est possible que pour un & fixé on obtienne un cycle infinie qui ne
permet pas de trouver un seccesseur pour .

Le théoréme suivant montre que si on tombe sur ce cas, alors le point zx est un point

stationnaire.

Théoréme 5.2
8i I'Algorithme génére seulement une suite finie {xg, 2y, ..., 2.}, alors Vf(z,) =0
Preuve

(¢) Si pour & = s, Palgorithme saute indéfiniment de I'étape 1b) & étape 1a), alors

IVFz)ll < 1VFo = g0+ gsll < llgsll + 1V Fs = gsll,
< 0.001(1, + ”vfg - 9,“ = 0:

d’on
IV (@s)] = 0= Vf(z,) =0.

(#2) Si pour & = s 'algorithme saute indéfiniment de ’étape 4 4 I'étape 1a), alors ag — 0.

Puisque digx = digr1 — dige < codigr — digr < (co 1)digx < 0, et comme {px} est
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bornée( Xq est borné), on obtient:

(1= ex)adign < ~Midigr = Phar < ok ||pxl]

et

(1= e2)Mdign > (1~ c2) My flax)®,
d’o
0 < (1 — c2)Aumy [igel) < ox [lox]l — 0,

puisque 7, reste fixé pour k = s et d’aprés la propositionl, Ay = A, > cie, alors, g — 0.
D’autre part
|§Vf($s)” = HU.!” * ilvfa = 93” =0,

donc

Vf(z,) =00

Prenant maintenant le deuxiéme cas, et suposons que la suite {z;} générée par l'algo-
rithme, est infinie. Pour montrer la convergence de cette suite on donne tout d'abord

quelques théorémes et lemmes qui nous serons utiles.

Lemme 5.2
2 M >0 telle que

TP
236 b1,
Pitr

pour tout k.



Preuve

Par définition on a

G = Gkar — Gk = Vi - Vi + Vi = Vi + g1 — gk,
= Vi1 = Vi + (ghi1 — Vi) = (g — Vfi).

En posant
1
ﬁk = f Hxy + Opx )do,
0

et
1 5
Y = . [{grrr = V1) — (s — V)],

on peut réecrire ¢, comme suit

gk = Hpx + it (5.10°

avee yy — 0 quand o — 0, et [Hyll < 7.

Draprés I'étape 4, on a oy ||pgl| < phax < |Ipt)| gkl et en utilisant (5.10), on obtient

Gigx = (Hwpr + ) (Hepy + k),

= phHxHipx + 2009 H i + of uxl?,

[

PiHx Hapi + 2cmnr [luall + llaw ) e 2.

D’autre part,

PRHipx = Phlax — oagk) = phgk — oxpbon.

< Prax + 2igk luwll = Phan(1+ Jwl))

Comme ||| — 0 quand a; - 0, alors 3¢ > 0 telque
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PiHpx < cpign, (5.11)

Hj étant semi définic positive pour tout zx € X, alors -ﬁk est semi définie positive
1 _
Vo, € X, ceci impliquequ'il existe une matrice semi dsfinie positive H7 telque Iy =
P L |
HEHZ,

Soit en remplagant on obtient

Ga . PLHHpx gkl llwsl|”
e o DRIP4 el el
Prx Y Prk
a4, . PiHyHgp
R - gal®) £ AR or |yl
Phax
D’aprés (4.11) on a
1 P e
e < -
PiHips PiHZH py
D’autre part on a
HEm aEEEL, [P
PelleHipe  pLlHEHWHZ pi | &
s 1 - e =
P IIkapj‘ —
5 Py 4 peHE
d’ol
¢ T T
cpHy H :
(=l < B o u,
* PLHE Hps
L
(1~ ol )gfq < e+ 2r flul.-
*
Comme |[px|| — 0, pour k suffisament grand, alors il existe un M = er telque
‘Ik% o
<MD
Pitps
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Lemme 5.3

(@) i intlgn] = 0
(i) lim_int [Vfi]| =0
Preuve

(z) On va tout d’abord prouver que
I Y (5.12)

En effet:
—pig; = AigiBj g > 0 (Bjest définie positive).

etona

Pias = Pigi — Pigs = oo =Xy )dig; — prg = caplgs — Phgs = (c2 — 1)plg;-
Dans le théoréme 4.4 , on a prouvé que pour un ¢3 > 0, on avait

5 lgs
i del Vk (5.13)
7=0 —P;9;
(s 8]
et comme (5.3) est vraie pour A = X et f est bornée sur X, alors ) —pig; est conver-
=1

gante. En effet

alors,
flz;) f(Zi41)

1

-pigs <

donc 1l suffit de montrer que la suite des sommes partielles ) f(2;} — f(2;41) est conver-
=1

gente. ceci est immédiat d’aprés la décroissance de f et le fait g’elle est minorée.

Une conséquence de cette convergence est que —plg; — 0 quand j — oo, et d’aprés

I'inégalité (5.13) on conclut que



o
lim_inf lgs) = .

(1) résulte immédiatement de (7). En effet:

UVfll < VS — gell + gl -—t»klim inf | V|l < iminf ||V fix — gxj| + lim inf {|gx|,
=00 k—+oa ko
= lim inf ||V £ =0.
kloo

Théoréme 5.5
tout point d’adhérence T de la sutte {zx} est une solution du probléme (P').
Preuve
D’aprés le lemme précédent on a
kll‘l’r_';lw inf | Vfi|| = 0 = 3{zs},k € J telque Vf; — 0 quand ¥ — o0,k € J.
Notons & une solution du probléme (P') { l'existence de & est evidente d’apres la suppo-

sition (1). Donc f(zx) = f{&) Yk = 0, et d'aprés la convexité de f on a
F(&) 2 f(@x) + Vil = z),
comme, &, zx € Xo, done {& — 2x} est bornée. DV'on
fles) — f(&) pour k — ook € J.

et comme{ f(zi)} est convergente, alors

f(zs) > (&) pour k — 00.0

5.5 Convergence superlinéaire

Pour prouver la convergence superlinéaire, nous avons besoin d'autres suppositions sur
)

la fonction f.

g1



Supposilion 5.2

Il existe un p > 0 telque
a2l < #H(z)z € 7||2|)* pour z € R et z € X,.

Supposition 5.3

la matrice hessienne H(z) vérifie la condition de lipshitz suivante au voisinage de =
|H(z) - HE@E)| < Lz -7 Yz e U().

Avant de donner le théorgme 4 qui montre que I’'ordre de convergence est superlinéaire,

nous montrons tout d'abord deux lerrnes importants.

Lemme 5.4

Pour k suffisament grand, on a

ca(—phgn) < llexll® < cs(—phon),

avec

12N —c
cd;“_q , c5_-41 c1).
27 I

Preuve

D’aprés (5.10), on a

Fode = PiHpx + ouplyn < 7 [1pell® + Pha ikl

ou encore

(1 = ||wslFhge < 7 llpsll”,
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puisque ||px|| = 0, quand & — +o0, et d’aprés (5.12)
(1 - ea)(—phaw) < phas < 27 [mall”. (5.14)

Pour prouver l'autre borne, on observe en appliquant la formule de taylor avec &; <

[Tk, Tx41) que

Flzraa) = f(ze) + 25V Sfe + 30LH (E0)px + Phox — Phgs,
= flaw) + Phor + +9L(V fix — ) + 30LH (& )ps.

Comme (5.3) est vérifiée pour A = )4, et en utilisant la supposition 2 on trouve
ervhge = fl@nia) — flan) = hor + 2k(VSi — o) + % el
et d’aprés le théoréme 1 et (5.14) pour k suffisament grand, on obtient

1pi (Vi —ax)| < |2l (Ve =gl

-~ ﬁ H
s Sfak ”p.'H'a
s i
s STP.&QI::
i
< lemilz»
d’ol
1)t < B 2 (VI —
(er — pkgn = = |losll” +2:(V e — o),
9
> Sl - [oh(V i - 98]
. M 2
ﬁ 4”?"" )
done

v e . e —1)
fog]| 2 2=y
s || "

S
Piox = |oall® < —cspion,
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avec ¢g = — .

Lemme 5.5

Pour tout k, lc nombre d’entiers j qui satisfait I'inégalité

—nt
DY L 0<i<k
sl flasli — cacs
est plus grand que —5
Preuve
1

Soit (k) le nombre des termes —qu y 37 =0,..,k quisont < —

21l flgs 11 €3Cs

D'aprés (5.13) on a

& —pt 1
0 —Pjgg Tico flgill T ;
—plg k —ptg 1
”’(.ﬂ 7 7) > 11 )J_".
=0 {lgsll i=0 |lgs|l cf
En prenant en considération le lemme 5.4, on a
1 1
lip: -ph9;) = > ;
J“ 243 "pjuﬁ Cs(—pf;gj)
d'on
ko (-phg)? ok -plgg 1 1

=0 [ips % llg; 1> ~s=0 cs(—phgs) f  (cscs)®”
4

Daprés la définition de i(k) et le fait que l_l?m 1, on obtient
\Pj 3

k —nt a2 & —mt 2 1 (k) 2
4 ( z;ggj) " (.11 ( ngj)*) . ( ) |
=0 |lo;11” llgs | 5=0 ||zl |lgs|} (cacs)

1Nk (~ptgs)? 1\ ER)
(,(03f'-5)) L 2P ol <(°3°5)) 1
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k
comme < 1 on conclut que, 2i(k) < =.0
(cacs) (k) 2
Lemme 5.6
[~
> llzs 3l < 0.
k=0
Preuve

D’aprés (5.4) (avec A = A\x), ona

Flzea) = flzw) — care(—pign),

et d’aprés le lemme 5.4 on a

+
— P9k
a(—=z) <1,
2l
d'on
' ) ; PGk
Flzein) € flan) — eidal—phan) < J(aw) _cy\k(—pkgk)“(——“p-—f” ),
&

Maintenant on va montrer que
V5l 2 w1 () ~ £(@)].
En utilisant la formule de taylor sur [z,Z], on trouve
Flon) = 1)+ (on = 2 VIE) + (s ~ B H(E)(e ),

avec £ € |zx,Z| C Xo.

D’aprés la supposition 2, et le fait que  est un minimum de f.on obtient

flaw) = f@) 2 o =7,

(5.15)



et d’aprés la convexité de f on a I'inégalité

f@) = flaw) 2 @ — o) Vi (ze) = Flze) — f(@) € —(F - 2)'V (),
donc
flzi) = (@) <@ - 2 VS ()l -
Par conséquent de (5.16) et (5.15),0n a

(& — )| (VI @)l = wllme = Z]° = V()] > pllex -~ ],
IV (@il

= ||z —F| <
)

En substituant dans (5.15), on trouve

fiz) - 1@) < LfE
R

d’on le résultat
4llgall* = nlf(ze) - F(Z)).

Puisque pour & suffisament grand on a,

IV IRl S IV s = gell + lgall < 0.001e + [|guf] < 2 [lge]
ceci implique donc powr & suffisament grand que
4llgell® 2 p(f () = F@)) .-
Maintenant d’aprés (15) on a

24 2
focv: St e il py e ST o]
flora) = J@) £ o0 = 1@ = e, S

T Tk -
S Sla) = 1) = el ~ £,
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(1- o

Ul l-?mé|2> HENES ()

et d'aprés la relation f(&x+1) — f(Z) < f(zx) — f(T), pour tout k, on peut écrire

6104(173,9):)2 ) (1 _ 0104(%90)2

4lgeli* flpl® 4/jg0]l* |1P0||2) flax) - f(@)]-

Flann) — £E) < (1 .

Finalement en considérant le lemme 5.5, on conclut

k41

foin) ~ F@) < (1 -——‘i——) * Iflzo) - F(@)). (5.17)

N 4{cacs)?

[

o 2 i
P _(1— AE Y R i S
OSONSs Cg -’l(C3C5)2 emarquons que 4(03(:5)2 <

D’aprés la formule de taylor sur |z4,;,z;] on obtient
fagn) = f(T) + (zher =T Vi + glenn — T H(E) (Tha1 — T),
Comme Vf(Z) = 0 (Z est un point minimum de f ), et d’aprés la supposition 5.2, on a
F@ni) = £(B) + 5 o -3, (5.18)
de (5.17) et (5.18) on obtient

£l 7" < & [f(20) - £(3)],

oo
et comme ¢g < 1, alors la série 3 q’,“"l est convergente, ce qui assure la convergence de
k=0

x
la série Y |2k — 2| .0

Théoréme 5.4

@y — & et 'ordre de convergence est, superlinéaire.
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Avant de montrer ce théoréme, rappelons quelques résultats obtenus par Dennis et
Moré.|20| qui nous seront utiles pour Ia preuve.
On rappelle aussi que pour une matrice A € L (R") (espace vectoriel des applications

linéaires de R™ dans R*), la norme de Frobenius est définie par
n
I A4li% =Z 1a,-5~12, avec A = (ay)
ig=1

Lemme 5.7 [20, p.554]
Soit M € L (R™) une matrice symétrigue non singultére telle que

|Mp — M~qf| < B||Mq||, (5.19)

1] - '
avec 3 & §0,§} y @, PR et p £0. Alors p'q > 0 et § € L(R") peut étre définie par
L vl

Pa  (pgt)? rg '

ou § € L(R™) est symétrique. De plus, si ||.||,, est la norme matricielle définie par

[@llar = 1M QM||p.

Alovs, il existent o, o€t o2 des constantes ne dépendent que de M et n vérifiant

l &
- = Mp — M~q| llp — Aq|
S-4|, < 1—0622+a” Gl gt —
“ ”M ( ) 1 !|M“q|l ” |M 2 EIM—I‘I”
1A(S — AYg]
i —A)g ;
. : . st S# A
18 = Allpe || M~
0 ailleurs
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le lemme suivant montre que si H(Z), (Z est le minimum de f ) est symétrique et définie
1

positive, alors M peut prendre la valeur de H2(Z)
Lemme 5.8 [20, p.555]

soit Vf . R* » R"™ différentiable sur un vowinage ouvert D covere de x* pour
lequel H(z*) est symétrique et définie positive, el supposons que H vérifie la condition
de lipschitz dans un wisinage de z*. Si pour {xx} C D qui converge vers Z, on définic
{px} et {g} par px = @rp1 — Ty gx = Vf(zre1) = VF(xk), alors plgx > O pour k > k.
De plus, pour tout Sy, € L(R™) la suite {Sx} est bien définie par (4.9) pour k > kg, ct
s exrstent 0,03 et 04 des constanles vérifient :

. L ]
ISk — HA @), < [(1 - a6%)2 ”3‘5’3' |5 — H'(@)||,; + o16¢,

ot 8 = max {||zxy1 —F||, ||lzx = F||}, ¢ €]0, 1],

| M Sk = H(Z)]axli
1Sk = H-Y(@)][ 5, | M- 2qul]

si Sy # H™Y(T)

0 ailleurs

Théoréme 5.5 {20, p.556]

Supposons que Vf : R™ — R vérifie les hypothéses du lemme (5.8), dans l'ensemble
D et soit {xx} une suite dans D qui vérifie: E lex —Z| < +o0. Alors il existe un entier
positif ky telqgue pour toute matrice symétnqzw Sk, € L(R"™) les sustes{pi},{qs} et {Si}
sont bien définse pour k> ku De plus,

t
(1) Jim |\ HT 2(:5)5,,H I‘ existe, et
. -1 ‘
(ii) lim 15 - f[ @Dlal _
k=r20 gl

g9



Preuve du théoréme 5.4
pour prouver ce théoréme on a besoin du (i) du théoréme 5.6, vérifions donc les hypo-
theses du lemme 5.8, et comme le lemme 5.7 implique le lemme 5.8 jalors il suffit de

vérifier que (5.19) est vraie. En effet :

llgs — Hpel| = ”Tfpk + kY — HPk“ )
< ||H - H pa|| + llewwl
< || - 1)) me) + Zellel el

”Pk“

< 27 |ipel| + Phos,
< 27 |lmall + 27 |loalf Hamil
< 27c|ipsll
S BTCI]P];”,
w5 B ; A
£ 5 lpall,  puisque = =1
alors
i
llgx — Hpgl < o il2s] 5 (5.20)

d’autre part, d’aprés(5.11) on a

12 vy .
ulpsll® < phHpx < epbai < cllpxl gkl

donc

f
2]l £ - llaw]l |

soit. en substituant dans (5.19), on trouve

e -
llgs — Hpxll € gilpk”,



d’on I’hypothése du théoréme est satisfaite, et par conséquent

tim LISk — H @)lau]| _

0.
k=400 ”qk”

Cette limite et 1’égalité suivante
(Bx ~ H(Z)|px = [I — BeH (2)] (ax — H(Z)px) — BilSx — H(T)]ax,

nous affirme que

i 1B =Hmill _ o
e llpx!
d'autre part on a
lige=Hall . llox — HBZg|| . [[(Bx - H)MNBL gs]]
itm = lim - =lim - = ’
koo [idall koo || By ga| koo I 2eB5 Lok
koo x|
d'ot
 |lge — Hdkl}
fim ———= =10, 5.21
T (k2
On a aussi

digs _ diHdr _di(Hdy—gi) _ diHdyx _ ||Hdy — g
lidsll® — lldsl® N lda

on obtient (en faisant tendre k vers I'infini) et d’apres (5.21) et la supposition 2

digh 7 2
—82 5 D dill < = . 5.22
ldalf = 2 = ldifl £ > lLgk | (5.22)
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Si on utilisant Ia formule de taylor sur [z, zx — di]. on obtient
Flax —di) = flas) = di V fic + 35H(E)dn, £y € [on, ok — di],
ou encore,
f (k) = flan — di) — Sdikgr = di(V e — gx) + 365 (H — H(L,)) + 3di (gx — Ha),

soit en divisant par d} gk, on trouve

’f(mk) Slow—di) L (Vi — o) | Ld(H - H{E))de | 1di(ge — Hdy)!
Ton 25| da 5 g 2 &g |

d’apres (5.22), on obtient finalement

\f(zk) —flze—d) _ L 2lgall IVFe —gill | 1 — HEM __ lloe — Hds|
e 2= gl i pd

Quand k& — oo le deuxiéme terme de I'inégalité tend vers 0. Cela implique que le premier

terme nous donne les deux inégalités suivantes

flas —di) 2 flas) — 3dkgn > flzn) — codlgn,

et
Fflax —di) < flaow) — 3dhgx < fms) — cadhgx, ‘

ce qui montre que (5.1) et (5.2) sont vérifides pour A, = Ay =1
par conséquent
Jko € N telque Ay = 1 V& > ko.

Dans ce qui suit on va garder & > &y, on obtient alors

(Bk =X H)Pk = —gr— Hpk =Gqk — Gk+1 — HP}‘ = -I?pk + ok — Hpk = Gk+1,



done

lgeaill . [|CF = H)oel| - o lunli o 1(Be = )|
loall = sl ol lesll

D’aprés (5.14), on a

-‘lgk-i-l“ < ||(ﬁ_H)p’i” 495 I!yk” 4 ”gB’F _Hzpk”

lesll = llzal {loxil

1

le deuxieme terme de l'inégalité tend vers 0 quand & — +oo, d’on

i, 19l _ o (5.23)
k—teo |||

Une conséquence du théoréme de Taylor et la supposition 5.2 pour k suffisament grand

donnent.

Hglﬂ-ll.[ > p Hﬂ’h+1 = Tk” .
En effet:

Vi{@pe) = V) + (2ha — B)H(EL) = (2o — BH(EL),
done,
WV {@xa) || 2 plzass —Z -
Comme
lgreall = [VFaaall = Vs — grsal s

2 ”Vfb}l“ = 10-40%4-1»

2 WV irnll - th-{—l]la
don

2 lgnaall Z 1V faaall 2 pllerss — F,
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soit en divisant par ||pk|| , on obtient

lgkerll o g llenss — | B l[zx+2 — 7| _B_b
lsll = 2 fleps —ZF+ZF —zl] = 2 [loags — [+ [[F—2xll ~ 21+
lzxs1 = 2| :
telque py, = —m, en prenant en compte (5.23), on obtient
3 Px 5
i =0={ =
ch:-nuu 1+ p4 klﬂ-o-:o P =0

d’oll finalernent

Lt M —0.0

k—rtca  ||zx — Z|

5.6 Résultats numériques

Pour Papplication numérique de cette méthode, on a choisi les valeurs @ = 0.1, ¢, = 0.1,
¢z = 0.7 et comme matrice initiale, la matrice identité.

Nous tenons compte également de la valeur de la fonction objective obtenue en un nombre
d’itération fixé.

Nous donnons, ci-dessous les fonctions tests qui ont été traitée, ensuite le tableau résu-

mant les résultats numériques obtemes.

Probléme 1 ( Rosenbrock ): n=2
fle) = 100.(zm2 — 22)? + (1. — 29)°

zp = (-1.2,1.)
Probléme 2 ( Beale }: n=2
Flz) = [1.5 — 211 — 22)]° + [2.25 — &1(1. — 22))° + [2.625 — 2y (1. — 23}

zo = (1.,1.)



Probléme 3 ( Powell }: =3

fl@) =3 - m - sin(gwgzg) — exp l_(xle L 2)]
2o = (0., 1.,2.)

Probléme 4 ( Singular }: n=4
F(2) = (21+10.29)% + (1. - 24)2+90. (g —23 )2+ (1. —25)2 +10.1 [(zz — 1.)2 + (24 — 1.)?]

o = (3., ~].,0., 1.)

Probléme 5, 6 ( Dixon }: n =3, 10
Voir probléme 2 (Annexe A).

Probléme 7, 8 ( Oren ): n»=2,6
Voir probléme 1 (Annexe A)

Probléme 9, 10 ( Powell généralis¢ ): n = 8,16
Voir probiéme 3 (Annexe A).



Tableau 5.1: resultats numériques

Problém.

Nombre Nombre Evaluation valeur de norme de 'app.
N. de variables d’iteration fonctionn. la fonction du gradient
1 2 26 204 1.65x10~3 2.1x10"!
20 298 2.86x10~% 6.27x10-2
2 2 14 93 0.82x 10~ 18 1.04x10-8
16 132 3.75x10~% 3.18x10~13
3 3 10 73 2.46x10~1 2.57x107%
12 91 4.01x10~18 0.82x107*
13 100 0.00 1.04x10~10
4 4 18 208 1.60x10-8 1.69x 104
21 244 5.21x10710 0.73x 107
5 3 13 112 1.81x10- 17 2.97x10°%
15 130 2.97%10-5 2.72x10-12
| 6 10 17 377 2.28x10°° 5.35x10"*
“ 22 492 6.30x 10~ 18 2.84x108
7 p) 40 300 3.46x10-Y7 1.82x 1012
8 6 43 687 7.74x10- 11 1.82x10-7
9 b3 30 501 3.57x10"° 4.67x10-8
110 16 35 4472 2.52x10-" R.80%10"%




Chapitre 6

Accélération de la convergence de la
méthode de la plus forte pente

(steepest descent)

Introduction:

Je chapitre contient la partie plus ou moins originale de ce mérmnoire, Aprés avoir
effectué dans les chapitres précédents, un tour d’horizon théorique et nmwunérique sur
les méthodes quasi-Newton, qui rappelons le, sont des modifications de la méthode de
Newton, on essaye dans ce chapitre d’améliorer la méthode de la plus grande pente
{steepest descent).

Cette méthode qui fut découverte par Cauchy en 1847 ([17]), et malgré sa simplicité,
présente 'nconvénient d’étre trés lente lorsqu’on s’approche du peint optimal. L'idée de
ce travail est d’essayer d’accélérer la convergence de cette méthode pour y remédier a ce
défaut. L'outil utilisé pour arriver a ce but est I's— Algorithme qui est un puissant outil
d’accélération de la convergence, découvert par Peter Wymn (/43]). C'est pour cela qu'on
a appelé notre algorithme: Vepsilon steepest descent.

Bien sur, on ne donne dans ce mémoire que les grands axes de ce travail. Les tests

numériques, I"étude de la convergence feront "objel d’un travail de plus grande envergure
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(theése de Dactorat).

6.1 Meéthode de la plus forte pente (steepest des-
cent)

Il est naturel de se demander l'origine ou la justification d’une telle appelation (méthode
de la plus forte pente). Considérons un point @, € R*, si Vf(zy) # 0, alors la direction
dy = — Vf(zx) est une direction de descente (voir Théoréme 1.1, Chap.1). Le lemme qui
suit va nous montrer c’est en fait la meilleure direction de descente. En d'autres termes
la décroiesance de la fonction sera la plus forte en suivant la direction: — V f(zy).
Lemme 6.1

Supposons que f : R" — R, soit différentiable au point z, e supposons que Vf(2) # 0.
Considémons le probléme optimal

M. o o ] d
] zrﬁgﬂgser fiz,d)

o0 f'(z,d) est la dérivée directionnelle de f aw point z et dans la direction d. Alors La
solution optimale de ce probléme est donnée par

Vi(z)

d=———"

0]

Preuve

[ étant différentiable au point z. Donc

F(z,d) =A1igl+ flz+ f\i) = fle) _ V§(2)td.

Notre probléme revient done & minimiser V f(z)td dans {d : ||d|| < 1}.
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Linégalité de shwartz donne
Vi) d| < |[Vi(2)]lld]l = VF(z)d > ~ Vi) @]
Pour [|d]| <1,0na
IV el < UVEA@) = — Vi)l 4] = - V5 ).

Done: ¥d : [|d|| <lone
Vie)dz —[[Vi(z).

D’autre part on a: “d-‘“ =1let d vérifie:

Vi(z)

Vil = V@ (1575

e =~ V@l

6.1.1 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape intiale: Choisir un € > 0. Choisir un point initial 2,. Poser & = 1 et aller &
'étape principale.

Etape principale: 8i ||V f(z)[] < £ stop. Sinon poserdy = —V f{zx) et soit Ak la solution
optimale de la recherche linéaire

Min {f(zx+ Adx); A= 0}.

Poser @x41 = Tk + Axdx. Remplacer & par & + 1 et répéter I'étape principale.

6.1.2 Inconvénients de la méthode de la la plus forte pente

Cette méthode travaille de facon performante dans les premiéres étapes de l'algorithme.
Malheuresement, dés qu'on s’approche du point stationnaire, la methode devient trés

lente.
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On peut expliquer intuitiverment ce phénorméne par les considérations suivantes

Flax + M) = f(zx) + AV f(zr)'d + A ||d]| a(zx; Md), (6.1)

ol afxx; Ad) — 0 quand Ad — 0.
Sid = Vf(xx), on obtient: @xyy =z — AV f(zx) et (6.1) devient

Flanin) = flaze) = A= IVHz + IVF(@) | alei AV F (24))] - (6.2)

D’apres expression (6.2), on voit que lorsque zx s'approche d’un point stationnaire, et
si f est continuement différentiable, alors ||V f(zx)| est proche de zéro. Donc le terme &
droite s'approche de zéro, indépendernment de A, et par conséquent f(zx,) ne s'éloigne

pas beaucoup de f(zx) quand on passe du point @ au point Ty:.

6.1.3 Remédes

Pour y remédier & ces inconvénients on essayera dans les paragraphes qui suivent, d’accélé

rer la convergence de la méthode de la plus forte pente. Pour cela on fera appel & un
algorithme trés célebre dans le domaine de I'accélération de la convergence qui est l'ep-
silon Algorithme.

Dans ce mémoire on ne donnera que les grands axes et idées de cette technique. Les

développements se feront dans un autre cadre plus approprié (These de doctorat).

6.2 Accélération de la Convergence en Analyse numé-
rique

Quand on utilise une méthode itérative pour résoudre un probléme, on génére une suite
{sn} qui converge vers la solution s du probléme lorsque n tend vers infini. En pratique,

la suite {s,} peut étre une suite de nombres réels ou complexes, une suite de vecteurs
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ou une suite de matrices; la suite {s,} peut dépendre d'une suite auxiliaire {z,} de
nombres réels ou complexes.

Toutes les méthodes d’accélération de la convergence consistent 3 transformer la suite
{8} en une suite {v,} de méme nature. Il faudre évidemment que {2,} converge vers la
solution & de notre probléme. Dans le cas d’une suite de nombres réels, on dit que {v,}
converge plus vite que {s,} &i

Up =&

lim =0,
n—+00 8§, — 8

Il faut, en d’autre termes, que 'erreur absolue sur v, soit un infiniment petit devant
'erreur absolue sur &,, pour n suffisamment grand. On dira dans ce cas que |'on a accéléré
la convergence de la suite {s,} . La méthode qui transforme la suite {s,} en la suite {v,} ,
sera une méthode d’accéléretion de la convergence.

Les possibilités d’accélération de la convergence d’une suite {s,} dépendront de la
vitesse avec laquelle la suite {s,} converge. Si {s,} converge “vite”, elle sera difficile &
accélérer et cela ne présentera d'ailleurs pas beaucoup d’intérét. La notion fondamentale
qui permet de mesurer la vitesse de convergence d’une suite est la notion d’ordre.

Voyons maintenant un algorithme assez puissant d’accélération de la convergence, Tl
se présente sous plusieurs formes selon la nature de la suite a accélérer: suite scalaire,

suite vectorielle, suite matricielle,...

6.2.1 L’es—algorithme scalaire

L'g-algorithme est da & P. Wynn ([43]). C’est certainement 'une des méthodes d’accélé-
ration de la convergence les plus puissantes connues a I’heure actuelle. Cet algorithme
repose sur de solides bases théoriques et ses applications sont extrémement importantes.
L’s-algorithme est une généralisation d’une méthode célébre d’accélération de la conver-
gence: le procédé A? d'Aitken ([1]).

Dans cet algorithme, on calcule également des quantités avec deux indices ei"). On
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utilise pour cela les relations

£ =0 £ =, n=01,.. (6.3)
i 1
E‘(:El = E‘}:l ) -+ T T n,k=01,..
Sy mEg

On place ces quantités dans un tableau & double entrée: le tableau . L'indice inférieur
reste constant dans une colonne tandis que I'indice superieur reste constant dans une

diagonale descernte:

D=0
ef,o) = &g
1 0
e(_g =0 55 )
eg') =8 s§°)
e:(_? =0 ai” ego)
el = s, sgl) 550)
9 =0 P
sgs) = 83 sgz) sf,l)
r-:‘_‘l) =0 eﬁ” egz)
e =5 . eg) 552)

La relation (6.3) relie des quantités situées aux quatre sommets d’'un losange:

ei")
Ao E:"
eff'l'l) eg?, (6.4)
Y ¥
Ein-a—l)

Si I'on connait e74Y, & et " 1a relation (6.3) permet de calculer £{%; c'est ce
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que signifient les fleches du tableau (6.4). On dit que I's-algorithme est un algorithme de
losange.

La relation (6.3) permet donc de progresser de la gauche vers la droite et de haut
en bas dans le tableau £, & partir dea conditions initiales e:(_"l) =0et ef,") = §, pour

(0)

n =0,1,..; s I'on connait s et 8; on peut calculer &; , si 'on connait s; ct 83 on peut

calculer s?); a partir de F(U) et de e( ) on obtiendra ensuite e( ” et ainsi de suite.

6.2.2 L’c-algorithme vectoriel

La [orme vectorielle de 'c-algorithme a également été étudiée par Wynn. Soit {s,} une
suite de vecteurs de C?. Les régles de 1’c-algorithme vectoriel sont les suivantes

g™ = oerr e =5 eC? =00 (6.5)
-1
o = &Y+ [0 - o) Rk =0,1,...

On voit que, pour pouvoir appliquer cet algorithme, il faut définir ce qu'on appelle

inverse d’un vecteur. Etand donné y € C?, on définit son inverse ¢! € C? par la relation

y = G??)’ (6.6)
¥ est le vecteur dont les composantes sont les nombres complexes conjugués des compo-
santes du vecteur v, (y,y) désigne le produit scalaire dans C?, du vecteur par lui méme.
8i I'on désigne par %(t = 1, ...,p), les composantes du vecteur y, alors

P

(v,y g:;i;az

i=1

Du point de vue géométrique, y~' est I'inverse de y par rapport 3 la spheére de centre 0
et de rayon 1.

En partant de cette remarque, Cordellier a donné une interprétation géométrique d’une
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étape de ’s-algorithme vectoriel. Les propriétés remarquables de I’s-algorithme vectoriel

tiennent au fait que l'inverse d’un vecteur tel que nous venons de le définir est tel que

@)™ = v,
vy = 1,
o) = -

Au lieu d’utiliser la définition (6.7) dans la relation (6.6), on peut utiliser corame définition

de 'inverse d’un vecteur

.
Y Ty (57)

Les vecteurs 5(2'2,,, ainsi obtenus sont les complexes conjugués de ceux obtenus avee (6.7).
Les vecteurs .s(z',:} obtenus avec (6.8) sont identiques & ceux abtenus & I'aide de la définition
{6.7) de I'inverse d'un vecteur. On utilisera donc indifféremment la définition {6.7) ou la

définition (6.8) pour 'inverse d’un vecteur,

6.2.3 L’s—algorithme vectoriel normé

Soit {s,} une suite de vecteurs de C?. Les régles de I’s-algorithme vectoriel normé sont
identiques a celles de I'c-algorithme vectoriel du paragraphe (6.2.2); seule est changée la

définition de "inverse d’un vecteur. Nous définirons maintenant 1'inverse v~ de y € {?

par

ety (6.8)
vl

ou |jy|| désigne n’importe quelle norme vectorielle de y. On peut, en particulier, prendre

la plus simple d’entre elles 3 calculer

iyl =max |y,

1<i<n
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L'inverse défini par la relation (6.9) est tel que

() Ny

Par contre le produit scalaire de y par y~! n’est pas toujours égal & 1 et I's-algorithme
vectoriel normé ne vérifiera pas toutes les propriétés de I’e-algorithme vectoriel. Cepen-
dant, en ce qui concerne l'accélération de la convergence el certaines applications, on
pourra utiliser indifféremmant I's- algorithme vectoriel du paragraphe (6.2.2) ou ’s-algorithme

vectoriel normé de ce paragraphe.

6.3 I'epsilon steepest descent algorithme

Pour construire notre Algorithme, on utilise I’e—Algorithme scalaire d'ordre deux, c'est
a dire s{,’".
De fagon plus précise, étant donnée une suite {s,}, on montre dans ({14}, p.13), que les

(n)

quantités €5 peuvent &tre calculées de la facon suivante

2
n Sndn4+2 — (Snt1
™ = (8ns1) , n=0,1,2,..
Sn+2 — 2841+ Sn

On considere donc ici la deuxiéme colonne paire du tableau du tableau de I'e—Algorithme

scalaire, associé & la suite {s,} .

Remarque importante

Pour calculer la quantité sg‘) , il suffit d’avoir les élements: s, 8,41 8t 3p42 de la suite

{sn} .

106



L' ALGORITHME
Initialisation: L'Algorithme commence par un point initial zy € R®, et £ > 0, qui

définit le critére d’arrét, les composantes de &g seront notées comme suit
2o <= (L LGy -y Ty -+ 25 );

poser & = 0 et aller & étape principale.

Etape principale: Supposons qu’a I'étape & on ait le point iy,
Tk = (xi,z;‘fa '"53;:: "'1:17:):

sl |V f(zs)| < &, stop; sinon poser

Yk Lk

Us = (yi:yg, '“:%) "':yl':).‘
Calculer par la méthode steepest descent les successeurs i, €t Yx4n de ¥, Cest & dire
Yhs1 = (yz-fl)yfilx '"}3&4.1# '--s'y:-;-l);

Yr+2 = (Ui-;e,ﬁm, seny yi+2| erey y)?-{-ﬁ)’
Yatr = Ui — AV (1),

Ay solution optimale de la recherche linéaire exacte
Mingmiser  f(ys = AV f(un)

Yra2 = Yre1 — At V. (Wk1),
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Ak solution optimnale de la recherche linéaire exacte

Mz'ngl;r&iser Fluks1 — AV f(ghy1)-

Calculer
k1 k2 ki &,
5'15 = (82 s Eg ,...&,2‘,...52") ,

avec _ -

% T . YaYhaz — (yi+1) .

£y = = T z=1,2,...n.

y;c+2 - 2y£+1 “ ’g}‘

Poser

a:;‘;sg.

Remplacer k& par k + 1 et aller & l’étape principale.
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Annexe A

Tableaux des résultats numérique

A.1 Fonctions tests

Avant de donner les tableaux des résultats numérique obtenue en implémentant l'algo-

rithme de ( DFP et BFGS ) avec d’autres fonctions tests, on donne ces fonctions.

Probléme 1: { la fonction de Oren )

" n 2
fe)y= (3 ia?]

=1 3
Lg = (1, 1...., ])x
z* = (0,0, ..., 0)
fa*) =0

Probléme 2: ( la fonction de Dixon )
L
f(a:) = (.'2:1 o 1)2+ E}“JL(Z.‘E: - & |J2 N
a4 i=
2o =(1,1,.. 1) : _
7 ~ (A A \

Probléme 3: ( la fonction de Powell généralisée )

yan
P

w4 /,_' . .
fla) =% lzu-3 + 1024 2)° + blzg_y + oy)* + (za-zi;?m_ﬂ“ + 10(:1:‘:;-3(".:354;)41i
i=1 — { 7

@0 =(3,-1,0,1,...,3,-1,0,1) :

——
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z* = (0,0, ...,0)
fl@®)=0

Probléme 4: ( la fonction de Box )

10
F(2) =3 [e=4ot — mfert — o104
i=1
t; =0.14

2 = (0, 10, 20)'
f(2*) = 0 pour (1,10,1), (10,1, -1)" et pour xy = a,23 =0

Probléme 5: ( la fonction de wood )

voir (exemple 3.2, chapitre 3)

A.2 Résultats numérique

r’7-

DFP et BFGS avec la recherche linéaire de Wolfe sans reinitialisation

Tableau A.L: Probléme 1
[ DFP . BFGS !
T [ E | @ |k | B | i@ |
2] 30 | 35 [227x10%| 26 31 | 1.50 x 1078 |
10| 327 388 |8352x10°%| 53 k 136 | 2.60 x 108 |
30| 758 954 1.10x 1077 104 | 393 |4.06x107®
80 | 2013 3633 3.13%x10°°( 194 ] 1362 | 2.25 x 10~°
Tabteau A.2: rpr_qbléme 2.
n DFP BFGS
k Ef fz) k Ef flz)
‘ 2 9 2 |105x10°4| o 21| 1.25% 1016
i.. 4 85 i 125 | 557x 107 | 19 50 5 7.43 x 10~ |
| 30 65 154 0.67 ; 63 111 0.66
% 50 | pas de convergence . 149 | 484 l 0.66
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Tabteau A.3: probléme 3.

| n DFP ;‘ BFGS

; ¥ | Bf | fe k| Bf | f@)

Ca| 81 7T [suaxi0o®l 25 17 | 248x 100
s| a6 | s56 (211x100| 27 | 58 | 6151070
16| sso | o6 | 1.00x10°| 33 85 | 4.82x 10-°

I
32| 1572 1652 ll 3.81 x 10°° 42 130 | 3.70 x 10~° |

Tabteau A.4: probléme 4.
DFP ! BFGS

|

: ! :

k| EBf fl@) | k| Bf | fl@)

3 | 101 140 1.24x 1070 |30 |41 [ 521 x 1078
Tabteau AS probleme 3.

n DFP . BFGS |
|k | Br | sk | Ef | flo) ]
i 4 i pas de convergence f - f - 55 | 243 ;I 6.88 x 1013 I]

DFP et BFGS avec la recherche linéaire de Wolfe avec reinitialisation

Tabteau A.6: probléme 1.
= , —

i DFP | BFGS

| Tk T B ] g (x| BF ] fW
2 {13 | 120x10°¢ 13 |23 1,29 x 10~ |
l10{43 183 |124x10%(38 |156 |137x10°%!
(3002|484 181x10°% |88 | 467 | 122x10°° |

| 80| 244 1254 | 1.03 x 10-% | 191 | 1208 { 5.30:% 102 f
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Tabteau A.7: probléme 2.
i DFP | BFes
| k | Ef flay & | Ef Ha) |
2 |24 |78 |a6ax102|16 [58 | 6.01x1072]
: 4 |53 1 208 | 429x10-2 | 45 | 201 2.01 x 10-12 ?
' 5087 300 |o066 loo (343 |oer ;
| 50 | 245 3 1747 | 0.66 : 925 | 1249 | 0.66 ‘;
Tabteau A.8: probleme 3.
}n DFP BFGS
k | EBJ /(@) k | Ef | [l
(4 |260 [1113 | 268x10°* |60 |7 252 : 8.71 x 10-°
'8 |212 |68 [399x10°8|s1 211 (9.21 x 10-°
e 16| 161 | 432 1.28 x 10=7 [ 78 l 201 !I 1.34 x 10-8
(32132 [338 |234x10%|50 (165 | 1.11x10-°
Tabteau A.9: probléme 4.
n | DFP BFGS
(k| Bf | i@ |k |Ef | f@
3 ‘ 1115 | 2846 4.05 % 10 | 137 331 ] 121 x 108
Tabteau A.10: probléme 5.
inl DFP { BFGS i
|k Ef ey | k | Bf | f& |
4|74 48 857Tx 1072 |41 | 292 | 2.80% 10 2|
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DFP et BFGS avec la recherche linéaire d’Armijo avec reinitialisation

Tabteau A.11l: probléme 1.

| DFP BFGS :
| | & | Bf #(=) k| EBf f(z)

i 2 |7 l 35 201 x10°? |7 |35 2,79 x 1079
|4 |11 [50 1.11x 1078 [ 11 |69 7.81 % 10°°
30 | 92 f525 716 x 1072 | 69 | 558 9.55 x 10~?
80| 226 | 2659  {1.21x10-° 191 | 2023 5.53 x 10-°
Tabteau A.12: probléme 2.

n | DEP BFGS |
| & Bf  f@ k¥ Ef  fl)
ERET (63 [201x107% |10 [49  [445x10-%
10/72 (401 | 005x 1077253 344 | 1.60 x 10-12
30 [ 102 i 920 f 417x10°8 [ 113|912 | 5.53 x 10-13
50 | 160 J 1323 l 236X 107¥ | 151 | 917 | 3.71x 10712

Tabteau A.13: probléme 3.

!

n DEP BFGS
& Ef f(z) k Ef flz)
g | 58 412 | 1.81 x 1072 63 402 | 2.64x10712

|

|

16| 82 | 575 13'14”0_81 82 577 | 8.11x107%3
40 | 328 ‘ 2916 | 066 | 200 | 2057 | 066
60| 241 [ 1596 0.66 ;

187 | 1588 §1.35x10-13

Tabteau A.14: probléme 4.
n pEP | BFGS
|k | B | f® k | Bf |
3 {525|2743 [403x10® (157|710 |119x10°° |
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Tabteau A.15: probléme 4.

'n| DFP | BFGS
k| Bf | fl@ x| Ef f(z)
1480|646 [3.62x1071 86608 |284x10-% |

DFP et BFGS avec la recherche linéaire d’Armijo sans reinitialisation

Tabteau A.16: probléme 1.

n DEP : BFGS {

| k| Bf flo) | & | Ef f(z) |
2110 | 54 [230%x10% 35| 54 |237x10°
4| 37 | 200 2.49><10-“I 50 ;{ 87 |1.66x10°®

30? 563 | 3284 |260x10°] 67 | 614 |4.46 x 10-°
80 | 2061 | 12520 | 167 x107° | 93 | 1894 |1.13x 10°°

Tabteau A.17: probléme 2.

i]n DEP BFGS N
(e[ B s k] osr | g
2 [10]61 118x10-4 [ 10153 sjmé.gleo-“
10|24 (128 3.42x10°%5 | 22(126 | 205x10-%
30|46 | 339 ' 1.03x107%° |44 ) 306 |8.36x10'“
50| 68506 | 1.25x 1071 | 64| 525 '5.21x10"“,

Tabteau A.18: problé_me 3
»n|  DEP BFGS

e | B e | B | i@

's o3 |ass '(mzxm 40104 | 6811070
16 | 150 | 791 5.98x1071° | 46 | 208 6.91x107° |
40 | 134 | 694 4.87x107° | 67| 332 5.74x 10720

[60!130 | 626 | 768x20° |88|430 | 745x10-°
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TabteauA.19: probléme 4

e B [ s0 || 81 | 1@

DEP ,» BFGS

3(6a|388 |288x1012] 28| 138 | 2.7m2x10710

TabteauA.20: probléme 5

o DEP DEP g BFGS BFGS
k | Bf | flo) (k| Bf | fl2)
4 | 317 | 1784 4.74%310°13 | 55 | 243 ! 8.88x 1013
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Annexe B

Programmes

B.1 Programme de la méthode de Quasi-newton

Comme la seule différence entre DEP et BFGS est la formule de correction, done nous
avons écrit un programme commun dans le but de faciliter la comparaison entre ces deux

méthodes.

Comme fonction test on prend la fonction de rosenbrock généralisée, et comme re-
cherche linéaire on établit la procedure de wolfe.

program quasin
!

! Programme de DIFP ou BFGS avee reinitialisation et la recherche linéaire

I de wolfe appliqué sur la fonction de rosenbrock généralisée.

!
| RO partie déclaration

implicit none

integer,parameter: : n=50

double precision d(nmn)

double precision p(n),q(n),dr(n),f0,f1,gn(n)

double precision eps,y(n),g(n),10,ld,lg,w,b,dg
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integer 11,i2,2,j,ct.e,choix.cont

print™,’donner eps

read™ eps

print®,’donner votre choix’

~ AL
print™,'=====

print*,’1 pour bfes’

P, et

read* choix

! point initial
do il=1n

if(mod(i1,2)==0)then
¥(i1)=1.0d0

else

y(il)=-1.2

endif

enddo
!

! z comptleur d’itérations
! cont compteur d’évaluations fonctionelles
{

z=]; w=1d-1; b=7.d-1
fO=f(y); g—df(y); j—1: cont=1
do il=1n

do i2=1,n

if(i1==i2)then
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d(i1,i2)=1.0d0

else

d(i1,i2)=0.0d0

endif

enddo

enddo

do
if(sqrt(dot_product(g,g))<=eps.or.e==2)exit

i calcule de la direction

dr=-matmul({d,g)

! procédure de powel pour la recherche lingaire———
lg=0.d0: 1d=100.; 10=1.d0; ct=0.d0
dg=dot _product(g,dr)

do

ct=ct+1

f1=f(y+10%dr})

if(f1 < =f0+w*10*dg)then
on=df(y+10%*dr)

if(dot _product{gn,dr)>=b*dg)exit
lg=10; 10=(lg+1d)/2.

else

1d=10; 10=(1g+1d) /2.

endif

if(ct==10000)exit

enddo

if(ct==10000)then

print®, ‘failure’

e=2
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endif

y=y+l0*dr
if(j<n)then

gn=df(y)

p=10*dr; q=gn-g
if(choix~=1)then

call newmatrix1(p,q,d)
endif
if(choix==2)then

call newmatrix2(p,q,d)
endif

=i+

else

J=1

do i1=1,n

do i2=1,n
if(i1==i2)then
d(i1,i2)=1.0d0

else

d(i1,i2)=0.0d0

endif

enddo

enddo

endif

f0=f1; g=gn; 2=2+1; cont=cont+ct
enddo

! écriture des resultats

o
a.
2
- *

I
I
I
|
I
I
I
Il
Il
Il
I
I
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print*.’la solution est’

print™*.’

print '(6f8.3)",v

print®,’le nombre d iteration est ’
print™®,* ——— :

print '(i10)',z

print*.’la valeur de la fonction est’
print*,’ e :
print *(d20.6)".f(y)

print*,’le nombre d evaluation fonctionelles est °

print™,’

print ’(i10)’,cont

print*,':::?-———!——z___= ———— e+ ]
contains
!

I Sous programme qui calcule la valeur de la fonction objective

!

function f(u)

double precision fu{n)

integer i1

f=0

do il=1,n-1

[=f+100* (u(il+1)-u(il)™*2)*2+(L-u(il) j**2
enddo

endfunciion

!

I sous programme qui calcule la valeur du gradient
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function df{u)

double precision df(n),u{n)

integer il

df(1)= 400%u(1)*(u(2)-u(17**2)-2*(1-u(1))

do il=2.n-1
df(i1)=-400*u(i1)*(u(il+1)-u(il}**2)-2*(1-u(il))+200*(u{il)-u(il-1)**2)
enddo

df(n)=200*(u({n)-u(n-1)**2)

endfunction

! sous programmes qui calculent la valeur de la remise & jour de la
! matrice B qui approxime I'inverse de la hessienne soit par la

! formule de BFGS (newmatrix1), soit par formule de DFP (newmatrix2).

subroutine newmatrix1(pl,ql,d1)
double precision pl(n).q1(n),d1(n,n),a(n,n)
integer j1,j2

double precision s1,52

sl=dot_ product(pl,ql)

s2=dot product(ql,matmul(dl,ql))
do jl=1,n

do j2=1,n

a(jLi2)=p(i1)*a(i2)

enddo

enddo

a=matmul(a,dl)

gql=matmul(d1,q1)

do jl=1n
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do j2=Ln
d1(j1,j2)=d1(j1,j2)+(1/s1)*(1-+s2/s1)*p1(j1)*p1{j2)-(1/s1)*(q1(j1)*p1(j2)+a(j1,j2))
enddo

enddo

endsubroutine

subroutine newmatrix2(pl,ql,d1}

double precision pl(n),q1({n),d1{n,n)

integer j1,j2

double precision s1,s2

sl=dot_product(pl,ql)

s2=dot_ product(ql,matmul(dl,ql))

gl=matmul(d1,ql)

do jl1=1,n

do j2=1,n

d1(j1,i2)= d1(j1,j2)+(1/s1)*pl(j1)*p1(j2)- (1/s2)*q1(j1)*q1(;2)
enddo

enddo

endsubroutine

end

B.2 Programme de la méthode de BFGS sans calcul
des dérivées

Dans le but de faciliter la programmation ce programme a été divisé en deux sous-
programmes:
1. Un sous-programme qui calcule la rernise & jour de la matrice B .

2. Un sous-programme qui calcule la valeur de ’approximation du gradient.
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Ce programme a été appliqué sur la fonction de powell généralisée { problémeld,
chapitre 5)
program principal

! Programme de la méthode de BFGS sans calcule des dérivées appliqué

! sur la fonction de powell généralisée.
Y

! — partie déclaration

implicit none

integer,parameter: : n=16

double precision cl,c2,a,b,m.l,lpha,f0
double precision p(n),q(n),f1

double precision h(n,n),d(n),g(n),g1(n),x(n)
integer i,j,k,t,8,w,v,ctf,ctfl

integer (2) hour,minut,second hsedt
print*,’entrer lpha’

8¢ R ———

read* Ipha

! caleul de tempt avans I’éxecution

call gettim{hour,minut,second,hsedt)
print™ hour,minut, second, hsedt

data ¢1,c2/1.0d4-1,7.0d-1/

t point initial
do i=1,n/4

x(4%i-3)=3.d0

x(4*i-2)=-1.d0

x(4%i-1)=0.d0

x(4*1)=1.d0
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enddo

k compteur d'itérations
k=0

! la matrice initiale (identite)

do i=1n

do j=1,n
if(i==j)then
h(i,j)=1.0d0
else
h(i,j)=0.0d0
endif

enddo
enddo

! w et wl sont des compteurs
w=0; v=0

f0=f(x)

ctf=1

1 call gradf(x,lpha,ctf,f0,g.ctfl)
2 do
if{norm(g)>=0.001*Iphaexit
w=w+1

if(w==100)exit

lpha=0.5%Ipha

ctf=ctfl

call gradf(x,lpha,ctf,f0,g,ctfl)
enddo

if(w==2100) goto 100
d=matmul(h,g)
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]
'

! la recherche linéaire

Doy
t=0

do
a=(0.5)**¢
ctfl=ctfl+1
if(f(x-a*d) < f-c1*a*dot _produet(d,g).or.a<lpha)exit
t=t+1

enddo

if(a<<lpha)then

Ipha=(0.5)*Ipha; goto 1

endif

s=0

do

b=a*{2%*s)

ctfl=ctfl+1

if(f(x-b*d)>f0-c2*b*dot _product(d,g))exit

s=s+t1

enddo

3 if((b-a)<lpha)then

Ipha=lpha*{0.5)

endif

m=(a+b)*0.5

f1=f(x-m*d)

ctfl=ctfl+1

if(f1>£0-c1*m*dot_product(d,g))then

b=m; goto 3
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else

a=m

endif

ctf=ctfl

call gradf(x-m*d,ipha,ctf,f1,g1,ctfl)
if(dot _product(d,gl)>>c2*dot_ product(d,g))then
goto 3

clse

l=m

endif

x=x-1*d; p=-1*d

9=gl-g

if(dot _product(p,q)<lpha*nerm(p))then
v=v+1

if(v==100)then

print*,'point stationnaire’

goto 100

endif

Ipha=Ipha*(0.5); goto 1

else

call hupdate(p,q,h)
endif

! nouvelle iteration
g=gl; fO=f(x)

Ipha=lpha*(0.5); k=k+1
if(k==100)then

goto 100

else
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goto 2

endif

' S S

! appel au sous programme qui calcule le tempt aprés Pexecution

!

100 call gettim{hour,minut,second,hsedt)

R Seriture des resultats

print* hour, minut,second hsedt.

print*, == e e — -

print*,’la solution est x='

print *(2d18.6) x

print*,’la valeur de f{x)="

print *(2d30.8)",f(x)

print*,’la valeur de la norme de gl(x)=’

print ’(2d30.8)" sqrt{dot _ product(gl,gl)),norm(gl)
print*,’le nombre d iteration est="k

print*,'le nombre d ivaluation fonctionnelle est=",ctfl

ok S N
print™,'= S ——

contains

! Sous programme qui donne la valeur de la fonction objective

!
function f(u)

double precision f,u(n)

integer il

f=0.d0

do il=1,n/4

f=f+(u(4%11-3)+ 10%u(4*11-2))** 2+ 5*(u(4*11-1)-u(4*i1)}**2 |- &
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(u(4*i1-2)-2*u(4*i1-1))**4+ 10* (u(4*i1-3)-u(4*i1))**4
enddo

endlunction

function norm(u)

double precision norm,u(n)
norm=0.0d0

do i=1,n

norm=norm-+u(i)**2

enddo

norm=sqrt(norm)

endfunction

! —— i

! sous programme qui calcule la remise a4 jour de la matrice B par
t formule de BFGS

subroutine hupdate(pl,ql,hi)

double precision p1(n),q1{n),h1{n,n),al(n,n)
integer j1,j2

double precision rl,r2

rl=dot product{pl.qli)

r2=dot product(ql,matmul(hl,ql))

do jl=1,n

do j2=1n

al(j1,)2)=p(i1)*q(j2)

enddo

enddo

al=matmul(al,hl)

ql=matmul(hl,ql)
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do jl=L.n

do j2=1.n

h1(j1,j2)= h1(j1,j2)+1/r1*(1+x2/r1)*p1(j1)*p1(2)- 1/r1*(q1(j1)*p1(j2) +al(j1,j2))
enddo

enddo

endsubrontine
!

I sous programme qui calcule la valeur du gradient par les

| différences fini
! o

subroutine gradf(y,Iphal,cot,ff0,gr3,cont)
implicit none

integer,parameter: : ml=16

double precision y(ml),gr3(mml),z(ml)
double precision lphal,ff0

integer 11,i2,cont,cot

cont=cot,

do il=1,ml

do i2=1,ml

if(i1==i2)then

4(12)=1.0d0

else

z(12)=0.0d0

endif

enddo

if(lphal<=1.0d-6)then
gr3(il)=(f(y+lphal*z)-f(y-lphal*z))/(2*1phal)
cont=cont+2
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else

gr3(il)=(f(y +(Iphal**2)*z)-ff0)/(Iphal1**2)
cont=cont+1

endif

enddo

endsubroutine

end
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