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Résumé

Cette these étudie deux problemes le Laplacien et le bi-Laplacien avec des conditions non
linéaires au bord sur un domaine régulier de R?. On applique la méthode directe d’équation
intégrale pour résoudre ces problemes aux limites. La présente méthode, qui est fondée sur la
troisieme formule de Green, permet la réduction de ces problemes en un systeme d’équations
intégrales sur la frontiere du domaine qu’on résout. Apres construire notre systéeme correspon-
dant, on montre I’existence et I'unicité de la solution a I'aide du "théoreme de Minty et Browder"
[81], [89].

Mots clés :

L’opérateur de Laplace et de bi-Laplacien, solution élémentaire, équations intégrales, opé-
rateurs intégraux aux bord, le théoréeme de Fredholm, I'inégalité de Garding, les espaces de
Sobolev.






Abstract

This thesis study the Laplace and bi-Laplace problems with nonlinear boundary conditions
on a smooth domain in R?. We apply the direct integral equations method to solve these value
problems. The present method, which based on the third Green’s formula, allows the reduction
of these problems in a system of boundary integral equations on the boundary of the domain
which is resolved. After we construct our corresponding system, we prove the existence and

uniqueness solution using the "Minty and Browder’s theorem" [81], [89].

Key words :

The Laplace and Bi-Laplacian Operator, fundamental solution, integral equations, boundary

integral operators, Fredholm’s theorem, Garding’s inequality, Sobolev spaces.






Introduction générale

L’étude des équations intégrales et de leur résolution numérique est un sujet qui connait un
grand succes. La raison provient du fait que de telles équations peuvent étre utilisées pour ré-
soudre des problémes aux dérivées partielles (EDP). Dans la nature, les systémes et phénomenes
physiques les plus intéressants sont aussi les plus complexes a étudier. Ils sont souvent régis
entre eux par un grand nombre de parametres non linéaires (la météorologie, la turbulence des
fluides. . . etc). En fait, seulement un petit nombre de probleme aux EDP peut étre reformuler
en équations intégrales, mais heureusement ce sont les problemes les plus importants pour les

applications : le probleme de Laplace, de Helmholtz, de bi-Laplacien.

Ces équations intégrales peuvent étre obtenues en utilisant la méthode des équations inté-
grales qui a débuté avec les travaux de Fredholm, principal fondateur de la théorie des équations
intégrales de deuxieme espece, qui porte son nom. On peut distinguer deux formulations pour

cette méthode :

— La méthode directe qui consistent a établir une relation directe entre les fonctions in-
connues (densitée de simple ou de double couche), c-a-d, les fonctions inconnues sont les

variables physiques du probléme considéré [21, 32, 85].

— La méthode indirecte qui signifie que les fonctions de densité n’ont pas une signification
directe dans le probleme aux EDP initial [42].
L’étude des méthodes directes peut étre basée sur 'approche de "Costabel" et "Wendland",
qui est développée dans [34] et des résultats dans une description complete des propriétés des
opérateurs intégraux au bord et de la forte ellipticité des systemes des équations intégrales du

premier espece correspondant a divers types des conditions de frontiere.

Cette approche implique des avantages importants par rapport a la résolution "directe" des

9



10 INTRODUCTION GENERALE

EDP. Un aspect essentiel est que lorsque la fonction inconnue qui intervient dans 'EDP est
recherchée sur un domaine ) de RY, la reformulation du probléme en équation intégrale fait

apparaitre une fonction inconnue qui est recherchée sur le bord 02 du domaine.

On réduit aussi la dimension de l’espace de un, c-a-d, I’équation a résoudre est sur la
frontiere. De plus, lorsque €2 est le complémentaire d’'un domaine borné O, on transforme un

probleme posé dans un domaine non borné en un probléme posé sur la frontiere 0.

Un point fort de ces méthodes est la possibilité de traiter des domaines extérieures, sans avoir
tranquer artifficiellement le domaine d’étude, en utilisant les techniques d’équation intégrale et
la méthode des éléments de frontiere. L’idée derriere ces techniques est d’utiliser les théoremes

de Green pour transformer le probleme et I’exprimer sur la frontiere du domaine, qui est bornée.

D’autre part ces méthodes utilisent des solutions élémentaires, elles sont donc seulement
applicables a des problemes décrits pour les opérateurs aux dérivées partielles linéaires a coef-
ficients constants. Ceci peut apparaitre un inconvénient, mais heureusement que les systemes
physiques, décrits par des opérateurs de ce type, sont tres fréquemment rencontrés dans la pra-
tique. Il est aussi possible d’étendre le domaine d’application en couplant les éléments frontieres

avec des éléments classiques.

Un autre inconvénient dans la plupart des cas, est que la classe des opérateurs intégraux ob-
tenus est plus large que celle des équations de Fredholm de deuxieme espéce a noyau faiblement

singuliers.

Une autre direction de recherche est née avec les travaux de Wendland qui consiste a inter-
préter n’importe quel opérateur intégral en tant qu’opérateur pseudo-différentiel, via le calcul
symbolique associé a ce dernier, pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité de la solu-
tion. Donc on peut appliquer la théorie des opérateurs pseudo-différentiels [75], [91], [92] qui
permet de formuler des propriétés commun, telle la forte ellipticité et la coercivité a 'aide de

I'inégalité de Garding, pour une large classe d’espaces de sobolev.

Nous voulons étudier ici un autre inconvénient qu’on peut le rencontrer aussi si les pro-
blemes constituent des conditions non linéaires. Ces problemes forment une base des modeles
mathématiques qui représentent défférents phénomenes et processus dans la mécanique et en

physique.

Cette difficulté peut étre surmontée si nous transformons ces problemes en équations in-
tégrales non linéaires sur le bord. Pour étudier la solvabilité de ces équations, nous donnons

quelques hypotheses sur la partie non linéaire.

Ce travail de recherche a été organisé en quatre chapitres concernant une contribution ap-

propriée dans le domaine des équations intégrales.
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Un résumé de ce travail est décrit comme suit :
» On commence par le premier chapitre qui contient un résumé des définitions

et des résultats mathématiques de base utilisés tout au long de ce travail.

» Le deuxieme chapitre est une introduction a la méthode des équations inté-
grales. On y expose cette méthode dans le cas linéaire et on étudie plus particulierement
la méthode indirecte (potentiel) pour résoudre 1’équation harmonique avec une condi-
tion de frontiere de Neumann et la méthode directe (Green) pour résoudre 1'équation
biharmonique avec une condition de frontiere de Neumann dans un domaine borné
simplement connexe de R?. La premiére approche consiste a utiliser les potentiels de
simple et de double couche, on obtient deux types d’équations intégrales :
O  de Fredholm de premiers especes avec noyau faiblement singulier.
O  de Fredholm de deuxieme especes avec noyau non intégrable, qui sont interprétés
au sens d’une valeur principale.
Et la deuxiéme approche consiste a appliquer l'identité de Green pour construire un
systeme des équations intégrales linéaires. Le systéme et les équations obtenues dans ce
chapitre sont fortement elliptiques, et la propriété de coercivité est obtenue a l'aide de

I'inégalité de Garding, ceci permet d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité.

» Dans le troisiéme chapitre, on a étudié deux problemes aux limites pour 1’équa-
tion harmonique avec des conditions intégrales non linéaires au bord. Dans le premier, la
condition de frontiere est de type d’Hammerstein [24]. Dans le deuxieme, la condition non
linéaire au bord est oblique qui nécessite un traitement différent que pour les conditions
linéaires. Les deux équations intégrales obtenues sont non linéaires et de type d’Uryson
([50]; [60]). Pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité on impose des hypotheses
sur l'opérateur intégral d’Uryson pour appliquer le théoreme de Minty et Browder [31]. Et
afin d’étudier la régularité de la solution de ’équation intégrale, on se donne un exemple

d’application.

» Dans le quatriéme chapitre, nous étudions la méthode des équations intégrales
pour I'équation bi-harmonique avec une condition intégrale non linéaire au bord dans
un domaine €2 régulier de R2. Nous obtenons un systéme non linéaire des équations in-
tégrales. Le théoreme de Minty et Browder sur les opérateurs monotones, garantie un
résultat d’existence et d’unicité de la solution. Et nous terminons avec un exemple d’ap-

plication pour vérifier les hypotheses.

» Nous terminons ce travail avec une conclusion générale ot nous décrivons les pers-

pectives qui feront suite a ce travail.






CHAPITRE

Notions Fondamentales

1.1 Introduction

Tout probleme de la physique mathématique conduit naturellement a la résolution d’une ou

de plusieurs équations fonctionnelles que nous écrivons sous la forme simplifiée

AU = F (1.1)

ou A est un operateur d’un espace X dans un espace Y, F' est donnée dans Y, U est recherché
dans X. Par exemple, les équations différentielles, les équations aux dérivées partielles et les

équations intégrales.

En général, la solution de (1.1) est impossible & déterminer explicitement, ou encore si sa
forme explicite est compliquée, elle est inutilisable et on s’intéresse donc a la résolution appro-

chée de I’équation.

Pour passer d’'un probleme exacte a un probleme approché, il faut étudier I'existence et

I'unicité de la méthode d’approximation utilisée.

Nous allons utiliser 1'outil des opérateurs pseudo-différentiels, pour I'étude des problemes,
comportant une classe d’équations intégrales, plus large que celle des équations intégrales de
Fredholm de deuxiéme espece. C’est la raison pour laquelle, on insistera dans le deuxieme

chapitre sur le concept des opérateurs pseudo-différentiels.

13



14 CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

1.2 Analyse Fonctionnelle

a) Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (.,.) et de la norme associée
|.|lz- On désigne par H' l'espace dual de H, et (.,.)pgwpg est le produit de dualité avec ||.|| g

est la norme associée.

1.2.1 Théoreme de Projection

Soit M C H un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H et soit
M+ :={v € H| (v,u) =0, pour tout u € M} .
Alors tout u € H peut étre uniquement décomposé en somme directe :
u = uy + uy, avec ug € M et uy € M*. (1.2)

L’opérateur défini par my; : u — ug =: mpru est une projection orthogonale linéaire continue.
Dans ce cas, on écrit H = M & M+,

1.2.2 Théoreme de Lax-Milgram

Soit a : H x H — R une forme bilinéaire continue et coercive, c-a-d, il existe M > 0 et

a > 0 telle que pour tout u,v € H :
|a(u, v)| < Mllullg-f|vlla, (1.3)

a(u,u) > ollul3. (1.4)

Alors, pour tout fonctionnelle linéaire continue f : H — R sur H il existe une solution unique
u € H telle que
a(u,v) = (f,v)p g Vv e H, (1.5)

De plus, la solution u depend continument sur f :

1
lullzr < [l Fllzz- (1.6)

1.2.3 L’alternative de Fredholm

L’alternative de Fredholm est un théoreme qui caractérise 'existence et 'unicité de la so-
lution d’un probléme linéaire perturbé et compact. Soit X un espace de Banach, si T' € Z(X)

est un opérateur compact, alors
1. N(I —T) est de dimension finie,
2. R(I —T) est fermée, c-a-d, R(I —T) = N(I — T*)*,
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3. N(I-T)={0x} &RUI-T)=X,
4. dimN(I - T) = dim N (I — T%).

En résolvant une équation de la forme u — Tu = f, I’Alternative de Fredholm est ainsi

énoncée comme suit :

Pour tout f € X l’équation u — Tu = f admet une solution unique u € X qui dépend
continument de f; ou bien I'équation homogene u — Tu = Ox admet n solutions linéaire-
ment indépendantes uy, ug, -+ ,u, € N(I —T) C X et, dans ce cas, I'’équation non homogene
u — Tu = f est soluble (pas nécessairement uniquement) si et seulement si f satisfait n condi-
tions d’orthogonalité, c-a-d, f € R(I —T) = N(I — T*)* , qui est de dimension n finie.

L’importance de I'alternative de Fredholm se situe dans le fait qu’elle transforme le probléme
d’existence pour la solution de I’équation non homogene u—7Tu = f a un probléme d’unicité qui
enléve les solutions non triviales pour I'équation homogene u — Tu = Ox. En d’autres termes,
ce théoreme nous indique qu’'une perturbation compacte de 'opérateur d’identité est injective
si et seulement si elle est surjective. Nous remarquons que l'alternative reste toujours valide
quand nous remplagons I — T par S — T, ou S € Z(X) est un opérateur linéaire, continu et
inversible son inverse S~! est aussi continu. Ceci provient du fait quune équation de la forme
Su — Tu = f peut étre alors transformée aisément sous forme équivalente u — S~'Tu = S~1f,

oll ST est compact puisque T est compact.

Une autre maniere d’exprimer ’alternative de Fredholm est par la formulation classique, en

considérant les quatre équations :

u—Tu=f dans X (1.7)
u—Tu=0g dans X (1.8)
w—T'w=g dans X* (1.9)

w—T'w =0y dans X" (1.10)

Si T € Z(X) est un opérateur compact, alors on a I’alternative suivante :
— ou bien les deux équations (1.7) et (1.9) admettent pour tous seconds membres f €
X, g € X* une solution unique u € X,w € X*.
— ou bien les équations homogenes (1.8) et (1.10) admettent un méme nombre fini n > 0 de
solutions indépendantes, uy,--- ,u, et wy,--- ,w,. Dans ce cas pour que I’équation (1.7)
admette une solution u € X, il faut et il suffit que wy(f) = wo(f) =+ = w,(f) =0, et

pour que I’équation (1.9) admette une solution w € X*, il faut et il suffit que

g(uy) = glug) = --- = g(u,) = 0.
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1.2.4 Les injections compactes

Soit E et F' deux espaces de Banach tels que £ C F'. Nous disons que E est continument
inclus dans F, écrit comme E < F, si E est un sous-espace vectoriel de F' et si I'opérateur
d’identité [ : E — F défini par I(v) = v pour tous v € E est continu, c-a-d, s’il existe une
constante C' tels que

|lvl|lr < C|lv||g Vv € E. (1.11)

D’autre part, on dit que I’espace E est de maniére compacte continument inclus dans F', écrit
comme E ‘& F , si E est continument inclus dans F' et si 'opérateur d’identité I : £ — F

est compact, c-a-d, si chaque suite borné de E admet une sous-suite convergente dans F'.

1.3 Les espaces de Sobolev

Soit f une fonction réel, ou plus généralement, une fonction a valeur complexe définie sur

le domaine Q, et soit a = (ay, ag, -+ ,ay) € N%, nous écrivons

wr [ONTF[ O\ o\
vi=(am) () (o) 4 -

pour noter une dérivée partielle mixte de f d’ordre

la| = a1 +as+ -+ + ay. (1.13)

1.3.1 Les espaces de Lebesgue

Les L ou les espaces de Lebesgue correspondent aux classes des fonctions mesurables de

Lebesgue définis sur le domaine Q C RY. Ils sont définis, pour 1 < p < oo, par
() = {f: 2 = C| [|f]| (@) < o0}, (1.14)
ou la norme de LP est donnée par

| Uplf@)Pd)?, 1< p<oo,
||f||LP(Q) B { SUpp €55, | f(x) |7 p = 0. (115>

Nous disons que deux fonctions sont égales presque partout si elles sont égales sauf sur un
ensemble de mesure zéro. Les fonctions qui sont égales presque partout dans le domaine €2 sont

donc identifiées dans LP(2). Le supp essentiel est de méme défini dans ce sens par
supp ess,cq|f(x)] =1inf{C > 0: |f(z)| < C presque partout dans 2}. (1.16)

Nous rappelons que les espaces LP, muni avec la norme (1.15), sont des espaces de Banach.

Un espace vectoriel normé serait séparable s’il contient un sous-ensemble dense optimale.
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Pour 1 < p < oo, l'espace LP(Q2) est un espace séparable, réfléxif, et son dual LP(Q2)" est
identifié avec L9(£2), ou %—k% = 1. L’espace L'(f) est un espace séparable, mais non réfléxif, et
son dual L'(Q)’ est identifié avec L>(Q). L’espace L>®(f2) est, ni un espace séparable ni réfléxif,
et son dual L>(2)’ est contient strictement dans L'(£2). Si

1 "]
fie LP(Q) (1<i<n)avec — =) — <1, 1<p; <oo, (1.17)
p i=1 Di
alors le produit de ces fonctions f; est tel que
f=fifo. fo€ LP(Q), (1.18)
et de plus
[ lle@) < L llzo @ L f 1T ze2 @y [l on ) (1.19)

SifelP(Q)NLYQ) avec 1 < p<q<oo,alors f e L"(Q) pour tout p < 7 < ¢, et nous avons
d’ailleurs I'inégalité d’interpolation

1 a 11—«
T < - = —
@) < IFIEnolf ety © o T Ty

, 0<a<l). (1.20)

Dans le cas particulier ot p = 2, on obtient 1'espace de Hilbert L?(2) qu’on munit du produit

scalaire
(£ 9@ = [ F)gl@)dx, ¥f.g € LX(Q). (1.21)

Son espace dual L*(Q) est identifié avec I'espace LQ(Q) lui-méme.

Nous pouvons de méme définir les espaces L? = par

loc

Lp

loc

Q) ={f:Q—=C|f e P(K)VK C Q,K compact}, (1.22)

qui se comportent localement comme des espaces LP, c-a-d, sur chaque sous-ensemble compact
K C .

1.3.2 Les espaces de Sobolev d’ordre entier

Nous définissons maintenant les espaces de Sobolev W™P pour 1 < p < oo et m € Ny, par

WmP(Q) = {f:Q— C|D*f € LP(Q)Va € N, |a| < m}, (1.23)

ou alternativement, par
WP (Q) = {f : @ = C| | fllwmr@) < oo}, (1.24)

avec

1
D p ) 1 S < 9
||f||WmaP(Q) — { (Z|o¢\<m || f”L Q)) p & (125)

MaX|q|<m SUPP €8S,cq|D*f(z)], p = oo.



18 CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Les espaces de Sobolev WP sont réellement les espaces de Banach, a condition que les dérivées

soient données dans le sens des distributions (section (1.4)). Si m = 0, alors on a
Wo(Q) = LP(Q), 1<p<oo. (1.26)
Pour p = 2 I'espace W™?2(Q) devient un espace de Hilbert, et il est dénoté en particulier par
H™(Q) = W™2(Q). (1.27)
L’espace H™({2) est muni du produit scalaire

o ey = S /QDO‘f(x)Dag(x) dx Vf,q € H™(Q), (1.28)

loe|<m.
et de la norme

1/2
> /QID“f(SE)!de) Vfe H™(Q). (1.29)

la|<m

[ £ me) = (

On dit que H™(Q) est un espace de Sobolev d’ordre m. Les espaces de Sobolev d’ordre
supérieur contiennent des éléments avec un degré plus élevé de régularité. Nous remarquons

que si f € H™(Q) alors a% € H™1(Q) pour 1 <i < N.

En raison de la densité, nous pouvons définir maintenant ’espace H{'(€2) comme la ferméture
de CJ'(Q2) avec la norme de (1.29), c-a-d,

AmronHH™ ()

1y () = Gy () (1.30)

Nous remarquons que si le domaine 2 est assez régulier, alors 1'espace H™({2) peut étre

défini alternativement comme accomplissement de C*°(2) associé a la norme |||H™(R2), qui

signifie que pour tout f € H™(Q) il existe une suite {fx}ren € C°(Q) telle que
Jim | f = fillme) = 0. (1.31)
D’autre part, on a les propriétés suivantes
D(Q) C HMQ) Cc HY(Q)c L*c HY Q) c H™Q) CcD(Q), I >m, (1.32)
D’une méme maniere comme pour les espaces de Sobolev localement définis, donnés par
HIr(Q)={f:Q—-C|f e H"(K) VK C , Kcompact}, (1.33)

qui sont définis comme les espaces H™ sur chaque sous-ensemble compact K de €.
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1.3.3 Les espaces de Sobolev d’ordre partiel

Les espaces de Sobolev peuvent étre définis aussi pour des valeurs non-entieres de m, (des
ordres partiels notés par s). pour ceci nous considérons d’abord le cas particulier quand le
domaine Q est tout I’espace R, dans ce cas les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis

aussi par transformée de Fourier (section 1.5). Pour une valeur réelle s nous utilisons la norme

/]

oy = ([0 Py If©)Pag) (1.3

oi f dénote la transformée de Fourier de f. la fonction poids (1 4 [£]?)*/? est connue sous le
nom de potentiel de Bessel d’ordre s. L’expression (1.34) définit une norme équivalente a (1.29)
dans H™(RY) si s = m, mais s’obtient aussi pour s non-entier et méme négative. Si s est réel

et positif, alors les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis par

H*(RY) = {f € L*(RY) : || f|

Hs(RN) < OO}, (135)

qui est équivalent & la définition donnée précédemment, quand s = m. Si nous permettons des
valeurs négatives pour s, alors la définition (1.35) doit étre prolongée pour admettre aussi des
distributions tempérées dans S'(RY) (section (1.4) et (1.5)). Ainsi en général, si s € R, alors

les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis par

H'RY) ={f e S'R"): | f]

Hs(RN) < OO} (136)

Nous observons que P'espace de Sobolev H~*(R") est 'espace dual de H*(R").

Si nous considérons maintenant un sous-domain approprié Q0 de RY, alors les espaces de

Sobolev d’ordre partiel, pour s > 0, sont définis par
H*(Q) ={f:Q— C|3F € H*(R") tel que F|g = f}. (1.37)

et avez la norme
HfHHS(Q) = inf{HF\ Hs(RN) F’Q = f}- (1.38)

Nous remarquons que si €2 est un domaine non admissible, alors la nouvelle définition (1.37)

n’est pas équivalente a la définition pour s = m.

Quand C$°(Q) € C*°(2), ot pour tout f € C5°(Q) Pextension triviale par zéro f a Pextérieur
de Q est dans CS°(RY), nous définissons I'espace H*(Q) pour s > 0 pour étre le complément

de C§° () avec la norme

110y = 11

Hs(RN); - (1.39)

Cette définition implique que

Q) = {f € H*RY) : supp f € Q} (1.40)
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Nous remarquons que I'espace H*(Q) est aussi noté comme Hg,(Q), si Q = RV, alors les

espaces H® et H* coincident, c-a-d,
H*(RY) = H*(RM). (1.41)
Pour des ordres négatifs nous prenons que H—*(2) est I'espace dual de H*(Q), c-a-d,
H5(Q) = H*(Q), (1.42)
ol la norme est définie au sens du produit de L*(Q), & savoir

fasp 2
[ flla-s) = sup w’

s> 0. (1.43)
0£peH (Q) ]

2(9)
De la méme maniére, I'espace H—*(Q) est espace dual de H*(Q), c-a-d,

H5(Q) = H*(Q), (1.44)

1.3.4 L’espace de trace de Fichera H*(I')

On commence par le cas simple ot 0 < s < 1. On définit H*(I") pour étre la fermeture de

CAT) = {p € CO)] |l¢|

Hs(T) < OO}

muni de la norme

9 1/2
{|u||L2 +/ |n ulz) ~ uly)l d%d%} . (1.45)

De plus, H*(I") est un espace de Hilbert équipé du produit

)y 1= hngy [ [ DD Z0D) 4 (1.ag)

|[L' _ |n 1+2s

Pour définir H*(T") pour s ¢ N, s> 0, on écrit s =m+oou —1/2 <o <1/2,;m € N, et de la

méme maniere que précédement on remplace le produit scalaire (1.46) par

(D%u Da () (Dv(z) — Dv(y))
(11, 0 pee(ry = (1, 0) gy + Z / / ) dyedy,, (147)
ou [s] :=max{l € Z| | < s} représente la parenthese Gaussienne. On définit le semi-norme

associé par

|ulgrs(ry == (<U>U>HS(F)>1/2

sur C%(Q) qui est un sous espace de C™(€2) définie par

C:(Q) = {u € C™(Q)Juls < oo}
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1.3.5 Les injections des espaces de sobolev

C’est principalement les caractéristiques des injections des espaces de Sobolev (section (1.2))
qui rendent ces espaces utilisables dans I’analyse, et particulierement dans I’étude des opérateurs
différentiels et integraux. En connaissant les propriétés de trace d’un tel opérateur en termes

d’espaces de Sobolev, par exemple, il peut étre déterminé si 'opérateur est continu ou compact.

Dans R" nous avons les injections continus
H*(RY) <& HYRY) pour —oo<t<s < oo. (1.48)
sim € Ny et 0 <a <1, alors on obtient que

c N
HRY) <& 0™ *(RY) pour s >m+a+ 5 (1.49)
qui satisfaite aussi si s =m + a + % et 0<a< 1.

Nous considérons maintenant un domaine fortement Lipschitzien Q € C%!. Alors nous avons

les injections compacts et continus

H*(Q) "5 HY(Q) pour — oo <t < s < 00, (1.50)
H(Q) & HY(Q) pour —oo <t < s < 00, (1.51)
H?(Q) ‘& C™(Q) pour s >m +a — Z,0<a<1,meN,. (1.52)

Nous avons aussi l'injection continu
c = N
H*(Q) = C™*(Q) pour 5>m+a—5,0<o¢< 1,m € Ny. (1.53)

soit I' une frontiere de classe C*' k € Ny, et soit | ¢t |,| s |[< k + L. Alors nous avons les

injections compacts

H*(T) ‘5" HY(T) pour t < s, (1.54)
HA(T) ‘S ™) pour s > m + o+ F—-30<a<1lmeN,. (1.55)

1.4 Théorie des distributions

1.4.1 Définition d’une distribution

Soit Q un domaine dans RY. On note comme fonctions d’essai dans € les éléments de ’espace
C° () des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans 2. Le support d'une
fonction est la ferméture de I'ensemble des points ot la fonction s’annule pas. L’espace C§°(€2)

est aussi noté par D(Q2), c-a-d,

D(Q) = {/p € CT(Q), suppp € Q} = C5°() (1.56)
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Un exemple classique d’une fonction test ¢ € D(2) est donné par

o) = { VD) o 1zISt o)
0 ailleurs.

La densité de D(Q) dans L*(Q) assure que la classe des fonctions test est suffisament large.

On considere d’autre fonctions test, les fonctions a décroissance rapide, plus précésement,
soit p € C*(R") tel que

a(p) = sup  (1+ |z )" | D() | (1.58)

zeR  |a|<h

Alors on note par .7 (§2) l'espace des fonctions a décroissance rapide qui est donné par
S (Q) ={p/p € C*R"),Vh=1,2,--+ gr(p) < oo}. (1.59)

I'espace dual de .7 (RY) est I'espace des distributions tempérées qui est noté par .7/ (RY).

Nous disons que la suite {p,} des fonctions test est convergente vers ¢ € D(Q) s’il existe
un ensemble compact K C € tel que supp(p,¢) C K pour tout n, et si pour chaque o € N},

lim D%, (z) = D%p(x), uniformément sur K. (1.60)

n—oo

Nous définissons une fonctionnelle linéaire et continue 7" sur D(£2) comme une application
de D(Q2) dans le corps K (C ou R), noté par (T, ¢) pour ¢ € D(Q), qui vérifiée

<T7 apy + 6902> = OJ<T, 901) + ﬁ(Tv 902> VOé, B € K,VSOb Y2 € D(Q)7 (161)

et telle que
on — 0 dans D(Q) = (T, ¢,) — 0 dans K (1.62)

Cette fonctionnelle linéaire et continue s’appelle une distribution ou une fonction généralisée.
L’espace des distributions (de Schwartz) est noté par D’(Q2) et correspond a l’espace dual de
D(Q). Ainsi, la forme bilinéaire (.,.) : D'(Q) x D(2) — K représente le produit de dualité entre
les deux espaces. En particulier, quand le corps K est pris comme C, alors le produit de dualité
doit étre considéré comme une forme séquilinéaire et les distributions en tant que functionnelles

anti-linéaires.

L’espace vectoriel et les opérations de convergence dans D'(2), si 7, 5,7, € D'(Q2) et o, B €
K, peuvent étre caractérisés par

(T 4 8S, @) = (T, @) + 5(S, @) Ve € D(Q), (1.63)



1.4. THEORIE DES DISTRIBUTIONS 23

et
T, =T dans D'(Q) < (T, ) = (T,p) dans K Vy € D(Q). (1.64)

Les distributions peuvent étre aussi multipliées par des fonctions indéfiniment différentiables
pour former des nouvelles distributions. si T' € D'(Q2) et n € C'*°(R2), alors le produit nT" € D'(Q2)
est défini par

(T, ) = (T,np) Yo € D). (1.65)

On remarque, cependant, que le produit de deux distributions n’est pas bien défini en général.

Chaque fonction localement intégrable f € Lj,.(2) définit une distribution

(f.0) = | F@)pla) dr, Ve € D). (1.66)

La distribution f serait produite par la fonction f. Une distribution qui est produite par une
fonction localement intégrable s’appelle une distribution réguliere. Toutes autres distributions

s’appellent singulieres. Ceci propose la notation
(T.0) = | T(a)p(a) dx (1.67)

pour une fonctionnelle linéaire continue 7' méme lorsqu’elle n’est pas une fonction de L},

1.4.2 La fonction de Dirac

La fonction de Dirac §, qui n’est pas a proprement dit une fonction, était présentée par le
physicien théorique britannique Paul Adrien Maurice Dirac (1902 & 1984). Elle s’annule
partout sauf a l'origine, ou sa valeur est infinie, et de sorte que son intégrale est 1'unité. Elle

est donc définie par

=0
Say={ T T (1.68)
0, x # 0.
Et a la propriété
/95(93) dr =1 si0€q. (1.69)

Il existe aucune fonction avec ces propriétés. Cependant, la fonction de Dirac est bien définie
comme distribution, dans ce cas elle associe a chaque fonction d’essai ¢ sa valeur a l'origine.

Supposant que 0 € 2, la fonction de Dirac est définie comme distribution 0 qui satisfait
/Q 5(x)p(x) dx = (0) Ve € D(Q). (1.70)
La fonctionnelle linéaire 0 est définie sur D(2) par

(6,) = (0) (1.71)
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1.4.3 La convolution

Nous définissons la convolution f * g de deux fonctions f et g de RY a K, s’il existe, comme

(fro)@) = [ F@g—y) dy= [ flz—y)g(y) dv. (1.72)

RN RN

La convolution a la propriété de régulariser une fonction en faisant la moyenne, et est une

opération commutative, c-a-d,

f(@) x g(x) = g(x) = f(x). (1.73)

La convolution est bien définie si f, g € L?(RY). Elle peut étre encore prouvée que la convolution
LP(RY) x LI(RYN) est bien définie pour p, q,r > 1 et telle que %—1— % —1=1 Danscecas,sife

T

LP(RY) et g € LY(RY) | alors fx*g est dans L"(RY). D’ailleurs, la notion de la convolution peut
étre prolongée au cadre des distributions, dans ce cas les convolutions D(RY)xD'(RY), S(RY) «
S'(RM), E(RYN) % £'(RY) et méme E'(RY) x S'(RY) et £'(RY) « D'(RY) soyent bien définis. Par
E'(RY) nous notons le sous-espace de D'(RY) de ces distributions qui ont un support compact,
qui est le dual de £(RY) = C*(RY). On peut montrer que &'(RY) est aussi un sous-espace

linéaire de S'(RY). Les inclusions sont telles que
Dcé&,ScS.EcD,DcScéeté cScD. (1.74)
Si T € D'(RY) et p € C°(RY), alors la convolution T x ¢ est définie par
T(z) * p(x) = (T(y), oz —y)) = (T(z — y), »(y))- (1.75)
siSe&(RY)et T e D(RY), alors
Yr(y) = (T(@), ola + ) € C(RY), (1.76)
Us(y) = (S(x), o(z +y)) € DRY), (1.77)
et pour cette raison la convolution 7" * S est définie par
(S(x) * T(x), p(x)) = (S(y), (T(x),p(x +y))) = (T(y), (S(z), o(x + y))) (1.78)
pour tout ¢ € D(RY).

Soit T € D'(RY) une distribution. Alors la fonction de Dirac J agit comme un élément

neutre pour la convolution, c-a-d
dxT=Tx6="T. (1.79)

La fonction 0 permet aussi de décaler des arguments au sense de

do(2) * T(x) =T() % 04(z) = T(x — a). (1.80)
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La convolution a la propriété de distribuer les dérivés parmi ses membres. Ainsi, si S €
E'(RY) et T € D'(RY), alors

0 oS oT
— T = —=xT = — 9 1,2,--- N 1.81
aiL'j{S* } 81’]- * S* (95,5]" J 6{ )y 9 }7 ( 8 )

et, plus généralement,

D{S*T}y=D*S*T =S5%DT, acN", (1.82)

1.5 Transformation de Fourier

1.5.1 Définition de transformée de Fourier

Nous définissons la transformée de Fourier directe f = F{f} d’'une fonction intégrable

f € LY(R™) comme
~ 1
f(T) - (271-)n/2

/ fl@)exp® dx, 7eRY, (1.83)

RN
et son transformée de Fourier inverse f = F~'{f} par

1

flz) = (27r)N/2/ f(r)exp™ dr, zeRV. (1.84)

RN
Les transformées de Fourier (1.83) et (1.84) peuvent étre utilisées aussi pour une classe plus
générale des fonctions f, comme pour des fonctions dans L?(RY) ou méme pour des distributions

tempérées dans l'espace S(RY), le dual de I'espace de Schwartz des fonctions a décroissance

rapide
SRY) ={f € C°RY)/2°D*f € L*(RY) Va,3 € N{'}, (1.85)
ouz? = (xf . a:']ﬁVN ) pour un multi-indice 3 € NY'. L’espace S(R™) a la propriété importante

d’étre invariable sous la transformée de Fourier, c-a-d, p € S(RY) & ¢ € S(RY). Nous avons en
particulier I'inclusion D(RY) C S(RY)), et ainsi S'(RY C D'(RY). La convergence dans S’ (RY)
est la méme que pour les distributions (section 1.4), mais en ce qui concerne des fonctions test
dans S(RY). En effet, si T,,, T € S'(RY), alors

T,, — T dans S'(RY) <= (T,,,¢) — (T, ¢) dans K Vp € S(RY). (1.86)

1.5.2 Quelques propriétés des transformées de Fourier

Dans ce qui suit, on consideére les distributions arbitraires S, T € S'(RY), u € S(RY) et les

constantes arbitraires o, 8 € K , a,b € RY. On écrit T(z) - T(7) pour noté que T(7) est la
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transformé de Fourier de T'(z), c-a-d, T = F{T'}. Alors

aS(z) + BT(x) L5 aS(7)+ BT(7). (1.87)
T(x) L T(-7) (1.88)
T(z—b) L exp ™7 T(7), (1.89)
exp® T(z) L5 T(r—b), (1.90)
T(z)«S(x) I ©@m)N2T(£)8(¢), (1.91)
@m)N?T(x)S(x) > T(&)*S() (1.92)
et aussi
FHATH =FF Y11} =T
F{D} = (it)*F{u}, u € S(RN),Va € RN, (1.93)
D*F{u} = F{(—iz)"u}, u e S(RY),Va € RY.

1.5.3 Quellques transformées de Fourier paires

Nous considérons maintenant quelques transformées de Fourier paires, définies sur RV, qui
utilisent les définitions (1.83) et (1.84). Pour la fonction de Dirac § on obtient que

1
]:
1
. 1.
La fonction exponentielle complexe, pour a € RN, satisfaites
et Ly 2m)N25(¢ - a), (1.96)
@r)N25(x +a) L e (1.97)
Pour la fonction cosinus nous avons que
9 N/2
cos(a.z) L3 ( 7r2) (0(§—a)+d(&+a)), (1.98)
2 N/2
( ”; (0(¢ —a) +0(E+a)) T cos(a.), (1.99)

et pour la fonction de sinus nous avons que

e (27T)N/2

sinfa.) Z5 T2 (06— a) = 3(E+ ), (1.100)
(272;/2 (6(E+a)— (¢ —a) L sin(al). (1.101)
En obtenant, pour n € Ny et j € {1,2,--- | N},
A z‘”(%)Nﬂggj(g), (1.102)
(—i)"(QW)N/Q@(a:) e (1.103)

&}
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et, pour le cas général quand o € N{ est un multi-indice, on a

xa

(=0)(2m)2D5(¢)

il 2m)N2Des(¢), (1.104)

N
Ly oe (1.105)

1.6 Fonction de Green et solution élémentaire

1.6.1 La solution élémentaire

Techniquement, une solution élémentaire pour un opérateur différentiel £, linéaire, avec des
coefficients constants, et défini sur espace des distributions D’(RY), est une distribution £ qui

satisfait
LE =6 dans D'(RY), (1.106)

ou 9 est la fonction de Dirac, centrée a l'origine. L’intérét principal d’une telle solution élémen-

taire a situé dans le fait que si la convolution a un sens, alors la solution de
Lu = f dans D'(RY), (1.107)
pour une fonction donnée f, est donnée par
u=FExf. (1.108)

En fait, en raison de linéarité de L, puisque E est une solution élémentaire, et puisque d est

I’élément neutre de la convolution, nous avons
Lu=L{Exf}=LExf=0xf=f. (1.109)

Nous remarquons que de E d’autres solutions peuvent étre construites, dans le sens des
distributions, quand les dérivées de § apparaissent dans le second membre de I’équation. Par

exemple, la solution de

00

LF = e, dans D'(R") (1.110)
est donné par
d6 OF oE
F=FEx 90— oa, * 0 = e (1.111)

1.6.2 La fonction de Green

Une fonction de Green d'un opérateur différentiel partiel linéaire £, avec des conditions
de frontiere homogenes, des coefficients constants par rapport a y, et défini sur I'espace des
distributions D’(RY), est une distribution G tel que

LAG(z,y)} = d.(y) D'(RY), (1.112)
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ol 0, (y) = d(y — x). Ainsi elle vérifie G(z,y) = L, {0(y)}.

La solution du probleme aux limites non homogene
L.{u(z)} = f(z) dans D'(RY), (1.113)
si la convolution a un sens, est donnée par

u(z) = G(z,y) = f(y), (1.114)
ou G est symétrique , c-a-d,
G(z,y) = G(y,x). (1.115)

Comme dans la solution élémentaire, nous prenons

Lo{u(r)} = LAG(x,y) * f(y)} = 02(y) * f(y) = f(x). (1.116)

Nous observons que la fonction de Green de 'espace libre ou de tout I'espace, c-a-d, sans

conditions de frontiere, est liée a la solution élémentaire par la relation

G(z,y) = FE(xr —y) = E(y — z). (1.117)

1.6.3 Quellques fonctions de Green dans des espaces libres

Nous considérons maintenant quelques exemples de fonction de Green dans des espaces

libres.

1. La fonction de Green pour I'équation de Laplace qui satisfait, dans le sense des distribu-

tions,

AyG(z,y) = 0.(y) dans D'(RY),

est donnée par

1
G(z,y) = %ln |y —x| pour N =2, (1.118)

2. La fonction de Green pour I'’équation du Bi-Laplacien qui satisfait, dans le sense des

distributions,

ALG(xz,y) = 0,(y) dans D'(RY),

est donnée par

1
G(z,y) = §|y —z)?In|y—=x|, pour N =2, (1.119)
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1.7 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.1. (E.D.P)
Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) du 1" ordre est une relation entre une variable

indépendante z € Q C R, la fonction inconnue u = u(z) et leurs dérivées partielles, c’est &

F (x,u(x) Ou a“) = 0. (1.120)

"0xy T Oy,

dire de la forme

Définition 1.2. (E.D.P Linéaire)

Une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre m dans RY est une équation de la forme

> an(z)D%u = f, (1.121)

laj<m

ou les fonctions a, sont des coéfficients ne dépend que de x.

Définition 1.3. (Opérateur aux dérivées partielles linéaire)

On appelle opérateur aux dérivées partielles linéaire tout opérateur A de la forme,

Az, D)= > aa(z)D*. (1.122)

la|<m

L’équation caractéristique, quand a elle, est donnée par

Ap(z,7) = Y aq(z)t™ #0. (1.123)

|a)=m

Maintenant, A(x, D) est elliptique dans €2, si pour tout zg € 2, on a

> aa(z)T* >0, pour tout 7 # 0. (1.124)

|a)|=m

Il est fortement elliptique, s’il existe une constante C' telle que

| Y an(2)m™ |> Clr|* |, pour tout zo € Q k > 0. (1.125)

|a|=m
1.8 Les opérateurs intégraux

1.8.1 Définitions

Définition 1.4. (Opérateur)
On appelle opérateur T sur 2 toute application linéaire continue de D(2) dans D'(Q).

D’apres le théoreme des noyaux de schwartz [27], étant donné un opérateur 7" sur €2, il

existe une distribution unique K € D'(Q2 x Q) telle que
(Tu,v) = (K,v®@u), Yu,v € D(Q). (1.126)

on dit que K est le noyau distributionnel de T', ou bien, T" est 'opérateur de noyau K.
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Définition 1.5. (Opérateur intégral)
Un opérateur T sur € est dit intégral si son noyau /K est la distribution associée a une fonction
K e L} ().

La théorie des opérateurs intégraux s’identifie a celle de l'intégrale. Etant donné K €
L. (2 x Q), on peut définir, par application du théoréme de Fubini [100], la fonction Tu €
Li,.(Q x Q) par

Tu(z) = / K(x,y)u(y) dy. (1.127)
Q
Définition 1.6. (Opérateur de Fredholm)
— Soient F, F' deux espaces de Banach. Un opérateur T linéaire, continu de E dans F', est
appelé opérateur de Fredholm si la dimension de son noyau et la codimension de son

image sont finies.
— Le nombre IndT = dim ker T' — Codim ker T" est appelé 'indice de T'.

Théoréme 1.7. Soit T un opérateur linéaire, continu de E dans F'. Alors les deux propriétés

suivantes sont équivalentes
1. T est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

2. il y a un opérateur linéaire K, continu de E dans F', compact tel que T+ K est inversible.
Preuve. Voir [91]. |

Définition 1.8. (Opérateur de Nemytskii)
Soit 2 un ouvert borné de R™. On dit qu’'une fonction f :  x R™ — R, est une fonction
de Carathédory si application (x,u(x)) — f(z,u(x)) est continue en u pour tout x € € et

mesurable en x pour tout u € R™.

L’opérateur Nyu : 2 — R défini par

(Nyu)(z) = f(z,u(z))
est appelé opérateur de Nemytskii.

Théoréme 1.9. (Bornitude de l'opérateur de Nemytskii)
Soit Q un ouvert borné de R™ et p €]1,+o00[, et soit g € L1(Q, R) tel que %—i—% = 1. Supposons

que f est une fonction de Carathéodory et que, pour quelques constantes C' et pour tout x et u,
(2, u)] < ClufP™ + g(2).
Alors Uopérateur de Nemytskii Ny est borné et continu de LP(2,R™) dans L1(Q), R).

Définition 1.10. (Opérateur d’Hammerstein)
Etant donnée une fonction f : 2 x R® — R" vérifiant la condition de Carathéodory.
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L’opérateur défini par
Au(w) = [ K(@,y)f (g, uly)dy, (1.128)

est appelé opérateur intégral non linéaire de type Hammerstein. Cet opérateur A est une com-
position de l'opérateur intégral de Fredholm a noyau K et de l'opérateur de Nemytskii /Vy
associé a f, c-a-d,

A =TNy.

1.8.2 Noyaux intégraux

Le caracteére d'une équation intégrale est déterminé par les propriétés de son noyau qui est
de différents types. En effet,
— Si le noyau K (z,t) est continu dans (2 ou, au moins, si les discontinuités du noyau sont

telles que
// | K2(2,t) | dx dt < oo,
aJo

alors les équations données par
Tu(x) = [ k. uly) dy = f(x). (1.129)

ot u est I'inconnue et f(x),k(x,y) des fonctions données, sont dites équations de type
de Fredholm de premiere espece. Ainsi I’équation de Fredholm de deuxieéme espece est
définie par

u(z) — Tu(x) = u(zx) — /Q k(x,t)u(y) dy = f(z). (1.130)

— Si le noyau k(z,y) = 229 on H(z,y) est borné et 0 < v < 1, alors (1.129) et (1.130)

lz—yl|*
sont des équations intégrales avec une singularité faible.

— Si le noyau k(x,y) = ‘?(x’y‘ ou A(x,y) est une fonction différentiable en z et y, alors

k(x,y) d
diverge.

Définition 1.11. (noyau faiblement singulier)
On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur 2 x €2 C R” x R™ sauf peut
étre aux points z = y et telle que,
M
Ve, y € Q, o #y,IM >0, |k(z,y)| <#, 0<a<n. (1.131)
T — y n—«
Proposition 1.12. [6/]

Tout opérateur intégral T de C(Q2) dans C(£2) d noyau faiblement singulier est un opérateur

compact.
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La théorie de Fredholm est valable uniquement pour les équations de type de Fredholm.
Elle s’applique pas pour les équations singulieres et pour d’autres équations de noyau non
intégrable [67], [100].

1.9 Les opérateurs pseudo-différentiels

1.9.1 Opérateur différentiel

Un opérateur différentiel linéaire d’ordre m s’écrit comme

2 =Y aq(z)D?, (1.132)

laj<m

ot les a, () appelées coéfficients de opérateur 2, sont des fonctions C*°(RY).

1.9.2 Opérateur pseudo-différentiel

les opérateurs pseudo-différentiels peuvent étre considérés comme une généralisation des
opérateurs différentiels. En effet, soit 'opérateur différentiel (1.132) exprimons le, en fonction

de la transformée de Fourier et son inverse, comme

A(z,Dyu(z) = > ao(z)Du(x)

la<m

=F 1> an(z)mF{u}

la|<m

— (2m)~N/? /R e a(e, 1) Flu}(r)dr (1.133)

avec a(x,7) = X |aj<m Ga ()7, 7 € RV\{0}, est un élément de la classe des symboles 5™ (£ x
RYN).

1.9.3 Classe des symboles d’ordre m

Soit @ C RY, et a(z, ) une fonction de C°(Q x RY). Soit K C  un copmact et m un
nombre réel quelconque. La classe S™(2 x RY) des symboles d’ordre m est définie par

S™(Q x RY) = {a(z,7)/ | 0¢05a(z,7) |< Capx(1+ 7)™}, (1.134)

pour tout z € K,7 € RY, et pour tout multi-indice «, 3. les C, 5 x sont des constantes, qui

peuvent dépendre de «, § et K.

L’espace S™(Q x RY) est un espace de Fréchet muni des semi-normes

P (@)= sup (14| | 020fa(x, 7) |, (1.135)
reKteRN

ces éléments sont appelés les fonctions apmlitudes d’ordre m.



1.9. LES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

1.9.4 Dévelopement asymptotique des éléments de la classe des

symboles

33

Le dévelopement asymptotique des éléments de S™ revient a donner un sens a une serie

formelle d’éléments a; € S™ tendant vers —oo. On pose S™ = U,,cg ™ et S™° = N,er 5™

On a le résultat suivant

Théoréme 1.13. Soit a; € S™(Q x RY), pour j =0,1,2,--+ et m; — —00 pour j —> 00.

Alors

1. 1l exist un élément a € S™(Q x RY),m = max{m; : j > 0} tel que

k
ordre(a — »_ a;) — —00,k — oo. (1.136)

7=0
2. a est uniquement déterminé modulo S™°°(2) par la famille dénombrable (a;);>o.

Preuve.

1. Soit p; , 7 =1,2,---, une suite de nombres positifs, qui tend vers I'infini, quand j — oo.

Soit X une fonction vérifie

1
X (1) =0, pour |7]< 3 (1.137)
X(r)=1, pour |7]>1. (1.138)

et

i a] x,T). (1.139)

Notons tout d’abord, que X(-- ) € So(€2) uniformément pour p > 1. En effet, on a

DSX(;) ~ <Dfx><;>p'a, (1.140)

et comme |7| < p < 2|7| pour 7 € supp DX (« # 0), alors

| D¢X<;> < Co(1 4 |77, (1.141)

avec C, = O,

Soit maintenant ky, h = 0,1, 2, - - -, une suite exhaustive de copmacts de Q, avec kj C kpy1

pour tout h et Up— kb, = Q2. Alors pour certain C; > 0, on a

| D;“DEX(;)%(:C,T)) < Cy(1+ |r])milel, (1.142)
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pour tout x € k; et |a| + |8] +4 < j,p > 1. Dautre part, en supposant que m;,, < m;

pour tout j, on peut écrire

CiL+ 7)™ = Cy(L+ [y Cy(1 + [y
< 279C;(1 + 7|y, (1.143)

pour |7| suffisament large. Or,
DfoX(;)aj(x, 7) =0, (1.144)
pour |[7| < £ . Et Pour p = p; est suffisament large, on obtient que
| DfoX(;)aj(x,T) < 277 (1 4 |r|)mi-rlel, (1.145)

Dot la convergence de (1.139).

De la méme maniere, pour ses dérivées, on obtient que

DD [ S X(S)a(x,7) | 1< 27 (1 A+ |rfymel (1.146)
j=r+1  Pi
Alors .
a— Z a; € .S™,
j=0
d’ou le résultat. [

2. L’unicité est une conséquence immédiate de la définition des sommes asymptotiques.

La somme formelle 37, a; est appellée dévelopement asymptotique de a. On note
ar> aj (1.147)
§=0

Définition 1.14. On note par Sj.(Q), 'espace des fonctions a € C®(QxRY) telle que a—Y; aj,

ot les a;(z,7) sont homogenes en 7, d’ordre m — j pour |r| = C*, m = max;en{m — j}.

Définition 1.15. Soit Q@ C RY et I' € Q x RN¥\{0} . Une fonction ¢ € C=(T') est appelée
fonction phase si elle possede les propriées suivantes

— 1) ¢(x,t1) = to(x, T), pour tout t > 0, (z,7) € I

— i) 2N, | (%Z(ZL’,T) 2+ %(mm) |2 0, pour tout (z,7) € T.

Maintenant, en explicitant la transformée de Fourier dans (1.122) on obtient une intégrale

oscillante dépendant du parametre x € Q [27].

On veut que ces intégrales oscillantes possedent les propriétés de stabilité des opérateurs
différentiels pour les opérateurs d’addition, transformation, de coposition, etc...
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Ainsi les opérateurs pseudo-différentiels forment une classe d’opérateurs plus générale que (1.133),

ou le polynome a(z, ), sera remplacé par une amplitude quelconque appartenant a S(2 x Q).
D’ou la

Définition 1.16. Soit 2 C RY, m € R U {—oco}. On appel opérateur pseudo-différentiel

(O.4).D) de degré m dans 2, un opérateur intégrale P associé a la phase
o(z,y,7) = (x —y)T, (z,y,7) € Ax QA xRN, (1.148)
et a une amplitude P(z,y,7) € S™(Q x Q).
On note par L™(f2), I'espace des (O.1.D) de degré m dans 2 et on écrit
Pu(zx) = //ei(z_y)Tp(:v,y,T) dydr, v € D(Q). (1.149)

Soient L(2) = UL™(2) et L=°(Q) = NL™(2) . Les élément de L(2) sont les opérateurs
pseudo-différentiels standards dans 2. Tout opérateur pseudo-différentiel P est continu de D((2)
dans C'*°(2) et peut se prolonger en un opérateur continu de &'(§2) dans D'(Q2) [27]. Dautre
part on a la

Proposition 1.17. Chaque opérateur pseudo-différentiel P, dans L~=°(Q)), est un opérateur

régularisant.

Preuve.
Voir [27]. |

Définition 1.18. Un opérateur P € L™(f2) est dit classique, si p(x,7) € S].(£2). On note dans
ce cas P € L ().

loc

Définition 1.19. Soit S;*(€2) l'espace quotient S™(€2)/S>°(2). Alors les éléments de SJ'(2)

sont appelés les symboles complets de degré m dans (2.

1.9.5 Symbole principale

Chaque élément de I'espace S™(€)/S™1(Q) est appelé le symbole principale, qui représente

la partie d’ordre le plus elvée dans le dévelopement asymptotique du symbole complet.

Théoréme 1.20. Soit P un opérateur propre de L™ (). Alors, il exist p € S™(£) unique tel
que

Pu(z) = / ¢ p(z, ) F{u}(r) dr. (1.150)

de plus, si a(z,y,T) est une amplitude pour P, on a alors

1
pz,m) ~ 3 S DDya(z,y, ) ly= (1.151)
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Preuve. Voir [80]. |

Théoréeme 1.21. Soit P un opérateur linéaire, continu de D(2) dans C*(2). Alors P € L™(Q)

si et seulement si pour tout f € D(2), on a
e Tp(f.e"T) € S™(Q). (1.152)

Preuve. Soit (p;) une partition de I'unité sur € avec des fonctions p; € D(2) et soit f3;

des fonctions de D(€2), avec 3; = 1 sur supp p,;. On a donc
(pu) @) = [ Flpuh(r)dr = [B(x)e™ Flopu} (r)dr. (1.153)

et comme P est continu alors

Plpu)(e) = [e7p,(, 7)Flpju}(r)dr

= [ [y (@, 7)oy () uly)dyar, (1.154)
ou
pi(z,7) = e Tp(B;(x)eT) € ST(Q). (1.155)
et puisque u = >_; pju, on obtien que
Pu(z) = [ [ p(e, y, m)uy)dydr, (1.156)
ou l'amplitude p(x,y,7) € S™(2 x ) car
Py, 7) =D pi(, 7)pi(y), (1.157)
J
est localement finie en y. [ |

Le résultat suivant conduit a la caractérisation du symbole principale :

Théoréme 1.22. Soit P € L]".(Y) . Alors pour (xg, ) appartenant a T*Q\0, ona

loc

op(20,70) = lim A" (e7™@P (f(2)e@)) (1.158)

T=x0
ou [ € D(Q) et égale a 1 au voisinage de xo , ¢ € C°(Q), do(x) = 10 # 0 sur supp f et T*Q\0

est le complément de la section nulle dans le filtré cotangent T*€).

Preuve.
Voir [27]. |
Un résultat fondamental, qui est un outil adéquat utilisé dans la démonstration de 'ellipti-

cité forte pour les problemes aux limites, a savoir ["inégalité de Garding.

Théoréme 1.23. (Inégalité de Garding) [91],[9/]
Soit P € L™(S2). Supposons que Re p(x,T) > c|r|™ pour T large et ¢ > 0. Alors pour chaque s
réel, et pour chaque compact fixré K et pour tout u € D(K) on a

e, (1.159)

Re(Pu,u) = eal|ull s — collul

avec ci1, ¢y indépendants de u.



CHAPITRE

Méthode des équations intégrales

2.1 Introduction

La résolution des problemes aux limites pour le Laplacien ou Bi-laplacien peut étre remplacée
par la recherche de la solution des équations intégrales dans des espaces de fonctions définies au
bord d’un ouvert de RY en utilisant la méthode indirecte (théorie de potentiel) ou la méthode

directe (théorie de Green).

Dans la premiere méthode, les équations intégrales correspondantes au probleme aux li-
mites considérés sont interprétés différemment en utilisant la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels qui nous permet de formuler des propriétés communes. Par contre, dans la deuxieme
méthode en appliquant la troixieme formule de Green ce qui donne des équations intégrales de

type Fredholm ou la théorie de Fredholm s’applique.

2.2 Probleme du Laplacien avec une condition de

Neumman au bord

On présente ici la méthode indirecte pour l'opérateur de Laplace dans un domaine borné
simplement connexe de R?, appliquée au probléme de Neumann qui modélise, par exemple, le

mouvement d'un corps solide dans un fluide incompréssible parfait en hydrodynamique.

Interprétation physique : L’équation de Laplace Au = 0 intervient tres fréquemment
dans des probléemes de la physique. u représente typiquement la densité d’'une quantité en

équilibre.

37
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L’application du probléeme de Laplace peut étre trouvée pour 1'éléctrostatiques [51], la
conductivité dans I'imagerie biomédicale [10], et pour le potentiel dans un plan incompressible
[90].

2.2.1 Formulation de probleme

Présentons ici le probleme de Neumann intérieur pour 'opérateur de Laplace.

Soit 2 C R? un domaine ouvert borné simplement connexe, dont la frontiére I" est réguliére
(I' e C*=).

On cherche & déterminer une fonction u € H'(Q) vérifiant

o (2.1)

Au =10, dans(
=g, surl.

ou Au est 'opérateur de Laplace, et g est une fonction donnée sur la frontiere I' telle que

g € HY2(I), (%) représente la dérivée suivant la normale qui est dirigée vers I'extérieur du

domaine 2.

2.2.2 Etude variationnelle

L’étude est faite dans le cas ou €2 est un domaine intérieur. L’espace dans lequel on cherche
la solution du probléme (2.1) est H'(2, A) tel que

H' (Q,A) ={ue H'(Q); Auec H(Q)}

Soit maintenant v € H'(Q). La formule de Green permet d’avoir

/QV’LLVU dQ = /Fg.v dr (2.2)
si on pose
= dQ 2.3
ar(u,v) /QVuVU (2.3)
et
L(v) = / gudl, ve H(Q), (2.4)
r

le probleme (2.1), se réduit alors au probléme variationnel

Trouver u € H'(Q) tel que
ai(u,v) = L(v) Yo e HY(Q).

Théoréme 2.1. 1. L(.) est une forme linéaire continue

2. ay(.,.) est une forme bilinéaire continue.
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3. ai(.,.) n'est pas H* — coercive, mais elle est H' /Py — coercive c’est a dire qu’il existe
a >0 tel que

ai(u,u) > allullfpp,, (2.6)

avec Py est l’espace des polynomes d’ordre zéro muni.

Preuve. 1. est évident.

2. Pour la continuité de a;, on va montrer, pour tout u,v € H'(), que
a1 (u, v)| < cllullmo)[v]lr @
En effet, on a
lay(u,v)] = y/ VuVo dQ|
Q

< [Vull@ IVl 2@
< clulla@ vl @, (2.7)

d’ou la continuité de a;.
3. On va montrer d’abord, par un contre exemple, que (2.3) n’est pas H' — coercive. Pour cela,

supposons le contraire et soit la fonction caractéristique u = X, alors,
Xog € HY(Q) et || Xq|lg = mes(Q) £ 0.

Or
a1(Xo, Xo) = a1(1,1) = 0 > o Xa|7.

Ce qui implique que 0 > a et ceci est une contradiction.

Pour montrer maintenant (2.6), considérons 'espace Py des polynémes d’ordre zéro suivant
Py = {pg € HYQ), py = ' dans Q} (2.8)

et soit () un sous espace de H'({2) définit par
Q:={v € H'Q),(v,po) =0 dans L*(Q)} . (2.9)

ot Q est le complément orthogonal de Py dans H'(Q), c’est a dire, d’aprés le théoreme de

projection (1.2) on a pour tout élément u € H'(2), [79]
u=v+pyv€EQetp € Py (2.10)

Ainsi, 'ensemble des solutions de (2.5) est donnée par v + py ou v est solution unique dans 2.

La norme dans l'espace H'(Q)/Pg est définie par

@l @ype = inf [Julm o)

= inf flu+ o). (2.11)



40 CHAPITRE 2. METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES

Maintenant, I'inégalité de Poincaré, a savoir

[olling < B {/Q |Vol? do + (/Qv dx)2 }, (2.12)

implique que

1

Vo2 dz > =|jv]|%, 2.13
S 9P de = el (2.13)

car (v,1) = 0. Ainsi

2 Lo
a(v,v) = JolVol dz = Sl
1

> ol (2.14)
d’apres (2.11) et (2.13). Si on prend o = % on obtient H!/Pg-coercivité de a;. |

Théoréme 2.2. Le probléme (2.5) posséde une seule solution faible dans H(Q)/Pq avec la

condition de compatibilité
/ g dl' = 0. (2.15)
r

Preuve. Voir [79]. [

Pour interpréter le probleme (2.5), nous considérons 1’équation

/QVUVU dor = /Fg.v dr’ (2.16)

D’apres la formule de Green on trouve la premieére équation du probléme (2.1), & savoir
Au =0 dans . (2.17)
En multipliant (2.17) par v et par intégration on obtient

/ Auvdr =0, Yo e V. (2.18)
Q

La formule de Green, appliquée a cette équation, donne

ou
/QVUVde—/Fa—UdF,VUEV. (2.19)

n
Maintenant, d’apres (2.16), on obtient
ou 1
/ T g)lvdr =0, Vo e HY(Q) (2.20)
r\on

d'ott 8¢ = g sur T', d’apres la densité des traces de H'(Q) dans L*(T'). En conséquence, le

probléme (2.1) est équivalent au probléme variationnel (2.5).
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2.2.3 Formule de représentation et équations intégrales

D’une maniere générale, tout probleme du Laplacien peut étre réduit en équation intégrale,
grace a 'existence de la solution élémentaire associée, en particulier le probleme de Neumann.
Si on suppose que la solution de ce probléeme est représentée par un potentiel de simple couche,
on obtient une équation intégrale de Fredholm de deuxieme espéce. Ainsi les théoriemes de
Fredholm peuvent étre appliqués. [57] ,[67]

Par contre, la démarche qui consiste a représenter cette solution par un potentiel de double
couche, conduit a d’autre types d’équations intégrales ou la théorie de Fredholm n’est pas

applicable [75].

Formules de représentations

La solution élémentaire du Laplacien donnée par [94]

1
E(x,y) = %log |z —vy |, (2.21)

et les propriétés des potentiels de simple et de double couche, nous permet de construire les

équations intégrales pour les problémes aux limites du laplacien.

Définition 2.3. Pour pu,v € C*(Q), on définit les opérateurs

Son(e) i= B(x)  pér = [ ply) Bz —y) dyy, w €0, (2.22)
Dqv(z) := E(x) x (=0, (vor)) = /ru(y)gf;(x —y) dyy, © €, (2.23)

tel que S, est le potentiel de simple couche (P.S.C) et D, le potentiel de double couche (P.D.C),

ou Or représente la masse de Dirac sur la frontiere I'.

Lemme 2.4. Soit I' € C™ et € C(I'). Les relations du saut pour (P.S.C) et (D.S.C) quand
x — I sont :

0 1 o))
Zs — 4z / —y)dy,, z,y € T 2.24
5, Sak(@) Ir= +5u(@) + Fu(y)any(ﬂf y) dyy, 2,y € (2.24)
Dov(e) [o= (o) + [ V() o (x —y) da, 2,y € T (2.25)
v =——v v(y)=—(x — . .
QV\Z) |r 2 X T ) ﬁny x ) ’7y7 z,y
Preuve. On remarque que pour toutes fonctions u,v : I' — C assez régulieres les

potentiels de simple et de double couche satisfont 1’équation de Laplace, a savoir

ASqu =0 dans Q. (2.26)
ADgr =0 dans (. (2.27)
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Pour calculer I'expression du gradient de Sg en x € I', On Calcule d’abord

r—Y
Er) = ————, 2.2
V.E(@) = g (2:29)
alors, on a .
-y
S =— [ ——— dr 2.29
V.Sa(z) 27TF,g[:_y‘gu(y) y (2.29)

Comme la fonction ﬁ_y‘ n’est pas intégrable pour z sur I', 'intégrale dans (2.29) diverge.
On peut donc exprimer la valeur de 2 pour un sens faible par une fonction test ¢ dans D(R?).

Et d’apres la formule de Green on a

(5,9 = I Br@e) dly = - / Vo2 W(z> dQ
// y—=2 Vso( ))dFde,

— z|?

Cette expression est intégrable sur le produit I' x {2, on peut donc permuter les deux inté-

grations d’apres le théoreme de Fubini. D’ou

0Sq

[ 2 @)p@)dl = — [ VSa()Vi(z)d0

_ _;T/Fu(y) (/QW dQ) ar,. (2.30)

Maintenant pour r > 0, on note par €2, = Q2N B,, la partie de 2 contenue a l'intérieur de la

boule B, du rayon r et de centre y, alors

/Q Y —2)Vel2) 19— 1im (y —2)-Vel2) 1 (2.31)

ly — 2|2 r—0Jo—q, |y — z|?

Par application de la formule de Green a nouveau on obtient

/Q ) (y—2)Vel2) 1 _ (& —y)n, o(z) AT, + #(2) dar,. (2.32)

ly — 27 rr, |z —yl?

Par passage a la limite quand » — 0, on a

(y — 2)-Vo(z) x).ny
A o =Tl +/ iw(m‘)sz. (2.33)

En retranche cette expression dans (2.30), on obtient

0S0
[ p(w)r, 2/ 2)dT, +—// |x_y’2 w(y)p(z)dl,dl,  (2.34)
alors
98, 1 (y — x).n,
T (0= bgule) + [ () dr, (2.35)

au sens faible, donc on en déduit (2.24). De la méme maniére on obtient (2.25) |
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Equations intégrales

Théoréeme 2.5. Pour toutes fonctions p, v : I' — C assez réguliéres, les équations intégrales

associées au probléme (2.1) sont données par
(- D=2 (2.36)
Tv = —2g. (2.37)

ot les opérateurs intégrauxr aux bord D, D', T sont donnés par

= ——/ —log\x y|dTy

e
oo

avec x,y € I' et opérateur D' désigne | adjomt de D.

y‘dF}H

10g|1: —y|dly

Preuve. On cherchera la solution du probleme (2.1) sous forme d’un potentiel de double

couche. La premiere étape consiste a exprimer u(x) sous forme d’un potentiel de simple couche,
a savoir

u(z) = E(x) % puor = 217T/F,u(y) log |z —y|dly, zc Q,y € T. (2.38)
Par passange a la limite quand x — I' dans (2.38) et la continuité du potentiel de simple couche,

permet d’avoir une équation intégrale de premiere espece
2) |p= 7/ ylog |z —y| dTy, z,y €T (2.39)
Si on écrit u(x) sous la forme d’un potentiel de double couche, a savoir

u(z) = E(x) % (—0n(vir)) =3 / —log |z —y|dly, z,y €T (2.40)

En considérant la dérivée normale de (2.38) et apres passage a la limite, on obtient une

équation intégrale de deuxiéme espéce pour (2.1), a savoir

ou 1 1 0
So@) =g = +3u() + o= [ vz logla—y|dly, myel  (241)

Si par contre, on prend la dérivée normale de (2.40), on obtient apreés passage a la limite

une équation définie comme une valeur principale, a savoir
2

ou 1 0
— =g=— 1 — r I 2.42
5 () lr=9= o [ vy =s—log [ o —y | dTy, .y € (2.42)

On remarque que le noyau associé a 'opérateur T', dans (2.37), est

0? 1
1 —y|= _ 2.4
g toule=yl=0 (L), 2.3

ce noyau est donc non intégrable, alors cette expression doit étre éxprimer a l'aide des

distributions qui sont des parties finies. [ |
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2.2.4 Existence et unicité

La résolution de I'équation intégrale (2.36) est classique [62], [L00]. Tandis que pour ’ana-
logue de I’équation intégrale (2.37), c’est seulement en 1973, et en 1978, qu’un cadre variationnel
approprié a été présenté pour discuter 'existence et 'unicité de la solution grace aux travaux

de Nédélec-Planchard [73] et Nédélec-Giroire [12] respectivement.

Une autre technique, consiste a interpréter I'opérateur intégraux dans (2.36) et (2.37) comme
des opéateurs pseudo-différentiels, ce qui permet d’obtenir la coercivité moyennant le calcule

symbolique des opérateurs pseudo-différentiels [42, 75].

Propriétés des opérateurs intégraux

A présent, comme on I’a mentionnée auparavant, dans cette étude on présente une ap-
proche différente, qui consiste a interpréter les opérateurs (I — D’) et T' comme des opérateurs
pseudo-différentiels. A chaque opérateur On associe, via la transformée de Fourier, ce qu’on ap-
pelle le symbole complet. Apres, on éxige que celui-ci admet une expansion asymptotique pour

r trés grand avec le symbole principal pour premier terme d’ordre supérieur en 7 (section (1.9)).

Ainsi, on est en mesure de formuler le

’

Théoreme 2.6. 1. Les opérateurs (I — D), T sont des opérateurs pseudo-différentiels de

symbole principal 1,|7| et d’ordre 0,1 respectivement.

2. 1ls sont fortement elliptiques, i-e : il existe une constante ¢ > 0 telle que
Re o(x,7) > ¢ > 0 (2.44)
pour tout |T| =1 et x € T avec ¢ indépendant de x,T et o est le symbole principal.

Preuve.

1. a) On commence par l'opérateur (I — D’) :

La partie principale dans cet opérateur est donnée par 'opérateur I

Tu(x) = 217T exp™” Flu(r)] dr (2.45)

Ceci implique que o7(x,7) =1 = |7]°.

b) Pour 'opérateur T, on sait que

32
On,0n,

o
|z —y|?

1ogyx—y\:()< ):O(|£|2). (2.46)
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Considérons maintenant une fonction de troncature X(| ¢ |) = 1 dans un voisinage

fixe de zéro. Alors 'opérateur T s’écrit

2

1 0 o
Tu(t) = —Wﬁﬁmtnamﬁ%kg|x—y|ww df
82

On,0n,

log |z —y | v(t) dtf (2.47)

— [a-x(e)
Remplacons (2.46) dans (2.47), on obtient
Tv(t) = Byv(t) + Bav(t), (2.48)
Bu(t) = [X(E) 152 Do)
= [ explitt) F{w(H)} Pr(n. ) df, (2.49)

et By un opérateur régularisant, i.e, de noyau C* et Pr(t,t) donné par
Pr(t, 1) = —jr exp (it?) X (|72, (2.50)
représente le symbole complet de T'. Sachant que
X(|t])=X(0)+¢X(0)+ ..., (2.51)
alors le symbole principal sera donné par
or(t,7) = —— FIX(OF %) =7 |, (2.52)

et on déduit 'ordre de T', qui est égale a 1.

2. évident d’apres la définition .

|

Lemme 2.7. Les opérateurs
D' : HYV*T) — HY*(T) (2.53)
T:HY*T) — H V(I (2.54)

Sont continus .

Preuve.
Pour l'opérateur 7', On a
or(x,7)=|7]. (2.55)
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Alors
| o F{v(r)} P=[ 7’| F{v(n)} P< (17 ) | Flw(n)} [ (2.56)

on obtient donc
1
1TV 12y Z/FIT 2 P F{p P odr

< [ 1) [ Fb P ar
< e Wl (257)

d’ou la continuité de T'. la méme démonstration pour 'opérateur D’'. [ |

Maintenant, a 1’aide de l'inégalité de Garding (voir théoreme 1.23), on obtient la coercivité

de l'opérateur T'.
Théoréme 2.8. il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout v € HY/*(T') on a

(Tvv) 2 el — (Tiv,w) (2:59)
ot Ty : H'?(T) — HY*(T') est compact .

Preuve.

Pour montrer (2.58), on considére v € HY2(T'), on a alors
(Tv,v) = /RTW dx = /R]-“{Ty}.f{y} dr = /R Ir | | Fld 2 dr (2.59)
Soit maintenant 7Ty un opérateur pseudo-différentiel (O.1).D) de symbole principal
oy (z,7) = (14 | 7 |7)2% (2.60)
On a alors

T=Ty—To+T="T,—Th, (2.61)

avec Ty est d’ordre zéro donc il est compact de H/?(T') dans H~/2(T"). Et Ty est défini positif,
c-a-d
(Tov,v) > cllvllip/e . (2.62)

Alors
(T,v) > e — (Ti,). (2.63)

On remarque que, pour opérateur (I — D’), c’est D" qui constitu la perturbation compacte.
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2.2.5 Solvabilité des équations intégrales

Théoréme 2.9. Soit v € HY?(T') l'unique solution de I’équation homogéne,

Tv(z)=0 (2.64)
Alors v = c'°.

Preuve. Si Tv(z) = 0, le probleme de Neumann (2.1) devient un probléme avec une
condition homogene et celui-ci possede une solution avec une constante prés. [ |
Théoreme 2.10. L opérateur

T: HYX(I) — HY*T)/P,, (2.65)

est bijectif.

Preuve. D’apres le théoreme (2.9) Popérateur T est injectif. Maintenant, d’apres le théo-
reme (2.10) Vopérateur T' différe d’un opérateur défini-positif par une perturbation compacte.

Alinsi, cet opérateur est un opérateur d’indice zéro. D’ou la surjectivité de T'. Donc T est bijectif.

2.2.6 Propriétés d’équivalence

On veut montrer que la solution faible v € HY(I',A) pour g € H~Y2(T"), satisfaite aussi

I'équation intégrale de premiere espece (2.37). On a alors le

Théoréme 2.11. Soit g € HY*(T) donnée. Alors, le probléeme (2.1) pour u € HYT,A),
la formulation variationnelle (2.5) et ’équation intégrale de premiére espéce (2.57) pour v €

H'Y2(T'), ont chacun une solution unique et sont équivalantes.

Preuve.

La solution de (2.1) donne une équation intégrale de premiére espece (2.37). Cette solution
est unique et & son tour prouve que la solution de (2.37) définit une solution du probléme (2.1).

L’équivalence entre (2.1) et (2.5) pour u € H (T, A) a été étudiée. |
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2.3 Probleme du Bi-Laplacien avec une condition de

Neumann au bord

Cependant, si I’équation harmonique est liée a la théorie classique des probléemes du potentiel,
I’équation bi-harmonique est liée aux problemes de 1’élasticité, qui consiste a déterminer en tout
point d’un domaine occupé par un corps élastique le vecteur déplacement lors de la déformation
de ce corps, comme celui des flexion des lames. Et d’autres problemes, comme l'imagerie de

radar [11] et les fluides incompressibles [G1].

Nous intéressons ici a la méthode directe des équations intégrales qui est basé sur l'ap-
proche de "Costabel" et "Wendland", qui a été développé dans [30, 34]. Une grande classe des
problemes aux limites elliptiques extérieurs et intérieurs, en utilisant la solution fondamentale

correspondante, peut étre réduite en équations intégrales sur la frontiere du domaine.

Ces équations apparissent dans diverses applications telles que les problemes aux limites
dans les acoustiques, I'¢élasticité, I'éléctromagnetiques aussi bien que dans la dynamique liquide
[51, 52] et leurs approximations d’élément de frontiere sont utilisé dans beaucoup de calculs

correspondants de technologie.
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2.3.1 Formulation de probleme

Nous considérons ici le probleme potentiel linéaire

A%u(z) =0, €
Mu(z) = fo(x), x €T, (2.66)
Nu(z) = go(z), z€ T

ot A%y représente le bi-Laplacien bidimensionnel. I' dénote une courbe fermée simplement lisse
dans R? qui est la frontiére du domaine ouvert borné 2 € R?, f; et go sont des fonctions données

a valeurs réelles sur I' c’est a dire;
fo: T'— R, et go: ' — R.

Pour réduire notre probleme en équations intégrales sur la frontiere I', on applique I'identité
de Green pour les fonctions biharmoniques u. Pour cette raison, on récrit A%u en terme de
facteur de Poisson p sous la forme

9 (Pu  u 0? d%u ? (Pu = Pu
o o1 2.
4= o2 (ax%+pax%>+ ST <8x1xz>+@w% <@x%+p8fc?>’ o

tel que p est une constante réelle, et particulierement dans I’application de la théorie d’élasticité
ona0 < p <1 Pouru€ H*Q) on obtient que u [r€ H**(T) et 2* |re H'/*(T'). Pour étudier
le probléeme (2.66), on a bien commencer par 'intégration par partie, on obtient alors la formule

de représentation suivante

/ Ay v dz = a(u,v) — / <%Mu + v Nu) dy,, Vre (2.68)
0 r

on,
ou la forme bilinéaire a(u,v) est définie par

0?u 0%v Pu % 0?u 0%v
— [ pAu Avdz + [ (1 2 (2
az(u, 0) /Qp u Bvd + Q( ) (8:)&% 0z? * 0x10x9 0110x9 + 013 035%) de; - (2.69)

et M, N sont des opérateurs différentiels définis par

Mu = pAu+ (1 — p)(n(2).Vi)*u)| =z,

Nui= — {2 At (1= p) () V() V() e 270

ou la dérivée normale et tangentielle sont données par

et
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Physiquement, Mwu est le moment de flexion et Nu est la force transversale comprenant la force

de cisaillement et tordant le moment [28]. Alors

Pu 0*u D*u
0 d [(Pu 0*u Pu 5

On note que la forme bilinéaire (2.69) est bien définie pour des fonctions dans H?(2).

On remarque que si on considére (2.68), le choix de Au et —d,Au comme une condition
de Neumann qui correspond au facteur de Poisson p = 1. Ceci signifie que la condition de
compatibilité (2.80) doit étre satisfaite pour toute fonction harmonique v. Et comme espace
des fonctions harmoniques dans €2 est de dimension infini, ceci ne ramene pas a un probleme

aux limites régulier au sense de Agmon [7] .

2.3.2 Formulation Variationnelle
L’espace dans lequel on cherche la solution du probleme (2.66) est I'espace

H?*(Q,A?) := {u € H*(Q), A*u = 0 dans Q}

muni de la norme

1/2
lull ey = (IullFe@) + luliee) (2.71)
ou

2
|u|%{2(9) = > ||(?ju8ku||%2(ﬂ). (2.72)

k=1
On suppose que u € H*(Q, A?) est la solution du probléme (2.66) avec

(Mulp = fo, Nulp = go) € H¥*(I') x HY*(T")

D’apres la formule de Green on obtient la forme bilinéaire définie par (2.69) qui est une forme

bilinéaire continue et coercive sur I'espace quotient H?(Q2)/P; tel que
Py = {P € H*(Q), p=c121 4 c2xa + ¢3, Ve, 02, ¢3 € ]R} ; (2.73)

est I'espace des Polynomes de degré 1 dans R2.

On sait que

]| Fr2 () ey = |tlFr2(0), (2.74)
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est une norme sur l'espace H?(2)/IP; équivalent a la norme
0l —
nf [lu —plla),
En effet, pour la continuité de a, on va montrer que

Jas(u, v)| < allullieg)llvllFe @) (2.75)

las(u,v)| = |/Q,0AuAv da:+/ﬂ(1—p) 22:

ij=1
< ’p’HAUH%Q(Q)HAUH%Z(Q) + 1= pH“’%ﬂ(Q)'“’%{?(Q)
< Iplllulltrz@ ol F2 ) + 11 = pllullfzw vz

< Cllullzz@ vl @),

( Ou O ) dz| (2.76)

(9x,-xj 81‘in

tel que C, est une constante positive. D’out la continuité de ay sur H?(2).

Pour la coercivité de ao, on va montrer que
|az(v,v)| = Blvl7r20)/p, - (2.77)
On considére P{ un sous espace de H%(Q), qui est I'espace orthogonal de Py, défini par
Pi:={g € H(Q),(¢p)r2) =0, Vp € P} (2.78)

donc pour u € H2(), alors u = q+ p, tel que ¢ € P{ et p € Py.

D’autre part, pour v € H*(Q)/IP; on a,
as(v,v) = pllAv|Z2q) + (1 = p)|ofirq)
> (1- :0)|U|%12(Q)-
et d’apres (2.74), on obtient
az(v,v) = (1= p)[[vl7r0)/p, - (2.79)
Si on prend 3 = (1 — p), alors la forme bilinéaire ay est H?/Py — elliptique.

Théoréme 2.12. Le probléme de Neumann (2.60) posséde une seule solution faible dans H?(Q)

si et seulement si (Mu, Nu) € P{, c-d-d, avec la condition de compatibilité

/ (Mu.av v U.Nu) ds =0, Vo € Py, (2.80)
Q on

Preuve. La preuve est déduite du théoréme de Lax-Milgram (1.2.2).
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2.3.3 Systéme des équations intégrales

Afin de prouver l'existence d’une solution du probléme (2.66) on transforme le probléeme en un
systeme des équations intégrales de premier espece.

Maintenant, on commence par u € H?(Q, /A?) et on choisit v € H%(Q2). Alors, la formule de
Green (2.68) est satisfaite et par dualité on a Mu € H~Y2(T) et Nu € H~%/2(T).

Si on prend v = E, avec E(x,y) la solution élémentaire associée au bi-laplacien donnée par

1
E(z.y) = v - y[*log |z — yl,

qui satifait
2 _ 2
AL E(x,y) = 6(y — x), dans D'(R?),

par application de la premiere formule de Green, on obtient donc la premiere formule de repré-

sentation

w0) = [ (St - Blea)vu) ) o,

—~ A(MyE(x,y)gZ(y) - NyE(x,y)U(y)> dy- (2.81)

On définit les potentiels de simple et de double couche respectivement par

0
V (Mu, Nu) - | (aEu,y)Mu(y) B y)Nu<y>) Q. (28
r\On,
W[, 2 —/ M EG ) 22 9) = N, B, y)uly) ) d (2.83)
7877, - r y 7y an y y ay y P)/y' .
Alors, la formule de représentation (2.81) peut étre écrite comme
u(z) =V (Mu(z), Nu(z)) — W <u(m), g:ﬁ(@) , x € Q. (2.84)

D’une maniere analogue, on obtient la deuxieme formule de représentation suivante

u () :/F<07i§ny(y)Mu(y)+ gi (ﬂf,y)NU(y)> dy,
ou

_/F (aixMyE(x,y)an(y) + &NyE(x,y)u(yO dy. (2.85)

qui peut étre écrite sous la forme

5, (1) = 5 (Mu(), Nu(z)) = == | u(z), = -() (2.86)

ou oV oW ( ou )
— y €T € Q
on



2.3. PROBLEME DU BI-LAPLACIEN AVEC UNE CONDITION DE NEUMANN AU BORD 53

D’apres les opérateurs de simple et de double couche, quand un point de x € €) tend vers
un point de la frontiere I' dans les formules de représentations (2.81), (2.85), on peut construire
les équations intégrales associées au probleme (2.66). Tout d’abord on a besoin de la définition

ci-dessus

Définition 2.13. Soit u € C*(I"), on définit les opérateurs intégraux suivants, pour = € T,

par
Kuu(a) = [ N,E(x, y)uy) dyy,

Vigu(z) = — /F MyE(z,y)u(y) dv,,
oF

r dn,

Vygu(x / E(z,y)u(y) dv,,

Visu(z) = | ——(z,y)u(y) dvy,

1. Par passage a la limite dans la formule de représentation (2.81), quand x tend vers I", on

obtient la premiere équation intégrale non linéaire suivante

we) = [ (SE @t + Ble)¥ul) ) oy + ulo)

on,
ou
— [ (M EG0) S ) + Ny, y)uly) ) d, (2.87)
qui, en terme des opérateurs intégraux au bord collectés dans la définition (2.13), devient
1 ou
(51 + ’CH) ( ) Vi 871( ) = V14NU(I‘) + V13MU(ZL‘), zel (288)
qui peut étre écrite, d’apres la condition de frontiere pour x € I', comme
1 ou
(51 + Kn)ulz) = Vizg-(2) = Viago(r) + Visfo(w), (2.89)

2. Par passage a la limite dans la formule de représentation (2.85), quand x tend vers I', on

obtient la deuxiéme équation intégrale non linéaire suivante qui devient,

1 ou

— Doyju(zx) + (51 - Kgg)a—n(x) = VouNu(x) + VasMu(x), (2.90)
qui peut étre écrite, d’apres la condition de frontiere, comme
1 ou
— Dyu+ (I)(Ql — /C22)%(I) = Vaugo(z) + Vas fo(), (2.91)

ou les opérateurs Doy, Koo, Vag, Vay sont définis par

Dou(z) = Jp %N E(z,y)u(y) dvy,
Kou(z) = — [ NoE(z,y)u(y) dy,
Vosu(x) = Jp W(%Q) u(y) doy,

(2) (2.92)
Vosu(z) = fr O (x y)uly )d%a
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Finalement, on obtient le systeme des équations intégrales suivant :

(31 + Ki)u(z) — Vi 9% (z) = ViaNu(z) + VisMu(z), (2.93)
—Dyu(x) + (51 — )g—“(x) = Vo Nu(z) + VosMu(z),
Si on note par (v, w, 1, p2)' = (ulr, %h, Mulr, Nu|p)t les données de Cauchy, on obtient
le systeme sous forme matricielle
v 2
ir -
3 + K1 1 V1o _ Via Vi3 7 (294)
—Dgl 5] - ICQQ V24 V23
w M1

que 'on peut écrire

LU =Vyu, sur '
I — 5T+ K 1 —Vio V= Vie Vi3
—Dgl 5] - ]CQQ V24 V23

e) =)

Maintenant, D’apres la condition de frontiere, le systéme (2.94) peut étre s’écrit comme

tel que

et

_D21U( )+ ( )%(95) = Vaugo(x) + Vas fo(x),
qui peut étre écrite sous la forme matricielle suivante
v 9o
%I+’C11 1 —Vi2 _ Via Vi3 (2.96)
—Dgl 5[ — ,CQQ V24 V23
w Jo
que 'on peut écrire comme
LU =VF° surT (2.97)

tel que

Fo={ %,
fo



2.3. PROBLEME DU BI-LAPLACIEN AVEC UNE CONDITION DE NEUMANN AU BORD 55

2.3.4 Existence Et Unicité

Propriétés des opérateurs intégraux au bord

a. Les opérateurs de simple et de double couches V et W sont des opérateurs continus

tels que :

V: H'Y2T)x H32I) — H*(Q)
W:  H¥XD)x HY2) — H*(Q)

b. Les opérateurs intégraux au bord suivants, tel que

Ky : H¥*() — H¥*(), Vi3: HY*() — H¥?(D)
Vis: HYV2(T) — H32(T'), Vig: H¥*I) — H**(I)

Doy : H¥* (D) — HY*(), Va3: HY*(T') — HY2(D)
Kop : HY2(T) — HY2(T), Vay: H3XT) — HY*(D),

sont continus. De plus, K, i = 1,2 sont compacts d’apres le théoréme des injections
de Rellich [91].

Lemme 2.14. [22, /5, 59] Les opérateurs définis par

ICll : HS(F) — HS(F), V13 : HS<F) — HS+3<F)
V12 : HS<F) — HS+1<F), V14 : HS<F) — HS+3<F)

et
Dgl : HS<F) — Hs_l(I‘), V23 : H5<F) — HS—H(F)

Ky : H*(T) —s HS(T),  Vay: H*(T) — H*3(T)

sont continus.

Solvabilité du systeéme linéaire des équations intégrales

On remarque que si v, w, fi1, io satisfont (2.97) alors, apres avoir défini Mwu, Nu sur I" dans
(2.66), le systeme des formules de représentations (2.81) et (2.85) donne une solution pour
le probléme (2.66) qui est 'unique solution d’apres le théoreme (2.12). Pour cette raison

on a besoin d’étudier la solvabilité du systeme des équations intégrales (2.97).

Pour cela, on introduit les opérateurs matriciels

L: H¥*T) x HY*(I') — H**(T") x HY*(I),
V : H32(T) x HY*(T) — H3?(T) x HY4(I).

Alors on a les théorémes suivants
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Théoreme 2.15. Les opérateurs
L: H() x H*YT') — H*(T) x H* (), (2.98)

V. H3() x H (') — H*(T) x H*H(T) (2.99)
sont continus.

Preuve. Les opérateurs L et V sont continus comme conséquence du lemme (2.14). W

Théoréme 2.16. (Inégalité de Gudarding)
Il existe un opérateur compact Ty, : H*?(I') x HY/?(T') — H3?(T') x H'/*(T") tel que

(Lo > eloPpaqeyeaniaae — (T ), (2.100)
Vv € H32(T') x HY2(D).
1l existe un opérateur compact Ty, - H=3/2(T') x H=Y2(I') — H3?*(') x HY*(T) tel que

Vi, p) > C”N“?{—Sﬁ(r)xH—l/?(r) — (Tvp, ), (2.101)
V€ H-3/2(T) x H-Y2(I).

Ce théoreme affirme que les opérateurs matriciels de simple et de double couche V et L
sont fortement elliptiques ce qui implique que l'alternative de Fredholm s’applique, donc

I"unicité implique l'existence dune solution.

Théoréme 2.17. [/7] Soit U° = (v°,w°)t € H3?() x HY*(T) l'unique solution du
systeme homogene
LU = 0. (2.102)

Alors U° = 0.

Théoréme 2.18. [91] L’opérateur matriciel du potentiel de double couche
L: H3*T) x HY*(T) — H**(') x HY*(I) (2.103)

est bijectif.
Preuve. le résultat est déduite d’apres les théoremes (2.16) et (2.17). |

Lemme 2.19. Le systéme des équations intégrales (2.97) associé au probléme de Neum-
man (2.66) a une solution unique U € H3?(T') x H'?(T).

Preuve. la preuve découle directement du théoréme (2.18). [



CHAPITRE

Probleme du Laplacien avec une

condition intégrale non linéaire au

bord

3.1 Introduction

Pour le probleme de Laplace, la condition la plus simple qu’on peut imposer est la condi-
tion de frontiere de Dirichlet. Le probléeme de Dirichlet pour ’équation de la Laplace peut

étre résolu facilement en utilisant I’équation integrale de frontiere [45].

Si la dérivée normale % est indiquée en tout point de la frontiere (c-a-d, la condition de
Neumann) avec la condition de compatibilité [ %ds = 0, alors donner la valeur de u en

un point sur I' permet d’obtenir une solution unique [45].

Ici, on impose des conditions de frontiere plus générales, a savoir 1’équation intégrale non
linéaire de type Urysohn ([50]; [60]) pour le premier probléme et une condition intégrale

non linéaire oblique pour le deuxiéme probleme.

Beaucoup d’attention a été prétée a la résolution des probléemes aux limite pour les opéra-

teurs aux dérivées partielles avec des conditions de frontiére non linéaires par la méthode

o7
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d’équations intégrales, dans différentes directions (voir par example, K. E. Atkinson [12],
[13] , Ruotssalainen et Wendland [81]).

Les probléemes impliquant des non linéarités forment une base des modéles mathématiques
de divers phénomenes et processus équilibrés en mécanique et en physique. En particu-
lier, le transfert de la chaleur équilibré. En outre quelques problémes électromagnétiques
contiennent des non-linéarités dans les conditions de frontiere, par exemple les problemes,
ou la conductivité électrique de la frontiere est variable [17]. D’autres applications sur-

gissent dans le rayonnement thermique et le transfert de la chaleur [22], [17].

3.2 Probleme du Laplacien avec une condition

intégrale non linéaire au bord.

3.2.1 Formulation de probleme

Ici, on cherche la solution de I’équation de Laplace avec des conditions non linéaires de

la forme

ou (1) 4 fi K, y, u(y))dy, = f(x), sur L. (3.1)

On rappelle que l'opérateur intégral non linéaire de frontiere défini par

/IC z,y,u(y))dy,, €l (3.2)

est I'opérateur intégral non linéaire de type Urysohn.

{ Au(z) =0, in Q

Dans le probléeme (3.1), on suppose que  est une region ouverte bornée dans R? avec

une frontiere lisse 992 =T, et
fT—R, K:I'xI'xR—R

sont des fonctions & valeurs réels.

3.2.2 Formule représentative et équation intégrale

Tout d’abord, on considere quelques opérateurs intégraux standard de frontiere. Pour

x € €, le poteniel de simple couche est defini par

Squ(z /E z,y)u(y) dvyy,

et le poteniel de double couche comme

Dou(x /an z, y)u(y) dv,.
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Formule représentative

En utilisant I'identité de Green pour les fonctions harmoniques

ou
/ 5o Bl wuly) doy = [ SEW)E(y) day, € 0 (3.3)

La formule de représentation (3.3) peut étre maintenant écrite, en termes des potentiels

de simple et de double couche, comme

ou

u(z) = Dou(x) + Sga—n(x), for z € Q. (3.4)

Equation intégrale

Soit x tendant vers un point sur la frontiere I' et avec la continuité du potentiel de simple
couche Sq et les relations de saut du potentiel de double couche Dg, on peut écrire

I’équation intégrale sur la frontiere I' comme

u(@) — Du(z) = S (2};) (2), z €T (3.5)

ou, pour z € I,

:—2/Ea:y ) dyy,

_2/ v(y) dvyy.

Clairement, si u € H'(€2) est la solution de (3.1), alors les données de Cauchy u|I" et |

et

satisfont I’équation intégrale (3.5). D’apres la condition de frontiere

O (2) = — Al u(e) + f() (3:6)

on obtient 1’équation intégrale
(I = D)(z)+ SA(x,u(z)) = Sf(x), zel. (3.7)

Réciproquement, si u|p résout (3.7), alors la solution de (3.1) peut étre donnée par la

formule de représentation (3.3) et satisfait (3.6) d’apres (3.7).

3.2.3 Existence et unicité
Solvabilité de I’équation intégrale non linéaire

Pour étudier la solvabilitée de 1’équation intégrale non linéaire (3.7), on introduit quelques

hypotheses.
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) diam(Q2) < 1.

(#4) Le noyau K(.,.,.) de I'opérateur d’Urysohn est une fonction de Carathéodory [60].

I

) 2K(z,y,u) est measurable et satisfait

0<a< (,iLIC(x,y,u) <b< oo,

pour quelques constantes a, b.

Remarque 3.d4) L’opérateur S peut avoir des fonctions propres [/5], alors () assure

que opérateur intégrale
S H¥T) — H*tHT)

est un isomorphisme pour tout s € R et
<S,LL,,M> Z CHMH?{—UQ;

pour tout p € H™Y/? avec ¢ > 0, [}5].

Le noyau K (., .,.) est une fonction de Carathéodory , c-d-d,. K(.,.,u) est measurable pour

tout u € R et K(x,y,.) est continue pour tout x,y € T
L’hypothése (A3) implique que lopérateur de Nemytskii
A L*T) — L*(T)
est Lipschitz continu et fortement monotone tel que
(Au — Av,u —v) > a mes(T)||u — v]|3, (3.8)

pour tout u,v € L*(T).
Théoréme 3.2. Supposons que les hypothéses (), (76) et (H3) satisfont. Alors, pour

tout f € H~'/? ’équation intégrale non linéaire de frontiére (3.7) a une solution unique
dans H'Y*(T).

Preuve. La preuve est garantié par le théoreme de Browder et Minty sur les opérateurs
monotones [31], [89].

Quand l'opérateur du potentiel de simple couche sur I"
S: H VX)) — HY*(I)
est un isomorphisme il suffit de considérer I'unique solvabilité de ’équation
Bu(x) := S™Y(I — D)u(x) + A(z,u(z)) = f(x), v € T. (3.9)
On doit prouver que 'opérateur
B:HY*(T) — HY*T) (3.10)

est continu et fortement monotone.
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i) Premiérement, on va montrer que l'opérateur B est continu :
Il est clair de la propriété de continuité des opérateurs de simple et de double couche,
que
S™YI - D): HY*(I') — H YT

est continu. Et d’aprés (743)
A HY2T) — HY2(T)

est continu. Par conséquence, I'opérateur intégral (3.10) est continu.
ii) Deuxiémement, on va montrer que 'opérateur B est fortement monotone.

La fonction u € H~Y/2(T") définie par
p(z) == SHI — D)u(x)
pour tout u(x) € HY/2(T'), est la dérivée normale de la fonction harmonique
0
@)= [ 5 Blayuly) doy = [ aw) B y) v,

pour z € (). Ceci signifie que v satisfait le probleme

Av(z) =0, z€Q (3.11)
v(z) =u(x), zel. '
Alors le théoreme de Green implique
(S™HI — D)u,u) = /F,uu ds = g g;fbu ds = s g;;u ds = /Q(Vu)2 dx.
par conséquence, pour tout u,v € HY?(I)
(S7I = D)(u — v),u— v) = /Q(V(y1 — ) dr = —wlfhg  (3.12)

ou (v, — vy) dénote la fonction harmonique correspondante aux données de Cauchy u — v
et STHI — D)(u—v).
D’autre part, on note qu’il existe (7, — n;) € H~Y2(I), tel que
S(m —m) =u—wv,
sur I', [67]. En conséquence pour tout = € 2, on a
89(771 - 772) = =1
le potentiel de simple couche

Sq : H¥(T') — H*T3/2(Q)
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3

est continu, pour tout s € R [67]. Pour s = —3 on obtient

|1 =l < callm —n2llg—sr2m
< callu — vl 12

< csllu — vlfo,

avec ¢y, ¢ et c3 des constantes positives.

Par conséquence on a

1
lu—vllo = C*||V1 — 12| 12(0)- (3.13)
3
Alors avec (3.9) and (3.10) on obtient

(Bu— Bv,u—v) =(ST'(I—-D)(u—v),u—0v)+ (Au— Av,u — v)
= |I/1 — 1/2’%{1(9) + <AU — AU,’LL — U)

et avec (3.8) on obtient I'inégalité

(Bu — Bv,u —v) > |1 — 1/2\%[1(9) +a mes(D)||u — v||3

et d’apres (3.12) on a

a mes(I’
(Bu — Bv,u —v) > |v; — V2|§{1(Q) + CQ()HV1 - Vz”%%sz)
3

, a mes(I’
2 min {1, Cg()} (|V1 - V2|%—II(Q) + Hyl - V2H%2(Q))

. a mes(I’
> min {1, CQ()} HVl - V2||?{1(Q)
3

> exll = ol sz

d’apres le théoreme de trace [5], [67]. Ce qui compléte la preuve. [ |

Régularité de la solution
Maintenant, on prouve la régularité de la solution de I'équation intégrale non linéaire
(3.7).

Théoréme 3.3. Pour tout Sf € HS(F),% < s < 2, l'unique solution de [’équation

intégrale non linéaire (5.7) est dans lespace H*(T).
Dans la preuve de ce théoreme on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4. Pour tout v € H*(I'),0 < s < 1, on a A(u) € H*(I") et l'opérateur
A: H*(I') — H*(T") est borné.
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Preuve. Pour s =0,u € H(T) := L*(T'), a été déja prouvé.

pour s = 1,u € H'(T'), u est une fonction absolument continue. D’apres 'hypothese (Hs)
la fonction Au(z) est Lipschitz continue. Par conséquence Au(x) est aussi une fonction
absolument continue.

Il reste de prouver le cas ou 0 < s < 1, Par I'hypothese (Hj3) et D’apres la définition de
I’espace de Sobolev, on a

// A y\u(%)(y)' dy dyy < 0 (mes(T)*[[ullfs r). (3.14)

Ce qui compleéte la preuve du lemme (3.4). [ |
Preuve. du théoréme (3.3)

Soit Sf € H*(I'),5 < s < 2, donné. Par le Théoréme (3.2), il existe unique solution
u € HY?(T) de I'équation intégrale non linéaire

(I —Dju+SAu=Sf.
Le lemme (3.4) assure que
Sf—SAue H*(I)
donc
(I — D)ue H*(I).

Ceci implique, avec les propriétés de Fredholm de l'opérateur du potentiel de double
couche, queuEHS(F),% <s< % [ |

Exemple 3.5. Ici on va donner un exemple pour illustrer les résultats théoriques.
On consideére le probléeme harmonique

{ Au(z) = 0, Dans Q (3.15)

Bu () + [ (2u(y) + sinu(y)) dy, = f(z), = € T.

ot l’équation intégrale non linéaire de type Urysohn est définie par

Au(z) = [ (2u(y) +sinu(y)) dy,, = € T
et le domaine est
Q= {r=(v1,72) ;23 + 25 <r? < 1/4}
Clairement, la non linéairité satisfait les hypothéses (), (74) et (H3) tel que

diam(Q) = 2r < 1

Le noyau (2u(y)+sinu(y)) de l’équation intégrale non linéaire d’Urysohn est une fonction
Carathéodory. Et
OK(z,y,u)

5 =2+ cosu(y)
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est measurable satisfaisant

1< 5((QU(9);rsiHU(y)))

qui tmplique que ['opérateur de Nemytskii

< 3 < o00.

A: L*T) — L*(T)
est Lipschitz continu et fortement monotone tel que
2mr||u — v||f < (Au — Av,u —v) < 6rr|ju— ||

por tout u,v € L*(T).

3.3 Probleme du Laplacien avec une condition

oblique non linéaire au bord.

3.3.1 Formulation de probleme

Ici, nous cherchons la solution de I’équation harmonique avec des conditions non linéaires

de la forme

(3.16)

Au(z) =0, in
Bu () + 24 (x) + fp K(z,y,u(y))dy, = g(x), sur T,

Dans le probléme (3.16), on suppose que €2 est une région ouverte bornée dans R? avec

une frontiere 02 =T, et
g: ' —R, K:I'xI'xR—R

sont des fonctions données a valeurs réels.

3.3.2 Formules représentatives et équations intégrales
Formules représentatives

En appliquant la méme procédure comme dans la section (3.2.2), on obtient les formules

de représentations

oF ou

u(z) = | ~— (z,y)uly) dvy, —

ron (y) E(z,y) dyy, (3.17)

r on,
pour x € (). Cette formule peut étre maintenant écrite, en termes de potentiel de simple

et de double couche, comme

u(x) = Dou(x) + SQZZ(;I:), pour z € 2 (3.18)
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Equation intégrale

Soit & tendant vers un point sur la frontiere I'. Avec la continuité du potentiel de simple
couche Sq et les relations de saut du potentiel de double couche Dg, nous obtenons

I’équations intégrale
u(z) — Du(z) =S <2u> (), sur T’ (3.19)
n

en termes des opérateurs intégraux au bord S, D.

Clairement, si u € H*(f2) est la solution de (3.16), alors les données de Cauchy (puy, pi2) =

(u|r, %h) satisfont I’équation intégrale (3.19). D’apres la condition de frontiere,
ou ou
2 (w) = 2w) — Al u(@) + gla), s, (3.20)

on obtient ’équation intégrale

ou

u(z) — Du(z) = =95 (37‘) (x) = S(A(z,u(z))) + Sg(x), = €T, (3.21)

qui peut étre écrite comme

(I = Dyu(z) + S(2

ar)(m) + S(A(z,u(z))) = Sg(z), z €T (3.22)

ou l'opérateur A est défini par (3.2).

D’autre part, nous avons que

s () = —2/ E(z y y) dy, (3.23)
et comme,
0 - —2/§{u (e, y)} dv,
_ —2/ E(z,y) d%,—z/8 (2, y)u(y) dvy, (3.24)
alors nous avons que
S (;‘) () = D'u() =2 /F ;E(x,y)u(y) dy, (3.25)

donc I'équation (3.22) peut étre écrite comme

(I = D+ D'u(x) + SA(x,u(x)) = Sg(x), surl. (3.26)
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3.3.3 Existence et unicité
Solvabilité de I’équation intégrale non linéaire

Pour étudier la solvabilité de I’équation intégrale non linéaire (3.22), on impose les mémes

hypotheéses comme pour le probleme précédent, c’est a dire 777, 745 et 5.

Théoréme 3.6. Supposons que les hypothéses (74), (75) et (A3) satisfont. Alors, pour
tout g € H=Y/? I’équation intégrale non linéaire de fronticre (3.22) a une solution unique
dans HY/*(T).

Preuve. Pour la preuve, nous avons suivis la méme procédure comme dans la preuve

du théoréme (3.3). L’opérateur du potentiel de simple couche sur I'

S HY2(T) — HYX(I)
est un isomorphisme pour tout s € R et pour tout p € H~*/?(I') on a

(Sps 1) 2 ellall /2y
avec ¢ > 0. Donc il suffit de considérer I'unique solvabilité de 1’équation
Gu(z) := S (I — D+ D'u(z) + A(z,u(z)) = g(x), v € T. (3.27)

Nous devons prouver que 'opérateur

G: HY*(T') — H () (3.28)

est continu et fortement monotone.

i) Premierement, on va montrer que l'opérateur G est continu :
Il est clair, en vue les propriétés de continuité des opérateurs de simple et de double

couche, que
ST I —-D+D'): H/*T) — HYXI)

est continu. Et d’apres 'hypothése (23) on obtient que
A: HYX(T) — HYX(D)

est continu. Par conséquence, I'opérateur intégral (3.28) est continu.
ii) Deuxiemement, on va montrer que 'opérateur G est fortement monotone.

Soit € H=/2(T") x H=3/?(T") définé par
p(z) :=S(I — D+ D)u(x)

La fonction u(x) € HY?(T), est la dérivée normale du fonction harmonique

0= [ 2 B, y)uly) dy, — [ no)B,y) v,
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pour x € €), ceci signifie que v satisfait le probleme

(3.29)

{ Av(z) =0, x€Q
v(z) =u(x), zel.

Alors le théoreme de Green implique

Ov ov
“1/7 / _ _ — — 2
(S7(I — D+ D")u,u) /F,uu ds R ds e ds /Q(VV) dx.

par conséquence, pour tout u,v € HY?(I)

(STHI =D+ D) u—v),u—v)= /

Q(V(Vl — I/2>>2 dr = |V1 — V2@11(Q) (330)

ou (v; — 1,) dénote la fonction harmonique correspondante aux données de Cauchy u —v
et STH I — D+ D')(u—v).

D’autre part, d’apres (3.27) et (3.8) nous obtenons
(Gu —Gu,u—v) =(SHI—-D+D)u—v),u—v)+ (Au— Av,u —v)
= | — Vgﬁp(m + (Au — Av,u — v)
et avec (3.25) on obtient I'inégualité
(Gu — Gu,u —v) > | — V2|§{1(Q) + a mes(T)|Ju — v]|2

et d’apres (3.27) on a

a mes(I’
<gu - gvau - U) > ’yl - VQ‘QHl(Q) + Cg()Hl/l - VQH%Z(Q)

. a mes(I’
> min {1, 02()} (|V1 - V2|%11(Q) + [|v1 — V2||%2(Q)>
3

. a mes(I’
> min {1, 02()} |1 — V2||§{1(Q)
3

> callu = vl

d’apres le théoreme de trace [5], [15]. Ce qui compléete la preuve. |






CHAPITRE

Probleme du Bi-Laplacien avec une

condition intégrale non linéaire au

bord

4.1 Introduction

Les problemes concernant des non linéairités forment une base des modéles mathématiques

de défférents phénomenes et processus dans la méchanique et la physique appliquées.

Dans les travaux [84] et [81], des conditions non linéaires au bord pour 'équation de
Laplace sont considérées. Utilisant la méthode des équations intégrales de frontiere le
probleme est traduit en une équation intégrale non linéaire pour les données inconnues
du frontiere. Pour étudier la solvabilité de I’équation non linéaire les auteurs donnent

quelques hypotheses sur la partie non linéaire.

Le but de ce chapitre est de voir la possibilité de prolonger 'approche dans [84] et [81]

pour I'équation harmonique a I’équation biharmonique.

Les équations bi-harmoniques forment une classe importante des équations dans la phy-
sique et science de l'ingénieur. Beaucoup de problemes dans 1’élasticité peuvent étre

aussi formulés en terme d’équation bi-harmonique ou les quantités fondamentales phy-
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siques telles que les équations de déplacement et de trace, toutes satisfont I’équation
bi-harmonique. Elles ont des activités extensives de recherche sur le bi-harmonique dans

la théorie et la pratique (voir, par exemple, [17], [26]).

4.2 Formulation de probléme

Dans ce travail, nous nous intéréssons a la solution de I’équation Bi-harmonique avec une

condition intégrale non linéaire. Nous considérons ici le probleme potentiel non linéaire

A?u(z) =0,z€ Q,
Au() == oK (z,u(y), 2(y)) ds, + f(), sur T, (4.1)
-0 Au(x) = — [p Ky (x,u(y), Su(y)) dsy+g(z), z € T.

Les fonctions f € H-Y2(T") et g € H-3%(T") sont données et définies sur la frontiere I'.
L’opérateur A? est défini ici par (2.67) pour p = 1 c’est a dire;

2 2 2 2 2 2
A2u(x) 9] <8u+8u>+8 <8u+8u> (4.2)

Ox? \ 0x? O3 Ox3 \ 0x%  Ox?

Physiquement, Au est le moment de flexion et —0,,Au est la force transversale constituée
de la force de cisaillement et la force de torsion. Pour v € H?*(f) nous avons que ulp €
H3(T) et Qu|r € Hz(T'). Dans (4.1) nous supposons que € est un domaine ouvert borné

dans R? avec une frontieére réguliere 9 = T, et

f:IT—R, Ki1:I'xRxR-—R,
g:I' —-R, LKo:TxRxR—R,

sont des fonctions données a valeurs réelles avec certains hypotheses précises sur

ICi,i = 1,2 que nous allons indiquer dans la suite. On note par

Ay (a:,u(x), g:;(@) = /FlCl (x,u(x), ;Z(:B)) dy,, z €T,
As (x,u(a:), 32‘(@) - /F Ko (:B,u(x), ZZ(x)> dy,, z €T, (4.3)

les opérateurs intégraux non linéaires d’Uryson.

Maintenant, I'intégration par partie conduit a la premiere formule de Green sous forme

/QAQu wvdr =alu,v) — /r (aa:yAu —v anAu> d,. (4.4)

ou la forme bilinéaire a(u,v) est définie par

a(u,v) :/QAuAvdx. (4.5)
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Nous notons que la forme bilinéaire af(., .) est bien définie pour des fonctions dans H?(12).
Maintenant soit u € H?(Q, A?) ou

H2(Q,A?) = {u € H*Q); A’u e H%(Q)}

avec H2(2) denote 'espace dual de 'espace H2(Q) et on choisit v € H2(Q). Alors la for-
mule de Green (4.5) est satisfaite et par 'argument de dualité on trouve que Au € H —2 (I
et —9,Au e H2(I).

Par la méthode des équations intégrales, nous formulons un systéme des équations inté-
grales non linéaires sur la frontiere I' du domaine €2. Sous quelques hypotheses sur les
noyaux K;(z,u,d,u) des équations intégrales non linéaires nous prouvons 'existence et

l'unicité de la solution.

4.3 Meéthode des équations intégrales de frontiere

Pour reformuler le probleme (4.1) en un systéme des équations intégrales non linéaires,

nous commengons avec la représentation de Green de la solution faible dans H?((2)

u(z) =V (Au(x), —0,Au(z)) — W (u(x), gz (x)) , x €€, (4.6)

en termes de potentiel de simple et de double couche [21], et [47]. Tci
V: H YD) x H**T) — H*(Q), et W: HY*T) x H/*(T') — H*(Q)

sont des opérateurs continus et définis par
0
V (Au, —0,Au) (x) = /F (E(ZE, Y)OnAu(y) + %E(x,y)Au(y)> d,. (4.7)
y

W (u, 0,0) () = [ (AyE@,y)gZ(m—aiym,y)m(y)) dy.  (48)

ou .
E = — |z —y|?1 —
(2,y) = o |z —y[*log [ —yl,

est la solution fondamentale de I’équation biharmonique.

Pour x € I' la procedure standard dans la théorie de potentiel implique les relations de

saut ; nous obtenons donc les équations intégrales suivantes sur I', (voir [21], et [47])

o) = [ (B (~5e) + S n)dule)) o + Jule)

ou

_ /F (AyE(x,y)an(y)+(—8nyAE(fc,y)U(y)> dyy- (4.9)
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20 = [ (Gt 08u) + 525w i)dul) ) d

_/F (;%AyE(x,y);Z(y) + ai(—anyA)E(w,y)U(y)> dy,.  (4.10)

T

Dans ce cas, pour construire les équations intégrales, nous avons besoin de définir les

opérateurs sur la frontiere.

Définition 4.1. Soit u € C*(T"), on définit les opérateurs intégraux suivants, pour z € I,
par

]CnU /8 AE 17 y) ( )d%w

8u ou
on /AE”)a“d%”

Vio——
VisAu(zx /an z,y)Au(y) dvy,
y

Via(= 4, Ju(w) = /F B 5)(~A,)u(y) d,

ou ou ou
Kzz%(x) = anV12%(y) = - /F(—anTA)E@,y)ain(y) d%ﬁ
0*F
VQSU( ) an]}13Au( )_ T an an (I,y)AU(?J) d’)/yv
zUTly
oE

Vasu(z) = 0 V1a(—0pA)u(x) = r on, (2, 9) (=0, A)u(y) dy,

Les propriétés des opérateurs intégraux dans la définition (4.1) sont collectés dans le

lemme suivant.

Lemme 4.2. (Voir [1]], [21], [}7] et [91]) Les opérateurs définis par :

Ky : HT) — H*(T),  Da: HYT) — HV(T)
V12 . HS<F) — HS+1(F), V13 . HS<F) — HS+3(F)

Vig: H¥(I') — HS+3(I‘), Vo3 : H¥(I') — HS“(I‘)
Vou 1 H¥(T) — H5+3(F), Voo 1 H¥(I') — H*(T")
sont continus.

Pour réduire le probléme (4.1) en équation intégrale sur la frontiere I', nous considérons
u € H*(Q), A) satisfaisant la condition de fronti¢re du probléme (4.1).
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Si on introduit dans le systeme (4.9), (4.10) les fonctions données et les fonctions inconnues

sur ' on a :

{ u(z)  =wv(x) (fonctioninconnue) ceT (411)

Opu(z) =w(x) (fonctioninconnue)

et

{ Au(z) = Ai(z,u(x), Ohu(x)) + f() zel (4.12)

OnAu(x) = As(x,u(x),0pu(x)) + g(x)
les équations (4.9) et (4.10) peuvent étre s’écrites comme

(I + Ki1)v = Visw + Vig Ay (z,0,w) + Viz A (2,0, w) = Viag + Visf,
1
—Dy1v + (51 — Ko2)w + Vg Ag (x,v,w) + Vag Ay (,0,w) = Voug + Vas f, (4.13)

Ce systeme des équations intégrales peut étre écrit sous la forme matricielle suivante

v(x) Az (z, v, 0)
%] + K —Vi2 " Vie Vis
—Dgl %] — ICQQ V24 V23
w(a:) Al('r?,an)
9(x)
_ Via Vis (4.14)
Vas Va3
f(z)
que 'on peut s’écrire comme
LU)+V(AU) =V (F), sur T (4.15)

ou
I - %] + K 1 —Vio V= Via Vi3 A= Ao (z,v,w)
D I =Ky Vas Va3 A (z,v,w)

~(2)(3)

4.4 Solvabilité du systéme non linéaire des

équations intégrales

Pour étudier la solvabilité de I’équation non linéaire (4.15), nous donnons quelques hypo-

theses ici.
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Hypotheses

H1) Les noyaux des opérateurs d’Urysohn A; et A c’est a dire Ky(.,.,.) et Kaf,.,.),
sont des fonctions de carathéodory.

Hs) Nous supposons que pour x € T',
Ki(z,.,.):RxR —R, Ks(z,.,.):RxR—R

sont différentiables et les dérivées sont bornées, vérifient

0ca< oo i, 1Koy
ov

O<a§%§l2<+oo, % <b.
ow v

avec a,b et [;, © = 1,2 des constantes telles que a > b.

Remarque 4.3. a. Les fonctions Ki(.,.,.) et Ko(.,.,.) sont des fonctions de Carathéo-
dory, c-da-d., KK1(.,v,w) et Kao(.,v,w) sont measurables pour tout v,w € R et Ky(z, .,.) et
Ko(z,.,.) sont continues pour tout x € T.

b. L’hypothese Ho implique que ['opérateur matriciel de Nemytskii
A: L*(D) x L*(T) — L*(T") x L*(T)
est Lipschitz continu et fortement monotone.
— D’apres le théoreme de la valeur moyenne de Lagrange, il existe (1, (5 tels que

Ki(v,w) — Ki(v",w') = Ki(v,w) — Ki(v,w) + K (v, w) — K (v, w')
oK1 (¢, N OK /
— 1;5}1 w)(v—v)+ 18(11) <2)( —w').
Ceci implique que
oK1 (¢4, , 8IC

> alv —v'|* = blv — v’|.|w — |

(Ki(v,w) = K (v, w')) (v =) = = V) (w — )
1 1
> alv —v'|* - §b|v —)? - §b|w —w')?
1 1
> <a — 2b) lv — /| — §b|w — | (4.16)

donc

(v —="2"), A1(v,w) — A (V' w")) > mes(T) ((a — g) v —v'|* — ;|w - w’|2> . (4.17)

De la méme maniére, nous pouvons conclure que

(0= ) Aat) = Aot} > mes(0) ( (= ) o= P = Glo = ). (439
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Finalement, les deux inégalités (4.17) et (4.18), donnent
v—1 Az (v,w) — Ay (v, w') >
U-U,AU)- AU")) = ,
< W) @ <(w—w’) (.Al(v,w))—Al(v’,w’)
= {((v—"2"), A1 (v,w) — A (v, w"))
+H(w —w'), Az(v,w) — Ax(v', w'))
> mes(T) (a = b) (v = V'|I* + [lw — w'[|)
> mes(T) (a — ) |U — U'|2 (119)
avec U = (v,w),U" = (v',w') € L*(T') x L*(T'). En conséquence, I'opérateur A(U) est
fortement monotone.

— Pour la continuité de 'opérateur matriciel de Nemytskii .4 on a

s (0,0) — K (0 — )| = [Ka(o,w) — Ka(of,w) + Ka(of, ) — Ky (o — )
oK), 0K(,G)
- [Halew), ), FalG),
<li|v ="+ blw— |

w—w')

< max{ly,b}(|v — V| + |w — w'])
<li(jv =2+ |w—w') (4.20)
alors nous avons que

AL (U) — A (U)] < mes(D)l1|U — U'|
A(U) = A(U)]? < mes*(D)F|U = U'J,

on integre, on obtient

/|A1 AL(U")]? ds < mes?( l2/ U — U'|?ds
12 12
(/ AU U’)|2ds) < mes(T)ly (/ U — U’]2d3>
I
[ A (U) = AU < mes(T)L|U = U'lo.- (4.21)

De la méme maniére , on peut obtenir que
[A2(U) = A2(U")|| < mes(I)[|U = U'llo
alors nous obtenons

AU — AU'|lo < mes(D)(ly + 12)||U — U'||o,
< mes(T)Cy||U = U'||o,

ce qui implique que 'opérateur A est Lipschitz continu pour tout U, U’ € L*(T") x L*(T").

Se basant sur ces propriétés nous pouvons considérer la solvabilité du systeme (4.15).
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Théoréme 4.4. On suppose que les hypothéses précédentes Hy et Ho sont satisfaites,
alors pour tout F = (g, f) € H3/2(T') x H='2(T") le systéme (4.15) admet une solution
unique U = (v, w) dans H3?(I") x HY?(T).

Preuve. La preuve est donnée par le théoreme de Browder et Minty sur les opérateurs
monotones [23], [66].

L’opérateur de simple couche V' sur I'
V:H32T) x HYXI) — HY*(T') x HY/*(I)
est un isomorphisme. Il suffit de considérer I'unique solvabilité de 1’équation
TU =V 'LU + AU = F, sur I. (4.22)
On doit prouver que 'opérateur
T - H¥*(T) x HY*(I') — H32(T) x H~Y2(T) (4.23)

est continu et fortement monotone.

i). Tout d’abord, on va montrer que 7 est continu :
Il est clair que les opérateurs V' et L sont continus d’apres le lemme (4.2), ce qui

implique que 'opérateur défini par
V7L H¥Y2(T) x HY(I) — H=3/2(I') x H=Y2(T),
est continu. Et d’apres I'hypothese (Hsz), I'opérateur
A HY(D) x HY2(T') — H32(') x H-Y4(I)

est continu. Alors on obtient que 'opérateur intégral (4.23) est continu.
ii). Maintenant, on doit montrer que 'opérateur T est fortement monotone.

La fonction p = (1, o) € H3/2(I') x H~'/2(T") défini par
w(z) == VLU (z), pourtout U(z) = (v,w) € H¥*(') x HY*(I),

est la donnée de Neumann (c’est a dire : (Ap, —30,Ap)) de la fonction bi-harmonique :

o) = Va-0,80) W (o), S0

= Vu(zr) — WU(x), (4.24)
pour z € ). Ceci implique que la fonction ¢ satisfait le probleme
A2

T

() =0, €
=v(x), zel
w(x), zel.

= €

S
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D’apres le théoreme de Green et la formule (4.4), on obtient que
(V-LLU,U) ://le ds—l—/ugw ds

= / Ap—— Op ds — / O Ap.p ds
on r

= a(p, ¢) (4.25)

La linéarité de V1L implique que, pour tout U, U’ € L*(T") x L*(T),
(VLU =U"),U=-U) =alp — ¢, = ¢)
= Jo(A(p — ¢'))? da. (4.26)
D’autre part, on a
||90 - QOIHHQ(Q) S CHU - U/||H*3/2( -1/2(T < CHU U’“O

Donc, on obtient

(TU -TU', U -U") ={AU - AU',U - U"Y +(V'L{U - U, (U - U"))

> mes(I') (a = b) |U = U'[[g + alp — ¢, — ¢)
> mes(T) (a = b) U = U'|[5
mes(F)
> P 0= 0) e = ¢l
mes(T")
> " @ = )0 = Uneyamoey (127
d’apres le théoreme de trace (voir [21, 47]. Ce qui compleéte la preuve. |

Exemple 4.5. Ici on va donner un exemple pour illustrer les résultats théoriques.

On considere le probléme bi-harmonique

A?u(z) =0, Dans Q
Au(z)(z) + [r(2u(y) +sinu(y)) dy, = f(z), v €T (4.28)
-0 Au(z)(z) + [r(2u(y) + cosu(y)) dy, = g(z), z € I'.

ou [’équation intégrale non linéaire de type Urysohn est définie par
Aju(z) = /F(Zu(y) +sinu(y)) dy, = f(z), z €T
Asu(x) = /F(Qu(y) +cosu(y)) dy, = g(x), z €T
et on prend le domaine :
Q= {z = (21,29) ;27 + 25 < r* < 1/4}

Clairement, la non linéairité satisfait les hypothéses (Hy), (Hs).
Les noyauz Ky(y, u(y), Owuly)) = (2u(y) + sinu(y)), Ky, u(y),dnul(y)) = (2uly) +
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cosu(y)) des opérateurs intégraur Ay, Ay repectivements sont des fonctions de Cara-

théodory. Et
oK, (y, u, anu)

> =2+ cos U(?J)
W = 2 —sin U(y)

sont measurables et satisfont

A((2u(y) + sinu(y)))

< < .
1< 7 <3< o0
| < ) o)y

U

qui tmplique que les opérateurs de Nemytskii
Ap LA(T) x L*(T) — L*(T') x L*(T)
Ay o LA(T) x L*(T) — L*(T) x L*(T)
sont Lipschitziens continus et fortement monotones tels que
2rr|lu — v||§ < (Ayu — Ay, u—v) < 6rflu— o3

2nr|lu — |5 < (Agu — Ayv, u — v) < 67r||u — vl|2

pour tout u,v € L*(T).



Conclusion et Perspectives

Les équations intégrales linéaires et non linéaires de différents types jouent un role im-
portant dans plusieurs branches de ’analyse fonctionnelle et leurs applications dans la
théorie d’élasticité, physique mathématique et les problémes de contact (voir [1], [2] , [3],
[47], [100] et [52]).

En utilisant les potentiels de simple et de double couche et les opérateurs intégraux
au bord, il est facile de transformer un probléme aux limites pour le Bi-Laplacien en
équations intégrales sur la frontiere. Par exemple, le probleme de Dirichlet et Neumann
ramene immédiatement a des équations intégrales d’apres les représentations intégrales
[47]. Cependant, I’analyse de ces méthodes pour d’autre type des conditions au bord

semble d’étre plus compliquée.

Ici nous nous intéressons a la méthode des équations intégrales pour une fonction har-
monique et bi-harmonique avec des conditions non linéaires au bord. Cette étude nous a
permis d’étendre 'approche dans [384, 81] pour une fonction harmonique & une fonction
bi-harmonique, pour résoudre le probléme au limite du bi-Laplacien avec une condition

intégrale non linéaire sur le bord.

Bien que nous avons seulement considérer le probleme modeéle du bi-Laplacien avec une
condition intégrale non linéaire sur le bord d'un domaine de R?, 'application a d’autres
opérateurs elliptiques (par exemple Helmhotz, p-Laplacien, ...) et avec des conditions aux

limites plus générales, peut étre réalisée.
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Résumé :

Cette these étudie deux problemes le Laplacien et le bi-Laplacien avec des conditions non
linéaires au bord sur un domaine régulier de R2. On applique la méthode directe d’équation
intégrale pour résoudre ces probléemes aux limites. La présente méthode, qui est fondée sur la
troisieme formule de Green, permet la réduction de ces problémes en un systeme d’équations
intégrales sur la frontiére du domaine qu’on résout. Aprés construire notre systéeme
correspondant, on montre I’existence et I’unicité de la solution a I’aide du "théoréme de Minty
et Browder" [81], [89].

Mots clés :

L’opérateur de Laplace et de bi-Laplacien, solution élémentaire, équations intégrales,
opeérateurs intégraux au bord, le théoréme de Fredholm, 1’inégalité de Garding, les espaces de
Sobolev.

Abstract :

This thesis study the Laplace and bi-Laplace problems with nonlinear boundary conditions on a
smooth domain in R2. We apply the direct integral equations method to solve these value
problems. The present method, which based on the third Green's formula, allows the reduction
of these problems in a system of boundary integral equations on the boundary of the domain
which is resolved. After we construct our corresponding system, we prove the existence and
uniqueness solution using the "Minty and Browder's theorem™ [81], [89].

Key words:
The Laplace and bi-Laplacian Operator, fundamental solution, integral equations, boundary
integral operators, Fredholm's theorem, Garding‘s inequality, Sobolev spaces.
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