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Résumé

Cette thèse étudie deux problèmes le Laplacien et le bi-Laplacien avec des conditions non
linéaires au bord sur un domaine régulier de R2. On applique la méthode directe d’équation
intégrale pour résoudre ces problèmes aux limites. La présente méthode, qui est fondée sur la
troisième formule de Green, permet la réduction de ces problèmes en un système d’équations
intégrales sur la frontière du domaine qu’on résout. Après construire notre système correspon-
dant, on montre l’existence et l’unicité de la solution à l’aide du "théorème de Minty et Browder"
[81], [89].

Mots clés :

L’opérateur de Laplace et de bi-Laplacien, solution élémentaire, équations intégrales, opé-
rateurs intégraux aux bord, le théorème de Fredholm, l’inégalité de Gårding, les espaces de
Sobolev.
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Abstract

This thesis study the Laplace and bi-Laplace problems with nonlinear boundary conditions
on a smooth domain in R2. We apply the direct integral equations method to solve these value
problems. The present method, which based on the third Green’s formula, allows the reduction
of these problems in a system of boundary integral equations on the boundary of the domain
which is resolved. After we construct our corresponding system, we prove the existence and
uniqueness solution using the "Minty and Browder’s theorem" [81], [89].

Key words :

The Laplace and Bi-Laplacian Operator, fundamental solution, integral equations, boundary
integral operators, Fredholm’s theorem, Gårding’s inequality, Sobolev spaces.
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Introduction générale

L’étude des équations intégrales et de leur résolution numérique est un sujet qui connaît un
grand succès. La raison provient du fait que de telles équations peuvent être utilisées pour ré-
soudre des problèmes aux dérivées partielles (EDP). Dans la nature, les systèmes et phénomènes
physiques les plus intéressants sont aussi les plus complexes à étudier. Ils sont souvent régis
entre eux par un grand nombre de paramètres non linéaires (la météorologie, la turbulence des
fluides. . . etc). En fait, seulement un petit nombre de problème aux EDP peut être reformuler
en équations intégrales, mais heureusement ce sont les problèmes les plus importants pour les
applications : le problème de Laplace, de Helmholtz, de bi-Laplacien.

Ces équations intégrales peuvent être obtenues en utilisant la méthode des équations inté-
grales qui a débuté avec les travaux de Fredholm, principal fondateur de la théorie des équations
intégrales de deuxième espèce, qui porte son nom. On peut distinguer deux formulations pour
cette méthode :

– La méthode directe qui consistent à établir une relation directe entre les fonctions in-
connues (densitée de simple ou de double couche), c-à-d, les fonctions inconnues sont les
variables physiques du problème considéré [21, 32, 85].

– La méthode indirecte qui signifie que les fonctions de densité n’ont pas une signification
directe dans le problème aux EDP initial [42].

L’étude des méthodes directes peut être basée sur l’approche de "Costabel" et "Wendland",
qui est développée dans [34] et des résultats dans une description complète des propriétés des
opérateurs intégraux au bord et de la forte ellipticité des systèmes des équations intégrales du
premier espèce correspondant à divers types des conditions de frontière.

Cette approche implique des avantages importants par rapport à la résolution "directe" des
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EDP. Un aspect essentiel est que lorsque la fonction inconnue qui intervient dans l’EDP est
recherchée sur un domaine Ω de RN , la reformulation du problème en équation intégrale fait
apparaître une fonction inconnue qui est recherchée sur le bord ∂Ω du domaine.

On réduit aussi la dimension de l’espace de un, c-à-d, l’équation à résoudre est sur la
frontière. De plus, lorsque Ω est le complémentaire d’un domaine borné O, on transforme un
problème posé dans un domaine non borné en un problème posé sur la frontière ∂Ω.

Un point fort de ces méthodes est la possibilité de traiter des domaines extérieures, sans avoir
tranquer artifficiellement le domaine d’étude, en utilisant les techniques d’équation intégrale et
la méthode des éléments de frontière. L’idée derrière ces techniques est d’utiliser les théorèmes
de Green pour transformer le problème et l’exprimer sur la frontière du domaine, qui est bornée.

D’autre part ces méthodes utilisent des solutions élémentaires, elles sont donc seulement
applicables à des problèmes décrits pour les opérateurs aux dérivées partielles linéaires à coef-
ficients constants. Ceci peut apparaître un inconvénient, mais heureusement que les systèmes
physiques, décrits par des opérateurs de ce type, sont très fréquemment rencontrés dans la pra-
tique. Il est aussi possible d’étendre le domaine d’application en couplant les éléments frontières
avec des éléments classiques.

Un autre inconvénient dans la plupart des cas, est que la classe des opérateurs intégraux ob-
tenus est plus large que celle des équations de Fredholm de deuxième espèce à noyau faiblement
singuliers.

Une autre direction de recherche est née avec les travaux de Wendland qui consiste à inter-
préter n’importe quel opérateur intégral en tant qu’opérateur pseudo-différentiel, via le calcul
symbolique associé à ce dernier, pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité de la solu-
tion. Donc on peut appliquer la théorie des opérateurs pseudo-différentiels [75], [91], [92] qui
permet de formuler des propriétés commun, telle la forte ellipticité et la coercivité à l’aide de
l’inégalité de Gårding, pour une large classe d’espaces de sobolev.

Nous voulons étudier ici un autre inconvénient qu’on peut le rencontrer aussi si les pro-
blèmes constituent des conditions non linéaires. Ces problèmes forment une base des modèles
mathématiques qui représentent défférents phénomènes et processus dans la mécanique et en
physique.

Cette difficulté peut être surmontée si nous transformons ces problèmes en équations in-
tégrales non linéaires sur le bord. Pour étudier la solvabilité de ces équations, nous donnons
quelques hypothèses sur la partie non linéaire.

Ce travail de recherche a été organisé en quatre chapitres concernant une contribution ap-
propriée dans le domaine des équations intégrales.
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Un résumé de ce travail est décrit comme suit :
ä On commence par le premier chapitre qui contient un résumé des définitions
et des résultats mathématiques de base utilisés tout au long de ce travail.

ä Le deuxième chapitre est une introduction à la méthode des équations inté-
grales. On y expose cette méthode dans le cas linéaire et on étudie plus particulièrement
la méthode indirecte (potentiel) pour résoudre l’équation harmonique avec une condi-
tion de frontière de Neumann et la méthode directe (Green) pour résoudre l’équation
biharmonique avec une condition de frontière de Neumann dans un domaine borné
simplement connexe de R2. La première approche consiste à utiliser les potentiels de
simple et de double couche, on obtient deux types d’équations intégrales :
m de Fredholm de premiers espèces avec noyau faiblement singulier.
m de Fredholm de deuxième espèces avec noyau non intégrable, qui sont interprétés
au sens d’une valeur principale.

Et la deuxième approche consiste à appliquer l’identité de Green pour construire un
système des équations intégrales linéaires. Le système et les équations obtenues dans ce
chapitre sont fortement elliptiques, et la propriété de coercivité est obtenue à l’aide de
l’inégalité de Gårding, ceci permet d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité.

ä Dans le troisième chapitre, on a étudié deux problèmes aux limites pour l’équa-
tion harmonique avec des conditions intégrales non linéaires au bord. Dans le premier, la
condition de frontière est de type d’Hammerstein [24]. Dans le deuxième, la condition non
linéaire au bord est oblique qui nécessite un traîtement différent que pour les conditions
linéaires. Les deux équations intégrales obtenues sont non linéaires et de type d’Uryson
([50] ; [60]). Pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité on impose des hypothèses
sur l’opérateur intégral d’Uryson pour appliquer le théorème de Minty et Browder [81]. Et
afin d’étudier la régularité de la solution de l’équation intégrale, on se donne un exemple
d’application.

ä Dans le quatrième chapitre, nous étudions la méthode des équations intégrales
pour l’équation bi-harmonique avec une condition intégrale non linéaire au bord dans
un domaine Ω régulier de R2. Nous obtenons un système non linéaire des équations in-
tégrales. Le théorème de Minty et Browder sur les opérateurs monotones, garantie un
résultat d’existence et d’unicité de la solution. Et nous terminons avec un exemple d’ap-
plication pour vérifier les hypothèses.

ä Nous terminons ce travail avec une conclusion générale où nous décrivons les pers-
pectives qui feront suite à ce travail.





Chapitre

1
Notions Fondamentales

1.1 Introduction

Tout problème de la physique mathématique conduit naturellement à la résolution d’une ou
de plusieurs équations fonctionnelles que nous écrivons sous la forme simplifiée

AU = F (1.1)

où A est un operateur d’un espace X dans un espace Y , F est donnée dans Y , U est recherché
dans X. Par exemple, les équations différentielles, les équations aux dérivées partielles et les
équations intégrales.

En général, la solution de (1.1) est impossible à déterminer explicitement, où encore si sa
forme explicite est compliquée, elle est inutilisable et on s’intérèsse donc à la résolution appro-
chée de l’équation.

Pour passer d’un problème exacte à un problème approché, il faut étudier l’existence et
l’unicité de la méthode d’approximation utilisée.

Nous allons utiliser l’outil des opérateurs pseudo-différentiels, pour l’étude des problèmes,
comportant une classe d’équations intégrales, plus large que celle des équations intégrales de
Fredholm de deuxième espèce. C’est la raison pour laquelle, on insistera dans le deuxième
chapitre sur le concept des opérateurs pseudo-différentiels.

13



14 CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

1.2 Analyse Fonctionnelle

a) Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire 〈., .〉 et de la norme associée
‖.‖H . On désigne par H ′ l’espace dual de H, et 〈., .〉H′×H est le produit de dualité avec ‖.‖H′
est la norme associée.

1.2.1 Théorème de Projection

Soit M ⊂ H un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H et soit

M⊥ := {v ∈ H| (v, u) = 0, pour tout u ∈M} .

Alors tout u ∈ H peut être uniquement décomposé en somme directe :

u = u0 + u⊥0 , avec u0 ∈M et u⊥0 ∈M⊥. (1.2)

L’opérateur défini par πM : u 7−→ u0 =: πMu est une projection orthogonale linéaire continue.
Dans ce cas, on écrit H = M ⊕M⊥.

1.2.2 Théorème de Lax-Milgram

Soit a : H × H → R une forme bilinéaire continue et coercive, c-à-d, il existe M > 0 et
α > 0 telle que pour tout u, v ∈ H :

|a(u, v)| ≤M‖u‖H .‖v‖H , (1.3)

a(u, u) ≥ α‖u‖2
H . (1.4)

Alors, pour tout fonctionnelle linéaire continue f : H → R sur H il existe une solution unique
u ∈ H telle que

a(u, v) = 〈f, v〉H′,H ∀v ∈ H, (1.5)

De plus, la solution u depend continument sur f :

‖u‖H ≤
1
α
‖f‖H′ . (1.6)

1.2.3 L’alternative de Fredholm

L’alternative de Fredholm est un théorème qui caractérise l’existence et l’unicité de la so-
lution d’un problème linéaire perturbé et compact. Soit X un espace de Banach, si T ∈ L (X)
est un opérateur compact, alors

1. N (I − T ) est de dimension finie,

2. R(I − T ) est fermée, c-à-d, R(I − T ) = N (I − T ∗)⊥,
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3. N (I − T ) = {0X} ⇔ R(I − T ) = X,

4. dimN (I − T ) = dimN (I − T ∗).

En résolvant une équation de la forme u − Tu = f , l’Alternative de Fredholm est ainsi
énoncée comme suit :

Pour tout f ∈ X l’équation u − Tu = f admet une solution unique u ∈ X qui dépend
continument de f ; ou bien l’équation homogène u − Tu = 0X admet n solutions linéaire-
ment indépendantes u1, u2, · · · , un ∈ N (I − T ) ⊂ X et, dans ce cas, l’équation non homogène
u− Tu = f est soluble (pas nécessairement uniquement) si et seulement si f satisfait n condi-
tions d’orthogonalité, c-à-d, f ∈ R(I − T ) = N (I − T ∗)⊥ , qui est de dimension n finie.

L’importance de l’alternative de Fredholm se situe dans le fait qu’elle transforme le problème
d’existence pour la solution de l’équation non homogène u−Tu = f à un problème d’unicité qui
enlève les solutions non triviales pour l’équation homogène u − Tu = 0X . En d’autres termes,
ce théorème nous indique qu’une perturbation compacte de l’opérateur d’identité est injective
si et seulement si elle est surjective. Nous remarquons que l’alternative reste toujours valide
quand nous remplaçons I − T par S − T , où S ∈ L (X) est un opérateur linéaire, continu et
inversible son inverse S−1 est aussi continu. Ceci provient du fait qu’une équation de la forme
Su− Tu = f peut être alors transformée aisément sous forme équivalente u− S−1Tu = S−1f ,
où S−1T est compact puisque T est compact.

Une autre manière d’exprimer l’alternative de Fredholm est par la formulation classique, en
considérant les quatre équations :

u− Tu = f dans X (1.7)

u− Tu = 0E dans X (1.8)

w − T ∗w = g dans X∗ (1.9)

w − T ∗w = 0∗E dans X∗ (1.10)

Si T ∈ L (X) est un opérateur compact, alors on a l’alternative suivante :
– ou bien les deux équations (1.7) et (1.9) admettent pour tous seconds membres f ∈
X, g ∈ X∗ une solution unique u ∈ X,w ∈ X∗.

– ou bien les équations homogènes (1.8) et (1.10) admettent un même nombre fini n > 0 de
solutions indépendantes, u1, · · · , un et w1, · · · , wn. Dans ce cas pour que l’équation (1.7)
admette une solution u ∈ X, il faut et il suffit que w1(f) = w2(f) = · · · = wn(f) = 0, et
pour que l’équation (1.9) admette une solution w ∈ X∗, il faut et il suffit que
g(u1) = g(u2) = · · · = g(un) = 0.
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1.2.4 Les injections compactes

Soit E et F deux espaces de Banach tels que E ⊆ F . Nous disons que E est continument
inclus dans F , écrit comme E c

↪→ F , si E est un sous-espace vectoriel de F et si l’opérateur
d’identité I : E −→ F défini par I(v) = v pour tous v ∈ E est continu, c-à-d, s’il existe une
constante C tels que

‖v‖F ≤ C‖v‖E ∀v ∈ E. (1.11)

D’autre part, on dit que l’espace E est de manière compacte continument inclus dans F , écrit
comme E comp

↪→ F , si E est continument inclus dans F et si l’opérateur d’identité I : E −→ F

est compact, c-à-d, si chaque suite borné de E admet une sous-suite convergente dans F .

1.3 Les espaces de Sobolev

Soit f une fonction réel, ou plus généralement, une fonction à valeur complexe définie sur
le domaine Ω, et soit α = (α1, α2, · · · , αN) ∈ N0

N , nous écrivons

Dαf =
(
∂

∂x2

)α2 ( ∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xN

)αN
f, (1.12)

pour noter une dérivée partielle mixte de f d’ordre

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αN . (1.13)

1.3.1 Les espaces de Lebesgue

Les Lp ou les espaces de Lebesgue correspondent aux classes des fonctions mesurables de
Lebesgue définis sur le domaine Ω ⊂ RN . Ils sont définis, pour 1 ≤ p ≤ ∞, par

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ C| ‖f‖Lp(Ω) <∞

}
, (1.14)

où la norme de Lp est donnée par

‖f‖Lp(Ω) =

 (
∫

Ω |f(x)|pdx)1/p , 1 ≤ p <∞,
supp essx∈Ω | f(x) |, p =∞.

(1.15)

Nous disons que deux fonctions sont égales presque partout si elles sont égales sauf sur un
ensemble de mesure zéro. Les fonctions qui sont égales presque partout dans le domaine Ω sont
donc identifiées dans Lp(Ω). Le supp essentiel est de même défini dans ce sens par

supp essx∈Ω|f(x)| = inf{C > 0 : |f(x)| ≤ C presque partout dans Ω}. (1.16)

Nous rappelons que les espaces Lp, muni avec la norme (1.15), sont des espaces de Banach.
Un espace vectoriel normé serait séparable s’il contient un sous-ensemble dense optimale.
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Pour 1 < p < ∞, l’espace Lp(Ω) est un espace séparable, réfléxif, et son dual Lp(Ω)′ est
identifié avec Lq(Ω), où 1

p
+ 1

q
= 1. L’espace L1(Ω) est un espace séparable, mais non réfléxif, et

son dual L1(Ω)′ est identifié avec L∞(Ω). L’espace L∞(Ω) est, ni un espace séparable ni réfléxif,
et son dual L∞(Ω)′ est contient strictement dans L1(Ω). Si

fi ∈ Lpi(Ω) (1 ≤ i ≤ n) avec 1
p

=
n∑
i=1

1
pi
≤ 1, 1 ≤ pi ≤ ∞, (1.17)

alors le produit de ces fonctions fi est tel que

f = f1f2 . . . fn ∈ Lp(Ω), (1.18)

et de plus
‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp1 (Ω)‖f‖Lp2 (Ω)...‖f‖Lpn (Ω) (1.19)

Si f ∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, alors f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ q, et nous avons
d’ailleurs l’inégalité d’interpolation

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖αLp(Ω)‖f‖1−α
Lq(Ω), où 1

r
= α

p
+ 1− α

q
, (0 < α < 1). (1.20)

Dans le cas particulier où p = 2, on obtient l’espace de Hilbert L2(Ω) qu’on munit du produit
scalaire

(f, g)L2(Ω) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx, ∀f, g ∈ L2(Ω). (1.21)

Son espace dual L2(Ω)′ est identifié avec l’espace L2(Ω) lui-même.

Nous pouvons de même définir les espaces Lploc par

Lploc(Ω) = {f : Ω→ C|f ∈ Lp(K) ∀K ⊂ Ω, K compact}, (1.22)

qui se comportent localement comme des espaces Lp, c-à-d, sur chaque sous-ensemble compact
K ⊂ Ω.

1.3.2 Les espaces de Sobolev d’ordre entier

Nous définissons maintenant les espaces de Sobolev Wm,p pour 1 ≤ p <∞ et m ∈ N0, par

Wm,p(Ω) = {f : Ω→ C|Dαf ∈ Lp(Ω)∀α ∈ NN
0 , |α| ≤ m}, (1.23)

ou alternativement, par

Wm,p(Ω) = {f : Ω→ C| ‖f‖Wm,p(Ω) <∞}, (1.24)

avec

‖f‖Wm,p(Ω) =


(∑
|α|≤m ‖Dαf‖pLp(Ω)

) 1
p , 1 ≤ p <∞,

max|α|≤m supp essx∈Ω|Dαf(x)|, p =∞.
(1.25)
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Les espaces de SobolevWm,p sont réellement les espaces de Banach, à condition que les dérivées
soient données dans le sens des distributions (section (1.4)). Si m = 0, alors on a

W 0,p(Ω) = Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞. (1.26)

Pour p = 2 l’espace Wm,2(Ω) devient un espace de Hilbert, et il est dénoté en particulier par

Hm(Ω) = Wm,2(Ω). (1.27)

L’espace Hm(Ω) est muni du produit scalaire

〈f, g〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω
Dαf(x)Dαg(x) dx ∀f, g ∈ Hm(Ω), (1.28)

et de la norme

‖f‖Hm(Ω) =
 ∑
|α|≤m

∫
Ω
|Dαf(x)|2dx

1/2

∀f ∈ Hm(Ω). (1.29)

On dit que Hm(Ω) est un espace de Sobolev d’ordre m. Les espaces de Sobolev d’ordre
supérieur contiennent des éléments avec un degré plus élevé de régularité. Nous remarquons
que si f ∈ Hm(Ω) alors ∂f

∂xi
∈ Hm−1(Ω) pour 1 ≤ i ≤ N .

En raison de la densité, nous pouvons définir maintenant l’espaceHm
0 (Ω) comme la ferméture

de Cm
0 (Ω) avec la norme de (1.29), c-à-d,

Hm
0 (Ω) = Cm

0 (Ω)‖.‖H
m(Ω)

. (1.30)

Nous remarquons que si le domaine Ω est assez régulier, alors l’espace Hm(Ω) peut être
défini alternativement comme accomplissement de C∞(Ω̄) associé à la norme ‖‖Hm(Ω), qui
signifie que pour tout f ∈ Hm(Ω) il existe une suite {fk}k∈N ⊂ C∞(Ω̄) telle que

lim
k→∞
‖f − fk‖Hm(Ω) = 0. (1.31)

D’autre part, on a les propriétés suivantes

D(Ω) ⊂ Hm
0 (Ω) ⊂ H l

0(Ω) ⊂ L2 ⊂ H−l(Ω) ⊂ H−m(Ω) ⊂ D′(Ω), l ≥ m, (1.32)

D’une même manière comme pour les espaces de Sobolev localement définis, donnés par

Hm
loc(Ω) = {f : Ω→ C|f ∈ Hm(K) ∀K ⊂ Ω, Kcompact}, (1.33)

qui sont définis comme les espaces Hm sur chaque sous-ensemble compact K de Ω.
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1.3.3 Les espaces de Sobolev d’ordre partiel

Les espaces de Sobolev peuvent être définis aussi pour des valeurs non-entières de m, (des
ordres partiels notés par s). pour ceci nous considérons d’abord le cas particulier quand le
domaine Ω est tout l’espace RN , dans ce cas les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis
aussi par transformée de Fourier (section 1.5). Pour une valeur réelle s nous utilisons la norme

‖f‖Hs(RN ) =
(∫

RN
(1 + |ξ|2)s|f̃(ξ)|2dξ

)1/2
, (1.34)

où f̃ dénote la transformée de Fourier de f . la fonction poids (1 + |ξ|2)s/2 est connue sous le
nom de potentiel de Bessel d’ordre s. L’expression (1.34) définit une norme équivalente à (1.29)
dans Hm(RN) si s = m, mais s’obtient aussi pour s non-entier et même négative. Si s est réel
et positif, alors les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis par

Hs(RN) = {f ∈ L2(RN) : ‖f‖Hs(RN ) <∞}, (1.35)

qui est équivalent à la définition donnée précédemment, quand s = m. Si nous permettons des
valeurs négatives pour s, alors la définition (1.35) doit être prolongée pour admettre aussi des
distributions tempérées dans S ′(RN) (section (1.4) et (1.5)). Ainsi en général, si s ∈ R, alors
les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis par

Hs(RN) = {f ∈ S ′(RN) : ‖f‖Hs(RN ) <∞}. (1.36)

Nous observons que l’espace de Sobolev H−s(RN) est l’espace dual de Hs(RN).

Si nous considérons maintenant un sous-domain approprié Ω de RN , alors les espaces de
Sobolev d’ordre partiel, pour s ≥ 0, sont définis par

Hs(Ω) = {f : Ω→ C|∃F ∈ Hs(RN) tel que F |Ω = f}. (1.37)

et avez la norme
‖f‖Hs(Ω) = inf{‖F‖Hs(RN ) : F |Ω = f}. (1.38)

Nous remarquons que si Ω est un domaine non admissible, alors la nouvelle définition (1.37)
n’est pas équivalente à la définition pour s = m.

Quand C∞0 (Ω) ⊂ C∞(Ω), où pour tout f ∈ C∞0 (Ω) l’extension triviale par zéro f̃ à l’extérieur
de Ω est dans C∞0 (RN), nous définissons l’espace H̃s(Ω) pour s ≥ 0 pour être le complément
de C∞0 (Ω) avec la norme

‖f‖H̃s(Ω) = ‖f̃‖Hs(RN ), . (1.39)

Cette définition implique que

H̃s(Ω) = {f ∈ Hs(RN) : supp f ⊂ Ω̄} (1.40)
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Nous remarquons que l’espace H̃s(Ω) est aussi noté comme Hs
00(Ω), si Ω = RN , alors les

espaces Hs et H̃s coincident, c-à-d,

H̃s(RN) = Hs(RN). (1.41)

Pour des ordres négatifs nous prenons que H−s(Ω) est l’espace dual de H̃s(Ω), c-à-d,

H−s(Ω) = H̃s(Ω)′, (1.42)

où la norme est définie au sens du produit de L2(Ω), à savoir

‖f‖H−s(Ω) = sup
06=ϕ∈H̃s(Ω)

|(f, ϕ)L2(Ω)|
‖ϕ‖H̃s(Ω)

, s > 0. (1.43)

De la même manière, l’espace H̃−s(Ω) est l’espace dual de Hs(Ω), c-à-d,

H̃−s(Ω) = Hs(Ω)′, (1.44)

1.3.4 L’espace de trace de Fichera Hs(Γ)
On commence par le cas simple où 0 < s < 1. On définit Hs(Γ) pour être la fermeture de

C0
s (Γ) :=

{
ϕ ∈ C0(Γ)| ‖ϕ‖Hs(Γ) <∞

}
muni de la norme

‖u‖Hs(Γ) :=
{
‖u‖2

L2(Γ) +
∫

Γ

∫
Γ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n−1+2s dγxdγy

}1/2

. (1.45)

De plus, Hs(Γ) est un espace de Hilbert équipé du produit

〈u, v〉Hs(Γ) := 〈u, v〉L2(Γ) +
∫

Γ

∫
Γ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|n−1+2s dγxdγy. (1.46)

Pour définir Hs(Γ) pour s /∈ N, s > 0, on écrit s = m+ σ où −1/2 ≤ σ < 1/2,m ∈ N, et de la
même manière que précédement on remplace le produit scalaire (1.46) par

〈u, v〉Hs(Γ) := 〈u, v〉H[s](Γ) +
∑
|α|=[s]

∫
Γ

∫
Γ

(Dαu(x)−Dαu(y))(Dαv(x)−Dαv(y))
|x− y|n−1+2(s−[s]) dγxdγy, (1.47)

où [s] := max{l ∈ Z| l ≤ s} représente la parenthèse Gaussienne. On définit le semi-norme
associé par

|u|Hs(Γ) := (〈u, u〉Hs(Γ))1/2

sur C̃s
∗(Ω̄) qui est un sous espace de Cm(Ω̄) définie par

C̃s
∗(Ω̄) = {u ∈ Cm(Ω̄)||u|s <∞}
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1.3.5 Les injections des espaces de sobolev

C’est principalement les caractéristiques des injections des espaces de Sobolev (section (1.2))
qui rendent ces espaces utilisables dans l’analyse, et particulièrement dans l’étude des opérateurs
différentiels et integraux. En connaissant les propriétés de trace d’un tel opérateur en termes
d’espaces de Sobolev, par exemple, il peut être déterminé si l’opérateur est continu ou compact.

Dans RN nous avons les injections continus

Hs(RN) c
↪→ H t(RN) pour −∞ < t ≤ s <∞. (1.48)

si m ∈ N0 et 0 ≤ α < 1, alors on obtient que

Hs(RN) c
↪→ Cm,α(RN) pour s > m+ α + N

2 , (1.49)

qui satisfaite aussi si s = m+ α + N
2 et 0 < α < 1.

Nous considérons maintenant un domaine fortement Lipschitzien Ω ∈ C0,1. Alors nous avons
les injections compacts et continus

Hs(Ω) comp
↪→ H t(Ω) pour −∞ < t < s <∞, (1.50)

H̃s(Ω) comp
↪→ H̃ t(Ω) pour −∞ < t < s <∞, (1.51)

Hs(Ω) comp
↪→ Cm,α(Ω̄) pour s > m+ α− N

2 , 0 ≤ α < 1,m ∈ N0. (1.52)

Nous avons aussi l’injection continu

Hs(Ω) c
↪→ Cm,α(Ω̄) pour s > m+ α− N

2 , 0 < α < 1,m ∈ N0. (1.53)

soit Γ une frontière de classe Ck,1, k ∈ N0, et soit | t |, | s |≤ k + 1
2 . Alors nous avons les

injections compacts

Hs(Γ) comp
↪→ H t(Γ) pour t < s, (1.54)

Hs(Γ) comp
↪→ Cm,α(Γ) pour s > m+ α + N

2 −
1
2 , 0 ≤ α < 1,m ∈ N0. (1.55)

1.4 Théorie des distributions

1.4.1 Définition d’une distribution

Soit Ω un domaine dans RN . On note comme fonctions d’essai dans Ω les éléments de l’espace
C∞0 (Ω) des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans Ω. Le support d’une
fonction est la ferméture de l’ensemble des points où la fonction s’annule pas. L’espace C∞0 (Ω)
est aussi noté par D(Ω), c-à-d,

D(Ω) = {ϕ/ϕ ∈ C∞(Ω), suppϕ b Ω} = C∞0 (Ω) (1.56)
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Un exemple classique d’une fonction test ϕ ∈ D(Ω) est donné par

ϕ(x) =

 exp( 1
(|x|2−1)) si | x |< 1

0 ailleurs.
(1.57)

La densité de D(Ω) dans L2(Ω) assure que la classe des fonctions test est suffisament large.

On considère d’autre fonctions test, les fonctions à décroissance rapide, plus précésement,
soit ϕ ∈ C∞(Rn) tel que

qh(ϕ) = sup
x∈R |α|≤h

(1+ | x |2)h | Dαϕ(x) | (1.58)

Alors on note par S (Ω) l’espace des fonctions à décroissance rapide qui est donné par

S (Ω) = {ϕ/ϕ ∈ C∞(Rn),∀h = 1, 2, · · · qh(ϕ) <∞}. (1.59)

l’espace dual de S (RN) est l’espace des distributions tempérées qui est noté par S ′(RN).

Nous disons que la suite {ϕn} des fonctions test est convergente vers ϕ ∈ D(Ω) s’il existe
un ensemble compact K ⊂ Ω tel que supp(ϕnϕ) ⊂ K pour tout n, et si pour chaque α ∈ NN

0 ,

lim
n→∞

Dαϕn(x) = Dαϕ(x), uniformément sur K. (1.60)

Nous définissons une fonctionnelle linéaire et continue T sur D(Ω) comme une application
de D(Ω) dans le corps K (C ou R), noté par 〈T, ϕ〉 pour ϕ ∈ D(Ω), qui vérifiée

〈T, αϕ1 + βϕ2〉 = α〈T, ϕ1〉+ β〈T, ϕ2〉 ∀α, β ∈ K,∀ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω), (1.61)

et telle que
ϕn → 0 dans D(Ω) =⇒ 〈T, ϕn〉 → 0 dans K (1.62)

Cette fonctionnelle linéaire et continue s’appelle une distribution ou une fonction généralisée.
L’espace des distributions (de Schwartz) est noté par D′(Ω) et correspond à l’espace dual de
D(Ω). Ainsi, la forme bilinéaire 〈., .〉 : D′(Ω)×D(Ω)→ K représente le produit de dualité entre
les deux espaces. En particulier, quand le corps K est pris comme C, alors le produit de dualité
doit être considéré comme une forme séquilinéaire et les distributions en tant que functionnelles
anti-linéaires.

L’espace vectoriel et les opérations de convergence dans D′(Ω), si T, S, Tn ∈ D′(Ω) et α, β ∈
K, peuvent être caractérisés par

〈αT + βS, ϕ〉 = α〈T, ϕ〉+ β〈S, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω), (1.63)
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et
Tn → T dans D′(Ω)⇐⇒ 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 dans K ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.64)

Les distributions peuvent être aussi multipliées par des fonctions indéfiniment différentiables
pour former des nouvelles distributions. si T ∈ D′(Ω) et η ∈ C∞(Ω), alors le produit ηT ∈ D′(Ω)
est défini par

〈ηT, ϕ〉 = 〈T, ηϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.65)

On remarque, cependant, que le produit de deux distributions n’est pas bien défini en général.

Chaque fonction localement intégrable f ∈ L1
loc(Ω) définit une distribution

〈f, ϕ〉 =
∫

Ω
f(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.66)

La distribution f serait produite par la fonction f . Une distribution qui est produite par une
fonction localement intégrable s’appelle une distribution régulière. Toutes autres distributions
s’appellent singulières. Ceci propose la notation

〈T, ϕ〉 =
∫

Ω
T (x)ϕ(x) dx (1.67)

pour une fonctionnelle linéaire continue T même lorsqu’elle n’est pas une fonction de L1
loc.

1.4.2 La fonction de Dirac

La fonction de Dirac δ, qui n’est pas à proprement dit une fonction, était présentée par le
physicien théorique britannique Paul Adrien Maurice Dirac (1902 à 1984). Elle s’annule
partout sauf à l’origine, où sa valeur est infinie, et de sorte que son intégrale est l’unité. Elle
est donc définie par

δ(x) =

 +∞, x = 0,
0, x 6= 0.

(1.68)

Et à la propriété ∫
Ω
δ(x) dx = 1 si 0 ∈ Ω. (1.69)

Il existe aucune fonction avec ces propriétés. Cependant, la fonction de Dirac est bien définie
comme distribution, dans ce cas elle associe à chaque fonction d’essai ϕ sa valeur à l’origine.
Supposant que 0 ∈ Ω, la fonction de Dirac est définie comme distribution δ qui satisfait∫

Ω
δ(x)ϕ(x) dx = ϕ(0) ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.70)

La fonctionnelle linéaire δ est définie sur D(Ω) par

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) (1.71)
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1.4.3 La convolution

Nous définissons la convolution f ∗ g de deux fonctions f et g de RN à K, s’il existe, comme

(f ∗ g)(x) =
∫
RN
f(y)g(x− y) dy =

∫
RN
f(x− y)g(y) dy. (1.72)

La convolution a la propriété de régulariser une fonction en faisant la moyenne, et est une
opération commutative, c-à-d,

f(x) ∗ g(x) = g(x) ∗ f(x). (1.73)

La convolution est bien définie si f, g ∈ L2(RN). Elle peut être encore prouvée que la convolution
Lp(RN)×Lq(RN) est bien définie pour p, q, r ≥ 1 et telle que 1

p
+ 1

q
− 1 = 1

r
. Dans ce cas, si f ∈

Lp(RN) et g ∈ Lq(RN) , alors f ∗g est dans Lr(RN). D’ailleurs, la notion de la convolution peut
être prolongée au cadre des distributions, dans ce cas les convolutions D(RN)∗D′(RN),S(RN)∗
S ′(RN), E(RN) ∗ E ′(RN) et même E ′(RN) ∗ S ′(RN) et E ′(RN) ∗ D′(RN) soyent bien définis. Par
E ′(RN) nous notons le sous-espace de D′(RN) de ces distributions qui ont un support compact,
qui est le dual de E(RN) = C∞(RN). On peut montrer que E ′(RN) est aussi un sous-espace
linéaire de S ′(RN). Les inclusions sont telles que

D ⊂ E ′,S ⊂ S ′, E ⊂ D′,D ⊂ S ⊂ E , et E ′ ⊂ S ′ ⊂ D′. (1.74)

Si T ∈ D′(RN) et ϕ ∈ C∞(RN), alors la convolution T ∗ ϕ est définie par

T (x) ∗ ϕ(x) = 〈T (y), ϕ(x− y)〉 = 〈T (x− y), ϕ(y)〉. (1.75)

si S ∈ E ′(RN) et T ∈ D′(RN), alors

ψT (y) = 〈T (x), ϕ(x+ y)〉 ∈ C∞(RN), (1.76)

ψS(y) = 〈S(x), ϕ(x+ y)〉 ∈ D(RN), (1.77)

et pour cette raison la convolution T ∗ S est définie par

〈S(x) ∗ T (x), ϕ(x)〉 = 〈S(y), 〈T (x), ϕ(x+ y)〉〉 = 〈T (y), 〈S(x), ϕ(x+ y)〉〉 (1.78)

pour tout ϕ ∈ D(RN).

Soit T ∈ D′(RN) une distribution. Alors la fonction de Dirac δ agit comme un élément
neutre pour la convolution, c-à-d

δ ∗ T = T ∗ δ = T. (1.79)

La fonction δ permet aussi de décaler des arguments au sense de

δa(x) ∗ T (x) = T (x) ∗ δa(x) = T (x− a). (1.80)
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La convolution a la propriété de distribuer les dérivés parmi ses membres. Ainsi, si S ∈
E ′(RN) et T ∈ D′(RN), alors

∂

∂xj
{S ∗ T} = ∂S

∂xj
∗ T = S ∗ ∂T

∂xj
, j ∈ {1, 2, · · · , N}, (1.81)

et, plus généralement,

Dα{S ∗ T} = DαS ∗ T = S ∗DαT, α ∈ NN0 . (1.82)

1.5 Transformation de Fourier

1.5.1 Définition de transformée de Fourier

Nous définissons la transformée de Fourier directe f̂ = F{f} d’une fonction intégrable
f ∈ L1(Rn) comme

f̂(τ) = 1
(2π)n/2

∫
RN
f(x) exp−ixτ dx, τ ∈ RN , (1.83)

et son transformée de Fourier inverse f = F−1{f̂} par

f(x) = 1
(2π)N/2

∫
RN
f̂(τ) expixτ dτ , x ∈ RN . (1.84)

Les transformées de Fourier (1.83) et (1.84) peuvent être utilisées aussi pour une classe plus
générale des fonctions f , comme pour des fonctions dans L2(RN) ou même pour des distributions
tempérées dans l’espace S(RN), le dual de l’espace de Schwartz des fonctions à décroissance
rapide

S(RN) = {f ∈ C∞(RN)/xβDαf ∈ L∞(RN) ∀α, β ∈ NN
0 }, (1.85)

ou xβ = (xβ1
1 x

β2
2 · · · x

βN
N ) pour un multi-indice β ∈ NN

0 . L’espace S(RN) a la propriété importante
d’être invariable sous la transformée de Fourier, c-à-d, ϕ ∈ S(RN)⇔ ϕ̂ ∈ S(RN). Nous avons en
particulier l’inclusion D(RN) ⊂ S(RN)), et ainsi S ′(RN ⊂ D′(RN). La convergence dans S ′(RN)
est la même que pour les distributions (section 1.4), mais en ce qui concerne des fonctions test
dans S(RN). En effet, si Tn, T ∈ S ′(RN), alors

Tn → T dans S ′(RN)⇐⇒ 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 dans K ∀ϕ ∈ S(RN). (1.86)

1.5.2 Quelques propriétés des transformées de Fourier

Dans ce qui suit, on considère les distributions arbitraires S, T ∈ S ′(RN), u ∈ S(RN) et les
constantes arbitraires α, β ∈ K , a, b ∈ RN . On écrit T (x) F−→ T̂ (τ) pour noté que T̂ (τ) est la
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transformé de Fourier de T (x), c-à-d, T̂ = F{T}. Alors

αS(x) + βT (x) F−→ αŜ(τ) + βT̂ (τ). (1.87)
T̂ (x) F−→ T (−τ). (1.88)

T (x− b) F−→ exp−ib.τ T̂ (τ), (1.89)
expib.x T (x) F−→ T̂ (τ − b), (1.90)
T (x) ∗ S(x) F−→ (2π)N/2T̂ (ξ)Ŝ(ξ), (1.91)

(2π)N/2T (x)S(x) F−→ T̂ (ξ) ∗ Ŝ(ξ). (1.92)

et aussi 
F−1{F{T}} = F{F−1{T}} = T

F{Dau} = (iτ)aF{u}, u ∈ S(RN),∀a ∈ RN ,

DaF{u} = F{(−ix)au}, u ∈ S(RN),∀a ∈ RN .

(1.93)

1.5.3 Quellques transformées de Fourier paires

Nous considérons maintenant quelques transformées de Fourier paires, définies sur RN , qui
utilisent les définitions (1.83) et (1.84). Pour la fonction de Dirac δ on obtient que

δ(x) F−→ 1
(2π)N/2 , (1.94)

1
(2π)N/2

F−→ δ(ξ). (1.95)

La fonction exponentielle complexe, pour a ∈ RN, satisfaites

eia.x
F−→ (2π)N/2δ(ξ − a), (1.96)

(2π)N/2δ(x+ a) F−→ eia.ξ. (1.97)

Pour la fonction cosinus nous avons que

cos(a.x) F−→ (2π)N/2
2 (δ(ξ − a) + δ(ξ + a)), (1.98)

(2π)N/2
2 (δ(ξ − a) + δ(ξ + a)) F−→ cos(a.ξ), (1.99)

et pour la fonction de sinus nous avons que

sin(a.x) F−→ (2π)N/2
2i (δ(ξ − a)− δ(ξ + a)), (1.100)

(2π)N/2
2i (δ(ξ + a)− δ(ξ − a)) F−→ sin(a.ξ). (1.101)

En obtenant, pour n ∈ N0 et j ∈ {1, 2, · · · , N},

xnj
F−→ in(2π)N/2∂

nδ

∂ξnj
(ξ), (1.102)

(−i)n(2π)N/2∂
nδ

∂ξnj
(x) F−→ ξnj , (1.103)
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et, pour le cas général quand α ∈ NN
0 est un multi-indice, on a

xα
F−→ i|α|(2π)N/2Dαδ(ξ), (1.104)

(−i)|α|(2π)N/2Dαδ(ξ) F−→ ξα. (1.105)

1.6 Fonction de Green et solution élémentaire

1.6.1 La solution élémentaire

Techniquement, une solution élémentaire pour un opérateur différentiel L, linéaire, avec des
coefficients constants, et défini sur l’espace des distributions D′(RN), est une distribution E qui
satisfait

LE = δ dans D′(RN), (1.106)

où δ est la fonction de Dirac, centrée à l’origine. L’intérét principal d’une telle solution élémen-
taire a situé dans le fait que si la convolution a un sens, alors la solution de

Lu = f dans D′(RN), (1.107)

pour une fonction donnée f , est donnée par

u = E ∗ f. (1.108)

En fait, en raison de linéarité de L, puisque E est une solution élémentaire, et puisque δ est
l’élément neutre de la convolution, nous avons

Lu = L{E ∗ f} = LE ∗ f = δ ∗ f = f. (1.109)

Nous remarquons que de E d’autres solutions peuvent être construites, dans le sens des
distributions, quand les dérivées de δ apparaissent dans le second membre de l’équation. Par
exemple, la solution de

LF = ∂δ

∂xi
dans D′(RN) (1.110)

est donné par
F = E ∗ ∂δ

∂xi
= ∂E

∂xi
∗ δ = ∂E

∂xi
. (1.111)

1.6.2 La fonction de Green

Une fonction de Green d’un opérateur différentiel partiel linéaire Ly avec des conditions
de frontière homogènes, des coefficients constants par rapport à y, et défini sur l’espace des
distributions D′(RN), est une distribution G tel que

Ly{G(x, y)} = δx(y) D′(RN), (1.112)
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où δx(y) = δ(y − x). Ainsi elle vérifie G(x, y) = L−1
y {δx(y)}.

La solution du problème aux limites non homogène

Lx{u(x)} = f(x) dans D′(RN), (1.113)

si la convolution a un sens, est donnée par

u(x) = G(x, y) ∗ f(y), (1.114)

où G est symétrique , c-à-d,

G(x, y) = G(y, x). (1.115)

Comme dans la solution élémentaire, nous prenons

Lx{u(x)} = Lx{G(x, y) ∗ f(y)} = δx(y) ∗ f(y) = f(x). (1.116)

Nous observons que la fonction de Green de l’espace libre ou de tout l’espace, c-à-d, sans
conditions de frontière, est liée à la solution élémentaire par la relation

G(x, y) = E(x− y) = E(y − x). (1.117)

1.6.3 Quellques fonctions de Green dans des espaces libres

Nous considérons maintenant quelques exemples de fonction de Green dans des espaces
libres.

1. La fonction de Green pour l’équation de Laplace qui satisfait, dans le sense des distribu-
tions,

∆yG(x, y) = δx(y) dans D′(RN),

est donnée par

G(x, y) = 1
2π ln | y − x | pour N = 2, (1.118)

2. La fonction de Green pour l’équation du Bi-Laplacien qui satisfait, dans le sense des
distributions,

∆2
yG(x, y) = δx(y) dans D′(RN),

est donnée par

G(x, y) = 1
8π |y − x|

2 ln | y − x |, pour N = 2, (1.119)
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1.7 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.1. (E.D.P)
Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) du 1er ordre est une relation entre une variable
indépendante x ∈ Ω ⊂ RN , la fonction inconnue u = u(x) et leurs dérivées partielles, c’est à
dire de la forme

F

(
x, u(x), ∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn

)
= 0. (1.120)

Définition 1.2. (E.D.P Linéaire)
Une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre m dans RN est une équation de la forme∑

|α|≤m
aα(x)Dαu = f, (1.121)

où les fonctions aα sont des coéfficients ne dépend que de x.

Définition 1.3. (Opérateur aux dérivées partielles linéaire)
On appelle opérateur aux dérivées partielles linéaire tout opérateur A de la forme,

A(x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα. (1.122)

L’équation caractéristique, quand à elle, est donnée par

Am(x, τ) =
∑
|α|=m

aα(x)τα 6= 0. (1.123)

Maintenant, A(x,D) est elliptique dans Ω, si pour tout x0 ∈ Ω, on a∑
|α|=m

aα(x)τα ≥ 0, pour tout τ 6= 0. (1.124)

Il est fortement elliptique, s’il existe une constante C telle que

|
∑
|α|=m

aα(x)τα |≥ C|τ |2k , pour tout x0 ∈ Ω k > 0. (1.125)

1.8 Les opérateurs intégraux

1.8.1 Définitions

Définition 1.4. (Opérateur)
On appelle opérateur T sur Ω toute application linéaire continue de D(Ω) dans D′(Ω).

D’après le théorème des noyaux de schwartz [27], étant donné un opérateur T sur Ω, il
existe une distribution unique K ∈ D′(Ω× Ω) telle que

〈Tu, v〉 = 〈K, v ⊗ u〉, ∀u, v ∈ D(Ω). (1.126)

on dit que K est le noyau distributionnel de T , ou bien, T est l’opérateur de noyau K.
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Définition 1.5. (Opérateur intégral)
Un opérateur T sur Ω est dit intégral si son noyau K est la distribution associée à une fonction
K ∈ L1

loc(Ω).
La théorie des opérateurs intégraux s’identifie à celle de l’intégrale. Etant donné K ∈

L1
loc(Ω × Ω), on peut définir, par application du théorème de Fubini [100], la fonction Tu ∈

L1
loc(Ω× Ω) par

Tu(x) =
∫

Ω
K(x, y)u(y) dy. (1.127)

Définition 1.6. (Opérateur de Fredholm)
– Soient E,F deux espaces de Banach. Un opérateur T linéaire, continu de E dans F , est
appelé opérateur de Fredholm si la dimension de son noyau et la codimension de son
image sont finies.

– Le nombre IndT = dim kerT − Codim ker T est appelé l’indice de T .

Théorème 1.7. Soit T un opérateur linéaire, continu de E dans F . Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes

1. T est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

2. il y a un opérateur linéaire K, continu de E dans F , compact tel que T +K est inversible.

Preuve. Voir [91]. �

Définition 1.8. (Opérateur de Nemytskii)
Soit Ω un ouvert borné de Rn. On dit qu’une fonction f : Ω × Rm −→ R, est une fonction
de Carathédory si l’application (x, u(x)) −→ f(x, u(x)) est continue en u pour tout x ∈ Ω et
mesurable en x pour tout u ∈ Rm.

L’opérateur Nfu : Ω −→ R défini par

(Nfu)(x) = f(x, u(x))

est appelé opérateur de Nemytskii.

Théorème 1.9. (Bornitude de l’opérateur de Nemytskii)
Soit Ω un ouvert borné de Rn et p ∈]1,+∞[, et soit g ∈ Lq(Ω,R) tel que 1

p
+ 1

q
= 1. Supposons

que f est une fonction de Carathéodory et que, pour quelques constantes C et pour tout x et u,

|f(x, u)| ≤ C|u|p−1 + g(x).

Alors l’opérateur de Nemytskii Nf est borné et continu de Lp(Ω,Rm) dans Lq(Ω,R).

Définition 1.10. (Opérateur d’Hammerstein)
Etant donnée une fonction f : Ω×Rn −→ Rn vérifiant la condition de Carathéodory.
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L’opérateur défini par
Au(x) =

∫
Ω
K(x, y)f(y, u(y))dy, (1.128)

est appelé opérateur intégral non linéaire de type Hammerstein. Cet opérateur A est une com-
position de l’opérateur intégral de Fredholm à noyau K et de l’opérateur de Nemytskii Nf

associé à f , c-à-d,
A = TNf .

1.8.2 Noyaux intégraux

Le caractère d’une équation intégrale est déterminé par les propriétés de son noyau qui est
de différents types. En effet,

– Si le noyau K(x, t) est continu dans Ω ou, au moins, si les discontinuités du noyau sont
telles que ∫

Ω

∫
Ω
| K2(x, t) | dx dt <∞,

alors les équations données par

Tu(x) =
∫

Ω
k(x, t)u(y) dy = f(x), (1.129)

où u est l’inconnue et f(x), k(x, y) des fonctions données, sont dites équations de type
de Fredholm de première espèce. Ainsi l’équation de Fredholm de deuxième espèce est
définie par

u(x)− Tu(x) = u(x)−
∫

Ω
k(x, t)u(y) dy = f(x). (1.130)

– Si le noyau k(x, y) = H(x,y)
|x−y|α où H(x, y) est borné et 0 < α < 1 , alors (1.129) et (1.130)

sont des équations intégrales avec une singularité faible.

– Si le noyau k(x, y) = A(x,y)
|x−y| où A(x, y) est une fonction différentiable en x et y, alors∫

Ω
k(x, y) dy

diverge.

Définition 1.11. (noyau faiblement singulier)
On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur Ω×Ω ⊂ Rn ×Rn sauf peut
être aux points x = y et telle que,

∀x, y ∈ Ω, x 6= y,∃M > 0, |k(x, y)| < M

|x− y|n−α
, 0 < α ≤ n. (1.131)

Proposition 1.12. [64]
Tout opérateur intégral T de C(Ω) dans C(Ω) à noyau faiblement singulier est un opérateur
compact.
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La théorie de Fredholm est valable uniquement pour les équations de type de Fredholm.
Elle s’applique pas pour les équations singulières et pour d’autres équations de noyau non
intégrable [67], [100].

1.9 Les opérateurs pseudo-différentiels

1.9.1 Opérateur différentiel

Un opérateur différentiel linéaire d’ordre m s’écrit comme

D =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα, (1.132)

où les aα(x) appelées coéfficients de l’opérateur D , sont des fonctions C∞(RN).

1.9.2 Opérateur pseudo-différentiel

les opérateurs pseudo-différentiels peuvent être considérés comme une généralisation des
opérateurs différentiels. En effet, soit l’opérateur différentiel (1.132) exprimons le, en fonction
de la transformée de Fourier et son inverse, comme

A(x,D)u(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dαu(x)

= F−1 ∑
|α|≤m

aα(x)ταF{u}

= (2π)−N/2
∫
RN
eixτa(x, τ)F{u}(τ)dτ (1.133)

avec a(x, τ) = ∑
|α|≤m aα(x)τα, τ ∈ RN\{0}, est un élément de la classe des symboles Sm(Ω×

RN).

1.9.3 Classe des symboles d’ordre m

Soit Ω ⊂ RN , et a(x, τ) une fonction de C∞(Ω × RN). Soit K ⊂ Ω un copmact et m un
nombre réel quelconque. La classe Sm(Ω× RN) des symboles d’ordre m est définie par

Sm(Ω× RN) =
{
a(x, τ)/ | ∂ατ ∂βxa(x, τ) |≤ Cα,β,K(1 + |τ |)m−|α|

}
, (1.134)

pour tout x ∈ K, τ ∈ RN , et pour tout multi-indice α, β. les Cα,β,K sont des constantes, qui
peuvent dépendre de α, β et K.

L’espace Sm(Ω× RN) est un espace de Fréchet muni des semi-normes

p
(m)
α,β,K(a) = sup

x∈Kt∈RN
(1 + |τ |)|α|−m | ∂ατ ∂βxa(x, τ) |, (1.135)

ces éléments sont appelés les fonctions apmlitudes d’ordre m.
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1.9.4 Dévelopement asymptotique des éléments de la classe des
symboles

Le dévelopement asymptotique des éléments de Sm revient à donner un sens à une serie
formelle d’éléments aj ∈ Smj tendant vers −∞. On pose S∞ = ⋃

m∈R S
m et S−∞ = ⋂

m∈R S
m.

On a le résultat suivant

Théorème 1.13. Soit aj ∈ Smj(Ω × RN), pour j = 0, 1, 2, · · · et mj −→ −∞ pour j −→ ∞.
Alors

1. Il exist un élément a ∈ Sm(Ω× RN),m = max{mj : j ≥ 0} tel que

ordre(a−
k∑
j=0

aj) −→ −∞, k →∞. (1.136)

2. a est uniquement déterminé modulo S−∞(Ω) par la famille dénombrable (aj)j≥0.

Preuve.

1. Soit ρj , j = 1, 2, · · · , une suite de nombres positifs, qui tend vers l’infini, quand j −→∞.
Soit X une fonction vérifie

X (τ) = 0, pour |τ | ≤ 1
2 , (1.137)

X (τ) = 1, pour |τ | ≥ 1. (1.138)

et
a(x, τ) =

∞∑
j=0
X ( τ

ρj
)aj(x, τ). (1.139)

Notons tout d’abord, que X ( τ
ρj

) ∈ S0(Ω) uniformément pour ρ ≥ 1. En effet, on a

Dα
τX (τ

ρ
) = (Dα

τX )(τ
ρ

)ρ−|α|, (1.140)

et comme |τ | ≤ ρ ≤ 2|τ | pour τ ∈ supp Dα
τX (α 6= 0), alors

| Dα
τX (τ

ρ
) |≤ Cα(1 + |τ |)−|α|, (1.141)

avec Cα = Cte.

Soit maintenant kh, h = 0, 1, 2, · · · , une suite exhaustive de copmacts de Ω, avec k̄h ⊂ kh+1

pour tout h et ⋃∞h=0 kh = Ω. Alors pour certain Cj > 0, on a

| Dα
xD

β
τX (τ

ρ
)aj(x, τ)) |≤ Cj(1 + |τ |)mj−|α|, (1.142)
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pour tout x ∈ k̄i et |α| + |β| + i ≤ j,ρ ≥ 1. Dautre part, en supposant que mj+1 < mj

pour tout j, on peut écrire

Cj(1 + |τ |)mj = Cj(1 + |τ |)mj−1Cj(1 + |τ |)mj−mj−1

< 2−jCj(1 + |τ |)mj−1 , (1.143)

pour |τ | suffisament large. Or,

Dβ
xD

α
τX (τ

ρ
)aj(x, τ) = 0, (1.144)

pour |τ | ≤ ρ
2 . Et Pour ρ = ρj est suffisament large, on obtient que

| Dβ
xD

α
τX (τ

ρ
)aj(x, τ) |≤ 2−j(1 + |τ |)mj−1−|α|. (1.145)

D’où la convergence de (1.139).

De la même manière, pour ses dérivées, on obtient que

| Dβ
xD

α
τ

 ∞∑
j=r+1

X ( τ
ρj

)aj(x, τ)
 |≤ 2−r(1 + |τ |)mr−|α|. (1.146)

Alors
a−

r∑
j=0

aj ∈ Smr ,

d’où le résultat. �

2. L’unicité est une conséquence immédiate de la définition des sommes asymptotiques.

La somme formelle ∑j aj est appellée dévelopement asymptotique de a. On note

a ≈
∞∑
j=0

aj. (1.147)

Définition 1.14. On note par Smloc(Ω), l’espace des fonctions a ∈ C∞(Ω×RN) telle que a−∑j aj,
où les aj(x, τ) sont homogènes en τ , d’ordre m− j pour |τ | = Cte, m = maxj∈N{m− j}.

Définition 1.15. Soit Ω ⊂ RN et Γ ⊆ Ω × RN\{0} . Une fonction φ ∈ C∞(Γ) est appelée
fonction phase si elle possède les propriées suivantes

– i) φ(x, tτ) = tφ(x, τ), pour tout t > 0, (x, τ) ∈ Γ.
– ii) ∑N

i=1 | ∂φ∂xi (x, τ) |2 +∑N
j=1 | ∂φ∂τj (x, τ) |2 6= 0, pour tout (x, τ) ∈ Γ.

Maintenant, en explicitant la transformée de Fourier dans (1.122) on obtient une intégrale
oscillante dépendant du paramètre x ∈ Ω [27].

On veut que ces intégrales oscillantes possèdent les propriétés de stabilité des opérateurs
différentiels pour les opérateurs d’addition, transformation, de coposition, etc...
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Ainsi les opérateurs pseudo-différentiels forment une classe d’opérateurs plus générale que (1.133),
où le polynome a(x, τ), sera remplacé par une amplitude quelconque appartenant à S(Ω× Ω).
D’où la

Définition 1.16. Soit Ω ⊂ RN , m ∈ R ∪ {−∞}. On appel opérateur pseudo-différentiel
(O.ψ.D) de degré m dans Ω, un opérateur intégrale P associé à la phase

φ(x, y, τ) = (x− y)τ , (x, y, τ) ∈ Ω× Ω× RN , (1.148)

et à une amplitude P (x, y, τ) ∈ Sm(Ω× Ω).

On note par Lm(Ω), l’espace des (O.ψ.D) de degré m dans Ω et on écrit

Pu(x) =
∫ ∫

ei(x−y)τp(x, y, τ) dydτ , u ∈ D(Ω). (1.149)

Soient L(Ω) = ⋃
Lm(Ω) et L−∞(Ω) = ⋂

Lm(Ω) . Les élément de L(Ω) sont les opérateurs
pseudo-différentiels standards dans Ω. Tout opérateur pseudo-différentiel P est continu de D(Ω)
dans C∞(Ω) et peut se prolonger en un opérateur continu de E ′(Ω) dans D′(Ω) [27]. Dautre
part on a la

Proposition 1.17. Chaque opérateur pseudo-différentiel P , dans L−∞(Ω), est un opérateur
régularisant.

Preuve.
Voir [27]. �

Définition 1.18. Un opérateur P ∈ Lm(Ω) est dit classique, si p(x, τ) ∈ Smloc(Ω). On note dans
ce cas P ∈ Lmloc(Ω).

Définition 1.19. Soit Sm0 (Ω) l’espace quotient Sm(Ω)/S∞(Ω). Alors les éléments de Sm0 (Ω)
sont appelés les symboles complets de degré m dans Ω.

1.9.5 Symbole principale

Chaque élément de l’espace Sm(Ω)/Sm−1(Ω) est appelé le symbole principale, qui représente
la partie d’ordre le plus èlvée dans le dévelopement asymptotique du symbole complet.

Théorème 1.20. Soit P un opérateur propre de Lm(Ω). Alors, il exist p ∈ Sm(Ω) unique tel
que

Pu(x) =
∫
eixτp(x, τ)F{u}(τ) dτ . (1.150)

de plus, si a(x, y, τ) est une amplitude pour P , on a alors

p(x, τ) ≈
∑
α

1
a!D

α
τD

α
y a(x, y, τ) |y=x (1.151)



36 CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Preuve. Voir [80]. �

Théorème 1.21. Soit P un opérateur linéaire, continu de D(Ω) dans C∞(Ω). Alors P ∈ Lm(Ω)
si et seulement si pour tout f ∈ D(Ω), on a

e−ix.τp(f.eix.τ ) ∈ Sm(Ω). (1.152)

Preuve. Soit (ρj) une partition de l’unité sur Ω avec des fonctions ρj ∈ D(Ω) et soit βj
des fonctions de D(Ω), avec βj = 1 sur supp ρj. On a donc

(ρju)(x) =
∫
eixτF{ρju}(τ)dτ =

∫
βj(x)eixτF{ρju}(τ)dτ , (1.153)

et comme P est continu alors

P (ρju)(x) =
∫
eixτpj(x, τ)F{ρju}(τ)dτ

=
∫ ∫

ei(x−y)τpj(x, τ)ρj(y)u(y)dydτ , (1.154)

où
ρj(x, τ) = e−ixτp(βj(x)eixτ ) ∈ Sm(Ω). (1.155)

et puisque u = ∑
j ρju, on obtien que

Pu(x) =
∫ ∫

ei(x−y)τp(x, y, τ)u(y)dydτ , (1.156)

où l’amplitude p(x, y, τ) ∈ Sm(Ω× Ω) car

p(x, y, τ) =
∑
j

pj(x, τ)ρj(y), (1.157)

est localement finie en y. �

Le résultat suivant conduit à la caractérisation du symbole principale :

Théorème 1.22. Soit P ∈ Lmloc(Ω) . Alors pour (x0, τ0) appartenant à T ∗Ω\0, ona

σP (x0, τ0) = lim
λ→0

λ−m
(
e−iλφ(x)P

(
f(x)eiλφ(x)

))
x=x0

(1.158)

où f ∈ D(Ω) et égale à 1 au voisinage de x0 , φ ∈ C∞(Ω), dφ(x) = τ0 6= 0 sur supp f et T ∗Ω\0
est le complément de la section nulle dans le filtré cotangent T ∗Ω.

Preuve.
Voir [27]. �

Un résultat fondamental, qui est un outil adéquat utilisé dans la démonstration de l’ellipti-
cité forte pour les problèmes aux limites, à savoir l’inégalité de Gårding.

Théorème 1.23. (Inégalité de Gårding) [91],[34]
Soit P ∈ Lm(Ω). Supposons que <e p(x, τ) ≥ c|τ |m pour τ large et c > 0. Alors pour chaque s
réel, et pour chaque compact fixé K et pour tout u ∈ D(K) on a

<e〈Pu, u〉 ≥ c1‖u‖2
Hm/2 − c2‖u‖2

Hs , (1.159)

avec c1, c2 indépendants de u.



Chapitre

2
Méthode des équations intégrales

2.1 Introduction

La résolution des problèmes aux limites pour le Laplacien ou Bi-laplacien peut être remplacée
par la recherche de la solution des équations intégrales dans des espaces de fonctions définies au
bord d’un ouvert de RN en utilisant la méthode indirecte (théorie de potentiel) ou la méthode
directe (théorie de Green).

Dans la première méthode, les équations intégrales correspondantes au problème aux li-
mites considérés sont interprétés différemment en utilisant la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels qui nous permet de formuler des propriétés communes. Par contre, dans la deuxième
méthode en appliquant la troixième formule de Green ce qui donne des équations intégrales de
type Fredholm où la théorie de Fredholm s’applique.

2.2 Problème du Laplacien avec une condition de
Neumman au bord

On présente ici la méthode indirecte pour l’opérateur de Laplace dans un domaine borné
simplement connexe de R2, appliquée au problème de Neumann qui modélise, par exemple, le
mouvement d’un corps solide dans un fluide incompréssible parfait en hydrodynamique.

Interprétation physique : L’équation de Laplace ∆u = 0 intervient très fréquemment
dans des problèmes de la physique. u représente typiquement la densité d’une quantité en
équilibre.

37
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L’application du problème de Laplace peut être trouvée pour l’éléctrostatiques [51], la
conductivité dans l’imagerie biomédicale [10], et pour le potentiel dans un plan incompressible
[90].

2.2.1 Formulation de problème

Présentons ici le problème de Neumann intérieur pour l’opérateur de Laplace.
Soit Ω ⊂ R2 un domaine ouvert borné simplement connexe, dont la frontière Γ est régulière

(Γ ∈ C∞).
On cherche à déterminer une fonction u ∈ H1(Ω) vérifiant ∆u = 0, dans Ω

∂u
∂n

= g, sur Γ.
(2.1)

où ∆u est l’opérateur de Laplace, et g est une fonction donnée sur la frontière Γ telle que
g ∈ H−1/2(Γ),

(
∂
∂n

)
représente la dérivée suivant la normale qui est dirigée vers l’extérieur du

domaine Ω.

2.2.2 Etude variationnelle

L’étude est faite dans le cas où Ω est un domaine intérieur. L’espace dans lequel on cherche
la solution du problème (2.1) est H1(Ω,∆) tel que

H1(Ω,∆) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ H̃−1(Ω)}

Soit maintenant v ∈ H1(Ω). La formule de Green permet d’avoir∫
Ω
∇u∇v dΩ =

∫
Γ
g.v dΓ (2.2)

si on pose
a1(u, v) =

∫
Ω
∇u∇v dΩ (2.3)

et
L(v) =

∫
Γ
g v dΓ , v ∈ H1(Ω), (2.4)

le problème (2.1), se réduit alors au problème variationnel Trouver u ∈ H1(Ω) tel que
a1(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1(Ω).

(2.5)

Théorème 2.1. 1. L(.) est une forme linéaire continue

2. a1(., .) est une forme bilinéaire continue.
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3. a1(., .) n’est pas H1 − coercive, mais elle est H1/P0 − coercive c’est a dire qu’il existe
α > 0 tel que

a1(u, u) ≥ α‖u‖2
H1/P0 , (2.6)

avec P0 est l’espace des polynômes d’ordre zéro muni.

Preuve. 1. est évident.
2. Pour la continuité de a1, on va montrer, pour tout u, v ∈ H1(Ω), que

|a1(u, v)| ≤ c‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω)

En effet, on a

|a1(u, v)| = |
∫

Ω
∇u∇v dΩ|

≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)

≤ c‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω), (2.7)

d’ou la continuité de a1.
3. On va montrer d’abord, par un contre exemple, que (2.3) n’est pas H1− coercive. Pour cela,
supposons le contraire et soit la fonction caractéristique u = XΩ alors,

XΩ ∈ H1(Ω) et ‖XΩ‖H1 = mes(Ω) 6= 0.

Or
a1(XΩ,XΩ) = a1(1, 1) = 0 ≥ α‖XΩ‖2

H1 .

Ce qui implique que 0 ≥ α et ceci est une contradiction.
Pour montrer maintenant (2.6), considérons l’espace P0 des polynômes d’ordre zéro suivant

P0 =
{
p0 ∈ H1(Ω), p0 = cte dans Ω

}
. (2.8)

et soit Q un sous espace de H1(Ω) définit par

Q :=
{
v ∈ H1(Ω), (v, p0) = 0 dans L2(Ω)

}
. (2.9)

où Q est le complément orthogonal de P0 dans H1(Ω), c’est à dire, d’après le théorème de
projection (1.2) on a pour tout élément u ∈ H1(Ω), [79]

u = v + p0, v ∈ Q et p0 ∈ P0. (2.10)

Ainsi, l’ensemble des solutions de (2.5) est donnée par v + p0 où v est solution unique dans Ω.

La norme dans l’espace H1(Ω)/P0 est définie par

‖u̇‖H1(Ω)/P0 := inf
u∈u̇
‖u‖H1(Ω)

w inf
c
‖u+ c‖H1(Ω). (2.11)
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Maintenant, l’inégalité de Poincaré, à savoir

‖v‖2
H1(Ω) ≤ β

{∫
Ω
|∇v|2 dx+

(∫
Ω
v dx

)2
}
, (2.12)

implique que ∫
Ω
|∇v|2 dx ≥ 1

β
‖v‖2

H1 , (2.13)

car (v, 1) = 0. Ainsi

a1(v, v) =
∫

Ω |∇v|2 dx ≥ 1
β
‖v‖2

H1

≥ 1
β
‖v‖2

H1/P0 (2.14)

d’après (2.11) et (2.13). Si on prend α = 1
β
on obtient H1/P0-coercivité de a1. �

Théorème 2.2. Le problème (2.5) possède une seule solution faible dans H1(Ω)/P0 avec la
condition de compatibilité ∫

Γ
g dΓ = 0. (2.15)

Preuve. Voir [79]. �

Pour interpréter le problème (2.5), nous considérons l’équation∫
Ω
∇u∇v dx =

∫
Γ
g.v dΓ (2.16)

D’après la formule de Green on trouve la première équation du problème (2.1), à savoir

∆u = 0 dans Ω. (2.17)

En multipliant (2.17) par v et par intégration on obtient∫
Ω

∆u v dx = 0, ∀v ∈ V. (2.18)

La formule de Green, appliquée à cette équation, donne∫
Ω
∇u∇v dx =

∫
Γ

∂u

∂n
v dΓ , ∀ v ∈ V. (2.19)

Maintenant, d’après (2.16), on obtient
∫

Γ

(
∂u

∂n
− g

)
v dΓ = 0 , ∀v ∈ H1(Ω) (2.20)

d’où ∂u
∂n

= g sur Γ, d’après la densité des traces de H1(Ω) dans L2(Γ). En conséquence, le
problème (2.1) est équivalent au problème variationnel (2.5).
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2.2.3 Formule de représentation et équations intégrales

D’une manière générale, tout problème du Laplacien peut être réduit en équation intégrale,
gràce à l’existence de la solution élémentaire associée, en particulier le problème de Neumann.
Si on suppose que la solution de ce problème est représentée par un potentiel de simple couche,
on obtient une équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce. Ainsi les théorièmes de
Fredholm peuvent être appliqués. [57] ,[67]

Par contre, la démarche qui consiste à représenter cette solution par un potentiel de double
couche, conduit à d’autre types d’équations intégrales où la théorie de Fredholm n’est pas
applicable [75].

Formules de représentations

La solution élémentaire du Laplacien donnée par [94]

E(x, y) := 1
2π log | x− y |, (2.21)

et les propriétés des potentiels de simple et de double couche, nous permet de construire les
équations intégrales pour les problèmes aux limites du laplacien.

Définition 2.3. Pour µ, ν ∈ C∞(Ω), on définit les opérateurs

SΩµ(x) := E(x) ∗ µδΓ =
∫

Γ
µ(y)E(x− y) dγy, x ∈ Ω, (2.22)

DΩν(x) := E(x) ∗ (−∂n(νδΓ)) =
∫

Γ
µ(y) ∂E

∂ny
(x− y) dγy, x ∈ Ω, (2.23)

tel que SΩ est le potentiel de simple couche (P.S.C) et DΩ le potentiel de double couche (P.D.C),
où δΓ représente la masse de Dirac sur la frontière Γ.

Lemme 2.4. Soit Γ ∈ C∞ et µ ∈ C(Γ). Les relations du saut pour (P.S.C) et (D.S.C) quand
x→ Γ sont :

∂

∂n
SΩµ(x) |Γ= +1

2µ(x) +
∫

Γ
µ(y) ∂E

∂ny
(x− y) dγy, x, y ∈ Γ. (2.24)

DΩν(x) |Γ= −1
2ν(x) +

∫
Γ
ν(y) ∂E

∂ny
(x− y) dγy, x, y ∈ Γ. (2.25)

Preuve. On remarque que pour toutes fonctions µ, ν : Γ −→ C assez régulières les
potentiels de simple et de double couche satisfont l’équation de Laplace, à savoir

∆SΩµ = 0 dans Ω. (2.26)
∆DΩν = 0 dans Ω. (2.27)
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Pour calculer l’expression du gradient de SΩ en x ∈ Γ, On Calcule d’abord

∇xE(x) = x− y
2π | x− y |2 , (2.28)

alors, on a
∇xSΩ(x) = 1

2π

∫
Γ

x− y
| x− y |2

µ(y) dΓy (2.29)

Comme la fonction 1
|x−y| n’est pas intégrable pour x sur Γ, l’intégrale dans (2.29) diverge.

On peut donc exprimer la valeur de ∂SΩ
∂n

pour un sens faible par une fonction test ϕ dans D(R2).
Et d’après la formule de Green on a

〈∂SΩ

∂n
, ϕ〉 =

∫
Γ
∂SΩ
∂n

(x)ϕ(x) dΓx = −
∫

Ω
∇SΩ(z)∇ϕ(z) dΩ

= − 1
2π

∫
Ω

∫
Γ
µ(y)(y − z)∇ϕ(z))

|y − z|2
dΓydΩ,

Cette expression est intégrable sur le produit Γ× Ω, on peut donc permuter les deux inté-
grations d’après le théorème de Fubini. D’où∫

Γ

∂SΩ

∂n
(x)ϕ(x)dΓx = −

∫
Ω
∇SΩ(z)∇ϕ(z)dΩ

= − 1
2π

∫
Γ
µ(y)

(∫
Ω

(y − z)∇ϕ(z)
|y − z|2

dΩ
)

dΓy. (2.30)

Maintenant pour r > 0, on note par Ωr = Ω ∩ Br, la partie de Ω contenue à l’intérieur de la
boule Br du rayon r et de centre y, alors∫

Ω

(y − z).∇ϕ(z)
|y − z|2

dΩ = lim
r 7−→ 0

∫
Ω−Ωr

(y − z).∇ϕ(z)
|y − z|2

dΩ (2.31)

Par application de la formule de Green à nouveau on obtient∫
Ω−Ωr

(y − z).∇ϕ(z)
|y − z|2

dΩ = −
∫

Γ−Γr

(x− y).nx
|x− y|2

ϕ(x) dΓx +
∫

Ωr

ϕ(x)
|x− y|

dΓx. (2.32)

Par passage à la limite quand r −→ 0, on a∫
Ω

(y − z).∇ϕ(z)
|y − z|2

dΩ = −πϕ(y) +
∫

Γ

(y − x).nx
|x− y|2

ϕ(x)dΓx. (2.33)

En retranche cette expression dans (2.30), on obtient∫
Γ

∂SΩ

∂n
ϕ(x)dΓx = +1

2

∫
Γ
µ(x)ϕ(x)dΓx + 1

2π

∫
Γ

∫
Γ

(y − x).nx
| x− y |2

µ(y)ϕ(x)dΓydΓx (2.34)

alors
∂SΩ

∂n
(x) = + 1

2πµ(x) +
∫

Γ

(y − x).nx
|x− y|2

µ(y) dΓy, (2.35)

au sens faible, donc on en déduit (2.24). De la même manière on obtient (2.25) �
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Equations intégrales

Théorème 2.5. Pour toutes fonctions µ, ν : Γ → C assez régulières, les équations intégrales
associées au problème (2.1) sont données par

(I −D′)µ = 2g, (2.36)

Tν = −2g. (2.37)

où les opérateurs intégraux aux bord D,D′, T sont donnés par

Dν(x) = − 1
π

∫
Γ
ν(y) ∂

∂ny
log |x− y|dΓy

D′µ(x) = − 1
π

∫
Γ
µ(y) ∂

∂nx
log |x− y|dΓy,

Tν(x) = − 1
π

∫
Γ
ν(y) ∂2

∂nx∂ny
log |x− y|dΓy

avec x, y ∈ Γ et l’opérateur D′ désigne l’adjoint de D.

Preuve. On cherchera la solution du problème (2.1) sous forme d’un potentiel de double
couche. La première étape consiste à exprimer u(x) sous forme d’un potentiel de simple couche,
à savoir

u(x) = E(x) ∗ µδΓ = 1
2π

∫
Γ
µ(y) log | x− y | dΓy, x∈ Ω, y ∈ Γ. (2.38)

Par passange à la limite quand x→ Γ dans (2.38) et la continuité du potentiel de simple couche,
permet d’avoir une équation intégrale de première espèce

u(x) |Γ= 1
2π

∫
Γ
µ(y) log | x− y | dΓy, x, y ∈ Γ. (2.39)

Si on écrit u(x) sous la forme d’un potentiel de double couche, à savoir

u(x) = E(x) ∗ (−∂n(νδΓ)) = 1
2π

∫
Γ
ν(y) ∂

∂ny
log |x− y|dΓy, x, y ∈ Γ. (2.40)

En considérant la dérivée normale de (2.38) et après passage à la limite, on obtient une
équation intégrale de deuxième espèce pour (2.1), à savoir

∂u

∂n
(x) |Γ= g = +1

2µ(x) + 1
2π

∫
Γ
ν(y) ∂

∂nx
log | x− y | dΓy, x, y ∈ Γ (2.41)

Si par contre, on prend la dérivée normale de (2.40), on obtient après passage à la limite
une équation définie comme une valeur principale, à savoir

∂u

∂n
(x) |Γ= g = 1

2π

∫
Γ
ν(y) ∂2

∂nx∂ny
log | x− y | dΓy, x, y ∈ Γ. (2.42)

On remarque que le noyau associé à l’opérateur T , dans (2.37), est
∂2

∂nx∂ny
log | x− y |= O

(
1

| x− y |2

)
, (2.43)

ce noyau est donc non intégrable, alors cette expression doit être éxprimer à l’aide des
distributions qui sont des parties finies. �
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2.2.4 Existence et unicité

La résolution de l’équation intégrale (2.36) est classique [62], [100]. Tandis que pour l’ana-
logue de l’équation intégrale (2.37), c’est seulement en 1973, et en 1978, qu’un cadre variationnel
approprié a été présenté pour discuter l’existence et l’unicité de la solution grâce aux travaux
de Nédélec-Planchard [73] et Nédélec-Giroire [42] respectivement.

Une autre technique, consiste à interpréter l’opérateur intégraux dans (2.36) et (2.37) comme
des opéateurs pseudo-différentièls, ce qui permet d’obtenir la coercivité moyennant le calcule
symbolique des opérateurs pseudo-différentiels [42, 75].

Propriétés des opérateurs intégraux

A présent, comme on l’a mentionnée auparavant, dans cette étude on présente une ap-
proche différente, qui consiste à interpréter les opérateurs (I −D′) et T comme des opérateurs
pseudo-différentiels. A chaque opérateur On associe, via la transformée de Fourier, ce qu’on ap-
pelle le symbole complet. Après, on éxige que celui-ci admet une expansion asymptotique pour
r très grand avec le symbole principal pour premier terme d’ordre supèrieur en τ (section (1.9)).

Ainsi, on est en mesure de formuler le

Théorème 2.6. 1. Les opérateurs (I − D́), T sont des opérateurs pseudo-différentiels de
symbole principal 1, |τ | et d’ordre 0, 1 respectivement.

2. Ils sont fortement elliptiques, i-e : il existe une constante c > 0 telle que

<e σ(x, τ) ≥ c > 0 (2.44)

pour tout |τ | = 1 et x ∈ Γ avec c indépendant de x, τ et σ est le symbole principal.

Preuve.

1. a) On commence par l’opérateur (I −D′) :
La partie principale dans cet opérateur est donnée par l’opérateur I

Iµ(x) = 1
2π

∫
expixτ F [µ(τ)] dτ (2.45)

Ceci implique que σI(x, τ) = 1 = |τ |0.

b) Pour l’opérateur T , on sait que

∂2

∂nx∂ny
log | x− y |= O

(
1

| x− y |2

)
= O(| t̄ |−2). (2.46)
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Considérons maintenant une fonction de troncature X̄ (| t |) = 1 dans un voisinage
fixe de zéro. Alors l’opérateur T s’écrit

Tν(t) = − 1
π

∫
Γ
X (| t |) ∂2

∂nx∂ny
log | x− y | ν(t′) dt́

− 1
π

∫
Γ
(1−X (| t |)) ∂2

∂nx∂ny
log | x− y | ν(t′) dt′ (2.47)

Remplaçons (2.46) dans (2.47), on obtient

Tν(t) = B1ν(t) +B2ν(t), (2.48)

avec

B1ν(t) = − 1
π

∫
Γ
X (| t̄ |)(− | t̄−2 |)ν(t′)dt′

=
∫ +∞

−∞
exp(itt̄)F{ν(t̄)}PT (t, t̄) dt̄, (2.49)

et B2 un opérateur régularisant, i.e, de noyau C∞ et PT (t, t̄) donné par

PT (t, t̄) = − 1
π

∫
exp(itt̄)X (|t̄|)t̄−2dt̄, (2.50)

représente le symbole complet de T . Sachant que

X (| t̄ |) = X (0) + t̄.X ′(0) + ..., (2.51)

alors le symbole principal sera donné par

σT (t, τ) = − 1
π
F{X(0)t̄−2} =| τ |, (2.52)

et on déduit l’ordre de T , qui est égale à 1.

2. évident d’après la définition .

�

Lemme 2.7. Les opérateurs

D′ : H−1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) (2.53)

T : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) (2.54)

Sont continus .

Preuve.
Pour l’opérateur T , On a

σT (x, τ) =| τ | . (2.55)
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Alors
| σTF{ν(τ)} |2=| τ |2| F{ν(τ)} |2≤ (1+ | τ |2) | F{ν(τ)} |2 . (2.56)

on obtient donc

‖Tν‖2
H−1/2(Γ) =

∫
Γ
| τ |2)− 1

2 | τ |2 | F{ν} |2 dτ

≤
∫

Γ
| τ |2)− 1

2 .(1+ | τ |2) | F{ν} |2 dτ

≤ c ‖ν‖2
H1/2(Γ) (2.57)

d’où la continuité de T . la même démonstration pour l’opérateur D′. �

Maintenant, à l’aide de l’inégalité de Gårding (voir théorème 1.23), on obtient la coercivité
de l’opérateur T .

Théorème 2.8. il existe une constante c > 0 telle que pour tout ν ∈ H1/2(Γ) on a

〈Tν, ν〉 ≥ c‖ν‖2
H1/2(Γ) − 〈T1ν, ν〉 (2.58)

où T1 : H1/2(Γ) −→ H1/2(Γ) est compact .

Preuve.

Pour montrer (2.58), on considère ν ∈ H1/2(Γ), on a alors

〈Tν, ν〉 =
∫
R
Tν.ν dx =

∫
R
F{Tν}.F{ν} dτ =

∫
R
| τ | . | F{ν} |2 dτ (2.59)

Soit maintenant T0 un opérateur pseudo-différentiel (O.ψ.D) de symbole principal

σT0(x, τ) = (1+ | τ | 12 )2. (2.60)

On a alors
T = T0 − T0 + T = T0 − T1, (2.61)

avec T1 est d’ordre zéro donc il est compact de H1/2(Γ) dans H−1/2(Γ). Et T0 est défini positif,
c-à-d

〈T0ν, ν〉 ≥ c‖ν‖2
H1/2(Γ). (2.62)

Alors
〈Tν, ν〉 ≥ c‖ν‖2

H1/2(Γ) − 〈T1ν, ν〉. (2.63)

On remarque que, pour l’opérateur (I−D′), c’est D′ qui constitu la perturbation compacte.
�
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2.2.5 Solvabilité des équations intégrales

Théorème 2.9. Soit ν ∈ H1/2(Γ) l’unique solution de l’équation homogène,

Tν(x) = 0 (2.64)

Alors ν = cte.

Preuve. Si Tν(x) = 0, le problème de Neumann (2.1) devient un problème avec une
condition homogène et celui-ci possède une solution avec une constante prés. �

Théorème 2.10. L’opérateur

T : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ)/P0, (2.65)

est bijectif.

Preuve. D’après le théorème (2.9) l’opérateur T est injectif. Maintenant, d’après le théo-
rème (2.10) l’opérateur T diffère d’un opérateur défini-positif par une perturbation compacte.
Ainsi, cet opérateur est un opérateur d’indice zéro. D’où la surjectivité de T . Donc T est bijectif.

�

2.2.6 Propriétés d’équivalence

On veut montrer que la solution faible u ∈ H1(Γ,∆) pour g ∈ H−1/2(Γ), satisfaite aussi
l’équation intégrale de première espèce (2.37). On a alors le

Théorème 2.11. Soit g ∈ H−1/2(Γ) donnée. Alors, le problème (2.1) pour u ∈ H1(Γ,∆),
la formulation variationnelle (2.5) et l’équation intégrale de première espèce (2.37) pour ν ∈
H1/2(Γ), ont chacun une solution unique et sont équivalantes.

Preuve.
La solution de (2.1) donne une équation intégrale de première espèce (2.37). Cette solution

est unique et à son tour prouve que la solution de (2.37) définit une solution du problème (2.1).
L’équivalence entre (2.1) et (2.5) pour u ∈ H1(Γ,∆) a été étudiée. �
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2.3 Problème du Bi-Laplacien avec une condition de
Neumann au bord

Cependant, si l’équation harmonique est liée à la théorie classique des problèmes du potentiel,
l’équation bi-harmonique est liée aux problèmes de l’élasticité, qui consiste à déterminer en tout
point d’un domaine occupé par un corps élastique le vecteur déplacement lors de la déformation
de ce corps, comme celui des flexion des lames. Et d’autres problèmes, comme l’imagerie de
radar [11] et les fluides incompressibles [61].

Nous intéressons ici à la méthode directe des équations intégrales qui est basé sur l’ap-
proche de "Costabel" et "Wendland", qui a été développé dans [30, 34]. Une grande classe des
problèmes aux limites elliptiques extérieurs et intérieurs, en utilisant la solution fondamentale
correspondante, peut être réduite en équations intégrales sur la frontière du domaine.

Ces équations apparissent dans diverses applications telles que les problèmes aux limites
dans les acoustiques, l’élasticité, l’éléctromagnetiques aussi bien que dans la dynamique liquide
[51, 52] et leurs approximations d’élément de frontière sont utilisé dans beaucoup de calculs
correspondants de technologie.
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2.3.1 Formulation de problème

Nous considérons ici le problème potentiel linéaire
∆2u(x) = 0, x ∈ Ω
Mu(x) = f0(x), x ∈ Γ,
Nu(x) = g0(x), x ∈ Γ

(2.66)

où ∆2u représente le bi-Laplacien bidimensionnel. Γ dénote une courbe fermée simplement lisse
dans R2 qui est la frontière du domaine ouvert borné Ω ∈ R2, f0 et g0 sont des fonctions données
à valeurs réelles sur Γ c’est à dire ;

f0 : Γ −→ R, et g0 : Γ −→ R.

Pour réduire notre problème en équations intégrales sur la frontière Γ, on applique l’identité
de Green pour les fonctions biharmoniques u. Pour cette raison, on récrit ∆2u en terme de
facteur de Poisson ρ sous la forme

∆2u = ∂2

∂x2
1

(
∂2u

∂x2
1

+ ρ
∂2u

∂x2
2

)
+ 2(1− ρ) ∂2

∂x1x2

(
∂2u

∂x1x2

)
+ ∂2

∂x2
2

(
∂2u

∂x2
2

+ ρ
∂2u

∂x2
1

)
, (2.67)

tel que ρ est une constante réelle, et particulièrement dans l’application de la théorie d’élasticité
on a 0 ≤ ρ < 1. Pour u ∈ H2(Ω) on obtient que u |Γ∈ H3/2(Γ) et ∂u

∂n
|Γ∈ H1/2(Γ). Pour étudier

le problème (2.66), on a bien commencer par l’intégration par partie, on obtient alors la formule
de représentation suivante

∫
Ω

∆2u .v dx = a(u, v)−
∫

Γ

(
∂v

∂ny
Mu+ v Nu

)
dγy, ∀x ∈ Ω (2.68)

où la forme bilinéaire a(u, v) est définie par

a2(u, v) =
∫

Ω
ρ∆u ∆vdx+

∫
Ω

(1− ρ)
(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+ 2 ∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

)
dx; (2.69)

et M,N sont des opérateurs différentiels définis par

Mu := ρ∆u+ (1− ρ)((n(z).∇x)2u)|z=x,
Nu := −

{
∂
∂n

∆u+ (1− ρ) d
dr

((n(z).∇x)(t(z).∇x)u(x))
}
|z=x.

(2.70)

où la dérivée normale et tangentielle sont données par

∂

∂n
= n1

∂

∂x1
+ n2

∂

∂x2
,

et
∂

∂r
= n2

∂

∂x1
− n1

∂

∂x2
.
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Physiquement,Mu est le moment de flexion et Nu est la force transversale comprenant la force
de cisaillement et tordant le moment [28]. Alors

Mu := ρ∆u+ (1− ρ)
(
∂2u

∂x2
1
n2

1 + 2 ∂2u

∂x1x2
n1n2 + ∂2u

∂x2
2
n2

2

)
,

Nu := −
{
∂

∂n
∆u+ (1− ρ) d

ds

{(
∂2u

∂x2
1
− ∂2u

∂x2
2

)
n1n2 −

∂2u

∂x1x2
(n2

1 − n2
2)
}
.

On note que la forme bilinéaire (2.69) est bien définie pour des fonctions dans H2(Ω).

On remarque que si on considère (2.68), le choix de 4u et −∂n4u comme une condition
de Neumann qui correspond au facteur de Poisson ρ = 1. Ceci signifie que la condition de
compatibilité (2.80) doit être satisfaite pour toute fonction harmonique v. Et comme l’espace
des fonctions harmoniques dans Ω est de dimension infini, ceci ne ramène pas à un problème
aux limites régulier au sense de Agmon [7] .

2.3.2 Formulation Variationnelle

L’espace dans lequel on cherche la solution du problème (2.66) est l’espace

H2(Ω,∆2) := {u ∈ H2(Ω),∆2u = 0 dans Ω}

muni de la norme

‖u‖H2(Ω) =
(
‖u‖2

L2(Ω) + |u|2H2(Ω)

)1/2
, (2.71)

où

|u|2H2(Ω) :=
2∑

j,k=1
‖∂ju∂ku‖2

L2(Ω). (2.72)

On suppose que u ∈ H2(Ω,∆2) est la solution du problème (2.66) avec

(Mu|Γ = f0, Nu|Γ = g0) ∈ H3/2(Γ)×H1/2(Γ)

D’après la formule de Green on obtient la forme bilinéaire définie par (2.69) qui est une forme
bilinéaire continue et coercive sur l’espace quotient H2(Ω)/P1 tel que

P1 =
{
p ∈ H2(Ω), p = c1x1 + c2x2 + c3,∀c1, c2, c3 ∈ R

}
, (2.73)

est l’espace des Polynômes de degré 1 dans R2.

On sait que
‖u̇‖2

H2(Ω)/P1 := |u|2H2(Ω), (2.74)
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est une norme sur l’espace H2(Ω)/P1 équivalent à la norme

inf
p∈P1
‖u− p‖H2(Ω),

En effet, pour la continuité de a, on va montrer que

|a2(u, v)| ≤ α‖u‖2
H2(Ω)‖v‖2

H2(Ω). (2.75)

On a,

|a2(u, v)| = |
∫

Ω
ρ∆u∆v dx+

∫
Ω

(1− ρ)
2∑

i,j=1

(
∂2u

∂xixj

∂2v

∂xixj

)
dx| (2.76)

≤ |ρ|‖∆u‖2
L2(Ω)‖∆v‖2

L2(Ω) + |1− ρ||u|2H2(Ω)|v|2H2(Ω)

≤ |ρ|‖u‖2
H2(Ω)‖v‖2

H2(Ω) + |1− ρ|‖u‖2
H2(Ω)‖v‖2

H2(Ω)

≤ Cρ‖u‖2
H2(Ω)‖v‖2

H2(Ω),

tel que Cρ est une constante positive. D’où la continuité de a2 sur H2(Ω).
Pour la coercivité de a2, on va montrer que

|a2(v, v)| ≥ β‖v‖2
H2(Ω)/P1 . (2.77)

On considère P⊥1 un sous espace de H2(Ω), qui est l’espace orthogonal de P1, défini par

P
⊥
1 :=

{
q ∈ H2(Ω), 〈q, p〉L2(Ω) = 0, ∀p ∈ P1

}
(2.78)

donc pour u ∈ H2(Ω), alors u = q + p, tel que q ∈ P⊥1 et p ∈ P1.

D’autre part, pour v ∈ H2(Ω)/P1 on a,

a2(v, v) = ρ‖∆v‖2
L2(Ω) + (1− ρ)|v|2H2(Ω)

≥ (1− ρ)|v|2H2(Ω).

et d’après (2.74), on obtient

a2(v, v) ≥ (1− ρ)‖v‖2
H2(Ω)/P1 . (2.79)

Si on prend β = (1− ρ), alors la forme bilinéaire a2 est H2/P1 − elliptique.

Théorème 2.12. Le problème de Neumann (2.66) possède une seule solution faible dans H2(Ω)
si et seulement si (Mu,Nu) ∈ P⊥1 , c-à-d, avec la condition de compatibilité∫

Ω

(
Mu.

∂v

∂n
+ v.Nu

)
ds = 0, ∀v ∈ P1. (2.80)

Preuve. La preuve est déduite du théorème de Lax-Milgram (1.2.2).
�
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2.3.3 Système des équations intégrales

Afin de prouver l’existence d’une solution du problème (2.66) on transforme le problème en un
système des équations intégrales de premier espèce.
Maintenant, on commence par u ∈ H2(Ω,42) et on choisit v ∈ H2(Ω). Alors, la formule de
Green (2.68) est satisfaite et par dualité on a Mu ∈ H−1/2(Γ) et Nu ∈ H−3/2(Γ).

Si on prend v = E, avec E(x, y) la solution élémentaire associée au bi-laplacien donnée par

E(x, y) = 1
8π |x− y|

2 log |x− y|,

qui satifait
∆2
yE(x, y) = δ(y − x), dans D′(R2),

par application de la première formule de Green, on obtient donc la première formule de repré-
sentation

u(x) =
∫

Γ

(
∂E

∂ny
(y)Mu(y)− E(x, y)Nu(y)

)
dγy

−
∫

Γ

(
MyE(x, y)∂u

∂n
(y)−NyE(x, y)u(y)

)
dγy. (2.81)

On définit les potentiels de simple et de double couche respectivement par

V (Mu,Nu) =
∫

Γ

(
∂

∂ny
E(x, y)Mu(y)− E(x, y)Nu(y)

)
dγy. (2.82)

W

(
u,
∂u

∂n

)
=
∫

Γ

(
MyE(x, y)∂u

∂n
(y)−Ny E(x, y)u(y)

)
dγy. (2.83)

Alors, la formule de représentation (2.81) peut être écrite comme

u(x) = V (Mu(x), Nu(x))−W
(
u(x), ∂u

∂n
(x)
)
, x ∈ Ω. (2.84)

D’une manière analogue, on obtient la deuxième formule de représentation suivante

∂u
∂n

(x) =
∫

Γ

(
∂2E

∂nx∂ny
(y)Mu(y) + ∂E

∂nx
(x, y)Nu(y)

)
dγy

−
∫

Γ

(
∂

∂nx
MyE(x, y)∂u

∂n
(y) + ∂

∂nx
NyE(x, y)u(y)

)
dγy. (2.85)

qui peut être écrite sous la forme

∂u

∂n
(x) = ∂V

∂n
(Mu(x), Nu(x))− ∂W

∂n

(
u(x), ∂u

∂n
(x)
)
, x ∈ Ω. (2.86)
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D’après les opérateurs de simple et de double couche, quand un point de x ∈ Ω tend vers
un point de la frontière Γ dans les formules de représentations (2.81), (2.85), on peut construire
les équations intégrales associées au problème (2.66). Tout d’abord on a besoin de la définition
ci-dessus

Définition 2.13. Soit u ∈ C∞(Γ), on définit les opérateurs intégraux suivants, pour x ∈ Γ,
par

K11u(x) =
∫

Γ
NyE(x, y)u(y) dγy,

V12u(x) = −
∫

Γ
MyE(x, y)u(y) dγy,

V13u(x) =
∫

Γ

∂E

∂ny
(x, y)u(y) dγy,

V14u(x) =
∫

Γ
E(x, y)u(y) dγy,

1. Par passage à la limite dans la formule de représentation (2.81), quand x tend vers Γ, on
obtient la première êquation intégrale non linéaire suivante

u(x) =
∫

Γ

(
∂E

∂ny
(y)Mu(y) + E(x, y)Nu(y)

)
dγy + 1

2u(x)

−
∫

Γ

(
MyE(x, y)∂u

∂n
(y) +NyE(x, y)u(y)

)
dγy (2.87)

qui, en terme des opérateurs intégraux au bord collectés dans la définition (2.13), devient

(1
2I +K11)u(x)− V12

∂u

∂n
(x) = V14Nu(x) + V13Mu(x), x ∈ Γ (2.88)

qui peut être écrite, d’après la condition de frontière pour x ∈ Γ, comme

(1
2I +K11)u(x)− V12

∂u

∂n
(x) = V14g0(x) + V13f0(x), (2.89)

2. Par passage à la limite dans la formule de représentation (2.85), quand x tend vers Γ, on
obtient la deuxième équation intégrale non linéaire suivante qui devient,

−D21u(x) + (1
2I −K22)∂u

∂n
(x) = V24Nu(x) + V23Mu(x), (2.90)

qui peut être écrite, d’après la condition de frontière, comme

−D21u+ (x)(1
2I −K22)∂u

∂n
(x) = V24g0(x) + V23f0(x), (2.91)

où les opérateurs D21,K22,V23,V24 sont définis par

D21u(x) =
∫

Γ
∂
∂nx

NyE(x, y)u(y) dγy,
K22u(x) = −

∫
Γ NxE(x, y)u(y) dγy,

V23u(x) =
∫

Γ
∂2E

∂nx∂ny
(x, y)u(y) dγy,

V24u(x) =
∫

Γ
∂E
∂nx

(x, y)u(y) dγy,

(2.92)
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Finalement, on obtient le système des équations intégrales suivant : (1
2I +K11)u(x)− V12

∂u
∂n

(x) = V14Nu(x) + V13Mu(x),
−D21u(x) + (1

2I −K22)∂u
∂n

(x) = V24Nu(x) + V23Mu(x),
(2.93)

Si on note par (v, w, µ1, µ2)t =
(
u|Γ, ∂u∂n |Γ,Mu|Γ, Nu|Γ

)t
les données de Cauchy, on obtient

le système sous forme matricielle

 1
2I +K11 −V12

−D21
1
2I −K22



v

w

 =
 V14 V13

V24 V23



µ2

µ1

 , (2.94)

que l’on peut écrire
LU = V µ, sur Γ

tel que

L =
 1

2I +K11 −V12

−D21
1
2I −K22

 , V =
 V14 V13

V24 V23


et

U =
 v

w

 , µ =
 µ2

µ1

 .
Maintenant, D’après la condition de frontière, le système (2.94) peut être s’écrit comme

 (1
2I +K11)u(x)− V12

∂u
∂n

(x) = V14g0(x) + V13f0(x),
−D21u(x) + (1

2I −K22)∂u
∂n

(x) = V24g0(x) + V23f0(x),
(2.95)

qui peut être écrite sous la forme matricielle suivante

 1
2I +K11 −V12

−D21
1
2I −K22



v

w

 =
 V14 V13

V24 V23



g0

f0

 (2.96)

que l’on peut écrire comme
LU = V F 0, sur Γ (2.97)

tel que

F 0 =
 g0

f0

 .
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2.3.4 Existence Et Unicité

Propriétés des opérateurs intégraux au bord

a. Les opérateurs de simple et de double couches V et W sont des opérateurs continus
tels que :

V : H−1/2(Γ)×H−3/2(Γ) −→ H2(Ω)
W : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H2(Ω)

b. Les opérateurs intégraux au bord suivants, tel que

1) K11 : H3/2(Γ) −→ H3/2(Γ), V13 : H−1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)
V12 : H1/2(Γ) −→ H3/2(Γ), V14 : H−3/2(Γ) −→ H3/2(Γ)

2) D21 : H3/2(Γ) −→ H1/2(Γ), V23 : H−1/2(Γ) −→ H1/2(Γ)
K22 : H1/2(Γ) −→ H1/2(Γ), V24 : H−3/2(Γ) −→ H1/2(Γ),

sont continus. De plus, Kii, i = 1, 2 sont compacts d’après le théorème des injections
de Rellich [91].

Lemme 2.14. [22, 45, 59] Les opérateurs définis par

K11 : Hs(Γ) −→ Hs(Γ), V13 : Hs(Γ) −→ Hs+3(Γ)
V12 : Hs(Γ) −→ Hs+1(Γ), V14 : Hs(Γ) −→ Hs+3(Γ)

et
D21 : Hs(Γ) −→ Hs−1(Γ), V23 : Hs(Γ) −→ Hs+1(Γ)
K22 : Hs(Γ) −→ Hs(Γ), V24 : Hs(Γ) −→ Hs+3(Γ)

sont continus.

Solvabilité du système linéaire des équations intégrales

On remarque que si v, w, µ1, µ2 satisfont (2.97) alors, après avoir définiMu,Nu sur Γ dans
(2.66), le système des formules de représentations (2.81) et (2.85) donne une solution pour
le problème (2.66) qui est l’unique solution d’après le théorème (2.12). Pour cette raison
on a besoin d’étudier la solvabilité du système des équations intégrales (2.97).

Pour cela, on introduit les opérateurs matriciels

L : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ),

V : H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ).

Alors on a les théorèmes suivants
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Théorème 2.15. Les opérateurs

L : Hs(Γ)×Hs−1(Γ) −→ Hs(Γ)×Hs−1(Γ), (2.98)

V : Hs−3(Γ)×Hs−2(Γ) −→ Hs(Γ)×Hs−1(Γ) (2.99)

sont continus.

Preuve. Les opérateurs L et V sont continus comme conséquence du lemme (2.14). �

Théorème 2.16. (Inégalité de Guårding)

a) Il existe un opérateur compact TL : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ) tel que

〈Lν, ν〉 ≥ c‖ν‖2
H3/2(Γ)×H1/2(Γ) − 〈TLν, ν〉, (2.100)

∀ν ∈ H3/2(Γ)×H1/2(Γ).

b) Il existe un opérateur compact TV : H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ) tel que

〈V µ, µ〉 ≥ c‖µ‖2
H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) − 〈TV µ, µ〉, (2.101)

∀µ ∈ H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ).

Ce théorème affirme que les opérateurs matriciels de simple et de double couche V et L
sont fortement elliptiques ce qui implique que l’alternative de Fredholm s’applique, donc
l’unicité implique l’existence d’une solution.

Théorème 2.17. [47] Soit U0 = (v0, w0)t ∈ H3/2(Γ) × H1/2(Γ) l’unique solution du
système homogène

LU0 = 0. (2.102)

Alors U0 = 0.

Théorème 2.18. [31] L’opérateur matriciel du potentiel de double couche

L : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ) (2.103)

est bijectif.

Preuve. le résultat est déduite d’après les théorèmes (2.16) et (2.17). �

Lemme 2.19. Le système des équations intégrales (2.97) associé au problème de Neum-
man (2.66) a une solution unique U ∈ H3/2(Γ)×H1/2(Γ).

Preuve. la preuve découle directement du théorème (2.18). �



Chapitre

3

Problème du Laplacien avec une
condition intégrale non linéaire au
bord

3.1 Introduction

Pour le problème de Laplace, la condition la plus simple qu’on peut imposer est la condi-
tion de frontière de Dirichlet. Le problème de Dirichlet pour l’équation de la Laplace peut
être résolu facilement en utilisant l’équation integrale de frontière [45].

Si la dérivée normale ∂u
∂n

est indiquée en tout point de la frontière (c-à-d, la condition de
Neumann) avec la condition de compatibilité

∫
Γ
∂u
∂n

ds = 0, alors donner la valeur de u en
un point sur Γ permet d’obtenir une solution unique [45].

Ici, on impose des conditions de frontière plus générales, à savoir l’équation intégrale non
linéaire de type Urysohn ([50] ; [60]) pour le premier problème et une condition intégrale
non linéaire oblique pour le deuxième problème.

Beaucoup d’attention a été prêtée à la résolution des problèmes aux limite pour les opéra-
teurs aux dérivées partielles avec des conditions de frontière non linéaires par la méthode
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d’équations intégrales, dans différentes directions (voir par example, K. E. Atkinson [12],
[13] , Ruotssalainen et Wendland [81]).

Les problèmes impliquant des non linéarités forment une base des modèles mathématiques
de divers phénomènes et processus équilibrés en mécanique et en physique. En particu-
lier, le transfert de la chaleur équilibré. En outre quelques problèmes électromagnétiques
contiennent des non-linéarités dans les conditions de frontière, par exemple les problèmes,
où la conductivité électrique de la frontière est variable [17]. D’autres applications sur-
gissent dans le rayonnement thermique et le transfert de la chaleur [22], [17].

3.2 Problème du Laplacien avec une condition
intégrale non linéaire au bord.

3.2.1 Formulation de problème

Ici, on cherche la solution de l’équation de Laplace avec des conditions non linéaires de
la forme  ∆u(x) = 0, in Ω

∂u
∂n

(x) +
∫
ΓK(x, y, u(y))dγy = f(x), sur Γ.

(3.1)

On rappelle que l’opérateur intégral non linéaire de frontière défini par

A(x, u(x)) =
∫

Γ
K(x, y, u(y))dγy, x ∈ Γ (3.2)

est l’opérateur intégral non linéaire de type Urysohn.

Dans le problème (3.1), on suppose que Ω est une region ouverte bornée dans R2 avec
une frontière lisse ∂Ω = Γ, et

f : Γ −→ R, K : Γ× Γ×R −→ R

sont des fonctions à valeurs réels.

3.2.2 Formule représentative et équation intégrale

Tout d’abord, on considère quelques opérateurs intégraux standard de frontière. Pour
x ∈ Ω, le poteniel de simple couche est defini par

SΩu(x) := −
∫

Γ
E(x, y)u(y) dγy,

et le poteniel de double couche comme

DΩu(x) :=
∫

Γ

∂

∂n
E(x, y)u(y) dγy.
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Formule représentative

En utilisant l’identité de Green pour les fonctions harmoniques

u(x) =
∫

Γ

∂

∂ny
E(x, y)u(y) dγy −

∫
Γ

∂u

∂ny
(y)E(x, y) dγy, x ∈ Ω. (3.3)

La formule de représentation (3.3) peut être maintenant écrite, en termes des potentiels
de simple et de double couche, comme

u(x) = DΩu(x) + SΩ
∂u

∂n
(x), for x ∈ Ω. (3.4)

Equation intégrale

Soit x tendant vers un point sur la frontière Γ et avec la continuité du potentiel de simple
couche SΩ et les relations de saut du potentiel de double couche DΩ, on peut écrire
l’équation intégrale sur la frontière Γ comme

u(x)−Du(x) = S

(
∂u

∂n

)
(x), x ∈ Γ (3.5)

où, pour x ∈ Γ,

Sµ(x) = −2
∫

Γ
E(x, y)µ(y) dγy,

et
Dν(x) = 2

∫
Γ

∂

∂n
E(x, y)ν(y) dγy.

Clairement, si u ∈ H1(Ω) est la solution de (3.1), alors les données de Cauchy u|Γ et ∂u
∂n
|Γ

satisfont l’équation intégrale (3.5). D’après la condition de frontière

∂u

∂n
(x) = −A(x, u(x)) + f(x), (3.6)

on obtient l’équation intégrale

(I −D)(x) + SA(x, u(x)) = Sf(x), x ∈ Γ. (3.7)

Réciproquement, si u|Γ résout (3.7), alors la solution de (3.1) peut être donnée par la
formule de représentation (3.3) et satisfait (3.6) d’après (3.7).

3.2.3 Existence et unicité

Solvabilité de l’équation intégrale non linéaire

Pour étudier la solvabilitée de l’équation intégrale non linéaire (3.7), on introduit quelques
hypothèses.
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(H1) diam(Ω) < 1.
(H2) Le noyau K(., ., .) de l’opérateur d’Urysohn est une fonction de Carathéodory [60].
(H3) ∂

∂u
K(x, y, u) est measurable et satisfait

0 < a ≤ ∂

∂u
K(x, y, u) ≤ b <∞,

pour quelques constantes a, b.
Remarque 3.1.a) L’opérateur S peut avoir des fonctions propres [45], alors (H1) assure
que l’opérateur intégrale

S : Hs(Γ) −→ Hs+1(Γ)

est un isomorphisme pour tout s ∈ R et

〈Sµ, µ〉 ≥ c‖µ‖2
H−1/2 ,

pour tout µ ∈ H−1/2 avec c > 0, [45].
b) Le noyau K(., ., .) est une fonction de Carathéodory , c-à-d,. K(.,.,u) est measurable pour

tout u ∈ R et K(x, y, .) est continue pour tout x, y ∈ Γ.
c) L’hypothèse (H3) implique que l’opérateur de Nemytskii

A : L2(Γ) −→ L2(Γ)

est Lipschitz continu et fortement monotone tel que

〈Au−Av, u− v〉 ≥ a mes(Γ)‖u− v‖2
0, (3.8)

pour tout u, v ∈ L2(Γ).
Théorème 3.2. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) satisfont. Alors, pour
tout f ∈ H−1/2 l’équation intégrale non linéaire de frontière (3.7) a une solution unique
dans H1/2(Γ).

Preuve. La preuve est garantié par le théorème de Browder et Minty sur les opérateurs
monotones [81], [89].
Quand l’opérateur du potentiel de simple couche sur Γ

S : H−1/2(Γ) −→ H1/2(Γ)

est un isomorphisme il suffit de considérer l’unique solvabilité de l’équation

Bu(x) := S−1(I −D)u(x) +A(x, u(x)) = f(x), x ∈ Γ. (3.9)

On doit prouver que l’opérateur

B : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) (3.10)

est continu et fortement monotone.
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i) Premièrement, on va montrer que l’opérateur B est continu :
Il est clair de la propriété de continuité des opérateurs de simple et de double couche,
que

S−1(I −D) : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ)

est continu. Et d’aprés (H3)

A : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ)

est continu. Par conséquence, l’opérateur intégral (3.10) est continu.
ii) Deuxièmement, on va montrer que l’opérateur B est fortement monotone.
La fonction µ ∈ H−1/2(Γ) définie par

µ(x) := S−1(I −D)u(x)

pour tout u(x) ∈ H1/2(Γ), est la dérivée normale de la fonction harmonique

ν(x) =
∫

Γ

∂

∂ny
E(x, y)u(y) dγy −

∫
Γ
µ(y)E(x, y) dγy,

pour x ∈ Ω. Ceci signifie que ν satisfait le problème ∆ν(x) = 0, x ∈ Ω
ν(x) = u(x), x ∈ Γ.

(3.11)

Alors le théorème de Green implique

〈S−1(I −D)u, u〉 =
∫

Γ
µu ds =

∫
Γ

∂ν

∂n
u ds =

∫
Γ

∂ν

∂n
ν ds =

∫
Ω

(∇ν)2 dx.

par conséquence, pour tout u, v ∈ H1/2(Γ)

〈S−1(I −D)(u− v), u− v〉 =
∫

Ω
(∇(ν1 − ν2))2 dx = |ν1 − ν2|2H1(Ω) (3.12)

où (ν1− ν2) dénote la fonction harmonique correspondante aux données de Cauchy u− v
et S−1(I −D)(u− v).

D’autre part, on note qu’il existe (η1 − η2) ∈ H−1/2(Γ), tel que

S(η1 − η2) = u− v,

sur Γ, [67]. En conséquence pour tout x ∈ Ω, on a

SΩ(η1 − η2) = ν1 − ν2

le potentiel de simple couche

SΩ : Hs(Γ) −→ Hs+3/2(Ω)
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est continu, pour tout s ∈ R [67]. Pour s = −3
2 on obtient

‖ν1 − ν2‖L2(Ω) ≤ c1‖η1 − η2‖H−3/2(Γ)

≤ c2‖u− v‖H−1/2(Γ)

≤ c3‖u− v‖0,

avec c1, c2 et c3 des constantes positives.
Par conséquence on a

‖u− v‖0 ≥
1
c3
‖ν1 − ν2‖L2(Ω). (3.13)

Alors avec (3.9) and (3.10) on obtient

〈Bu− Bv, u− v〉 = 〈S−1(I −D)(u− v), u− v〉+ 〈Au−Av, u− v〉
= |ν1 − ν2|2H1(Ω) + 〈Au−Av, u− v〉

et avec (3.8) on obtient l’inégalité

〈Bu− Bv, u− v〉 ≥ |ν1 − ν2|2H1(Ω) + a mes(Γ)‖u− v‖2
0

et d’après (3.12) on a

〈Bu− Bv, u− v〉 ≥ |ν1 − ν2|2H1(Ω) + a mes(Γ)
c2

3
‖ν1 − ν2‖2

L2(Ω)

≥ min
{

1, a mes(Γ)
c2

3

}(
|ν1 − ν2|2H1(Ω) + ‖ν1 − ν2‖2

L2(Ω)

)
≥ min

{
1, a mes(Γ)

c2
3

}
‖ν1 − ν2‖2

H1(Ω)

≥ c4‖u− v‖2
H1/2(Γ),

d’après le théorème de trace [5], [67]. Ce qui complète la preuve. �

Régularité de la solution

Maintenant, on prouve la régularité de la solution de l’équation intégrale non linéaire
(3.7).

Théorème 3.3. Pour tout Sf ∈ Hs(Γ), 1
2 ≤ s ≤ 2, l’unique solution de l’équation

intégrale non linéaire (3.7) est dans l’espace Hs(Γ).

Dans la preuve de ce théorème on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4. Pour tout u ∈ Hs(Γ), 0 ≤ s ≤ 1, on a A(u) ∈ Hs(Γ) et l’opérateur
A : Hs(Γ) −→ Hs(Γ) est borné.
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Preuve. Pour s = 0, u ∈ H0(Γ) := L2(Γ), a été déjà prouvé.
pour s = 1, u ∈ H1(Γ), u est une fonction absolument continue. D’après l’hypothèse (H3)
la fonction Au(x) est Lipschitz continue. Par conséquence Au(x) est aussi une fonction
absolument continue.
Il reste de prouver le cas où 0 < s < 1, Par l’hypothèse (H3) et D’après la définition de
l’espace de Sobolev, on a∫

Γ

∫
Γ

|A(u)(x)−A(u)(y)|2
|x− y|1+2t dγx dγy ≤ b2(mes(Γ))2‖u‖2

Hs(Γ). (3.14)

Ce qui complète la preuve du lemme (3.4). �

Preuve. du théorème (3.3)
Soit Sf ∈ Hs(Γ), 1

2 ≤ s ≤ 3
2 , donné. Par le Théorème (3.2), il existe unique solution

u ∈ H1/2(Γ) de l’équation intégrale non linéaire

(I −D)u+ SAu = Sf.

Le lemme (3.4) assure que
Sf − SAu ∈ Hs(Γ)

donc
(I −D)u ∈ Hs(Γ).

Ceci implique, avec les propriétés de Fredholm de l’opérateur du potentiel de double
couche, que u ∈ Hs(Γ), 1

2 ≤ s ≤ 3
2 . �

Exemple 3.5. Ici on va donner un exemple pour illustrer les résultats théoriques.
On considère le problème harmonique ∆u(x) = 0, Dans Ω

∂u
∂n

(x) +
∫

Γ(2u(y) + sin u(y)) dγy = f(x), x ∈ Γ.
(3.15)

où l’équation intégrale non linéaire de type Urysohn est définie par

Au(x) =
∫

Γ
(2u(y) + sin u(y)) dγy, x ∈ Γ

et le domaine est
Ω = {x = (x1, x2) ;x2

1 + x2
2 < r2 < 1/4}

Clairement, la non linéairité satisfait les hypothèses (H1), (H2) et (H3) tel que

diam(Ω) = 2r < 1

.
Le noyau (2u(y)+sin u(y)) de l’équation intégrale non linéaire d’Urysohn est une fonction
Carathéodory. Et

∂K(x, y, u)
∂u

= 2 + cosu(y)
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est measurable satisfaisant

1 ≤ ∂((2u(y) + sin u(y)))
∂u

≤ 3 <∞.

qui implique que l’opérateur de Nemytskii

A : L2(Γ) −→ L2(Γ)

est Lipschitz continu et fortement monotone tel que

2πr‖u− v‖2
0 ≤ 〈Au−Av, u− v〉 ≤ 6πr‖u− v‖2

0

por tout u, v ∈ L2(Γ).

3.3 Problème du Laplacien avec une condition
oblique non linéaire au bord.

3.3.1 Formulation de problème

Ici, nous cherchons la solution de l’équation harmonique avec des conditions non linéaires
de la forme  ∆u(x) = 0, in Ω

∂u
∂n

(x) + ∂u
∂r

(x) +
∫

ΓK(x, y, u(y))dγy = g(x), sur Γ,
(3.16)

Dans le problème (3.16), on suppose que Ω est une région ouverte bornée dans R2 avec
une frontière ∂Ω = Γ, et

g : Γ −→ R, K : Γ× Γ×R −→ R

sont des fonctions données à valeurs réels.

3.3.2 Formules représentatives et équations intégrales

Formules représentatives

En appliquant la même procédure comme dans la section (3.2.2), on obtient les formules
de représentations

u(x) =
∫

Γ

∂E

∂ny
(x, y)u(y) dγy −

∫
Γ

∂u

∂ny
(y)E(x, y) dγy, (3.17)

pour x ∈ Ω. Cette formule peut être maintenant écrite, en termes de potentiel de simple
et de double couche, comme

u(x) = DΩu(x) + SΩ
∂u

∂n
(x), pour x ∈ Ω (3.18)
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Equation intégrale

Soit x tendant vers un point sur la frontière Γ. Avec la continuité du potentiel de simple
couche SΩ et les relations de saut du potentiel de double couche DΩ, nous obtenons
l’équations intégrale

u(x)−Du(x) = S

(
∂u

∂n

)
(x), sur Γ (3.19)

en termes des opérateurs intégraux au bord S, D.

Clairement, si u ∈ H1(Ω) est la solution de (3.16), alors les données de Cauchy (µ1, µ2) =
(u|Γ, ∂u∂n |Γ) satisfont l’équation intégrale (3.19). D’après la condition de frontière,

∂u

∂n
(x) = ∂u

∂r
(x)−A(x, u(x)) + g(x), sur Γ, (3.20)

on obtient l’équation intégrale

u(x)−Du(x) = −S
(
∂u

∂r

)
(x)− S(A(x, u(x))) + Sg(x), x ∈ Γ, (3.21)

qui peut être écrite comme

(I −D)u(x) + S(∂u
∂r

)(x) + S(A(x, u(x))) = Sg(x), x ∈ Γ (3.22)

où l’opérateur A est défini par (3.2).

D’autre part, nous avons que

S

(
∂u

∂r

)
(x) := −2

∫
Γ
E(x, y)∂u

∂r
(y) dγy (3.23)

et comme,

0 = −2
∫

Γ

∂

∂r
{u(y)E(x, y)} dγy

= −2
∫

Γ

∂u

∂r
(y)E(x, y) dγy − 2

∫
Γ

∂

∂r
E(x, y)u(y) dγy, (3.24)

alors nous avons que

S

(
∂u

∂r

)
(x) = D′u(x) := 2

∫
Γ

∂

∂r
E(x, y)u(y) dγy (3.25)

donc l’équation (3.22) peut être écrite comme

(I −D +D′)u(x) + SA(x, u(x)) = Sg(x), sur Γ. (3.26)



66
CHAPITRE 3. PROBLÈME DU LAPLACIEN AVEC UNE CONDITION INTÉGRALE NON

LINÉAIRE AU BORD

3.3.3 Existence et unicité

Solvabilité de l’équation intégrale non linéaire

Pour étudier la solvabilité de l’équation intégrale non linéaire (3.22), on impose les mêmes
hypothèses comme pour le problème précédent, c’est à dire H1,H2 et H3.
Théorème 3.6. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) satisfont. Alors, pour
tout g ∈ H−1/2 l’équation intégrale non linéaire de frontière (3.22) a une solution unique
dans H1/2(Γ).

Preuve. Pour la preuve, nous avons suivis la même procédure comme dans la preuve
du théorème (3.3). L’opérateur du potentiel de simple couche sur Γ

S : H−1/2(Γ) −→ H1/2(Γ)

est un isomorphisme pour tout s ∈ R et pour tout µ ∈ H−1/2(Γ) on a

(Sµ, µ) ≥ c‖µ‖2
H−1/2(Γ)

avec c > 0. Donc il suffit de considérer l’unique solvabilité de l’équation

Gu(x) := S−1(I −D +D′)u(x) +A(x, u(x)) = g(x), x ∈ Γ. (3.27)

Nous devons prouver que l’opérateur

G : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) (3.28)

est continu et fortement monotone.
i) Premièrement, on va montrer que l’opérateur G est continu :

Il est clair, en vue les propriétés de continuité des opérateurs de simple et de double
couche, que

S−1(I −D +D′) : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ)

est continu. Et d’après l’hypothèse (H3) on obtient que

A : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ)

est continu. Par conséquence, l’opérateur intégral (3.28) est continu.
ii) Deuxièmement, on va montrer que l’opérateur G est fortement monotone.
Soit µ ∈ H−1/2(Γ)×H−3/2(Γ) définé par

µ(x) := S−1(I −D +D′)u(x)

La fonction u(x) ∈ H1/2(Γ), est la dérivée normale du fonction harmonique

ν(x) =
∫

Γ

∂

∂ny
E(x, y)u(y) dγy −

∫
Γ
µ(y)E(x, y) dγy
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pour x ∈ Ω, ceci signifie que ν satisfait le problème ∆ν(x) = 0, x ∈ Ω
ν(x) = u(x), x ∈ Γ.

(3.29)

Alors le théorème de Green implique

〈S−1(I −D +D′)u, u〉 =
∫

Γ
µu ds =

∫
Γ

∂ν

∂n
u ds =

∫
Γ

∂ν

∂n
ν ds =

∫
Ω

(∇ν)2 dx.

par conséquence, pour tout u, v ∈ H1/2(Γ)

〈S−1(I −D +D′)(u− v), u− v〉 =
∫

Ω
(∇(ν1 − ν2))2 dx = |ν1 − ν2|2H1(Ω) (3.30)

où (ν1− ν2) dénote la fonction harmonique correspondante aux données de Cauchy u− v
et S−1(I −D +D′)(u− v).

D’autre part, d’après (3.27) et (3.8) nous obtenons

〈Gu− Gv, u− v〉 = 〈S−1(I −D +D′)(u− v), u− v〉+ 〈Au−Av, u− v〉
= |ν1 − ν2|2H1(Ω) + 〈Au−Av, u− v〉

et avec (3.25) on obtient l’inégualité

〈Gu− Gv, u− v〉 ≥ |ν1 − ν2|2H1(Ω) + a mes(Γ)‖u− v‖2
0

et d’après (3.27) on a

〈Gu− Gv, u− v〉 ≥ |ν1 − ν2|2H1(Ω) + a mes(Γ)
c2

3
‖ν1 − ν2‖2

L2(Ω)

≥ min
{

1, a mes(Γ)
c2

3

}(
|ν1 − ν2|2H1(Ω) + ‖ν1 − ν2‖2

L2(Ω)

)
≥ min

{
1, a mes(Γ)

c2
3

}
‖ν1 − ν2‖2

H1(Ω)

≥ c4‖u− v‖2
H1/2(Γ),

d’après le théorème de trace [5], [45]. Ce qui complète la preuve. �





Chapitre

4

Problème du Bi-Laplacien avec une
condition intégrale non linéaire au
bord

4.1 Introduction

Les problèmes concernant des non linéairités forment une base des modèles mathématiques
de défférents phénomènes et processus dans la méchanique et la physique appliquées.

Dans les travaux [84] et [81], des conditions non linéaires au bord pour l’équation de
Laplace sont considérées. Utilisant la méthode des équations intégrales de frontière le
problème est traduit en une équation intégrale non linéaire pour les données inconnues
du frontière. Pour étudier la solvabilité de l’équation non linéaire les auteurs donnent
quelques hypothèses sur la partie non linéaire.

Le but de ce chapitre est de voir la possibilité de prolonger l’approche dans [84] et [81]
pour l’équation harmonique à l’équation biharmonique.

Les équations bi-harmoniques forment une classe importante des équations dans la phy-
sique et science de l’ingénieur. Beaucoup de problèmes dans l’élasticité peuvent être
aussi formulés en terme d’équation bi-harmonique où les quantités fondamentales phy-
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siques telles que les équations de déplacement et de trace, toutes satisfont l’équation
bi-harmonique. Elles ont des activités extensives de recherche sur le bi-harmonique dans
la théorie et la pratique (voir, par exemple, [47], [26]).

4.2 Formulation de problème

Dans ce travail, nous nous intéréssons à la solution de l’équation Bi-harmonique avec une
condition intégrale non linéaire. Nous considérons ici le problème potentiel non linéaire

∆2u(x) = 0, x ∈ Ω,
∆u(x) = −

∫
ΓK1

(
x, u(y), ∂u

∂n
(y)
)

dsy + f(x), sur Γ,
−∂n∆u(x) = −

∫
ΓK2

(
x, u(y), ∂u

∂n
(y)
)

dsy + g(x), x ∈ Γ.
(4.1)

Les fonctions f ∈ H−1/2(Γ) et g ∈ H−3/2(Γ) sont données et définies sur la frontière Γ.
L’opérateur ∆2 est défini ici par (2.67) pour ρ = 1 c’est à dire ;

∆2u(x) = ∂2

∂x2
1

(
∂2u

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
2

)
+ ∂2

∂x2
2

(
∂2u

∂x2
2

+ ∂2u

∂x2
1

)
(4.2)

Physiquement, ∆u est le moment de flexion et −∂n∆u est la force transversale constituée
de la force de cisaillement et la force de torsion. Pour u ∈ H2(Ω) nous avons que u|Γ ∈
H

3
2 (Γ) et ∂u|Γ ∈ H

1
2 (Γ). Dans (4.1) nous supposons que Ω est un domaine ouvert borné

dans R2 avec une frontière régulière ∂Ω = Γ, et

f : Γ −→ R, K1 : Γ×R×R −→ R,
g : Γ −→ R, K2 : Γ×R×R −→ R,

sont des fonctions données à valeurs réelles avec certains hypothèses précises sur
Ki, i = 1, 2 que nous allons indiquer dans la suite. On note par

A1

(
x, u(x), ∂u

∂n
(x)
)

=
∫

Γ
K1

(
x, u(x), ∂u

∂n
(x)
)

dγy, x ∈ Γ,

A2

(
x, u(x), ∂u

∂n
(x)
)

=
∫

Γ
K2

(
x, u(x), ∂u

∂n
(x)
)

dγy, x ∈ Γ, (4.3)

les opérateurs intégraux non linéaires d’Uryson.

Maintenant, l’intégration par partie conduit à la première formule de Green sous forme∫
Ω

∆2u .v dx = a(u, v)−
∫

Γ

(
∂v

∂ny
∆u− v ∂n∆u

)
dγy. (4.4)

où la forme bilinéaire a(u, v) est définie par

a(u, v) =
∫

Ω
∆u∆vdx. (4.5)
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Nous notons que la forme bilinéaire a(., .) est bien définie pour des fonctions dans H2(Ω).
Maintenant soit u ∈ H2(Ω,∆2) où

H2(Ω,∆2) = {u ∈ H2(Ω); ∆2u ∈ H̃−2(Ω)}

avec H̃−2(Ω) denote l’espace dual de l’espace H2(Ω) et on choisit v ∈ H2(Ω). Alors la for-
mule de Green (4.5) est satisfaite et par l’argument de dualité on trouve que ∆u ∈ H− 1

2 (Γ)
et −∂n∆u ∈ H− 3

2 (Γ).

Par la méthode des équations intégrales, nous formulons un système des équations inté-
grales non linéaires sur la frontière Γ du domaine Ω. Sous quelques hypothèses sur les
noyaux Ki(x, u, ∂nu) des équations intégrales non linéaires nous prouvons l’existence et
l’unicité de la solution.

4.3 Méthode des équations intégrales de frontière

Pour reformuler le problème (4.1) en un système des équations intégrales non linéaires,
nous commençons avec la représentation de Green de la solution faible dans H2(Ω)

u(x) = V (∆u(x),−∂n∆u(x))−W
(
u(x), ∂u

∂n
(x)
)
, x ∈ Ω, (4.6)

en termes de potentiel de simple et de double couche [21], et [47]. Ici

V : H−1/2(Γ)×H−3/2(Γ) −→ H2(Ω), et W : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H2(Ω)

sont des opérateurs continus et définis par

V (∆u,−∂n∆u) (x) =
∫

Γ

(
E(x, y)∂n∆u(y) + ∂

∂ny
E(x, y)∆u(y)

)
dγy. (4.7)

W (u, ∂nu) (x) =
∫

Γ

(
∆yE(x, y)∂u

∂n
(y)− ∂

∂ny
E(x, y)∆u(y)

)
dγy. (4.8)

où
E(x, y) = 1

8π |x− y|
2 log |x− y|,

est la solution fondamentale de l’équation biharmonique.

Pour x ∈ Γ la procedure standard dans la théorie de potentiel implique les relations de
saut ; nous obtenons donc les équations intégrales suivantes sur Γ, (voir [21], et [47])

u(x) =
∫

Γ

(
E(x, y)

(
−∂u
∂n

(y)
)

+ ∂E

∂ny
(x, y)∆u(y)

)
dγy + 1

2u(x)

−
∫

Γ

(
∆yE(x, y)∂u

∂n
(y) + (−∂ny∆E(x, y)u(y)

)
dγy. (4.9)
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∂u
∂n

(x) =
∫

Γ

(
∂E

∂nx
(x, y)(−∂n∆u(y) + ∂2E

∂nx∂ny
(x, y)∆u(y)

)
dγy

−
∫

Γ

(
∂

∂nx
∆yE(x, y)∂u

∂n
(y) + ∂

∂nx
(−∂ny∆)E(x, y)u(y)

)
dγy. (4.10)

Dans ce cas, pour construire les équations intégrales, nous avons besoin de définir les
opérateurs sur la frontière.

Définition 4.1. Soit u ∈ C∞(Γ), on définit les opérateurs intégraux suivants, pour x ∈ Γ,
par

K11u(x) =
∫

Γ
∂y∆E(x, y)u(y) dγy,

V12
∂u

∂n
(x) = −

∫
Γ

∆yE(x, y)∂u
∂n

(y) dγy,

V13∆u(x) =
∫

Γ

∂E

∂ny
(x, y)∆u(y) dγy,

V14(−∆y)u(x) =
∫

Γ
E(x, y)(−∆y)u(y) dγy,

D21u(x) =
∫

Γ

∂

∂nx
(−∂n∆y)E(x, y)u(y) dγy,

K22
∂u

∂n
(x) = ∂nV12

∂u

∂n
(y) = −

∫
Γ
(−∂nx∆)E(x, y)∂u

∂n
(y) dγy,

V23u(x) = ∂nV13∆u(x) =
∫

Γ

∂2E

∂nx∂ny
(x, y)∆u(y) dγy,

V24u(x) = ∂nV14(−∂n∆)u(x) =
∫

Γ

∂E

∂nx
(x, y)(−∂n∆)u(y) dγy,

Les propriétés des opérateurs intégraux dans la définition (4.1) sont collectés dans le
lemme suivant.

Lemme 4.2. (Voir [14], [21], [47] et [91]) Les opérateurs définis par :

K11 : Hs(Γ) −→ Hs(Γ), D21 : Hs(Γ) −→ Hs−1(Γ)
V12 : Hs(Γ) −→ Hs+1(Γ), V13 : Hs(Γ) −→ Hs+3(Γ)

V14 : Hs(Γ) −→ Hs+3(Γ), V23 : Hs(Γ) −→ Hs+1(Γ)
V24 : Hs(Γ) −→ Hs+3(Γ), V22 : Hs(Γ) −→ Hs(Γ)

sont continus.

Pour réduire le problème (4.1) en équation intégrale sur la frontière Γ, nous considérons
u ∈ H2(Ω,∆) satisfaisant la condition de frontière du problème (4.1).
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Si on introduit dans le système (4.9), (4.10) les fonctions données et les fonctions inconnues
sur Γ on a :  u(x) = v(x) (fonction inconnue)

∂nu(x) = w(x) (fonction inconnue)
, x ∈ Γ, (4.11)

et  ∆u(x) = A1(x, u(x), ∂nu(x)) + f(x)
∂n∆u(x) = A2(x, u(x), ∂nu(x)) + g(x)

, x ∈ Γ, (4.12)

les équations (4.9) et (4.10) peuvent être s’écrites comme

(I +K11)v − V12w + V14A2 (x, v, w) + V13A1 (x, v, w) = V14g + V13f,

−D21v + (1
2I −K22)w + V24A2 (x, v, w) + V23A1 (x, v, w) = V24g + V23f, (4.13)

Ce système des équations intégrales peut être écrit sous la forme matricielle suivante

 1
2I +K11 −V12

−D21
1
2I −K22



v(x)

w(x)

 +
 V14 V13

V24 V23



A2(x, v, w)

A1(x, v, w)



=
 V14 V13

V24 V23



g(x)

f(x)

 (4.14)

que l’on peut s’écrire comme

L(U) + V (AU) = V (F ), sur Γ (4.15)

où

L =
 1

2I +K11 −V12

−D21
1
2I −K22

 , V =
 V14 V13

V24 V23

 , A =
 A2(x, v, w)
A1(x, v, w)


U =

 v

w

 et F =
 g

f

 .
4.4 Solvabilité du système non linéaire des
équations intégrales

Pour étudier la solvabilité de l’équation non linéaire (4.15), nous donnons quelques hypo-
thèses ici.
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Hypothèses

H1) Les noyaux des opérateurs d’Urysohn A1 et A2 c’est à dire K1(., ., .) et K2(., ., .),
sont des fonctions de carathéodory.

H2) Nous supposons que pour x ∈ Γ,

K1(x, ., .) : R×R −→ R, K2(x, ., .) : R×R −→ R

sont différentiables et les dérivées sont bornées, vérifient

0 < a ≤ ∂K1

∂v
≤ l1 < +∞,

∣∣∣∣∣∂K1

∂w

∣∣∣∣∣ ≤ b

0 < a ≤ ∂K2

∂w
≤ l2 < +∞,

∣∣∣∣∣∂K2

∂v

∣∣∣∣∣ ≤ b.

avec a, b et li, i = 1, 2 des constantes telles que a > b.
Remarque 4.3. a. Les fonctions K1(., ., .) et K2(., ., .) sont des fonctions de Carathéo-
dory, c-à-d., K1(., v, w) et K2(., v, w) sont measurables pour tout v, w ∈ R et K1(x, ., .) et
K2(x, ., .) sont continues pour tout x ∈ Γ.
b. L’hypothèse H2 implique que l’opérateur matriciel de Nemytskii

A : L2(Γ)× L2(Γ) −→ L2(Γ)× L2(Γ)

est Lipschitz continu et fortement monotone.

– D’après le théorème de la valeur moyenne de Lagrange, il existe ζ1, ζ2 tels que

K1(v, w)−K1(v′, w′) = K1(v, w)−K1(v′, w) +K1(v′, w)−K1(v′, w′)

= ∂K1 (ζ1, w)
∂v

(v − v′) + ∂K1 (v′, ζ2)
∂w

(w − w′).

Ceci implique que

(K1(v, w)−K1(v′, w′)) (v − v′) = ∂K1(ζ1, w)
∂v

(v − v′)2 + ∂K1(v′, ζ2)
∂w

(v − v′)(w − w′)

≥ a|v − v′|2 − b|v − v′|.|w − w′|

≥ a|v − v′|2 − 1
2b|v − v

′|2 − 1
2b|w − w

′|2

≥
(
a− 1

2b
)
|v − v′|2 − 1

2b|w − w
′|2. (4.16)

donc

〈(v − v′),A1(v, w)−A1(v′, w′)〉 ≥ mes(Γ)
((

a− b

2

)
|v − v′|2 − b

2 |w − w
′|2
)
. (4.17)

De la même manière, nous pouvons conclure que

〈(w − w′),A2(v, w)−A2(v′, w′)〉 ≥ mes(Γ)
((

a− b

2

)
|w − w′|2 − b

2 |v − v
′|2
)
. (4.18)
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Finalement, les deux inégalités (4.17) et (4.18), donnent

〈U − U ′,A(U)−A(U ′)〉 =
〈 v − v′

w − w′

 ,
 A2(v, w)−A2(v′, w′)
A1(v, w))−A1(v′, w′)

〉
= 〈(v − v′),A1(v, w)−A1(v′, w′)〉
+〈(w − w′),A2(v, w)−A2(v′, w′)〉
≥ mes(Γ) (a− b) (‖v − v′‖2 + ‖w − w′‖2)
≥ mes(Γ) (a− b) ‖U − U ′‖2

0 (4.19)

avec U = (v, w), U ′ = (v′, w′) ∈ L2(Γ) × L2(Γ). En conséquence, l’opérateur A(U) est
fortement monotone.

– Pour la continuité de l’opérateur matriciel de Nemytskii A on a

|K1(v, w)−K1(v′ − w′)| = |K1(v, w)−K1(v′, w) +K1(v′, w)−K1(v′ − w′)|

=
∣∣∣∣∣∂K1(ζ1, w)

∂v
(v − v′) + ∂K1(v′, ζ2)

∂w
(w − w′)

∣∣∣∣∣
≤ l1 |v − v′|+ b|w − w′|
≤ max{l1, b}(|v − v′|+ |w − w′|)
≤ l1(|v − v′|+ |w − w′|) (4.20)

alors nous avons que

|A1(U)−A1(U ′)| ≤ mes(Γ)l1|U − U ′|
|A1(U)−A1(U ′)|2 ≤ mes2(Γ)l21|U − U ′|2,

on intègre, on obtient∫
Γ
|A1(U)−A1(U ′)|2 ds ≤ mes2(Γ)l21

∫
Γ
|U − U ′|2ds

(∫
Γ
|A1(U)−A1(U ′)|2ds

)1/2
≤ mes(Γ)l1

(∫
Γ
|U − U ′|2ds

)1/2

‖A1(U)−A1(U ′)‖ ≤ mes(Γ)l1‖U − U ′‖0. (4.21)

De la même manière , on peut obtenir que

‖A2(U)−A2(U ′)‖ ≤ mes(Γ)l2‖U − U ′‖0

alors nous obtenons

‖AU −AU ′‖0 ≤ mes(Γ)(l1 + l2)‖U − U ′‖0,

≤ mes(Γ)C2‖U − U ′‖0,

ce qui implique que l’opérateur A est Lipschitz continu pour tout U,U ′ ∈ L2(Γ)×L2(Γ).

Se basant sur ces propriétés nous pouvons considérer la solvabilité du système (4.15).
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Théorème 4.4. On suppose que les hypothèses précédentes H1 et H2 sont satisfaites,
alors pour tout F = (g, f) ∈ H−3/2(Γ) ×H−1/2(Γ) le système (4.15) admet une solution
unique U = (v, w) dans H3/2(Γ)×H1/2(Γ).

Preuve. La preuve est donnée par le théorème de Browder et Minty sur les opérateurs
monotones [23], [66].
L’opérateur de simple couche V sur Γ

V : H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ)

est un isomorphisme. Il suffit de considérer l’unique solvabilité de l’équation

T U := V −1LU +AU = F, sur Γ. (4.22)

On doit prouver que l’opérateur

T : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) (4.23)

est continu et fortement monotone.
i). Tout d’abord, on va montrer que T est continu :

Il est clair que les opérateurs V et L sont continus d’après le lemme (4.2), ce qui
implique que l’opérateur défini par

V −1L : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ),

est continu. Et d’après l’hypothèse (H2), l’opérateur

A : H3/2(Γ)×H1/2(Γ) −→ H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ)

est continu. Alors on obtient que l’opérateur intégral (4.23) est continu.
ii). Maintenant, on doit montrer que l’opérateur T est fortement monotone.
La fonction µ = (µ1, µ2) ∈ H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) défini par

µ(x) := V −1LU(x), pourtout U(x) = (v, w) ∈ H3/2(Γ)×H1/2(Γ),

est la donnée de Neumann (c’est à dire : (∆ϕ,−∂n∆ϕ)) de la fonction bi-harmonique :

ϕ(x) = V(∆ϕ,−∂n∆ϕ)−W
(
ϕ(x), ∂ϕ

∂n
(x)
)

= Vµ(x)−WU(x), (4.24)

pour x ∈ Ω. Ceci implique que la fonction ϕ satisfait le problème
∆2ϕ(x) = 0, x ∈ Ω
ϕ(x) = v(x), x ∈ Γ
∂ϕ
∂n

= w(x), x ∈ Γ.
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D’après le théorème de Green et la formule (4.4), on obtient que

〈V −1LU,U〉 =
∫

Γ
µ1v ds+

∫
Γ
µ2w ds

=
∫

Γ
∆ϕ∂ϕ

∂n
ds−

∫
Γ
∂n∆ϕ.ϕ ds

= a(ϕ, ϕ) (4.25)

La linéarité de V −1L implique que, pour tout U,U ′ ∈ L2(Γ)× L2(Γ),

〈V −1L(U − U ′), U − U ′〉 = a(ϕ− ϕ′, ϕ− ϕ′)
=
∫

Ω(∆(ϕ− ϕ′))2 dx. (4.26)

D’autre part, on a

‖ϕ− ϕ′‖H2(Ω) ≤ c‖U − U ′‖H−3/2(Γ)×H−1/2(Γ) ≤ c‖U − U ′‖0.

Donc, on obtient

〈T U − T U ′, U − U ′〉 = 〈AU −AU ′, U − U ′〉+ 〈V −1L(U − U ′), (U − U ′)〉
≥ mes(Γ) (a− b) ‖U − U ′‖2

0 + a(ϕ− ϕ′, ϕ− ϕ′)
≥ mes(Γ) (a− b) ‖U − U ′‖2

0

≥ mes(Γ)
c2 (a− b) ‖ϕ− ϕ′‖2

H2(Ω)

≥ mes(Γ)
c2 (a− b) ‖U − U ′‖2

H3/2(Γ)×H1/2(Γ), (4.27)

d’après le théorème de trace (voir [21, 47]. Ce qui complète la preuve. �

Exemple 4.5. Ici on va donner un exemple pour illustrer les résultats théoriques.
On considère le problème bi-harmonique

∆2u(x) = 0, Dans Ω
∆u(x)(x) +

∫
Γ(2u(y) + sin u(y)) dγy = f(x), x ∈ Γ

−∂n∆u(x)(x) +
∫

Γ(2u(y) + cosu(y)) dγy = g(x), x ∈ Γ.
(4.28)

où l’équation intégrale non linéaire de type Urysohn est définie par

A1u(x) =
∫

Γ
(2u(y) + sin u(y)) dγy = f(x), x ∈ Γ

A2u(x) =
∫

Γ
(2u(y) + cosu(y)) dγy = g(x), x ∈ Γ

et on prend le domaine :

Ω = {x = (x1, x2) ;x2
1 + x2

2 < r2 < 1/4}

Clairement, la non linéairité satisfait les hypothèses (H1), (H2).
Les noyaux K1(y, u(y), ∂nu(y)) = (2u(y) + sin u(y)), K2(y, u(y), ∂nu(y)) = (2u(y) +
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cosu(y)) des opérateurs intégraux A1, A2 repectivements sont des fonctions de Cara-
théodory. Et

∂K1(y, u, ∂nu)
∂u

= 2 + cosu(y)

∂K2(y, u, ∂nu)
∂u

= 2− sin u(y)

sont measurables et satisfont

1 ≤ ∂((2u(y) + sin u(y)))
∂u

≤ 3 <∞.

1 ≤ ∂((2u(y) + cosu(y)))
∂u

≤ 3 <∞.

qui implique que les opérateurs de Nemytskii

A1 : L2(Γ)× L2(Γ) −→ L2(Γ)× L2(Γ)

A2 : L2(Γ)× L2(Γ) −→ L2(Γ)× L2(Γ)

sont Lipschitziens continus et fortement monotones tels que

2πr‖u− v‖2
0 ≤ 〈A1u−A1v, u− v〉 ≤ 6πr‖u− v‖2

0

2πr‖u− v‖2
0 ≤ 〈A2u−A2v, u− v〉 ≤ 6πr‖u− v‖2

0

pour tout u, v ∈ L2(Γ).



Conclusion et Perspectives

Les équations intégrales linéaires et non linéaires de différents types jouent un rôle im-
portant dans plusieurs branches de l’analyse fonctionnelle et leurs applications dans la
théorie d’élasticité, physique mathématique et les problèmes de contact (voir [1], [2] , [3],
[47], [100] et [52]).

En utilisant les potentiels de simple et de double couche et les opérateurs intégraux
au bord, il est facile de transformer un problème aux limites pour le Bi-Laplacien en
équations intégrales sur la frontière. Par exemple, le problème de Dirichlet et Neumann
ramène immédiatement à des équations intégrales d’après les représentations intégrales
[47]. Cependant, l’analyse de ces méthodes pour d’autre type des conditions au bord
semble d’être plus compliquée.

Ici nous nous intéressons à la méthode des équations intégrales pour une fonction har-
monique et bi-harmonique avec des conditions non linéaires au bord. Cette étude nous a
permis d’étendre l’approche dans [84, 81] pour une fonction harmonique à une fonction
bi-harmonique, pour résoudre le problème au limite du bi-Laplacien avec une condition
intégrale non linéaire sur le bord.

Bien que nous avons seulement considérer le problème modèle du bi-Laplacien avec une
condition intégrale non linéaire sur le bord d’un domaine de R2, l’application à d’autres
opérateurs elliptiques (par exemple Helmhotz, p-Laplacien, ...) et avec des conditions aux
limites plus générales, peut être réalisée.
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˸ ملخص
. ℝ²  خطيت في مجال مىتظم مه انفضاء حديت غيز مع شزوطلابلاس انمضاعف لابلاس و  هذي الأطزوحت تدرس معادنت  

تسمح «’  غزيه»  ل  انطزيقت انمعتمدة عهى انصيغت انثانثت.نمعادنت انتكامهيت نحم هذي انمسائملانمباشزة  طزيقتالوطبق 

 أوها تقبم حم وحيد بزههن’ بعد تشكيم انجمهت انمزافقت. بتحىيم هذي انمسائم إنى جمهت معادلاث تكامهيت عهى حافت انمجال

  .[80] ’ [81] «ميىتي و بزاودر»باستعمال وظزيت 
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متزاجحت  ’ وظزيت فزيدهىنم’ انمؤثزاث انتكامهيت’ انتكامهيتانمعادلاث ’ انحم الأساسي’  انمضاعفمؤثز لابلاس و لابلاس    

. فضاءاث سىبىلاف’ غارديىغ

 

Résumé : 

Cette thèse étudie deux problèmes le Laplacien et le bi-Laplacien avec des conditions non 

linéaires au bord sur un domaine régulier de ℝ². On applique la méthode directe d’équation 

intégrale pour résoudre ces problèmes aux limites. La présente méthode, qui est fondée sur la 

troisième formule de Green, permet la réduction de ces problèmes en un système d’équations 

intégrales sur la frontière du domaine qu’on résout. Après construire notre système 

correspondant, on montre l’existence et l’unicité de la solution à l’aide du "théorème de Minty 

et Browder" [81], [89]. 

Mots clés : 

L’opérateur de Laplace et de bi-Laplacien, solution élémentaire, équations intégrales, 

opérateurs intégraux au bord, le théorème de Fredholm, l’inégalité de Gårding, les espaces de 

Sobolev. 

5 

Abstract : 

This thesis study the Laplace and bi-Laplace problems with nonlinear boundary conditions on a 

smooth domain in ℝ². We apply the direct integral equations method to solve these value 

problems. The present method, which based on the third Green's formula, allows the reduction 

of these problems in a system of boundary integral equations on the boundary of the domain 

which is resolved. After we construct our corresponding system, we prove the existence and 

uniqueness solution using the "Minty and Browder's theorem" [81], [89]. 

 

Key words: 

 The Laplace and bi-Laplacian Operator, fundamental solution, integral equations, boundary 

integral operators,  Fredholm's theorem, Gårding‘s inequality, Sobolev spaces. 
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