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Résumé

Ce travail consiste en l’analyse numérique de la méthode de décomposition en
sous-domaines dite la méthode alternée de Schwarz. Cette méthode est appliquée pour
résoudre un problème de gestion de la production de l’énergie électrique régi par un
système d’inéquations quasi-variationnelles à opérateurs elliptiques non coercifs relié
à l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Basiquement, cette méthode consiste à remplacer la résolution d’un problème aux
limites posé sur un domaine Ω potentiellement gros et complexe par une succession de
résolutions du même problème sur des sous-domaines de Ω à géométries plus simples.

Nous nous proposons d’étudier la méthode de décomposition en deux sous-domaines
avec recouvrement. Nous obtenons des résultats de convergences monotone et géomé-
trique des itérés de l’algorithme de Schwarz et nous prouvons une estimation optimale
de l’erreur dans chaque sous-domaine entre la solution continue et la solution discrète.

Mots clés : Méthode de décomposition de domaine, inéquations quasi-variationnelles,
équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman, convergence géométrique.



Abstract

This work deals with numerical analysis of an overlapping Schwarz method on
nonmatching grids for a noncoercive system of quasi-variational inequalities related to
the Hamilton-Jacobi-Bellman equation.

The Schwarz alternating method is an iterative method to find the solution of elliptique
boundary value problems on a domain which is the union of two or more overlapping
subdomains. The solution is approximated by an iterative sequence which results from
solving a sequence in each of the subdomains in turn.

We prove that the discrete alternating Schwarz sequences on every subdomain converge
monotonically into the unique solution of the discrete problem and geometrically in
uniform norm. Optimally L∞- error estimates are also obtained.

Keywords : Domain decompostion method, quasi-variational inequalities, Hamilton-
Jacobi-Bellman equation, geometrical convergence.
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Introduction

La modélisation mathématique consiste en l’analyse d’un phénomène, au développe-
ment d’équations le décrivant et à la résolution de celles-ci à un niveau d’approximation
donné.

Dans la majorité des cas, une solution exacte à nos modèles sera impossible mais
depuis l’avènement de l’informatique, il existe une alternative consistant en l’analyse
numérique qui est une branche prédominante des mathématiques appliquées.

Ainsi, plusieurs travaux de recherche se basant sur la création des méthodes de
résolution numérique pourront nous permettre d’approximer nos solutions en un temps
minimal et avec un degré de précision adéquat.

Avec la popularité grandissante et l’évolution du calcul parallèle, il apparait naturel
de chercher des algorithmes qui peuvent s’adapter au parallélisme. C’est dans cette op-
tique qu’il serait pertinent de travailler sur les méthodes de décomposition de domaine
qui possèdent une base mathématique très riche et fournissent de bons algorithmes
faciles à implémenter.

À ce jour, il existe une panoplie de méthodes de décomposition de domaine utilisées
dans différents contextes. Les plus anciennes sont les méthodes de Schwarz introduites
par Herman Amandus Schwarz en 1890 qui ont suscité un grand intérêt et subi, depuis
leur introduction, un développement intense et accéléré durant ces deux dernières
décennies dû principalement à l’essor considérable qu’a connu le monde des ordinateurs
et l’évolution des machines parallèles en terme de puissance et de capacité de stockage.

Elles sont désormais couramment utilisées lors de la résolution des systèmes de
grande taille provenant de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles ayant
comme but la réduction de la dimension et la simplification de la forme du problème
initial. Elles permettent également de transformer des problèmes aux limites sur
des géométries complexes qui, dans leur forme originale, sont coûteux, difficiles à
résoudre et ne sont pas particulièrement adaptés au parallélisme (mal conditionnés) à
un ensemble de problèmes posés sur des sous-domaines supposément plus simples et
réguliers.

Évidemment, cela ne peut se faire tout à fait aisément. Aussi, il s’agit de procéder à
des résolutions itératives sur les sous-domaines, choisies de telle sorte que la solution
exacte du problème initial soit obtenue par convergence.



2 Introduction

L’idée de la méthode de Schwarz est de découper le domaine global en régions avec
ou sans recouvrement et les problèmes elliptiques sont résolus alternativement sur
chaque sous-domaine avec des conditions de Dirichlet aux bords.

Il est à noter que, depuis 1987, des conférences internationales sont organisées régu-
lièrement pour présenter les nouveaux résultats obtenus et les diverses applications
des méthodes de décomposition de domaine.

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’approximation par décomposition
de domaine de type Schwarz avec recouvrement d’un système d’inéquations quasi-
variationnelles (IQV) elliptiques à opérateurs non coercifs issu du problème de la
gestion de la production de l’énergie électrique. Il s’agit d’un problème de contrôle
optimal jouant un rôle essentiel dans la résolution de l’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB). De nombreux travaux ont été réalisés sur cette fameuse équation
[9, 10, 17, 5, 4, 3] et différentes approximations par la méthode des éléments finis
ont été obtenues pour le cas coercif et non coercif en utilisant diverses approches
[7, 8, 10, 6, 29].

En 2008, Zhou [31] a obtenu un premier résultat de convergence monotone en
appliquant la méthode de décomposition de domaine à un système d’inéquations quasi-
variationnelles à opérateurs elliptiques coercifs.

Pour notre part, nous avons généralisé ce résultat pour un système d’IQV à opéra-
teurs non coercifs relié à l’équation d’HJB. Nous avons décrit l’algorithme de Schwarz
discret sous une forme simplifiée pour lequel nous avons établi un résultat de conver-
gence monotone [18]. Nous avons également démontré la convergence géométrique
et obtenu une estimation de l’erreur en norme L∞, résultats qui ont fait l’objet d’une
publication internationale dans la revue de renommée qu’est Springer Link mise en
ligne en février 2016 [19].

La première partie de cette thèse est consacrée essentiellement à rappeler quelques
généralités sur les inéquations variationnelles (IV) et quasi-variationnelles telles que
l’existence et l’unicité de la solution continue ainsi que ses propriétés qualitatives à
savoir la régularité, la monotonie et la lischitzianité avec adaptation de la notion de
sous-solutions. Par symétrie, nous faisons l’étude du problème discret et donnons des
résultats analogues à ceux du problème continu. Nous rappelons également les résultats
d’approximation en norme uniforme obtenus par Cortey-Dumont [14] importants pour
le développement ultérieur de ce travail.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman
et donnons un bref historique, son intérêt ainsi que quelques applications en sciences
de l’ingénieur. Ensuite nous montrons le passage de cette équation à un système
d’inéquations quasi-variationnelles à opérateurs non coercifs. A la fin, nous étudions
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son approximation par la méthode des éléments finis moyennant différentes approches ;
contraction, algorithmique ou encore sous-solutions et régularité discrète.

L’objectif du troisième chapitre est d’étudier la méthode de décomposition de domaine
de type Schwarz et ses variantes ainsi que l’application de son algorithme itératif
avec recouvrement à un système d’inéquations quasi-variationnelles à opérateurs
non coercifs. La technique adoptée repose sur l’introduction des suites de sous et sur-
solutions discrètes sur chaque sous-domaine puis la démonstration de la convergence
monotone par récurrence des itérés de l’algorithme de Schwarz vers l’unique solution
du problème discret en procédant. Finalement, nous démontrons le résultat principal
de ce travail ; le théorème de convergence géométrique et l’estimation quasi-optimale
de l’erreur d’ordre de convergence h2 |logh|4 sur chaque sous-domaine.





CHAPITRE 1

Approximations par éléments finis
des inéquations quasi-

variationnelles (IQV) elliptiques non
coercives

Cette partie rappelle les résultats importants d’approximations de l’inéquation
variationnelle et quasi-variationnelle à opérateur non coercif en utilisant la notion de
sous-solution. Pour des raisons de complétudes, nous détaillons les démonstrations
dans le cas continu. L’étude du cas discret s’effectuera par symétrie au problème
continu.
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1.1 Inéquation variationnelle continue (IV)
Soit Ω un ouvert de RN de frontière Γ suffisamment régulière.

Nous définissons pour tout u,v ∈V (ici V = H1
0(Ω)) :

a(u,v)=
∫
Ω

(
N∑

j,k=1
a jk(x)

∂u
∂x j

∂v
∂xk

+
N∑

k=1
bk(x)

∂u
∂xk

v+a0(x)uv

)
dx (1.1)

a(., .) est une forme bilinéaire associée à l’opérateur elliptique A défini par :

Av =−
N∑

j,k=1

∂

∂x j
(a jk(x)

∂v
∂xk

)+
N∑

k=1
bk(x)

∂v
∂xk

+a0(x)v (1.2)

Les coefficients a jk(x),bk(x) et a0(x) sont supposés être suffisamment réguliers ∀ j,k =
1, ..., N tels que :

N∑
j,k=1

a jk(x)ξ jξk ≥α |ξ|2 ; ξ ∈RN , α> 0 , x ∈Ω (1.3)

Et a0(x) satisfait :

a0(x)≥α0 > 0,∀x ∈Ω (1.4)

Les coefficients a jk(x) sont symétriques :
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a jk(x)= ak j(x) (1.5)

Nous supposons aussi que la forme bilinéaire a est continue et fortement coercive :

a(v,v)≥α‖v‖2
H1 ,α> 0,∀v ∈ H1(Ω) (1.6)

Nous considérons un second membre :

f ∈ L∞(Ω), f ≥ 0 (1.7)

Et un obstacle :

ψ ∈W2,∞(Ω) tel que ψ> 0 sur ∂Ω (1.8)

Soit K un ensemble convexe fermé non vide de V :

K = {
v ∈V / 0≤ v ≤ψ dans Ω

}
(1.9)

Définition 1.1.1. Le problème d’inéquation variationnelle elliptique (IV) est défini
par :

 Trouver u ∈ K solution de

a(u,v−u)≥ ( f ,v−u),∀v ∈ K
(1.10)

Le problème (1.10) est aussi appelé problème à frontière libre. La fonction u coïncide
avec l’obstacle ψ sur une partie de Ω et dans l’autre partie ψ> u.

1.1.1 Existence, unicité et régularité de la solution continue

Théorème 1.1.1. Sous les hypothèses et notations précédentes, il existe une unique
solution u du problème (1.10). De plus u satisfait la propriété de régularité :

u ∈W2,p(Ω) tel que 2≤ p <∞ (1.11)
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Preuve.

1. Unicité :

Soient u1 et u2 deux solutions du problème (1.10), alors nous avons :

a(u1,v−u1)≥ ( f ,v−u1),∀v ∈ K (*)

a(u2,v−u2)≥ ( f ,v−u2),∀v ∈ K (**)

Posons v = u2 dans l’inéquation (*) et obtenons :

⇒ a(u1,u2 −u1)≥ ( f ,u2 −u1)

⇒−a(u1,u1 −u2)≥−( f ,u1 −u2)

⇒ a(u1,u1 −u2)≤ ( f ,u1 −u2)

Posons v = u1 dans l’inéquation (**)et obtenons :

⇒ a(u2,u1 −u2)≥ ( f ,u1 −u2)

⇒ a(u2,u2 −u1)≤ ( f ,u2 −u1)

⇒−a(u2,u1 −u2)≤−( f ,u1 −u2)

En additionnant les deux inéquations, nous obtenons :

a(u1 −u2,u1 −u2)≤ 0

En utilisant la coercivité de a(., .) :

0≤α‖u1 −u2‖2 ≤ a(u1 −u2,u1 −u2)≤ 0

⇒‖u1 −u2‖2 = 0
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D’où :

u1 = u2

2. Existence :

L’idée est de transformer le problème (1.10) en un problème de point fixe.
Nous avons :

a(u,v−u)= (Au,v−u),∀v ∈ K

Le problème (1.10) est alors équivalent à :

 Trouver u ∈ K telle que

(Au− f ,v−u)≥ 0,∀v ∈ K

Soit ρ > 0 ,alors :

⇒ (−ρ(Au− f ),v−u)≤ 0,∀v ∈ K

⇒ (u−ρ(Au− f )−u,v−u)≤ 0,∀v ∈ K

Soit T la projection orthogonale de V sur K .

(1.10) est alors un problème de point fixe : Trouver u ∈ K telle que

u = T(u−ρ(Au− f )),∀ρ > 0

Montrons que T est contractante sur V .

∀v,w ∈V , nous avons :

∥∥T(v−ρ(Av− f ))−T(w−ρ(Aw− f ))
∥∥2
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≤ ∥∥(v−ρ(Av− f ))− (w−ρ(Aw− f ))
∥∥2 car ‖T‖ ≤ 1

= ∥∥(v−w)−ρA(v−w)
∥∥2

= ‖v−w‖2 −2ρa(v−w,v−w)+ρ2 ‖A(v−w)‖2

≤ (1−2ρα+ρ2M2)‖v−w‖2 ( a coercive )

Nous choisissons :

ρ < 2α
M2

Puisque T est une contraction, il existe donc une solution unique u ∈ K . ä

1.1.2 Caractérisation de la solution continue comme enveloppe
des sous-solutions continues

Définition 1.1.2. Soit X l’ensemble des sous-solutions de l’IV (1.10), c’est à dire l’en-
semble des z ∈V tel que :

 a(z,v)≤ ( f ,v),∀v ∈V

z ≤ψ, v ≥ 0
(1.12)

Théorème 1.1.2. ([14]) Sous les hypothèses et notations précédentes, la solution u de
l’IV (1.10) est le plus grand élément de X .

Preuve.

Soit ṽ une solution de l’IV (1.10), nous avons alors :

a(u, ṽ−u)≥ ( f , ṽ−u)

Posons ṽ = u−v, v ≥ 0 :
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−a(u,v)≥−( f ,v)

⇒ a(u,v)≤ ( f ,v)

⇒ u ∈ X

Nous supposons qu’il existe une sous-solution z ∈ X telle que z > u :

a(z,v)≤ ( f ,v)

Nous posons v = z−u et obtenons :

a(z, z−u)≤ ( f , z−u) (***)

u est une solution de (***) donc :

a(u, z−u)≥ ( f , z−u)

Nous avons donc :

a(u, z−u)≥ ( f , z−u)≥ a(z, z−u)

⇒ a(u, z−u)≥ a(z, z−u)

⇒ 0≤α‖z−u‖2 ≤ a(z−u, z−u)≤ 0 (a coercive)

⇒ z−u = 0

⇒ z = u

Contradiction avec z > u ä

1.1.3 Propriété de monotonie de la solution continue

Notons la solution u du problème (1.10) par ∂( f ,ψ).
Soient f et f̃ deux seconds membres, ψ et ψ̃ deux obstacles.
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Proposition 1.1.3. Sous les notations et hypothèses précédentes, la solution du pro-
blème (1.10) est croissante par rapport au second membre f et à l’obstacle ψ :

Si f ≤ f̃ et ψ≤ ψ̃ alors ∂( f ,ψ)≤ ∂( f̃ ,ψ̃) (1.13)

Preuve.
Soit f ≤ f̃ et ψ≤ ψ̃
Posons u = ∂( f ,ψ) et ũ = ∂( f̃ ,ψ̃), nous avons alors :

a(u,v)≤ ( f ,v),∀u ∈ K ,v ≥ 0

a(u,v)≤ ( f ,v)≤ ( f̃ ,v),∀u ∈ K ,v ≥ 0

a(u,v)≤ ( f̃ ,v),∀u ∈ K ,v ≥ 0

Donc u est une sous-solution de l’IV de solution w = ∂( f̃ ,ψ).
Comme w est la plus grande des sous-solutions, nous avons :

u = ∂( f ,ψ)≤ w = ∂( f̃ ,ψ)

Nous savons que :

∂( f̃ ,ψ)≤ ∂( f̃ ,ψ̃)

Alors :

u = ∂( f ,ψ)≤ ũ = ∂( f̃ ,ψ̃)

D’où :

∂( f ,ψ)≤ ∂( f̃ ,ψ̃)

ä
Considérons maintenant l’application :

∂ : L∞(Ω)→ L∞(Ω)

( f ,ψ)→ ∂( f ,ψ)= u

Où u est la solution de l’IV (1.10).
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Proposition 1.1.4. Soit c une constante positive, alors :

∂( f +a0c,ψ+ c)= ∂( f ,ψ)+ c (1.14)

Preuve.

Nous posons ũ = ∂( f +a0c,ψ+ c) et u = ∂( f ,ψ)
Nous savons que toute solution de (1.10) est une sous-solution donc : a(u,v)≤ ( f ,v), ∀v ∈V

u ≤ψ, v ≥ 0

Donc :  a(u+ c,v)≤ ( f +a0c,v), ∀v ∈V

u+ c ≤ψ+ c, v ≥ 0

u+ c est une sous-solution de l’IV (1.10) de second membre f +a0c et d’obstacle ψ+ c
Comme la solution est la plus grande des sous-solutions, nous avons :

u+ c ≤ ũ ⇒ ∂( f ,ψ)+ c ≤ ∂( f +a0c,ψ+ c) (1)

Toute solution est une sous-solution :

 a(ũ,v)≤ ( f +a0c,v), ∀v ∈V

ũ ≤ψ+ c, v ≥ 0

⇒
 a(ũ,v)≤ ( f ,v)+ (c,v), ∀v ∈V

ũ− c ≤ψ, v ≥ 0

⇒
 a(ũ,v)−a(c,v)≤ ( f ,v), ∀v ∈V

ũ− c ≤ψ, v ≥ 0
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⇒
 a(ũ− c,v)≤ ( f ,v), ∀v ∈V

ũ− c ≤ψ, v ≥ 0

ũ− c est une sous-solution de l’IV (1.10) de second membre f et d’obstacle ψ.
Vu que la solution est la plus grande des sous-solutions, nous avons :

ũ− c ≤ u ⇒ ∂( f ,ψ)+ c ≥ ∂( f +a0c,ψ+ c) (2)

De (1) et (2), l’égalité (1.14) est vérifiée. ä

1.1.4 Propriété de lipschitzianité de la solution continue
Proposition 1.1.5. Sous les hypothèses et notations précédentes, nous avons :

‖u− ũ‖L∞(Ω) ≤
∥∥ψ− ψ̃∥∥

L∞(Ω) + ca0
∥∥ f − f̃

∥∥
L∞(Ω) (1.15)

Où c est une constante indépendante du second membre et de la condition au bord telle
que :

ca0(x)≥ 1

Preuve. Posons :

φ= ∥∥ψ− ψ̃∥∥
L∞(Ω) + ca0

∥∥ f − f̃
∥∥

L∞(Ω)

Alors :

ψ̃≤ψ+Φ
Et :

f̃ ≤ f +Φ
D’après la propriété de monotonie de la solution et en utilisant l’égalité (1.14), nous
obtenons :

∂( f̃ ,ψ̃)≤ ∂( f ,ψ)

≤ ∂( f +a0Φ,ψ+Φ)
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= ∂( f ,ψ)+Φ
Donc :

∂( f̃ ,ψ̃)−∂( f ,ψ)≤Φ

∣∣∂( f̃ ,ψ̃)−∂( f ,ψ)
∣∣≤Φ

Sup
∣∣∂( f̃ ,ψ̃)−∂( f ,ψ)

∣∣≤Φ
‖u− ũ‖L∞(Ω) ≤Φ

ä

1.2 Inéquation variationnelle discrète

Nous allons maintenant introduire le problème discret et effectuer une étude si-
milaire à celle entreprise précédemment pour le problème continu en donnant les
propriétés qualitatives de la solution discrète. Pour insister sur la symétrie de l’étude,
nous suivrons exactement la même démarche qu’au cas continu. Les démonstrations
qui ne sont pas données dans cette partie sont exactement les mêmes que dans le
problème continu.

Considérons un espace d’éléments finis P1 construit à partir de polynômes de degré 1.
Nous établissons sur Ω une triangulation régulière quasi-uniforme et soit τh l’ensemble
de tous ces éléments composé d’un nombre fini de triangles non dégénérés telle que :

Ω=∪Th∈τh Th

h > 0 est le pas de discrétisation.

Notons par Vh l’espace d’éléments finis défini par :

Vh =
{
vh ∈ C(Ω)∩V / vh |T∈ P1, ∀ T ∈ τh

}
(1.16)
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Remarque 1.2.1. La construction d’espaces d’éléments finis à partir de polynômes de
degré supérieur à 1 n’a pas été prise en compte en raison de la propriété de régularité de
la solution qui ne semble pas être vérifiée.

Nous supposons que les matrices de discrétisation sont des M-matrices.
Soit Ms , s = 1, ...,m(h) les sommets de la triangulation τh qui n’appartiennent pas à
∂Ω.
Notons par

{
ϕs

}
les fonctions de base usuelles de Vh définies par :

ϕs(Ml)= δsl =
 1 si s = l

0 si s 6= l

Soit rh l’opérateur d’interpolation défini par :

rhv(x)=
m(h)∑
s=1

v(Ml) ϕs(x), v ∈ C(Ω)∩V

Définition 1.2.1. (M-matrice) Une matrice inversible A ∈ Mn(R) est une M-matrice
si les asl ≤ 0 pour s 6= l et si tous les éléments de son inverse sont positifs ou nuls.

Définition 1.2.2. (Principe du maximum discret) Soit A une M-matrice, si u,v ∈V
telles que : Au ≥ Av dans Ω alors :

u ≥ v dans Ω

Considérons maintenant le problème discret associé au problème continu (1.10) :


Trouver uh ∈Vh solution de

a(uh,vh −uh)≥ ( f ,vh −uh),∀vh ∈ Kh

uh ∈ Kh

(1.17)

Où :

Kh = {
vh ∈Vh/ vh ≤ rhψ

}
(1.18)

1.2.1 Existence et unicité de la solution discrète
Théorème 1.2.1. ([22, 14]) Sous les notations et hypothèses précédentes, le problème
(1.17) admet une solution unique.
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1.2.2 Caractérisation de la solution discrète comme enveloppe
des sous-solutions discrètes

Définition 1.2.3. Soit Xh l’ensemble des sous-solutions de l’IV (1.17), c’est-à-dire
l’ensemble des zh ∈Vh tel que :

 a(zh,ϕs)≤ ( f ,ϕs),∀s = 1, ...,m(h)

zh ≤ rhψ

(1.19)

Théorème 1.2.2. ([14]) Sous les notations et hypothèses précédentes, la solution uh de
l’IV (1.17) est le plus grand élément de Xh.

1.2.3 Propriété de monotonie de la solution discrète

Notons par uh = ∂h( f , rhψ) la solution du problème discret (1.17).

Proposition 1.2.3. Sous les notations et hypothèses précédentes, la solution de l’IV
(1.17) est croissante par rapport au second membre f et à l’obstacle rhψ :

Si f ≤ f̃ et ψ≤ ψ̃ alors ∂h( f , rhψ)≤ ∂h( f̃ , rhψ̃) (1.20)

Preuve. La démonstration est similaire à celle donnée dans la proposition (1.1.3). ä

Par analogie au cas continu, nous considérons l’application :

∂h : L∞(Ω)→ L∞(Ω)

( f , rhψ)→ ∂h( f , rhψ)= uh

Où uh est la solution discrète de (1.17).

Proposition 1.2.4. Soit c une constante positive, alors :

∂h( f +a0c, rh(ψ+ c))= ∂h( f , rhψ)+ c (1.21)

Preuve. La preuve est similaire à celle donnée dans la proposition (1.1.4). ä
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1.2.4 Propriété de lipschitzianité de la solution discrète
Proposition 1.2.5. sous les notations et hypothèses précédentes, nous avons :

‖uh − ũh‖L∞(Ω) ≤
∥∥rhψ− rhψ̃

∥∥
L∞(Ω) + ca0

∥∥ f − f̃
∥∥

L∞(Ω) (1.22)

Preuve. La démonstration est analogue à celle donnée dans la proposition (1.1.5). ä

1.2.5 Régularité de la solution discrète
La régularité de la solution discrète se démontre par le théorème suivant :

Théorème 1.2.6. ([13]) Il existe une constante C indépendante de h telle que :

∣∣a(uh,ϕs)
∣∣≤ C

∥∥ϕs
∥∥

L1(Ω) ,∀s = 1, ...,m(h) (1.23)

1.2.6 Estimation de l’erreur en norme L∞

Théorème 1.2.7. ([14]) Sous les conditions (1.1) à (1.9) et le principe du maximum
discret, il existe une constante C indépendante de h telle que :

‖u−uh‖L∞(Ω) ≤ Ch2 |logh|2 (1.24)

Preuve.

1- Construction d’une fonction discrète αh proche de u qui vérifie :

αh ≤ u telle que ‖αh −u‖ ≤ Ch2 |logh|2

2- Construction d’une fonction discrète βh proche de uh qui vérifie :

uh ≤βh telle que :
∥∥βh −uh

∥∥≤ Ch2 |logh|2

Et nous obtenons enfin :

‖u−uh‖L∞(Ω) ≤ ‖u−αh‖L∞(Ω) +2
∥∥βh −uh

∥∥
L∞(Ω)
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≤ Ch2 |logh|2

ä

1.3 Inéquation quasi-variationnelle continue non
coercive

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’étude numérique de l’inéquation quasi-
variationnelle elliptique dont le second membre et l’obstacle dépendent linéairement
de la solution ( ici a est non coercive) en utilisant au niveau de l’approximation une
méthode qui repose sur une combinaison d’éléments finis et de la notion de sous-
solution [16, 11]. Cette méthode caractérise la solution continue (resp. la solution
discrète) comme limite supérieure de l’ensemble des sous-solutions continues (resp.
l’ensemble des sous-solutions discrètes).

Nous cherchons une fonction u satisfaisant :

 Au− f ≤ 0, u−Mu ≤ 0 dans Ω

(Au− f )(u−Mu)= 0 dans Ω
(1.25)

Bien entendu, la structure de (1.25) est analogue à celle du problème de l’obstacle
classique où la fonction obstacle est remplacée par une fonction implicite dépendant de
la solution du problème.

"A" représente un opérateur différentiel elliptique du second ordre sur un domaine
lisse borné de RN et M est un opérateur défini par :

M : L∞(Ω)→ L∞(Ω)

u → Mu (1.26)

L’application M possède les propriétés suivantes :

* La concavité

* La lipschitziannité :

‖Mu−Mv‖ ≤ ‖u−v‖ , ∀ u,v ∈V (1.27)



20
Chapitre 1. Approximations par éléments finis des inéquations quasi-

variationnelles (IQV) elliptiques non coercives

* La monotonie :

Mu ≤ Mv, ∀ u ≤ v (1.28)

Et :

M(u+ c)= Mu+ c c > 0 (1.29)

"Mu" est appelée obstacle du contrôle impulsionnel ou encore la fonction coût.

Soit a(., .) la forme bilinéaire non coercive associée à l’opérateur A.

Alors le problème (1.25) est reformulé faiblement comme suit : Trouver u ∈ K(u) solution de

a(u,v−u)≥ ( f ,v−u), ∀v ∈ K(u)
(1.30)

Où K(u) est un ensemble convexe fermé non vide de V défini par :

K(u)= {v ∈V / 0≤ v ≤ Mu dans Ω} (1.31)

Remarque 1.3.1. Dans le problème (1.30), la condition u ≥ 0 est évidente car elle
provient de la théorie du contrôle impulsionnel [2].

Dans l’étude des problème à opérateurs elliptiques, nous supposons généralement que
la forme bilinéaire "a" définie dans (1.1) est fortement coercive, c’est-à-dire vérifiant
l’hypothèse (1.6). Pourtant, dans la modélisation des problèmes de contrôle, le caractère
déterministe du processus qui est représenté par les coefficients "bk" peut être prépon-
dérant. Il est alors intéressant d’affaiblir l’hypothèse de coercivité forte et de supposer
seulement l’existence d’un λ> 0 assez grand tel que :

b(u,v)= a(u,v)+λ(u,v) (1.32)

La forme bilinéaire b(u,v) vérifie alors l’hypothèse de coercivité forte :

b(v,v)≥α‖v‖2
H1(Ω) , ∀v ∈ H1(Ω); α> 0 (1.33)
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Rappelons, pour des raisons de complétude, la construction d’un λ qui permet de vérifier
(1.33).

Soit :

b = sup
k,x∈Ω

|bk(x)| (1.34)

b(v,v)=
∫
Ω

(
N∑

j,k=1
a jk(x)

∂v
∂x j

∂v
∂xk

+
N∑

k=1
bk(x)

∂v
∂xk

v+a0(x)v2 +λv2

)
dx

En utilisant la condition d’ellipticité (1.3), la condition (1.4), l’inégalité de Holder ainsi
que (1.34) nous obtenons :

b(v,v)≥α
∫
Ω

N∑
j=1

(
∂v
∂x j

)2dx− bε
2

∫
Ω

N∑
j=1

(
∂v
∂x j

)2dx− b
2ε

∫
Ω

v2dx+ (α0 +λ)
∫
Ω

v2dx

≥α
∫
Ω

N∑
j=1

(
∂v
∂x j

)2dx−b
p
ε(

∫
Ω

N∑
j=1

(
∂v
∂x j

)2dx)
1
2

1p
ε

(
∫
Ω

v2)
1
2 + (λ+α0)

∫
Ω

v2dx

≥ (α−εb
2

)
∫
Ω

N∑
j=1

(
∂v
∂x j

)2dx+ (λ+α0 − b
2ε

)
∫
Ω

v2dx

Nous choisissons :

ε< 2α
b

et λ> b
2ε

−α0 (b 6= 0)

ce qui entraîne la coercivité de b(., .).

Par une transformation immédiate, u est également solution du problème suivant :

 Trouver u ∈ K(u) solution de

b(u,v−u)≥ ( f +λu,v−u), ∀v ∈ K(u)
(1.35)

L’introduction d’une application de point fixe [2] associée au problème (1.30) permet
d’obtenir l’existence et l’unicité de la solution.
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1.3.1 Application continue du point fixe

Soit l’application du point fixe :

J : L∞
+ (Ω)→ L∞

+ (Ω)

w → J(w)= ξ (1.36)

Où ξ est la solution de l’inéquation variationnelle coercive suivante :

 b(J(w),v− J(w))≥ ( f +λw,v− J(w)), ∀v ∈V

J(w)≤ Mw , v ≤ Mw
(1.37)

Ou encore :  b(ξ,v−ξ)≥ ( f +λw,v−ξ), ∀v ∈V

ξ≤ Mw , v ≤ Mw
(1.38)

Et :

L∞
+ (Ω)= {

v ∈ L∞(Ω) / v ≥ 0
}

Donnons maintenant quelques propriétés de l’application J.

Soit :

H = {
w ∈ L∞

+ (Ω) / 0≤ w ≤ u0
}

Lemme 1.3.1. ([2]) L’application J est monotone et concave de H dans lui même.

Preuve.

* Prouvons la monotonie de l’opérateur J que nous utiliserons ultérieurement.

Nous avons J(w)= ξ et considérons l’inéquation variationnelle (1.38).

Démontrons que :
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Si w1 ≤ w2 alors J(w1)≤ J(w2)

ξ1 = J(w1) est une solution de l’IV (1.38) :

 b(ξ1,v−ξ1)≥ ( f +λw1,v−ξ1), ∀v ∈V

ξ1 ≤ Mw1 , v ≤ Mw1

Nous posons v = ξ1 − ṽ, ṽ ≥ 0 et obtenons :

 b(ξ1, ṽ)≤ ( f +λw1, ṽ)≤ ( f +λw2, ṽ)

ξ1 ≤ Mw2 , ṽ ≥ 0

ξ1 est une sous-solution de l’IV de second membre f +λw2 et d’obstacle Mw2. Comme
la solution est la plus grande des sous-solution alors, nous avons :

ξ1 ≤ ξ2 ⇒ J(w1)≤ J(w2)

ä

Proposition 1.3.2. ([2]) J est contractante dans L∞(Ω) de constante de contraction
λ

λ+β . Il existe donc un unique point fixe qui coïncide avec la solution u de l’IV (1.30).

1.3.2 Existence et unicité de la solution continue

Soit u0 ∈V la solution de l’équation :

a(u0,v)= ( f ,v), ∀v ∈V (1.39)

1.3.2.1 Algorithme continu de Bensoussan-Lions

Partant de u0 et u0 = 0 et définissons les suites :

* Décroissante : un = J(un−1) , ∀n ∈N

* Croissante : un = J(un−1) , ∀n ∈N
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Où un ∈V est la solution de l’inéquation variationnelle :

 b(un,v−un)≥ ( f +λun−1,v−un), ∀v ∈V

un ≤ Mun−1 , v ≤ Mun−1

(1.40)

Et un ∈V est la solution de l’inéquation variationnelle :

 b(un,v−un)≥ ( f +λun−1,v−un), ∀v ∈V

un ≤ Mun−1 , v ≤ Mun−1

(1.41)

Nous donnons maintenant un théorème de convergence des suites de l’algo-
rithme de Bensoussan-Lions.

Théorème 1.3.3. Les suites (un)n∈N et (un)n∈N convergent en décroissant et en croissant
vers l’unique solution du problème (1.30).

Preuve.
Nous procédons par récurrence pour démontrer que :

* La suite (un)n∈N est croissante :

Supposons que u1 est une solution de l’IV (1.41) :

b(u1,v−u1)≥ ( f +λu0,v−u1) et un = 0

Nous savons que :
f ≥ 0 donc u1 ≥ 0

Donc :

u1 ≥ u0 = 0

⇒ J(u1)≥ J(u0) ( car J est monotone )

⇒ u2 ≥ u1

Nous supposons qu’elle est vraie pour n−1 et nous la démontrons pour n :
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un−1 ≥ un−2

⇒ J(un−1)≥ J(un−2) ( car J est monotone )

⇒ un ≥ un−1

⇒ (un) est croissante ∀n ∈N

* La suite (un)n∈N est décroissante :

u0 est solution de l’équation : a(u0,v)= ( f ,v)

Donc :

a(u0,v)+
∫
Ω
λ u0 v dx = ( f ,v)+

∫
Ω
λ u0 v dx

⇒ b(u0,v)= ( f +λu0,v) (1.42)

Supposons que u1 est une solution de l’IV (1.40) :

b(u1,v−u1)≥ ( f +λu0,v−u1) (1.43)

Nous posons dans (1.43) v = u1 − (u1 −u0)+ et obtenons :

b(u1,u1 − (u1 −u0)+−u1)≥ ( f +λu0,u1 − (u1 −u0)+−u1)

⇒ b(u1,−(u1 −u0)+)≥ ( f +λu0,−(u1 −u0)+)

Nous utilisons (1.24) avec v = (u1 −u0)+ et obtenons :

b(u1, (u1 −u0)+)≤ b(u0, (u1 −u0)+)

⇒ b(u1 −u0, (u1 −u0)+)≤ 0, (u1 −u0)+)> 0

⇒ u1 −u0 ≤ 0
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⇒ u1 ≤ u0

⇒ J(u1)≤ J(u0) ( car J est monotone )

⇒ u2 ≤ u1

Nous supposons qu’elle est vraie pour n−1 et nous la démontrons pour n :

un−1 ≤ un−2

⇒ J(un−1)≤ J(un−2) ( car J est monotone )

⇒ un ≤ un−1

⇒ (un) est décroissante ∀n ∈N

* Montrons maintenant que un ≤ un

u0 est solution de l’équation :

a(u0,v)= ( f ,v), f ≥ 0

Donc :

u0 ≥ 0= u0 ⇒ u0 ≥ u0

⇒ J(u0)≥ J(u0) ( car J est monotone )

⇒ u1 ≥ u1

Nous supposons qu’elle est vraie pour n−1 et nous la démontrons pour n :

un−1 ≥ un−1

⇒ J(un−1)≥ J(un−1)
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⇒ un ≥ un

* Conclusion :

un ∈ H1(Ω)⇒ un ∈ L2(Ω)
un ∈ H1(Ω)⇒ un ∈ L2(Ω)

L2(Ω) est complet

⇒ un et un convergent vers la meme limite

Le théorème de Lax-Miligram assure l’existence et l’unicité de la solution u, donc :

lim
n→∞un = lim

n→∞un = u

ä

1.3.3 Régularité de la solution continue
Théorème 1.3.4. ([2]) La solution u du problème (1.30) satisfait la propriété de régula-
rité :

u ∈W2,p(Ω), 2≤ p <+∞

1.3.4 Monotonie de la solution continue
Soit u = ∂( f ) (resp. ũ = ∂( f̃ )) la solution de (1.30) avec le second membre f (resp. f̃ ).

Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 1.3.5. La solution du problème (1.30) est croissante par rapport au second
membre f :

Si f̃ ≤ f alors ∂( f̃ )≤ ∂( f ) (1.44)

Preuve.

Nous savons que :

u0( f ) est une solution de l’équation :

a(u0,v)= ( f ,v)



28
Chapitre 1. Approximations par éléments finis des inéquations quasi-

variationnelles (IQV) elliptiques non coercives

Et ũ0( f̃ ) est une solution de l’équation :

a(ũ0,v)= ( f̃ ,v)

Nous avons :

f ≥ f̃ ⇒ u0 ≥ ũ0

Posons u1 = ∂( f ) et ũ1 = ∂( f̃ ).

Nous supposons que ũ1 est une solution de l’IV (1.40) et comme toute solution est une
sous-solution alors nous avons : b(ũ1,v)≤ ( f̃ +λũ0,v)≤ ( f +λu0,v), ∀v ∈V

ũ1 ≤ Mũ0 ≤ Mu0

⇒
 b(ũ1,v)≤ ( f +λu0,v), ∀v ∈V

ũ1 ≤ Mu0

ũ1 est une sous-solution de l’IV de second membre f +λu0 et d’obstacle Mu0 et comme
la solution est la plus grande des sous-solutions alors nous avons :

ũ1 ≤ u1

⇒ ∂( f̃ )≤ ∂( f )

ä

1.3.5 Caractérisation de la solution continue comme enveloppe
des sous-solutions continues

Définition 1.3.1. Soit X l’ensemble des sous-solutions de l’IQV (1.30), c’est-à-dire
l’ensemble des w ∈V tel que :

 b(w,v)≤ ( f +λw,v), ∀v ∈V

w ≤ Mw , v ≤ Mw
(1.45)
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Théorème 1.3.6. La solution u de l’IQV (1.30) est le plus grand élément de X .

Preuve.

Montrons que u est le plus grand élément de X .

u est solution de l’IQV :  b(u,v−u)≥ ( f +λu,v−u), ∀v ∈V

u ≤ Mu, v ≤ Mu, u ≥ 0
(1.46)

Nous posons v = u− ṽ , ṽ ≥ 0 et obtenons :

 b(u, ṽ)≤ ( f +λu, ṽ)

u ≤ Mu, ṽ ≥ 0

⇒ u ∈ X ( u est une sous− solution )

Nous supposons maintenant que w ∈ X et montrons que u est le plus grand élément de
X .

Posons J(w)=σ( f +λw)

w est une sous-solution de l’IQV vérifiant (1.45).

σ( f +λw) est une solution de l’IV (1.46) :

b(σ( f +λw),v−σ( f +λw))≥ ( f +λw,v−σ( f +λw)) (1.47)

Nous posons dans (1.47) v =σ( f +λw)− ṽ, ṽ ≥ 0 et obtenons :

b(σ( f +λw), ṽ)≤ ( f +λw, ṽ)

w est une sous-solution de l’IV de second membre f +λw et comme la solution est la
plus grande des sous-solutions alors :

w ≤σ( f +λw)= J(w)

⇒ f +λw ≤ f +λJ(w)
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⇒σ( f +λw)= J(w)≤σ( f +λJ(w))= J(J(w))

Donc :

J(w)≤ J2(w)≤ .....≤ Jn(w)

Nous savons que w est une sous-solution et u0 est une sur-solution donc :

w ≤ u0

⇒ Jn(w)≤ Jn(u0) ( car J est monotone )

Nous avons aussi :

un = J(un−1)= J2(un−2)= ....= Jn(u0)

Donc :

Jn(w)≤ Jn(u0)= un ≤ un−1 ≤ ....≤ u0 ( car la suite est décroissante )

Nous déduisons alors que :

w ≤ lim
n→∞ Jn(w)= lim

n→∞ Jn(u0)= lim
n→∞un = u

⇒ w ≤ u

D’où u est le plus grand élément de X . ä

1.3.6 Propriété de lipschitziannité de la solution continue

Nous gardons les notations de la proposition (1.3.5), c’est-à-dire u = ∂( f ) et ũ = ∂( f̃ ).

Proposition 1.3.7. Sous les notations et hypothèses précédentes nous avons :

‖u− ũ‖L∞(Ω) ≤
1
β

∥∥ f − f̃
∥∥

L∞(Ω) (1.48)
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Preuve.

Soit Φ= 1
β

∥∥ f − f̃
∥∥∞

Nous voyons clairement que :

f̃ ≤ f +∥∥ f − f̃
∥∥∞ ≤ f + a0(x)

β

∥∥ f − f̃
∥∥∞ = f +a0 Φ

D’après la monotonie nous avons :

∂( f̃ )≤ ∂( f +a0Φ)≤ ∂( f )+Φ

⇒ ∂( f̃ )−∂( f )≤Φ

Comme les rôles de f et f̃ sont symétriques, nous obtenons également :

∂( f )−∂( f̃ )≤Φ
D’où l’inégalité (1.48). ä

1.4 Inéquation quasi-variationnelle discrète non
coercive

Les démonstrations des propositions et théorèmes sont similaires à celles données
dans le cas continu.
Nous gardons la même triangulation introduite dans la partie IV discrète.

Soit :

K(uh)=
{
vh ∈Vh / 0≤ vh ≤ rhMuh dans τh

}
(1.49)

L’inéquation quasi-variationnelle discrète consiste à résoudre le problème suivant :

 Trouver uh ∈ K(uh) solution de

a(uh,vh −uh)≥ ( f ,vh −uh), ∀v ∈ K(uh)
(1.50)
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Par une transformation comme dans le cas continu, uh est également solution de :

 Trouver uh ∈ K(uh) solution de

b(uh,vh −uh)≥ ( f +λuh,vh −uh), ∀v ∈ K(uh)
(1.51)

1.4.1 Application discrète du point fixe

Nous pouvons associer au problème (1.50) une application discrète du point fixe
définies par :

Jh : L∞
+ (Ω)→Vh

w → Jh(w)= ξh (1.52)

Où ξh ∈Vh est la solution discrète de l’IV suivante :

 b(ξh,vh −ξh)≥ ( f +λw,vh −ξh), ∀vh ∈Vh

ξh ≤ rhMw , vh ≤ rhMw
(1.53)

L’application Jh possède des propriétés analogues à celles de l’application J.

Soit :

Hh = {
w ∈ L∞

+ (Ω) / 0≤ w ≤ u0h
}

Lemme 1.4.1. ([2]) L’application Jh est monotone et concave de Hh dans lui même.

Proposition 1.4.2. ([2]) Sous les notations et hypothèses précédentes, l’application Jh
est contractante, de constante de contraction λ

λ+β . Il existe donc un unique point fixe qui
coïncide avec la solution discrète uh de l’IV (1.50).

1.4.2 Existence et unicité de la solution discrète

Soit u0h ∈Vh la solution de l’équation :

a(u0h,vh)= ( f ,vh), ∀vh ∈Vh (1.54)
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1.4.2.1 Algorithme discret de Bensoussan-Lions

Partant de u0h et u0h = 0 et définissons les suites :

* Décroissante : unh = Jh(un−1h) , ∀n ∈N

* Croissante : unh = Jh(un−1h) , ∀n ∈N

Où unh ∈Vh est la solution de l’inéquation variationnelle :

 b(unh,vh −unh)≥ ( f +λun−1h,vh −unh), ∀vh ∈Vh

unh ≤ rhMun−1h , vh ≤ rhMun−1h

(1.55)

Et unh ∈Vh est la solution de l’inéquation variationnelle :

 b(unh,vh −unh)≥ ( f +λun−1h,vh −unh), ∀vh ∈Vh

unh ≤ rhMun−1h , vh ≤ rhMun−1h

(1.56)

1.4.2.2 Hypothèse du principe du maximum discret ([12])

Nous posons B la matrice définie par :

Bsl = a(ϕs,ϕl)+
∫
Ω
λϕsϕldx (1.57)

Nous supposons que B est une M-matrice.

Nous donnons maintenant un théorème de convergence des suites discrètes de
l’algorithme de Bensoussan-Lions.

Théorème 1.4.3. ([2]) Les suites (unh)n∈N et (unh)n∈N convergent en décroissant et en
croissant vers l’unique solution du problème (1.50).

1.4.3 Monotonie de la solution discrète
Soit uh = ∂h( f ) (resp. ũh = ∂h( f̃ )) la solution de (1.50) avec second membre f (resp.

f̃ ).

Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 1.4.4. ([2]) Sous le principe du maximum discret, nous avons :

Si f̃ ≤ f alors ∂h( f̃ )≤ ∂h( f ) (1.58)
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1.4.4 Caractérisation de la solution discrète comme enveloppe
des sous-solutions discrètes

Définition 1.4.1. Soit Xh l’ensemble des sous-solutions discrètes de l’IQV (1.50), c’est-
à-dire l’ensemble des wh ∈Vh tel que :

 b(wh,ϕs)≤ ( f +λwh,ϕs), ∀ϕs, s = 1,2, ...,m(h)

wh ≤ rhMwh

(1.59)

Théorème 1.4.5. Sous le principe du maximum discret, la solution de l’IQV (1.50) est
le plus grand élément de Xh.

1.4.5 Propriété de lipschitziannité de la solution discrète

En gardant les mêmes notations que dans le cas continu, nous avons la proposition
suivante :

Proposition 1.4.6. ([2])

‖uh − ũh‖L∞(Ω) ≤
1
β

∥∥ f − f̃
∥∥

L∞(Ω) (1.60)

1.4.6 Etude de l’approximation

Cette partie est consacrée à démontrer que la méthode proposée conduit à une
approximation optimale dans L∞(Ω). En s’appuyant sur les propriétés des solutions
continue et discrète des IQV (1.30) et (1.50), nous introduisons les deux problèmes
auxiliaires suivants :

1.4.6.1 IQV continue coercive

Soit u(h) ∈V la solution du problème continu suivant : b(u(h),v−u(h))≥ ( f +λuh,v−u(h)), ∀v ∈V

u(h) ≤ Mu(h) , v ≤ Mu(h)
(1.61)

uh étant la solution de l’IQV discrète (1.50).
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1.4.6.2 IQV discrète coercive

Soit uh ∈Vh la solution du problème discret suivant : b(uh,v−uh)≥ ( f +λu,v−uh), ∀v ∈Vh

uh ≤ rh Muh , v ≤ rhMuh

(1.62)

u étant la solution de l’IQV continue (1.30).

1.4.6.3 Estimation de l’erreur des problèmes auxiliaires

Lemme 1.4.7. ([15]) Il existe une constante C indépendante de h telle que :

‖u−uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|2 (1.63)

∥∥∥uh −u(h)
∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2 (1.64)

Théorème 1.4.8. Il existe une constante C indépendante de h telle que :

‖u−uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|2 (1.65)

Preuve. La preuve de ce théorème se réalisera en trois étapes.

* Etape 1 : Construction d’une fonction discrète αh proche de u telle que :

αh ≤ uh et ‖u−αh‖∞ ≤ Ch2 |logh|2

Posons dans (1.62) vh = uh −ϕs et obtenons :

 b(uh,ϕs)≤ ( f +λu,ϕs)= ( f +λu+λuh −λuh,ϕs) ∀ϕs , s = 1, ...,m(h)

uh ≤ rhMuh

Nous avons :

( f +λu+λuh −λuh,ϕs)≤ ( f +λuh +λ‖u−uh‖∞ ,ϕs)
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≤ ( f +λ‖u−uh‖∞+λuh,ϕs)

Posons g = f +λ‖u−uh‖∞ et obtenons :

 b(uh,ϕs)≤ (g+λuh,ϕs)

uh ≤ rhMuh

(1.66)

uh est une sous-solution de l’IV de second membre g et d’obstacle rhMuh.
D’autre part, d’après la lipschitziannité nous avons :

‖uh −uh‖∞ ≤ ∥∥ f +λ‖u−uh‖∞− f
∥∥∞ = ‖u−uh‖∞

De (1.63) nous avons :

∥∥u−Ch2 |logh|2 −uh
∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

⇒‖u−αh‖∞ ≤ Ch2 |logh|2

Avec αh = Ch2 |logh|2 −uh

* Etape 2 : Construction d’une fonction continue β(h) proche de uh telle que :

β(h) ≤ u et
∥∥∥β(h) −uh

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

Posons dans (1.61) vh = u(h) − ṽ, ṽ ≥ 0 et obtenons :

 b(u(h), ṽ)≤ ( f +λuh, ṽ)= ( f +λu(h) −λu(h) +λuh, ṽ), ṽ ≥ 0

u(h) ≤ Muh

Nous avons :
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( f +λu(h) −λu(h) +λuh, ṽ)≤ ( f +λ
∥∥∥uh −u(h)

∥∥∥∞+λu(h), ṽ)

Posons g̃ = f +λ
∥∥∥uh −u(h)

∥∥∥∞ et obtenons :

 b(u(h), ṽ)≤ ( g̃+λu(h), ṽ)

u(h) ≤ Mu(h)
(1.67)

u(h) est une sous-solution de l’IV de second membre g̃ et d’obstacle Mu(h).
D’après la lipschitziannité nous avons :∥∥∥u(h) −u

∥∥∥∞ ≤
∥∥∥ f +λ

∥∥∥uh −u(h)
∥∥∥∞− f

∥∥∥
∞
=

∥∥∥uh −u(h)
∥∥∥∞

De (1.64) nous avons : ∥∥∥uh −Ch2 |logh|2 −u(h)
∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

⇒
∥∥∥β(h) −uh

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

Avec β(h) = Ch2 |logh|2 −u(h)

* Etape 3 : Appliquons maintenant les résultats des étapes 1 et 2 pour déduire l’esti-
mation de l’erreur de l’IQV (1.50).

Nous avons d’une part :

u ≤αh +Ch2 |logh|2

≤ uh +Ch2 |logh|2 ( car αh ≤ uh )

⇒ u−uh ≤ Ch2 |logh|2

Et d’autre part :

uh ≤β(h) +Ch2 |logh|2
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≤ u+Ch2 |logh|2 ( car β(h) ≤ u )

⇒ uh −u ≤ Ch2 |logh|2

Finalement :

‖u−uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|2

ä



CHAPITRE 2

Approximation par éléments finis de
l’équation

d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

Cette partie est consacrée à l’introduction de l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman
et sa transformation en un système d’inéquations quasi-variationnelles à opérateurs
non coercifs [20]. Nous démontrons l’existence d’une solution faible unique en utilisant
l’approche sous et sur- solutions. Une synthèse des résultats d’approximation existants
a été faite suivant différents concepts à savoir, l’approche sous-solutions et régularité
discrète, l’approche algorithmique ainsi que la contraction. Pour cette dernière, le
théorème du point fixe de Banach servira à montrer que l’approximation par éléments
finis appliquée au système d’IQV est quasi-optimale dans L∞.
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2.1 Introduction à l’HJB
L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman résultante de la méthode de la programma-

tion dynamique initiée par Richard Bellman dans les années cinquante pour résoudre
des problèmes d’optimisation, c’est-à-dire des problèmes où nous devons prendre les
meilleures décisions possibles à chaque date pour un critère de performance donné.
L’équation de la programmation dynamique généralise les travaux antérieurs en méca-
nique classique de William Hamilton et Carl Gustav Jacobi, et est usuellement appelée
équation d’HJB en reconnaissance de la contribution de ces trois grandes personnalités
scientifiques.
Historiquement appliquée en ingénierie puis dans d’autres domaines des mathéma-
tiques appliquées, l’équation d’HJB est devenue un outil important dans les problèmes
de décision intervenant en économie et en finance. Sa première et plus célèbre applica-
tion financière est le problème d’allocation de portefeuille introduit par Robert Merton
en 1973.
L’intérêt de cette équation est son utilisation dans le cadre d’une stratégie pour résoudre
des problèmes de contrôle optimal.

2.2 Passage de l’HJB à un système d’IQV continues
non coercives

Considérons l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman :
max

1≤i≤M
(A iu− f i)= 0 dans Ω

u = 0 sur Ω

(2.1)

Cette équation est approchée par le système d’IQV suivant :

Trouver U = (u1, .......,uM) ∈ (H1
0(Ω))M solution de :


ai(ui,v−ui)≥ ( f i,v−ui), ∀v ∈ H1

0(Ω)

ui ≤ k+ui+1 , v ≤ k+ui+1

uM+1 = u1 , i = 1, M, k > 0

(2.2)

OùΩ est un ouvert régulier de RN , N ≥ 1 de frontière Γ= ∂Ω suffisamment régulière, les
ai(u,v) sont les M formes bilinéaires continues non coercives associées aux opérateurs
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A i elliptiques uniformes de second ordre, les f i sont des fonctions régulières et k est
un nombre positif.

Les équations d’HJB sont rencontrées dans de nombreuses applications ; par exemple,
dans le contrôle stochastique, la solution de (2.1) caractérise la borne inférieure de la
fonction coût associée à un processus de commutation (switching) stochastique optimal
contrôlé sans coût de commutation [2, 21].

Une grande partie du travail sur l’analyse qualitative du problème (2.1) a été faite
dans les années quatre-vingt [20, 27]. Ces études ont été suivies par quelques travaux
en relation avec les méthodes numériques comme l’approximation par différences
finies. D’autres méthodes itératives de type séquentiel et parallèle ont également été
introduites et analysées dans [28] et l’analyse par éléments finis a été étudiée par
Cortey-Dumont dans [17].

Dans [27], Lions et Menaldi prouvent que la solution du problème (2.1) est une limite
dans C(Ω) de la solution du système d’IQV elliptiques (2.2) lorsque le paramètre k tend
vers zéro.

La version coercive de l’équation (2.2) a été étudiée à la fois des points de vue analyse
mathématique et numérique dans [10].

Ici, nous allons nous intéresser au cas non coercif, c’est-à-dire quand les formes bili-
néaires ai(u,v) ne satisfont pas la condition de coercivité.

Le problème (2.2) est transformé alors en un système d’IQV à opérateurs coercifs
suivant :

Trouver U = (u1, .......,uM) ∈ (H1
0(Ω))M solution de :

bi(ui,v−ui)≥ ( f i +λui,v−ui), ∀v ∈ H1
0(Ω)

ui ≤ k+ui+1 , v ≤ k+ui+1

uM+1 = u1 , i = 1, M

(2.3)

Où :

bi(u,v)= ai(u,v)+λ(u,v) (2.4)

Avec λ assez grand vérifiant :

bi(v,v)≥α‖v‖2
H1(Ω) , α> 0 ; ∀ v ∈ H1

0(Ω) (2.5)
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Les opérateurs bi(u,v) vérifient donc l’hypothèse de coercivité [16] et le nouveau pro-
blème s’apparente à un système d’inéquations quasi-variationnelles dans la mesure où
les seconds membres dépendent linéairement de la solution.

2.2.1 Notations et hypothèses

Nous définissons pour tout u,v ∈ H1(Ω) :

ai(u,v)=
∫
Ω

(
N∑

j,k=1
ai

jk(x)
∂u
∂x j

∂v
∂xk

+
N∑

k=1
bi

k(x)
∂u
∂xk

v+ai
0(x).uv

)
dx (2.6)

ai(., .) sont les formes bilinéaires associées aux opérateurs elliptiques A i défini par :

A i =
N∑

j,k=1
ai

jk(x)
∂2

∂x jxk
+

N∑
k=1

bi
k(x)

∂

∂xk
+ai

0(x) (2.7)

Les coefficients ai
jk(x), bi

k(x) et ai
0(x) sont supposés être suffisamment réguliers

∀ j,k = 1, ..., N et ∀ i = 1, ..., M tels que :

N∑
j,k=1

ai
jk(x)ξ jξk ≥α |ξ|2 ; ξ ∈RN , α> 0 , x ∈Ω (2.8)

Et les ai
0(x) satisfont :

ai
0(x)≥β> 0; ∀x ∈Ω (2.9)

Les coefficients ai
jk(x) sont symétriques :

ai
jk(x)= ai

k j(x) (2.10)

Nous considérons des seconds membres :

f i ∈ C2(Ω), f i ≥ 0; i = 1, ..., M (2.11)
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Et pour tout W = (w1, ...,wM) ∈ L∞(Ω) = (L∞(Ω))M , nous introduisons la norme sui-
vante :

‖W‖∞ = max
1≤i≤M

∥∥∥wi
∥∥∥

L∞(Ω)
(2.12)

Où ‖.‖L∞(Ω) représente la norme uniforme.

(., .) désigne le produit scalaire standard dans L2(Ω).

Soient K i des ensembles convexes fermés non vides définis comme suit :

K i =
{
v ∈ H1(Ω) / v ≤ k+ui+1 , v ≥ 0

}
(2.13)

2.2.2 Existence et unicité de la solution continue

Remarque 2.2.1. Dans le système (2.3), le second membre et l’obstacle dépendent
linéairement de la solution.

Remarque 2.2.2. L’existence et l’unicité de la solution du problème d’inéquation varia-
tionnelle introduit dans le chapitre 1 ont été démontrées ainsi que la monotonie de la
solution qui amène à introduire une application de point fixe.

Posons L∞(Ω)= (L∞+ (Ω))M

Soit l’application suivante :
T : L∞(Ω)→ L∞(Ω)

W → TW = (ξ1, ...,ξM)= ξ (2.14)

Où ξi = σ( f i +λwi;k+wi+1) est la solution du système d’inéquations variationnelles
suivant :  bi(ξi,v−ξi)≥ ( f i +λwi,v−ξi) ∀v ∈ H1

0(Ω)

ξi ≤ k+wi+1 , v ≤ k+wi+1
(2.15)

Remarque 2.2.3. Le problème (2.15) est un système d’inéquations variationnelles
coercives admettant une unique solution [1].
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2.2.2.1 Propriétés de l’application T

Introduisons le vecteur Û0 = (û1,0, ..., ûM,0), ∀i = 1, ..., M où ûi,0 est la solution du
système d’équations suivant :

bi(ûi,0,v)= ( f i +λûi,0,v) ∀v ∈ H1
0(Ω)

∀i = 1, M
(2.16)

Proposition 2.2.1. ([2]) Pour f i ≥ 0, il existe une unique solution positive du problème
(2.16). De plus, ûi,0 ∈W2,p(Ω), p ≤∞.

Proposition 2.2.2. Sous les notations et hypothèses précédentes, l’application T est
monotone, concave et satisfait :

TW ≤ Û0, ∀ W ∈ L∞(Ω) tel que W ≤ Û0

Preuve.

1. Montrons que T est croissante, c’est-à-dire :

Si V ≤W alors TV ≤ TW

Soit V = (v1, ...,vM),W = (w1, ...,wM) dans L∞(Ω) tels que : vi ≤ wi ∀i = 1, ..., M

Alors en utilisant la monotonie de σ, nous obtenons :

σ( f i +λvi;k+vi+1)≤σ( f i +λwi;k+wi+1)

⇒ TV ≤ TW

2. Montrons que TW ≤ Û0 ∀ W ≤ Û0

Rappelons que u+ = sup(u,0), u− = sup(−u,0) et ξi, ûi,0 ∈ H1
0(Ω) donc :

ξi − (ξi − ûi,0)+ ∈ H1
0(Ω)

Comme (ξi − ûi,0)+ ≥ 0, il en découle que :



2.2. Passage de l’HJB à un système d’IQV continues non coercives 45

ξi − (ξi − ûi,0)+ ≤ ξi ≤ k+wi+1

Nous choisissons dans (2.15) v = ξi − (ξi − ûi,0)+ et obtenons :

bi(ξi,−(ξi − ûi,0)+)≥ ( f i +λwi,−(ξi − ûi,0)+)

Nous choisissons dans le système d’équations (2.16) v = (ξi − ûi,0)+ et obtenons :

bi(ûi,0, (ξi − ûi,0)+)= ( f i +λûi,0, (ξi − ûi,0)+)

Comme W ≤ Û0 et par addition, nous obtenons :

−bi((ξi − ûi,0)+, (ξi − ûi,0)+)≥ 0

⇒ (ξi − ûi,0)+ = 0

Donc :

ξi ≤ ûi,0 ∀i = 1,2, ..., M

⇒ TW ≤ Û0

3. Montrons que T est concave :

Pour simplifier, nous adoptons les notations suivantes :

wi
θ = θwi + (1−θ)w̃i; wi

θ,k = θ(k+wi)+ (1−θ)(k+ w̃i); 0≤ θ ≤ 1

Alors, nous avons :

T(θW+(1−θ)W̃)= [σ( f 1+λw1
θ; k+w2

θ), . . . ,σ( f i+λwi
θ; k+wi+1

θ ), . . . ,σ( f M+λwM
θ ; k+w1

θ)]

= [σ( f 1 +λw1
θ; w2

θ,k), . . . ,σ( f i +λwi
θ; wi+1

θ,k ), . . . ,σ( f M +λwM
θ ; w1

θ,k)]
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Posons :

ξi =σ( f i +λwi; k+wi+1)

ξ̃i =σ( f i +λw̃i; k+ w̃i+1)

ξi
θ = θξi + (1−θ)ξ̃i

U i
θ =σ( f i +λwi

θ; wi+1
θ,k )

Il est clair que ξi
θ

est admissible pour le problème qui admet U i
θ

pour solution. Alors :
U i
θ
+ (U i

θ
−ξi

θ
)− est aussi admissible pour le même problème.

Donc :

bi(U i
θ, (U i

θ−ξi
θ)−)≥ ( f +λwi

θ, (U i
θ−ξi

θ)−) (2.17)

Aussi, nous pouvons prendre ξi − (U i
θ
−ξi

θ
)− comme fonction test dans le problème où ξi

est une solution. ξ̃i − (U i
θ
−ξi

θ
)− peut également être choisie dans le problème qui admet

ξ̃i pour solution.

Nous en déduisons que :

−bi(ξi, (U i
θ−ξi

θ)−)≥−( f +λwi, (U i
θ−ξi

θ)−) (2.18)

Et :

−bi(ξ̃i, (U i
θ−ξi

θ)−)≥−( f +λw̃i, (U i
θ−ξi

θ)−) (2.19)

En multipliant (2.18) par θ et (2.19) par (1−θ), l’addition donne :

−bi(ξi
θ, (U i

θ−ξi
θ)−)≥−( f +λwi

θ, (U i
θ−ξi

θ)−) (2.20)

Finalement, (2.17) + (2.20) donne :
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bi(U i
θ−ξi

θ, (U i
θ−ξi

θ)−)≥ 0

⇒ (U i
θ−ξi

θ)− = 0

D’où :

T(θW + (1−θ)W̃)≥ θTW + (1−θ)TW̃

ä

2.2.2.2 Algorithme continu de Bensoussan-Lions

Partant de Û0 solution du système d’équations (2.16) et Ǔ0 = 0= (0, ...,0).

Nous définissons les itérations suivantes :

Ûn+1 = TÛn , n ∈N (2.21)

Et
Ǔn+1 = TǓn , n ∈N (2.22)

L’étude de la convergence des itérations de cet algorithme nécessite le résultat suivant :

Lemme 2.2.3. Soit f i ≥ f 0 > 0 ; 1≤ i ≤ M, où f 0 est une constante positive et :

0<µ< inf

{
k∥∥Û0
∥∥∞

;
f 0

λ
∥∥Û0

∥∥∞+ f 0

}

Alors, nous avons :

T(0)≥µÛ0 (2.23)

Preuve.

En effet, dans l’itération (2.22), nous avons T(0) = Ǔ1 = (ǔ1,1, ..., ǔ1,M) où ǔi,1 est une
solution du systèmes d’IV suivant :
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 bi(ǔi,1,v− ǔi,1)≥ ( f i +λǔi,0,v− ǔi,1) ∀v ∈ H1
0(Ω)

ǔi,1 ≤ k , v ≤ k
(2.24)

Par le choix de µ, nous pouvons choisir de prendre dans (2.24) v = (ǔi,1 −µûi,0)−+ ǔi,1,
dans le système d’équations (2.16) v =−(ǔi,1 −µûi,0)− et en utilisant le fait que f i ≥ f 0

et ǔi,0 = 0, nous obtenons par addition :

bi(ǔi,1 −µûi,0, (ǔi,1 −µûi,0)−)≥ (( f i −µ f i −µλûi,0), (ǔi,1 −µûi,0)−)

≥ (( f 0(1−µ)−µλûi,0), (ǔi,1 −µûi,0)−)

Mais nous avons également, grâce au choix de µ, ceci :

f 0(1−µ)−µλûi,0 ≥ f 0(1−µ)−µλ∥∥Û0∥∥∞ ≥ 0

Grâce à la coercivité de bi (voir (2.5)), nous avons :

(ǔi,1 −µûi,0)− = 0⇒ ǔi,1 ≥µûi,0, ∀i = 1,2, ..., M

ä

Proposition 2.2.4. Soit 0< γ≤ 1 et W , W̃ ∈C défini par :

C= {
W ∈ L∞(Ω) tel que 0≤W ≤ Û0}

Tel que :

W −W̃ ≤ γW (2.25)

Alors, nous avons :

TW −TW̃ ≤ γ(1−µ)TW (2.26)

Preuve.

Par (2.25), nous avons :
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(1−γ)W ≤ W̃

En utilisant le fait que T est monotone et concave, nous obtenons :

(1−γ)TW +γT(0)≤ T[(1−γ)W +γ.0]

≤ TW̃

Finalement, en utilisant le lemme (2.2.3), nous obtenons l’inégalité (2.26). ä

Théorème 2.2.5. Sous les conditions des propositions (2.2.2) et (2.2.4), les suites (Ûn)n∈N
et (Ǔn)n∈N sont monotones et bien définies dans C. De plus, elles convergent respective-
ment en décroissant et en croissant vers l’unique solution U du système (2.2).

Preuve. La preuve du théorème se réalisera en cinq étapes :

Etape 1 : Les suites (Ûn) sont décroissantes.

De (2.21), il est facile de voir que ûi,n est une solution du système d’IV suivant :


bi(ûi,n,v− ûi,n)≥ ( f i +λûi,n−1,v− ûi,n) ∀v ∈ H1

0(Ω)

ûi,n ≤ k+ ûi+1,n−1 , v ≤ k+ ûi+1,n−1

ûM+1,n = û1,n

(2.27)

Puisque f i ≥ 0 et ûi,n ≥ 0, une simple induction combinée aux résultats de comparaison
standard dans les IV conduit à ûi,n ≥ 0, c’est-à-dire :

Ûn ≥ 0 ∀n ≥ 0 (2.28)

De plus, par la proposition (2.2.2) et l’itération (2.21), nous avons :

Û1 = TÛ0 ≤ Û0

Ainsi :
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0≤ Ûn+1 = TÛn ≤ Ûn ≤ ...≤ Û0 (2.29)

Etape 2 : Les suites (Ûn) convergent vers la solution du système (2.2).

De (2.28) et (2.29), il est clair que ∀i = 1,2, ..., M, nous avons :

lim
n→∞ ûi,n(x)= ui(x), x ∈Ω et (u1, ...,uM) ∈C (2.30)

De plus, de (2.28), nous avons :

k+ ûi+1,n−1 ≥ 0

Alors, nous pouvons prendre v = 0 dans (2.27) et obtenons :

γ
∥∥∥ûi,n

∥∥∥2

H1(Ω)
≤ bi(ûi,n, ûi,n)≤

∥∥∥ f i +λûi,n−1
∥∥∥

L2(Ω)

∥∥∥ûi,n
∥∥∥

H1(Ω)

Ou tout simplement : ∥∥∥ûi,n
∥∥∥

H1(Ω)
≤ C

Où C est une constante indépendante de n.

Par conséquent, ûi,n reste bornée dans H1(Ω) et cela permet de compléter (2.30) ainsi :

lim
n→∞ ûi,n = ui f aiblement dans H1(Ω) (2.31)

Etape 3 : U = (u1, ...,uM) coïncide avec la solution du systèmes d’IQV (2.2).

En effet, puisque nous avons ûi,n(x)≤ k+ ûi+1,n−1(x), (2.30) implique que :

ui(x)≤ k+ui+1(x)

Maintenant, soit :

v ≤ k+ui+1 ⇒ v ≤ k+ ûi+1,n−1, ∀n ≥ 0
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Nous pouvons prendre v comme fonction test dans le système d’IV (2.27). Par consé-
quent, la combinaison de (2.30) et (2.31) avec la faible semi- continuité inférieure (the
weak lower semi continuity) de bi(v,v) et, en passant à la limite dans le problème (2.27),
nous obtenons clairement : bi(ui,v−ui)≥ ( f i +λui,v−ui) ∀v ∈ H1

0(Ω)

v ≤ k+ui+1

Etape 4 (Unicité) :

Soient U , Ũ deux solutions du système (2.2). Ce sont des points fixes de T.

Du moment que U −Ũ ≤U , en prenant W =U et W̃ = Ũ dans (2.25) avec γ= 1−µ, nous
obtenons :

U −Ũ ≤ (1−µ)U

En répétant cela avec γ= 1−µ, nous obtenons :

U −Ũ ≤ (1−µ)2U

Et donc :

U −Ũ ≤ (1−µ)nU ≤ (1−µ)n ∥∥Û0∥∥∞

Ainsi, en faisant tendre n vers ∞, nous obtenons :

U ≤ Ũ

Finalement, en changeant les rôles de U et Ũ , nous obtenons :

U = Ũ

Etape 5 :
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La propriété de monotonie de la suite (Ǔn) peut être démontrée d’une manière similaire
à celle de la suite (Ûn).

Prouvons, maintenant, leurs convergences vers la solution du système (2.2).

En effet, appliquons les inégalités (2.25) et (2.26) avec :

W = Û0 ; W̃ = Ǔ0 ; γ= 1

Alors, nous avons :

TÛ0 −TǓ0 ≤ (1−µ)TÛ0

⇒ 0≤ Û1 −Ǔ1 ≤ (1−µ)Û1

L’application à nouveau de (2.26) donne :

0≤ Û2 −Ǔ2 ≤ (1−µ)2Û2

Et d’une manière générale :

0≤ Ûn −Ǔn ≤ (1−µ)nÛn ≤ (1−µ)nÛ0 ≤ (1−µ)n ∥∥Û0∥∥∞

Donc :

Ûn −Ǔn → 0

D’où il résulte que :

Ǔn →U =U

l’unique solution du système d’IQV (2.2).
ä
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2.2.3 Régularité de la solution continue

Théorème 2.2.6. ([20]) Sous les notations et hypothèses précédentes, la solution U du
système d’IQV (2.2) satisfait la propriété de régularité :

U ∈ C(Ω)∩W2,p(Ω), 2≤ p <+∞ (2.32)

2.3 Problème discret

Les démonstrations sont similaires à celles données dans le cas continu et nous
gardons exactement la même triangulation introduite dans le chapitre 1 (IV discrète).
Dans tout ce qui suit, nous devons utiliser le principe du maximum discret. En
d’autres termes, nous assumons que les matrices d’éléments finis Ai et Bi définies par :


(Ai)sl = ai(ϕs,ϕl)

(Bi)sl = bi(ϕs,ϕl)

∀1≤ i ≤ M , 1≤ s, l ≤ m(h)

(2.33)

sont des M-matrices [12] où :

bi(ϕs,ϕl)= ai(ϕs,ϕl)+λ(ϕs,ϕl)

2.3.1 Équation d’HJB discrète

Le résultat important trouvé dans [27] fournit un outil puissant permettant l’ana-
lyse par éléments finis de l’équation d’HJB (2.1) avec un transfert facile vers le problème
discret et satisfaisant le principe du maximum [10, 17].

En effet, la version discrète de l’HJB consiste à chercher uh ∈Vh telle que :

max
1≤i≤M

(Aiuh −F i)= 0 avec F i = ( f i,ϕs) (*)

Par analogie, dans [17], Cortey-Dumont prouvent que la solution de (*) est une limite
dans C(Ω) de la solution du système d’IQV discrètes associé au système (2.2) lorsque le
paramètre k tend vers zéro.
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2.3.2 Système d’IQV discrètes non coercives

Soit Vh = (Vh)M

Nous définissons le système d’IQV discrètes non coercives comme suit :

Trouver Uh = (u1
h, .......,uM

h ) ∈Vh solution de :


ai(ui

h,vh −ui
h)≥ ( f i,vh −ui

h) ∀vh ∈Vh

ui
h ≤ k+ui+1

h , vh ≤ k+ui+1
h

uM+1
h = u1

h , i = 1, M

(2.34)

Par analogie au problème continu, nous résolvons (2.34) via le système coercif implicite
suivant :

Trouver Uh = (u1
h, .......,uM

h ) ∈Vh solution de :
bi(ui

h,vh −ui
h)≥ ( f i +λui

h,vh −ui
h) ∀vh ∈Vh

ui
h ≤ k+ui+1

h , vh ≤ k+ui+1
h

uM+1
h = u1

h , i = 1, M

(2.35)

Remarque 2.3.1. Toutes les propriétés établies dans le cas continu restent conservées
dans cette partie à condition que le principe du maximum discret soit satisfait.
Leurs preuves ne seront pas données car elles sont identiques à celles du cas continu.

2.3.3 Existence et unicité de la solution discrète

Comme dans le cas continu, nous introduisons le vecteur Û0
h = (û1,0

h , ..., ûM,0
h ), une

approximation linéaire de Û0 et solution du système d’équations suivant : ai(ûi,0
h ,vh)= ( f i,vh) ∀vh ∈Vh

∀i = 1, M
(2.36)

Soit maintenant l’application suivante :

Th : L∞(Ω)→Vh
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W → ThW = (ξ1
h, ...,ξM

h )= ξh (2.37)

Où ξi
h =σh( f i +λwi;k+wi+1) est une solution du système d’IV suivant : bi(ξi

h,vh −ξi
h)≥ ( f i +λwi,vh −ξi

h) ∀vh ∈Vh

ξi
h ≤ rh(k+wi+1) , vh ≤ rh(k+wi+1)

(2.38)

Proposition 2.3.1. Sous le principe du maximum discret, l’application Th est monotone,
concave et satisfait la condition :

ThW ≤ Û0
h ∀ W ∈ L∞(Ω) tel que W ≤ Û0

h

2.3.4 Algorithme discret de Bensoussan-Lions

Nous associons à l’application Th le schéma itératif discret suivant :

Partant de Û0
h solution du système d’équations (2.36), Ǔ0

h = 0= (0, ...,0) et définissons
les itérations discrètes suivantes :

Ûn+1
h = Th Ûn

h , n ∈N (2.39)

Et

Ǔn+1
h = Th Ǔn

h , n ∈N (2.40)

La convergence de l’algorithme discret ci-dessus repose respectivement sur les versions
discrètes du lemme (2.2.3) et de la proposition (2.2.4).

Lemme 2.3.2. Soit f i ≥ f 0 > 0 ; 1≤ i ≤ M, où f 0 est une constante positive et :

0<µ< inf

{
k∥∥Û0
h

∥∥
∞

;
f 0

λ
∥∥Û0

h

∥∥
∞+ f 0

}

Nous avons alors :

Th(0)≥µ Û0
h (2.41)
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Proposition 2.3.3. Soit 0< γ≤ 1 et W , W̃ ∈Ch défini par :

Ch = {
W ∈ L∞(Ω) tel que 0≤W ≤ Û0

h
}

Tel que :

W −W̃ ≤ γW (2.42)

Nous avons alors :

ThW −ThW̃ ≤ γ(1−µ)ThW (2.43)

Théorème 2.3.4. Sous les conditions des propositions (2.3.1) et (2.3.3), les suites (Ûn
h )n∈N

et (Ǔn
h )n∈N sont monotones et bien définies dans Ch. De plus, elles convergent respective-

ment en décroissant et en croissant vers l’unique solution Uh du système (2.34).

2.4 Approximations des HJB
Cette partie traite de l’approximation linéaire de l’équation d’Hamilton-Jacobi-

Bellman à opérateurs non coercifs. Nous établissons une estimation de l’erreur en
norme uniforme en utilisant différentes approches.

2.4.1 Approche contraction

Pour l’approche contraction, nous prouvons que l’approximation par la méthode des
éléments finis appliquée au système (2.2) est quasi-optimale en norme uniforme. Ce
concept consiste à caractériser à la fois la solution du système (2.2) et (2.34) comme
points fixes uniques des contractions appropriées dans L∞(Ω). Pour ce faire, nous
devons d’abord introduire un système d’IQV coercives et prouver que sa solution est
monotone par rapport au second membre.

Soit F = (F1, ...,FM) ∈ L∞(Ω).

Notons par Z = (z1, ..., zM) la solution du système d’IQV coercif suivant :


bi(zi,v− zi)≥ (F i,v− zi) ∀v ∈ H1

0(Ω)

zi ≤ k+ zi+1 , v ≤ k+ zi+1

zM+1 = z1

(2.44)

Notons par zi =σ(F i,k+ zi+1).
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Introduisons maintenant les suites Z
n = (z1,n, ..., zM,n) et Zn = (z1,n, ..., zM,n) définies

par :

zi,n+1 =σ(F i,k+ zi+1,n)

Et

zi,n+1 =σ(F i,k+ zi+1,n)

Où zi,0 = 0 et zi,0 est l’unique solution du système d’équations :

bi(zi,0,v)= (F i,v) ∀v ∈ H1
0(Ω)

Théorème 2.4.1. ([10]) Les suites (Z
n
)n∈N et (Zn)n∈N convergent respectivement en

décroissant et en croissant vers l’unique solution du système (2.44). De plus :

zi ∈W2,p(Ω) ; i = 1, M ; 1≤ p <∞

Proposition 2.4.2. Soit (F1, ...,FM), (F̃1, ..., F̃M) deux familles de seconds membres et
Z = (z1, ..., zM), Z̃ = (z̃1, ..., z̃M) sont les solutions respectives du système (2.44). Alors,
nous avons :

Si F̃ ≤ F ⇒ Z̃ ≤ Z (2.45)

Preuve.

Soit Z
0 = (z1,0, ..., zM,0) et Z̃

0 = (z̃1,0, ..., z̃M,0) tels que zi,0 et z̃i,0 sont les solutions
respectives du système d’équations :

bi(zi,0,v)= (F i,v) et bi(z̃i,0,v)= (F̃ i,v)

Les suites décroissantes associées sont :

Z
n = (z1,n, ..., zM,n) et Z̃

n = (z̃1,n, ..., z̃M,n)
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Elles satisfont la condition suivante :

Si F̃ i ≤ F i alors z̃1,n ≤ z1,n ∀i = 1, ..., M

Puisque :

zi,n+1 =σ(F i,k+ zi+1,n) et z̃i,n+1 =σ(F̃ i,k+ z̃i+1,n)

Et :

F̃ i ≤ F i ⇒ z̃i,0 ≤ zi,0 ∀i = 1, ..., M

Alors :

z̃i+1,0 ≤ k+ zi+1,0

De la comparaison standard des résultats d’IV coercives, il en résulte que :

z̃i,1 ≤ k+ zi,1

Supposons maintenant qu’elle est vraie pour n−1 et démontrons la pour n

Comme F̃ i ≤ F i et, en appliquant le même argument de comparaison vu ci-dessus, nous
obtenons :

z̃i,n ≤ k+ zi,n

Finalement, par le théorème (2.4.1) et en passant à la limite quand n → ∞, nous
obtenons :

Z̃ ≤ Z

ä

Remarque 2.4.1. La proposition (2.4.2) reste vraie dans le cas discret à condition que
le principe du maximum discret soit satisfait.
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2.4.1.1 Contraction associée au système d’IQV continues

Considérons l’application suivante :

S : L∞(Ω)→ L∞(Ω)

W →SW = Z = (z1, ..., zM) (2.46)

Où zi est une solution du système d’IQV suivant :
bi(zi,v− zi)≥ ( f i +λwi,v− zi) ∀v ∈ H1

0(Ω)

zi ≤ k+ zi+1 , v ≤ k+ zi+1

zM+1 = z1

(2.47)

En vertu du théorème (2.4.1), le problème (2.47) admet une et une seule solution.

Proposition 2.4.3. L’application S est une contraction dans L∞(Ω), c’est-à-dire :

∥∥SW −SW̃
∥∥∞ ≤ λ

λ+β
∥∥W −W̃

∥∥∞ (2.48)

Alors, il existe un unique point fixe qui coïncide avec la solution U du système d’IQV
(2.2).

Preuve.

Soit W, W̃ dans L∞(Ω) et considérons Z =SW = (z1, ..., zM), Z̃ =SW̃ = (z̃1, ..., z̃M) deux
solutions du système d’IQV (2.47) avec respectivement deux seconds membres F =
(F1, ...,FM) et F̃ = (F̃1, ..., F̃M), où F i = f i +λwi et F̃ i = f i +λw̃i.

Posons :

Φ= 1
λ+β

∥∥F − F̃
∥∥∞ ; Φi = 1

λ+β
∥∥∥F i − F̃ i

∥∥∥∞

Il en résulte que :

F i ≤ F̃ i +
∥∥∥F i − F̃ i

∥∥∥∞
Et
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F̃+ ai
0(x)+λ
λ+β

∥∥∥F − F̃ i
∥∥∥∞ ≤ F̃ i + (ai

0(x)+λΦ) ( car ai
0(x)≥β> 0 )

Donc, par la proposition (2.4.2), nous obtenons :

zi ≤ z̃i +Φi

En changeant les rôles de W et W̃ , nous obtenons semblablement ceci :

z̃i ≤ zi +Φi

Et enfin : ∥∥∥zi − z̃i
∥∥∥

L∞(Ω)
≤Φi

ä

Par analogie au cas continu, nous pouvons également caractériser la solution discrète
du système d’IQV (2.34) comme unique point fixe de la contraction.

2.4.1.2 Contraction associée au système d’IQV discrètes

Considérons l’application suivante :

Sh : L∞(Ω)→Vh

W →ShW = Zh = (z1
h, ..., zM

h ) (2.49)

Où zi
h est une solution du système d’IQV suivant :


bi(zi

h,vh − zi
h)≥ ( f i +λwi,vh − zi

h) ∀vh ∈Vh

zi
h ≤ k+ zi+1

h , vh ≤ k+ zhi+1

zM+1
h = z1

h

(2.50)

Le problème (2.50) admet une et une seule solution [10, 17].
En utilisant la proposition (2.4.2) et la remarque (2.4.1), nous obtenons la propriété de
contraction de Sh.
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Proposition 2.4.4. L’application Sh est une contraction dans Vh, c’est-à-dire :

∥∥ShW −ShW̃
∥∥∞ ≤ λ

λ+β
∥∥W −W̃

∥∥∞ (2.51)

Alors, il existe un unique point fixe qui coïncide avec la solution Uh du système d’IQV
(2.34).

Maintenant, guidés par la proposition (2.4.3) et (2.4.4), nous sommes en mesure d’établir
l’estimation de l’erreur en norme uniforme du système d’IQV non coercif (2.2). À cette
fin, nous devons introduire un système auxiliaire d’IQV discrètes coercives.

2.4.1.3 Système auxiliaire d’IQV coercives

Considérons le système d’IQV coercives suivant :

Trouver Zh = (z1
h, ..., zM

h ) solution de :


bi(zi

h,vh − zi
h)≥ ( f +λui,vh − zi

h) ∀vh ∈Vh

zi
h ≤ k+ zi+1

h , vh ≤ k+ zi+1
h

zM+1
h = k+ z1

h

(2.52)

Il est clair que le second membre du système (2.52) dépend de U = (u1, ...,uM), la
solution continue du système (2.2). Ainsi, compte tenue de Sh, nous avons :

Zh =ShU (2.53)

Par conséquent, en utilisant le résultat de [10], nous avons l’estimation de l’erreur
suivante :

Théorème 2.4.5. ([10]) ∥∥∥Zh −U
∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|3 (2.54)
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2.4.1.4 Estimation de l’erreur en norme L∞

Soit U , Uh les solutions respectives des systèmes (2.2) et (2.34). Nous énonçons donc
le théorème suivant :

Théorème 2.4.6.
‖U −Uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|3 (2.55)

Preuve.

Compte tenue de l’estimation (2.54), des propositions (2.4.3) et (2.4.4), nous avons
clairement :

U =SU ; Uh =ShUh; Zh =ShU

En utilisant maintenant l’estimation (2.54), nous obtenons :

‖ShU −SU‖∞ =
∥∥∥Zh −U

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|3

Donc :

‖Uh −U‖∞ ≤ ‖Uh −ShU‖∞+‖ShU −SU‖∞

≤ ‖ShUh −ShU‖∞+‖ShU −SU‖∞

≤ λ

λ+β ‖U −Uh‖∞+Ch2 |logh|3

Et finalement :

‖U −Uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|3
1− λ

λ+β

⇒‖U −Uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|3

ä

2.4.2 Approche algorithmique
Boulbrachene et Chentouf [8] ont étendu le résultat d’approximation obtenu dans

[10] pour le cas d’une HJB non coercive. Pour ce faire, ils ont développé une approche
basée principalement sur la propriété de la L∞-stabilité discrète par rapport aux
données de la solution de l’HJB coercive.



2.4. Approximations des HJB 63

2.4.2.1 Problème continu

Afin d’étudier le problème non coercif, le problème (2.1) a été reformulé comme suit :
Trouver u ∈V telle que :

max
1≤i≤M

(B iu−F i(u))= 0 dans Ω

u = 0 sur Γ

(2.56)

Où F i(u)= f i+λu, et λ> 0 assez grand tel que l’opérateur B i =A i+λI soit fortement
coercif sur V .

Théorème 2.4.7. ([20, 27]) Sous les notations et hypothèses précédentes, le problème
(2.56) admet une unique solution appartenant à W2,∞(Ω).

2.4.2.2 Problème discret

A partir de maintenant, nous assumons que les matrices Bi sont des M-matrices.
En tenant compte des définitions, notations et hypothèses qui précédent, nous sommes
en mesure de définir l’équation d’HJB discrète comme suit :

Trouver uh ∈Vh telle que :

max
1≤i≤M

(Aiuh −F i)= 0 (2.57)

Ou encore :

max
1≤i≤M

(Biuh −F i(uh))= 0 (2.58)

Avec :

F i
s(uh)= ( f i +λuh,ϕs); s = 1, ...,m(h)

Théorème 2.4.8. ([17]) Sous le principe du maximum discret, (2.57) ou (2.58) a une
unique solution.

Maintenant, nous allons développer la propriété de la L∞-stabilité pour la solution
de l’HJB coercive. Comme nous le verrons, cet argument jouera un rôle crucial pour
prouver l’estimation de l’erreur.
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Propriété de la L∞-stabilité discrète

Soit F = (F 1, ...,F M) ∈ L∞(Ω)

Notons par ζh = ∂h(F ) la solution de l’équation d’HJB discrète suivante :

Trouver ζh solution de :

max
1≤i≤M

(Biζh −F i)= 0 (2.59)

Où F i
s = (F i,ϕs); s = 1, ...,m(h)

Grâce à [17], le problème (2.59) a une unique solution. De plus, cette solution est une
limite dans C(Ω) de la solution du système d’IQV suivant :

Trouver (ζ1
h, .......,ζM

h ) ∈Vh solution de :


bi(ζi

h,vh −ζi
h)≥ (F i,vh −ζi

h) ∀vh ∈Vh

ui
h ≤ k+ζi+1

h , vh ≤ k+ζi+1
h

ζM+1
h = ζ1

h , i = 1, M

(2.60)

dans le sens où ∀ i = 1, ..., M, ζi
h → ζh sur C(Ω) lorsque k tend vers zéro [17].

Notations

Soient F = (F 1, ...,F M), F̃ = (F̃ 1, ...,F̃ M) dans L∞(Ω) et ζh = ∂h(F ), ζ̃h = ∂h(F̃ ) les
solutions correspondantes à l’équation d’HJB (2.59).

Proposition 2.4.9. ([17]) Sous le principe du maximum discret, nous avons :

Si F ≥ F̃ alors ∂h(F )≥ ∂h(F̃ )

Théorème 2.4.10. Sous les conditions de la proposition (2.4.9), la propriété de la
L∞-stabilité discrète est vérifiée :

∥∥∂h(F )−∂h(F̃ )
∥∥∞ ≤ 1

λ+β
∥∥F −F̃

∥∥∞
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Preuve.

Soient ζi
h =σh(F i,k+ζi+1

h ), ζ̃i
h =σh(F̃ i,k+ ζ̃i+1

h ) les i èmes composantes des solutions
du système (2.60) avec respectivement les données F et F̃ . Alors, de (2.9), il est facile
de voir que :

F i ≤ F̃ i +
∥∥∥F i −F̃ i

∥∥∥
L∞(Ω)

≤ F̃ i + ai
0 +λ
λ+β

∥∥∥F i −F̃ i
∥∥∥

L∞(Ω)

≤ F̃ i + (ai
0(x)+λ) Φi

Où

Φ= 1
λ+β

∥∥∥F i −F̃ i
∥∥∥

L∞(Ω)

Par conséquent, faisant usage de la proposition (2.4.9), il en résulte que :

σh(F i,k+ζi+1
h )≤σh(F̃ i + (ai

0(x) Φi,k+Φi + ζ̃i+1
h ))

≤σh(F̃ i,k+ ζ̃i+1
h )+Φi

Similairement, en changeant les rôles de F i et F̃ i, nous obtenons également :

σh(F̃ i,k+ ζ̃i+1
h )≤σh(F i,k+ζi+1

h )+Φi

Ainsi, nous obtenons : ∥∥∥ζi
h − ζ̃i

h

∥∥∥
L∞(Ω)

≤Φ j ∀i = 1, ..., M

Finalement, en passant à la limite quand k tend vers zéro, nous obtenons le résultat
désiré. ä

Pour démontrer l’estimation de l’erreur, nous allons d’abord introduire une équation
auxiliaire d’HJB discrète.
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Équation auxiliaire d’HJB

Soit ζh une solution de l’équation d’HJB discrète coercive suivante :

max
1≤i≤M

(Biζh −F i(u))= 0 (2.61)

Où F i
s(u) = ( f i +λu,ϕs); s = 1, ...,m(h) et u est une solution de l’équation d’HJB

(2.1).

Alors, en utilisant la notation précédente, nous avons :

ζh = ∂h(F +λU) (2.62)

Où U = (u, ...,u).

Nous pouvons donc facilement constater que ζh n’est rien d’autre que l’approximation
linéaire de u et la solution de l’équation d’HJB (2.1).

Par conséquent, en utilisant le résultat de [10], nous obtenons l’estimation de l’erreur
suivante :

2.4.2.3 Estimation de l’erreur en norme L∞

Théorème 2.4.11. ([10]) Soit u et ζh les solutions respectives des problèmes (2.1) et
(2.61). Alors : ∥∥∥ζh −u

∥∥∥
L∞(Ω)

≤ Ch2 |logh|3

Théorème 2.4.12. (Estimation de l’erreur) Soit u et uh les solutions respectives des
problèmes (2.1) et (2.57). Alors :

‖u−uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|3

Preuve.

Soit F = ( f 1, ..., f M) où les f i sont les fonctions de l’équation (2.1).
Étant donné que :

ζh = ∂h(F +λU); u = ∂(F +λU)
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et

uh = ∂h(F +λUh) avec Uh = (uh, ...,uh)

et en appliquant les théorèmes (2.4.10) et (2.4.11), nous obtenons :

‖u−uh‖∞ ≤
∥∥∥u−ζh

∥∥∥∞+
∥∥∥ζh −uh

∥∥∥∞

≤
∥∥∥u−ζh

∥∥∥∞+‖∂h(F +λU)−∂h(F +λUh)‖∞

≤ Ch2 |logh|3 + λ

λ+β ‖U −Uh‖∞

≤ Ch2 |logh|3 + λ

λ+β ‖u−uh‖L∞(Ω)

et donc :

‖u−uh‖∞ ≤ Ch2 |logh|3

ä

2.4.3 Approche sous-solutions et régularité discrète
Dans le but d’étudier l’approximation par éléments finis du système d’IQV non

coercives, Boulbarchene améliore son travail de [6] où il a utilisé la propriété de la
L∞-stabilité et sous-solutions pour établir une estimation quasi-optimale de l’erreur
en norme uniforme. Pour l’approche étudiée dans cette partie, il établit un ordre
de convergence optimal en norme L∞ en utilisant le concept de sous-solutions et la
régularité discrète.

Dans le système d’IQV (2.2), ui peut être considérée comme la solution de l’IV de second
membre f i et d’obstacle k+ui+1. Nous allons donc adopter la notation ui =σ( f i,k+ui+1).

Dans le système d’IQV discrètes (2.34), ui
h = σh( f i,k+ ui+1

h ) est la solution de l’IV
discrète de second membre f i et d’obstacle k+ui+1

h .

Les f i sont des fonctions positives dans W2,p(Ω).

La version coercive de cette approche a été effectuée dans [9] et une estimation de
l’erreur en norme uniforme a été obtenue. En ce qui concerne le problème non coercif,
une estimation quasi-optimale de l’erreur a été dérivée de [6], qui est :
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max
1≤i≤M

∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|3

Le concept de sous-solutions et la régularité discrète permet de se débarrasser d’un
facteur supplémentaire |logh| et d’obtenir l’estimation suivante :

max
1≤i≤M

∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

Pour ce faire, nous utilisons la caractérisation de la solution continue (resp. de la
solution discrète) comme étant le plus grand élément de l’ensemble des sous-solutions
continues (resp. des sous-solutions discrètes). La régularité dite discrète joue un rôle
important dans la dérivée de l’ordre optimal car elle permet de remplacer les obstacles
non réguliers apparaissant dans le système (2.34) par des fonctions dans W2,p(Ω).

Nous avons vu précédemment que le système (2.2) ou (2.3) admet une unique solution
qui appartient à (W2,p(Ω))M , 1≤ p ≤∞ [27].

Donnons maintenant quelques propriétés qualitatives dont jouissent les solutions des
systèmes (2.2) et (2.3) respectivement. Ces propriétés sont nécessaires dans la preuve
de l’estimation de l’erreur ci-dessus.

Notations

Soient k, k̃ deux constantes positives et ( f 1, ..., f M), ( f̃ 1, ..., f̃ M) deux familles de seconds
membres. Notons par ui = σ( f i,k+ ui+1) et ũi = σ( f̃ i,k+ ũi+1) les solutions corres-
pondantes au système (2.2). Pour simplifier, nous allons adopter, comme dans [9], la
notation ui =σ( f i,k) au lieu de ui =σ( f i,k+ui+1).

Théorème 2.4.13. ([9]) (La dépendance lipschitzienne continue) Soit C une
constante telle que Cai

0(x)≥ 1. Alors, nous avons :

max
1≤i≤M

∥∥∥ui − ũi
∥∥∥∞ ≤ C(

∣∣k− k̃
∣∣+∥∥∥ f i − f̃ i

∥∥∥∞)

Définition 2.4.1. (Sous-solution continue) (w1, ...,wM) ∈ (H1
0(Ω))M est une sous-

solution continue du système d’IQV (2.2) donc elle vérifie :
bi(wi,v)≤ ( f i +λwi,v), ∀v ∈ H1

0(Ω), v ≥ 0

wi ≤ k+wi+1 , v ≤ k+wi+1

wM+1 = w1 , i = 1, M

(2.63)
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Théorème 2.4.14. ([6]) Soit X l’ensemble de toutes les sous-solutions continues. Alors,
la solution du système d’IQV (2.2) est le plus grand élément de X .

Comme pour le problème continu, nous pouvons aborder le problème discret en considé-
rant le système (2.35). Nous avons vu que sous le principe du maximum discret [12], ce
système admet une unique solution [6].

Par analogie au cas continu, nous avons les théorèmes suivants :

Théorème 2.4.15. ([9]) (La dépendance lipschitzienne discrète) Soient ui
h =

σh( f i,k), ũi
h =σh = ( f̃ i, k̃) et C une constante telle que Cai

0(x)≥ 1. Alors, sous le principe
du maximum discret, nous avons :

max
1≤i≤M

∥∥∥ui
h − ũi

h

∥∥∥∞ ≤ C(
∣∣k− k̃

∣∣+∥∥∥ f i − f̃ i
∥∥∥∞)

Définition 2.4.2. (Sous-solution discrète) (w1
h, ...,wM

h ) ∈ Vh est une sous-solution
discrète du système d’IQV (2.35) donc elle vérifie :

bi(wi
h,ϕs)≤ ( f i +λwi

h,ϕs) ∀ϕs; s = 1, ...,m(h)

wi
h ≤ k+wi+1

h

wM+1
h = w1

h

(2.64)

Théorème 2.4.16. ([6]) Soit Xh l’ensemble de toutes les sous-solutions discrètes. Alors,
sous le principe du maximum discret, la solution du système d’IQV (2.35) est le plus
grand élément de Xh.

2.4.3.1 Estimation de l’erreur en norme L∞

Théorème 2.4.17. Il existe une constante C indépendante à la fois de h et de k telle
que :

max
1≤i≤M

∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

L’ordre optimal de convergence nécessite la condition de régularité discrète des obstacles
k+ui+1

h .
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Lemme 2.4.18. (Régularité discrète) Il existe une famille de seconds membres{
g1(h), ..., gM(h)}

h>0 et une constante C indépendante de h telle que :∥∥∥gi(h)
∥∥∥∞ ≤ C

et

bi(ui
h,v)= (gi(h),v) ∀ v ∈Vh (2.65)

Preuve. La démonstration est une adaptation de [17]. ä

Soit ui,(h) la solution continue associée. Alors,

∥∥∥ui,(h)
∥∥∥

W2,p(Ω)
≤ C (2.66)

Par conséquent, grâce à [30], nous avons :∥∥∥ui,(h) −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh| ∀ i = 1, ..., M (2.67)

Introduisons maintenant le système d’IV suivant :


bi(ui,v−ui)≥ ( f i +λui,(h),v−ui), ∀v ∈ H1

0(Ω)

ui ≤ k+ui+1,(h) , v ≤ k+ui+1,(h)

uM+1,(h) = u1,(h) , i = 1, M, k > 0

(2.68)

Notons par ui =σ( f i +λui,(h),k+ui+1,(h)) la solution du système d’IV (2.68) de second
membre f i +λui,(h) et d’obstacle k+ui+1,(h).

Lemme 2.4.19. ∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2 (2.69)
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Preuve.

Notons par ωih = σh( f i +λui,(h),k+ui+1,(h)) l’approximation de ui = σ( f i +λui,(h),k+
ui+1,(h)).

Puisque ui+1,(h) ∈ W2,p(Ω) et en utilisant le résultat de l’estimation de l’erreur en
norme L∞ du système d’IV elliptiques de [15], nous obtenons :

∥∥∥ui −ωih

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

ä

D’un autre côté, ui
h =σh( f i +λui

h,k+ui+1
h ). En combinant la dépendance lipschitzienne

à la fois par rapport au second membre et à l’obstacle pour le système d’IV elliptiques
ainsi que l’estimation (2.67), nous obtenons :

∥∥∥ωih −ui
h

∥∥∥∞ ≤ C (
∥∥∥( f i +λui,(h))− ( f i +λui

h)
∥∥∥∞+

∥∥∥(k+ui+1,(h))− (k+ui+1
h )

∥∥∥∞)

≤ C λ (
∥∥∥ui,(h) −ui

h

∥∥∥∞+
∥∥∥ui+1,(h) −ui+1

h

∥∥∥∞)≤ Ch2 |logh|2

Par conséquent,

∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤
∥∥∥ui −ωih

∥∥∥∞+
∥∥∥ωih −ui

h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

Lemme 2.4.20. ∥∥∥ui,(h) −ui
∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2 (2.70)

Preuve.

Car : ∥∥∥ui,(h) −ui
∥∥∥∞ ≤

∥∥∥ui,(h) −ui
h

∥∥∥∞+
∥∥∥ui

h −ui
∥∥∥∞

En utilisant (2.67) et (2.69), nous obtenons :
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∥∥∥ui,(h) −ui
∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

ä

Théorème 2.4.21. Il existe (β1,(h), ...,βM,(h)) tel que :

βi,(h) ≤ ui et
∥∥∥βi,(h) −ui

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

Preuve.

Effectivement, ui étant une solution du système d’IV (2.68), elle est aussi une sous-
solution vérifiant :

bi(ui,v)≤ ( f i +λui,(h),v), ∀v ∈ H1
0(Ω), v ≥ 0

ui ≤ k+ui+1,(h) , v ≤ k+ui+1,(h)

uM+1,(h) = u1,(h) , i = 1, M

Alors, 

bi(ui,v)≤ ( f i +λ
∥∥∥ui,(h) −ui

∥∥∥∞+λui,v)

ui ≤ k+
∥∥∥ui+1,(h) −ui+1

∥∥∥∞+ui+1

uM+1,(h) = u1,(h) , i = 1, M

Ainsi, en utilisant (2.70), nous obtenons :
bi(ui,v)≤ ( f i +λCh2 |logh|2 +λui,v)

ui ≤ k+Ch2 |logh|2 +ui+1

uM+1,(h) = u1,(h) , i = 1, M

Donc, (u1, ...,uM) est une sous solution du système d’IQV (2.2) de second membre
( f 1 +λCh2 |logh|2 , ..., f M +λCh2 |logh|2) et de paramètre k̃ = k+Ch2 |logh|2.
Nous allons noter par U

i = σ( f i +λCh2 |logh|2 ,k +Ch2 |logh|2) la solution d’un tel
système. Donc, comme ui =σ( f i,k) est une solution du système (2.2) et en utilisant le
théorème (2.4.13), nous obtenons :
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∥∥∥ui −U
i∥∥∥∞ ≤ C(

∣∣k− (k+λCh2 |logh|2)
∣∣+∥∥∥ f i − ( f i +λCh2 |logh|2)

∥∥∥∞)≤ Ch2 |logh|2

Par conséquent, en utilisant le théorème (2.4.14), nous obtenons :

ui ≤U
i ≤ ui +Ch2 |logh|

et en prenant

βi,(h) = ui −Ch2 |logh|2

Nous obtenons clairement

βi,(h) ≤ ui

Finalement, en utilisant (2.69), nous obtenons :∥∥∥βi,(h) −ui
h

∥∥∥∞ ≤
∥∥∥ui −Ch2 |logh|2 −ui

h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2

ä

Théorème 2.4.22. Il existe (α1
h, ...,αM

h ) tel que :

αi
h ≤ ui

h et
∥∥∥αi

h −ui
∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2 ∀ i = 1, ..., M (2.71)

Preuve.

Considérons le système d’IV suivant :
bi(ui

h,vh −ui
h)≤ ( f i +λui,vh −ui

h), ∀ vh ∈Vh

ui
h ≤ rh(k+ui+1 , vh ≤ rh(k+ui+1

uM+1 = u1 , i = 1, M

(2.72)

Nous combinons avec l’estimation :∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2 (2.73)
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et nous utilisons les théorèmes (2.4.15) et (2.4.16) pour obtenir la sous-solution discrète :

αi
h = ui

h −Ch2 |logh|2

qui satisfait (2.71).
ä

Preuve. (Estimation de l’erreur)

En effet, en faisant appel à la fois aux théorèmes (2.4.21) et (2.4.22), nous obtenons :

ui
h ≤βi,(h) +Ch2 |logh|2

≤ ui +Ch2 |logh|2

≤αi
h +Ch2 |logh|2

Ainsi, ∥∥∥ui −ui
h

∥∥∥∞ ≤ Ch2 |logh|2 ∀ i = 1, ..., M

ä



CHAPITRE 3

Approximation par la méthode de
décomposition de domaine d’un
système d’IQV à opérateurs non

coercifs

Avant d’entamer le travail original de cette thèse, nous exposons ici les généralités
relatives à la méthode de décomposition de domaine de type Schwarz avec
recouvrement (et ses variantes alternée et parallèle) et sans recouvrement d’une
manière générale. Nous effectuons également une comparaison des deux méthodes en
terme de convergence.
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3.1 Méthode de décomposition de domaine
De nombreuses applications en sciences de l’ingénierie nécessitent la résolution de

systèmes linéaires de grande taille. La recherche d’une méthode de résolution à la fois
efficace, robuste et adaptée aux architectures modernes d’ordinateurs constitue donc
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une quête fondamentale. L’efficacité en temps de calcul est liée directement au nombre
d’opérations nécessaires permettant l’obtention de la solution du problème donné.

Les simulations numériques induisent un large volume de données rendant les
méthodes de résolution directes pénalisantes au niveau de l’emplacement mémoire
nécessaire.

Les systèmes linéaires proviennent d’une discrétisation d’un problème continu et
la résolution de ces derniers à une précision plus élevée que l’erreur de discrétisation
s’avère donc inutile. Ces deux principales raisons conduisent à l’emploi de méthodes
de résolution itératives qui, en cas de mauvais conditionnement, peinent à converger,
stagnent ou éventuellement divergent. C’est pour cette raison qu’il est nécessaire
d’employer un préconditionnement, c’est-à-dire un opérateur qui transforme le système
linéaire initial en un autre possédant la même solution mais offrant un meilleur
conditionnement et donc plus propice à l’utilisation de méthodes itératives.

Une classe de préconditionnement, bien adaptée au calcul parallèle, est issue de
l’idée de décomposition de domaine. Ces méthodes sont basées généralement sur un
découpage de l’équation aux dérivées partielles, ou de son approximation, en des sous-
domaines définis sur des domaines de taille réduite formant une partition du domaine
global. L’efficacité de ces méthodes est telle que même sur une architecture série, le
gain de temps est considérable.

Historiquement, ces méthodes ont été introduites pour démontrer d’un point de
vue théorique l’existence de solution au problème de Dirichlet sur des domaines plus
complexes que ceux pour lesquels un calcul explicite est possible (disque, carré,...).
Aujourd’hui, ces méthodes sont plutôt utilisées à des fins numériques afin d’accélérer la
résolution des problèmes, ou même de permettre un calcul parallèle des solutions.

3.1.1 Historique de la méthode de Schwarz
La première méthode de décomposition de domaine a été développée à la fin du

19eme siècle par le mathématicien H. A. Schwarz [14] dans le but d’étudier l’opérateur
de Laplace. Son idée était de traiter le problème dans le cas où Ω est la réunion
avec recouvrement de deux domaines simples : l’union d’un rectangle et d’un disque
représenté dans la Figure 3.1.
Dans cette courte présentation des méthodes de Schwarz, nous nous basons sur le
problème elliptique avec conditions de Dirichlet suivant : −∆u = f dans Ω

u = g sur ∂Ω
(3.1)

Nous allons nous limiter au cas d’un partitionnement du domaine global Ω en deux
sous-domaines tels que :

Ω=Ω1 ∪Ω2 et Ω1 ∩Ω2 6= ;
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FIGURE 3.1 – La fameuse figure de Schwarz

3.1.1.1 Algorithme 1 (Schwarz 1870)

Sur Ω1 : 
−∆un+1

1 = f1 dans Ω1

un+1
1 = g1 sur Λ1

un+1
1 = un

2 sur Γ1

(3.2)

Sur Ω2 : 
−∆un+1

2 = f2 dans Ω2

un+1
2 = g2 sur Λ2

un+1
2 = un+1

1 sur Γ2

(3.3)

Où : f = f j |Ω j , u = u j |Ω j ∀ j = 1,2

Et :

Γ j = ∂Ω j, Λ j = ∂Ω j ∩Ωs , j 6= s, j = 1,2

3.1.1.2 Convergence originale de Schwarz

H. A. Schwarz a démontré la convergence vers la solution globale de cet algorithme
dans un cadre assez général en utilisant le principe du maximum. Par la suite, après la
découverte de la formulation variationnelle, P. L. Lions donne une autre interprétation
de cet algorithme [24, 25, 26] en précisant que la convergence dépend de la taille du
recouvrement des sous-domaines et du pas de discrétisation.

L’inconvénient de ce type de découpage est la difficulté de définir les zones de recouvre-
ment lorsque les géométries sont très complexes et les difficultés dans sa mise en oeuvre
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numérique. Il est à noter que plus le recouvrement est important, plus la convergence
de la méthode est meilleure.

Synthétiquement, les méthodes de décomposition de domaine peuvent se scinder en
deux grandes familles :

— avec recouvrement
— sans recouvrement

3.1.2 Méthode de Schwarz avec recouvrement
Ici, le domaine global Ω est divisé en deux régions avec recouvrement comme dans

la Figure 3.2.

FIGURE 3.2 – Schwarz avec recouvrement

Les problèmes locaux de type Dirichlet sont résolus sur chaque sous-domaine et le
couplage entre les solutions des différents sous-domaines est assuré par la région com-
mune dite de recouvrement. Nous pouvons distinguer deux cas : lorsque les interfaces
sont disjointes ou croisées (voire Figure 3.3).

FIGURE 3.3 – Décomposition du carré unité
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Nous présentons deux variantes des méthodes de Schwarz avec recouvrement :

— méthode alternée (multiplicative)
— méthode parallèle (additive)

3.1.2.1 Algorithme 2 (méthode alternée ou Schwarz multiplicatif)

L’algorithme alterné de Schwarz consiste à construire des suites (un
1 )n ⊂ H1(Ω1),

(un
2 )n ⊂ H1(Ω2) et choisir des initialisations u0

1, u0
2 telles que pour tout n ≥ 0, effectuer

de façon successive le calcul de :

un+1
1 ∈ H1(Ω1) est solution du problème suivant :


−∆un+1

1 = f1 dans Ω1

un+1
1 = g1 sur Λ1

un+1
1 = un

2 sur Γ1

(3.4)

un+1
2 ∈ H1(Ω2) est solution du problème suivant :


−∆un+1

2 = f2 dans Ω2

un+1
2 = g2 sur Λ2

un+1
2 = un+1

1 sur Γ2

(3.5)

Dans cette méthode, les conditions de Dirichlet sont les dernières valeurs d’interfaces
calculées par le sous-domaine voisin. C’est-à-dire que le sous-domaine Ω2 doit attendre
que le calcul soit fait sur son voisin Ω1 avant d’entamer son propre calcul.

3.1.2.2 Convergence de l’algorithme

La convergence a eu lieu quand un
1 et un

2 sont suffisamment proches sur Ω1 ∩ Ω2.
Son étude peut toujours se ramener au cas f = 0 et g = 0 en soustrayant la solution
limite recherchée u de toutes les valeurs de un

1 et un
2 . Le problème revient donc à savoir

si, en partant de données initiales non nulles u0
1 et u0

2, l’algorithme précédent (avec
f = 0 et g = 0) fournit bien deux suites qui convergent vers 0.
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3.1.2.3 Algorithme 3 (méthode parallèle ou Schwarz additif)

Plusieurs décennies plus tard, P. L. Lions s’est intéressé aux méthodes élaborées
par Schwarz. Il fut le premier à proposer une extension moderne de cette méthode en
donnant une version parallèle qui consiste à résoudre les sous problèmes en démarrant
des initialisations u0

1, u0
2 et en calculant simultanément les solutions sur chaque sous-

domaine. Cette modification affecte évidemment la convergence de la méthode.
Dans cette méthode, les conditions de Dirichlet sont les valeurs d’interfaces calculées
par le sous-domaine voisin à l’itération précédente. Donc, nous résolvons les deux sous
problèmes en parallèle :

Sur Ω1 : 
−∆un+1

1 = f1 dans Ω1

un+1
1 = g1 sur Λ1

un+1
1 = un

2 sur Γ1

(3.6)

Sur Ω2 : 
−∆un+1

2 = f2 dans Ω2

un+1
2 = g2 sur Λ2

un+1
2 = un

1 sur Γ2

(3.7)

Remarque 3.1.1. La méthode de Schwarz additive converge plus lentement que dans
sa version multiplicative. Il faut souligner que la vitesse de convergence de ces méthodes
est fortement influencée par la taille du recouvrement.

Remarque 3.1.2. Des travaux anciens ont démontré que la méthode avec recouvre-
ment est équivalente à une méthode sans recouvrement munie d’un préconditionnement
spécifique à l’interface.

3.1.3 Méthode de Schwarz sans recouvrement

La méthode de Schwarz sans recouvrement est une méthode de décomposition de
domaine qui fonctionne lorsque l’intersection entre les deux sous-domaines se limite
aux interfaces (voir Figure 3.4).

Ω1 ∩Ω2 =; et ∂Ω1 ∩∂Ω2 =Γ1,2
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FIGURE 3.4 – Schwarz sans recouvrement

Γ1,2 est la frontière entre Ω1 et Ω2.

3.1.3.1 Algorithme 4

Soit (u0
j ) j=1,2 l’approximation initiale de la solution u sur chaque sous-domaine et

(un
j ) j=1,2 sa valeur à l’itération n.

L’algorithme sur Ω1 s’écrit donc : −∆un+1
1 = f1 dans Ω1

P1un+1
1 = P1un

2 sur Γ1,2

(3.8)

Sur Ω2 :  −∆un+1
2 = f2 dans Ω2

P2un+1
2 = P2un

1 sur Γ1,2

(3.9)

Où P1 et P2 sont des opérateurs d’interfaces.

Dans cet algorithme, la résolution des deux sous problèmes se déroule en parallèle ;
c’est-à-dire qu’à l’itération courante, chaque sous domaine a besoin d’information à
l’itération précédente de son voisin avec lequel il a des frontières non vides.

Nous nous convainquons aisément qu’une méthode à base de conditions aux limites de
Dirichlet (ou de Newmann) n’a aucune chance de fonctionner. C’est pourquoi, P. L. Lions
[26] a proposé une version de ces méthodes basées sur des conditions de transmission
de type Fourier. Plus exactement, en connaissant les approximations un sur tous les
sous-domaines, nous pouvons calculer les nouvelles approximations un+1.
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3.1.3.2 Convergence de l’algorithme

Théorème 3.1.1. ([24, 25, 26]) Les suites (un
i )n obtenues par la méthode de Schwarz

sans recouvrement vérifient dans H1(Ωi) pour tout i :

un
i → u |Ωi quand n →∞

3.2 Méthode de Schwarz pour un système d’IQV non
coercives

Dans cette partie, nous allons développer le travail original de cette thèse consistant
en l’approximation par la méthode de décomposition de domaine de type Schwarz du
système d’IQV à opérateurs non coercifs (2.2) présenté dans le chapitre 2. L’existence et
l’unicité de la solution de l’équation d’HJB ont été démontrées ainsi que l’approximation
par éléments finis en s’appuyant sur l’approche algorithmique de Bensoussan Lions.
Pour notre par, nous allons démontrer des résultats de convergence monotone et
géométrique des itérés de l’algorithme de Schwarz et établir une approximation de
l’erreur en norme uniforme.

La décomposition se fait en découpant le domaine global Ω en deux sous-domaines et le
problème se résout alternativement sur chacun d’eux.

Nous allons donc nous intéresser au système suivant :

Trouver U = (u1, .......,uM) ∈ (H1
0(Ω))M solution de :


bi(ui,v−ui)≥ ( f i +λui,v−ui), ∀v ∈ H1

0(Ω)

ui ≤ k+ui+1 , v ≤ k+ui+1

uM+1 = u1 , i = 1, M

(3.10)

Pour ce faire, nous allons définir la méthode de décomposition, l’algorithme de Schwarz
ainsi que les suites continues et discrètes générées par cet algorithme.

3.2.0.1 Méthode

Soit Ω un ouvert borné de R2 et régulier.
Nous décomposons Ω en deux sous-domaines Ω1, Ω2 tels que :

Ω=Ω1 ∪Ω2 (3.11)
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u satisfait la condition de régularité locale :

u |Ω j ∈W2,p(Ω j), 2≤ p ≤∞, j = 1,2 (3.12)

Notons par :
Γ j = ∂Ω j, Λ j = ∂Ω j ∩Ωs, s 6= j, s, j = 1,2 (3.13)

Avec :

Λ j ∩ Λs =φ (3.14)

3.2.1 Suites continues de Schwarz

Nous considérons le problème initial (2.2) et nous définissons les suites alternatives
de Schwarz :

(uin+1
1 ) sur Ω1 telle que uin+1

1 ∈ K in+1
1 résout le système :


bi

1(ui n+1
1 ,v−ui n+1

1 )≥ ( f i
1 +λui n

1 ,v−ui n+1
1 ), ∀v ∈ H1

0(Ω)

ui n+1
1 ≤ k+ui+1 n+1

1 , v ≤ k+ui+1 n+1
1 , i = 1, M

ui n+1
1 = ui n

2 sur Γ1 , v = ui n
2 sur Γ1

(3.15)

Où :

K i n+1
1 =

{
v ∈ H1

0(Ω), v ≤ k+ui+1 n+1
1 , v = ui n

2 sur Γ1 ∀ i = 1, ..., M
}

(3.16)

Et

(uin+1
2 ) sur Ω2 telle que uin+1

2 ∈ K in+1
2 résout le système :


bi

2(ui n+1
2 ,v−ui n+1

2 )≥ ( f i
2 +λui n

2 ,v−ui n+1
2 ), ∀v ∈ H1

0(Ω)

ui n+1
2 ≤ k+ui+1 n+1

2 , v ≤ k+ui+1 n+1
2 , i = 1, M

ui n+1
2 = ui n+1

1 sur Γ2 , v = ui n+1
1 sur Γ2

(3.17)
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Où :

K i n+1
2 =

{
v ∈ H1

0(Ω), v ≤ k+ui+1 n+1
2 , v = ui n+1

1 sur Γ2 ∀ i = 1, ..., M
}

(3.18)

Nous avons :

f i
j +λui n

j = ( f +λui n) |Ω j et ui
j = ui |Ω j , j = 1.2 (3.19)

Théorème 3.2.1. ([10]) Il existe une constante C indépendante de h telle que :

‖u−uh‖L∞(Ω) ≤ Ch2 |log h|3

Ordre de convergence de la méthode des éléments finis standard de l’équation d’HJB
(2.1) démontrée dans le chapitre 2.

3.2.2 Suites discrètes de Schwarz
Nous définissons maintenant les suites discrètes de Schwarz (uin+1

h ) associées aux
suites continues.

Sur Ω1, uin+1
1h ∈ K in+1

1h est une solution de :
bi

1(uin+1
1h ,vh −uin+1

1h )≥ ( f i
1 +λuin

1h,vh −uin+1
1h ), ∀vh ∈Vh

uin+1
1h ≤ k+ui+1n+1

1h , vh ≤ k+ui+1n+1
1h , i = 1, M

uin+1
1h = uin

2h sur Γ1 , vh = uin
2h sur Γ1

(3.20)

Où :

K in+1
1h =

{
vh ∈Vh, vh ≤ k+ui+1n+1

1h , vh = uin
2h sur Γ1 ∀ i = 1, ..., M

}
(3.21)

Sur Ω2, uin+1
2h ∈ K in+1

2h est une solution de :
bi

2(uin+1
2h ,vh −uin+1

2h )≥ ( f i
2 +λuin

2h,vh −uin+1
2h ), ∀vh ∈Vh

uin+1
2h ≤ k+ui+1n+1

2h , vh ≤ k+ui+1n+1
2h , i = 1, M

uin+1
2h = uin+1

1h sur Γ2 , vh = uin+1
1h sur Γ2

(3.22)

Où :

K in+1
2h =

{
vh ∈Vh, vh ≤ k+ui+1n+1

2h , vh = uin+1
1h sur Γ2 ∀ i = 1, ..., M

}
(3.23)
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3.2.3 Algorithme de Schwarz
Nous utilisons la notion de sous et sur-solutions pour démontrer la convergence

monotone des itérés de l’algorithme de Schwarz.

Notons par uh la sur-solution et par uh la sous-solution.

Commençons par :

ui 0
1 h = 0 sur Ω1 and ui 0

2 h = 0 sur Ω2 (3.24)

Sur Ω1, ui0
1h est une solution du système d’équations suivant :

bi
1(ui0

1h,vh)= ( f i
1 +λui0

1h,vh), ∀vh ∈Vh (3.25)

Sur Ω2, ui0
2h est une solution du système d’équations suivant :

bi
2(ui0

2h,vh)= ( f i
2 +λui0

2h,vh), ∀vh ∈Vh (3.26)

Remarque 3.2.1. Les suites (uin+1
jh )i=1,...,M , ∀ n ≥ 0, j = 1,2 sont considérées, à la fois,

sous et sur-solutions.

3.2.4 Convergence monotone de l’algorithme de Schwarz
Théorème 3.2.2. Les suites (ui n+1

jh ) j=1,2 , i = 1, ..., M, n ∈N générées par l’algorithme
de Schwarz convergent par monotonie vers l’unique solution du problème discret.

Preuve.

Nous procédons par récurrence pour démontrer que la suite des sur-solutions est
décroissante, la suite des sous-solutions est croissante et enfin :

uh ≤ uh pour tout n ∈N

1. Montrons que les suites (ui n+1
jh ) sont décroissantes sur chaque sous-domaine ∀ i =

1, M et ∀ n ≥ 0.

* Sur Ω1 pour n = 0, nous avons :

ui 1
1h est une solution pour le système d’IV suivant :
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bi

1(ui 1
1h ,vh −ui 1

1h)≥ ( f i
1 +λui 0

1h ,vh −ui 1
1h),∀vh ∈Vh

ui 1
1h ≤ k+ui+1 1

1h , vh ≤ k+ui+1 1
1h

ui 1
1h = ui 0

2h , vh = ui 0
2h sur Γ1

(3.27)

Pour toute φ ∈ H1
0(Ω), nous posons φ+ =max(φ,0)

Nous choisissons vh = ui 1
1h − (ui 1

1h −ui 0
1h)+, remplaçons dans (3.27) et obtenons :

bi
1(ui 1

1h ,−(ui 1
1h −ui 0

1h)+)≥ ( f i
1 +λui 0

1h ,−(ui 1
1h −ui 0

1h)+)

⇒ bi
1(ui 1

1h , (ui 1
1h −ui 0

1h)+)≤ ( f i
1 +λui 0

1h , (ui 1
1h −ui 0

1h)+) (3.28)

ui 0
1h est une solution du système d’équations :

bi
1(ui 0

1h ,vh)= ( f i
1 +λui 0

1h ,vh) ∀ v ∈Vh

vh = (ui 1
1h −ui 0

1h)+ est aussi une solution. Nous avons donc :

bi
1(ui 0

1h , (ui 1
1h −ui 0

1h)+)= ( f i
1 +λui 0

1h , (ui 1
1h −ui 0

1h)+) (3.29)

Nous remplaçons (3.29) dans (3.28) et obtenons :

bi
1(ui 1

1h , (ui 1
1h −ui 0

1h)+)≤ bi
1(ui 0

1h , (ui 1
1h −ui 0

1h)+)

⇒ bi
1(ui 1

1h −ui 0
1h , (ui 1

1h −ui 0
1h)+)≤ 0 , (ui 1

1h −ui 0
1h)+ ≥ 0

⇒ ui 1
1h −ui 0

1h ≤ 0

⇒ ui 1
1h ≤ ui 0

1h ; ui 1
1h = ui 0

2h sur Γ1; ui 1
1h ≥ 0⇒ ui 0

2h ≥ 0

* Sur Ω2 pour n = 0, nous avons :

ui 1
2h est une solution pour le système d’IV suivant :
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bi

2(ui 1
2h ,vh −ui 1

2h)≥ ( f i
2 +λui 0

2h ,vh −ui 1
2h),∀vh ∈Vh

ui 1
2h ≤ k+ui+1 1

2h , vh ≤ k+ui+1 1
2h

ui 1
2h = ui 1

1h , vh = ui 1
1h sur Γ2

(3.30)

Nous posons vh = ui 1
2h − (ui 1

2h −ui 0
2h)+ dans (3.30) et obtenons :

bi
2(ui 1

2h ,−(ui 1
2h −ui 0

2h)+)≥ ( f i
2 +λui 0

2h ,−(ui 1
2h −ui 0

2h)+)

⇒ bi
2(ui 1

2h , (ui 1
2h −ui 0

2h)+)≤ ( f i
2 +λui 0

2h , (ui 1
2h −ui 0

2h)+) (3.31)

ui 0
2h est une solution du système d’équations :

bi
2(ui 0

2h ,vh)= ( f i
2 +λui 0

2h ,vh) ∀ v ∈Vh

vh = (ui 1
2h −ui 0

2h)+ est aussi une solution. Donc, nous avons :

bi
2(ui 0

2h , (ui 1
2h −ui 0

2h)+)= ( f i
2 +λui 0

2h , (ui 1
2h −ui 0

2h)+) (3.32)

Nous remplaçons (3.32) dans (3.31) et obtenons :

bi
2(ui 1

2h , (ui 1
2h −ui 0

2h)+)≤ bi
2(ui 0

2h , (ui 1
2h −ui 0

2h)+)

⇒ bi
2(ui 1

2h −ui 0
2h , (ui 1

2h −ui 0
2h)+)≤ 0 , (ui 1

2h −ui 0
2h)+ ≥ 0

⇒ ui 1
2h −ui 0

2h ≤ 0

⇒ ui 1
2h ≤ ui 0

2h ; ui 1
2h = ui 1

1h sur Γ2; ui 1
2h ≥ 0⇒ ui 1

1h ≥ 0

* Sur Ω1 pour n = 1, nous avons :

ui 2
1h est une solution pour le système d’IV suivant :
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bi

1(ui 2
1h ,vh −ui 2

1h)≥ ( f i
1 +λui 1

1h ,vh −ui 2
1h),∀vh ∈Vh

ui 2
1h ≤ k+ui+1 2

1h , vh ≤ k+ui+1 2
1h

ui 2
1h = ui 1

2h , vh = ui 1
2h sur Γ1

(3.33)

Nous posons vh = ui 2
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 dans (3.33) et obtenons :

bi
1(ui 2

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui 1

1h , ṽh) (3.34)

Dans le système (3.27), nous posons vh = ui 1
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui 1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui 0

1h , ṽh) (3.35)

En soustrayant (3.35) de (3.34), nous obtenons :

bi
1(ui 2

1h −ui 1
1h , ṽh)≤ (λ(ui 1

1h −ui 0
1h), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui 1
1h ≤ ui 0

1h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

Donc :

bi
1(ui 2

1h −ui 1
1h , ṽh)≤ 0 , ṽh ≥ 0

⇒ ui 2
1h −ui 1

1h ≤ 0

⇒ ui 2
1h ≤ ui 1

1h ; ui 2
1h = ui 1

2h sur Γ1; ui 2
1h ≥ 0⇒ ui 1

2h ≥ 0

* Sur Ω2 pour n = 1, nous avons :

ui 2
2h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
2(ui 2

2h ,vh −ui 2
2h)≥ ( f i

2 +λui 1
2h ,vh −ui 2

2h),∀vh ∈Vh

ui 2
2h ≤ k+ui+1 2

2h , vh ≤ k+ui+1 2
2h

ui 2
2h = ui 2

1h , vh = ui 2
1h sur Γ2

(3.36)
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Nous posons vh = ui 2
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 dans (3.36) et obtenons :

bi
2(ui 2

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui 1

2h , ṽh) (3.37)

Dans le système (3.30), nous posons vh = ui 1
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui 1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui 0

2h , ṽh) (3.38)

En soustrayant (3.38) de (3.37), nous obtenons :

bi
2(ui 2

2h −ui 1
2h , ṽh)≤ (λ(ui 1

2h −ui 0
2h), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui 1
2h ≤ ui 0

2h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

Donc :

bi
2(ui 2

2h −ui 1
2h , ṽh)≤ 0 , ṽh ≥ 0

⇒ ui 2
2h −ui 1

2h ≤ 0

⇒ ui 2
2h ≤ ui 1

2h ; ui 2
2h = ui 2

1h sur Γ2; ui 2
2h ≥ 0⇒ ui 2

1h ≥ 0

* Sur Ω1 :

Nous supposons que la démonstration est vraie pour n c’est-à-dire : ui n
1h ≤ ui n−1

1h ;
ui n

1h = ui n−1
2h sur Γ1 et nous la démontrons pour n+1

ui n
1h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
1(ui n

1h ,vh −ui n
1h )≥ ( f i

1 +λui n−1
1h ,vh −ui n

1h ),∀vh ∈Vh

ui n
1h ≤ k+ui+1 n

1h , vh ≤ k+ui+1 n
1h

ui n
1h = ui n−1

2h , vh = ui n−1
2h sur Γ1

(3.39)
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Dans le système (3.20), nous posons vh = ui n+1
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui n+1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui n

1h , ṽh) (3.40)

Dans le système (3.39), nous posons vh = ui n
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui n

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui n−1

1h , ṽh) (3.41)

En soustrayant (3.41) de (3.40), nous obtenons :

bi
1(ui n+1

1h −ui n
1h , ṽh)≤ (λ(ui n

1h −ui n−1
1h ), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui n
1h ≤ ui n−1

1h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

⇒ bi
1(ui n+1

1h −ui n
1h , ṽh)≤ 0

⇒ ui n+1
1h −ui n

1h ≤ 0

⇒ ui n+1
1h ≤ ui n

1h ; ui n+1
1h = ui n

2h sur Γ1; ui n+1
1h ≥ 0⇒ ui n

2h ≥ 0

* Sur Ω2 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n c’est-à-dire : ui n
2h ≤ ui n−1

2h ; ui n
2h = ui n

1h sur Γ2 et
nous la démontrons pour n+1.

ui n
2h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
2(ui n

2h ,vh −ui n
2h )≥ ( f i

2 +λui n−1
2h ,vh −ui n

2h ),∀vh ∈Vh

ui n
2h ≤ k+ui+1 n

2h , vh ≤ k+ui+1 n
2h

ui n
2h = ui n

1h , vh = ui n
1h sur Γ2

(3.42)

Dans le système (3.22), nous posons vh = ui n+1
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui n+1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui n

2h , ṽh) (3.43)
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Dans le système (3.42), nous posons vh = ui n
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui n

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui n−1

2h , ṽh) (3.44)

En soustrayant (3.44) de (3.43), nous obtenons :

bi
2(ui n+1

2h −ui n
2h , ṽh)≤ (λ(ui n

2h −ui n−1
2h ), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui n
2h ≤ ui n−1

2h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

⇒ bi
2(ui n+1

2h −ui n
2h , ṽh)≤ 0

⇒ ui n+1
2h −ui n

2h ≤ 0

⇒ ui n+1
2h ≤ ui n

2h ; ui n+1
2h = ui n+1

1h sur Γ2; ui n+1
2h ≥ 0⇒ ui n+1

1h ≥ 0

2. Montrons que les suites (ui n+1
jh ) sont croissantes sur chaque sous-domaine ∀ i = 1, M

et ∀ n ≥ 0

* Sur Ω1 pour n = 0, nous avons ui 0
1h = 0

ui 1
1h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
1(ui 1

1h ,vh −ui 1
1h)≥ ( f i

1 +λui 0
1h ,vh −ui 1

1h),∀vh ∈Vh

ui 1
1h ≤ k+ui+1 1

1h , vh ≤ k+ui+1 1
1h

ui 1
1h = ui 0

2h , vh = ui 0
2h sur Γ1

(3.45)

Nous savons que :

f i
1 ≥ 0⇒ ui 1

1h ≥ 0= ui 0
1h

Alors :
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ui 1
1h ≥ ui 0

1h ; ui 1
1h ≥ 0⇒ ui 0

2h ≥ 0

* Sur Ω2 pour n = 0, nous avons ui 0
2h = 0

ui 1
2h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
2(ui 1

2h ,vh −ui 1
2h)≥ ( f i

2 +λui 0
2h ,vh −ui 1

2h),∀vh ∈Vh

ui 1
2h ≤ k+ui+1 1

2h , vh ≤ k+ui+1 1
2h

ui 1
2h = ui 1

1h , vh = ui 1
1h sur Γ2

(3.46)

Nous savons que :

f i
2 ≥ 0⇒ ui 1

2h ≥ 0= ui 0
2h

Alors :

ui 1
2h ≥ ui 0

2h ; ui 1
2h = ui 1

1h

* Sur Ω1 pour n = 1 :

ui 2
1h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
1(ui 2

1h ,vh −ui 2
1h)≥ ( f i

1 +λui 1
1h ,vh −ui 2

1h),∀vh ∈Vh

ui 2
1h ≤ k+ui+1 2

1h , vh ≤ k+ui+1 2
1h

ui 2
1h = ui 1

2h sur Γ1 , vh = ui 1
2h sur Γ1

(3.47)

Nous choisissons vh = ui 2
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 dans (3.47) et obtenons :

bi
1(ui 2

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui 1

1h , ṽh) (3.48)

Dans le système (3.45), nous posons vh = ui 1
1h − ṽh , ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui 1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui 0

1h , ṽh) (3.49)



3.2. Méthode de Schwarz pour un système d’IQV non coercives 93

Le calcul (3.49)− (3.48) donne :

bi
1(ui 1

1h −ui 2
1h , ṽh)≤ (λ(ui 0

1h −ui 1
1h), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui 0
1h ≤ ui 1

1h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

⇒ ui 1
1h −ui 2

1h ≤ 0

⇒ ui 1
1h ≤ ui 2

1h ; ui 2
1h = ui 1

2h sur Γ1; ui 2
1h ≥ 0⇒ ui 1

2h ≥ 0

* Sur Ω2 pour n = 1 :

ui 2
2h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
2(ui 2

2h ,vh −ui 2
2h)≥ ( f i

2 +λui 1
2h ,vh −ui 2

2h),∀vh ∈Vh

ui 2
2h ≤ k+ui+1 2

2h , vh ≤ k+ui+1 2
2h

ui 2
2h = ui 2

1h sur Γ2 , vh = ui 2
1h sur Γ2

(3.50)

Nous choisissons vh = ui 2
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 dans (3.50) et obtenons :

bi
2(ui 2

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui 1

2h , ṽh) (3.51)

Dans le système (3.46), nous posons vh = ui 1
2h − ṽh , ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui 1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui 0

2h , ṽh) (3.52)

Le calcul (3.52)− (3.51) donne :

bi
2(ui 1

2h −ui 2
2h , ṽh)≤ (λ(ui 0

2h −ui 1
2h), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui 0
2h ≤ ui 1

2h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0
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⇒ ui 1
2h −ui 2

2h ≤ 0

⇒ ui 1
2h ≤ ui 2

2h ; ui 2
2h = ui 2

1h sur Γ2; ui 2
2h ≥ 0⇒ ui 2

1h ≥ 0

* Sur Ω1 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-à-dire : ui n−1
1h ≤ ui n

1h ; ui n
1h = ui n−1

2h sur Γ1

et nous la démontrons pour n+1.

ui n
1h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
1(ui n

1h ,vh −ui n
1h )≥ ( f i

1 +λui n−1
1h ,vh −ui n

1h ),∀vh ∈Vh

ui n
1h ≤ k+ui+1 n

1h , vh ≤ k+ui+1 n
1h

ui n
1h = ui n−1

2h sur Γ1 , vh = ui n−1
2h sur Γ1

(3.53)

Dans le système (3.20), nous posons vh = ui n+1
1h − ṽh , ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui n+1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui n

1h , ṽh) (3.54)

Dans le système (3.53), nous posons vh = ui n
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui n

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui n−1

1h , ṽh) (3.55)

Le calcul (3.55)− (3.54) donne :

bi
1(ui n

1h −ui n+1
1h , ṽh)≤ (λ(ui n−1

1h −ui n
1h ), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui n−1
1h ≤ ui n

1h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

⇒ bi
1(ui n

1h −ui n+1
1h , ṽh)≤ 0

⇒ ui n
1h −ui n+1

1h ≤ 0
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⇒ ui n
1h ≤ ui n+1

1h ; ui n+1
1h = ui n

2h sur Γ1; ui n+1
1h ≥ 0⇒ ui n

2h ≥ 0

* Sur Ω2 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-à-dire : ui n−1
2h ≤ ui n

2h , ui n
2h = ui n

1h sur Γ2 et
nous la démontrons pour n+1

ui n
2h est une solution pour le système d’IV suivant :

bi
2(ui n

2h ,vh −ui n
2h )≥ ( f i

2 +λui n−1
2h ,vh −ui n

2h ),∀vh ∈Vh

ui n
2h ≤ k+ui+1 n

2h , vh ≤ k+ui+1 n
2h

ui n
2h = ui n

1h sur Γ2 , vh = ui n
1h sur Γ2

(3.56)

Dans le système (3.22), nous posons vh = ui n+1
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui n+1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui n

2h , ṽh) (3.57)

Dans le système (3.56), nous posons vh = ui n
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui n

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui n−1

2h , ṽh) (3.58)

Le calcul (3.58)− (3.57) donne :

bi
2(ui n

2h −ui n+1
2h , ṽh)≤ (λ(ui n−1

2h −ui n
2h ), ṽh)≤ 0

Car nous avons :

ui n−1
2h ≤ ui n

2h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

⇒ bi
1(ui n

2h −ui n+1
2h , ṽh)≤ 0

⇒ ui n
2h −ui n+1

2h ≤ 0

⇒ ui n
2h ≤ ui n+1

2h ; ui n+1
2h = ui n+1

1h sur Γ2; ui n+1
2h ≥ 0⇒ ui n+1

1h ≥ 0
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3. Enfin, montrons que les suites (ui n+1
jh ), (ui n+1

jh ) sont adjacentes sur chaque sous-
domaine. C’est-à-dire :

ui n+1
jh ≤ ui n+1

jh , ∀i = 1, M et n ≥ 0

* Sur Ω1 pour n = 0, nous avons ui 0
1h = 0

ui 0
1h est une solution du système d’équations :

bi
1(ui 0

1h ,vh)= ( f i
1 +λui 0

1h ,vh)

f i
1 ≥ 0⇒ ui 0

1h ≥ 0= ui 0
1h

⇒ ui 0
1h ≥ ui 0

1h

* Sur Ω2 pour n = 0, nous avons ui 0
2h = 0

ui 0
2h est une solution du système d’équations :

bi
2(ui 0

2h ,vh)= ( f i
2 +λui 0

2h ,vh)

f i
2 ≥ 0⇒ ui 0

2h ≥ 0= ui 0
2h

⇒ ui 0
2h ≥ ui 0

2h

* Sur Ω1 :

Dans le système (3.27), nous posons vh = ui 1
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui 1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui 0

1h , ṽh) , ṽh ≥ 0 (3.59)

D’autre part, nous avons :
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bi
1(ui 1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui 0

1h , ṽh) (3.60)

Le calcul (3.60)− (3.59) donne :

bi
1(ui 1

1h −ui 1
1h , ṽh)≤ (λ(ui 0

1h −ui 0
1h , ṽh)≤ 0

Car :

ui 0
1h ≤ ui 0

1h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

Donc :

bi
1(ui 1

1h −ui 1
1h , ṽh)≤ 0

⇒ ui 1
1h −ui 1

1h ≤ 0

⇒ ui 1
1h ≤ ui 1

1h

* Sur Ω2 :

Dans le système (3.30), nous posons vh = ui 1
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui 1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui 0

2h , ṽh) , ṽh ≥ 0 (3.61)

D’autre part, nous avons :

bi
2(ui 1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui 0

2h , ṽh) (3.62)

Le calcul (3.62)− (3.61) donne :

bi
2(ui 1

2h −ui 1
2h , ṽh)≤ (λ(ui 0

2h −ui 0
2h , ṽh)≤ 0

Car :

ui 0
2h ≤ ui 0

2h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

Donc :

bi
2(ui 1

2h −ui 1
2h , ṽh)≤ 0
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⇒ ui 1
2h −ui 1

2h ≤ 0

⇒ ui 1
2h ≤ ui 1

2h

Sur Ω1 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-à-dire : ui n
1h ≤ ui n

1h et nous la démontrons
pour n+1.

Dans le système (3.20), nous posons vh = ui n+1
1h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
1(ui n+1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui n

1h , ṽh) , ṽh ≥ 0 (3.63)

D’autre part, nous avons :

bi
1(ui n+1

1h , ṽh)≤ ( f i
1 +λui n

1h , ṽh) (3.64)

Le calcul (3.64)− (3.63) donne :

bi
1(ui n+1

1h −ui n+1
1h , ṽh)≤ (λ(ui n

1h −ui n
1h , ṽh)≤ 0

Car :

ui n
1h ≤ ui n

1h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

Donc :

bi
1(ui n+1

1h −ui n+1
1h , ṽh)≤ 0

⇒ ui n+1
1h −ui n+1

1h ≤ 0

⇒ ui n+1
1h ≤ ui n+1

1h

* Sur Ω2 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-à-dire : ui n
2h ≤ ui n

2h et nous la démontrons
pour n+1
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Dans le système (3.22) nous posons vh = ui n+1
2h − ṽh, ṽh ≥ 0 et obtenons :

bi
2(ui n+1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui n

2h , ṽh) , ṽh ≥ 0 (3.65)

D’autre part, nous avons :

bi
2(ui n+1

2h , ṽh)≤ ( f i
2 +λui n

2h , ṽh) (3.66)

Le calcul (3.66)− (3.65) donne :

bi
2(ui n+1

2h −ui n+1
2h , ṽh)≤ (λ(ui n

2h −ui n
2h , ṽh)≤ 0

Car :

ui n
2h ≤ ui n

2h , ṽh ≥ 0 , λ≥ 0

Donc :

bi
2(ui n+1

2h −ui n+1
2h , ṽh)≤ 0

⇒ ui n+1
2h −ui n+1

2h ≤ 0

⇒ ui n+1
2h ≤ ui n+1

2h

En passant à la limite :

lim
n→+∞ui n

j = lim
n→+∞ui n

j = ui, ∀i ∈ {1,2, ..., M}

l’unique solution du problème discret. ä

3.2.5 Analyse de l’erreur en norme L∞

Notations
Dans tout ce qui suit, nous adoptons les notations suivantes :

|.| j = ‖.‖L∞(Λ j) et ‖.‖ j = ‖.‖L∞(Ω j)
, j = 1,2 (4.67)
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Lemme 3.2.3. Si B = (bsl)i, j=1,...,N est une M-matrice, il existe alors deux constantes k1,

k2 définies par :

k1 = sup {wh(x), x ∈Λ1} ∈ (0,1) et k2 = sup {wh(x), x ∈Λ2} ∈ (0,1)

Telles que :

sup
Λ1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 ≤ k1 sup

Λ1

∣∣u1h −un
1h

∣∣
1 (3.68)

Et :

sup
Λ2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 ≤ k2 sup

Λ2

∣∣u2h −un
2h

∣∣
2 (3.69)

Preuve.

Posons R1 = supΛ1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 et R = supΛ1

∣∣u1h −un
1h

∣∣
1

Nous devons supposer que R1 6= 0 et montrer que R1 ≤ R.

Si (3.68) n’est pas vérifiée, il existe alors xs0 ∈Λ1 tel que :

∣∣u1h(xs0)−un+1
1h (xs0)

∣∣
1 = R1 ≥ R

Par conséquent, nous avons :

0≥
N∑

s=1
bss0(u1h −un+1

1h )≥
N∑

s=1
bss0 ≥ 0 (car B est une M−matrice)

Nous savons par l’approximation (1.65) que un+1
1h ≥ u1h, ce qui implique que :

∑
s 6=s0

bss0

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣−R1 = 0

⇒ ∣∣u1h −un+1
1h

∣∣= R1, si bss0 6= 0 (3.70)

Puisque la matrice B est irréductible, il existe alors xs1 , xs2 , ..., xsv ∈Λ1 tels que :
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bs0s1 , bs1s2 , . . .,bsv lw 6= 0

De (3.70), nous avons :

∣∣u1h(xs1)−un+1
1h (xs1)

∣∣= R1

De la même manière, nous avons :

∣∣u1h(xs2)−un+1
1h (xs2)

∣∣= . . . = ∣∣u1h(xsv)−un+1
1h (xsv)

∣∣= ∣∣u1h(xlw)−un+1
1h (xlw)

∣∣= R1

Par conséquent :

0≥
N∑

s=1
bls

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣≥ N∑
s=1

blsR1 > 0

Une contradiction avec (3.70).

La démonstration de (3.69) est similaire.
ä

Remarque 3.2.2. la démonstration du lemme ci-dessus est une adaptation de [23]
donnée pour le problème de l’inéquation variationnelle. Ce lemme reste vrai pour le
problème introduit dans cette thèse.

Le résultat de la convergence géométrique est donné par le théorème sui-
vant :

Théorème 3.2.4. Les suites (un+1
1h ) , (un+1

2h ), n ≥ 0 produites par la méthode alternée de
Schwarz convergent géométriquement vers u, la solution du système d’IQV (2.2). Plus
précisément, il existe k1,k2 ∈ (0,1) qui dépendent respectivement de (Ω1,Λ1) et de (Ω2,Λ2)
telles que ∀n ≥ 0, nous avons :

sup
Ω1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 ≤ kn+1

1 kn+1
2 sup

Λ1

∣∣u1h −u0
1h

∣∣
1 (3.71)

Et :

sup
Ω2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 ≤ kn+1

1 kn
2 sup
Λ2

∣∣u2h −u0
2h

∣∣
2 (3.72)
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Preuve.

Sous le lemme précédent, nous avons :

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 ≤ wh(x)sup

Λ1

∣∣u1h −un
1h

∣∣
1

Par conséquent :
sup
Λ1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 ≤ k1 sup

Λ1

∣∣u1h −un
1h

∣∣
1

⇒ sup
Λ1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 ≤ kn+2

1 kn+1
2 sup

Λ1

∣∣u1h −u0
1h

∣∣
1

Nous avons aussi pour (3.72) :

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 ≤ wh(x)sup

Λ2

∣∣u2h −un
2h

∣∣
2

Par conséquent :

sup
Λ2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 ≤ k2 sup

Λ2

∣∣u2h −un
2h

∣∣
2

⇒ sup
Λ2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 ≤ kn+1

1 kn+1
2 sup

Λ2

∣∣u2h −u0
2h

∣∣
2

Sous le principe du maximum, nous avons :

sup
Ω1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 = sup

Λ1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 = sup

Λ1

∣∣u1h −un
1h

∣∣
1, ∀n ≥ 0

Et :

sup
Ω2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 = sup

Λ2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 = sup

Λ2

∣∣u2h −un
2h

∣∣
2, ∀n ≥ 0

Par conséquent :
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sup
Ω1

∣∣u1h −un+1
1h

∣∣
1 ≤ kn+1

1 kn+1
2 sup

Λ1

∣∣u1h −u0
1h

∣∣
1

Et :

sup
Ω2

∣∣u2h −un+1
2h

∣∣
2 ≤ kn+1

1 kn
2 sup
Λ2

∣∣u2h −u0
2h

∣∣
2

ä

Théorème 3.2.5. Soit u la solution du problème (2.2). Il existe alors une constante C
indépendante de h et de n telle que :

∥∥u1 −un+1
1h

∥∥
1 ≤ Ch2 |log h|4 (3.73)

∥∥u2 −un+1
2h

∥∥
2 ≤ Ch2 |log h|4 (3.74)

Preuve.

∥∥u1 −un+1
1h

∥∥
1 ≤ ‖u1 −u1h‖1 +

∥∥u1h −un+1
1h

∥∥
1

≤ Ch2 |log h|3 +kn+1
1

∥∥u1h −u0
1h

∥∥
1

≤ Ch2 |log h|3 +kn+1
1 [‖u1 −u1h‖1 +

∥∥u1 −u0
1h

∥∥
1]

≤ Ch2 |log h|3 +kn+1
1 ‖u1 −u1h‖1 +kn+1

1
∥∥u1 −u0

1h

∥∥
1

≤ Ch2 |log h|3 + (kn+1
1 )Ch2 |log h|3

En posant kn+1
1 ≤ |log h|, nous obtenons :

∥∥u1 −un+1
1h

∥∥
1 ≤ Ch2 |log h|4

ä

Remarque 3.2.3. La preuve de (3.74) est similaire.





Conclusion

L’originalité de ce travail réside dans l’application de la méthode de décomposi-
tion en deux sous-domaines de type Schwarz pour un système d’inéquations quasi-
variationnelles à opérateurs non coercifs relié à l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dans un premier temps, nous avons démontré la convergence monotone des itérés
définis par l’algorithme de Schwarz, chose qui nous permet de localiser la frontière libre
du problème.

Ensuite nous avons démontré le théorème de convergence géométrique et avons obtenu
une approximation quasi-optimale de l’erreur d’ordre de convergence h2 |logh|4 sur
chaque sous-domaine.

Nous suggérons cependant quelques problèmes ouverts :

• La simulation numérique de la méthode de décomposition de domaine pour
un système d’IQV à opérateurs non coercifs et comparaison avec le résultat
d’approximation théorique trouvé dans ce travail.

• Estimation de l’erreur en norme uniforme du même problème dans le cas d’une
décomposition en plusieurs sous-domaines.

• Application de la méthode de décomposition de domaine au problème de la
gestion des stocks.

• Cas des méthodes multigrilles.
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