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Résumé

Ce travail consiste en I'analyse numérique de la méthode de décomposition en
sous-domaines dite la méthode alternée de Schwarz. Cette méthode est appliquée pour
résoudre un probléme de gestion de la production de I'énergie électrique régi par un
systeme d’inéquations quasi-variationnelles a opérateurs elliptiques non coercifs relié
a I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Basiquement, cette méthode consiste a remplacer la résolution d’'un probleme aux
limites posé sur un domaine () potentiellement gros et complexe par une succession de
résolutions du méme probléme sur des sous-domaines de (2 a géométries plus simples.

Nous nous proposons d’étudier la méthode de décomposition en deux sous-domaines
avec recouvrement. Nous obtenons des résultats de convergences monotone et géomé-
trique des itérés de 'algorithme de Schwarz et nous prouvons une estimation optimale
de 'erreur dans chaque sous-domaine entre la solution continue et la solution discrete.

Mots clés : Méthode de décomposition de domaine, inéquations quasi-variationnelles,
équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman, convergence géométrique.



Abstract

This work deals with numerical analysis of an overlapping Schwarz method on
nonmatching grids for a noncoercive system of quasi-variational inequalities related to
the Hamilton-Jacobi-Bellman equation.

The Schwarz alternating method is an iterative method to find the solution of elliptique
boundary value problems on a domain which is the union of two or more overlapping
subdomains. The solution is approximated by an iterative sequence which results from
solving a sequence in each of the subdomains in turn.

We prove that the discrete alternating Schwarz sequences on every subdomain converge
monotonically into the unique solution of the discrete problem and geometrically in
uniform norm. Optimally L*°- error estimates are also obtained.

Keywords : Domain decompostion method, quasi-variational inequalities, Hamilton-
Jacobi-Bellman equation, geometrical convergence.
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Introduction

La modélisation mathématique consiste en 'analyse d'un phénomeéne, au développe-
ment d’équations le décrivant et a la résolution de celles-ci a un niveau d’approximation
donné.

Dans la majorité des cas, une solution exacte a nos modeles sera impossible mais
depuis 'avénement de I'informatique, il existe une alternative consistant en ’analyse
numérique qui est une branche prédominante des mathématiques appliquées.

Ainsi, plusieurs travaux de recherche se basant sur la création des méthodes de
résolution numérique pourront nous permettre d’approximer nos solutions en un temps
minimal et avec un degré de précision adéquat.

Avec la popularité grandissante et I'’évolution du calcul parallele, il apparait naturel
de chercher des algorithmes qui peuvent s’adapter au parallélisme. C’est dans cette op-
tique qu’il serait pertinent de travailler sur les méthodes de décomposition de domaine
qui possedent une base mathématique tres riche et fournissent de bons algorithmes
faciles a implémenter.

A ce jour, il existe une panoplie de méthodes de décomposition de domaine utilisées
dans différents contextes. Les plus anciennes sont les méthodes de Schwarz introduites
par Herman Amandus Schwarz en 1890 qui ont suscité un grand intérét et subi, depuis
leur introduction, un développement intense et accéléré durant ces deux dernieres
décennies di principalement a ’essor considérable qu’a connu le monde des ordinateurs
et ’'évolution des machines paralléles en terme de puissance et de capacité de stockage.

Elles sont désormais couramment utilisées lors de la résolution des systémes de
grande taille provenant de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles ayant
comme but la réduction de la dimension et la simplification de la forme du probleme
initial. Elles permettent également de transformer des probléemes aux limites sur
des géométries complexes qui, dans leur forme originale, sont cotteux, difficiles a
résoudre et ne sont pas particulierement adaptés au parallélisme (mal conditionnés) a
un ensemble de problémes posés sur des sous-domaines supposément plus simples et
réguliers.

Evidemment, cela ne peut se faire tout a fait aisément. Aussi, il s’agit de procéder a
des résolutions itératives sur les sous-domaines, choisies de telle sorte que la solution
exacte du probleme initial soit obtenue par convergence.



2 Introduction

L'idée de la méthode de Schwarz est de découper le domaine global en régions avec
ou sans recouvrement et les problemes elliptiques sont résolus alternativement sur
chaque sous-domaine avec des conditions de Dirichlet aux bords.

Il est a noter que, depuis 1987, des conférences internationales sont organisées régu-
lierement pour présenter les nouveaux résultats obtenus et les diverses applications
des méthodes de décomposition de domaine.

Dans ce travail, nous nous intéressons a l'approximation par décomposition
de domaine de type Schwarz avec recouvrement d’'un systéme d’inéquations quasi-
variationnelles (IQV) elliptiques a opérateurs non coercifs issu du probleme de la
gestion de la production de I’énergie électrique. Il s’agit d’'un probléme de controle
optimal jouant un réle essentiel dans la résolution de I'’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB). De nombreux travaux ont été réalisés sur cette fameuse équation
[9, 10, 17, 5, 4, 3] et différentes approximations par la méthode des éléments finis
ont été obtenues pour le cas coercif et non coercif en utilisant diverses approches
[7, 8, 10, 6, 29].

En 2008, Zhou [31] a obtenu un premier résultat de convergence monotone en
appliquant la méthode de décomposition de domaine a un systéme d’inéquations quasi-
variationnelles a opérateurs elliptiques coercifs.

Pour notre part, nous avons généralisé ce résultat pour un systeme d’IQV a opéra-
teurs non coercifs relié a I'équation d’HJB. Nous avons décrit I'algorithme de Schwarz
discret sous une forme simplifiée pour lequel nous avons établi un résultat de conver-
gence monotone [18]. Nous avons également démontré la convergence géométrique
et obtenu une estimation de 'erreur en norme L™, résultats qui ont fait 'objet d'une
publication internationale dans la revue de renommeée qu’est Springer Link mise en
ligne en février 2016 [19].

La premiere partie de cette thése est consacrée essentiellement a rappeler quelques
généralités sur les inéquations variationnelles (IV) et quasi-variationnelles telles que
Iexistence et 'unicité de la solution continue ainsi que ses propriétés qualitatives a
savoir la régularité, la monotonie et la lischitzianité avec adaptation de la notion de
sous-solutions. Par symétrie, nous faisons I’étude du probleme discret et donnons des
résultats analogues a ceux du probléme continu. Nous rappelons également les résultats
d’approximation en norme uniforme obtenus par Cortey-Dumont [14] importants pour
le développement ultérieur de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons ’équation d’'Hamilton-Jacobi-Bellman
et donnons un bref historique, son intérét ainsi que quelques applications en sciences
de l'ingénieur. Ensuite nous montrons le passage de cette équation a un systeme
d’inéquations quasi-variationnelles a opérateurs non coercifs. A la fin, nous étudions
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son approximation par la méthode des éléments finis moyennant différentes approches;
contraction, algorithmique ou encore sous-solutions et régularité discréete.

Lobjectif du troisiéeme chapitre est d’étudier la méthode de décomposition de domaine
de type Schwarz et ses variantes ainsi que I'application de son algorithme itératif
avec recouvrement a un systéeme d’'inéquations quasi-variationnelles a opérateurs
non coercifs. La technique adoptée repose sur 'introduction des suites de sous et sur-
solutions discretes sur chaque sous-domaine puis la démonstration de la convergence
monotone par récurrence des itérés de ’algorithme de Schwarz vers 'unique solution
du probleme discret en procédant. Finalement, nous démontrons le résultat principal
de ce travail ; le théoreme de convergence géométrique et 'estimation quasi-optimale
de Yerreur d’ordre de convergence hZ%|logh|* sur chaque sous-domaine.






CHAPITRE 1
Approximations par éléments finis
des inéquations quasi-
variationnelles (IQV) elliptiques non
coercives

Cette partie rappelle les résultats importants d’approximations de I'inéquation
variationnelle et quasi-variationnelle a opérateur non coercif en utilisant la notion de
sous-solution. Pour des raisons de complétudes, nous détaillons les démonstrations
dans le cas continu. L'étude du cas discret s’effectuera par symétrie au probleme
continu.
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1.1 Inéquation variationnelle continue (IV)

Soit Q un ouvert de RY de frontiere I' suffisamment réguliére.
Nous définissons pour tout u,v €V (ici V = Hé(Q)) :

N ou ov ou
— . i b — v+ d 1.1
a(u,v) f (j;kzla]k(x)axj oxs +k2:1 k(x)éxkv ao(x)uv |dx (1.1)

a(.,.) est une forme bilinéaire associée a 'opérateur elliptique A défini par :

N 5 v N ov
Av=—Y —(@jpx)=—)+ Y bpx)=— +aox (1.2)
j,kZ:1 g, )+ P, 0

Les coefficients a jz(x), bz (x) et ag(x) sont supposés étre suffisamment réguliers Vj,k =
1,...,N tels que :

N
Y ap@éiErzalé?; EeRY, a>0,xeQ (1.3)
J.k=1

Et ao(x) satisfait :

apx)=ag>0,VxeQ 1.4)

Les coefficients a ;(x) sont symétriques :
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ajr(x) = ap;(x) (1.5)

Nous supposons aussi que la forme bilinéaire a est continue et fortement coercive :

a(v,v)= allvl?:,a>0,Yve H(Q) (1.6)
Nous considérons un second membre :
feL™®Q),f=0 a.7n
Et un obstacle :
v e WH(Q) tel que v >0 sur 0 (1.8)

Soit K un ensemble convexe fermé non vide de V :

K={veV/0<v<ydans Q} (1.9

Définition 1.1.1. Le probleme d’inéquation variationnelle elliptique (IV) est défini
par:

Trouver u e K solution de
(1.10)

a(u,v—u)=(f,v—u),Yve K

Le probleme (1.10) est aussi appelé probleme a frontiere libre. La fonction u coincide
avec l'obstacle 1 sur une partie de Q) et dans autre partie v > u.

1.1.1 Existence, unicité et régularité de la solution continue

Théoreme 1.1.1. Sous les hypotheses et notations précédentes, il existe une unique
solution u du probleme (1.10). De plus u satisfait la propriété de régularité :

u e W?P(Q) tel que 2<p < oo (1.11)
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8 variationnelles (IQV) elliptiques non coercives

Preuve.
1. Unicité :
Soient u1 et ug deux solutions du probleme (1.10), alors nous avons :

a(u,v—u1)=(f,v-u1),YveK (*)

a(ug,v—us)=(f,v—us),VveK (%)

Posons v = ug dans I'inéquation (*) et obtenons :

= a(ul,uz - ul) = (f,ug - u1)
= —a(ui,ur—ug)=—(f,u1-uz)

>a(uy,ur—u2) <(f,u1—u2)

Posons v = u1 dans I'inéquation (**)et obtenons :

= alug,u1—ug)=(f,u1—usg)
=>alug,ugs—u1)<(f,us—uy)

= —a(ug,u1—u9)<—(f,u1—us)

En additionnant les deux inéquations, nous obtenons :

alui—ug,u1—ug)<0

En utilisant la coercivité de a(.,.) :

O<alluy—usl®><aluy—us,ui—ug)<0

2
= lur—u2ll”=0
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D'ou :

Uui=us

2. Existence :

L'idée est de transformer le probleme (1.10) en un probléme de point fixe.
Nous avons :

alu,v—u)=(LAu,v—u),YveK

Le probleme (1.10) est alors équivalent a :

{ Trouver u €K telle que

Au-f,v—u)=0,YveK

Soit p >0 ,alors :

=>(-p(Au-f),v-u)<0,YveK

=>w-plAu-f)-u,v-u)<0,YveK

Soit T la projection orthogonale de V sur K.
(1.10) est alors un probleme de point fixe :
{ Trouver u €K telle que

u=Tw-pAu-1)),Vp>0

Montrons que T est contractante sur V.

Yv,w €V , nous avons :

1T - p(Av - £) - T@w - p(Aw - )|
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< |w=-p(Av - ) - - pAw - )| car ITI<1
:||(v—w)—;oA(v—w)||2
= llv —wl? - 2pa —w,v - w)+ p? |A(v — w)|?

<(1-2pa+p°M?)|v-wl?® (a coercive)

Nous choisissons :

2a
P< 2

Puisque T est une contraction, il existe donc une solution unique u € K. a

1.1.2 Caractérisation de la solution continue comme enveloppe
des sous-solutions continues

Définition 1.1.2. Soit X I'ensemble des sous-solutions de I'IV (1.10), c’est a dire ’en-
semble des z € V tel que :

(1.12)
zsy,v=0

{ a(z,v) <(f,v),YveV

Théoréeme 1.1.2. ([14]) Sous les hypotheses et notations précédentes, la solution u de
I’IV (1.10) est le plus grand élément de X.

Preuve.

Soit ¥ une solution de I'TV (1.10), nous avons alors :

a(u,t—u)=(f,0—u)

Posons i =u-v,v=0:
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—a(u,v)=—-(f,v)

= a(u,v)<(f,v)

>ueX

Nous supposons qu’il existe une sous-solution z € X telle que z > u :

a(z,v)<(f,v)

Nous posons v =z — u et obtenons :

a(z,z—u)<(f,z—u) (F5%)

u est une solution de (***) donc :

a(u,z—u)=(f,z—u)

Nous avons donc :

a(u,z—u)=(f,z—u)=alz,z—u)

>alu,z—u)=zalz,z—u)

=>0=<alz- u||2 <alz-u,z—u)<0 (a coercive)

=>z-u=0

Contradiction avec z > u (|

1.1.3 Propriété de monotonie de la solution continue

Notons la solution u du probléeme (1.10) par o(f,y).
Soient f et f deux seconds membres, ¥ et 9 deux obstacles.
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Proposition 1.1.3. Sous les notations et hypothéses précédentes, la solution du pro-
bleme (1.10) est croissante par rapport au second membre f et a l'obstacle vy :

Si f<Fetwy<iyalorsdf,w)<do(f,9) (1.13)

Preuve.
Soit f<fety<1
Posons u =d(f,y) et it = 6(f,1/7), nous avons alors :

a(u,v)<(f,v),YueK,v=0
a(u,v) < (f,v)<(f,v),YueK,v=0

a(u,v)<(f,v),YueK,v=0

Donc u est une sous-solution de I'IV de solution w = a(f, ).
Comme w est la plus grande des sous-solutions, nous avons :

u=0(f,y)<w=0a(f,y)

Nous savons que :

o(f,w) < o(f, )
Alors :

u=0(f,y)<a=0f,9

D’ou :
of,w) < o(f, i)

Considérons maintenant 'application :

0:L>*(Q) — L*(Q)
(f,y)—olf,y)=u

Ou u est la solution de I'TV (1.10).
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Proposition 1.1.4. Soit ¢ une constante positive, alors :

of +apc,w+c)=0(f,v)+c (1.14)

Preuve.

Nous posons & =9d(f +agc,y +c) et u=0(f,y)
Nous savons que toute solution de (1.10) est une sous-solution donc :

{ a(u,v)<(f,v), YveV

usy,v=0

Donc :
{ a(u+c,v)<(f +agc,v), YVEV

u+csw+c,v=0

u + ¢ est une sous-solution de I'TV (1.10) de second membre f +agc et d’'obstacle ¥ + ¢
Comme la solution est la plus grande des sous-solutions, nous avons :

u+c<iu=0o(f,w)+c<o(f +apc,y+c) 1)

Toute solution est une sous-solution :

{ a(@,v) <(f +agc,v), YvEV

a(i,v) <(f,v)+(c,v), VveEV
=

i—c<sy,v=0

a(@,v)—ale,v) <(f,v), VveV
=
i-c=<y,v=0
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i-c=sy,v=0

a(@ —c,v)<(f,v), VveV
=

i — ¢ est une sous-solution de I'IV (1.10) de second membre f et d’obstacle .
Vu que la solution est la plus grande des sous-solutions, nous avons :

i—-c<u=>0(f,w)+c=0(f+apc,y+c) 2)

De (1) et (2), I'égalité (1.14) est vérifiée. a

1.1.4 Propriété de lipschitzianité de la solution continue

Proposition 1.1.5. Sous les hypotheses et notations précédentes, nous avons :

lu =l = | W = || ooy + cao | = F | poocer (1.15)

Ot ¢ est une constante indépendante du second membre et de la condition au bord telle
que :

caplx)=1

Preuve. Posons :

= ||1V_‘p”L°°(Q)+Ca0 ”f_f”LOO(Q)
Alors :

v<y+®
Et:

f<f+®

D’apres la propriété de monotonie de la solution et en utilisant ’égalité (1.14), nous
obtenons :

o(f, ) < o(f,w)

<o(f +ag®,y + D)
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= (f,p)+®

Donc :

of, ) —o(f,y)<®
|o(f, ) —o(f,y)| <@
Sup |0(f, ) - o(f,y)| < ®

lu—illpeo) <P

1.2 Inéquation variationnelle discrete

Nous allons maintenant introduire le probleme discret et effectuer une étude si-
milaire a celle entreprise précédemment pour le probléeme continu en donnant les
propriétés qualitatives de la solution discrete. Pour insister sur la symétrie de I’étude,
nous suivrons exactement la méme démarche qu’au cas continu. Les démonstrations
qui ne sont pas données dans cette partie sont exactement les mémes que dans le
probléme continu.

Considérons un espace d’éléments finis P construit a partir de polynémes de degré 1.

Nous établissons sur Q une triangulation réguliére quasi-uniforme et soit 7 ’ensemble

de tous ces éléments composé d'un nombre fini de triangles non dégénérés telle que :

Q = UThETh Th

h > 0 est le pas de discrétisation.

Notons par Vj, 'espace d’éléments finis défini par :

Vh:{thC(Q)mV/ vy, I7€ Py, VTerh} (1.16)
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Remarque 1.2.1. La construction d’espaces d’éléments finis a partir de polynoémes de
degré supérieur a 1 n’a pas été prise en compte en raison de la propriété de régularité de
la solution qui ne semble pas étre vérifiée.

Nous supposons que les matrices de discrétisation sont des M-matrices.

Soit M, , s =1,...,m(h) les sommets de la triangulation 7" qui n’appartiennent pas a
0Q.

Notons par {¢;} les fonctions de base usuelles de V}, définies par :

1sis=1
(Ps(Ml) =04 =
0sis#l
Soit rj, 'opérateur d’interpolation défini par :
m(h)
rpv(x) = Y v(M)) ps(x), veECQNV
s=1

Définition 1.2.1. (M-matrice) Une matrice inversible A € M,,(R) est une M-matrice
siles ag; <0 pour s #1 et si tous les éléments de son inverse sont positifs ou nuls.

Définition 1.2.2. (Principe du maximum discret) Soit A une M-matrice, si u,veV
telles que : Au = Av dans Q alors :

u=vdansQ

Considérons maintenant le probléme discret associé au probleme continu (1.10) :

Trouver uy € Vi, solution de

aup,vp,—up)=(f, vy —up), Vo, e Ky, (1.17)
uy €Ky
Oou
Kh:{thVh/ vhSrhw} (1.18)

1.2.1 Existence et unicité de la solution discrete

Théoreme 1.2.1. (/22, 14]) Sous les notations et hypothéses précédentes, le probleme
(1.17) admet une solution unique.
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1.2.2 Caractérisation de la solution discréete comme enveloppe
des sous-solutions discretes

Définition 1.2.3. Soit X; I'ensemble des sous-solutions de I'IV (1.17), c’est-a-dire
I’ensemble des zj € V}, tel que :

a(zp,ps) <(f,ps),Vs=1,...,m(h)
(1.19)

Zp=TpY

Théoreme 1.2.2. ([14]) Sous les notations et hypothéses précédentes, la solution uj de
I’IV (1.17) est le plus grand élément de X},

1.2.3 Propriété de monotonie de la solution discrete

Notons par uj = 0p(f,r,y) la solution du probléme discret (1.17).

Proposition 1.2.3. Sous les notations et hypotheses précédentes, la solution de I'IV
(1.17) est croissante par rapport au second membre f et a l'obstacle rpy :

Si f<f ety =<y alors 04(f,ray) < 05(f,ray) (1.20)

Preuve. La démonstration est similaire a celle donnée dans la proposition (1.1.3). O

Par analogie au cas continu, nous considérons I'application :

0p : L™(Q) — L™(Q)

(f,rry) = Op(f,rpy) =up

Ou uy, est la solution discrete de (1.17).

Proposition 1.2.4. Soit ¢ une constante positive, alors :

On(f +aoc,rp(y+c))=0p(f,rpy)+c (1.21)

Preuve. La preuve est similaire a celle donnée dans la proposition (1.1.4). a
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1.2.4 Propriété de lipschitzianité de la solution discrete

Proposition 1.2.5. sous les notations et hypothéses précédentes, nous avons :

”uh —up ”LOO(Q) = ||"h1// - rh1/7||Loo(Q) +cag ”f - f”Loo(Q) (1.22)

Preuve. La démonstration est analogue a celle donnée dans la proposition (1.1.5). O

1.2.5 Régularité de la solution discrete

La régularité de la solution discrete se démontre par le théoreme suivant :

Théoreme 1.2.6. ([13]) Il existe une constante C indépendante de h telle que :

|a(un, 99)| < C|l@s|| L1y, Vs = 1,....m(R) (1.23)

1.2.6 Estimation de ’erreur en norme L

Théoreme 1.2.7. ([14]) Sous les conditions (1.1) a (1.9) et le principe du maximum
discret, il existe une constante C indépendante de h telle que :

Il — wpll ooy < CR% logh|? (1.24)

Preuve.

1- Construction d'une fonction discrete a; proche de u qui vérifie :

ap <u telle que |lap—u| < Ch? Iloghl2

2- Construction d’'une fonction discrete B proche de up qui vérifie :

up < Py telle que: ||,6h - uh” < Chzlloghl2

Et nous obtenons enfin :

lu—up ||Loo(Q) <llu-ap ||Lo<>(Q) +2 ”,Bh —Up ”LOO(Q)
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< Ch?|loghl|?

1.3 Inéquation quasi-variationnelle continue non
coercive

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude numérique de I'inéquation quasi-
variationnelle elliptique dont le second membre et 'obstacle dépendent linéairement
de la solution ( ici a est non coercive) en utilisant au niveau de 'approximation une
méthode qui repose sur une combinaison d’éléments finis et de la notion de sous-
solution [16, 11]. Cette méthode caractérise la solution continue (resp. la solution
discrete) comme limite supérieure de 'ensemble des sous-solutions continues (resp.
I’ensemble des sous-solutions discretes).

Nous cherchons une fonction u satisfaisant :

Au—f=<0,u—Mu<0dans Q
(1.25)
(Au-f)u-Mu)=0dans Q

Bien entendu, la structure de (1.25) est analogue a celle du probleme de I'obstacle
classique ot la fonction obstacle est remplacée par une fonction implicite dépendant de
la solution du probléme.

"A" représente un opérateur différentiel elliptique du second ordre sur un domaine
lisse borné de RN et M est un opérateur défini par :

M :L*®°(Q) — L*(Q)
u—Mu (1.26)

L'application M posseéde les propriétés suivantes :
* La concavité
* La lipschitziannité :

IMu—-Mv||<llu-vl, Vu,veV (1.27)
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* La monotonie :

Mu<Mv,Vu<v (1.28)
Et:

Mu+c)=Mu+c ¢>0 (1.29)

"Mu" est appelée obstacle du contrdle impulsionnel ou encore la fonction cott.
Soit al(.,.) la forme bilinéaire non coercive associée a 'opérateur A.
Alors le probleme (1.25) est reformulé faiblement comme suit :

Trouver ueK(u) solution de

(1.30)
a(u,v—u)=(f,v—u), Yve K(u)
Ou K(u) est un ensemble convexe fermé non vide de V défini par :
Ku)={veV/0<v=Mu dans Q} (1.31)

Remarque 1.3.1. Dans le probléeme (1.30), la condition u = 0 est évidente car elle
provient de la théorie du contréle impulsionnel [2].

Dans I’étude des probleme a opérateurs elliptiques, nous supposons généralement que
la forme bilinéaire "a" définie dans (1.1) est fortement coercive, c’est-a-dire vérifiant
I’hypothese (1.6). Pourtant, dans la modélisation des problemes de controle, le caractere
déterministe du processus qui est représenté par les coefficients "b;" peut étre prépon-
dérant. Il est alors intéressant d’affaiblir ’hypothese de coercivité forte et de supposer

seulement 'existence d’'un A > 0 assez grand tel que :

b(u,v) =a(u,v)+ AMu,v) (1.32)

La forme bilinéaire b(u,v) vérifie alors 'hypothese de coercivité forte :

b(v,v)=alvl Yve H(Q); a>0 (1.33)

2
HI(Q) ’
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Rappelons, pour des raisons de complétude, la construction d'un A qui permet de vérifier
(1.33).

Soit :
b = sup |bp(x)l (1.34)
k,xeQ)
N o v XN ov
b(v,v) = B ——+ Y brlx)=—uv+ 2+ 0% |d
(v,v) L(j;lajk(x)a o k; k(x)axkv ao(x)v v)

En utilisant la condition d’ellipticité (1.3), la condition (1.4), I'inégalité de Holder ainsi
que (1.34) nous obtenons :

bv,v)=a Z(—)2d -— Z( )2dx——f 2dx+(a0+/l)f v2dx

1 0x;
>af Z(—)2dx bf(f Z(—)zdx)Z g(fgvz)%+m+ao)f9v2dx

>(a—e— )f Z(—)2dx+m+a0—%)f v2dx
Q

Nous choisissons :

2 b
8<7aet )L>2—£—a0 b #£0)

ce qui entraine la coercivité de b(.,.).

Par une transformation immédiate, u est également solution du probléme suivant :

Trouver ue€K(u) solution de
(1.35)

b(u,v—u)=(f +Au,v—u), YVve K(u)

L'introduction d’'une application de point fixe [2] associée au probleme (1.30) permet
d’obtenir I'existence et I'unicité de la solution.
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1.3.1 Application continue du point fixe

Soit ’application du point fixe :

J : L2(Q) — L2(Q)
w— Jw)=¢ (1.36)

Ou ¢ est la solution de 'inéquation variationnelle coercive suivante :

b(J(w),v—J(w)) =(f + Aw,v—J(w)), VveV
(1.37)
Jw)sMw , v=Mw
Ou encore :
b, v-8)=(f+Aw,v-¢), VveV
(1.38)
(<sMw , v=Mw
Et:

LO(Q) = {v e L¥(Q) / v=0}

Donnons maintenant quelques propriétés de I'application /.
Soit :

H={weLXQ)/ 0<w=p}

Lemme 1.3.1. (/2]) L'application J est monotone et concave de H dans lui méme.

Preuve.
* Prouvons la monotonie de 'opérateur J que nous utiliserons ultérieurement.
Nous avons J/(w) = ¢ et considérons I'inéquation variationnelle (1.38).

Démontrons que :
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Si w1 <ws alors J(wy)<J(ws)

&1 = J(w1) est une solution de I'TV (1.38) :

{ b1,v—<¢)=(f +Awi,v—-¢&1), VeV

1=Mw; , v=Mw;

Nous posons v =¢1 — 0, ¥ =0 et obtenons :

¢1=Mws , =0

{ b(£1,0) < (f + Aw1,0) < (f + Aws,0)

&1 est une sous-solution de I'TV de second membre f + Aws et d’obstacle Mwso. Comme

la solution est la plus grande des sous-solution alors, nous avons :

1 =8 = J(wy) = J(w2)

Proposition 1.3.2. (/2]) J est contractante dans L*°(£2) de constante de contraction

A—f_ﬁ. Il existe donc un unique point fixe qui coincide avec la solution u de I'I'V (1.30).

1.3.2 Existence et unicité de la solution continue

Soit ug € V la solution de I’équation :
a(ug,v)=(f,v), YveV
1.3.2.1 Algorithme continu de Bensoussan-Lions
Partant de u et u, = 0 et définissons les suites :
* Décroissante : u, = J(Up-1), VR EN

* Croissante : u, =J(u,_;),VneN

(1.39)
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Ou u, €V est la solution de I'inéquation variationnelle :

b(un,v—uy)=(f +Aup-1,v—-uy), VveV

(1.40)
u,<Mu, 1, v=Mu,1
Et u, €V est la solution de I'inéquation variationnelle :
bu,,v-u,)=(f+Au, ;,v-u,), VveV
(1.41)

u, = Mln—l » US MEn—l

Nous donnons maintenant un théoreme de convergence des suites de l'algo-
rithme de Bensoussan-Lions.

Théoreme 1.3.3. Les suites (Wn)nen et (4, )nen convergent en décroissant et en croissant
vers l'unique solution du probléeme (1.30).

Preuve.
Nous procédons par récurrence pour démontrer que :

* La suite (u,,)nen est croissante :

Supposons que u, est une solution de I'TV (1.41) :

b(u;,v—u)=(f+Auy,v—u ) et u,=0

Nous savons que :
f=0 donc u,; =0

Donc :

uy=uy=0

= J(uy)=J(u,) (carJ est monotone)

= Uy=Uy

Nous supposons qu’elle est vraie pour n — 1 et nous la démontrons pour 7 :
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En—l = En—Z
=>dJu,_)=Ju,_,) (carJ est monotone)
= En = Zn—-1
= (u,) est croissante Vn €N
* La suite (u,)ren €St décroissante :
ug est solution de I'équation : a(ug,v) = (f,v)
Donc :
a(ﬁo,v)+f Augv dx:(f,v)+f Augvdx
Q Q
= b(ug,v) =(f + Aug,v) (1.42)
Supposons que u; est une solution de I'TV (1.40) :
b(ﬂl,v—ﬁl)Z(f+ﬂﬁo,U—ﬁ1) (1.43)

Nous posons dans (1.43) v =u1 — (w1 —ug)" et obtenons :

b(wy,uy — (@1 —uo)" —u1) = (f + Aug,u1 — (w1 —uo)" —u1)

= by, —(w1 o)) = (f + Ao, —(w1 —uo) ")

Nous utilisons (1.24) avec v = (w1 —ug)" et obtenons :

b(u1, (w1 —uo)") < b(uo, (@ —up)")

= b(u1—uo,(w1-up) ") =<0, (w1-ug)")>0

=>u;1—up<0
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=>UuUi1<uy

=>J(u1)<J(wg) (carJ est monotone)

> UuUg=<ui

Nous supposons qu’elle est vraie pour n —1 et nous la démontrons pour n :

Up-1<Up-2

=>JWw,_1)<Jwu,—2) (car J est monotone)

>Up,<Up_1

= (u,) est décroissante Vn € N

* Montrons maintenant que u, <uj,

ug est solution de I’équation :

a(uo,v)=(f,v), =0

Donc :

uoz0=u,>uozy,

= J(uog) =J(u,) (carJ est monotone)

>u1=Uuy

Nous supposons qu’elle est vraie pour n —1 et nous la démontrons pour n :

Un-12 Upn

= J(n-1) = (W, ;)
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* Conclusion :

U, € HY(Q) = w, € LXQ)
u, e HY(Q) =>u, e L2(Q) = u, et u, convergentversla meme limite
L%(Q) est complet

Le théoreme de Lax-Miligram assure 'existence et 'unicité de la solution u, donc :

limu,=1lmu, =u
n—00 n—oo—

1.3.3 Régularité de la solution continue

Théoreme 1.3.4. (/2]) La solution u du probleme (1.30) satisfait la propriété de régula-
rité :

ueWP(Q), 2<p<+oo

1.3.4 Monotonie de la solution continue

Soit u = a(f) (resp. @ = 0(f)) la solution de (1.30) avec le second membre f (resp. f).

Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 1.3.5. La solution du probléeme (1.30) est croissante par rapport au second
membre f :

Si f<f alors o(f)<a(f) (1.44)
Preuve.
Nous savons que :

uo(f) est une solution de I'équation :

a(uog,v) =(f,v)
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Et %o(f) est une solution de 'équation :

a(wo,v) = (f,v)
Nous avons :

f=Ff=uy=u0
Posons u1 =0(f) et U= af).

Nous supposons que %1 est une solution de 'IV (1.40) et comme toute solution est une
sous-solution alors nous avons :

b(u1,v) < (f + Aug,v) < (f + Aup,v), YveV
il < Mﬁo <Muy

b(w1,v) < (f + Awo,v), Vv eV
3 ~
ui1<Muy

U1 est une sous-solution de I'IV de second membre f + Aug et d’obstacle Mug et comme
la solution est la plus grande des sous-solutions alors nous avons :

uir<sui

= a(f)<a(f)

1.3.5 Caractérisation de la solution continue comme enveloppe
des sous-solutions continues

Définition 1.3.1. Soit X '’ensemble des sous-solutions de I'IQV (1.30), c’est-a-dire
I’ensemble des w €V tel que :

b(w,v)<(f+Aw,v), VveV
(1.45)

w=<=Mw , v=Mw
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Théoréme 1.3.6. La solution u de 'IQV (1.30) est le plus grand élément de X.

Preuve.
Montrons que u est le plus grand élément de X.

u est solution de I'IQV :

(1.46)

bu,v—u)=(f+Au,v—u), YveV
us<Mu, v=Mu, u=0

Nous posonsv=u -7, 0 =0 et obtenons :

us<Mu, =0

{ b(u,d) =(f +Au,?)

>u€eX (uestunesous—solution)

Nous supposons maintenant que w € X et montrons que u est le plus grand élément de
X.

Posons J(w) =o(f + Aw)
w est une sous-solution de 'IQV vérifiant (1.45).

o(f + Aw) est une solution de I'TV (1.46) :

b(o(f + Aw),v — o(f + Aw)) = (f + Aw,v — o(f + Aw)) (1.47)

Nous posons dans (1.47) v =0(f + Aw)—10, 0 = 0 et obtenons :

b(o(f + Aw),0) < (f + Aw, D)

w est une sous-solution de I'IV de second membre f + Aw et comme la solution est la
plus grande des sous-solutions alors :

w=<o(f+lw)=dJw)

=>f+Awsf+AJ(w)
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=>o(f +Aw) =J(w) < o(f + AJ(w)) = J(J(w))

Donc :

Jw)<JP2w) <..... < Jw)

Nous savons que w est une sous-solution et u est une sur-solution donc :

w<uyg

=>Jw)<J"(wg) (car J est monotone)

Nous avons aussi :

Up=JWp1)=J2Up-9)=.... = J*(Up)

Donc :

J"wW)<sJ"(wg)=up,<up-1=<..<ug(carla suite est décroissante)

Nous déduisons alors que :

w=<lim J"(w)= lim J"(wg)= limu, =u
n—oo n—oo n—oo

D’ou u est le plus grand élément de X. a

1.3.6 Propriété de lipschitziannité de la solution continue

Nous gardons les notations de la proposition (1.3.5), c’est-a-dire u = 0(f) et @ = d(f).

Proposition 1.3.7. Sous les notations et hypothéses précédentes nous avons :

1

HIZY P (1.48)

lu -l Lo <
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Preuve.

Soit(D:%”f—f”oo

Nous voyons clairement que :

3 3 (x) 3
Fr el =Floosf+=5 1 =l =f +a0 @
D’apres la monotonie nous avons :
Af)<o(f +ag®)<d(f)+P

= d(f)-a(f)<®

Comme les roles de f et f sont symétriques, nous obtenons également :

o(f)—o(f) < @
D’ou I'inégalité (1.48). a

1.4 Inéquation quasi-variationnelle discrete non
coercive

Les démonstrations des propositions et théorémes sont similaires a celles données
dans le cas continu.
Nous gardons la méme triangulation introduite dans la partie IV discrete.

Soit :

K(uh)Z{thVh/OSvhsrhMuh dans Th} (1.49)

L'inéquation quasi-variationnelle discréete consiste a résoudre le probleme suivant :

Trouver up € K(up) solution de
(1.50)

alup, v —up)=(f,vp—up), Vve K(uyp)
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Par une transformation comme dans le cas continu, u; est également solution de :

Trouver ujp € K(uy) solution de
(1.51)

b(up,vp —up) =(f + Aup,vp —up), Yv € K(up)

1.4.1 Application discrete du point fixe

Nous pouvons associer au probleme (1.50) une application discréte du point fixe
définies par :

Jp 1 LY(Q) -V
w — Jp(w) =&y (1.52)

Ou &y, €'V}, est la solution discrete de I'TV suivante :

b(Cn,vn —Ep) = (f + Aw,vp —&p), YUp €V
(1.53)
EnsryMw , vy <ryMw

L'application /5 posséde des propriétés analogues a celles de 'application «J.
Soit :

Hy={weLP(Q) / 0<w <oy}

Lemme 1.4.1. (/2]) Lapplication Jj est monotone et concave de Hy, dans lui méme.

Proposition 1.4.2. (/2]) Sous les notations et hypothéses précédentes, l'application Jy,
est contractante, de constante de contraction ﬁ Il existe donc un unique point fixe qui
coincide avec la solution discrete uy, de U'IV (1.50).

1.4.2 Existence et unicité de la solution discrete

Soit uy € Vj, 1a solution de ’équation :

a(wop,vp) =(f,vn), Yu,eVy (1.54)
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1.4.2.1 Algorithme discret de Bensoussan-Lions

Partant de uoy, et u, =0 et définissons les suites :
* Décroissante : u,; = Jp(U,—1) , VR EN
* Croissante : u,, =Jp(w,_1;), VneN

Ou u,, € Vj, est la solution de I'inéquation variationnelle :

b(unn,vh —unn) = (f + Aup—_14,0p —Unp), YL EV)
(1.55)
upp<rpMup_1p , vp<rpMu,-1p

Et u,;, € Vj est la solution de I'inéquation variationnelle :

b(Enh,Uh _Enh) 2 (f + Aﬁn—lh’vh _Enh)’ Vvh € Vh
(1.56)
Unp = rhMEn—lh » Uns rhMEn—lh

1.4.2.2 Hypotheése du principe du maximum discret ([12])

Nous posons B la matrice définie par :

By = algs, 1) +fQ/1<ps<pzdx (1.57)

Nous supposons que B est une M-matrice.
Nous donnons maintenant un théoreme de convergence des suites discretes de

Dalgorithme de Bensoussan-Lions.

Théoreme 1.4.3. ([2]) Les suites (Upp)nen et (W, )nen convergent en décroissant et en
croissant vers l'unique solution du probléeme (1.50).

1.4.3 Monotonie de la solution discrete

Soit up, = 05(f) (resp. iy, = 04(f)) la solution de (1.50) avec second membre f (resp.
p.
Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 1.4.4. (/2]) Sous le principe du maximum discret, nous avons :

Si f<f alors 0p(f)<0dn(f) (1.58)
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1.4.4 Caractérisation de la solution discréete comme enveloppe
des sous-solutions discretes

Définition 1.4.1. Soit X} '’ensemble des sous-solutions discretes de 'IQV (1.50), c’est-
a-dire ’ensemble des wj, € V}, tel que :

b(wh)(PS)S(f-i_/lwh,(pS), V(pS’ S= 1725,m(h)
(1.59)

wy <rp,Muwy,

Théoreme 1.4.5. Sous le principe du maximum discret, la solution de 'IQV (1.50) est
le plus grand élément de Xy,

1.4.5 Propriété de lipschitziannité de la solution discrete

En gardant les mémes notations que dans le cas continu, nous avons la proposition
suivante :

Proposition 1.4.6. (/2])

1 i
lwpn —1inll o) < 5 |7 =F Lo (1.60)

1.4.6 Etude de approximation

Cette partie est consacrée a démontrer que la méthode proposée conduit a une
approximation optimale dans L*°(Q2). En s’appuyant sur les propriétés des solutions
continue et discrete des IQV (1.30) et (1.50), nous introduisons les deux problemes
auxiliaires suivants :

1.4.6.1 1IQV continue coercive

Soit w® € V 1a solution du probléme continu suivant :
b@®,v-u®y= (f + Aup,v -u™), voeV

(1.61)
ﬁ(h) < Mﬁ(h) , U< Mﬂ(h)

uj, étant la solution de I'IQV discrete (1.50).
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1.4.6.2 1IQV discrete coercive

Soit uy, € V, la solution du probléme discret suivant :

b(up,v—up)=(f+Au,v—1uy), YveVy
(1.62)
up<rpMup , v<rpyMuy
u étant la solution de I'IQV continue (1.30).
1.4.6.3 Estimation de I’erreur des problemes auxiliaires
Lemme 1.4.7. ([15]) 1l existe une constante C indépendante de h telle que :
lu —%pllo < Ch2|logh|? (1.63)
|un-7"|_ = chr?nognr? (1.64)
o0
Théoréme 1.4.8. Il existe une constante C indépendante de h telle que :
lu—upllo < Ch2|logh|? (1.65)

Preuve. La preuve de ce théoréeme se réalisera en trois étapes.
* Etape 1 : Construction d’'une fonction discrete aj proche de u telle que :
an<up et |lu—-aply<Ch?loghl|?

Posons dans (1.62) vy, =ujp, — s et obtenons :

{ bWp,ps) <(f + Au,@s) =(f + Au+ Aup — Aup,@s) Yos , s=1,...,m(h)

up <rpMuy

Nous avons :

(f +Au+Aup — Aup, @5) < (f + Aup + Allu —uplloo, s)
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<(f+Alu—upllo + AUp, @s)

Posons g =f + Allu —upllo et obtenons :

b(ﬂh,(ps) = (g+ Aﬂh’(ps)
(1.66)
up <rpMuy,

uy, est une sous-solution de I'TV de second membre g et d’obstacle r, Muj,.
D’autre part, d’apres la lipschitziannité nous avons :

1Zh —unlloo < ||F + Al —Thlloo = Fl oo = It = Thllo
De (1.63) nous avons :
|u—Ch?loghl?* - uy| ., < Ch®|loghl|?
2 2
= lu—aplle < Ch”lloghl

Avec ap, = Ch? |10gh|2 —up

* Etape 2 : Construction d’'une fonction continue ,B(h) proche de uy, telle que :

,B(h)su et H,B(h)—uhHOOSCh2|10gh|2

Posons dans (1.61) vy, = - U, 0 =0 et obtenons :

b@™,5) < (f + Aup,0) = (fF + Au™ = 2a™ + Aup,0), 520

™ < Muy

Nous avons :
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(f + 27" — A7 1+ Auy,0) < (F + A Huh —E(h)H + A7, 5)

et obtenons :

Posons g = f+/1Huh—E(h)H
oo

b@™,o) < (g + Au'™,5)
(1.67)
' < Mu®

7™ est une sous-solution de 'TV de second membre g et d’'obstacle M R

D’apres la lipschitziannité nous avons :

[zl =l =] ] = o =]
[e,0] o0 [e.0] [e,0]

De (1.64) nous avons :

0uh —Ch2loghl? —ﬁ(h)Hoo < Ch2llogh/?

> |8" - un|_=cn?iogh?

Avec M = Ch2loghl? - u™

* Etape 3 : Appliquons maintenant les résultats des étapes 1 et 2 pour déduire l’esti-
mation de l'erreur de I'IQV (1.50).

Nous avons d’une part :

u < ap+Ch?|logh|?
<uyp +Chz|logh|2 (car ap <uyp)

= u—up <Ch?|logh|?

Et d’autre part :

up < P+ Ch2logh|?
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<u+Ch%|logh|? (car ,B(h) <u)

= up—u<Ch?|logh|?

Finalement :

lu—uplle < Ch2|logh|?



CHAPITRE 2
Approximation par éléments finis de
PPéquation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

Cette partie est consacrée a 'introduction de ’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman
et sa transformation en un systéeme d’inéquations quasi-variationnelles a opérateurs
non coercifs [20]. Nous démontrons ’existence d’'une solution faible unique en utilisant
Papproche sous et sur- solutions. Une syntheése des résultats d’approximation existants
a été faite suivant différents concepts a savoir, ’'approche sous-solutions et régularité
discrete, 'approche algorithmique ainsi que la contraction. Pour cette derniere, le
théoréeme du point fixe de Banach servira a montrer que ’approximation par éléments
finis appliquée au systeme d’'IQV est quasi-optimale dans L*°.
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2.1 Introduction a I’'HJB

L'équation d’'Hamilton-Jacobi-Bellman résultante de la méthode de la programma-
tion dynamique initiée par Richard Bellman dans les années cinquante pour résoudre
des problemes d’optimisation, c’est-a-dire des problemes ou nous devons prendre les
meilleures décisions possibles a chaque date pour un critére de performance donné.
L'équation de la programmation dynamique généralise les travaux antérieurs en méca-
nique classique de William Hamilton et Carl Gustav Jacobi, et est usuellement appelée
équation d’HJB en reconnaissance de la contribution de ces trois grandes personnalités
scientifiques.

Historiquement appliquée en ingénierie puis dans d’autres domaines des mathéma-
tiques appliquées, 'équation d’'HJB est devenue un outil important dans les problémes
de décision intervenant en économie et en finance. Sa premieére et plus célebre applica-
tion financiere est le probleme d’allocation de portefeuille introduit par Robert Merton
en 1973.

Lintérét de cette équation est son utilisation dans le cadre d’une stratégie pour résoudre
des problémes de contrdle optimal.

2.2 Passage de ’'HJB a un systeme d’IQV continues
non coercives

Considérons ’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

max (Alu—f1)=0dans Q
1<isM
2.1)

u=0sur Q

Cette équation est approchée par le systéeme d’'IQV suivant :

Trouver U = (ul,......,uM) e (HI(Q)M solution de :

a'w',v-u)=(fl,u-u’), YveH}Q)

u<k+uttl | v<k+uit! (2.2)

O Q est un ouvert régulier de RN, N = 1 de frontiére I' = 4Q suffisamment réguliére, les
a'(u,v) sont les M formes bilinéaires continues non coercives associées aux opérateurs
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A' elliptiques uniformes de second ordre, les f* sont des fonctions réguliéres et % est
un nombre positif.

Les équations d'HJB sont rencontrées dans de nombreuses applications; par exemple,
dans le controle stochastique, la solution de (2.1) caractérise la borne inférieure de la
fonction cotlit associée a un processus de commutation (switching) stochastique optimal
controlé sans colit de commutation [2, 21].

Une grande partie du travail sur ’analyse qualitative du probleme (2.1) a été faite
dans les années quatre-vingt [20, 27]. Ces études ont été suivies par quelques travaux
en relation avec les méthodes numériques comme I'approximation par différences
finies. D’autres méthodes itératives de type séquentiel et parallele ont également été
introduites et analysées dans [28] et 'analyse par éléments finis a été étudiée par
Cortey-Dumont dans [17].

Dans [27], Lions et Menaldi prouvent que la solution du probléme (2.1) est une limite
dans C(Q) de la solution du systeme d’IQV elliptiques (2.2) lorsque le parametre % tend
vers zéro.

La version coercive de I’équation (2.2) a été étudiée a la fois des points de vue analyse
mathématique et numérique dans [10].

Ici, nous allons nous intéresser au cas non coercif, c’est-a-dire quand les formes bili-
néaires a'(u,v) ne satisfont pas la condition de coercivité.

Le probleme (2.2) est transformé alors en un systeme d'IQV a opérateurs coercifs
suivant :

Trouver U =(ul,....... ,uMye (Hé(Q))M solution de :

biw',v—u) = (f +Au',v—u?), YveH}(Q)

1

W<k+utl | v<k+uit! (2.3)

bi(u,v) = a'(u,v) + Mu,v) (2.4)

Avec A assez grand vérifiant :

bi(w,v)=alvll a>0 ; YveH}Q) (2.5)

2
HI(Q) ’
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Les opérateurs b*(u,v) vérifient donc I'hypotheése de coercivité [16] et le nouveau pro-
bleme s’apparente a un systeme d’inéquations quasi-variationnelles dans la mesure ou
les seconds membres dépendent linéairement de la solution.

2.2.1 Notations et hypotheses

Nous définissons pour tout u,v € HI(Q) :

; ou ov X ;
a (u,v)—f Z a]k(x) Zb (x) v+a0(x).uv dx (2.6)
J,k=1 Ox 6 Xk p=1

a'(.,.) sont les formes bilinéaires associées aux opérateurs elliptiques A’ défini par :

2

N N ] .
A= L + ) bl (x)— +al 2.7
MZ:la Lp () 5o k; (%) o, ag(x) (2.7)

Les coefficients aj.k(x), bZ(x) et aé(x) sont supposés étre suffisamment réguliers
Vjk=1,.,.N et Vi=1,..,M tels que:

N _
Y @Gz alel?; EeRY, a>0,x€Q (2.8)
Jk=1

Et les af)(x) satisfont :

ab(x)=p>0; YxeQ (2.9)

Les coefficients a 5 (x) sont symétriques :

a’,(x) = aj, (%) (2.10)

Nous considérons des seconds membres :

fleC¥Q), fi=0; i=1,...M (2.11)
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Et pour tout W = (w!,...,wM) € L°°(Q) = (L®°(Q)™, nous introduisons la norme sui-
vante :

_ i
IWloo = max '] 2.12)
Ot ||.llLe(q) représente la norme uniforme.
(.,.) désigne le produit scalaire standard dans L2(Q).
Soient K’ des ensembles convexes fermés non vides définis comme suit :
Ki:{veﬂl(ﬂ)/vskmi“,vzo} (2.13)

2.2.2 Existence et unicité de la solution continue

Remarque 2.2.1. Dans le systeme (2.3), le second membre et l'obstacle dépendent
linéairement de la solution.

Remarque 2.2.2. Lexistence et l'unicité de la solution du probleme d’inéquation varia-
tionnelle introduit dans le chapitre 1 ont été démontrées ainsi que la monotonie de la
solution qui ameéne a introduire une application de point fixe.

Posons L®(Q) = (L(Q)M

Soit 'application suivante :
T: L®(Q) — L>®(Q)

W—TW=(@L,... éM)=¢ (2.14)

Ou & =o(fi + \w';k +witl) est la solution du systéeme d’inéquations variationnelles
suivant :

biUE v —EN = (i + Awl,v— &) Yve HYQ)
(2.15)

F<k+w*l, v<k+wit!

Remarque 2.2.3. Le probleme (2.15) est un systéeme d’inéquations variationnelles
coercives admettant une unique solution [1].
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2.2.2.1 Propriétés de application 7'

Introduisons le vecteur U° = (@10,...,aM0) vi =1,...M ou 2*° est la solution du
systéme d’équations suivant :

(2.16)

{ b (a"0,v) = (F + 120, v) Yve HY(Q)

Vi=1,M

Proposition 2.2.1. (/2]) Pour f! =0, il existe une unique solution positive du probléme
(2.16). De plus, i*° € W2P(Q), p < co.

Proposition 2.2.2. Sous les notations et hypothéses précédentes, l'application T est
monotone, concave et satisfait :

TW <U°, v Wel®Q) tel que W<0U°

Preuve.

1. Montrons que T est croissante, c’est-a-dire :

Si V<W alorsTV<=TW

Soit V = (vl,...,oM), W = (w?l,...,wM) dans L®(Q) tels que : vi<w! Vi=1,.,.M

Alors en utilisant la monotonie de o, nous obtenons :

o(f + Ak k+ 0™ ) < o(ff + Aw' k +w'™)

=>TV=<=TW

2. Montrons que TW<U? v W <U?

Rappelons que u* = sup(u,0), u~ = sup(-u,0) et &t e Hé(Q) donc :

- -0 e HY(Q)

Comme (¢F —2%9)* = 0, il en découle que :
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fi—(fi—ﬁi’0)+ Sfi Sk+wi+1

Nous choisissons dans (2.15) v = & — (&8 — 249)* et obtenons :

bi(éi, _(é-i _ ai,0)+) > (fl + /'Lwi’_(é-i _ ai,0)+)

Nous choisissons dans le systéme d’équations (2.16) v = (¢! — 439)* et obtenons :

bi @0, (& - a0y = (ff + a0, (¢ - at0))
Comme W < U? et par addition, nous obtenons :
-bUE -0, (¢ -2 20

= (é-l _ ﬁi’0)+ — 0

Donc :

<al vi=1,2,.. .M
=>TW=<U"°

3. Montrons que T est concave :

Pour simplifier, nous adoptons les notations suivantes :

wh = 0w’ +(1-0)"; w), =0k +w")+1-0)k+w'); 0<6<1

Alors, nous avons :

TOW+1-0W) = [o(f +Aw}; k+wd), ..., o(fi+Awh; k+wi™), .. o(fY+Awd; k+w))]

1 1. .2 ' i+l M M. 1
=[o(f" + Awg; wy ), - - - ,o(f" + Awg; wg’k ), oo (F7 + Awg s wy )]
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Posons :

E=o(f + Aw'; k+w'th)
E=o(f*+ A’ k+w'th)

& =08 +(1-0)¢&

. . i
Uy =o(f' + Awp; wé,k )

Il est clair que 62, est admissible pour le probleme qui admet Ué pour solution. Alors :
Ué + (Ugi - Eé)_ est aussi admissible pour le méme probléeme.

Donc :

bUUL, (UL —E07) = (f + Aw), (UL — E5)7) (2.17)

Aussi, nous pouvons prendre ¢ i (Ué - (fé)' comme fonction test dans le probléeme ou ¢ :
est une solution. & — (Ug—¢&p)~ peut également étre choisie dans le probleme qui admet
& pour solution.

Nous en déduisons que :

—bHEL (U] - E)7) = —~(f + A (UL —&b)7) (2.18)

Et:

~bIE (U - &) = ~(f + A’ (UL - &5)7) (2.19)

En multipliant (2.18) par 6 et (2.19) par (1 —0), ’addition donne :

— (& (UL - &) = ~(f + Aw}, (UL - &5)7) (2.20)

Finalement, (2.17) + (2.20) donne :
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bUUL - &L, UL~ =0

= (U)-¢&) =0

D'ou :

TOW +(1-0)W)=0TW +(1-0)TW

O
2.2.2.2 Algorithme continu de Bensoussan-Lions
Partant de U solution du systéme d’équations (2.16) et U° =0 = (0, ...,0).
Nous définissons les itérations suivantes :
U™t=TU", neN (2.21)
Et
U"t=TU", neN (2.22)

L'étude de la convergence des itérations de cet algorithme nécessite le résultat suivant :

Lemme 2.2.3. Soit fi=f%>0; 1<i<M, o f° est une constante positive et :

O<,U<inf{ k. 2 }
10°)6s” AI0°o + £

Alors, nous avons :

T(0) = uU° (2.23)

Preuve.

En effet, dans l'itération (2.22), nous avons T(0) = U' = (@1, ..., abM) ou i™! est une
solution du systemes d’IV suivant :
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(2.24)

bi@htv—uth = (F + Aat0, v it Yue Hj(Q)
i<k, v<k

Par le choix de 1, nous pouvons choisir de prendre dans (2.24) v = (%! — pa?%)~ + b1,

dans le systeme d’équations (2.16) v = —(z>! — uit*%)~ et en utilisant le fait que f? = f°
et 2% = 0, nous obtenons par addition :

bi(ﬁi’l _uﬁi,o’(ﬁi,l _uai,O)—) > ((fl _/J'fi —HAﬁi’O),(lii’l _ 'Uﬁi’o)_)

= (£~ p) - pAa™®), @"! — paoy7)

Mais nous avons également, grace au choix de p, ceci :

O -pw-pra™® = o1 - -pr||0°| =0

Gréce a la coercivité de b (voir (2.5)), nous avons :

@ - pat)" = 0= a2 pa'®, vi=1,2,..,.M

O
Proposition 2.2.4. Soit 0 <y <1et W, W € C défini par :
C={Wel™Q)tel que 0<=W <U"}
Tel que :
W-W=<yW (2.25)
Alors, nous avons :
TW-TW <y(1-uwTW (2.26)

Preuve.

Par (2.25), nous avons :
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A-PW=W

En utilisant le fait que 7' est monotone et concave, nous obtenons :

(1-pPTW +yT(0) < T[(1—y)W +7.0]

<TW

Finalement, en utilisant le lemme (2.2.3), nous obtenons I'inégalité (2.26). a

Théoreme 2.2.5. Sous les conditions des propositions (2.2.2) et (2.2.4), les suites (U'”)neN
et (U™),en sont monotones et bien définies dans C. De plus, elles convergent respective-
ment en décroissant et en croissant vers l'unique solution U du systeme (2.2).

Preuve. La preuve du théoreme se réalisera en cinq étapes :
Etape 1 : Les suites (U") sont décroissantes.

De (2.21), il est facile de voir que 2" est une solution du systéme d’IV suivant :

bi@b" v -0ty = (FF+ a1 v — 4t Yo e Hy(Q)

At <k+aitbnl oy <pygitinl (2.27)
szM+1,n — ﬁl,n

Puisque f' =0 et "™ = 0, une simple induction combinée aux résultats de comparaison
standard dans les IV conduit a 4" =0, c’est-a-dire :

U">0 VYn=0 (2.28)

De plus, par la proposition (2.2.2) et I'itération (2.21), nous avons :

A A

Ut=10°<0°

Ainsi :
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o< =70"<U"<..<U"° (2.29)

Etape 2 : Les suites (U") convergent vers la solution du systéme (2.2).

De (2.28) et (2.29), il est clair que Vi =1,2,...,M, nous avons :

lim 29" (x) = @' (x), x€Q et @',..., u")eC (2.30)

n—oo

De plus, de (2.28), nous avons :

k + ai+1,n—1 > 0

Alors, nous pouvons prendre v =0 dans (2.27) et obtenons :

2
HY(Q)

AL,

‘Ai,n

Y| U

< bl(az,n’ﬁl,n) < ”fz +/1ﬁl’n_1‘

L2(Q) HY(Q)

Ou tout simplement :

~L,n

|a

=
HY(Q)

Ou C est une constante indépendante de n.

Par conséquent, 2" reste bornée dans H(Q) et cela permet de compléter (2.30) ainsi :

lim 45" =7 faiblement dans HY(Q) (2.31)
— 00
Etape 3:U = (Ul, ...,ﬁM ) coincide avec la solution du systemes d’'IQV (2.2).
En effet, puisque nous avons 4:"(x) < k + 21" 1(x), (2.30) implique que :
T <k+ut(x)
Maintenant, soit :

1

v<k+u Mt sv<k+a "l vn=0
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Nous pouvons prendre v comme fonction test dans le systeme d’IV (2.27). Par consé-
quent, la combinaison de (2.30) et (2.31) avec la faible semi- continuité inférieure (the
weak lower semi continuity) de (v, v) et, en passant a la limite dans le probleme (2.27),
nous obtenons clairement :

{b%ﬁiv—ﬁ%zqﬁ+Aﬁiv—7)vUeHyQ)
1

v<k+u'"
Etape 4 (Unicité) :

Soient U, U deux solutions du systeme (2.2). Ce sont des points fixes de 7.

Du moment que U —U < U, en prenant W =U et W = U dans (2.25) avec y = 1 — u, nous
obtenons :

U-U<1-wU

En répétant cela avec y = 1 — u, nous obtenons :

U-U<Q1-p’U
Et donc :

U-U<1-p'Us<-p" |0

Ainsi, en faisant tendre n vers oo, nous obtenons :

U<U

Finalement, en changeant les roles de U et U, nous obtenons :

U=U

Etape 5 :
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La propriété de monotonie de la suite (U") peut étre démontrée d’'une maniére similaire
a celle de la suite (U").

Prouvons, maintenant, leurs convergences vers la solution du systéeme (2.2).

En effet, appliquons les inégalités (2.25) et (2.26) avec :

A ~

w=U0" w=U°;, y=1

Alors, nous avons :
TU-TU<(1 - wT0U°

A

>0<U'-U'<1-p0*!

L'application a nouveau de (2.26) donne :

0<U?-U?<(1-p?0?

Et d’'une manieére générale :

0sU"-U"=1-p"'U"=1-w'0°=<q-w" |07

Donc :

D’ou il résulte que :

I'unique solution du systeme d’'IQV (2.2).
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2.2.3 Régularité de la solution continue
Théoreme 2.2.6. (/20]) Sous les notations et hypothéses précédentes, la solution U du
systeme d’IQV (2.2) satisfait la propriété de régularité :

UeCQNW?P(Q), 2<p<+o0 (2.32)

2.3 Probleme discret

Les démonstrations sont similaires a celles données dans le cas continu et nous
gardons exactement la méme triangulation introduite dans le chapitre 1 (IV discrete).

Dans tout ce qui suit, nous devons utiliser le principe du maximum discret. En
d’autres termes, nous assumons que les matrices d’éléments finis A’ et B* définies par :

(Ad)g; = a' (s, ;)
B")s1 = b (s, 1) (2.33)

Vi<i<sM , 1=<s,l<m(h)

sont des M-matrices [12] ou :

bi((Ps,(Pl) = ai((p37 (pl) + A((Psﬂpl)

2.3.1 Equation d’HJB discréte

Le résultat important trouvé dans [27] fournit un outil puissant permettant ’ana-
lyse par éléments finis de 'équation d'HJB (2.1) avec un transfert facile vers le probleme
discret et satisfaisant le principe du maximum [10, 17].

En effet, la version discréte de ’'HJB consiste a chercher uj € Vj, telle que :

1m‘ax (Aiuh—Fi):O avec Fi:(fi,(ps) *)
<1<

Par analogie, dans [17], Cortey-Dumont prouvent que la solution de (*) est une limite
dans C() de la solution du systéeme d’IQV discretes associé au systeme (2.2) lorsque le
parametre k tend vers zéro.
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2.3.2 Systeme d’IQV discretes non coercives

Soit Vj, = (V)M
Nous définissons le systeme d’IQV discretes non coercives comme suit :

Trouver Uj = (u}ll, ....... ,u%) €V}, solution de :

ai(uz,vh - u;l) > (fi,vh — u;L) Vv, € Vy

u25k+u2+1 , Up Sk+u2+1 (2.34)
u=ul  i=1M

Par analogie au probléeme continu, nous résolvons (2.34) via le systéme coercif implicite
suivant :

Trouver Uj = (u,lz, ....... ,u%) € V}, solution de :

biul, vy —ul) = (fi+Aul, v —ul) Vv, eV,

ub <k+ult vy <k+ult! (2.35)
u=ul  i=1M

Remarque 2.3.1. Toutes les propriétés établies dans le cas continu restent conservées
dans cette partie a condition que le principe du maximum discret soit satisfait.
Leurs preuves ne seront pas données car elles sont identiques a celles du cas continu.

2.3.3 Existence et unicité de la solution discrete

. ) ) A .1,0  AM,0
Comme dans le cas continu, nous introduisons le vecteur U}? =(a,",....,4; "), une

approximation linéaire de U° et solution du systéme d’équations suivant :

ai(@,v1) = (fF,v8) Yop € Vi

(2.36)

Vi=1,M

Soit maintenant I'application suivante :

T :L2°(Q) =V,
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W — ThW = (&},n &) = En (2.37)

Ou 62 =op(f* + Aw';k +w'* 1) est une solution du systéme d’IV suivant :
bU(EL up—E) = (fi+ Aw' vy —EL) Yup eV
(2.38)

62 <rpk+w'y, v, <rp(k+w'tl)

Proposition 2.3.1. Sous le principe du maximum discret, l'application T, est monotone,
concave et satisfait la condition :

TWW <U) VW el™Q) tel que W=<U,

2.3.4 Algorithme discret de Bensoussan-Lions

Nous associons a 'application T, le schéma itératif discret suivant :

Partant de 172 solution du systéme d’équations (2.36), Ij}? =0=(0,...,0) et définissons
les itérations discrétes suivantes :

Urtt=1,0}, neN (2.39)
Et
Tt =Ty Uy, neN (2.40)

La convergence de I'algorithme discret ci-dessus repose respectivement sur les versions
discretes du lemme (2.2.3) et de la proposition (2.2.4).

Lemme 2.3.2. Soit f*=f°>0; 1<i<M, o f° est une constante positive et :

: k f°
0<p<1nf{ ~ ; A }
T3] ATRN+ £

Nous avons alors :

T(0)=p Uy (2.41)
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Proposition 2.3.3. Soit 0<y<1et W, W € C;, défini par :

Cp = {WeL™®(Q) tel que 0=W <U}}
Tel que :
W-W<yW (2.42)
Nous avons alors :
T W —-T,W <y(1-wTp,W (2.43)

Théoreme 2.3.4. Sous les conditions des propositions (2.3.1) et (2.3.3), les suites (ﬁZ)neN
et (U} )nen sont monotones et bien définies dans Cy. De plus, elles convergent respective-
ment en décroissant et en croissant vers ['unique solution U}, du systeme (2.34).

2.4 Approximations des HJB

Cette partie traite de 'approximation linéaire de ’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman a opérateurs non coercifs. Nous établissons une estimation de 'erreur en
norme uniforme en utilisant différentes approches.

2.4.1 Approche contraction

Pour 'approche contraction, nous prouvons que I'approximation par la méthode des
éléments finis appliquée au systéme (2.2) est quasi-optimale en norme uniforme. Ce
concept consiste a caractériser a la fois la solution du systéme (2.2) et (2.34) comme
points fixes uniques des contractions appropriées dans L°°(Q2). Pour ce faire, nous
devons d’abord introduire un systéeme d’IQV coercives et prouver que sa solution est
monotone par rapport au second membre.

Soit F = (F1,....FM)eL>°(Q).

Notons par Z = (z1,...,z™) 1a solution du systéme d’IQV coercif suivant :

biz',v-2")=(F',v-2") YveH}(Q)

Zi<k+z*l, v<k+zitl (2.44)

Notons par z' = o(F*, k +z*1).
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. . . r—0 _— — , .
Introduisons maintenant les suites Z = (zl’n,...,zM’”) et Z" = (gl’”, ...,gM’”) définies

par:

Ez,n+1 — O'(Fl,k +El+1,n)

Et

éz,n+l — O_(Fl,k +§l+1,n)

Oou gi’o =0et z°0 est I'unique solution du systéeme d’équations :

bz, v) = (F',v) Yve HYQ)

Théoréme 2.4.1. (/10]) Les suites (Zn)neN et (Z™),en convergent respectivement en

décroissant et en croissant vers l'unique solution du systeme (2.44). De plus :

2 eW?P(Q);i=1,M;1<p<oo

Proposition 2.4.2. Soit (F1,...FM) (F1,...,FM™) deux familles de seconds membres et
Z =1, 2M), Z = (3L,...,2M) sont les solutions respectives du systéme (2.44). Alors,

nous avons .

Preuve.

(2.45)

-0  _ _ =0 - ~ i =i .
Soit Z = (21’0,...,2M’0) et Z = (21’0,...,EM’0) tels que z20 et zl’o sont les solutions

respectives du systeme d’équations :
_ .  ~i0 ~
bz, v) = (F',v) et biE"",v)=(F",v)
Les suites décroissantes associées sont :

=n — =N ~1n =~M,n
Z' =@, 2 et Z =@ ", 20
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Elles satisfont la condition suivante :

Si Fi<F alors 37" <zn vVi=1,..,.M

Puisque :
—i ; —i ~i,n+1 ~: ~i+1,n
2l o g(FLE+Z2T) et 27T =0(FLR+ZTT)
Et:
~ =1, —i .
Fi<Fi=Z7"<7z0 vi=1,..M
Alors :
0 4 zitL0

De la comparaison standard des résultats d’IV coercives, il en résulte que :

~i,1 —i
2 <h+zb!

Supposons maintenant qu’elle est vraie pour n — 1 et démontrons la pour n

Comme F' < F"! et, en appliquant le méme argument de comparaison vu ci-dessus, nous
obtenons :
~i,n
z

<k+zZ""

Finalement, par le théoréeme (2.4.1) et en passant a la limite quand n — oo, nous
obtenons :

N\
IA
N

|

Remarque 2.4.1. La proposition (2.4.2) reste vraie dans le cas discret a condition que
le principe du maximum discret soit satisfait.
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2.4.1.1 Contraction associée au systeme d’IQV continues
Considérons 'application suivante :

S:L>®(Q)— L*(Q)
W—-SW=2Z=(',..z") (2.46)

Ou z! est une solution du systéeme d’IQV suivant :
biz',v—2)=(f" + Aw',v—2") YveHL(Q)

Zi<k+z*l, v<k+zitl (2.47)

En vertu du théoreme (2.4.1), le probleme (2.47) admet une et une seule solution.

Proposition 2.4.3. Lapplication S est une contraction dans L°°(Q2), c’est-a-dire :

A
A+p

ISW - SW||_ < —— W -W]|_ (2.48)

Alors, il existe un unique point fixe qui coincide avec la solution U du systeme d’IQV
2.2).

Preuve.

Soit W, W dans L®(Q) et considérons Z = SW = (z1,....z2M), Z =SW = (51, ..., M) deux
solutions du systeme d’'IQV (2.47) avec respectivement deux seconds membres F' =
(FY,...FMyet F=(F1,...FM), ou Fi = fi + Aw' et F' = f + A,

Posons :

1

— Fi—ﬁi
A+p

@ |F-F| 0%

’
(e.) fo%)

:L’
A+p

Il en résulte que :

F'<Fi+ “Fi—ﬁ‘i

oo

Et
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~+a6(x)+)t

A+p HF_Fi

| <F'+@)@)+19) (car ah)=p>0)

Donc, par la proposition (2.4.2), nous obtenons :

Z'<zZ 4+ @

En changeant les roles de W et W, nous obtenons semblablement ceci :

<+ @

Et enfin :

z -z

Lo@Q)
(]

Par analogie au cas continu, nous pouvons également caractériser la solution discrete
du systeme d’IQV (2.34) comme unique point fixe de la contraction.

2.4.1.2 Contraction associée au systeme d’IQV discretes
Considérons I'application suivante :
Sy : L®(Q) —V,,
_7 (1 M
W—’ghW—Zh—(Zh,...,Zh ) (2.49)

Ou z¢

;, est une solution du systéme d’IQV suivant :

bi(zh,vp—2z) = (F + Aw',up—2L) Yup eV,

zb <k+zi"l, vy <k+zh't! (2.50)
M+1_ 1
Zn T

Le probléeme (2.50) admet une et une seule solution [10, 17].
En utilisant la proposition (2.4.2) et la remarque (2.4.1), nous obtenons la propriété de
contraction de Sy,.
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Proposition 2.4.4. L'application Sy, est une contraction dans Vy, c’est-a-dire :

A
A+p

[SEW -SpW|_, =< |[w-w]| (2.51)

o0

Alors, il existe un unique point fixe qui coincide avec la solution U}, du systéeme d’IQV
(2.34).

Maintenant, guidés par la proposition (2.4.3) et (2.4.4), nous sommes en mesure d’établir
lestimation de Perreur en norme uniforme du systéme d’IQV non coercif (2.2). A cette
fin, nous devons introduire un systeme auxiliaire d’IQV discretes coercives.

2.4.1.3 Systeme auxiliaire d’IQV coercives

Considérons le systeme d’IQV coercives suivant :

Trouver Zj, = (E,ll, ...,E% ) solution de :

biz,vp —25) = (F + Aul, vy —ZL) Yup eV

Zi<k+z" ) v, <k+zit (2.52)
h h h

—M+1 _ =1

zy —k+zh

Il est clair que le second membre du systeme (2.52) dépend de U = (u!,...,uM), la
solution continue du systéeme (2.2). Ainsi, compte tenue de S, nous avons :

Zn=S,U (2.53)

Par conséquent, en utilisant le résultat de [10], nous avons I'estimation de ’erreur
suivante :

Théoréme 2.4.5. ([10])
HZ,, - UH < Ch2llogh® (2.54)
o0
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2.4.1.4 Estimation de erreur en norme L*°

Soit U, Uy, les solutions respectives des systemes (2.2) et (2.34). Nous énoncons donc
le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.6.
IU = Ul < Ch2 logh|? (2.55)

Preuve.

Compte tenue de I'estimation (2.54), des propositions (2.4.3) et (2.4.4), nous avons
clairement :

U=SU; Uy=S,Un; Zp=SU

En utilisant maintenant I'estimation (2.54), nous obtenons :

ISRU - SU |l = HZh - U”OO < Ch2[logh®

Donc :

1Up =Ulloo = IUp =SpUlloo + ISLU = SU |

< I1ShUR = SaUllew + ISaU = SU |l

A
< U-U Ch2|logh|?
</l+,6” nlloo + |loghl|

Et finalement :

Ch2|logh|?
1U = Upllop < —22
.

= |U - Up |l < Ch? logh|?

2.4.2 Approche algorithmique

Boulbrachene et Chentouf [8] ont étendu le résultat d’approximation obtenu dans
[10] pour le cas d'une HJB non coercive. Pour ce faire, ils ont développé une approche
basée principalement sur la propriété de la L°°-stabilité discreéte par rapport aux
données de la solution de I’'HJB coercive.
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2.4.2.1 Probléme continu

Afin d’étudier le probléme non coercif, le probleme (2.1) a été reformulé comme suit :
Trouver u €V telle que :

max (B'u-F'(w)=0 dans Q
- (2.56)

u=0 surT

Ou Fi(u)=f'+Au, et 1> 0 assez grand tel que l'opérateur & = of* + Al soit fortement
coercif sur V.

Théoreme 2.4.7. (/20, 27]) Sous les notations et hypotheéses précédentes, le probleme
(2.56) admet une unique solution appartenant & W2°°(Q).
2.4.2.2 Probleme discret

A partir de maintenant, nous assumons que les matrices B’ sont des M-matrices.
En tenant compte des définitions, notations et hypotheses qui précédent, nous sommes
en mesure de définir 'équation d’HJB discrete comme suit :

Trouver uj € Vj, telle que :

max (Alu,-F)=0 (2.57)
1<i=M
Ou encore :
max B'up —F'(up) =0 (2.58)
<1<
Avec :

Fi(up) = (f' + Aup,@s); s=1,..,m(h)

Théoreme 2.4.8. ([17]) Sous le principe du maximum discret, (2.57) ou (2.58) a une
unique solution.

Maintenant, nous allons développer la propriété de la L°°-stabilité pour la solution
de 'HJB coercive. Comme nous le verrons, cet argument jouera un réle crucial pour
prouver l'estimation de I’erreur.
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Propriété de la L°°-stabilité discrete

Soit & =(F1,...,.FM) e L=°(Q)
Notons par {5 = 0,(%) la solution de I'équation d’HJB discrete suivante :

Trouver (j solution de :

max (B¢, -FH=0 (2.59)
OuFl=(F',¢y); s=1,..,mh)

Gréace a [17], le probleme (2.59) a une unique solution. De plus, cette solution est une
limite dans C(Q2) de la solution du systeme d’IQV suivant :

Trouver (( }l, ....... NG hM ) € V}, solution de :

b on =) = (Fup—(L)  Yop eV,
ul <k+(h vy <k+(0t! (2.60)

Ml=ch, i=1M

danslesensouVi=1,...M, (}; — (p, sur c(Q) lorsque % tend vers zéro [17].
Notations

Soient & = (F1,..,.FM), & = (F1,...,FM) dans L®(Q) et {} = 0x(F), {}, = 04(F) les
solutions correspondantes a I'’équation d’HJB (2.59).

Proposition 2.4.9. ([17]) Sous le principe du maximum discret, nous avons :
Si F>=F alors 04(F)=0p(F)

Théoréme 2.4.10. Sous les conditions de la proposition (2.4.9), la propriété de la
L*>®-stabilité discréte est vérifiée :

~ 1
[01(F) = 0n(P)||o = = 5

|7 -Z]

(o.0]
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Preuve.

Soient Ch =op(FLk +(‘+1) (h =op(FLE +(’+1) les i émes composantes des solutions
du systeme (2.60) avec respectivement les donnees ZF et . Alors, de (2.9), il est facile
de voir que :

~. a0+/1H

gisﬁ‘%“fii—j’
L@ A+

L(Q2)

<F +(a(x)+1) D,
O

‘gsi_gli“

T+ p L>(Q)

Par conséquent, faisant usage de la proposition (2.4.9), il en résulte que :

on(F LR+ < 0p(F +(ab(x) @i,k +D; +C0)

<op(FLE+{TH+@;

Similairement, en changeant les roles de &' et &¢, nous obtenons également :

op(FL R+ <op(FL R+ + @

Ainsi, nous obtenons :

Vi

I
l—‘
<

<d;
L)~ Y

Finalement, en passant a la limite quand % tend vers zéro, nous obtenons le résultat
désiré. a

Pour démontrer 'estimation de I’erreur, nous allons d’abord introduire une équation
auxiliaire d’'HJB discrete.
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Equation auxiliaire ’HJB

Soit ¢, une solution de ’équation ’HJB discréte coercive suivante :

max (B¢, —F'(u))=0 (2.61)
1<isM

Oou F;(u) =(f'+Au,ps); s=1,...m(h) et u estune solution de 'équation ’'HJB
(2.1).

Alors, en utilisant la notation précédente, nous avons :

{p = 0p(F +AU) (2.62)
Oou U=(u,..,u).

Nous pouvons donc facilement constater que {j, n’est rien d’autre que I'approximation
linéaire de u et la solution de I'’équation d’HJB (2.1).

Par conséquent, en utilisant le résultat de [10], nous obtenons I’estimation de I'erreur
suivante :

2.4.2.3 Estimation de 'erreur en norme L*°

Théoréme 2.4.11. (/10]) Soit u et {}, les solutions respectives des probléemes (2.1) et
(2.61). Alors :

HZh _u Hmm < Ch2|logh®

Théoreme 2.4.12. (Estimation de lerreur) Soit u et uy les solutions respectives des
problemes (2.1) et (2.57). Alors :

lu—uplle < Ch2|logh|?

Preuve.

Soit F =(f1,...,fM) ot les f* sont les fonctions de I'équation (2.1).
Etant donné que :

Cp = 0p(F +AU);  u=0(F +AU)
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et

up =0p(F +AUp) avec Up=(up,...,up)

et en appliquant les théorémes (2.4.10) et (2.4.11), nous obtenons :
T B e
(0,9) o0

< Hu ~Z “oo +104(F + AU) = 04(F + AU |l

A

2 3

< 1 -
<Ch”|logh| +/1+/3”U Uil

A
<Ch?|logh|? + - o
logh| A+p lu—unlly, Q)

et donc :

lu—uplle < Ch2|logh|?

2.4.3 Approche sous-solutions et régularité discrete

Dans le but d’étudier 'approximation par éléments finis du systeme d’IQV non
coercives, Boulbarchene améliore son travail de [6] ou il a utilisé la propriété de la
L*>®-stabilité et sous-solutions pour établir une estimation quasi-optimale de 'erreur
en norme uniforme. Pour 'approche étudiée dans cette partie, il établit un ordre
de convergence optimal en norme L en utilisant le concept de sous-solutions et la
régularité discrete.

Dans le systeme d’IQV (2.2), u’ peut étre considérée comme la solution de I'TV de second
membre f* et d’obstacle k+u'*!. Nous allons donc adopter la notation u* = o(f*,k+u'*1).

Dans le systeme d’'IQV discretes (2.34), u;L =op(fi .k + u?l) est la solution de I'TV
discrete de second membre f? et d’obstacle & + u§l+1.

Les f sont des fonctions positives dans W2P(Q).

La version coercive de cette approche a été effectuée dans [9] et une estimation de
Perreur en norme uniforme a été obtenue. En ce qui concerne le probléme non coercif,
une estimation quasi-optimale de I'erreur a été dérivée de [6], qui est :
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max 0u‘ - u;L“ < Ch2|logh|?
1<isM oo

Le concept de sous-solutions et la régularité discrete permet de se débarrasser d'un
facteur supplémentaire |logh| et d’obtenir 'estimation suivante :

< Ch?|loghl|?

i i
u —u
oo

max ‘
1<isM

Pour ce faire, nous utilisons la caractérisation de la solution continue (resp. de la
solution discrete) comme étant le plus grand élément de 'ensemble des sous-solutions
continues (resp. des sous-solutions discretes). La régularité dite discrete joue un role
important dans la dérivée de 'ordre optimal car elle permet de remplacer les obstacles
non réguliers apparaissant dans le systéme (2.34) par des fonctions dans W22 ().

Nous avons vu précédemment que le systeme (2.2) ou (2.3) admet une unique solution
qui appartient & (W2P(Q)M, 1<p<oo [27].

Donnons maintenant quelques propriétés qualitatives dont jouissent les solutions des
systeémes (2.2) et (2.3) respectivement. Ces propriétés sont nécessaires dans la preuve
de l'estimation de l'erreur ci-dessus.

Notations

Soient %, & deux constantes positives et (1, ..., f¥), (f1,..., ™) deux familles de seconds
membres. Notons par u’ = o(f%,k + u'*!) et @' = o(f*,k + i'*1) les solutions corres-
pondantes au systeme (2.2). Pour simplifier, nous allons adopter, comme dans [9], la
notation u! = o(f*,k) au lieu de u’ = o(f!, kb +u'*?).

Théoréeme 2.4.13. (/9]) (La dépendance lipschitzienne continue) Soit C une
constante telle que Caf)(x) > 1. Alors, nous avons :

fi__fi

= C(E—k|+|

max Hu‘ —-at
1<isM

)

Définition 2.4.1. (Sous-solution continue) (wl,...,wM) € (Hé(Q))M est une sous-
solution continue du systeme d’IQV (2.2) donc elle vérifie :

biw',v) < (fi+Aw',v), YveHNQ), v=0

wi<k+w*l | v<k+w't! (2.63)
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Théoreme 2.4.14. (/6]) Soit X I’ensemble de toutes les sous-solutions continues. Alors,
la solution du systeme d’IQV (2.2) est le plus grand élément de X.

Comme pour le probléme continu, nous pouvons aborder le probleme discret en considé-
rant le systeme (2.35). Nous avons vu que sous le principe du maximum discret [12], ce
systéeme admet une unique solution [6].

Par analogie au cas continu, nous avons les théorémes suivants :

Théoreme 2.4.15. (/9]) (La dépendance lipschitzienne discrete) Soient u;Z =
on(fi.k), LZ;L =0y, =(f*, k) et C une constante telle que Caé(x) > 1. Alors, sous le principe
du maximum discret, nous avons :

)

(e 9]

i~ 7 i Fi
max ||ul — @ < C(k-F +H -
lsisMH h h"oo (| | f f

Définition 2.4.2. (Sous-solution discrete) (w}lL,...,th ) € V}, est une sous-solution
discréte du systeme d’IQV (2.35) donc elle vérifie :

biw!,ps) < (F + Awt ,05) Veops; s=1,...,m(h)

wh <k+wit! (2.64)
M+1 _ 1
Wy =Wy

Théoreme 2.4.16. (/6]) Soit X}, I'ensemble de toutes les sous-solutions discrétes. Alors,
sous le principe du maximum discret, la solution du systeme d’IQV (2.35) est le plus
grand élément de Xy,

2.4.3.1 Estimation de I’erreur en norme L
Théoreme 2.4.17. Il existe une constante C indépendante a la fois de h et de k telle

que :

max 0u - uh“ < Ch2[logh|?
1<i=M [ee)

Lordre optimal de convergence nécessite la condition de régularité discréte des obstacles

i+1
k+uh .
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Lemme 2.4.18. (Régularité discrete) Il existe une famille de seconds membres
{g1™,..,gMM}, et une constante C indépendante de h telle que :

‘ gi(h) ” <C
(e, 0)
et
bi(u,0)=(g",v) VYovev, (2.65)
Preuve. La démonstration est une adaptation de [17]. a

Soit " 1a solution continue associée. Alors,

i,(h)
[ (2.66)
Par conséquent, grace a [30], nous avons :
( ut®_yi | <Ch®lloghl Vi=1,.,M (2.67)
o0

Introduisons maintenant le systeme d’'IV suivant :

b, v-u) = (fi+ Aub® v -3'), Yve HYQ)

i+1,(h)
b

u<k+u v<k+yltt® (2.68)

uMALA) =y L) =1 M E>0

Notons par @’ = o(f% + Au>® k + 41 *1M) 1a solution du systeme d’IV (2.68) de second
membre [+ Aub et d’obstacle & + w1,

Lemme 2.4.19.

—i i

< Ch2|logh|? (2.69)
(0 0]
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Preuve.

Notons par w;; = o, (fi + Aub™ k + uit1) Papproximation de ul= o(ff + Aub® k4
ui+1,(h)).

Puisque u*1® € W2P(Q) et en utilisant le résultat de I'estimation de erreur en
norme L* du systeme d’IV elliptiques de [15], nous obtenons :

Hﬁi —w, 000 < Ch2[logh?

D’un autre coté, u;l =op(fi + ﬂtuz, k+ ufl). En combinant la dépendance lipschitzienne
a la fois par rapport au second membre et a 'obstacle pour le systeme d’IV elliptiques

ainsi que l’estimation (2.67), nous obtenons :

H@h —ulll =cC (H(fi + A ) — (FF + Aub) ‘ n H(k FulL®) (4 it ’ )
o0 00 I
<C A(“ui,(h)_u;'l + ‘ ui+1,(h)_u;'1+1 )< Ch2 [logh)?
o 00
Par conséquent,
’ﬁi—%“ = Hﬁi_aih" + Haih—uz SCh2|10gh|2
0 foe) 0o
Lemme 2.4.20.
|u"® -7 _<ch?ioghs? (2.70)
o0
Preuve.
Car:
Hui,(h)_ﬁi < Hui,(h)_%“ 4 Huz _
o) 00 oo

En utilisant (2.67) et (2.69), nous obtenons :



Chapitre 2. Approximation par éléments finis de ’équation
72 d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

Ly _ i

< Ch?|loghl|?

Théoréme 2.4.21. Il existe (B, ..., M) tel que :

B <yt et ‘ﬁi,(h)_ui

( < Ch2[logh|?

Preuve.

Effectivement, z' étant une solution du systéeme d’IV (2.68), elle est aussi une sous-
solution vérifiant :

bi@',v) = (fi+ AP ), Yue HNIQ), v=0

To<bauitb®  p<pgyitL®
< , U<

uMAL® — LB T
Alors,
bl(ﬂl,v)s(fl+/1‘ w0 7|+ aw,v)
) T<b+ ‘ Rt L) _gitl| y gil

ﬂM-F].,(h) — ﬁl’(h) , l — 1,M

Ainsi, en utilisant (2.70), nous obtenons :
bi(w',v) < (fi + ACh2 |logh|? + AT",v)

u' <k+Ch?llogh|®+u'"!

EM‘FL(h) — ﬁl,(h) , i= 1,

S

Donc, (ﬁl,...,ﬂM ) est une sous solution du systeme d’'IQV (2.2) de second membre
(f1+ACh2|loghl?,...,f™ + ACh?|logh|?) et de parametre & =k + Ch?[logh|*.

Nous allons noter par U = o(ft + ACh?%|logh|?,k + Ch?|logh|?) la solution d’un tel
systéme. Donc, comme u® = o(f, k) est une solution du systeme (2.2) et en utilisant le
théoreme (2.4.13), nous obtenons :
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|« -T||_ =ck-w+Ach?ogh®)| + | £ - (£ + ACh? logh1)| ) < Ch?llogh®

Par conséquent, en utilisant le théoréeme (2.4.14), nous obtenons :

7 <T' <u' +Ch2|loghl

et en prenant

p" =" —Ch® loghl?

Nous obtenons clairement

,Bi’(h) < ui

Finalement, en utilisant (2.69), nous obtenons :

i 5 5
u'—Ch*|loghl” —u;

i(h) _ i
Wyl <
B Rl

< Ch2|logh|?

O
Théoreme 2.4.22. Il existe (a}lL, e ahM ) tel que :
d<ul, et |ah-u'| <Ch¥llogh? Vi=1,.,M 2.71)
Preuve.
Considérons le systeme d’'IV suivant :
biu! ,vp —uh) < (Fi+ Aul o —4t), Y ureVy
ul <rpk+uttt | vy srpk+uitt (2.72)
WMyl =1 M
Nous combinons avec I'estimation :
‘ u' -] <Ch®logh? (2.73)
[e.@]
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et nous utilisons les théorémes (2.4.15) et (2.4.16) pour obtenir la sous-solution discrete :

al =u} — Ch®[logh|?
qui satisfait (2.71).

Preuve. (Estimation de Perreur)

En effet, en faisant appel a la fois aux théoremes (2.4.21) et (2.4.22), nous obtenons :

ul < " + Ch?[logh/?
<ul+Ch?|logh|?

< al +Ch?[logh/?

Ainsi,

<Ch?|logh®? Vvi=1,..M

i i
u u
P oo




CHAPITRE 3
Approximation par la méthode de
décomposition de domaine d’un
systeme d’IQV a opérateurs non
coercifs

Avant d’entamer le travail original de cette theése, nous exposons ici les généralités
relatives a la méthode de décomposition de domaine de type Schwarz avec
recouvrement (et ses variantes alternée et parallele) et sans recouvrement d’'une
maniere générale. Nous effectuons également une comparaison des deux méthodes en
terme de convergence.
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3.1 Méthode de décomposition de domaine

De nombreuses applications en sciences de I'ingénierie nécessitent la résolution de
systémes linéaires de grande taille. La recherche d'une méthode de résolution a la fois
efficace, robuste et adaptée aux architectures modernes d’ordinateurs constitue donc
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une quéte fondamentale. L'efficacité en temps de calcul est liée directement au nombre
d’opérations nécessaires permettant 'obtention de la solution du probléeme donné.

Les simulations numériques induisent un large volume de données rendant les
méthodes de résolution directes pénalisantes au niveau de I’emplacement mémoire
nécessaire.

Les systéemes linéaires proviennent d’une discrétisation d'un probléme continu et
la résolution de ces derniers a une précision plus élevée que 'erreur de discrétisation
s’avere donc inutile. Ces deux principales raisons conduisent a I’emploi de méthodes
de résolution itératives qui, en cas de mauvais conditionnement, peinent a converger,
stagnent ou éventuellement divergent. C’est pour cette raison qu’il est nécessaire
d’employer un préconditionnement, c’est-a-dire un opérateur qui transforme le systeme
linéaire initial en un autre possédant la méme solution mais offrant un meilleur
conditionnement et donc plus propice a 'utilisation de méthodes itératives.

Une classe de préconditionnement, bien adaptée au calcul parallele, est issue de
I'idée de décomposition de domaine. Ces méthodes sont basées généralement sur un
découpage de I’équation aux dérivées partielles, ou de son approximation, en des sous-
domaines définis sur des domaines de taille réduite formant une partition du domaine
global. Lefficacité de ces méthodes est telle que méme sur une architecture série, le
gain de temps est considérable.

Historiquement, ces méthodes ont été introduites pour démontrer d’'un point de
vue théorique l'existence de solution au probleme de Dirichlet sur des domaines plus
complexes que ceux pour lesquels un calcul explicite est possible (disque, carré,...).
Aujourd’hui, ces méthodes sont plutot utilisées a des fins numériques afin d’accélérer la
résolution des problemes, ou méme de permettre un calcul parallele des solutions.

3.1.1 Historique de la méthode de Schwarz

La premiere méthode de décomposition de domaine a été développée a la fin du
19¢™€ siecle par le mathématicien H. A. Schwarz [14] dans le but d’étudier 'opérateur
de Laplace. Son idée était de traiter le probleme dans le cas ou Q est la réunion
avec recouvrement de deux domaines simples : 'union d’un rectangle et d'un disque
représenté dans la Figure 3.1.

Dans cette courte présentation des méthodes de Schwarz, nous nous basons sur le
probleme elliptique avec conditions de Dirichlet suivant :

—Au=f dans Q
3.1
u=gsur 0Q

Nous allons nous limiter au cas d’'un partitionnement du domaine global Q en deux
sous-domaines tels que :
Q=Q1UQg9 et Q1N #Z@
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FIGURE 3.1 — La fameuse figure de Schwarz

3.1.1.1 Algorithme 1 (Schwarz 1870)

Sur Q1 :
—Au’l”l =fi1dans Q
u’1‘+1 =g1sur A (3.2)
u’1‘+1 =uj sur I'y
Sur Qo :

—Au’z”l =fo dans Qs

ug“ =gosur Ag (3.3)
ult =y sur Ty

Ou:f=Ffjla,,u=ujlg, ¥j=1,2

Et:
[;=0Q; A;=0Q;nQs, j#s, j=1,2

3.1.1.2 Convergence originale de Schwarz

H. A. Schwarz a démontré la convergence vers la solution globale de cet algorithme
dans un cadre assez général en utilisant le principe du maximum. Par la suite, apres la
découverte de la formulation variationnelle, P. L. Lions donne une autre interprétation
de cet algorithme [24, 25, 26] en précisant que la convergence dépend de la taille du
recouvrement des sous-domaines et du pas de discrétisation.

L'inconvénient de ce type de découpage est la difficulté de définir les zones de recouvre-
ment lorsque les géométries sont tres complexes et les difficultés dans sa mise en oeuvre
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numérique. Il est a noter que plus le recouvrement est important, plus la convergence
de la méthode est meilleure.

Synthétiquement, les méthodes de décomposition de domaine peuvent se scinder en
deux grandes familles :

— avec recouvrement
— sans recouvrement

3.1.2 Méthode de Schwarz avec recouvrement

Ici, le domaine global Q est divisé en deux régions avec recouvrement comme dans

la Figure 3.2.

FIGURE 3.2 — Schwarz avec recouvrement

Les probléemes locaux de type Dirichlet sont résolus sur chaque sous-domaine et le
couplage entre les solutions des différents sous-domaines est assuré par la région com-
mune dite de recouvrement. Nous pouvons distinguer deux cas : lorsque les interfaces
sont disjointes ou croisées (voire Figure 3.3).

=
)

(a) Les interfaces sont disjointes (b) Les interfaces se croisent

FIGURE 3.3 — Décomposition du carré unité
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Nous présentons deux variantes des méthodes de Schwarz avec recouvrement :

— méthode alternée (multiplicative)
— méthode parallele (additive)

3.1.2.1 Algorithme 2 (méthode alternée ou Schwarz multiplicatif)

L'algorithme alterné de Schwarz consiste a construire des suites (u]), < H L),

(wugh <H 1(Q9) et choisir des initialisations u(l), ug telles que pour tout n = 0, effectuer

de fagon successive le calcul de :

u’l“r1 € H'(Q,) est solution du probléme suivant :

—Au’l”l =fi1dans Q

n+1

ulT =grsur Ay (3.4)
u’1‘+1 =ul sur I'y

ug” € H'(Qy) est solution du probléme suivant :

—Au’z”l =fo dans Qo

n+1

uy " =gg sur Ag (3.5)
ug+1 = u’ll+1 sur Ty

Dans cette méthode, les conditions de Dirichlet sont les derniéres valeurs d’interfaces
calculées par le sous-domaine voisin. C’est-a-dire que le sous-domaine Q9 doit attendre
que le calcul soit fait sur son voisin 27 avant d’entamer son propre calcul.

3.1.2.2 Convergence de I’algorithme

La convergence a eu lieu quand u7 et ug sont suffisamment proches sur Q; N Qo.
Son étude peut toujours se ramener au cas f =0 et g =0 en soustrayant la solution
limite recherchée u de toutes les valeurs de u7 et u;. Le probleme revient donc a savoir
si, en partant de données initiales non nulles u(l) et ug, I’algorithme précédent (avec
f =0 et g =0) fournit bien deux suites qui convergent vers 0.
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3.1.2.3 Algorithme 3 (méthode parallele ou Schwarz additif)

Plusieurs décennies plus tard, P. L. Lions s’est intéressé aux méthodes élaborées
par Schwarz. Il fut le premier a proposer une extension moderne de cette méthode en
donnant une version parallele qui consiste a résoudre les sous problemes en démarrant
des initialisations u({, ug et en calculant simultanément les solutions sur chaque sous-
domaine. Cette modification affecte évidemment la convergence de la méthode.

Dans cette méthode, les conditions de Dirichlet sont les valeurs d’interfaces calculées
par le sous-domaine voisin a I'itération précédente. Donc, nous résolvons les deux sous

problémes en parallele :

Sur Q7 :
—Au’1‘+1 =fi1dans Q
u’lL+1 =g1sur A (3.6)
u’1‘+1 =ul sur I'
Sur Qs :

—Aug+1 =fo dans Qo

n+1

uy T =gg sur Ag 3.7)
ug+1 =uf sur I'y

Remarque 3.1.1. La méthode de Schwarz additive converge plus lentement que dans
sa version multiplicative. Il faut souligner que la vitesse de convergence de ces méthodes
est fortement influencée par la taille du recouvrement.

Remarque 3.1.2. Des travaux anciens ont démontré que la méthode avec recouvre-
ment est équivalente & une méthode sans recouvrement munie d’un préconditionnement
spécifique a linterface.

3.1.3 Méthode de Schwarz sans recouvrement

La méthode de Schwarz sans recouvrement est une méthode de décomposition de
domaine qui fonctionne lorsque I'intersection entre les deux sous-domaines se limite
aux interfaces (voir Figure 3.4).

Q1NQo =@ et 021NNy = I'12
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1 QZ

FIGURE 3.4 — Schwarz sans recouvrement

I'1 2 est la frontiére entre Q1 et Q.

3.1.3.1 Algorithme 4

Soit (u?) i=1,2 'approximation initiale de la solution u sur chaque sous-domaine et
(u%)j=1,2 sa valeur a l'itération n.

Lalgorithme sur ; s’écrit donc :

—Au’f+1 =fi1dans Q
(3.8)
Plu'll+1 =Piug sur I'1g

Sur Qo :

—Aug+1 =fo dans Qo
(3.9)
Pgug“L1 =Poul sur T

Ou P; et Py sont des opérateurs d’interfaces.

Dans cet algorithme, la résolution des deux sous problémes se déroule en parallele;
c’est-a-dire qu’a l'itération courante, chaque sous domaine a besoin d’information a
l'itération précédente de son voisin avec lequel il a des frontiéres non vides.

Nous nous convainquons aisément qu'une méthode a base de conditions aux limites de
Dirichlet (ou de Newmann) n’a aucune chance de fonctionner. C’est pourquoi, P. L. Lions
[26] a proposé une version de ces méthodes basées sur des conditions de transmission
de type Fourier. Plus exactement, en connaissant les approximations u" sur tous les
sous-domaines, nous pouvons calculer les nouvelles approximations u”*1.
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3.1.3.2 Convergence de I’algorithme

Théoreme 3.1.1. (/24, 25, 26]) Les suites (u?)n obtenues par la méthode de Schwarz
sans recouvrement vérifient dans H(Q;) pour tout i :

n
uy —ulg, quand n— oo

3.2 Méthode de Schwarz pour un systeme d’IQV non
coercives

Dans cette partie, nous allons développer le travail original de cette thése consistant
en 'approximation par la méthode de décomposition de domaine de type Schwarz du
systeme d’IQV a opérateurs non coercifs (2.2) présenté dans le chapitre 2. L'existence et
l'unicité de la solution de I’équation d’'HJB ont été démontrées ainsi que 'approximation
par éléments finis en s’appuyant sur 'approche algorithmique de Bensoussan Lions.
Pour notre par, nous allons démontrer des résultats de convergence monotone et
géométrique des itérés de 'algorithme de Schwarz et établir une approximation de
Perreur en norme uniforme.

La décomposition se fait en découpant le domaine global Q2 en deux sous-domaines et le
probléme se résout alternativement sur chacun d’eux.

Nous allons donc nous intéresser au systéeme suivant :

Trouver U = (ul,....... ,uMye (Hé(Q))M solution de :

biut,v—ud) = (fi + Aul,v—ub), ‘v’vEHé(Q)
u<k+u*l | v<k+uitl (3.10)

WMyl =1 M

Pour ce faire, nous allons définir la méthode de décomposition, 'algorithme de Schwarz
ainsi que les suites continues et discréetes générées par cet algorithme.

3.2.0.1 Méthode

Soit Q un ouvert borné de R? et régulier.
Nous décomposons 2 en deux sous-domaines Q1, Q9 tels que :

Q=0Q1uUQy (3.11)
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u satisfait la condition de régularité locale :

u| Qe W*P(Q)), 2<p<oco, j=1,2 (3.12)
Notons par :
I'j=0Q;, Aj=00,;nQs, s#£j, 5,j=1,2 (3.13)
Avec :
AjnAg=¢ (3.14)

3.2.1 Suites continues de Schwarz

Nous considérons le probléme initial (2.2) et nous définissons les suites alternatives
de Schwarz :

@!"*1) sur Q telle que u’**! € KI"*! résout le systeme :

i (i n+1 i n+1 j ' i n+1 1
bi(wi" v —ul" ) = (f] + Aui" v —ui""), Yve Hy(Q)

uiln+15k+ui1+ln+l , U$k+ui1+1n+1, i:].,M (3]_5)
uil’”l:ué” sur I'1 , v:ugn sur I'y
Ou:
Ki””:{veHé(Q), vk+uM M y=ub" sur Iy Vi= 1,---,M} (3.16)
Et

(ui*1) sur Qg telle que u}**! € Ki"*! résout le systeme :

i (i n+l i n+1 ' ' i n+1 1
bo(uy" v —uy" ) = (fg + Auy v —uy" ™), Yve Hy(Q)

uén+lsk+ué+ln+l , vsk—t—uéﬂ’”l, i:].,M (3_]_7)

u;’”l:uil”*l sur I's , vzuiln+1 sur I'y
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Ou:

Ky ={o e HYQ), v<k+ub ™ v =ui" sur Ty Vi=1,.,M|  (3.18)

Nous avons :

fiedul =(f+Au'™Q) et u'=u'1Q;, j=12 (3.19)

Théoreme 3.2.1. ([10]) Il existe une constante C indépendante de h telle que :

lu —up o) < Ch%|log hI?

Ordre de convergence de la méthode des éléments finis standard de I’équation d’HJB
(2.1) démontrée dans le chapitre 2.

3.2.2 Suites discretes de Schwarz

Nous définissons maintenant les suites discrétes de Schwarz (u””l) associées aux
suites continues.

Sur Q1, u ””1 € K”“r1 est une solution de :

bl(uln+1 vy — um+1) - (fl _'_Aum vy — ullr}Ll+l) Yuj, € Vh

1A’
in+1 i+1n+1 i+1n+1 i =1.M 3.20
ultt <k+uj; , vp<k+ul} , 1=1, (3.20)
in+1 _ ,,in
Uiy, =ul h sur I'; , Up =Ug, Sur I
Oou
Kt ={op e Vi, vp <k +ulf™ oy =ull sur Ty Vi=1,.,M} (3.21)
Ln+1 Km+1 luti .
Sur Qo, u© € est une solution de :
bLw vy —ul ) = (F + Aull vp —ullth), Yoz eV
in+l i+1n+1 i+1n+1 -
Ugy k+u2h , vhsk+u2h , 1=1,M (3.22)
um+1 uzn+1 sur T vh = in+1 T
2h 1h 2, Uh=Uy, ~ SUur la

Kt ={one Vi, vn <k +uli™ oy =ull? sur Ty Vi=1,.,M}  (3.23)
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3.2.3 Algorithme de Schwarz

Nous utilisons la notion de sous et sur-solutions pour démontrer la convergence
monotone des itérés de I'algorithme de Schwarz.

Notons par uj, la sur-solution et par u; la sous-solution.
Commencons par :

gi(;l:O sur 7 and gé%:O sur Qg (3.24)

Sur Q1, ﬁll(;z est une solution du systeme d’équations suivant :

bY@ up) = (fi +Au'S ,vp), Yo €V, (3.25)

Sur Qo, Eé% est une solution du systéeme d’équations suivant :

bh(ay ,vn) = (fa + Ay ,vp), Yo, € Vy, (3.26)

Remarque 3.2.1. Les suites (U%H)i:l,...,M, VY n=0, j=1,2 sont considérées, a la fois,

sous et sur-solutions.

3.2.4 Convergence monotone de ’algorithme de Schwarz

Théoreme 3.2.2. Les suites (u%’*l)jzl,z ,1=1,...,.M, neN générées par l'algorithme
de Schwarz convergent par monotonie vers l'unique solution du probléeme discret.

Preuve.

Nous procédons par récurrence pour démontrer que la suite des sur-solutions est
décroissante, la suite des sous-solutions est croissante et enfin :

u, <up pourtout neN

1. Montrons que les suites (ﬁ;g”) sont décroissantes sur chaque sous-domaine V i=
1,MetVn=0.

* Sur 21 pour n =0, nous avons :

ﬁll ]} est une solution pour le systéeme d’IV suivant :
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11 —i1
b (u]_h7vh ulh)_(f]_ +Au1h,vh_ul1h),vvh€Vh

ulh_k+ Hll , vh<k+ull7111 (3.27)

_ll,} = u‘z,(l), vy :72,? sur I’y

Pour toute ¢ € Hé(Q), nous posons ¢* = max(¢,0)

(—l 1

Nous choisissons vy = Elli Uy, — ulh)+ remplacons dans (3.27) et obtenons :

bi@ty, ~@ - = (ff+ AW, ~@ - wi )

= b @ @ - u ) s (Fl+Awk), @ -t ) (3.28)

ulh est une solution du systéme d’équations :

bi@ ) vp)=(fi+ AW ) vp) YveV,

vy = (ulh u10)+ est aussi une solution. Nous avons donc :

L, @~ W) = (4 AT, @@L ) (3:29)

Nous remplacons (3.29) dans (3.28) et obtenons :

—i1 —i1_—i0 —i0 (—i1_ —i0
( 1h)(ullh l )+)— ( 1h,(ullh l )+)
—i1 — —i1 —i
= by @}, — iy, @y, —w)H <0, @, -uy) =0
—i1 —i0
Uy, —uyy, <0
—i1

> ulh < ulh, uyj, —uzh surl'y; u ulh =0>u u2h =0

* Sur Q9 pour n =0, nous avons :

u2 i ! est une solution pour le systeme d’IV suivant :
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bl(—Ll —i1 i /1—1'0 -t v V,
Ugj»Uh = Ugy) Z (fg + Mgy, Up —Ugp),Vp €Vyy
u2h _k+ul+11 , h<k+u‘2;11 (3.30)
wit=u't, v,=ul} r
2h = Y1p> h=Ugpp SUT 12
Nous posons v, = u (512,1 u2h)Jr dans (3.30) et obtenons :
bY@y, —(@y), — W) ") = (fy + AL, ~(Wy, —Up)")
= bh(uh, @h —uy)t) < (fo+ Auyy, (wh —uhyh)™h) (3.31)
Eé}? est une solution du systéme d’équations :
bh(ah),vp) = (fa+ Aubp,vp) YveV,
vy = (Eé;} —ﬁ;,? )" est aussi une solution. Donc, nous avons :
by, sy —ub)') = (f3 + Ay, (Why —Us)™) (3.32)

Nous remplacons (3.32) dans (3.31) et obtenons :
by by, @h) —up)') < bhuhy, (why —uh)h)
= by (), — Ty, Wy, ~Tgy) V<0, (g —Ty)* 20

—i1 —i0
= Ugy —Ugy, <0

—i1 .
:uzh_uzh, uzh—um sur I'y; uzh_O:u 1>0

* Sur 27 pour n =1, nous avons :

u1 ;, est une solution pour le systéme d’IV suivant :
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12 —i 2
b (u]_h7vh ulh)_(f]_ +Au1h,vh_ul1h),vvh€Vh

l+12 —i+12
ulh_k+ , Uvp=<k+uy,

—i2_—il _ =il
Uyj, =Ugp, Up=Ug, sur Iy

Nous posons vy = E‘Uf — Uy, Uy =0 dans (3.33) et obtenons :

b (ulh,ﬁh) < (f1 +)1u1h,vh)

Dans le systeme (3.27), nous posons vy = 71,1 — 0y, Up, =0 et obtenons :

b (ulh,ﬁh) < (f1 +)Lu1h,vh)

En soustrayant (3.35) de (3.34), nous obtenons :

bi@iZ-wtlon) < W@} -7t D), 0,) <0

Car nous avons :

1
ullh_ulh , 0,=0,1=0

Donc :

bi@iZ-ul L on) <0, 5,20
—i2 —il
Suy —uy, <0
—i 2 —i1 . —=i2_ =il .
DUy SUyy, Uy, =Ugy surly;u ulh =0=> u2h =0
* Sur Qg pour n =1, nous avons :
u2 5, est une solution pour le systéme d’IV suivant :
—i 2 2 —i2
b} (ulzh,vh ul B (f2 +/1u2h,vh —Uy;),YuR €V,
u2h Sk+u§;12 ,  Up <k+u§212

—12_—12 _ =12
Ugp =Uyp, Up=uy; sur Iy

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Nous posons vy = 72,% — Uy, Uy =0 dans (3.36) et obtenons :

bL(uL?, 0p) < (fh+ AU}, 0p) (3.37)

Dans le systeme (3.30), nous posons vy = ﬁ‘zi —0p, Uy =0 et obtenons :

by, 0n) < (f§ + ATy, 0n) (3.38)

En soustrayant (3.38) de (3.37), nous obtenons :

bh(ub? —whr, on) < (M@b) —why),5) < 0

Car nous avons :

0 —~
uzh_u;h , 0,=0,1=0

Donc :
—12 —il
= Ugpy — Uy <0
—i2_—il ,—=i2 _
= Ugp SUg; 5 Ugp = ulh surT's; u u2h =0=>u u 20
* Sur Q7 :
—in-1,
Nous supp;)sons que la démonstration est vraie pour n c’est-a-dire : ulh <uy, s
ﬁi,’; =u,, ~ surI'1 et nous la démontrons pour n +1
u1 ;, est une solution pour le systéme d’IV suivant :
— — ; — 1 —i
b} (u‘ll'l’,vh u‘l,’f) = (f] + Au’l}’f R —U7)),YUR €V
wr<k+uttt ) v <k+ultn (3.39)
—in_—in-1 —in-1

Uy, =Ugp, > Up=Ugy sur I'q
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Dans le systéme (3.20), nous posons vy = ﬁ’ll’f 1 Uy, Up, =0 et obtenons :

bL@ T oy) < (Ff + AW, T) (3.40)

Dans le systéme (3.39), nous posons vy = 71}'; — Uy, Up, =0 et obtenons :

bL @), op) < (ff + AT, Tp) (3.41)

En soustrayant (3.41) de (3.40), nous obtenons :

b @ -, ) < M@ - Tt D, ) <0

Car nous avons :
—in-1 ~
ulh_ulh , 0,20,1=0

in+l

3b1(u ulh;bvh)—
—in+l —in
S>uy, —uy, <0

—in+l in+1

. in+l
= Uy <u1h ; Uty

. in
—u2h surly; uy, " 20> ug, =20

* Sur Qg :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n c’est-a-dire : u2}’z < u;}’z L. _‘2,’; =uy, sur Ty et

nous la démontrons pour n + 1.
U, est une solution pour le systeme d’IV suivant :
bl (u2h U — uz}’f) > (f2 +/1u’ =1 o —Uyy), Yo €V,

u2hsk+ é};ln , vh<k+u?,;1n (3.42)

—in —Ln _—in
Ugy =Uyp, UVp=uy, sur I'g

Dans le systeme (3.22), nous posons vy = uzh 1 Uy, Uy, =0 et obtenons :

L@yt 5y) < (fh+ AWs), T) (3.43)
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Dans le systéme (3.42), nous posons vy = ﬁé;’; —Up, Up =0 et obtenons :

1

2(u2h ﬂﬂjh)—(fz"'ﬂuln ,Up) (3.44)

En soustrayant (3.44) de (3.43), nous obtenons :

L@ —whr, Op) < (M@ —ub ™), 05) < 0

Car nous avons :
—in-1 ~
u2h_u2h , 0=20,1=0

in+l

:b2(u —u2h,l7h)_
—in+l —in
DUy —Ugy < 0
—in+l _—in . in+l in+l . in+l in+l
S Ug  SUgy 5 Ugy  =Uq, surloyuy " =20=>uy;,7 " =20

2. Montrons que les suites (g%”l) sont croissantes sur chaque sous-domaine V i =1, M
etVvn=0

* Sur Q1 pour n =0, nous avons Elﬂ? =0

uj }1 est une solution pour le systeme d’IV suivant :

b(ulh’vh ulh)>(f1+/lu1h,vh ulh) Yvp eV

1 i+11 +11
ullh <k+uj, , Uh<k+uj, (3.45)
11 _,,10 _,,10
Uiy =Ugp, Un=1Ug, sur I'y

Nous savons que :

10
f120:>u1h20 Uy

Alors :
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11 10
Ui ZUqps ulh_O:u =0

* Sur Qg pour n =0, nous avons g;}? =0

u2 i 1 est une solution pour le systéeme d’IV suivant :

bl(th,vh u2h)_(f2+/1u2h,vh u2h) Yvp €Vy,

l 1 i+11 i+11

Uy <k+ug, , U <k+u2h (3.46)
11 _,,11 _ i1

Uop, =Uqp>  Uh=1Uyq, SUT Iy

Nous savons que :

10
f220:>u2h_0 Ugp

Alors :

11 11
—2h = uzh’ Ugp =Uqp

*Sur Q1 pourn=1:

uj }% est une solution pour le systeme d’IV suivant :
b (ulh,vh ulh) > (fi +/1u1h,vh ulh) Vv €Vy,

1h_l'?,+u‘1;12 , vh<k+u11212 (3.47)

' _ il
1 =Ugy sur I'n , vp=u,, sur I'y

Nous choisissons vy = Ell}% — Uy, Up, =0 dans (3.47) et obtenons :

b (ulh,ﬁh)—(fl"'aulh:vh) (3.48)

Dans le systeme (3.45), nous posons vy = u'l— 5y, , 05, =0 et obtenons :

lh

bl L on) < (FF+ Al ) (3.49)
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Le calcul (3.49) —(3.48) donne :
b (g, — uyy»Un) < (Muyy, — u'y), 04) < O
Car nous avons :
gll}?syli , 0,=0,1=0
= u‘li u‘l}% <0
:géi <u 2; uif = u2h sur I'y; ulh >0=> u’z}} >0
* Sur Qg pour n=1":
gg ;% est une solution pour le systeme d’IV suivant :
b (uzhyvh LL )>(f2 +/1u2h,vh u ) Vvh€Vh
ulZ<k+ultl? | vy <k+ultl? (3.50)
g;}?—u‘}% sur I'y , vh—u h sur I'y
Nous choisissons vy, = Elz;% -0y, Up =0 dans (3.50) et obtenons :
bh(ub?, op) < (fh+ Aubit,op) (3.51)
Dans le systeme (3.46), nous posons vy = u2h Uy, , Uy, =0 et obtenons :
2(uZh,fih) < (f2 +Au2h,vh) (3.52)

Le calcul (3.52)—(3.51) donne :

by, — sy Un) < Mgy, — ), 05) < O

Car nous avons :

u2h_u2h , 0, =0,1=0
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= u2h u2h <0

:>u‘2,1_u2h, _é,%—ui,% sur I'g; u2h_0:>u >0

* Sur Q7 :
Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-a-dire : gi}f‘l ulh ; gi W= g;}’l‘_l sur I’y
et nous la démontrons pour n + 1.
uj h " est une solution pour le systéme d’'IV suivant :
bl(ulhavh ulh)>(f1+/1u ,Uh—gi;ll),vthVh
u’lgsk+ul121n , vh<k+ull}:1n (3.53)
Uiy = u‘y’;_l sur I'1 , vy :gé}’l‘_l sur I';
Dans le systeme (3.20), nous posons vy = ‘1]2”1 -0y, Uy =0 et obtenons :
1 ~ ~
1(uanr )<(f1+/1u1h,vh) (3.54)
Dans le systeme (3.53), nous posons vy = uj h — 0y, Up, =0 et obtenons :
1
1(u1h,vh)<(f1+)tu‘n ,UR) (3.55)

Le calcul (3.55) — (3.54) donne :

by —uip o) < My —ul ), on) <0

Car nous avons :

= bl (ulh - ull;frl,vh) <0

in+l
:ulh — Uy, <0
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n in+l, _in+l . in+l in
:ulh Sujp s Uy, _uzh surly; uy " 20> uy, =0

* Sur Qg :

n-l o u2h,u‘” u' ™ sur Iy et

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-a-dire : u! on =Uip

2h
nous la démontrons pour n + 1

u,, est une solution pour le systeme d’IV suivant :

b (u2h,vh ubm) = (fi+Aubn~t vy —ubm), Yo, €V,
i+1ln i+1ln
Uy <k+uy, , Uh<=ktuy, (3.56)
in
E2h ulh sur I'g , vh—ulh sur I'g

Dans le systéme (3.22), nous posons vy = ;l’l”l — Uy, Up, =0 et obtenons :
bh(ub ™ 5p) < (FE+ A, Tn) (3.57)

Dans le systéme (3.56), nous posons vy = gé,’; — Uy, Up, =0 et obtenons :

1

2(u2h,l7h)_(f2+/1uln ,Up) (3.58)

Le calcul (3.58) —(3.57) donne :

+1 1 iny =~
2(u2h—u12,2‘ vh)_(/l(u”‘ —uyy),0,) <0

Car nous avons :
in+l
= bl(u2h —Ug), ,0R) <
3u _ul n+1 <0
=2h =2h

n in+l, _in+l in+l ol n+1 in+l
> u2h SUgp s Ugy  =Ujp  Surlojus, " =20=>u;," =0
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3. Enfin, montrons que les suites (u‘ ”*1) (u‘ ”+1) sont adjacentes sur chaque sous-
domaine. C’est-a-dire :

in+l _ —in+l . T a7
Uy S, , Vi=1,Metn=0

* Sur Q1 pour n =0, nous avons gi}? =0
ulh est une solution du systéme d’équations :

bL@ ) vp) = (fi + AW, vn)
f120:>u1h_0 u

—1 0 10
= Uy = Uy,

* Sur Qg pour n =0, nous avons u:%=0

2h

u2h est une solution du systéeme d’équations :
| (=i 0
by(usy,,vp) = (f2 +}Lu2h,vh)
0

fQZO:uZhEO Ug),

—i 0 10
3u2h2u2h

* Sur Q7 :

Dans le systeme (3.27), nous posons vy = E‘li —0p, Uy =0 et obtenons :

bY@, 0n) < (f+AWL),0n) , 0,20 (3.59)

D’autre part, nous avons :
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1(ulh,vh)<(fl+)Lu1h,vh) (3.60)
Le calcul (3.60) —(3.59) donne :
b (w3 — Ty, 0n) < (Muyp — Ty, 0n) <
Car:
ud<at? 5,20,120
Donc :
byl —uy,,08) <0
s>ul-wil<o
Uin lh
= uly <uy,
* Sur Q9 :
Dans le systeme (3.30), nous posons vy = ﬂ;i —0p, Uy, =0 et obtenons :
bh(aby, 0p) < (fh+ AUy, 03) , 07,20 (3.61)
D’autre part, nous avons :
bh(uby,0p) < (fi+Aubp,o7) (3.62)

Le calcul (3.62)—(3.61) donne :

bh(why — Wy, ) < (Muy) — Wy, 05) <0
Car:

10 _—10 =~
Ugp SUgp , U, 20,120

Donc :

bh(uhy — Wy, 0) <0
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= uhy —Uhy <0
11 _—i1

= Ugp SUgy,

Sur Q1 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-a-dire : uj;’ < u}, et nous la démontrons

pour n +1.

Dans le systeme (3.20), nous posons vy = ﬁi,’l”l — Uy, Uy, =0 et obtenons :

bL@ T 5y) < (Ff + AW, Th) , 0,20 (3.63)

D’autre part, nous avons :

bl L, Tp) < (FE + Aul 2, 5y) (3.64)

Le calcul (3.64) — (3.63) donne :

bl m T 5y < (Al P T, B4) <0

Car:
W <wr, 5,20,120
Donc :
i T o <0
= Ui - <0
LT
* Sur Q9 :

Nous supposons qu’elle est vraie pour n, c’est-a-dire : u;;" < Uy, et nous la démontrons

pour n+1
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Dans le systéme (3.22) nous posons vy = ﬁ;l’f 1 Uy, Up, =0 et obtenons :

L@yt 5p) < (fh+ AWs,Th) , 0,20

D’autre part, nous avons :

bh(ubr ™ 5p) < (fh+ A, T)

Le calcul (3.66) —(3.65) donne :

byupr ™ ~ Uy, 0n) < Mugy Uy, 0p) <0

Car:

n Ln =~
u2h5u2h , 0=20,1=0

Donc :

in+l —in+l
byugy ™t Uy, 0a) <

in+l Ln+1
DUy, —Ug, =0

in+l _ —in+l
= Uy, ~SlUgy

En passant a la limite :

lim uj.n: lim 7" =u!, Vi€ {1,2,..., M}

n—+o0— n—+oo J

I'unique solution du probleme discret.

3.2.5 Analyse de 'erreur en norme L

Notations
Dans tout ce qui suit, nous adoptons les notations suivantes :

L=z et =1l )0 = 1,2

(3.65)

(3.66)

(4.67)
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Lemme 3.2.3. Si B =(by); j-1,. .~ est une M-matrice, il existe alors deux constantes k1,

ko définies par :

k1 =sup{wp(x),x € A1} €(0,1) et kg = sup{wp(x),x € A2} €(0,1)

Telles que :
+1
sup |ui, —uj, |1 < klsup|u1h —uil;
A Ay
Et:
+1
sup |ugp — Uy, \2 < kgsup |u2h — Uy g
Ao Ag
Preuve.

n+1
1n 11

Nous devons supposer que R # 0 et montrer que R <R.

_ _ — _ n
Posons Ry =supy, |u1; —u et R =sup,, |u1n u1h|1

Si (3.68) n’est pas vérifiée, il existe alors x5, € A1 tel que :

1
|uin(xsy) —ully " (xs)|, =R1=R

Par conséquent, nous avons :

N N
0= Z bsso(U1p — u’ll;zl) > Z bsso 20 (car B est une M —matrice)
s=1 s=1

n+1

Nous savons par 'approximation (1.65) que uiy

Z bss, |u1h _urlzl41-1| -R1=0

S#SQ

+1 :
= |u1h —-ufy, | =Rq, si bgs, #0

Puisque la matrice B est irréductible, il existe alors x;,,xs,,...,xs, € A1 tels que :

= uqp, ce qui implique que :

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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bSOSp bSlSZ’ .. -7bsvlw ?50

De (3.70), nous avons :

+1
|u1h(xsl)_ u;_Lh (x31)| :Rl

De la méme maniére, nous avons :

+1 +1
|u1h(xs2)—u’1lh (xsz)| =...= |u1h(xsv)—u'llh (xs,)

+1
= |uinlag, ) —ul; g, )| =Ry

Par conséquent :

N N
0= bysluin—ulft =Y bisR1>0
s=1 s=1

Une contradiction avec (3.70).

La démonstration de (3.69) est similaire.
O

Remarque 3.2.2. la démonstration du lemme ci-dessus est une adaptation de [23]
donnée pour le probleme de l'inéquation variationnelle. Ce lemme reste vrai pour le
probleme introduit dans cette these.

Le résultat de la convergence géométrique est donné par le théoréeme sui-
vant :

Théoreme 3.2.4. Les suites (u’llljl) , (uggl), n = 0 produites par la méthode alternée de

Schwarz convergent géométriquement vers u, la solution du systéeme d’IQV (2.2). Plus
précisément, il existe k1,ko € (0,1) qui dépendent respectivement de (1, A1) et de (Q9, A9)
telles que ¥Yn =0, nous avons :

1 1,n+1 0
supluip —uly |, < kTR sup|uin —ul, (3.71)
51 Ar
Et:
n+l| ~ kn+1kn 0 (3 72)
Sup [U2p —Ugp }2 =Fky RgSUp |u2h “Ugplg :
Qo Ag
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Preuve.

Sous le lemme précédent, nous avons :

+1
|urn -yt < Wh(x)sklp|u1h —ulyl;
1

Par conséquent :
n+l n
sup [u1y, —uf, |1 Sklsuph‘lh_u1h|1
M A1

n+l n+2zn+l 0
:>Sklp|u1h_u1h |, <Rk S}\lp|u1h_u1h|1
1 1

Nous avons aussi pour (3.72) :

n

+1 n
|uan —uy, |2 = wh(x)sl‘\lp |uan —uy, 2
2

Par conséquent :

sup |ugy — ug,jl|2 < kgsup|ug, —ul,|,
Ao Ag

n+l n+lyn+l 0
:>S}\1p|u2h_u2h | < kYRS S}\lp|u2h_u2h|2
2 2

Sous le principe du maximum, nous avons :

n+l| _ n+l| _ n
sup|u1h—u1h |l—sup|u1h—u1h |1—sup|u1h—u1h 1> Vn=0
51 A A

Et:

n+l n+l n
sup |ugp — Uy, |2 = sup|u2h — Uy, |2 = sup|u2h —Ugplg, YR 20
52 Ao Ao

Par conséquent :
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n+l n+lyn+l 0
sup |uip —uy;, |1 <k kg sup|u1h—u1h 1
Q A1

Et:

n+l n+lzn 0
sup |ugp — Uy, |2 <ki kg sup|u2h—u2h 9
52 Ag

a

Théoreme 3.2.5. Soit u la solution du probleme (2.2). Il existe alors une constante C
indépendante de h et de n telle que :

w1 —ulyt|, < Ch®log AI* (3.73)

luz —ulit|, < Ch? llog Al* (3.74)

Preuve.
lur—wi ) < lus—uanlly + un —uf |,
< Ch?|log A|? +k’f+1 ||u1h - u?h”l
< Ch®|log AI> + k1  lluy —uinly + [Jur —udy ]
< Ch?llog AP + k7 lug —uiplly + &1 ur -, ||,

< Ch®|log hl® +(E?*HCh?log h|?

En posant k’f*l < |log hl, nous obtenons :

w1 w7, = Ch? llog RI*

Remarque 3.2.3. La preuve de (3.74) est similaire.






Conclusion

L'originalité de ce travail réside dans I’application de la méthode de décomposi-
tion en deux sous-domaines de type Schwarz pour un systeme d’inéquations quasi-
variationnelles a opérateurs non coercifs relié a I'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dans un premier temps, nous avons démontré la convergence monotone des itérés
définis par l'algorithme de Schwarz, chose qui nous permet de localiser la frontiére libre
du probleme.

Ensuite nous avons démontré le théoréme de convergence géométrique et avons obtenu
une approximation quasi-optimale de l'erreur d’ordre de convergence A2|[logh|* sur
chaque sous-domaine.

Nous suggérons cependant quelques problémes ouverts :

e La simulation numérique de la méthode de décomposition de domaine pour
un systeme d'IQV a opérateurs non coercifs et comparaison avec le résultat
d’approximation théorique trouvé dans ce travail.

o Estimation de I'erreur en norme uniforme du méme probleme dans le cas d’'une
décomposition en plusieurs sous-domaines.

e Application de la méthode de décomposition de domaine au probleme de la
gestion des stocks.

e Cas des méthodes multigrilles.






Travaux et publications

Publications dans les revues internationales

e Linda Djemaoune, Mohamed Haiour. Overlapping domain decomposition method
for a noncoercive system of quasi-variational inequalities related to the Hamilton-
Jacobi-Bellman equation. Computational Mathematics and Modeling, Vol. 27,
No. 2, April, 2016 (Springer).

Conférences nationales et internationales

e Linda Djemaoune, Mohamed Haiour. Domain decomposition method for a system
of uasi-variational inequalities with noncoercive operators. Communication orale
a TAMTAM 2011, Sousse (Tunisie).

¢ Linda Djemaoune, Mohamed Haiour. Monotone convergence of Schwarz method
for a system of quasi-variational inequalities. Communication orale a JMK2 en
2010, Kairouan (Tunisie).

 Participation au colloque Contrdle, Imagerie et Probabilités En Méditerranée en
2011, Nice (France).

e Participation aux Deuxieémes Ateliers Maghrébins de Simulation Numérique en
2009 a I'Université de Tizi Ouzou (Algérie).

Posters

e Linda Djemaoune, Mohamed Haiour. Convergence monotone de la méthode de
Schwarz pour un systéme d’inéquations quasi-variationnelles a opérateurs non
coercifs. Atelier état d’avancement des travaux de these de doctorat premiere
année en juin 2011 a I'Université Badji Mokhtar d’Annaba (Algérie).






Bibliographie

[1] A. Bensoussan and J. L. Lions. Application des inéquations variationnelles en
controéle stochastique. 1978. (Cité en page 43.)

[2] A. Bensoussan and J. L. Lions. Impulse control and quasi-variational inequalities.
1984. (Cité en pages 20, 21, 22, 23, 27, 32, 33, 34, 41 et 44.)

[3] S. Boulaaras and M. Haiour. The Theta time scheme combined with a finite element
spacial approximation in the evolutionary Hamilton-Jacobi-Bellman equation with
linear source terms. Computational Mathematics and modeling, 25(3), 2014. (Cité
en page 2.)

[4] S. Boulaaras and M. Haiour. A general case of the maximum norm analysis of an
overlapping Schwarz methods of evolutionary HJB equation with nonlinear source
terms with the mixed boundary conditions. Applied Mathematics and Information
Sciences, 9(3) :1247-1257, 2015. (Cité en page 2.)

[5] S. Boulaaras and M. Haiour. A new proof for the existence and uniqueness of the
discrete evolutionary HJB equations. Applied Mathematics and Computation,
262 :42-55, 2015. (Cité en page 2.)

[6] M. Boulbrachene. L°°-error estimates for a system of elliptic quasi-variational
inequalities with noncoercive operators. Computers and Mathematics with Appli-
cations, 45 :983-989, 2003. (Cité en pages 2, 67 et 69.)

[7] M. Boulbrachene. Optimal L®-error estimate for a system of elliptic quasi-
variational inequalities with noncoercive operators. Springer Proceedings in
Mathematics and Statistics, 87 :89-96, 2014. (Cité en page 2.)

[8] M. Boulbrachene and B. Chentouf. The finite element approximation of Hamilton-
Jacobi-Bellman equations : the noncoercive case. Applied Mathematics and Com-
putation, 158 :585-592, 2004. (Cité en pages 2 et 62.)

[9] M. Boulbrachene and P. Cortey-Dumont. Optimal L*-error estimate of a finite
element method for Hamilton-Jacobi-Bellman equations. Numerical Functional
Analysis and Optimization, 30(5) :421-435, 2009. (Cité en pages 2, 67, 68 et 69.)

[10] M. Boulbrachene and M. Haiour. The finite element approximation of Hamilton-
Jacobi-Bellman equations. Computers and Mathematics with Applications,
41 :993-1007, 2001. (Cité en pages 2, 41, 53, 57, 60, 61, 62, 66 et 84.)

[11] M. Boulbrachene and H. Sissaoui. On the finite element approximation of varia-
tional inequalities related to ergodic control problems. Int. J. Comp. Math. Appl.,
31 :137-141, 1996. (Cité en page 19.)

[12] P. Ciarlet and P. Raviart. Maximum principle and uniform convergence for the
finite element method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
2(1) :17-31, 1973. (Cité en pages v, 33, 53 et 69.)



110

Bibliographie

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

P. Cortey-Dumont. Contibution a Il analyse numérique des inéquations variation-
nelles sans Principe du Maximum Discret. C. R. Acad. Sciences, 1983. (Cité en
page 18.)

P. Cortey-Dumont. On finite element approximation in the L*°-norm of variational
inequalities. Numerische Mathematik, 47(1) :45-57, 1985. (Cité en pages 2, 10, 16,
17, 18 et 76.)

P. Cortey-Dumont. On the finite element approximation in the L*°-norm of varia-
tional inequalities with nonlinear operators. Numer. Math., 47 :45-57, 1985. (Cité
en pages 35 et 71.)

P. Cortey-Dumont. Sur les inéquations variationnelles a opérateur non coercif.
Modélisation Mathématique et Analyse Numérique, 19(2) :195-212, 1985. (Cité en
pages 19 et 42.)

P. Cortey-Dumont. Sur l’analyse numérique des équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 9(1) :198-209, 1987.
(Cité en pages 2, 41, 53, 60, 63, 64 et 70.)

L. Djemaoune and M. Haiour. Méthode de décomposition de domaine pour un sys-
teme d’inéquations quasi-variationnelles a opérateurs non coercifs. In Proceedings
du 5 eme Colloque sur les Tendances des Applications Mathématiques en Tunisie,
Algérie, Maroc, pages 383-389, Souse, Tunisie, 23-26 avril 2011. (Cité en page 2.)

L. Djemaoune and M. Haiour. Overlapping domain decomposition method for a
noncoercive system of quasi-variational inequalities related to the Hamilton-Jacobi-
Bellman equation. Computational Mathematics and Modeling, 27(2) :217-227,
2016. (Cité en page 2.)

L.C. Evans and A. Friedman. Optimal stochastic switching and the Dirichlet
problem for the Bellman equation. Trans. Amer. Math. Soc., 253(2) :365-389, 1979.
(Cité en pages 39, 41, 53 et 63.)

W. H. Fleming and R. Rishel. Deterministic and stochastic optimal control. Sprin-
ger, 1975. (Cité en page 41.)

R. Glowinsky. Numerical Method for Nonlinear Variational Problems. 2008. (Cité
en page 16.)

M. Haiour and S. Boulaaras. Overlapping domain decomposition methods for
elliptic quasi-variational inequalities related to impulse control problem with
mixed boundary conditions. Proceedings - Mathematical Sciences, 121(4) :481-493,
2011. (Cité en page 101.)

P. L. Lions. On the Schwarz alternating method I, First International Symposium
on Domain Decomposition Methods for Partial Differential Equations. SIAM,
Philadelphia, pages 1-42, 1988. (Cité en pages 77 et 82.)



Bibliographie 111

[25] P. L. Lions. On the Schwarz alternating method II, Stochastic Interpretation and
Order Properties, Domain decomposition methods. SIAM, Philadelphia, pages
47-70, 1989. (Cité en pages 77 et 82.)

[26] P. L. Lions. On the Schwarz alternating method 111, A Variant for Nonoverlapping
Subdomains, Proc. 3rd Conference on Domain Decomposition Methods. SIAM,
Philadelphia, pages 202—223, 1990. (Cité en pages 77, 81 et 82.)

[27] P. L. Lions and J. L. Menaldi. Optimal control of stochastic integrals and Hamilton
Jacobi Bellman equations I. SIAM oJ. Control Optim., 20(1) :58-81, 1979. (Cité en
pages 41, 53, 63 et 68.)

[28] P. L. Lions and B. Mercier. Approximation numérique des équations de Hamilton-
Jacobi-Bellman. Anal. Num., 14 :369-393, 1980. (Cité en page 41.)

[29] M. Haiour M. Boulbrachene and B. Chentouf. On a noncoercive system of quasiva-
riational inequalities related to stochastic control problems. Journal of Inequalities
in Pure and Applied Mathematics, 30, 2002. (Cité en page 2.)

[30] J. Nitsche. L*°-convergence of finite element approximations. Mathematical Aspects
of Finite Element Methods, 606, 1977. (Cité en page 70.)

[31] S. Z. Zhou, Zhan, and G. H. Chen. Domain decomposition methods for a system
of quasi-variational inequalities. National Natural Science Foundation of China,
2008. (Cité en page 2.)



