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INTRODUCTION

n 1952, lorsque le paradoxe d’Allais a été mis en évidence, les économistes décou-
vrent que la théorie de «’'utilité espérée» a base d’'une espérance mathématique
linéaire est contestable. L'intérét pour une notion d’espérance mathématique non-
linéaire se développe alors considérablement. Se pose alors une question: pouvons-nous
trouver une nouvelle notion qui peut étre une généralisation naturelle de ’espérance
linéaire ? Notamment en préservant, autant que possible, les propriétés de ’espérance
linéaire. Comme réponse a cette question, Peng propose dans [43] une espérance plus dy-
namique, non-linéaire, dite G—espérance. REcemment, une nouvelle notion d’espérance
sous-linéaire a été donnée par Peng [39] a I'aide d’un point de vue d’analyse fonctionnelle.

Parallelement aux concepts du cadre classique, Peng [37] établit les notions de
distribution et d’indépendance dans ce nouveau contexte.

En se rappelant la théorie des équations différentielles stochastiques EDS Tevzadze
[47] fournit un résultat d’existence et d’'unicité de solutions des EDS par le théoreme de
point fixe. Dans les travaux [33], [37] et [39], comme le cas classique Peng donne dans un
premier temps la définition de la G—intégrale d’It6 par les sommes de Riemann-Stieltjes
pour le processus de la forme

N-1
(0.1) Ne= Y &l e, @)
k=0

Dans la suite, I'espace M?(O,T) des processus (0.1) est complété pour la norme

1
(%[E [fOT l.I2 dt] ) ? (voir Peng [33]). Ce complété est noté par Mé(O, T). Apres avoir obtenu
une G—-inégalité d’It6 au lieu de I'isométrie d’It6 dans le cas classique, Peng démontre
que la G—intégrale d’Ito

(n)= [ ndB:

peut étre vue comme une fonctionnelle continue et linéaire sur M 2(0, T), et qu’elle peut
étre prolongée de facon unique au complété M é(O, T). Par la suite, Li et Peng [22] donnent
une définition de la G—intégrale d’It6 pour un processus de la forme (0.1), ou les ¢, sont
remplacées par des variables aléatoires bornées. De fagon similaire, ils montrent que la
définition de cette nouvelle intégrale peut étre étendue au complété M (2]_(0, T).
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Une capacité de Choquet (voir Choquet [7]) associée a la G—espérance peut donc étre

définie
C(A)=supP(A), A e B(Q)
Pezp

ou & est une famille de mesures de probabilité sur Q.

Par rapport a cette capacité, une notion de «quasi-stir» est établie dans I’article
de Denis et al. [11]. Grace a la représentation de la G—espérance et a la notion «
quasi-sir » introduite, la théorie des processus stochastiques en temps continu dans
le cadre de la G—espérance s’est développée, en particulier la formule d’It6, certaines
inégalités stochastiques et les équations différentielles stochastiques gouvernées par un
G—mouvement brownien peuvent étre établies dans le sens «quasi-sir».

Apres avoir défini les intégrales stochastiques dans le cadre de la G—espérance, il est
naturel de considérer les GEDS. Le premier travail sur les GEDS est réalisé par Peng
[39] en utilisant le théoreme de point fixe. Dans cet article, une équation de la forme
suivante est donnée pour 0 <t < T

t t t
(0.2) Xt=X0+f f(s,Xs)ds+f h(s,Xs)d(B)s+f g(s,Xs)dB;
0 0 0

sous ’hypothese que les coefficients f, h et g sont uniformément Lipschitziens, comme
dans le cas classique.

Gao [18] propose de poser (0.2) dans le sens «quasi-siir». De plus, d’autres chercheurs
s'intéressent aux GEDS, par exemple les articles de Guo et al. [19], Lin [25] et Lin et
Bai [2]. Globalement, tous ces travaux sont réalisés sous une hypotheése commune qui
assure que les coefficients sont a croissance linéaire. Remarquons que dans ces articles
sur les GEDS, quelques outils d’analyse stochastique dans le cadre de la G—espérance
sont développés. Par exemple, la G—formule d’It6 est introduite dans I’article de Peng
[37] et est généralisée par Gao [18], Li et Peng [35] et Zhang et al. [50]. Une inégalité de
type Burkholder-Davis-Gundy BDG est également prouvée dans ce nouveau cadre.

Enfin, il convient de noter que la théorie de la G—espérance a déja trouvé des
applications dans de nombreux domaines tels que la finance, le contréle stochastique,
etc ... Pour ces dernieéres, nous pouvons citer les travaux d’Epstein et Ji [12], [13], et de
Vorbrink [48]. Méme si la recherche sur les applications de cette nouvelle théorie n’en
est qu’a ses débuts, ces premiers travaux ont déja ouvert de vastes perspectives.

Le schéma d’approximation de Caratheodory a été introduit par le mathématicien
grec nommé Constantine Caratheodory au début du 20°™¢ siecle pour les équations
différentielles ordinaires [8]. Plus tard, Bell et Mohammad I'ont étendu aux équations
différentielles stochastiques [3] puis par Mao [29], [30]. Généralement, les solutions des
EDS n’ont pas d’expressions explicites saufles EDS linéaires. Nous avons donc cherché
les solutions approximatives au lieu de la solution exacte. Pratiquement, pour calculer X f
par I'approximation de Picard, il faut calculer X ?, X tl, vy X f’_l, qui impliquent beaucoup
de calculs. Mais, par 'approximation de Caratheodory nous calculons directement X f et
n’ont pas besoin des itérations par étapes mentionnées ci-dessus, ce qui est un avantage
comparé a 'approximation de Picard [48]. Par 'approximation de Picard, la théorie



d’existence des solutions des GEDS était établie par Gao [18], puis par Faizullah et Piao
avec la méthode des sur et sous solutions [15], (voir aussi [16], [45]).

Dans ce travail, le schéma d’approximation de Caratheodory pour un systéme
d’équations différentielles stochastiques gouvernées par un G—mouvement Brownien
SGEDS a été 'outil principal pour montrer que avec certaines conditions , les solutions
approximatives de Caratheodory (X 2fe,Ytk), k =1 converge vers la solution unique (X;,Y;)
de SGEDS dans le sens

lim E
k—oo0

et o

sup ()Xf - X

B 2
+ ’Yt —Yt‘
0<t<T

Dans cette these, on commence par donner les principaux résultats sur la G—espérance,
le G—-mouvement Brownien et le G—calcul stochastique. Puis on va étudie I'existence et
I'unicité de la solution de systéeme des G—équations différentielles stochastiques suivant:

X, =Xo+ [y f1(5, X5, Ys)ds + [5 f2(s,Xs,Ys)d (B)g
+ [5 f3(5,Xs,Ys)dBs, 0<t<T
Y:=Yo+ Jy81(s,Xs,Ys)ds + [; g2(5, X5, Ys)d (B)s
+ [y g3(s,X;,Ys)dBg, 0<t<T

(0.3)

avec variation des constantes de Lipschitz et de croissance linéaire par rapport au temps,
en utilisant le schéma d’approximation de Caratheodory. Pour cela, on procédé par étape:

Dans le premier chapitre, on présente brievement les principaux résultats sur
Pespérance sous linéaire dont nous aurons besoin dans les chapitres suivants.

Dans le deuxieme chapitre, on donne avec un peu de détails quelques définitions et
théoremes sur le G—mouvement Brownien et le G—calcul stochastique.

Dans le dernier chapitre, on explique le schéma de Caratheodory pour le SGEDS,
puis l'utilisation de ce schéma pour la démonstration du théoreme d’existence et d’'unicité
de la solution de SGEDS (0.3).
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CHAPITRE

LA THEORIE DE LA G—ESPERANCE

e but de ce chapitre est de présenter brievement les notions et les théorémes
fondamentaux concernant ’espérance sous linéaire, dont nous aurons besoin

pour la suite de notre étude.

1.1 Espérance sous linéaire

Peng ([39], [43]) propose une nouvelle notion d’espérance sous-linéaire a ’aide d'un point
de vue d’analyse fonctionnelle.

Soit (2 un ensemble non vide et soit /# I’espace linéaire des fonctions numériques
définies sur Q, tel que tout constante ¢ € # et si X € A alors | X| € A.

On désigne par C; 1,;,(R") 'ensemble de fonctions localement Lipschitziennes ¢ sur
R" satisfaisant

lp @)= @) = C(1+ ™ +yI™)lx -yl

pour tout x,y € R”, ou C est une constante positive et m € N*.
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CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

On suppose en outre que pour tout ¢ € C; 1;,(R") et pour tout X1, Xo, ..., X, € A,
alors @(X1, Xo, ..., X,) e .

1
Naturellement on introduit une norme || X||, =E[IXI”]?, 1< p <oo.

Définition 1.1. On appelle espérance sous-linéaire toute fonctionnelle F : # — R
vérifiant pour tout X,Y de A, c € R et 1 =0 les propriétés suivantes:

(1) Monotonie:

(1.1) siX <Y alors E[X]<E[Y]
(ii) Préservation des constantes:

(1.2) Elcl=c
(1ii) Sous-additivité:

(1.3) E[X+Y]<E[X]+E[Y]
(iv) Homogénéité positive:

(1.4) E[AX]=AE[X]

Le triplet (Q2, #,[E) est appelé espace d’espérance sous linéaire.
Si seulement les deux premieres propriétés (i) et (ii) sont satisfaites, E est dite

Pespérance non linéaire et le triplet (2, #°,E) est appelé ’espace d’espérance non linéaire.
Remarque 1.1. Si l'inégalité (iii) est une égalité [ est l'espérance linéaire classique.
Remarque 1.2 (Convexité). Les propriétés (iii) et (iv) impliquent

(1.5) Pour a€[0, 1], E[aX +(1-a)Y]<aE[X]+(1-a)E[Y]

Remarque 1.3. La propriété (iv) est équivalente a

(1.6) E[AX]1=A"E[X]+ A E[-X]

pour tout réel A.



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

Définition 1.2. Soient [, Fo deux espérances sous linéaires définies dans le méme

espace (2, #°). E; est dite dominée par Ey si pour tous X, Y de /# on a
(1.7) E1[X+Y]<Eo[X]+Ex[Y]

Remarque 1.4. Si X, Y € # alors |X|, X" € /. Plus généralement o (X)y(Y)e A
pour tous X, Y € A et pour toutes ¢, y € C; ;. En particulier, si X € A alors E[X"] < oo
pour tout n € N,

En général, C; ip (R") peut étre remplacé par l'un des espaces de fonctions définies
sur R" suivants:

L°°(R™) : 'espace de fonctions bornées Borel-mesurables,

Cunir (R") : lespace de fonctions bornées et uniformément continues,

Ch.Lip(R") : lespace de fonctions continues, Lipschitziennes et bornées,

Lip(R™) : l’espace de fonctions Lipschitziennes sur R".

1.2 Représentation de 'espérance sous linéaire

On peut exprimer ’espérance sous linéaire comme un supremum des espérances linéaires
classiques. Elle est appliquée a des situations ou les modeles de probabilité sont incer-

tains.

Théoreme 1.1. (voir [37]) Soit E une fonctionnelle définie sur un espace d’espérance
sous linéaire A vérifiant la sous additivité et ’homogénéité positive. Alors il existe une

famille de fonctions linéaires {Eg; 6 € ©} définie sur A telle que

(1.8) E[X]=supEy[X], pour X € #
0e®

et pour tout X € A, il existe Ox € O telle que [E[X]=Ey,[X].

En outre, si [ est une espérance sous linéaire, alors Eg est une espérance linéaire.



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

Remarque 1.5. On observe que l’espérance linéaire Eg définie ci-dessus est seulement
supposée additive. Mais on peut appliquer le théoréme de Daniell-Stone pour prouver

lexistence d’une unique mesure de probabilité o—additive Py sur (2, o (F)) telle que
(1.9) EQ[X]:f XdPy, VXeH
Q

Lincertitude du modeéle de probabilités correspondante est décrite par le sous ensemble
{Pg; 0 € B}, et l'incertitude correspondante de distributions d’un vecteur aléatoire X de

dimension n dans A est décrite par

{Fx(0,A)=Py(X cA), AcB(R")}

1.3 Distribution et indépendance

Peng dans [37] établit les notions de distribution et d'indépendance pour les variables
aléatoires dans ce nouveau contexte. Ces notions s’expriment a I'aide des familles de

fonctions C; 1;,(R"), n € N.

Définition 1.3. Soit X = (X1, Xo, ...,X,) un vecteur aléatoire, ou X; € A, 1=1,...,n. La
distribution de X sous l’espérance sous linéaire E est donnée par la fonctionnelle Fx|-]
sutvante:

pour toute ¢ € Cy ;,(R"™)
(1.10) Fx[p]l =Elp(X)]

Le triplet (R",C Lip (R"),Fx) forme un espace d’espérance sous linéaire.

Il a été prouvé dans [33] ’existence d'une famille de mesures de probabilité {Fx (.)}yco

définie sur (R"”, 28 (R")) telle que

(1.11) Fx [¢] :supr () F%(dx), Yo e Crrip(R")
fe® JR”

4



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

Ainsi Fx [¢] caractérise I'incertitude de la distribution de X. (voir [37], [38]).

Définition 1.4. On dit que la distribution de X est plus forte que Y, si nous avons
ElpXO] =E[p()], YoeCls(R")

Définition 1.5. Soient X, Y deux vecteurs de variables aléatoires n-dimensionnels défi-
nis respectivement sur les espaces d’espérances sous linéaires (Q1,.#7,E1) et (Qg, #5,[E2)
sont dits identiquement distribués et on notera par X ~Y ou X d Y si pour toute
peCirip(R")on a

Eo [ (Y)] =E; [0 (X)]

Il est claire que X ~ Y si et seulement X et Y ont la méme distribution.

Remarque 1.6. La distribution de X est plus forte que Y signifie que l'incertitude de X
est plus grande que celle Y.

X ~Y signifie qu’ils ont le méme degré d’incertitude.

Remarque 1.7. Soit X € /2, si Fx n’est pas une espérances linéaire, alors X a une

distribution incertaine.
Définition 1.6. La distribution de X a les quatre parametres suivants :
a=E[X1, p=-E[-X], o°=E[X?] et o®=-E[-X?

Les intervalles [ K, ﬁ] et (o2, 52] caractérisent, respectivement, la moyenne incer-

taine et la variance incertaine de X .

Remarque 1.8. X d Y implique que X et Y ont le méme sous ensemble d’incertitude de

distributions, i.e.

{Fx(01,.), 01 €01} ={Fy (02,.), 02 € Og}

La proposition suivante est tres utile dans la théorie d’espérance sous linéaire.

5



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

Proposition 1.1. Soient X, Y € A telle que E[Y]=-E[-Y]. Alors, pour Va, on a
E[X+aY]=E[X]+aE[Y]
En particulier, si E[Y]=-E[-Y]=0, ona
E[X +aY]=E[X]
Démonstration.
ElaY]=a E[Y]+a E[-Y]=a E[Y]-a E[Y]=aE[Y]
Ainsi

E[X+aY] =< E[X]+E[aY]
= E[X]+aE[Y]
= E[X]-E[-aY]

< E[X+aY]

La nouvelle indépendance suivante joue un role tres important dans la théorie
d’espérance sous linéaire.
Définition 1.7. Dans un espace d’espérance sous linéaire (X2, #€,E), le vecteur aléatoire

Y € A" est dit indépendant d’un autre vecteur aléatoire X € /™ sous [E

Si pour toute p € C1.;p(R**™) on a
(1.12) E[oX,Y)] =E[E[p,Y)],_x]

ou Ef[p(x,Y)] _x signifie y(X) avec y(x)=E[p(x,Y)].

X est dite une copy indépendante de X si X ~X et X est indépendante de X.

6



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

Nous remarquons que ces nouvelles définitions sont compatibles avec celles du cadre

classique si 'espérance est linéaire.

Remarque 1.9. Signalons cependant que dans une espérance sous linéaire cette relation

d’indépendance n’est pas symétrique.
Exemple 1.1. On considere que X,Y € /€ sont identiquement distribuées et que

E[Y]=-E[-Y]=0

mais

72 =E[X?]> 0% = —F[-X?]
On suppose également que
ENXN=E[XT+X |>0

ainsi

1 1
E[X*]= SELX1+X1=SE[X[1>0

Dans le cas ou Y est indépendante de X, on a
E[XY?]=E[X'0?+X o%] = (0°-a?)E[X*] >0
Mais si X est indépendante de Y, on a

E[XY?]=0

La propriété d’'indépendance de deux vecteurs aléatoires X et Y ne concerne que la

distribution conjointe de (X,Y).



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

Remarque 1.10. La situation “Y est indépendante de X” apparait souvent lorsque Y
survient apres X, donc une espérance trés robuste devrait prendre Uinformation de X en

compte.

Définition 1.8. Une suite de vecteurs aléatoires n—dimensionnels {z;};2, définis sur un
espace d’espérance non linéaire (2, #, E) est dite convergente en loi (ou convergente en

distribution) sous E si pour tout ¢ € Cp.;p(R"), la suite {¢(2;)};-, converge.

Proposition 1.2. (voir [41]) Soit {z;}72, converge en loi dans le sens ci-dessus. Alors
Papplication F[.]: Cp.;p(R") — R définie par
Flp] = EmE[p(0]. pour ¢ € Chrip®)
—00

est une espérance non linéaire sur (R", Cp.Lip(R")).

Si [E est sous linéaire (resp. linéaire), alors F est sous linéaire (resp. linéaire).

1.4 Distribution G—normale

Une notion fondamentalement importante dans la théorie d’espérance sous linéaire est

que la variable aléatoire X soit .A(0; [gz;ﬁz])—distribuée.

Définition 1.9 (Distribution G-normale). Dans un espace d’espérance sous linéaire
(Q, #,F), une variable aléatoire X € / avec 02 = ~E[-X2] et 7> = E[X?] est dite
N (O;[QQ,Ez])—distribuée, on notera par X ~ A (O;[g2 ,52], si pour tout Y € A indépen-
dante de X telle que Y dx ,ona:

(1.13) aX+bY Va2 402X Va, b=0

Remarque 1.11. Une variable aléatoire X, A (0; [gz,ﬁz])—distribuée n’a aucune moyenne
incertaine.

En effet, d’apres la définition précédente, on a
V2E[X]=E[X + X] = 2E[X]

8



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

et

V2E[-X]=E[-X — X] = 2E[-X]
d’out

E[X]=E[-X]1=0

Remarque 1.12. Si X est indépendante de Y et X d Y tels que (1.13) est satisfaite, alors
—X est indépendante de =Y et —X d_y.

De méme a(-X)+b(-Y)EVaZ+b2(-X); a,b=0. Ainsi

X ~ N (0;[02,5%)), si et seulement si, —X ~ N (0;[0?%,5%])

Peng dans [37] montre que la loi G—normale A (O;[g2,52]) est caractérisée, par
I’équation parabolique aux dérivées partielles suivante dite la G— équation de la chaleur

de la distribution G—normale définie sur [0;00) x R par

ou 0%u
1.14 —-G|—1|=0
( ) ot (dxz)

avec la condition de Cauchy u|; = 0 ot G est une fonction sous linéaire réelle dite la
fonction génératrice de (1.14) qui est paramétrée par o2 et gz et

G(a)= %[E [ocX2] = % [52a+ —g2a_) , ac€R

avec a” =max(a,0) et a” = (—a)*.

Proposition 1.3. (voir [33]) Soit X une variable aléatoire N (0;[g2,52])—distribuée.

Pour tout ¢ € Cy.1;p (R), on définit la fonction u par
w(t,x)=E [(p(x+ \/?X)] . (t,x) € [0, +00) x R

Alorson a
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(@)
(1.15) u(t+s,x):[E[u(t,x+\/§X]], s=0

(1) pour tout T >0 il existe des constantes C, k >0 telles que, pour tous t;s € [0,T1]

et pour tous x, y €R,

(1.16) ju(t,0) = u 9 < C 1+ 1l +1y1*) v - y1
et
(1.17) u(t,0) - u(t +5,0] < C(1+]x/*) |32

et u est l'unique solution de viscosité continue de ’EDP (1.14) avec les conditions (1.16)

et (1.17).

Corollaire 1.1. Si X et X sont JV(O;[gz,Ez])—distribuées. Alors X d X.En particulier

x2_x.

Démonstration. Pour toute ¢ € C;.1;, (R) on a pour tout (£,x) € [0, o) xR

u(t,x) = [E[(p(x+ \/?X)]
[E[<p(x+\/?)?)]

u(t,x)

D’apres la proposition 1.3, u et & sont des solutions de viscosité de G—équation de la
chaleur (1.14) avec la condition de Cauchy u ;=0 = U ls=0 = ¢

Et d’apres I'unicité de la solution de viscosité on a u = u . En particulier

ElpX)] =E[¢(X)]

X. |

Il

dou X

Corollaire 1.2. Dans le cas ou gz =52 > 0; N (O;[QQ,EZ]) est la distribution normale

classique N (0, T2).

10
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Démonstration. Si gz = 52, la G—équation de la chaleur (1.14) devient ’équation de la

chaleur classique

52
O — Edzxu =0, ulio=¢

il est bien conuu que sa solution est donnée par

2
u(t,x)= \/Tf w(y)eXP( (2 yt) )dy
o

ainsi, pour toute ¢ on a

et

2

E[p(X)] = u(1,0)= w(y)exp(—y—)dy
252

vV 2752

Dans les deux cas suivants, on peut calculer E [(p(X )] comme suit
Si X ~ N (0;[02,52)), alors

i) Pour toute ¢ convexe, on a:

E[p(X)] =

= A
<P(y)eXp( )dy
2752 25

i1) Pour toute ¢ concave, on a:

E[p(X)] =

1 +00 2
f ¢ (y)exp (—y—z) dy
\/27mg2 7700 20

En particulier

E[X]=E[-X]=0 , E[X?]=5% , —-E[-X?]=0?

E[X*] =65 , ~E[-X*] =60*

11



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE LA G-ESPERANCE

1.5 Loi des grands nombres, Théoreme de la limite

centrale

Il est bien connu que la loi des grands nombres et le théoreme de la limite centrale sont
des résultats fondamentaux dans la théorie classique en probabilités et statistique, qui
expliquent de maniere convaincante pourquoi la loi normale est couramment utilisée.
Remarquons qu'un théoréeme et une loi similaires a ces derniers sont établis par Peng

[38] dans ce nouveau contexte.

1.5.1 Loi des grands nombres

Sous l’espérance sous linéaire, une loi des grands nombres est obtenue, et la loi limite

est appelée « loi maximale » et implique une moyenne incertaine.

Théoréme 1.2. (voir [38]) (Loi des grands nombres ) Soit {X,}? une suite définie dans

S telle que
(1.18) E[X2] =02, E[X;Xi+;] =E[-XiX,+;] =0, i,j=1,2, ..

Avec 7 € (0; oco) nombre fixé.
Alors la somme

S,=X1+Xo+ ... +X,

satisfait la loi des grands nombres suivante:

2 2
(1.19) lim [—| = limE||—| [=0
n—oo| n |[g n—o© n
Plus précisément, on a
e]|S2[] T
n n

12
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Démonstration. Par un simple calcul, nous avons, en utilisant la proposition 1.1

S, |2

n

1
E = ﬁ[E[Si]

1
= —t [S2 | +28, 1X,+X2]

1
= E[E[S?L—lﬂxﬁ]

1
< Ll )ve)
—2
n ()
< ;gE[}(%]:'7;

Remarque 1.13. La condition (1.18) peut étre facilement étendue a la situation

E|(Xi-p)?| = @

E[(Xi—p) (Xivj—n)] = E[-(Xi-p)(Xirj-p)] =0, i,j=12,...

Dans ce cas on a

lim E
n—oo

Sn
— H

2
|-
n

1.5.2 Théoreme de la limite centrale

Peng dans [38] démontre le théoréeme suivant dit théoréme de la limite centrale.

Théoreme 1.3. Soit {X i}‘i’il une suite de variables aléatoires d—dimensionnelles , toutes
les X; sont identiquement distribuées. On suppose également que, X; .1 est indépendante

de (X1, X9, ..., X;).pouri=1, 2, .... Nous supposons en outre que
E[X1]1=E[-X1]1=0 , E[X}] =57 , -E[-X}]=0?
avec 0 <0 <0 <oo.Alors la suite {§n} définie par
neN*
_ 1 2
S,=—) X;
n \/ﬁlzzl 14

13
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converge en loi vers une variable aléatoire &, N (0;[g2 ,52])— distribuée.

limE [ (S,)| =E[e@)], YoeLip®)

n—oo

2

Remarque 1.14. Dons le cas oi. 02 =G>, on obtient le théoreme de la limite centrale

classique.

Pour plus de détails concernant la G—espérance et ses applications en finance, nous
renvoyons le lecteur aux articles de Artzner et Delbaenl. [1], Chen et Epstein [6], Coquet

et al. [9], Ma et Yao [27] , Peng [42], [43] et Rosazza [46].

14



CHAPITRE

G—MOUVEMENT BROWNIEN ET G—INTEGRALE

STOCHASTIQUE

objectif principal de ce chapitre est de rappeler certains résultats prélim-
inaires dans le cadre de la G—espérance qui sont nécessaires dans la suite.
Pour une description plus détaillée de ces notions, voir Denis et al. [11], Gao

[18] et Peng [33].

2.1 G-mouvement Brownien

2.1.1 G- Mouvement Brownien et sa caractérisation

On donne dans cette section les définitions de G—mouvement Brownien unidimensionnel

et a d—dimensions avec quelques propriétés importantes.

Définition 2.1. Un processus (B;);>¢odans un espace d’espérance sous linéaire (Q2, #, )

est appelé G—mouvement Brownien si les propriétés suivantes sont satisfaites:

15
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(1) Bo=0
(i) Pour tout 0<s<t¢=<T,'accroissement B;,; — B; est A4(0; [gzs,ﬁzs])—distribué

et est indépendant de (Btl, ...,Btn); pourtout neNet 0<ti<to<---<t, <t.
Remarque 2.1. La fonction G définie par
1 2
G(a)= §[E[aB1] ,a€eR
est la fonction génératrice qui caractérise le processus (B);-

Remarque 2.2. Comme le cas d’un mouvement Brownien classique, d’apres peng [38]
on peut démontrer que si (By);=q est un G—mouvement Brownien, alors pour tout A >
0, (/1_%BAt)t>0€St un G—mouvement Brownien et pour tout tg >0, (Bt+t0 _Bt)tzo est aussi
un G—mouvement Brownien.

Le théoréme suivant donne une caractérisation de G—mouvement Brownien.

Théoréeme 2.1. (voir [5]). Soit (Et) =oUn processus défini dans un espace d’espérance
sous linéaire (), /) tel que:

(i) By =0.

(ii) Pour tout t, s =0, By, — B, et B, sont identiquement distribuées et sont indépen-
dantes de (By,,...,B:,), pour tout neNet 0<t;<tg<--<t,<t.

(iii) E[B;] =E[-B;] =0et limE [|§t|3] #1-0.

Alors (By),s, est un G2 52| ~mouvement Brownien, avec G2 =E[B?] et o=

~E[-B?].

Définition 2.2. Soit (2, #,E) un espace d’espérance sous linéaire. Un processus (X¢)=o

est dit d—dimensionnel, si pour tout t = 0, X; est une d—dimensionnelle variable aléatoire.

On donne maintenant la définition de G—mouvement Brownien d—dimensionnel.

16
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Soit S(d), (resp S, (d)) 'ensemble des matrices ( resp. définies positives) carrées
symétriques d’ordre d et soit G(.) : S(d) — R une fonction monotone et sous linéaire, tel
que pour toute A € S(d)

G(A)= %[E[(AX,X)]

Alors d’apres le théoreme 1.1, il existe un sous-ensemble I' € S, (d) fermé, borné et
convexe tel que

1
G (A) = —suptr[dA]
2 o€l

Onpose Y ={AA*: A€eT}, ou A" est la matrice transposée de A.

pour plus de détails (voir [33]).

Définition 2.3. Dans un espace d’espérance sous linéaire (Q, #,[E), un vecteur aléatoire
X =(X1,Xo,..., Xg) est dit G—normalement distribué , noté X ~ N (0,)Y) si pour toute

@€ CpLip (RY) la fonction u définie par
u(t,x):[E[<p(x+\/?X)], >0, xeR?

est l'unique solution de viscosité de la G—équation de la chaleur suivante:

)
a—lLf ~G(D%)=0, (t,x)€(0, T)xR4
Ul=0 = @(x)

ot D? = 0u? est la matrice Hessienne de u.

Définition 2.4. Un processus (Bt);=o @ d dimensions défini sur unun espace d’espérance
sous linéaire (Q, A ,[) est dit G— mouvement brownien de dimension d si les propriétés
suivantes sont satisfaites:

(i) Bo=0.

(1) Pour tout t,s =0 laccroissement By.s— By est N (0,))—distribué et est indépen-

dant de (Btl,...,Btn);pour toutneNet 0<ti<tg< .. <t,<t.

17
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Nous désignerons dans le reste de cette these
B? ={a,B;) pourtouta=(ai, a ay)!l e R?
t D) P 1, a2, ..., Q4

On a alors la proposition suivante:

Proposition 2.1. (voir [33]) Soit (B;);=o un G—mouvement Brownien d—dimensionnel
sur un espace d’espérance sous linéaire (Q, A ,E) . Alors (B?)tzO est un G,—mouvement

Brownien unidimensionnel , pour tout a € Rd, avec

1,_ _
Go(a)= 5 (Uicﬂﬂfr _Q(sza )

ou
o2 1 =2G (aaT) = [{a,B1)?]
et

o, =-2G (—aaT) =-E[- (a,Bl)Z]

aa
En particulier

B},,— B} ~ N (0;[s02 1,55 1))

Proposition 2.2. (voir [33])

(i) Pour toute fonction convexe ¢ on a

IE[(p(B?+s _thz

1 +00 x2
N=————| owexp|-—
\/ zﬂSE?mT oo 2SaaaT

(i1) Pour tout fonction concave ¢ et o2 r>0ona
—aa

1 +00 x2
Elo )] == [ oo -5 |
‘/2nsgiaT —oo 2s0° ¢
En particulier, on a
E[(B7 -B)*| = Tort-9)
E|(Bf-B)'| = 35%,(t-s)

18
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et

E|-(Bf-B)’| = -oZs(t-9)

E|-(Bf -B2)*

_3Q§QT (t—- 3)2

2.1.2 Existence de G—-mouvement Brownien et d’espérance

conditionnelle

On désigne par Cg (R) espace des fonctions w : R — R* continues, avec wg = 0, muni
de la distance

[e.@]
1,2y _ —i 1.2
plw ,w)—i:Zf max [|w; ~w;| 1]

Pour tout T > 0 fixé, on note
Qr={wrr:we}

et on consideére le processus canonique B;(w) = ws, pour t € [0, co) et w € Q,

Soit ’espace des variables aléatoires suivant:

Lip Qr)= {(p (Btl/\T,---,Btn/\T) :neN, tq,...,t, €10, 00), @QE Cl.Lip ((Rd)n)}

Il est clair que pour ¢t<T, Lip(Q;)<Lip(Qr).
On pose

n=1

Il est clair aussi que C; 1ip ((IRd)n) ,Lip(Qr) et Lip(Q) sont des espaces vectoriels.

En outre , notons que si ¢, y € C; 1ip ((Rd)n) alors .y € C1ip ((Rd)n) ,dou, X, Ye
Lip(Qr) implique X.Y € Lip (27). En particulier, pour tout ¢ € [0, c0), B; € Lip (Q2).

Peng [39] a construit une espérance sous linéaire sur (2,Lip (Q2)) telle que le proces-

sus canonique (B;);>( soit un G-mouvement Brownien de la maniére suivante :

19



CHAPITRE 2. G-MOUVEMENT BROWNIEN ET G-INTEGRALE STOCHASTIQUE

soit {§;};2, une suite de vecteurs aléatoires a d dimensions sur un espace d’espérance
sous linéaire (2, #,F) telle que ¢; est G—normalement distribuée et ¢;,1 est indépen-
dante de (¢1,¢9,...,&;) pour tout £ =1,2,...

En suite il a introduit une espérance sous linéaire E définie sur Lip(Q) par la
procédure suivante :

Pour tout X e Lip (Q2), avec
X =¢(Bt; ~Biy, Bty ~Bty,--sBt, =B, )

pour ¢ € C; Lip ((Rd)n) et 0=ty <t;<---<t,<oo.On pose

El¢ (B:, —Bi,Bt, —Biy,....Bi, By, )| =E [(P(\/ t1—to¢1, ey ViEn—tn-1 fn)

Lespérance conditionnelle associée a X = ¢ (B4, — By,,Bt, — By, ...,Bt, = Bt, ) sous

;; est définie par

E[X|Qtj]

Il
-
BS)
=
=
&

I
=
&
=
=
=
N
]

avec

Y (x1,%2,...,x;) =E [(/) (xl,---,xj, Vi1 —ti¢ii1,e Vin—tho1 fn)

Il est facile de vérifier que E[.] définit systématiquement une espérance sous linéaire
sur Lip(Q) et (By);>¢ est un G—mouvement brownien. Comme Lip (Qr) < Lip (Q0), EL.]
est aussi une espérance sous linéaire sur Lip (Q7)

On considere ce G—mouvement Brownien canonique (B;);so défini sur (Q,Li p(Q) ,E) ,

Dans la suite, quand nous parlons de G— mouvement Brownien, nous voulons dire

que le processus canonique est sous la G—espérance.
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Proposition 2.3. (voir [39]). Soit X,Y € Lip(2), alors les propriétés suivantes sont
satisfaites:

(i)Si X =Y, alors E[X | Q1= E[Y | Q.

(i) E[n | Q] =n, pour tout t € [0; co) et ne Lip(Qy).

i) E[X | Q]-E[Y |QJ<EX-Y | Q.

(iv) E[nX | Q] =n"EIX | Q1+ n E[-X | Q;], pour tout ne Lip(Qy).

) E[E[X | Q1 Qs] = E[X | Q¢psl, en particulier E[E[X | Qt]] = E[X] Pour tout X €
Lip (Qt) , E[X |1Q.1=E[X], avec Lip (Qt) est Uespace linéaire de variables aléatoires de
la forme

¢ (Bt, ~Bt,,Bt3 — By, ..., B, — B,)
n=12,., peCiLip ((Rd)”) et t1,t9, ..., tn,tn+1 € [t, 0O).

Remarque 2.3. (ii) et (iii) impliquent

E[X +n1Q:] =E[X | Q:]+n, pour tout neLip(Qy)

1

Notons par L’(’; (Q), p =1, la complétion de Lip (Q2) sous la norme || X, = (E[|X|"])~.
De méme nous pouvons définir les complétions LY, (Qr), LY, (Q%), et LY, (Qf) de Lip (Qr), Lip (QF)
et Lip (QF) respectivement.

Il est clair que LY, (Q;) c LY, (Qr) < L, (Q).

D’aprés Peng [33], on peut étendre E & une espérance sous linéaire sur [Q,Lé Q)
qu’on notera encore par E[.]. Considérons maintenant I’extension de I’espérance condi-
tionnelle. Pour tout ¢ < T fixé, ’espérance conditionnelle EL.| Q] :Lg Qr) — Lg (Q;) est
une application continue sous |.||, .

En effet, nous avons

EIX | QA-E[Y |QI<E[X-Y Q]
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[EIX 1Q-EIY | Q| <E[IX -Y1Q]

Nous obtenons ainsi
IELX 1Q1-E1Y 1Q], <IX Y,

Nous donnons la définition suivante similaire a la définition classique:

Définition 2.5. Un vecteur aléatoire n—dimensionnel Y € (Lé (Q))n est dit indépendant

de €2; pour un certain ¢ donné, si pour tout ¢ € Cy, 1,;, (R") nous avons
Elp(¥) Q] =E[p(Y)]

Remarque 2.4. Tout comme dans le cas classique, les accroissements (By.s — By)s>0 de

G —mouvement Brownien sont indépendants de ;.

La propriété suivante est tres utile dans le G— calcul stochastique.

Proposition 2.4. Soit X,Y € LlG Q), tel que E[Y |Q;] = —-E[-Y |Q;], pour tout t €

[0, T]. Alors nous avons

EIX +Y[ Q] =E[X | Q]+ E[Y [ Q]
En particulier, st E[Y | Q] =E[-Y |Q:]1=0,alors E[|X +Y || Q;] =E[X | Q].
Démonstration. Cela résulte des deux inégalités suivantes:

EIX+Y[ Q] <ELX | Q]+ E[Y [ Q]

ENX +Y11 Q2] = E[X | Q] -E[Y | Q] = E[X | Q]+ E[Y | €]
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Définition 2.6. Un processus (M;);q est dit G—martingale ( respectivement G—sur-
martingale, G—sous-martingale). si pour tout s € [0,t], nous avons E[M;|Qs] = M,,(

respectivement < Mg, = M, ).

Exemple 2.1. ¢ (B;);>q et (—By);>o sont des G—martingales.
o (B?),., est une G—sous martingale.

En effet,

E[BF Q]

E[(B;—Bs)*+BZ+2B,(B; - By) | Q]

E[(B;~Bs)?|+B2=t-s+B%>B?

2.2 G-Capacité

2.2.1 Capacité associée a P

Soit 2 un espace métrique séparable complet muni d’'une distance d, £(Q) la tribu de
Borel de Q2 et .4 la famille de toutes les mesures de probabilité sur (Q2,28).

e L9(Q): 'espace de fonctions réelles %8 () — mesurables;

o %y, () : I'espace de fonctions bornées dans Lo(Q);

e Cp(Q): I'espace de fonctions continues et bornées dans %, (Q2).

Nous considérons un sous ensemble donné & c /.

On note

c(A)=supP(A), AecBQ)
Pe&»

On peut vérifier le théoreme suivant:

Théoreme 2.2. ( Voir [7], [10]) Lensemble de fonctions c(.) est une capacité de Choquet,
i.é.
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@0=<cA)=<1, VAcQ.
(i1) Si AcB, alors c(A)<c(B).
@i11) Si (A,)° ; est une suite dans B(Q), alors c( EJO An) < OZO c(Ay).

=1
n n=1 n=1

(iv) Si (A,);2, est une suite croissante dans B(Q): A, 1 A = UA,, alors c(UA,) =

limc(A,).
n—oo
Nous utilisons le vocabulaire standard lié a la capacité dans les définitions suivantes:

Définition 2.7. Un ensemble A € B(Q) est dit polaire si c(A)=0.

En d’autres termes, A € B (Q2) est polaire si et seulement si P (A) =0, pour tout P € &,

Définition 2.8. On dit qu'une propriété est vraie quasi-siirement (q.s.) si elle est vraie

en dehors d’'un ensemble polaire.

Définition 2.9. Un processus X est dit quasi-continue (q.c.) si pour tout € >0 , il existe

un ensemble ouvert O c , avec ¢(0) < € tel que X est continue en w de O°.

Définition 2.10. On dit qu'un processus X a une version q.c. s’il existe un processus

qg.c.Y telque X =Y ,q.s.

2.2.2 G-Capacité

Les notions concernant la capacité classique restent valables pour la G—capacité.
Dans le cadre de la G—espérance, Denis et al dans [11] ont été prouver que pour tout

p =1, 'espace de fonctions Lg (Q7) a la représentation suivante:

LY. (Qp)= {X e L°(Qr): X a une version q.cl\}im E[IXIP]1x>n = 0}
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Contrairement au cadre classique, le théoréeme de convergence monotone vers le bas
ne vaut que pour une suite de variables aléatoires d’'un sous ensemble de L%(Qrp), (voir
Théoreme 31 dans Denis et al. [11]).

Définition 2.11. La fonctionnelle E[.] est dite réguliére si pour toute {X,}77 ; dans C; (Q)
tel que X, | X sur QQ, nous avons E[X, ]| E[X].

Théoreme 2.3. (voir [39]). E[.] est réguliere si et seulement si &P est relativement compact.

Théoreme 2.4. (voir [33]). Soit {X,},en CL};(QT),tel que X, | X, q.s,alors E[X,]|
E[X].

2.3 G-calcul stochastique

2.3.1 Intégrale d’It6 par rapport au G-mouvement Brownien

Peng défini dans [33] les intégrales d’Itd par rapport au G—mouvement Brownien:
Soit une partition de [0, T1], nfg = {to, t1, ..., tn} telleque O =tg <ti <---<tp,
dont le pas

K (”%,T]) =, max l¢p+1—tx| tend vers 0

Pour tout p =1, on définit

N-1
Mg,o (OyT) = {T]t = Z gkl[tk+1;tk] :6k € LI(; (th)}
k=0

et on dénote par M Z (0,T) le complétion de MZ’O(O, T) sous la norme

=

1 (T P
Illsegon= (7 [, Ellnl?ae
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Il est clair que Mg 0,T)> Mg (0,T) pour 1 < p < q. On notera également Mg (0, T;R™)

pour tout les processus stochastiques n—dimensionnels,

ne =t 02, s ) =0 avec ni(—:Mg(O;T), i=1,2,..

N-1
Définition 2.12. Pour 1 € Mg’O(O,T) avec N (w) = Y &p(w) 1y, 1,.,1(8), lintégrale de
k=0

Bochner est définie par

N-1

T
f n(@)dt= )Y &p(0)(Epe1—tr)
0 k=0
Pour 1) € M[,(0;T), On pose
N-1

Y Er (@) (Epe1 —tr)
k=0

T 1
dt| ==E
fo Nt ] T

On peut vérifier que Er : M. g (0,T) — R est une espérance sous linéaire. Nous pouvons

_ 1
Er [|n]] =7t

introduire une norme naturelle ||17|| MEO.T)> sous le quelle , Mg’O(O,T) peut étre étendue
a Mg (0,T) qui est un espace de Banach.

Remarque 2.5. De la définition précédente, on déduit que si 1 est un élément de M g 0,7),

alors il existe une suite de processus {n”} dans M g’o (0,7, tel que

neN

T
lim | E[|n}-n:|"]dt—0
0

n—oo

On observe que presque pour tout t € [0;T1],
"} hen < LG Q0 et E[nf —n,|"] —0

donc 1 est un élément de Ll(; ().

On donne maintenant la définition de la G—intégrale d’It6. Pour la simplicité, on
introduit d’abord L'intégrale d’It6 par rapport au G—mouvement Brownien unidimen-
sionnel.
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Soit (B);>0 un G—mouvement Brownien & 1 dimension avec G (@) = % (E2a+ —o?a”),
oul=<og=<o0<oo.

Définition 2.13. Pour tout ne M 2’0(0, T), on définit 'intégrale stochastique par

T N-1
j(n):L nsst:kZ_Ofk(Btk+1_Btk)

Alors L'application
7 :M2°0,T) — L% (Qr)

est une application continue et linéaire, se prolongée par continuité de maniere unique a
So,r1: ME(0,T) — L7, (Qr)

T
fo nsdBs = Jio.1 (1)

Lemme 2.1. Pour tout n € Mé(O,T), nous avons

T
f T]tdBt] =0
0

T 2 T
UO ntdBt) sﬁszifo n?dt]

Démonstration. D’apres Peng, ’exemple 2.10, dans [33] nous avons pour j=1,2,...

(2.1) E

(2.2) E

E [SJ (Btj+1 _Btj) |Qtj] =E [_{j (Btj+1 _Btj) |Qtj] =0

T
f ﬂtdBt]
0

E

Il
s

[ rIN-1
fo mdBt+€N-1(BtN—BtN,1)

[ rIN-1
= E ‘[O ntdBt‘HE[fN—l (BtN_BtN—1)|QtN—1]

[ piN-1
- €[ naB
1JO

En suite, on peut répéter cette procédure pour obtenir (2.1).
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On donne maintenant la démonstration de (2.2). D’apres I'exemple 2.10 dans [33],

T
(f T]tdBt)
0
IN-1 2
:E(f nﬂ&)
0

IN-1 2 9 9
= E (j(; ntdBt) +€N—1(BtN_BtN—1)

nous avons

2

I =L

IN-1 2
(fo mdBt+€N-1(BtN—BtN_1)) ]

T
+ 522V—1 (BtN _BtN71)2 +2 (f() ntdBt) ¢N-1 (BtN _BtN—l)

N 2
= F Z 61‘ (Bti+1 _Bti)
i=0
Alors, pour tout i =0,1,..., N-1,ona
E [é_lz (Bti+1 _Bti)2 _526? (tii+1 - tl)]
e[ BB 1104

E[G2EF (ti,,, —t:) 067 (tis1 — 1)) =0

Finalement, on obtient

[

E

N-1 9 9
Z‘fi (Bti+1_Bti) ]

=0

IA

E

N—12 N-

BB - L )
N-1

Z 526? (tii+1 - ti)]

i=0

+E

T
2E f n?dt}
0

N-1 9
Z(:)E 6? (tii+1 - ti)
l:

Définition 2.14. Nous définissons, pour n e M?; (0,T) fixé , l'intégrale stochastique par

rapport au G—mouvement Brownien par:
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On donne quelques propriétés principales de I'intégrale d’It6 par rapport au G—mouvement
Brownien

Proposition 2.5. (voir [33]) Soitn, 0 € Mé ([0, TD et soit 0<s<r=<t=<T.Alors, nous

avons:

@) [in.dBy, = ['1n,dBy+ [‘1,dB,.
Gi) [!(an,+6,)dB, =a [ n,dB,+ [ 0,dB,..
Gii) [E[X+frTnudBu|Qs] —E[X1Q1, pour X € LL(Qy).

2.3.2 Variation quadratique de G—-mouvement Brownien

On considere d’abord le processus de variation quadratique du G—mouvement Brown-
ien unidimensionnel (B;),»o avec B; ~ A (0;[¢2,52]). Soit N, N =1, 2,... la suite de

partition de [0, ¢], dont le pas tend vers 0. Alors on a

2 N2 2
B = . (BtNl_BtN)
j=0 Jt J
N-1 N-1 9
= )L 2By (BtN _BtN)+ 2 (BtN _BtN)
7=0 J J+1 J 7=0 J+1 J

Comme p (nﬁv ) — 0, le premier terme du c6té droit converge vers 2 f(f B;dBs dans
p
L, (Q).

Le second terme doit étre convergent. On dénote sa limite par (B);, i.e:

N-1 2 t
(2.3) B)y= lim Y (By —By]| :B?—2f B,dB,
1 n%,t])—»o j=0 + J*t J 0

Par la construction ci-dessus, ({(B););~o est un processus croissant avec (B)y =0. Ce
processus est appelé processus de variation quadratique de G—mouvement Brownien B.

Il caractérise la partie de 'incertitude statistique de G—mouvement Brownien.
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Contrairement a la théorie classique, le processus de variation quadratique de
G-mouvement Brownien (B); n’est pas toujours un processus déterministe, sauf si
o0 = g, cest-a-dire, lorsque (B;);>0 est un mouvement Brownien classique. En fait, on

donne le lemme suivant.

Lemme 2.2. Pour tout 0<s <t <00, nous auons:

(2.4) E[(B);—(B)s | Q5] =02 (£ —s)

(2.5) E[-((B);— (B)5)|Qs 1= —0?(t —5)
Démonstration. D’apres la définition de (B) et (iii) de la proposition 2.5, d’ou

E[{B): — (B)s €]

t
[E[B?—Bg—zf B,dB, | Qs

S

E[B?-B2| Q] =02 (t—s)

La dernieére égalité découle de I'exemple 2.11 dans [33] nous avons alors (2.4).

Légalité (2.5) peut étre prouvée de maniére analogue a (2.4). |

Le lemme suivant exprime la stationnarité des accroissements de processus ({B)¢);~¢

et 'indépendance par rapport au passé.

Lemme 2.3. Pour tous s,t =0 fixés, la variable aléatoire (B);.s — (B)s est indépendante

de Qg et est identiquement distribuée que (B);.

Démonstration. Découle directement de la remarque suivante:

t+s
(B)irs—(B)y = BZ,-2 fo B,dB, -

S
Bf—zf BrdBr]
0

t+s

(Brys —By)? -2 fo (B, —By)d (B, - By)

(B);
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ou (B®) est le processus de variation quadratique de G—mouvement Brownien

BS=Bys—B;, t=0

Nous définissons maintenant I'intégrale d'un processus ne€ M (1; (0,T) par rapport a

(B). Soit I’ application Qo 77: M (1;.’0 — L (Q7) définie par:

N-1

T
Qro,m (m) = fo nd By =Y & (B, — By
=1

J

Lemme 2.4. Pour tout ne M}}(O,T), on a
(2.6) E[|Quo.m (n)|] <T°E

T
f 74| d
0

Comme Qo,1 :Mcl;’O(O, T) — L}; (Q7) est une application continue et linéaire, alors

Q[O ] peut étre étendue de maniere unique a M é (0,T). que noterons encore par:
T 1
| na®=Qun (), pour nemao,
etona
T T
2.7 EL[nﬂwn g#ﬂf|mw4
0 0

Démonstration. Pour tout j=1, 2,..., N —1, nous avons

E|[e| (B = B,) 52 |65 (ti1 - 1))
E|16)](Bey., = B )01, 52165 (31— 2))]

= E[|&]|0% (¢, — ;) —T21&)] (41— 25)] =0

Il s’en suit que:

N-1 N-1
E Z S (<B>tj+1 B <B>t1) =t Z |6J| (<B>tj+l ) <B>tj)]
j=0 /=0
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N- N-1
Z [#] [(<B>tj+1 B)y,) -7 (tj+1—tf)] +E|57 ) |fj|(tj+1—tj)‘
j=0

< i{)[E[|€J| [(<B>tj+1_<B>tj)—52 (tj+1—tj)” +[E 62]:2"_:|5j| (tj+1—tj)l
j= =

22 els-t5)

= |dt
u
Proposition 2.6. Soit 0<s<t, {eL?(Q,), X € L?(Qy). Alors on a
E[X+¢(Bf-B3)] = E[X+¢(B:-By)]
= E[X +S(B);—(B))]
Démonstration. D’apres (2,3) et (iii) de la proposition 2.5, nous avons
E[X+¢(B?-B?)] = E|[X+E(B)- (B)S)—QfstBudBu]
= E[X +S((B);—(B))]
D’autre part
E[X+¢(B2-B2)] = E[X+&(By—Bs)*+2(B;—Bs)Bs]
= E[X+&B;-By)?
u

Nous avons I'isométrie suivante:

Proposition 2.7. Soit ne Mé (0,T). Alors

(]

(2.8)

f un d<B>t]
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Démonstration. Nous considérons d’abord n € M(Q;’0 (0,T) tel que
N-1

ne(w)= ) i)y, . 1)
j=0

et alors

T N-1
f ndB; = ij (Btj+1—Btj)
0 j=0

De la proposition 2.5, on obtient
E[X +2¢;(Bt,., —By;) i (By,,, —By,)| =E[X] pour X €L;(Q), i#j

d’ou

C(N-1 9
( Z(,)fj (Btj+1 _Btj))
L\J=

21

E

|
M

([ e

[ (N-1 9
= E (Z()€J (Btj+1_Btj)
L\J=

et en utilisant la proposition 2.6, il s’ensuit que

[

E E

N-1
Y &(®,, - <B>t,)]
j=0

T
f n’d <B>t]
0

d’ot1 (2.8) pour n € Mé’o (0,T), et par passage a la limite on obtient (2.8) pour n € M?;

E

0,7). |

On considére maintenant le cas multidimensionnel. Soit (B;);>o un G—Mouvement

Brownien d —dimensionnel. Pour tout a € R? fixé, (B%),_, on a

t=0°
0 ¢

(B°), = (B9) -2 [ BiaB:

Les résultats précédents restent valables pour (B%). En particulier,

T
1
(2.9) E . fo |nt|dt], pour n€ M;(0,T)

U()Tﬂtd <Ba>t

] <o? ,E
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et

(2.10) , pour nEMG 0,7)

f m;d(B"),

T
E (f T]tdBa)
0
Pour a, @ € R?, on définit le processus de variation mutuelle par
_ 1 _ _
a pa - a a\ _ a_ pa
<B B >t 4[<B +B >t <B B >t]

)

Comme (B*%) = (B ®) = (-B*%) alors on a (B"',Ba>t = (B“_,Ba>t. En particulier,

nous avons (B%,B%) = (B%).Soit (niv ) une suite de subdivision de [0, ] dont le pas tend

vers 0. Observons que

2 2
[z (B -27)

k+1 k+1

N-1 1N
a a a a
X (B, -5 (8%, 23] -1 4

k=0 k+1 k+1

Ainsi, comme p(7Y) — 0, 0n a

N-1
a a a a a a
lim Y (Btg+1 BtN)(BtN BtN) <B B >

N_’OOk 0 k+1

D’autre part

<Ba’Ba_>t i [<Ba+6>t_ <Ba—6>t

i (B7) -2 fo tBZ+5dB§‘+E—( ) 42 fo BrTapia

_ 4 _ t _
— BB fo BUdB? - fo B7dB"

Maintenant pour tout ne M é (0,T), nous pouvons définir
T
f Tltd Ba Ba f nd Ba+a __f ntd
0
Lemme 2.5. (voir [33])Soit n]tv € Mé’o (0,7, N=1, 2, ..., tel que

m (@)= Z éN<w)1[tN N

k+1

t
]()
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avec ,u(nf}’) — 0 et n]tv — 1); dans M?; (0, T, quand N — oo. Alors, nous avons la
convergence suivante dans L2G Q):

N-1 N T _
a a a a a a
Zf (BtN _BtN) (BtN _BtN) fo 77td<B ,B >t

k= k+1 k+1

Proposition 2.8. (voir [33]) Pour tout € MZ(0,T), nous avons

flmwt flmwdm flmw4

avec 52 =E [B%] et 02=-FE [—B%] .

(2.11) o’E <E <G’E

Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy BDG jouent un role trés important dans
Iétude des équations différentielles G —stochastiques, (voir [18]).
Lemme 2.6. Soient p=1, ne Mp (0,T)et 0<s<t=<T.Alors nous avons

(2.12)

f ned B)|

sup <Ci(t—s)P~ 1[ [|n.]”] du

S<u<t
ot C1 est une constante indépendante de 1.
Lemme 2.7. Soient p=1, ne MIG’(O,T) et 0<s=<t=<T.Alors nous avons

u p
f n,dB;,
S

ot Cgq est une constante indépendante de 1.

(2.13) E

t
SCQIt—SI%_lf E[|n.]"] du
S

sup
S<u<t

2.3.3 G-formule d’Ito

Dans cette partie, on donne la G—formule d’It6 pour un "G —processus d’It6" X. Pour plus

de simplicité, nous considérons le cas ou la fonction @ est suffisamment réguliéere.

Définition 2.15. On appelle G—processus d’It6 unidimensionnel tout processus de la

forme.

t ¢ ¢
Xt:X0+f asd3+f nsd(B>s+f BsdBs, tel0,T]
0 0

0
ouXp€ Lé (Qr) et a, B et 1 sont des processus bornés dans Mé 0, 7).
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Théoreme 2.5. (voir [38]) (G—formule d’Ité) Soient ® € C2(R") avec 0,vD, Oi”de) €

Cp.Lip(R") pour tout u, v=1, 2, ..., n. s €[0, T] fixé et soit X = (X1,Xp, .., X7 un

processus de dimension n sur [0, T de la forme
t t t
X/ =X} +f ads +f n'd (B), +f BYdB,, te[0,T], v=1,2,...n
0 0 0

avec v=1,2,...,n et i,j=1,2,....d, a", n", B" sont des élément bornés de Mcz; 0, 7).

Alors on a

n t t
(2.14) DX)=D(X)+ Y f Oxvtb(Xu),BvdBu+f 0., (X, )a"du
v=1\Ys s

Si E est une espérance linéaire, alors on retrouve la formule d’Ité classique.
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CHAPITRE

SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES GOUVERNEES PAR UN G—MOUVEMENT

BROWNIEN

es résultats de ce chapitre constituent ’essentiel de notre travail. On s’intéresse
dans ce chapitre, a 'existence et a I'unicité de la solution de systéme d’équations
différentielles stochastiques gouvernées par un G—mouvement Brownien suiv-

ant:

X;=Xo+ [y f1(5,Xs,Ys)ds+

+ Jo fa(s, X5, Yo d (B)s + [y f3(s, X, Y5)dBg

(3.1) {
Y, =Yo+ [y g1(5,Xs,Ys)ds+

+ fo82(5, X, Y)d (B)s + [y 83(s,Xs,Ys)dBs

ou (Xo,Yy) € Mé 0,T) % Mé (0,T) est une condition initiale donnée, ((B;));~( est le pro-
cessus de variation quadratique de G—-mouvement Brownien (B;);>¢, Les coefficients
fit,x,y), gi(t,x,y):R* xR x R — R pour i = 1, 2, 3. satisfont les conditions de Lip-
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schitz et de croissance linéaire en (x,y), dans le cas ou les constantes dépendent du

temps.

3.1 Schéma d’approximation de Caratheodory

Le schéma d’approximation de Caratheodory de (3.1) est donné comme suit:

Pour tout entier £ = 1; nous définissons
Xk =X, YF=Y), pourte(-1,0]

et pour t €[0,T]

~1
k

XF=Xo+[3f1 (sxf ,YE )ds+
Tk

+ s fa (s,Xf_%,Ysk_ )d (B)s+ [y 3 (s,Xf_%,Ysk_%)st

1
k

1tk_lo .]‘Otgl(s"(f 1,Isk 1)ds+
k k

+ [y g2 (s,Xf_%,Ysk_%) d(B)s+ [y 83 (s,Xf_%,Ysk_%) dBs
Notons que (X%, Y*) peut étre calculer étape par étape sur les domaines [0,1), [L,2),...
tot k Rk

Avec la procédure indiquée ci-dessous. Nous avons, pour ¢ € [0, %)

Xk =X+ [3 f1(s,X0,Yo)ds + [§ f2(s,X0,Y0)d (B)s + [s f3(s,X0,Y0)dBs
YE=Yo+ [5 g1(s,X0,Yo)ds + [ ga(s,Y0,Y0)d (B)s + [ g3(s,X0,Y0)dB;

alors pour ¢ € [%, %),

Xf:X’f+fff1(s,Xk 1,Yk 1)ds
ER = ST
+f§f2(s,Xk LYk 1)az<B>s+f§fg(s,Xk 1,Y’*’/_l)st
2 STk STk k 5~k 3
Ytk:Yf+ffg1(s,Xk Yk )ds
ER 57k ST

1
k

+flga(s. Xt YE Ja @)+ feafs. X ¥E aB,
k S—% S % $—% s—7

1
k
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.. ete.
Dans toute la suite nous faisons les hypotheses suivantes:

Pour h = f;, g;, respectivement, i =1,2,3,
(Hy) |h(t,2,9)% < p(8) (L + x> +1y1%)
pour tout x, y€ R% et te [0,T'], ou ¢ est une fonction positive et continue sur [0,7'].

(Ha) b (t,x2, y2)—h(t,x1,yD)I? < (t) (Jxg —x11% + |y2 — y11%)

pour tous x1,y1, X2, ¥2 € R et ¢ € [0,T1], ou v est une fonction positive et continue sur
[0,T1].
D’apres les définitions de Xf, et Ytk , les inégalités de BDG (2.12), (2.13) et les

hypotheses ci-dessus, il est facile de voir que pour tout entier £ = 1, la suite (X f’,Ytk) est

. A 2 .md 2 .md
bien définie en M, (0,T;R%) x M, (0,T;R%).
Dans ce qui suit, on considére I’espace de processus a valeurs dans Mé (0, T;IR{d) x
Mé (0,7;R?) muni de la norme
1
IX, )l =E2 supT(|Xt|2+|Yt|2)
0<t<

Notons que cet espace est un espace de Banach.

3.2 Existence et unicité de la solution de SGEDS

Les deux lemmes suivants sont trés importants, il seront utilisés dans les résultats a

suivre.
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Lemme 3.1. Pour tout entier k=1et0<s<t<T,ona

sup E

2 2
e
0<t<T

T
<Kexp (Cf (p(t)dt)
0

ou
K =1+4(E[IXo*+1Yol?])
et C est une constante qui ne dépend que de C1, Co et T, oir Cq et Cq sont les constantes

qui appariaient dans les inégalités de BDQG.

n 2 n
Démonstration. En utilisant la formule (3.2) et le fait que ('Z ai) <n)y a? pour

i=1
toutes constantes positives a;, i =1, 2, ..., n, on a pour tout ¢ € [0,T]
9 2
‘Xk’ < 41X,/ +4Uf(st Yh )ds
t = 0 1 _1>
k
2
fz(sX )d<B>s ‘ fs(s Xt Yhas,
et
2 t 2
‘Ytk’ < 4|Y0|2+4U gl(s,Xk I,Ykl)ds
0 s—% ST%
2

t
+4 +4|| gsls, X* ,,Y* ,|dB;
0 S_E S_F

t
g2|s,X* ) Y* |d(B),
0 S—E S_E

d’ou, en utilisant les inégalités de BDG (2.12), (2.13) et la G—inégalité de Holder

2 t 2
sup E )Xf‘ < 4[E[|X0|2]+4Tf E fl(s,Xk YR 1) ds
0<t<T 0 7k ST

t 2
+4C1T | Elfals,X* ., Y* || ds
0 S_E S_E
t 2
+4Co | Elfs|s,X* ,,Y* || ds
0 S_E S_E

Il résulte de la condition de croissance linéaire H; que

< 4E[|Xo|?] +4(T +C1T +Cs) x

¢
f (p(s)(1+[E
0

40

sup E

2
k

x|

0<t<T

Yk

s—%

+[E

2])013

x*k |
‘ S=%
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2
sup E ‘Xf) < 4E[1Xo1?]
0<t<T
! k|2 k|2
+Cgf (p(v)(1+ sup [E“XU + sup E||Y, )dv
0 O<v=s O<vss
avec C3=4(T+C1T+C5s).
De méme, nous avons
k|2 2
sup E ‘Yt ‘ < 4E[|Y,l2]
0<t<T
! k|2 k|2
+C3f (p(v)(1+ sup [E“XU + sup [E[ Y, )dv
0 O<vs<s O<vs<s
d’ou en additionnant ces deux derniéres inégalités
k|2 1k
1+ supE ’Xt‘ + sup E ’Yt ‘
0<t<T 0<t<T
! k|2 k|2
< K+Cf (p(v)(1+ sup E || X +sup[E[Yv )dv
0 O<vss O<vs<s
avec C =2Cj3. En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
k|2 k|2 !
1+ sup E ‘Xt’ + sup E ‘Yt) <Kexp Cf p(s)ds
0<t<T 0<t<T 0
et par conséquent
k|2 k|2 !
sup E ‘Xt) + sup E ‘Yt ‘ <Kexp Cf @(s)ds
0<¢<T 0<¢<T 0

Lemme 3.2. Pour tout entier k=1let0<s<t<T,ona

| <K (@(1) - D(s))

[E[)Xf—Xf 2+)Ytk—Ysk

ol
¢ T
CD(t):f p(s)ds , K1:2C(1+Kexp(Cf (p(t)dt))
0 0
Démonstration. Nous avons
¢
xt-xt = [ plext . vh)dw
s w—E U—E
t k k t k k
+fs fz(w’Xw—%’Yw—%)d<B>W+fs f3(v,Xw_%,Yw_%)dBw
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Ainsi, pour tout O0<s<u<t<T

2
[E[sup Xk _x*t ]
S<uc=<t
u 2
< 3E| sup f fl(w,Xk l,Yk 1)dw ]
s<u<t|Js w—y W—g
u 2
+3€ | sup | [ fow. Xt Y2 Ja B,
s<u<t|Js w-p wTi
u 2
+3E | sup f fg(w,Xk YR 1)dBw ]
s<u<t|Js w-—x Wi

Il résulte d’inégalités de BDG (2.12), (2.13) et la condition H; que

2
Xy - X{

=<

[E[ sup

S<u<t

IA

2
]dw

t
o [
S
t
+3(717:[ E[
S
t
+3czf E[fs(w,Xk LYE
s w—z w—z
t
Cf ¢ (w)
S

t
C(<D(t)—<D(s))+Cf (p(w)([E[Xk .

fl (w’Xi_%’Yj_l)

k

2
]dw

f2 (w’Xi_%,Yj_l)

E

2
]dw

2

IA

1+E

X%
z

+E

IA

En utilisant le lemme 3.1, nous avons

2
E Xk _xt ]

IA

sup
S<u<t

T
C (1 +Kexp{Cf (p(t)dt}) (D®(t)-D(s))
0

IA

K,
?@(t)—q)(S))

ou
T
K{=2C (1 +Kexp{Cf (p(t)dt})
0
De la méme maniére, nous avons

2

E| sup [YF-Y?

S<u<t

K,
< ?(q)(t)_qy(s))
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Ainsi

v} -y} ?

[E“Xf—Xf g < K1 (@) - D(s))

Théoreme 3.1. Supposons que les hypothéses Hi et Ho soient satisfaites. Supposons
également que (X;,Y;) est la solution unique de systeme (3.1). Alors on a

k 2 I?

(3.3) E| sup ||x] —Xt‘ w|rt-v| || <2

0<t<T k

T
exp 2Cf w(t)dt
0

ou

K =2CK;T sup [p®y @]

0<t<T
Démonstration. En appliquant la méme procédure et en utilisant les inégalités de
BDG (2.12), (2.13), I'hypotheése Hy et le lemme 3.2, nous avons

{)

5 2
E| sup 'Xu—Xu +

O<u<t
t 2 2
< Cf w()E ‘Xk =X, +|YE -, |du
0 U—F U_E
t 2 2
< 20[ w)E|[|XF-X* || +|YF-Y* || |dv
0 U_F U—E
¢ 2 B 2
+2Cf v ()E v —Xy| +|Y,S =Y, |dv
0
t 1
< 2CK1f w(v)((D(v)—(D(v—E))dv
0
t 2
+2Cf w()E| sup -Y,| |dv
0 O<u=<v
K 2 2
z+2Cf w)E| sup [X*-X,| +|Y*-v,| |dv
O<u<v
ou
K =2CK;T sup [pt)y(t)]
0<t<T
Finalement d’apres le lemme de Gronwall on a
2 2 K T
[E[ sup (‘Xf—Xt‘ +‘Ytk—Yt‘ ) < —exp 2cf u/(t)dt]
0<t<T k 0
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Remarque 3.1. De linégalité (3.3), en déduire que

: k 2 vk 2
limE | sup ||XF-X,| +|v}-v,| || =0
k—oo |0<t<T

c’est-a-dire que les solutions approximatives de Caratheodory (X f,Ytk) convergent vers la

solution unique (X;,Y;) de SGEDS (3.1).

Nous donnons maintenant un résultat plus général et principal. Dans le théoréme
précédent , il était supposé que le SGEDS (3.1) a une solution unique. Dans le théoreme
suivant, sans faire cette supposition, nous utilisons complétement le schéma d’approximation

de Caratheodory pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution de SGEDS (3.1)
Théoréme 3.2. Sous les hypothéses Hy et Ho, le systéeme (3.1) a une solution unique q.s:
(X, Yo € M (0,T;RY) x M2 (0, T;R?)

Démonstration. Nous allons démontrer le théoreme en trois étapes:
Etape 1. Supposons que (X1,,Y1,) et (X2.,Y2,) sont deux solutions de (3.1) avec les
conditions initiales (X1,0,Y1,0) et (X2,0,Y2,0) respectivement. On a alors
2
| X1, — Xa 4|

2

t
< 4|X1,0—X2,0|2+4f0fl(S,Xl,s,Yl,s)—fl(S,Xz,s,Yz,s)dS

2

t
+4 fo fo(s,X15,Y1s)— fo(s,Xas,Yos)d (B)s

2

t
4 fo £ (5,X 16, Y15) — f3 (5, X 0.6, Yo.0) dBs

D’apres les inégalités de BDG (2.12), (2.13) et ’hypotheése Hy, nous avons pour 0 <

| |

r<t<T,

fo (f1(8,X1,5,Y1,5) = f1(5,X25,Y2s))ds
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t
T fo E[|£1(5,X1,0,Y1,0) ~ i1 (5, Xo0, Ya) "] ds

<
t 2 2
< Tfo w(s)rﬁ[|XLs—X2,s| +|Y1,0 - Yo ]ds
2
OSUP f fa(s, X1, Y1s)—fa(s,Xz5,Y2s)d (B)s ]
<r<t

IA

t
CleO [E[|f2(s,X1,s,Y1,s)—f2(8,X2,s,Y2,s)|2]ds

IA

t
CleO w(s>[E[|X1,s—Xz,sI2+IYLs—Yz,s|2]ds

et
2
[Osup f £ (8, X 15, Y1) - o (5, Xos Vo) dBs ]
<r<t
t
< Ca | E[|f (5. X001~ i 5. X Yo )] ds
<

t 2 2
Co [ WO || X1~ Xou '+ V1~ Vao | ds
D’ou
E| sup |X1,r—X2,r|2]

O<r<t

t
=< 4|X1,0—X2,0|2+4CL 1//(8)[E[|X1’3—X2,s|2+|Y1,3—Y2’s|2]d8

De la méme maniére, nous avons

E | sup |Y1’r - Yz,r |2]

O<r<t

t
< 4|Y1,0—Y2,0|2+4C-/(; ’(,U(S)[E[|X1,S—X2,s|2+|Y1,S—Y2,S|2]ds

Finalement, on obtient

sup (|X1,r _X2,r|2 + |Y1,r - Y2,r|2)]

O<r<t

< 4 (|X1,0 —X2,0|2 +|Y1,0- Y2,0|2)

E

t 2 2
+C,[() 1//(8)[E[|X1,8—X2,s| +|Y173—Y2,s| ]ds
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D’ou d’apres le lemme de Gronwall,

E

O<r<t

sup (|X1,r _X2,r|2 + |Y1,r - Y2,r|2)]

t
< 4 (|X1,0 —X2’0|2 + |Y1,0 - Y2,0|2) exp (Cj; l//(S)dS)
Maintenant, en prenant (X1,0,Y1,0) = (X2,0,Y2,), on voit que pour ¢t =T

E

sup (1X1, = X[+ 11, - Yo, )| =0
O<r=<T

Il s’en suit que
(X1, Y1) = (X24,Y2:) q.s. pour tout t €[0,T]

Etape 2. Nous allons prouver que (X[, Y}") _, est une suite de Cauchy de M2, (0, T;R?)x
Mé (0, T;IRd) pour tout ¢ € [0, T']. Par les mémes procédures utilisées dans ’étape 1, nous

avons pour tout m > n,

E

sup (X7 X7+ [¥7 -7 )|
0=t=<T

T 2 2
< Cf w(s)E ‘X’"l—X”1 +Y™, -Y", ]ds
0 STm STh $”m S™n
Comme
2 2
2 2
2 2
+ YS’ﬁ l _st_ l + st_ l _st_l }
< 2F| sup (|X31—XZ|2+|YLT—Y,7|2)]
O<u<s
2 2

et d’apres le lemme 3.2, on a

E

sup (X7 X7+ [/ -7’
0=<t=T

T
< Cf w(r)E
0

sup (|X{7—X3|2+|YL71—Y,7|2)]dr
O=su=r
T
@(s—i)—d)(s—l) f w(r)dr
m n)lJo
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Alors on a d’apres le lemme de Gronwall,

E| sup (|X;"-X?|2+|th—Yt”|2)

0<t<T

~ (1 1 T
=K; (———)exp(Cf w(s)ds)
n m 0

ott K1 = 2K1CT sup [¢(t)y(t)], ce qui signifie que(X?,Y/") _, est une suite de Cauchy
0<t<T B

dans M2 (0, T;RY) x M2 (0,T;RY).

Etape 3. Nous allons montrer que la limite (X;,Y;) dans M ?; (0,7;R%) x M é (0,T;R%)
est 1a solution de systéeme (3.1). Pour l'existence, soit (Xg,Y) € M?; (0,T;RY) xMé (0,7;R%)
une condition initiale telle que E [|X|* +|Yp|?] < co.

On a pour tout u €[0,T]

2
)Xu ~x*

2 u
= 3‘f f]. (SyXf 17Yk )—f]_(S,Xs,Ys)dS
0 )

1
ST%

u
k k
L f2 (Sst_%7Ys_

[ a5 xt YE )~ o, X v aB,

1
ST%

2

3 ) — fa(8, Xy, Yo)d (B)s

=

2
+3

E

En utilisant les inégalités de BDG (2.12), (2.13) et I'hypothése Ho, on obtient
k
sup (‘X u—Xu

2)]
O<u<T

T
Cf w(s)[Eka ~- X,
0

1
STk

2
+

IA

2)lds
2)]ds
J|as

2
k k
Xt -xF o+

k

S
En utilisant le lemme 3.2 on obtient
k
sup (’X u—Xu

2)]
O<u<T

M T
< —+ZCf w(s)[E[ sup (
k 0

O<u<s

IA

T
20[ w(s)E
0

2

T
+ch w(s)E|||X* | - X,
0 STk

E

2
xXF_x,[ +|YE-v,

)| as

ou

T T
M:Izlc‘[ w(s)dsexp{Cf (p(s)ds}
0 0
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De méme, nous avons la méme formule avec E au lieudeE

o2ty 17 =)

s (1%

ce qui implique que

k 2 vk 2
[E[ sup (‘Xu—Xu +|vk -y, )]
O<us<T
2M T 2 2
< —+4Cf w(s).E| sup (X{j—Xu +|Yk -y, )ds
k 0 O<uss

Il résulte d’apres le lemme de Gronwall que

2 A 2
E +|Y, -Y, )

2M r
< —exp (4Cf w(s)ds)
k 0

sup (’Xﬁ -X,
O<us<T

et lorsque £ tend vers 'infini, on obtient
lim | (xF,7}) - X0, v0 =0

k—o0

D’ou le résultat. [
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CONCLUSION

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

ans cette thése, nous avons étudié I’existence et 'unicité de la solu-
tion d’un systeme de deux équations différentielles stochastiques
gouvernées par un G-mouvement Brownien, conditionnées par des
coefficients de Lipschitz et de croissance linéaire dépendants du temps par
la méthode de schéma d’approximation de Caractheodory. En rappelant que
cette méthode est moins utilisée chez les chercheurs malgré ses avantages
par rapport aux autres qui sont plus utilisables. Pour réaliser ce travail, on
a commencé par rappeler les définitions et les théoremes usuels sur le calcul
G-stochastique. En outre, on s’est basé sur les principaux résultats que nous
avons utilisés directement pour démontrer nos théoremes. Enfin, il convient
de noter que la recherche dans ce domaine n’en est qu’a ses débuts.
Notre travail ouvre de vastes perspectives; nous espérons étendre ce tra-

vail aux cas des matrices G—-stochastiques et des systémes de plusieurs G—équations
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CONCLUSION A. CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

différentielles stochastiques avec d’autres conditions plus larges et de trouver
des applications concretes dans de nombreux domaines tels que la finance, le

controle stochastique, la physique, I’économie etc...
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Titre : Les G-Fonctionnelles Exponentielles et Les G-Equations Différentielles
Stochastiques.
ans cette thése nous démonterons 'existence et I'unicité de la solution
d’un systeme d’équations différentielles stochastiques gouvernées par un

G-mouvement Brownien en utilisant le schéma d’approximation de Caratheodory.
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Title : G-Eponential Functionals and G—-Stochastic Differential Equations.
n this thesis, we present both existence and uniqueness of solution for a system
of stochastic differential equations driven by a G—Brownian motion by using the

Caratheodory approximation scheme.
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