TR 1EN

e — 34
BADJI MOKHTAR - ANNABA UNIVERSITY VI
UNIVERSITE BADJI MOKHTAR - ANNABA g N\
i . A \
_f\;' ; s Iad) 4 ;K ° PY
g7 ®: FACULTY OF SCIENCES ™ A/\&
_;3;’ / £ FACULTE DES SCIENCES e
.\“/ Q 4 }r\ﬁ ‘;":\‘.A‘ﬁ)j‘ ?“""3
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

("-"»'ri-e:z“:"lu‘ \5""'&" g
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Présentée en vue de I'obtention du dipléome de
Doctorat
Option

Modélisation Mathématique-ACTUARIAT

TITRE

EVALUATION DES PROVISIONS TECHNIQUES BASEE SUR
LA SURDISPERSION DES SINISTRES

Par

BELHAMRA THARA
DIRECTEUR DE THESE : REMITA Mohamed Riad Prof. U.B.M. Annaba
M.C.A U.B.M. Annaba

CO-ENCADREUR : ZEGHDOUDI Halim
Devant le jury

PRESIDENT : BOUTABIA Hacene Prof U.B.M. Annaba
Examinateurs : SEDDIK-AMEUR Nacera Prof U.B.M. Annaba
ARRAR Nawel M.C.A U.B.M. Annaba
M.C.A U.8 mai 45, Guelma

BENCHAABANE Abbes



Remerciment

Je tiens a remercier vivement le professeur Mohamed Riad REMITA, pour la
confiance qu’il m’a témoignée en acceptant la direction scientifique de mes travaux.
Je lui suis reconnaissante de m’avoir fait bénéficier tout au long de ce travail de
sa grande compétence, de sa rigueur intellectuelle, de son dynamisme, et de son
efficacité certaine que je n’oublierai jamais. Soyez assuré de mon attachement et
de ma profonde gratitude.

Je suis trés honoré a remercier de la présence a mon jury de thése et je tiens a
remercier :

Monsieur Halim ZAGHDOUDI, docteur a l'université Badji Mokhtar An-
naba, d’avoir accepté de faire partie du jury de cette thése. Je le remercie pour les
conseils scientifiques qu’il a apportés en qualité de Co-encadreur, pour les sugges-
tions et les remarques judicieuses qu’il m’a indiquées, ainsi que pour son immense
aide pour mener a bien ces travaux.

Monsieur, BOUTABIA Hacéne, qui a bien voulu juger une grande partie de
ce travail. Je le remercie pour le temps consacré a la lecture de ce travail ainsi que
pour les commentaires m’ayant permis de I’améliorer.

Madame Nawel REMITA pour I'honneur qu’elle m’a fait pour sa participa-
tion & mon jury de thése en qualité d’examinatrice, pour le temps consacré a la

lecture de cette thése, et pour toutes remarques intéressantes qu’elle m’a faites.

J’associe a ces remerciements 4 madame SEDDIK AMEUR Nacira, pour
avoir accepté d’examiner mon travail.

Monsieur BENCHAABANE Abbes, pour l'intérét qu’il a manifesté en par-
ticipant en qualité de membre invité a ce jury.

Je tiens & remercier sincérement la famille pédagogique du département de



mathématiques, qui s’est toujours montrée a l'écoute et trés disponible tout au
long de mon cursus.

A titre plus personnel, Je remercie chaleureusement mon ami et pére, Ali pour
la grande patience, I’encouragement et la confiance qu’il m’a témoigné dont il a
fait preuve a la relecture de mon manuscrit. Je tiens a le remercier surtout pour
son soutien moral ininterrompu et ses nombreux conseils tout le long de ma thése.

Bien siir, atteindre ces objectifs n’aurait pas été possible sans 'aide de mes
deux adorables fréres, Amir et Amjed, je tiens a les remercier profondément pour
leur soutien et leurs encouragements, leur patience tout au long de la theése.

Je souhaite remercier spécialement mes amies Yaya, Lili, Narimane, Chahla et
Zaineb pour leur aide et leur bonne humeur.



Résumé

En assurance non-vie, les provisions pour sinistres a payer sont souvent les plus

importantes en termes de montant et nécessitent, par conséquent, une évaluation
trés précise. Celles-ci correspondent aux sinistres survenus a la date d’inventaire
mais qui n’ont pas encore été réglées. De plus, Les recherches actuelles dans le do-
maine d’évaluation des provisions techniques reposent principalement sur la théo-
rie. De ce fait, cette thése traite cette thématique a travers une approche graphique
pour la méthode de Chain-Ladder.
En s’appuyant sur une analyse comparative des résultats des estimations des ré-
serves du modéle proposé avec des méthodes paramétriques et non-paramétriques
dans le but de mettre en lumiére 'estimation des provisions techniques au sein
des compagnies d’assurances pour ainsi développer un aspect géométrique de la
théorie standard de provisionnement en utilisant des payements incrémentaux.

Mots clés : Provisionnement non-vie, IBNR, Chain-Ladder, Approche gra-
phique, Approche incrémentale, les GLMs, Facteur de développement graphique.



Abstract

In non-life insurance, claims reserves are often the most important in terms of
amount and require, therefore, a very accurate assessment .These correspond to
claims occurring on the date inventory but have not yet been settled. In addition,
current researches in the field of valuation of technical provisions are mainly based
on the theory. Thus, this thesis deals with this topic through a graphical approach
for the Chain-Ladder method. Based on a comparative analysis of the results of
reserves estimates of the proposed model with parametric and non-parametric me-
thods in order to highlight the estimation of technical provisions within insurance
companies to develop a geometry aspect of the standard theory of provisioning
using incremental payments.

Key words : Non-life provisioning, IBNR, Chain-Ladder, Graphical ap-
proach, Incremental approach, The GLMs, Graphical development factor
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Introduction

Contexte

Le monde de I"assurance connait un changement réglementaire considérable.
En effet, les assureurs sont considérés comme les institutions financiéres ayant un
impact économique non négligeable au niveau des pays et méme de par le monde.
Cette interdépendance nécessite la protection des différents protagonistes en par-
ticulier les assurés pour éviter une crise financiére semblable & celle des Suprimes.
Elle est le résultat de la surévaluation des capacités financiéres des assurés au ni-
veau des banques; ainsi les banques se sont retrouvées avec un parc immobilier
considérable et la chute des prix est amorcée et la crise financiére s’est installée [5].

Les banques, pour éviter ces crises, doivent faire recours aux assurances pour
couvrir et prévenir ce genre de risques car parmi les prérogatives des assurances
c’est de veiller aux intéréts de I'assuré selon ces ressources.

Le point faible du systéme d’assurance se trouve dans le fait que le cycle de pro-
duction soit inversé, c’est-a-dire : I’assureur ne connait son prix de revient qu’aprés
avoir payé les sinistres; Les primes étant déja encaissées, il est important pour lui
d’avoir suffisamment de provisions pour pouvoir payer les sinistres futurs et donc
rembourser ses dettes envers les assurés [7].

Une premiére réglementation, Solvabilité I, permet d'imposer les contours du
marché de 'assurance, mais elle montre aussi ses faiblesses face a I’environnement
financier peu stable. Dés lors une nouvelle version, Solvabilité II, s’est imposée.
Elle va permettre de corriger certains défauts tout en se fondant sur trois piliers :

— Les exigences quantitatives.

— Le processus de controle prudentiel.

— Information et discipline de marché [5].



Le paiement de sinistre ne s’effectue pas en général dans 'année méme de sa sur-
venance ; c’est particuliérement vrai dans certaines branches de 1’assurance comme
par exemple la responsabilité civile automobile en cas de sinistre accompagnés de
dommages corporels.

Le réglement des sinistres s’étale au fil du temps il est donc nécessaire de consti-
tuer des réserves pour honorer les dettes futures, comme le montant qui sera au
final payé pour couvrir le sinistre est inconnu au départ, la somme a mettre en
réserve est également inconnue donc il faut I'estimer et c’est le but de notre travail.

Parallélement, les provisions techniques représentent la grande partie du passif
d’une compagnie d’assurance (non-vie). Comme il est nécessaire de savoir qu’une
mauvaise estimation des fonds propres basé sur une évaluation erronée des provi-
sions techniques pourrait mener a des décisions peut appropriées a 1’état de santé
financier d’un assureur [7].

D’autre part, certaines catégories d’assurance impliquent un retard important
dans I’événement générant une réclamation et sa gestion. Pendant cet intervalle,
il peut y avoir une grande incertitude quant au montant du réglement final |7]. La
réserve de perte consiste a estimer les paiements futurs des créances survenues sur
un portefeuille d’assurances. Dans ce cas, Les paiements futurs qui seront effectués
sur ces créances sont un passif pour l'assureur et la plupart des assureurs sont te-
nus d’estimer la taille de ces passifs pour inclusion dans leurs états financiers [23].
Ces estimations peuvent étre calculées par la soi-disant théorie IBNR (Incurred
But Not Reported), qui est basé sur les paiements de réclamations passées pour
estimer son développement futur.

Plusieurs approches ont été développées pour donner des estimations raison-
nables. Mack [17] a développé pour la premiére fois un modéle stochastique sous-
jacent a la méthode de Chain-Ladder qui est une méthode déterministe et proba-
blement la méthode la plus populaire pour estimer les réserves de sinistres IBNR

[5].

Aprés cela, Renshaw et Verral (1998) [12] ont présenté un modéle statistique
sous-jacent a la technique Chain-Ladder, qui se présente sous la forme d’un modéle
linéaire généralisé, pour ca ils ont utilisé une approche quasi-vraisemblance. Mack
et Venter (2000) [10] fournissent une comparaison détaillée des modéles stochas-
tiques qui reproduisent 'estimation des réserves de Chain-Ladder et qui pense que
la question de quel modéle Sous-tend cet algorithme ne peut pas étre répondu par
une demande historique ou méme par une déduction logique stricte et pour évaluer
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son erreur de prédiction, un modéle stochastique sous-jacent est requis.

Les modeéles comparés dans Mack [17] et England et Verral [20] qui sont le mo-
déle Chain-Ladder distribution free (DFCL) et Poisson sur-dispersé (ODP) sont les
seuls qui ont conduit a la méme estimation pour D;,, que l'algorithme de Chain-
Ladder et ils ont conclu que seul le modéle DFCL peut étre considéré comme
sous-jacent a l'algorithme de Chain-Ladder. Ensuite, Verral [33] a fait une enquéte
sur les modeéles de calcul des réserves stochastiques et la technique de Chain-Ladder
dans laquelle il a exploré en détail la relation entre les modeles décrits par Ren-
shaw et Verral |28] et Mack [19], il a suggéré dans son article un nouveau modéle et
de nouvelles facons de tenir compte des payements incrémentaux négatives pour
la technique de Chain-Ladder [17], puis England and Verral [11,12] ont montré
comment les distributions prédictives du passif en suspens en assurance générale
peuvent étre obtenus en utilisant bootsrap ou les techniques bayésienne pour les
modeéles statistiques clairement définis. Et ils donnent un moyen d’obtenir une
distribution prédictive a partir des modéles de réclamation de réserve récursive y
compris le modéle introduit par Mack.

Chorfi et Remita [8] ont proposé une nouvelle méthode de calcul de réserves en
utilisant une approche incrémentale stochastique, en modifiant le modele de Mack
et en évitant une étape de calcul, ils n’ont utilisé que les paiements incrémentaux
pour estimer les réserves de sinistres.

A la lecture de I’état de I’art, il existe plusieurs techniques d’évaluation et d’es-
timation des provisions parmi lesquelles on retient celle dite IBNR (Incurred But
Not Reported) basé sur I’évolution passée du cout des sinistres pour estimer son
développement futur. En pratique ces techniques sont utilisées soit pour estimer
les réserves purement IBNR, soit les réserves de sinistres totales. Cette étude a per-
mis dans un premier moment de réaliser un article scientifique appelé Approche
graphique pour le calcul des réserves |4|, dans lequel nous avons proposé une nou-
velle vision pour le probléme du provisionnement pour les compagnies d’assurances.

Notre thése est répartie en trois chapitres dont les détails (notre thése est or-
ganisée comme suit)
On introduit dans un premier lieu, les méthodes classiques de provisionnement,
pour cela nous avons détaillés la méthode de Chain-Ladder et sa version stochas-
tique qui est le modéle de Mack, ensuite, nous avons parlé de 'approche incrémen-
tale et pour en déduire la distribution des réserves nous avons défini la méthode
Bootstrap. Dans un second lieu, on s’intéresse aux modéles factoriels stochastiques
pour la modélisation des provisions techniques dans les compagnies d’assurances,
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pour cela nous avons détaillés le provisionnement par les modéles linéaires généra-
lisées. Dans un troisiéme lieu, nous avons présenté notre travail de recherche qui se
résume dans une approche graphique pour le calcul des réserves. Enfin, on s’appuie
sur des données en assurance non-vie pour illustrer, comprendre et comparer les
notions introduites tout au long de cette theése.

L’ensemble des résultats présentés dans cette thése ont été obtenus a travers des
outils développés sous le logiciel R, Matlab, Excel, AutoCAD (logiciel d’illustration
graphique).

Cadre mathématique et Notations

Dans cette section, nous introduisons le cadre mathématique pour les réserves
de sinistres et les principales notations utilisées dans cette thése. Dans la plupart
des cas, les passifs de sinistres en suspens (les indemnités de perte) sont estimés
dans des triangles de développement des sinistres qui séparent les sinistres selon
deux axes temporels : les années de survenance i € {1,...,I} et les années de
développement j € {1,...,J}. Nous supposons que la derniére période de déve-
loppement est donnée par J, i.e. X;; = 0 pour 7 > J, De plus, pour simplifier,
nous supposons que [ = J . Bien siir, toutes les formules sont vraies pour [ > J
(trapézes de développement). Nous considérons la matrice des variables aléatoires

X = (Xijh<ij<r (1)

Pour certains I < 2. Nous supposons que la variable X; ; désigne les payements
incrémentaux de 'année de développement j pour les sinistres survenus au cours
de 'année d’accident . Dans un triangle de développement de sinistres, les an-
nées d’accident sont généralement sur la ligne verticale alors que les périodes de
développement sont sur la ligne horizontale. Habituellement, les tables de dévelop-
pement des pertes se divisent en deux parties : le triangle supérieur ot nous avons
des observations X” € R et le triangle inférieur ot nous voulons estimer les paie-
ments impayés. Sur les diagonales, nous voyons toujours les années comptables.
Les données de sinistres ont donc la structure suivante (I = J) :

Les données peuvent étre présentées sous forme cumulative ou sous forme non-
cumulative (incrémentale). Nous considérons une matrice de variables aléatoires

C = (Cijh<ij<t (2)

Pour certains / > 2. La variable C;; est interprétée comme le montant des
sinistres cumulés de 'année d’accident ¢ jusqu’a 'année de développement j, les
données cumulatives sont données par

12



j
Cij=> X (3)
=1

Dans la théorie standard des réserves de sinistres, également appelée la théorie
IBNR, on suppose que les paires (i,j) d’années d’accident et de développement
avec ¢ + j < I + 1 décrivent les années passées pour lesquelles le triangle run-off
des observations réelles C’H € R sont disponible.

~

C = (Cijh<ijern (4)

Les paires (i,7) avec i + 7 > I + 1 se référent aux années futures avec des
résultats inconnus pour les montants de sinistres correspondants.

Année Année de développement ()

d'accident (i) |4 3 < J-1 ]
1
2 Les observations (X ;)

2
F=%

Les prédictions (C; ;)
I

FIGURE 1 — Triangle de liquidation

Remarque 1. La périodicité des données considérées est annuelle.

Stage pratiques et séminaires :

La thése a été valorisé par la participation aux
— Journée jeunes chercheurs. Annaba, Algérie (Octobre 2014).

— Journées nationales sur les mathématiques appliquées "JNMA’14". Skikda,
Algérie. (Novembre 2014).

— Journées Scientifiques LAROMAD’IIL. Tizi-Ouzou, Algérie. (Octobre 2015).
— First international conference on the "Evolution of Contemporary Mathe-

matics and their Impact in Sciences and Technology" (ECMI6SciTech2017).
Constantine, Algérie (Octobre 2017).
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Chapitre 1

Méthodes de provisionnement

Un role important, et central, de I'actuaire non-vie, est le calcul des provisions.
En particulier, il existe différentes méthodes techniques de provisionnement, que
nous allons rappeler dans ce chapitre. Ces provisions techniques sont destinées a
permettre le réglement intégral des engagements pris envers les assurés et bénéfi-
ciéres de contrats. Elles sont liées a la techniques méme de ’assurance, et imposé
par la réglementation, pour tenir compte de " I'inversion du cycle de production",
expliqué dans la partie introduction. Les provisions techniques mesurent ainsi les
engagements restant a honorer par ’assureur, et représentent, en moyenne en assu-
rance non-vie,75% du total du bilan. Cette notion comptable nécessite néanmoins
un modéle probabiliste sous-jacent, puisqu’il s’agit de prévoir une charge finale.
La méthode Chan-Ladder est probablement la méthode la plus simple et la plus
utilisée par les compagnies d’assurance au siécle dernier. Toutefois, si elle pro-
pose un estimateur du montant de provision, il est difficile d’en extraire davantage
d’information. D’autres méthodes seront également proposées par la suite, intro-
duisant une approche stochastique, permettant d’obtenir une marge d’erreur sur
le montant des provisions.

15



1.1 La méthode Chain-Ladder

La méthode Chain-Ladder est une méthodes déterministe qui repose sur 1’hy-

pothése de stabilité du délai s’écoulant entre la survenance d’un sinistre et le(s)
réglement(s), quel que soit 'exercice de survenance, en absence d’inflation, de chan-
gement de structure de portefeuille, des garanties des contrats, des franchises, et
plus généralement de la gestion des sinistres. Cette méthode compte parmi les plus
populaires, car elle est facile & mettre en ceuvre, et facile a comprendre. [.'idée est
que le déroulement des paiements est gouverné par des facteurs de développement
strictement positifs (noté f;) qui ne dépendent que de 'année de développement
7.
Les paramétres intervenant dans la méthode Chain-Ladder présentent I'avantage
d’avoir une interprétation claire, et sont facilement estimables. L’inconvénient
étant que cette estimation est relativement peu robuste. Cette méthode ne fait
aucune hypothése quant a la loi que peuvent suivre les cotits des sinistres, ou leur
fréquence.

1.1.1 Les link-ratios

La méthode Chain-Ladder est fondée sur l'utilisation de link-ratios, encore
appelés coefficients de passage, coefficients de déroulement, entre les différentes
années de développement. Les hypothéses sous-jacentes sont :

* H1: Les paiements cumulés C; ; des années de survenances ¢ sont indépen-
dants.

* H2 : Les années de développement sont les variables explicatives du com-
portement des sinistres futurs.

La méthode standard de Chain-Ladder consiste a supposer que les (C;;)j=1. s
sont liés par un modéle de la forme

Cijy1 = fiCijpourtout 1 <i<JlTetl<j<J (1.1)

Tel que pour tout :€1,...,letj€1,...,J,ona:

E [Cz',j|0i,17 R Ci,jfl] =K [Ci,j‘ci,jfl] = fjflci,jfl (12)
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Les coefficients f; de Chain-Ladder sont appelés facteurs de développement, ils
peuvent étre estimés, a l'aide des observations, par le rapport des totaux relatifs
aux éléments communs de deux colonnes successives, c¢’est-a-dire Vj =0,...,J—1
on a

I—j—1

I—j—
fi= M _ Z Ci; Cij1 (1.3)
J T—i— T—iz .
Zi=g ICM i=0 k:% lck,j Cij
Lemme 1. Sous les hypotheéses (H1) et (H2), nous avons : V1 <i < 1T
E [Ci,j’DI] =F [Ci,J|Ci,I—i] = Cz',lfifl—i ... fJ',l (1.4)

Pour les coefficients de Chain-Ladder f; connus, les montants de provisions
pour une année d’accident 1 suivant les informations disponibles au moment de
Uestimation des provisions Dy avec Dy = {C;;li +j < I+ 1} sont prédites par

E[Cij|Di) = Cir—i = Cigi(fr—i- .. fr-1—1) (1.5)

Cette formule correspond aux réserves best estimate par année d’accident i en date
I, conditionnellement auz observations Dy [13, 31].

Proposition 1. L’estimateur de Chain-Ladder pour E [C;;|Dy| est donné par :

Vi,j > 1,C5F = B(Cij|Di) = Cipifrei ... fsa (1.6)

1.1.2 L’estimation des provisions

L’estimation des provision annuelle R; par année de survenance ¢ pour i €

1,..., I est définie par la relation suivante
Ri=Ciy—Cijin1 (1.7)

La provision totale R a constituer pour ’ensemble des années de survenance est
égale a la somme des provisions pour chaque année de survenance

I
R=> R (1.8)
=1

34, 14, 9]



1.2 Le modéle de Mack

Une des finalités du provisionnement est de mesurer l'incertitude des projec-
tions de nos réserves a partir du triangle de liquidation. Les méthodes déterministes
ne pouvant aboutir, il est apparu des méthodes dites stochastiques ou les consti-
tuants C;; du triangle supérieur sont interprétés comme des variables aléatoires.
Dés lors, il devient possible d’émettre des hypothéses sur le comportement de ces
variables C; ; qui seront plus ou moins validées, d’étudier la variabilité de la provi-
sion prévue par le modeéle, d’obtenir des estimations et des intervalles de confiance
pour des paramétres d’'intérét tels que la Value-at-Risk ou la probabilité d’insuffi-
sance ou encore de simuler la sinistralité des exercices futurs.

La trés grande simplicité du modéle de Chain-Ladder lui vaut un engouement par-
ticulier a tel point que les modéles stochastiques tentent de correspondre au mieux
a ses résultats. Certain remarquent que la charge ultime de C'L peut étre obtenue
en maximisant la vraisemblance d’'un modéle de Poisson (Hachemeister et Stanard
en 1975, Kremer en 1985 et Mack en 1991). D’autres ont associé la méthode de
Chain-Ladder & un modéle linéaire généralisé (Renshaw en 1989 et Renshaw et
Verall en 1998).

Tous les modéles sont différents mais tous aboutissent a des résultats proches de
Chain-Ladder. Le modéle de Mack en 1993 donne exactement les mémes résultats.

1.2.1 Description du modéle

L’idée de Mack est de considérer les lignes de réglements cumulés comme des
processus markoviens vérifiant certaines propriétés. Le modéle de Mack est la ver-
sion stochastique de Chain-Ldder, en effet le montant des provisions estimé est
identique. Il a cependant ’avantage d’estimer une erreur de prédiction des provi-
sions [13,34].

1.2.2 Lien avec la méthode de Chain-Ladder
La méthode Chain-Ladder consiste a supposer que ’on a un modéle de la forme

Cz',j_;_l = fj(]l-,j pour tout 0<:< ]7 0< ] <J (19)

La version stochastique de cette relation consiste a écrire

E [Oi,j-H] = ij [C@j] pour tout 0 S 1 S I, 0 S ] S J (110)
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1.2.3 Version stochastique de Chain-Ladder

Mack (1993) a proposé un modéle non paramétrique, conditionnel a la réali-
sation du triangle, permettant d’estimer les erreurs commises lors de 1’évaluation
des réserves. Pour cela, il suppose I'indépendance ligne par ligne, i.e.

(H1) Les paiements cumulés (C;;);=1,.s et (Ci;)j=1,.s sont indépendants
pour i#i . Et qu’il est possible de lier espérance conditionnelle de C; j+1, sachant
le passé C; 1, ...,C; j, ala derniere observation C; ;, a un facteur multiplicatif pres,
correspondant a un link ratio, i.e.

(H2) Les (C; ;) j=1,...s forment une chaine de Markov et il existe des constantes f;
Oetaf-z()telque,pourtoutOgigl,Ogjgl—lona:

E [CZ,]+1|CZ71’ “ .. 707/7]] — ijZ,j (1.]_1)

Et
Var I:Ci,j-‘rl'Ci,l? c 701'73‘] = O'?Ci’j (112)
Les coefficients (f,0?) := (fj,a?)jzlwl,l sont appelés facteur de développement

de C'L et paramétres de variance respectivement [9, 17].

1.2.4 Propriétés des estimateurs de Chain-Ladder

La spécification d’un modéle stochastique grace a (H1) et (H2) permet d’étu-
dier les propriétés des estimateurs des facteurs de développement de la méthode
Chain-Ladder. Mack a prouvé dans I’article [17] les résultats suivant :

Théoreme 1. Pour D; l’ensemble de données observées et sous les hypothéses
(H1) et (H2) nous avons

-1
E(Ci1|Dr) = Cirina H i (1.13)
j=I—it+1
Démonstration. En utilisant ’abréviation
E(X)=EX|Cis...Cir-it1)
D’aprés (H2) et en répétant application de (H1) on obtient

= E(Cir-alfi-1) = E(Cip-1) fi-1 = etc
=FK (Ci,l—i-i—l) Jroivix ok fra=Cir i froigr % % f(Ifl)
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Ce théoréme montre que 'estimateur C;; a la méme forme que E(C;;|D) qui
est la meilleur provision de C;; basé sur les observations D;.
Le prochain théoréme montre que l'estimation des f;_;,q *--- % fy_; Par fl,iﬂ *
Cee ok f1_1 est en effet une procédure raisonnable [9)].

Théoreme 2. Les estimateurs du facteur de développement de Chain-Ladder, i.e.

A ey
fj:%pourjzl,...,f—l (1.14)
i=1 Y]

Sont sans biais et non corrélées

Démonstration. Soit B, = {C; ;|7 < k,i+j<I+1},1 <k <I. Daprés (H2) et
(H1) on obtient

E(Cipt1lBr) = E(Cij41|Cin ... Cig) = Cipf

Par conséquent, nous avons

. S E (Gt Br)
() - Bt =

E(fy) =E (E(fklﬁk)) =f, , 1<k<I-1

Ce qui montre immédiatement que les paramétres fj, sont sans biais [17].
Montrons aussi que les fi sont non corrélés pour j < k

E(f;fr) = E(E(f;fxlBr))
=FE (ij(kak))
= E(f)fx = E(f})E(f1)

Ce qui achéve la démonstration ]

Comme le note Mack [17], cette absence de corrélation entre les estimateurs
peut paraitre surprenante car les estimateurs reposent sur les méme observations.
Cette non corrélation est néanmoins centrale puisqu’elle permet d’écrire

E f[—i-‘,—l*"'*f[—l] :fl—i+1*"'*fl—i+1 (1-15)

Donc, le montant des réserves annuelles estimé ; = C; 1 — C; 1—;41 est un estima-
teur non biaisé du vrai montant des réserves annuelles R; = C; 1 — C; j_i41.
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1.2.5 L’erreur quadratique moyenne de prédiction

Pour mesurer l'incertitude autour de l'estimation des réserves, nous devons
définir Perreur quadratique moyenne de prédictionmse(C; ;) de l'estimateur C;
de C; ; défini par

mse(é“) = E((CZJ — CA’Z‘71)2|D1)

var(C; | Dy) + (E[Ci | D] Cip)? (1.16)
N——— \ /

—
processus de variance  ’erreur d’estimation

Cette écriture décompose la MSEP en deux termes. Le premier terme représente
Ierreur stochastique (processus de variance), il décrit la variation due au modéle
stochastique, il est purement aléatoire et ne peut pas étre supprimé. Le second
terme de 'équation est l'erreur d’estimation des facteurs de développement de
Chain-Ladder f; qui traduit I'incertitude provenant de I'estimation des coefficients
de Chain-Ladder f; par fj et de leur espérance conditionnelle.

Plus I’échantillon initial est important, moins I'erreur d’estimation sera importante.
Pour pouvoir calculer la MSE nous avons besoin de la formule de la variance des
Cij-

Nous pouvons introduire que var(C; j+1|C; j|Ci1, - . ., Ci ;) qui doit étre inversement
proportionnel ou équivalente a C; ;.

Cij : :
(H3) war (%|C¢71,...,C@j) =Ciyo7 1<i<I , 1<j<I-1(117)

1,J

Avec les paramétres inconnus UJQ-, 1 <75 <1 —1.C’est I'hypothése de la variance
qui sous-tend implicitement la méthode de Chain-Ldder [17].

Théoreme 3. L’estimateur de 0]2- pour 1 < 5 < I —2 est donné par

2 i+l p
= Ci i — f 1.18
J I_]_lzz; ZJ(C’i,j f]) ( )
A]2- est un estimateur sans biais de 0']2- , avec de plus
5'4
67 | =min (%, min(67 _,, &?2)> (1.19)
073

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer le résultat principal
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Théoreme 4. sous les hypotheses (H1) , (H2) et (H3) , Uerreur quadratique
moyenne de prédiction MSEP(R;) peut étre estimé par

I—i ~9
R . R ;| 1 1
MSEP(R)=C}, Y =2 — (1.20)
j=I—i+1 fj2 Zk Clm

Cette expression est la somme de deux principauz termes, ot le premier cor-
respond au processus de variance et le second a Uerreur d’estimation [17].

Corolaire 1. Sous les hypothéses et les notations du théoréme (4) Uerreur quadra-
tique moyenne de prédiction de ’estimateur de la réserve totale R = Ry + -+ -+ Ry
peut étre estimé par

I I-1 -9

A (o
MSEP(R) =) |MSEP(R;) +2C”< > Ck1> > #
i=2 K=i+1 j=I—i+1 fj 21:1 Lj

(1.21)

Ainsi, les modéles stochastiques nécessitent au préalable de poser correctement
certaines définitions. La qualité des estimateurs ou des prédicteurs des réserves a
I'ultime est donnée par les deux premiers moments : le coefficient de variation (rap-
port de Iécart-type sur la moyenne) et I'erreur moyenne quadratique de prédiction.
En pratique, il n’est pas possible de déterminer analytiquement la distribution pré-
dictive des réserves et nous devons faire appel a des algorithmes numériques de
type Bootstrap pour simuler la distribution. Avec ces distributions simulées, nous
sommes alors capables non seulement de déterminer les deux premiers moments
des réserves mais aussi certaines caractéristiques telles les intervalles de confiance
ou des mesures comme la Value-at-Risk. Dans la pratique et dans les politiques
de solvabilité aujourd’hui, les estimations des premier et deuxiéme moments sont
suffisantes pour déterminer une distribution de I'ultime [18,19].
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1.3 La méthode bootstrap

Les modéles stochastiques comme celui de Mack estiment les moments d’ordre
1 et 2. Néanmoins, il arrive que nous ne puissions pas calculer ces moments avec
une formule explicite. Et nous serions aussi intéressés par la distribution des ré-
serves pour en déduire des caractéristiques particuliéres comme la value-at-Risk et
ses applications au cadre Solvency 2. La méthode Bootstrap est une méthode de
rééchantillonnage (avec remise) qui a été introduite par Efron en 1979 et est consi-
dérée comme une avancée spectaculaire en statistique dont le principal atout est
de fournir une estimation de la distribution des provisions lorsqu’on fait interve-
nir les modéles linéaires généralisés (GLM). Beaucoup d’informations, comme les
quantiles de la distribution, peuvent étre obtenues par cette méthode & partir d’un
unique échantillon, c’est-a-dire obtenir a partir d’un échantillon observé d’autres
échantillons. La méthode Bootstrap, non paramétrique, a des conditions d’appli-
cation bien moins strictes et nombreuses que les méthodes d’inférences statistiques
classiques [10, 11].

1.3.1 Définition de la méthode

La méthode bootstrap est généralement associée a un modeéle GLM ou la distri-

bution du terme d’erreur peut étre modélisé par un modéle de poisson sur-dispersé
décrit par Renshaw et Verral (1998) (qui sera détaillé dans le chapitre 2), car les ré-
serves estimées par le modéle sur un triangle a incréments positifs et avec un lien
logarithmiques, sont identiques a celles données par la méthode Chain-Ladder.
Les calculs de réserves et erreur de prédiction deviennent beaucoup plus faciles,
les deux autres nécessitants des ajustements compliqués.
Si les payements incrémentaux X, ; pour 'année d’accident ¢ et 'année de dé-
veloppement j : variables réponses du modéle GLM, suivent une loi de poisson
sur-dispersée de parametre ¢ . Autrement dit ¢.X;; suit une loi de poisson de
parameétre p; ; alors

E(Xiﬂ') = Wi et UCLT(XZ"J') = QZSE(X%]) - ¢Mi,j (122)
La fonction de lien est le logarithme et le prédicteur linéaire s’écrit :Vi € {1,...,1},j €
{1,...,J}

Vi j =log(p;) =c+oa; +B; avec a;=p =0 (1.23)

Le paramétre ¢ est un paramétre d’échelle inconnu et estimé au cours de la pro-
cédure d’ajustement [11].
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1.3.2 Meéthodologie de la procédure Bootstrap

Les payements incrémentaux X, ; du triangle de liquidation de départ, utilisées
par Bootstrap doivent étre indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) ce
qui n’est souvent pas le cas. En revanche, les résidus sont plus (i.i.d.) que les
variables originelles. Le Bootstrap sera donc appliqué sur ces derniers. Pour les
modéles GLM, les résidus les plus communs sont les résidus de Déviance et les
résidus de Pearson définis par :

rp = signe(c —m)\/2(clog(clm) — c 4+ m) (1.24)

c—m
Ty = (1.25)

vm
Apres rééchantillonage et inversion de la formule des résidus, nous obtenons un
nouveau triangle de liquidation. L'inversion par résidus de Déviance n’aboutit pas
a une solution analytique et les résidus de Pearson seront préférés. La démarche

est donc la suivante :

1. Appliquer le modéle sur le triangle d’incréments. Comme le modéle ODP
reproduit celui de Chain-Ladder, cela revient a appliquer cette derniére
méthode. Déterminer alors les facteurs de développement fj,j e{l,....,j—
1} a partir du triangle de charges cumulées, puis estimer la provision R par
la méthode Chain-Ladder décrite précédemment.

2. Estimer le triangle ajusté : calculer les valeurs prédites par le modéle C’Z]
pour la partie supérieure du triangle a partir de la diagonale connue, a ’aide
des facteurs de développement calculés en étape 1.

A

2 Ci . : :
Ci,j:—’JA pour ie{l,....I} et j<I—i+1 (1.26)

J—1
[Ti=; fig

3. Déduire du triangle précédent les payements incrémentaux ajustés XZ] pour
la partie supérieure du triangle :

X@j = CA’Z‘,]' - C’i,jfl (127)

4. Calculer les résidus de Pearson qui correspondent aux résidus bruts stan-
dardisés définis par :

_ Xy — Xy

nj -

Xij

(1.28)

L’erreur standard du bootstrap ne tient pas compte du nombre de para-
meétres du modéle. Ceci introduit un biais dans la comparaison des estima-
tions analytiques et bootstrap que l'on corrige en ajustant les résidus de
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Pearson. On note

{ n = I(I;l) le nombre de données

p =21 —1 le nombre de degré de libertés
Les résidus ajustés sont alors :

adj __ nop
n—p
Les résidus étant en moyenne proches de zéro, I’ajustement par le nombre de
paramétres augmente la variance. Le paramétre d’échelle ¢ est alors estimé

comme suit : )
o= 3 () (1.30)

i+i<I+1

. Les étapes suivantes sont répétées N fois c’est-a-dire pour chaque simula-

tion :

a- Effectuer un rééchantillonnage aléatoire avec remise des résidus de Pear-
son ajusteés.
On obtient un nouveau triangle de résidus 72@(];) pour la k"¢ boucle
bootstrap.

b- Reconstitution du pseudo-triangle des incréments Xw par la formule
(1.29) :
Xivj = T-adj. X’L,j + XZ,] (131)

i?j

c- Reconstitution du pseudo-triangle des réglements incrémentaux par la
relation suivante :

X8 = X5+ 10\ X, (1.32)
d- Calcul des facteurs de développement suivant Chain-Ladder.
e- Reéutilisation du modéle pour :
i. Obtenir le triangle inférieur prévu par le modéle.
ii. Estimer la provision globale R*®) par Chain Ladder.
f- Stocker le résultat de la provision et réitérer.

. Obtenir une distribution empirique de I'estimation de la provision ; déter-
miner l'erreur de prédiction associée a cette estimation [11, 12].
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1.4 L’approche incrémentale

1.4.1 Présentation de I’approche

Dans ce travail, Chorfi et Remita se sont basé uniquement sur les données des
paiements incrémentaux D; ; pour estimer les parameétres. Cela signifie qu’ils n’ont
pas besoin de faire un pas en avant pour calculer les paiements cumulés comme
dans les techniques traditionnelles de calcul des réserves de sinistres, autrement
dit, ils ont montré que nous pouvons trouver les mémes résultats des techniques
traditionnelles de provisionnement basées sur le triangle de développement cu-
mulé, directement par le triangle de développement incrémental et pour cela ils
présentent 'approche comme suit.

En premier lieu, une présentation des hypothéses de I'approche en modifiant le
modeéle de Mack est donné, et montrer que le développement sera conditionné aux
données de paiements incrémentaux, en second lieu, les formules d’estimation des
paramétres seront établi, et enfin, une comparaison entre les formules de Mack et
les formules données par 1'approche incrémentale sera faite [8|.

Le provisionnement est un probléme de prédiction, conditionné par 'information
disponible a I'instant ¢ = I. Pour cela, D, ; désigne I'ensemble de toutes les données
disponibles a l'instant ¢t = I, plus formellement

Di,j = O'{X@j'l. —|—j S I + 1}

Si nous nous concentrons sur I’ensemble des données observées jusqu’a 'année de
développement j, on note

b o . I o

TX—X—X—X—*

j =

TABLE 1.1 L’information disponible pour faire la prédiction
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1.4.2 Hypothéses des modifications du modéle de Mack

Cette nouvelle approche est également basée sur trois hypothéses, qui sont les
suivantes :
H1 : 11 existe des constantes f;, telles que pour 1 < < 1,1 <3</ -1
nous avons

J
FE I:X/L'7j+1‘Xi’1’ e ;Xi,j] = S’L,j(f] — 1), avec Sz,] = Z X’L',l (133)
=1

H2 : X, ; et X} ; sont stochastiquement indépendants pour ¢ # k.

H3 : var (Xi,j+1|Xi,17 C 7Xz',j) = SZ'J'.O'zj s 1 S 1 S Tetl S j S J

(1.34)
1.4.3 Estimation des paramétres
Les facteurs de développement
Pour chaque année de développement j € {1,...,J — 1}, les facteurs de déve-
loppement (facteurs de Chain-Ladder) sont estimé par
P it Xigh
fi= st (1.3
Zi:l Si,j
Les vraies valeurs des facteurs de développement fi,..., f;_1 ne peuvent pas étre

devinées a partir des données car I’ensemble du triangle n’est pas encore connu
au moment ¢t = I. Elles ne peuvent étre estimées qu’en utilisant les montants des
payements incrémentaux X, ; comme il a été montré dans la formule (1.35), une
éminente propriété d’un bon estimateur est que I'estimateur doit étre sans biais

8.

Théoreme 5. Sous les hypothéses (H1) et (H2), les estimateurs des facteurs de
développement fi, ..., f;_1 définie par (1.85) sont sans biais et non corrélés [8].
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Démonstration. Démontrons d’abord que les facteurs de développement sont sans
biais i.e. E(f;) = f;. En raison de la régle itérative

B(fy) = £ (£ (£ID;))

Nous avons
E(Xij|Dy) = E(Xi 41| Xin, ..., Xi), par H2
= Sij(f; — 1), parH1

Cela implique que
I—j
2 i Xije
T
Dici Sig

B [Zf‘f E[Xijn|D)]
- I
Y i1 S

E(fID;) =E +1|D;

car S;; est D; —mesurable

E(f;})=E (E (fj|Dj>> = E(f) = /i
Ce qui montre que les estimateurs fj sont sans biais [8].

Ensuite, démontrons la non-corrélation entre les estimateurs des facteurs de
développement, i.e. F <fj1.fj2) = E(f;,).-E(f;,) pour ji < jo,

E (fjl-fj2> =FE (E [fj1~fj2|Djz]>
—E <fj1E [fj2|Dj2]> car 1 < ja
=F (fjl) ‘sz

=F (fjl) E (fjg) car f}, est sans biais

Alors les estimateurs des facteurs de développement sont non-corrélés |8]. [l
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Le montant de la charge ultime

Le but de la méthode Chain-Ladder et tous les méthodes de provisionnement
est 'estimation du montant de la charge ultime Z; pour les années d’accidents 7 =

1,...,I. Dans cette approche, Chorfi et Remita ont calculé Z; en appliquant deux
formules, la premiére en utilisant la somme de tous les payements incrémentaux

o I-I41 J
Zi= Y Xij+ Y. X (1.36)
j=1 T—i+2
= Z? -+ Rz

Ou le premier terme représente la partie inconnue (I’obligation de I’année passée)
Z? | et le deuxiéme terme correspond a R; , ou simplement en utilisant la forme
classique donnée par

=2 (fron- - foo) (1.37)

Théoreme 6. Sous les hypotheses H1 et H2, ['estimation du montant de la re-

vendication ultime Z; définie par (1.37) sont sans biais.

Démonstration.

B(2) =B (2 i o)
=F (E <[ZfoI—i+1 e fJ—1|DJ—1D>
=F (ZZQE [fl,iﬂ . fJ,I\DJ,ID car Z, est D;_j-mesurable
=F (Zioflfz#l S ]?JfQE [fjflyDJfl]) )
En outrefl,iﬂ . fJ,Q est D;_1- mesurable
=F (Z?fl—i—&-l cee fJ—2> fJ—l

Alors . X X R
E <Z2) =70 f1iv1 - frafioa,

En répétant I'opération
— 7,
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Les réserves de sinistres annuelles

L’un des avantages de ’approche incrémentale est le faite de calculer les ré-
serves de sinistres annuelles par une simple somme des estimateurs de payements
incrémentaux pour i € {2,...,1}

J
j=I—1+42

Les R, peuvent étre obtenu aussi en utilisant le principe classique, i.e. (faire la

différence entre les estimateurs du montant de la charge ultime Z; et les obligations

passées Z? qui a déja été payé jusqu’a maintenant), et on note pour i € {2,...,}
. J-1
RizZi—Z?:Z?.< 11 fj—1> (1.39)
j=I—it1
Et leur somme donnera
I I
R:Xy%:ZIZ—@} (1.40)
=2 =2
I J—1
0 .
=) % [ I /i
=2 j=I—i+1

On remarque ici qu’on peut obtenir la réserve totale par une simple somme des
futurs payements des incréments dans la partie inférieure du triangle de dévelop-

pement.

I J

i=2 j=I—i+2
Théoreme 7. Sous les hypothéses H1 et H2, [’estimation des réserves annuelles
R; et Uestimation de la réserve totale R sont sans biais [8].

Démonstration. .
E <RZ~) —F (Z - Z?)
—E (Z) — B(2?) (C1)
—7,- 70 =R
Et ) )
E(ﬁ)zE(ZRJzZEzR (C2)
=2 =2
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1.4.4 Calcul de I’erreur standard
L’estimation de ’erreur moyenne standard

La formule pour estimer 'erreur standard est basée sur le modéle de Mack, et
dans cette approche, Chorfi et Remita [8] ont mesuré cette incertitude en utilisant
uniquement les paiements incrémentaux.

J—1 ~9

. : 62 [ 1 1

MSE(R) =27 Y - (— + > (1.42)
j=I—i+1 fj2 Si,j Zl:lj Sl:j

Les parameétres 0]2 sont inconnus est doivent étre estimé

Propriété 1. Sous H1, H2 et H3,

I—-j 2
1 X, .
AZ.I— SZ Z"]+1 1_ .
J ]_j_lz 71(51.,]. * fi

i=1

FEst un estimateur sans biais de 0]2-.

L’estimation d’erreur de la réserve totale

Il est aussi intéressant de calculer 'erreur de 'estimation de la réserve totale
R = Ry+---+ R; Nous ne pouvons pas faire la somme des erreurs MSE(R) car ils
sont corrélés par les mémes estimateurs fj et 6]2-, mais on peut utiliser le théoréme
suivant

A

Théoreme 8. Sous les hypothéses H1 , H2 et H3, MSE(R) peut étre estimé par

52

I R I J—1 2
MSE(R) =Y MSE(RZ-HZ(Z zk) P (1.43)

I—j
i=2 j=I—i+1 Zk:l Sk,j
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1.5 Comparaison entre le modéle de Mack et 1’ap-
proche incrémentale

A partir de 'approche de Chorfi et Remita [8| on peut remarquer qu’en utilisant
uniquement les revendications incrémentaux et en procédant a partir des formules
de cette approche, nous pouvons automatiquement arriver au mémes formules que
le modéle de Mack [17].

Le modéle de Mack [’approche incrémentale
~ I—j ~ I—

f, — 21 CMH f — 2imi Xijn +1

J Zz];lj Cij J ZI ! Si.j

A I—I1+1 A
Ci,J: 0,0 — H—lH] —J— z—i—l Z Z - X7]+ZI z+2

A A A~

r~ J
Ri=Cij—Cirit Ri=3% 1 0 Xij

TABLE 1.2 — Tableau comparatif du modeéle de Mack et I’approche incrémentale
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Chapitre 2

Les modéles factoriels stochastiques

Les modeéles linéaires généralisés se sont avérés étre un outil treés utile dans
Passurance générale, voir par exemple Brockman et Wright (1992) et Ohlsson et
Johansson (2004). Il a été largement utilisé par les actuaires comme instrument
d’établissement des prix pendant de nombreuses années et, ces derniéres années,
il est également devenu un outil puissant dans d’autres secteurs de l'assurance
générale. Les avantages des modeéles linéaires généralisés sont reconnus dans de
nombreux domaines de la pratique actuarielle, plusieurs articles actuariels ont été
rédigés au cours des 30 derniéres années décrivant 'utilisation du GLM dans la
provision pour pertes, 'estimation du cotit des sinistres, le cotit moyen des sinistres
et bien plus encore. Un certain nombre de logiciels statistiques ont été développés
pour une utilisation actuarielle et comme les actuaires continuent a se familiariser
avec les GLM, nous nous attendons a ce que le nombre augmente.
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2.1 Les modeéles linéaires généralisés

La classe des GLM est une extension des modéles linéaires classiques en termes
de loi. Ils représentent une fagcon mathématique de quantifier la relation entre une
variable réponse Y et un ensemble de variables indépendantes, y compris une classe
générale de modéles statistiques. L.e modéle linéaire généralisé développé initiale-
ment en 1972 par Nelder et Wedderburn et dont on trouvera des exposés détaillés
dans Nelder et Mc Cullagh (1983), Agresti (1990) ou Antoniadis et al. (1992).
L’utilisation de GLM fournit un avantage important par rapport au modéle de
régression linéaire multiple. L'un des avantages est que nous allons maintenant
au-dela de 'hypothése d’une distribution normale pour les variables réponses et
pouvons utiliser n'importe quel membre de la famille de distributions exponentielle.
Cela inclut Poisson, Poisson sur-dispersée et gamma, Un autre avantage impor-
tant est que la relation entre la variable réponse attendue (Y) et les variables
dépendantes n’a plus besoin d’étre linéaire.

2.1.1 Introduction et motivation
Cadre du probléme

Exemple 1. Le modéle linéaire classique

Nous cherchons a expliquer une variable Y par P variables X = (Xy,...,X,).
Par exemple une explication de la présence ou l’absence d’un cancer du poumon
(variable a expliquer Y ) par ’dge, la variable fumeur / non-fumeur etc. ..

Nous voulons cependant étendre le modéle linéaire classique Y = X 4+ € au cas ot :
Y peut étre une variable qualitative.

— Les erreurs peuvent ne pas avoir la méme variance (= hétéroscédasticité)
Rappelons qu’en général dans le modele linéaire classique, les variables X considé-
rées comme fizes (non-aléatoires). Toute la source de variabilité constatée dans Y
provient d’une erreur aléatoire € qui possede la méme variance quelle que soit les
observations. Le modéle linéaire classique s’écrit comme suit

P
Y=XB+e=> X;Bj+e (2.1)
j=1
Avec € ~ N(0;0%). Cela veut dire que Y ~ N(X3;0?). L'espérance de Y est donc
Xp.

Si maintenant X est un vecteur aléatoire (4 P composantes) alors on voit que la
variable Y dépends de X et €. Si le vecteur aléatoire prend la valeur x alors sachant
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cette valeur, la moyenne de Y3 et la variance est o® (pour rester cohérent avec
le modéle classique). Cela s’écrit :

EY|X =2z) =2 (2.2)
Var(Y|X = z) = o* (2.3)

En fait plus précisément, sachant X = x, la distribution conditionnelle est une loi
normale (Y|X = z) ~ N(z8;0?). Cette présentation ne change rien mais elle va
nous permettre de généraliser ce modéle linéaire aisément.

Exemple 2. La régression logistique

Nous souhaitons expliquer la variable Y présence / absence d’une maladie car-
diovasculaire (notée aussi CHD), par l'dge X des patients. Le tableau de données
est représenté dans le tableau 2.1
La représentation des données est la suivante :

08

chd
0.6

04

age

FIGURE 2.1 Représentation directe de Chd (notée aussi Y, la variable a expliquer)
en fonction de 'age X
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En regroupons les patients par classe d’age nous obtenons le tableau suivant :

CHD
Age n Absent Présent Moyenne
19+4thru 29 10 9 1 0.1
29-+thru 34 15 13 2 0.133333
34-+thru 39 12 9 3 0.25
39-+thru 44 15 10 5 0.33333
44-+thru 49 13 7 6 0.461538
49+thru 54 8 3 5t 0.625
54-+thru 59 17 4 13 0.764706
59-+thru 69 10 2 8 0.8

TABLE 2.1 — Données regroupées en classe d’age

La liaison entre [’dge moyen d’une classe et la proportion de malade dans cette
classe apparait nettement sous la forme d’une courbe sigmoide (i.e. en forme de
"S"). Il semblerait donc "naturel” de modéliser cette proportion de malade par
classe d’dge en fonction de I’dge par une courbe sigmoide.

10

chd
04 06
i

0.0

age

FIGURE 2.2 — Fréquence de Chd par classe d’age en fonction de 'age X
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Revenons a la terminologie statistique : [’dge noté X est une variable aléatoire
et nous avons remarqué que la proportion de malade dans une classe d’dge X €
[z — dx; x + dx] suit approzimativement une courbe sigmoide. Cette proportion de
malade est en fait la moyenne empirique des observations de cette classe, qui est
un estimateur de l’espérance (ou moyenne) dans la "classe” d’dge X = x (si l'on
fait grandir le nombre d’observation dans la classe tout en diminuant la largeur
de la classe). Nous pouvons donc proposer un modeéle théorique du type l’espérance
conditionnelle de Y sachant X = x suit une courbe sigmoide. Bien entendu les
fonctions de forme sigmoide sont nombreuses mais nous pouvons choisir une forme
trés simple, continue et dérivable de la forme

) = i + fra) = o ZB) (2.4

St on pose n = By + [rx c’est-a-dire n suit un modéle de régression linéaire sans
ETrTeurT, NOUS AUONS :

1+ exp(n)
Cette fonction h(.) est une fonction inversible, nous pouvons alors poser
g() =hV()

Et reprendre le modéle théorique sous deux formes

B(YIX =) = (6 + bua) = oo L) 29

gIEY X =x)] = fo + bra (2.6)

Cette derniere formulation est tout simplement la méme que pour la régression,
linéaire (figurel) avec ici g(.) n’est pas une fonction identité (i.e.g(.) = x,Vx) mais
une fonction continue dérivable et inversible.

Nous avons donc généralisé le modeéle de régression simple en ajoutant une
transformation de la moyenne g(.). Cette fonction est appelée "fonction de lien".

Mais notons tout de méme que ce modéle n’est pas suffisant. En effet dans le
modeéle de régression classique nous supposons qu’il existe un bruit additif d’espé-
rance nulle et de variance o2 ce qui permet de connaitre les deuz premiers moments
centrés de la variable a expliquer Y. En général on suppose en outre que € suit une
loi normale ce qui donne la loi de Y ~ N(XS;0?%).
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Conclusion

— La variable aléatoire Y est qualitative.

— Nous modélisons une transformation de I'espérance conditionnelle E(Y|X =
x) car X est aléatoire.

— Cette modélisation (aprés transformation) est linéaire en z :

gYX =) =By + piz

— Les erreurs ne sont pas normale mais de loi de Bernoulli.
— La variance n ?est pas méme et varie selon les valeurs de X|[1, 15, 34]

La modélisation GLM

La modélisation GLM reprends les principes exposés ci-dessus dans un cadre
général qui englobe les 2 exemples précédents et d’autres encore. Les principales
caractéristiques sont les suivantes :

— Une transformation de ’espérance conditionnelle par la fonction g de lien :

9(Y|X = 2) = ()

Cette transformation de l'espérance conditionnelle est modélisée par une
combinaison linéaire des variables explicatives au point

X:x:n(x):Zﬁjxj

— Y| X = x suit une loi de la famille exponentielle [35].
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2.1.2 Familles exponentielles
Densité de y la variable a expliquer

Définition 1. Dans tous les modeles GLM nous supposerons que la variable a
expliquer Y posséde une densité par rapport a une mesure dominante v. Cette
densité s’écrit :

fo.s(y) = exp {y’ — 0(0)]a(¢) + c(y, ¢) } (2.7)

Ot a(.);0(.) et ¢(.) sont des fonctions connues et dérivables, b(.) est de plus 3
fois dérivable et sa dérivée premiére b(.) est inversible (i.e.3(b')_). Les paramétres
(0; @) appartiennent a Q € R* et ¢ est appelé paramétre de dispersion [36].

Lien avec la famille exponentielle

— Si ¢ est connu (n’est pas donc un paramétre a estimer), la densité de y est
un élément de la famille exponentielle.

— Si ¢ est inconnu, alors pour obtenir un élément de la famille exponentielle
c(y, ¢) doit s’écrire sous la forme suivante :

c(y, 9) = a(@)d(y) + s(a(9)) +t(y)

Relation entre la moyenne, la variance et les parameétres 0 et ¢

Moyenne de y : Soit y une variable de densité fy, suivant la définition (1).
Puisque fp 4 est une densité par rapport a v nous avons donc

u(f, 9) = /f97¢dv =1, VY(0,¢)ecQ

Cette fonction u(.,.) est une fonction constante donc dérivable et de dérivée par-
tielle par rapport a # nulle. Nous avons donc grace a la linéarité de I'intégrale et
au lemme de Fatou

- — dv
(5_u = lim u(9 + h, ¢) U(ea Cb) — Im fy f9+h,¢ f9,¢

o0 h—0 h h—0 h

Ay Jene = Joedv J, Joins = Jopdv
= lim inf = lim sup =
h—0 h h—0 h

Jorne — Jo, Jo+n.e — Jo,
/liminffy oo Mdvgog/hmsupfy e 109 0
yh—>0 h yh—>0 h
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Comme la dérivée partielle de fy , par rapport a ¢ existe, nous avons donc

0fop ,
/y'WdU = 0

Or si I'on calcul la dérivée partielle par rapport a @ selon la définition 1 nous avons

alors y b'(9)
0,6 Y —
0 ) f(y)

Et I'équation (2.7) devient

[ Bt 5| [ st v o) [ o] o

Nous avons a(f) # 0 sinon fy 4 n’est pas définie alors nous en déduisons la propo-
sition suivante [35, 36].

Proposition 2. L’espérance (ou moyenne) d’une variable y dont la densité est
définie par (2.7) est égale a la dérivée de b(.) par rapport a 0.

E(y) = b(0) (2:8)

Variance de' Y : Si nous recommencons le méme raisonnement en utilisant la
dérivée partielle seconde par rapport a 6 nous avons

5*u(0, ¢) /52f9,¢>
TR = | Ty
Yy

062 06?
Et avec 5 b (6) ¥ (60)5f
0,6 Yy — 0,
/y o~ a0 T G
_ V() 1 N
) fe,¢(y)+a(¢)2 (y = b(0) fo.e(y)
Puisque
b'(0) = E(y)

Nous obtenons alors

_[;éﬁ)) f9,¢(y) + a ! /y(y —b (9))2f97¢(y) =0



Proposition 3. La variance d’une variable y dont la densité est définie par (2.7)
est caractérisée par

"

var(y) = b (#)a(¢) (2.9)

Remarque 2.

— Le parameétre 0 contréle la moyenne et la variance au moyen de b,(Q) et
b (), la moyenne est donc liée a la variance.

— Le paramétre ¢ contréle la variance via a(¢). Le paramétre ¢ est appelé
paramétre de dispersion [34, 35].

2.1.3 Modéle GLM
Définition d’un modéle GLM

Un modéle GLM est un modéle qui tente de relier des variables explicatives

X1, Xy,..., X, a une variable a expliquer y selon le schéma suivant :
I
A expliguer « : e, + - Explicatif
Composante aléatoire | Lien | Composante systeématigue
¥ suit une loi dont la densité est E{y) dépend den(X) & travers On construit une combinaison linéaire
la fonction g appelée fonction de X; (le modele de regression)
delaforme: i "
vo — b(@) ; = N e
foo = eIk cly,00) 9(EQ)) = o) =n(x) 70 =D 58
ﬂ'(q‘*‘) J=1
g estune fonction inversible .
7 peut étre vue comme une variable
« synthétique », un résume lingaire

desvariables explicatives.

Remarque 3.
Pour choisir un modéle GLM il faut donc :
— Choisir la loi de la variable a expliquer y dans la famille exponentielle des
GLM (définition1.1), ce qui fize b(.) et V(.).

— Choisir une fonction de lien inversible g.

Pour utiliser un modéle GLM i faudra alors :
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Estimer les parameétres 5 = (B, ..., 0y), ce qui une fois réalisé, fize donc
n(x), ce qui fize p = g *(n(x)). (qui est la moyenne, donc la prévision par
le modéle) et ce qui finalement fize = (b)Y () car estimer B3 fize 6.

— FEstimer le paramétre de dispersion ¢ qui lui ne dépend pas de [3.

p=E I X =)

. 7))
g B'(:) E—g
BER

V() n{x) +—

¢ ) N\ /
Var (Y || X —x)

FIGURE 2.3 — Diagramme fonctionnelle d’'un modele GLM
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Fonction de lien

Une fonction quelconque ne peut pas étre fonction de lien. Il faut que la fonc-
tion de lien soit inversible. Un choix particulier qui simplifie les calculs est le choix
de la fonction de lien canonique, a savoir g(.) = (b)~'(.). ces fonctions de liens
sont rappelés dans le tableau 2.2 [36].

Loi Nom du lien Fonction de lien
Bernouilli/Binomiale  lien logit g(p) = logit(p ) log(p/1 — p)
Poisson lien log g(p) = ( )
Normale lien identité g(,u)

Gamma lien réciproque g(p) = —1/u

TABLE 2.2 — Fonction de lien canonique des modéle usuels

D’autres liens classiques existent et sont récapitulés dans le tableau 2.3

Nom du lien Fonction de lien
lien identité g(p) = p
lien log g(p) = log(p)
lien cloglog g(p) =log(—log(1l — p))
lien logit g(p) = log(p /1 — 1)
lien probit g(p) =07 (u)
lien réciproque g(u) = —1/u
lien puissance o(u )g( )1 (,u) A #8
Aranda Ordaz g(p) = log 1=4°=1

TABLE 2.3 Fonction de lien usuelles

Comment choisir parmi ces fonctions de lien

En fonction du type de la variable a expliquer y.
— Si y est un comptage entre [O, m] ot m est fixé, dans ce cas seule la propor-
tion est intéressante, de méme si y est binaire. Dans ces cas le type de lien

classique est le lien logistique lais il est possible d'utiliser le lien probit ou
le lien cloglog (log-log complémentaire).
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Si les données sont des comptages, alors le lien classique est le lien log.
Par contre si y est continue, un choix classique est le lien canonique des lois
gamma ou normale.
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2.2 Les GLM et le provisionnement

L’utilisation du GLM dans la science actuarielle est bien développée et large-
ment acceptée. Non seulement le cadre de GLM offre une certaine souplesse dans
la sélection des parameétres et des modéles, mais dans certains cas, comme dans
le cas de la méthode CL, GLM récupére les méthodes traditionnelles d’estimation
des réserves de sinistres. Aprés Renshaw et Verrall (1994), nous pouvons formuler
la plupart des modéles stochastiques de réservation de revendications au moyen
d’une famille particuliére de modéles linéaires généralisés (voir McCullagh et Nel-
der (1989)). La structure de ces GLM sera donnée par :

(i) Yi,; ~ f(y;pij, @) avec Y;; indépendants, p,; = E(Y;;) et out f(.) est la
fonction de densité de Y;; appartient a la famille exponentielle, ¢ est le
parameétre d’échelle.

(i) 75 = g(piy)

(iii) n;; = ¢+ a; + B; avec a; = B = 0 pour éviter la sur-paramétrisation.

Il est courant dans I’estimation des réserves de prendre en compte trois distri-
butions possibles pour la variable C; ; : Lognormal, Gamma ou Poisson. Pour les
modeéles basés sur les distributions Gamma ou Poisson, les relations (i) - (iii) défi-
nissent un GLM avec Y; ; = C; ; indiquant les montants incrémentaux des sinistres.
La fonction de lien est 7; ; = In(yu, ;) [1, 36].

2.2.1 Le modéle de poisson

Lors de la recherche d'un modéle stochastique qui reproduit les estimations
de Chain-Ladder, certaines hypothéses doivent étre formulées au sujet des récla-
mations d’assurance. Il est possible soit de préciser la répartition des sinistres
d’assurance, soit d’indiquer simplement les deux premiers moments [13].

Il existe un large éventail de modéles de réservation stochastique et ils peuvent
étre divisés en «type» de Chain-Ladder et en tant qu’extensions de Chain-Ladder.
Les modéles "type" de Chain-Ladder peuvent reproduire exactement les résultats
de Chain-Ladder ou peuvent avoir une structure similaire & Chain-Ladder sans
donner exactement les mémes résultats. Nous considérons le modéle de Poisson
qui reproduit les estimations de réserves données par la technique de Chain-Ladder

13).

(England, Verrall, 2002). Renshaw & Verrall (1998) n’ont pas été les premiers
a remarquer le lien entre la technique de Chain-Ladder et la distribution de Pois-
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son, mais ont été les premiers a adapter le modele en utilisant une méthodologie
standard dans la modélisation statistique. Déja en 1975, un modéle stochastique
correspondant au modéle de Poisson, qui conduit a la technique de Chain-Ladder
a été découvert. Ce modéle fonctionne sur les montants incrémentaux.

Cij=Dijsij=1 (2.10)
Cij=Dij—Djj1sij>1 (2.11)

Hypothéses

Les hypothéses du modéle sont les suivantes :

(P1) E(C;;) = z;y; avec z; et y; des paramétres inconnus.

(P2) Chaque montant incrémental C; ; a une distribution de Poisson.
(P3) Les montants incrémentaux C;; sont indépendants [27].

Ici 2; est le montant des sinistres ultimes attendus (jusqu’a la derniére année
de développement observée jusqu’ici) et y; est la proportion des sinistres ultimes
apparaissant dans chaque année de développement avec la restriction > 7, v, = 1.
La restriction découle immédiatement du fait que y; est interprété comme la pro-
portion de sinistres déclarés dans I’année de développement j. Evidemment, la
proportion globale pour toutes les périodes doit étre 1.

Nous estimons les parameétres inconnus x; et y; du triangle des données connues
(la notation A est utilisée pour cela) avec la méthode du maximum de vraisem-
blance. La procédure d’estimation et les résultats sont donnés dans le lemme sui-
vant [27, 28].

Lemme 2. Supposons que tous les C; ; sont indépendants avec une distribution de
Poisson et E(C;;) = xy;. Alors, les estimateurs du mazimum de vraisemblance
pour x; et y; sont donnés par :

. CZ' 4

= e G (2.12)
ZjeA Yj
. Ci ,

yj = Lies Cus (2.13)
EjeA L

Démonstration. Nous dérivons les estimations du maximum de vraisemblance pour
les parameétres inconnus z; et y; avec la fonction de vraisemblance

(wiy;)
L= H +exp(—xiyj).
i,jEA b
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Par conséquent, la fonction de log-vraisemblance est

[=In(L)=— Z ryj + Z CijIn(ziy;) — Z In(C; ;1)

1,JEA 1,jEA 1,jEA

Ot la somme est pour tout 7, j ou C; ; est connu. Les estimateurs du maximum
de vraisemblance sont les valeurs z;, y; qui maximisent L ou de maniére équivalente
In(L) . Ils sont donnés par les équations

DT e

51.1 JEA; JEA;
DTS B
1EA; 1€EA;

Ainsi I'estimateur de vraisemblance pour z; et y; est donné, respectivement, par

. > jea Cij

S = =gea T
ZjeA Yj

Yy = 2jea Cig
! ZjeA L

Le lemme est prouvé [27].

Ainsi, les facteurs de proportion y; expriment le rapport de la somme des valeurs
incrémentales observées pour certaines années de développement j par rapport a
certaines revendications finales, c’est-a-dire y; la proportion de sinistres déclarés
dans I'année de développement j. Les paramétres x; se référent au rapport de la
somme des valeurs incrémentales observées pour certaines années d’origine ¢ par
rapport aux facteurs proportionnels correspondants, c¢’est-a-dire que si les mon-
tants incrémentaux des sinistres et les proportions respectives sont connus, il est
simple de déduire I'année d’origine 7. On peut noter les principales similitudes avec
la technique de Chain-Ladder, ou les facteurs de développement sont aussi les ré-
sultats de certains ratios.

La moyenne donnée par E(C; ;) = x;y; dans 'hypothése (P1) a une structure
multiplicative, c’est-a-dire qu’elle est le produit de l'effet de la ligne et de l'effet
de la colonne. Les effets de la ligne et de la colonne ont tous les deux des interpré-
tations spécifiques et il est parfois utile de conserver le modéle sous cette forme.
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Néanmoins, a des fins d’estimation, il est parfois préférable de reparamétrer le
modeéle pour que la moyenne ait une forme linéaire. L.e modéle de Poisson peut
étre moulé sous la forme d’'un GLM et linéariser le modéle multiplicatif dont nous
avons besoin pour choisir le logarithme en tant que fonction de lien de sorte que

E(C;;) = exp(Inz; + Iny;) (2.14)

Ou, équivalent,
In (E(Ci;)) = a; + 5; (2.15)

Ou a; = Inz; et f; = Iny; et la structure du prédicteur linéaire (2.15) est
encore de type Chain-Ladder. Car les paramétres pour chaque ligne ¢ et chaque
colonne j sont donnés.

Ainsi, la structure (2.15) est définie comme un modéle linéaire généralisé, dans
lequel les valeurs incrémentales C; ; sont modélisées comme des variables aléatoires
de Poisson avec une fonction de lien logarithmique et un prédicteur linéaire [28|.

771',]' =c—+ a; + Bj (216)

Avec la contrainte
oy = ﬁl =0 (217)

Est nécessaire pour estimer les paramétres restants du modéle ¢, a;, 8; et pour
éviter la surparamétrisation. Considérant un seul paiement incrémental C;; avec
I’année d’origine ¢ et les paiements de sinistres dans I’année de développement j
(encore a observer), nous obtenons les estimations des paiements futurs a partir des
estimations des paramétres en les insérant dans ’équation (2.15) et exponentielles,
résultant comme

Cij = Ziy; = exp(7i;) (2.18)
Compte tenu de I'équation (2.18), les estimations de la réserve pour 'année d’ori-
gine et les estimations globales peuvent étre facilement obtenues par somme :

Ri = ZiYpyo—i + -+ TiYn (2.19)
A partir des hypothéses (P1) - (P3), 'estimateur du maximum de vraisemblance
(2.19) de la réserve de sinistres pour 'année d’origine i, R; = C; jy9_i+---+Ci1 =
D1 — D;r41-i, donne la méme prédiction Di,l =Djrp1-i + R; que la méthode de
Chain-Ladder. Selon I'hypothése (P3), D; 111 + R; est un estimateur de l'espé-
rance conditionnelle £ (D; ;| D; 1+1-;) et 'hypothése (P2) contraint tous les mon-
tants incrémentaux C; ; & étre des entiers non négatifs [28].

48



Dans le modéle de Poisson, pour la provision pour perte, il est supposé que les
réclamations incrémentales sont indépendantes et que Poisson est distribué avec
les anticipations étant le produit de deux facteurs, selon 'année de survenance et
I’année de développement, respectivement. Il est bien connu que l'estimation de
la vraisemblance maximale dans le modéle de Poisson donne les estimateurs de
Chain-Ladder des revendications globales ultimes attendues (Schmidt, 2002). De
plus, Renshaw et Verrall (1998) ont remarqué que cela est également vrai pour les
modéles de Poisson sur-dispersés.

Nous rappelons que les seules hypothéses de distribution utilisées dans les GLM
sont la relation fonctionnelle entre la variance et la moyenne et le fait que la
distribution appartient a la famille exponentielle. Dans le cas de Poisson, la relation
mentionnée est V(C; ;) = E(C;;) et elle peut étre généralisée a V(C; ;) = E(C; ;)
sans aucun changement de forme et de solution des équations de vraisemblance
(Mack, Venter, 1999). Ce genre de généralisation permet plus de dispersion dans les
données. Pour la résolution des équations de vraisemblance, il n’est pas nécessaire
que les valeurs incrémentales Cj ; soient non-négatives ou entiéres et ceci conduit
a un modéle de Poisson sur-dispersé et a des équations de quasi-vraisemblance,
puisque la distribution sous-jacente n’est plus importante [33].

2.2.2 Le modéle ODP (Over-dispersed poisson)

La plupart des modéles factoriels possédent deux parameétres. Cette flexibilité
naturelle permet de capter aussi bien la moyenne que la variance des données. Il
a été démontré que certaines de ces lois ont une variance qui est fonction de la
moyenne.

Cependant, certaines distributions, tel que la loi de poisson ne posséde pas
suffisamment de paramétres pour modéliser aussi bien la variance que ’espérance
puisque I'espérance est égale a la variance. On voudrait trouver une fagon de rendre
ces modéles plus flexibles. L’idée est d’ajouter artificiellement un parameétre sup-
plémentaire pour forcer la loi & avoir une variance qui refléte mieux les données.
Ainsi, nous définissons un paramétre de sur-dispersion, noté ¢, comme étant le
facteur d’ajustement de la variance, lorsque la variance de la loi est fonction de
son espérance [35].

Dans le cas de la loi Gamma, nous n’avons pas besoin d’ajouter artificiellement
de nouveaux paramétres car la loi posséde déja deux paramétres. Ainsi, le para-
meétre de sur dispersion est introduit suite a une reparamétrisation de sorte a ce
qu’on isole l'effet de la moyenne A;; et de la sur dispersion ¢, nous obtenons alors
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un modéle ou :

E(Cij) = XNij, V(Cy) = oA, (2.20)

Donc ¢ compléte la relation ou la variance est fonction du carré de 'espérance.

En ce qui concerne la loi normale, le paramétre de sur dispersion ¢ est exacte-
ment le paramétre qui représente la variance de la loi, comme il est démontré dans
les équations (2.21) et (2.22).

Cij ~ N(>‘ij702) (221)

o’ =¢ (2.22)

Finalement, pour un modéle de Poisson, I'introduction d’un facteur de sur disper-
sion doit se faire en utilisant le principe de la quasi-vraisemblance. Pour étre bref,
ce principe met 'accent sur la relation entre I’espérance et la variance de la loi
plutot que sur la fonction de densité et son domaine. En d’autres mots, il suffit
de trouver une statistique qui engendre la relation entre 'espérance et la variance
désirée sur un domaine préétabli. Dans le cas de la loi de poisson, le nouveau mo-
déle appelé loi de Poisson sur-dispersée et peut étre défini a 'aide du raisonnement
ci-dessous.

Définition 2. X;; une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de moyenne
et de variance toutes les deuz égales a ju;; [34, 35].

Xij ~ Poisson ()

Et aussi soit -
Y;j ~ Poisson (%),Y €{0,1,...}

Zz’j = ng;j, Zij S {O, ¢, 2¢, .. }

Ou ¢ est le facteur de sur-dispersion désiré. Nous avons alors :

B(Yy) =52 Var(Vy) = (2.23)
E(Zij) = 1y, Var(Zi;) = i (2.24)

La variable aléatoire posséde alors une relation entre I’espérance et la variance.
De plus, elle se comporte comme une loi de Poisson, mais qui est définie seulement
sur les multiples du facteur de sur-dispersion, ce qui fait en sorte que pour un tel
modele, la distribution des réserves sera en escaliers [34].
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Le modéle de la loi de Poisson sur-dispersée

L’idée principale d’un modéle linéaire généralisé dans cette étude est de cap-
turer la tendance des réglements incrémentaux au fil des années d’origine et des
années de développement en supposant que les réglements suivent une loi paramé-
trique.

Parmi les familles de distribution possibles telles que Poisson sur-dispersée,
Lognormal, Gamma etc. nous choisissons de présenter la premiére car la théorie
prouve qu’avec un GLM cette famille reproduit exactement les mémes prédictions
que la méthode de Chain-Ladder déterministe. Avant d’entrer dans les détails,
nous rappelons la notion d’une loi de poisson sur-dispersée.

Définition 3. (Loi de poisson sur-dispersée)
Soient (i, ¢ deux réels strictement positifs. Une variable aléatoire X suit la loi

de Poisson sur dispersée de paramétre (u,p) si et seulement si % suit une loi
de Poisson de parameétre % Dans ce cas nous notons X = ODP(u,¢). Avec

le paramétre ¢ en plus, une loi de Poisson sur-dispersée généralise une loi de
Poisson habituelle. FElle permet ainsi une relation plus flexible entre la variance
et Uespérance de la variable. Concrétement, Var(X) = ¢E(X). Par ailleurs, la
famille de la loi de Poisson sur-dispersée posséde une propriété intéressante : elle
est invariante par l’additivité montrée dans le théoréeme connu suivant :

Théoreme 9. Soient X, Xy deux variables aléatoires telles que X1 = ODP (1, @)
et Xo = ODP(us, ¢). Alors, nous avons X; + Xo = ODP(uy + pz, ¢)[34).

Ces propriétés ont un role important dans le modéle linéaire généralisée basé
sur I’hypothése suivante :

Hypothéses : (GLM, Loi de poisson sur-dispersée)

Soient (Y; ;)i j>1 les réglements non cumulés, alors pour tout ¢,j =1,2,...,n:
— Les (Y;;);; sont indépendants.
— Y, ; suit la loi de poisson sur-dispersée de parameétre (u; ;, ¢) avec ¢ > 0.

— 1II existe des paramétres réels p,aq, g, ..., ap et By, Ba, ..., B, tels que :
pi; = exp(p + ai + ;)
- 041:Oetﬁ1:0.
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Les paramétres a; ont pour role de capter la tendance des réglements par rap-
port aux données d’origine. De méme facon, les 3; décrivent la tendance des régle-
ments par rapport années de développement alors que p permet un role global [34].

L’hypothése 4 est une maniére simple de faire face au probléme de surparamé-
trisation. En effet, si nous nous n’avions pas cette hypothése, le modéle ne serait
pas identifiable car en remplagant ;1 par p — € et oy par o;_, les p;; resteront
inchangés. C’est pour cette raison, a; et [, ne font pas partie des paramétres a
estimer dans la suite et leurs valeurs sont déja fixées, par 'hypotheése 4, a 0.

Nous avons a notre disposition la réalisation y; ; des variables aléatoires Y; ; avec
i+ j < n. Cet échantillon servira a estimer le vecteur des paramétres 6 = (u, «, 3)
ol o= (ag,...,a,) et B =(0s,...,0,) par la méthode de maximum de vraisem-
blance.

Une fois avoir obtenu I'estimateur 6 de 6, nous remplirons les cases manquantes,
c’est a dire les cases (i,7) ot n+1 < i, j < 2n par leurs valeurs espérées estimées

E(Y;;) = (i + i+ )
Estimation des paramétres

Etant donné que la variable Y;; suit la loi de Poisson sur-dispersée de para-
métres (y;;, @), la densité de probabilité de Y;; en y; ; est :

P(Yi;=vij) = (2.25)

Par ailleurs, I'indépendance des variables Y; ; nous permet d’écrire le logarithme
de la vraisemblance du modéle comme suit

(N;;j)yiz;j

i+j<n ( ¢ )

= LS s+ ) —exp(p+ i+ 8)) — Fuis, 0) (2.26)

Qb i+j<n

Avec f(yij, ¢) qui regroupe tous les termes qui ne dépendent que de y; ; et ¢.
Remarquons que f(y;;, ¢) et ¢ ne jouent aucun role dans la maximisation de la
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vraisemblance par rapport au paramétre . De fait que, I'estimateur de maximum
de vraisemblance du paramétre 6 est le résultat du programme suivant :

0 = argmax (A, ) = Z (yij(pn+ i+ B;) — exp(p + a; + 55)) (2.27)

i+j<n
Pour résoudre ce programme, nous dérivons [(A, @) par rapport a p, on obtient :
Ti; — exp(p+ o + ;) =0
Inz;; =i+ d; + Bj
Les hypothéses du modéle ODP

Les sinistres incrémentaux X, ; sont indépendants et distribués selon la loi de
Poisson sur-dispersée ; il existe ¢, p;,7y; tels que

X, o
—d o~ Poz’sson(w)
¢ ¢
Et
J
> =1
=0

Ce modeéle exige que les sinistres incrémentaux X; ; ne soient pas négatifs, ce qui
est souvent le cas pour les paiements de sinistres, mais pas pour les pertes subies
[13, 34].

La premiére propriété du modéle ODP

Nous avons le modéle multiplicatif avec
E(Xi ;) = iy et var(X; ;) = dpivy;

Par ailleurs
(75)j=0,....s : est le modéle de développement des sinistres incrémentaux.

Bj = i:o ve modéle de développement des sinistres cumulés [34].
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La fonction de log-vraisemblance

La fonction de log-vraisemblance, compte tenu des données D; est :

“2/7 , 7Y
lD[ /’LNfYJ Z 2 ¢j ]' ( ¢])
i+75<1I

Le but de trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance fi,; et ¥; i.e.
maximiser [p, (11, ;). Résoudre pour tout i et j :

5D1(Miaf)/j) =0 et (WDI(’U“VJ)

=0
O pli 0;

Estimateurs du maximum de vraisemblance du modéle ODP

Les emv ™" et 47" dans le modéle ODP sont obtenus en résolvant :

T—i+1 T—i+1
mey v = Z Xij = Cis (2.28)
j=1
I—it1 I—i+1

Vi Z Hi = Z Xij (2.29)
j=1 j=1

Sous la contrainte latérale Z}]:o v; =1 ]34, 35].

Remarque 4. Le paramétre de dispersion (constant) s’annule en (2.28)-(2.29).

La prédiction des sinistres incrémentaux dans le modéle ODP

Les payements cumulés C; ; données par Dy est prédits par 'emv :

S ~ emu § vemv
CZ’,J - C’L d—i + H;
j=I—i+1

emu x emu,itj>1
Xij = I

Remarque 5. En générale, XZ-J n’est pas un estimateur sans biais, i.e.
E(Xi;) # E(Xij) = mv;
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ODP et le modéle CL (Chain-Ladder)

Théoreme 10. Nous avons

CEt =Ciy =™ (2.30)

7

Démonstration. Hachmeister-Stanard (1975), Kremer (1985), Mack (1991) [18].
[l

Les modéles CL et ODP sont tres différents d’un point de vue stochastique,
mais ils ménent par hasard vers les mémes réserves pour sinistres. La différence
est dans le calcul des moments d’ordre supérieur, comme MSEP [20].

Par conséquent, le prédicteur de CL classique C’Zcf , peut étre utilisé pour ob-
tenir son emv.

Désormais, (2.30) fournis une solution analytique pour (2.28)-(2.29), par ailleurs

J J-1

1
Bjmv _ Zﬁjmv _ H =

k=0 =5 1

Ou Bjm” est 'estimateur du modéle de développement des sinistres cumulés

J
Bi=>
k=0
Voir W.Merz (2008), Corollary 2.18 |22].

2.2.3 Le modéle Gamma

La modélisation des montants des payements incrémentaux en tant que va-
riables réponse gamma indépendantes, avec une fonction de lien logarithmique et
le prédicteur linéaire de type Chain-Ladder [20] produit exactement les mémes
résultats que ceux obtenus par Mack (1991). La relation entre ce modéle linéaire
généralisé et le modéle proposé par Mack a d’abord été mise en évidence par Ren-
shaw et Verrall (1994). Le méme modéle peut étre ajusté en utilisant le GLM
décrit dans le modéle de Poisson sur-dispersé, mais dans lequel les montants incré-
mentaux sont modélisés comme des variables réponse Gamma indépendantes, avec
une fonction de lien logarithmique et le méme prédicteur, et juste en remplagant
Var(Cij) = ¢piy; par Var(Ci;) = ¢p;,; . Comme c’était le cas avec le modeéle
log-normal, les valeurs prédites fournies par le modéle Gamma sont généralement
proches des estimations de Chain-Ladder, mais elles ne peuvent étre garanties [13].
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Remarque 6. (England, Verrall, 1998) Le modéle Gamma mis en ceuvre sous la
forme d’un modéle linéaire généralisé donne exactement les mémes estimations de
réserves que le modéle Gamma mis en euvre par Mack (1991), ce qui est plutot
réconfortant que surprenant. Pour obtenir des prédictions et des erreurs de prédic-
tion pour le modéle Gamma, il suffit d’un petit changement dans le modéle ODP.
Le modéle Gamma est donné avec la moyenne

E(Cij) = i (2.31)

A'l)ec l(]/ ?)(M”ian(:e
Var(Cy;) = ¢(E(Ci;))* = ops, (2.32)

Donc la variance de ce modéle est proportionnelle a la moyenne quadratique, non
proportionnelle a la moyenne comme dans le cas du modéle ODP [12].

Remarque 7. Nous devons imposer que chaque valeur incrémentale soit non né-
gative si nous travaillons avec des modéles gamma (Poisson). Cette restriction peut
étre surmontée en utilisant une approche de quasi-vraisemblance.

En utilisant de la structure de prédicteur de type Chain-Ladder
Nij =c+ o+ Bj 00 =0 =0
log(pij) = i

1l est facile d’obtenir des estimations de paramétres et des valeurs prédites en
utilisant les GLM [34, 18].
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Chapitre 3

Sur ’approche géométrique de la
méthode Chain-Ladder : Propriétés
et Application

Ce chapitre, avec quelques développements et modifications est le texte d'un
article apparu dans le journal "International Journal of Applied mathematics &
Statistics " dans lequel un aspect géométrique de la théorie standard des estima-
tions des réserves en utilisant les payements incrémentaux est donné. De plus, les
facteurs de développement (k;) sont estimés par une technique graphique, il est
donc nécessaire de calculer les tangentes pour chaque année de développement 7,
puis les cercles inférieurs sont estimés en utilisant des cercles et des tangentes ob-
servés. Cela conduit a des estimations annuelles et des provisions totales.

Afin de valider approche proposée, une application numérique est effectuée, quelques
exemples sont donnés pour illustrer et montrer I'efficacité de 'approche proposée.

Enfin, une application et une analyse critique des différentes méthodes de provi-
sionnement non-vie qui ont été évoquer dans les chapitres précédent sont proposé.

o7



3.1 Approche graphique pour le calcul des réserves

3.1.1 Théorie et développement du modéle

Le développement théorique du modéle proposé est basé sur les suppositions
suivantes :

Pour certains I > 2, la variable X est interprétée comme le montant des paye-
ments incrémentaux des années d’accident ¢ et des années de développement j.
Pour plus de commodité, nous définissons X = 0, et nous supposons que [ = J.

Dans la théorie standard de la revendication des réserves, également appelée la
théorie IBNR, on suppose que les paires (i,7) des années d’accident et de dévelop-
pement avec ¢ 4+ j < I 4+ 1 décrit les derniéres années pour lesquelles le « Triangle
» run-off des observations réelles X € R sont disponibles :

(1,7) €

Oun g = {(i,j)|1 <i<L1<j<I—i+ 1} est 'ensemble d’index du «triangle».
Les pairs (i,7) avec ¢ + j > [ + 1 se référe aux années futures avec des résultats
inconnus pour les montants de réclamation correspondants. C’est la tache de la
théorie IBNR de fournir des estimations pour les sinistres a payer, c’est-a-dire des
estimateurs pour la provision totale aléatoire.

Dans le modéle proposée, la variable du montant des payements incrémentaux
)
X, ; par la surface des cercles S, ; avec :

S@j = WR%, (32)
I—-j
Zsi,jﬂ = mR%s (3-3)
=1

Les montants des payements cumulées C;; sont représentés par la somme des
cercles D; ; avec :

Dz’,j = 7TR2D, (34)
I—j
> Di;=7R}), (3.5)
=1
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Hypothéses

L’approche développée est basé sur deux hypothéses données comme suit :
H1 : Pour chaque 1 <i <1, 1<j <TI—1I1lexiste des constantes k; avec :

J
Sij+1 = E Sij - kj
=1

H2 : : Les surfaces {S;1,...,5} et {Sk1,..., 5.} des différentes années
d’accident ¢ # k sont indépendant.

3.1.2 Facteurs de développement graphique :

Pour chaque année de développement j € {1,...,1 — 1}les coefficients (k) :=
(k;) sont appelés les facteurs de développement graphiques, i.e. FDG et

sont estimés par :
~ H-t ?
R — (1 _ ﬂ) (3.6)
Rsp

Nous supposons que H une unité de mesure, ot H est la distance entre les deux
2 2
cercles R5,g et R p.

Rso

FIGURE 3.1 — La représentation du facteur de développement graphique



Nous ne pouvons pas deviner les vraies valeurs des facteurs de développement
graphique k1, ..., kr_1 car les surfaces des cercles ne sont pas encore connues a t = [.
Ils ne peuvent étre estimés qu’en utilisant les surfaces des paiements incrémentaux
S;; comme nous I'avons montré dans la formule 3.6.

Démonstration. Preuve : Nous démontrons comment nous avons obtenu les FDG,

Rsp Rss
tana = =

A A—H

En utilisant 7, 3 et 5, nous obtenons

- (452

En remplagant A dans la derniére équation nous obtenons
R 2 2
- (t;lg —H) _ (1_ H.tana>
R
taﬁz RED

Nous exposons ici une autre méthode pour calculer les facteurs de développe-
ment graphique GDF.

]

I—j
_ S
k= (3.7)

Une propriété éminente d’un bon estimateur est que 'estimateur doit étre sans
biais.

Théoreme 11. Sous les hypothéses Hy et Hy , les estimateurs des facteurs de
développement graphique kq, ..., ki_1 défini par 7 sont sans biais et non corrélés.

Démonstration. D’abord, nous démontrons que les facteurs de développement gra-
phique sont E [kj} = k; non biaisés i.e. F; = {zyli+1 < I+ 1,1 < j} La
signification mathématique de la premiére hypothése H; est donnée par,

E(Si7j+1‘si71’ ,S,L’j> - D’L,j ‘ k] ,1 S Z S I, 1 Sj S [ - 1
En raison de la régle itérative des attentes,
ek -E[e[E1 7))
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Nous avons

E [Si,jJrl \ -7:1] = K [Si,jJrl \ Sm, ---7S¢,j] , by Hy

J
= ZSZ',Z +kj =Dk , by Hy
=1
Cela implique que

I=j
_ ;Si,jﬂ
E% | 7] = B— | F)

T
> Dij
=1

I—j
> E L[S | F]
— = : ,car D; ; is Fj-measurable

E [E]] = [E [k;] Ce qui montre que les estimateurs Ej ne sont pas biaisés.

Nous passons maintenant a la non-corrélation entre les estimateurs des facteurs

de développement, E [kjl & ] _E [Ej ] E [’/5,} for j, < jo.

e[i 515

Ejl -E |:Ej2 | ‘/—-J2i|] car jl < j2

|
E =B @& =

Ejl} -E [E] ] , car Ej ne sont pas biaisés
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3.1.3 Réserves de sinistres

L’objectif de la méthode de réservation des sinistres est l'estimation des ré-
serves pour cela nous devons estimer les surfaces des cercles futurs, en utilisant
I’hypothése H1, Pourtout 2 <:< /1,1 <7< -1

J
Sije1 = E Sij - kj
=1

En additionnant la surface des cercles de chaque ligne, nous obtenons les ré-
serves de sinistres annuelles de I’année d’accident pour 7 =2, ...,

I
Ri= Y S (3.8)
Et ’'ensemble des surfaces estimées donne de la réserve totale :
~ I ~
R=> R (3.9)
i=2

3.1.4 Illustration numérique

Pour notre exemple numérique, nous utilisons I’ensemble de données dans la
figure 2. Le tableau contient des paiements incrémentaux pour les années d’accident
ie{l,..,6}

Nous appliquerons notre approche graphique pour les réclamations de réserves
sur les données de paiements incrémentaux X ;.

Accident Development year j
year i 1 2 3 4 5 6

1 5947 7712 895,7 207,8 206,7 62,1
2 6346,8 32464 723,2 151,8 67,8
3 6269,1  2976,2 847,1 262,8
4 5863 2683,2 1225
5 5778,9  2745,2
6 6184,8

FIGURE 3.2 — Triangle des payements incrémentaux, en Euro 1000

Tout d’abord, nous déduisons le rayon des cercles S;; de chaque paiement
incrémental X ;, puis nous les représentons comme dans la figure 3.3.
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FIGURE 3.3 Représentation des surfaces des incréments par des cercles.

En utilisant la formule 3.6, nous pouvons estimer les facteurs de développement
graphique GDF pour chaque j € {1,...,1 — 1}, les rayons des cercles et la distance
A nous permettent de calculer les tangentes comme nous I’avons montré dans la
figure 3.1.

k; | 0,50893 0,08605 0,0201 0,01292 0,00566

TABLE 3.1 — Estimation des facteurs de développement graphique.
Ensuite, nous estimons les cercles inférieurs en utilisant la premiére hypothése H1

et enfin nous calculons les réserves comme surfaces des cercles estimés, les résultats
sont donnés dans la figure 3.4.
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FIGURE 3.4 Représentation des surfaces des payements futurs par des cercles.

Résultats et discussions

Les résultats obtenus sont exactement les mémes que ceux calculés par la mé-
thode de Chain-Ladder [17] et Papproche incrémentale stochastique [8]. Les ré-
serves estimées par I'approche graphique [4] donnent pour la premiére fois un
aspect géométrique a la théorie standard de provisionnement.

Le tableau ci-dessous compare les résultats de 'approche proposé (modéle gra-
phique) [4], le modéle de Mack [17] et 'approche incrémentale stochastique [8|.
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i Modéle de Mack Approache Graphique | Approache Stochastique incrémentale
1 0 0 0
2 59.6 59.6 59.6
3 193.2 193.2 193.2
4 362.6 362.6 362.6
5 1095.7 1095.7 1095.7
6 4347.3 4347.3 4347.3
Total 6058.4 6058.4 6058.4
TABLE 3.2 — Comparaison des provisions des différents modéles
Conclusion

Ce travail est axé sur un aspect géométrique de la théorie standard de provi-
sionnement en utilisant des payements incrémentaux. Une approche graphique est
proposée pour le calcul des provisions pour sinistres en assurance non-vie, appelée
approche graphique pour calcul des réserves de sinistres en utilisant des réglements
incrémentaux. Une application numérique est effectuée et les résultats obtenus sont
en accord avec les résultats de la méthode de Chain-Ldder [17] et 'approche incré-
mentale stochastique [8]. Les recherches actuelles dans le domaine des provisions
techniques reposent principalement sur la théorie ; Cependant, dans ce travail, une
approche graphique est développée.

65




3.2 Application et analyse critique

Cette partie est consacrée pour une application numérique et analyse critique
des différentes méthodes de provisionnement en assurance non-vie dans le cadre
de Solvabilité 2 et qui sont évoquées précédemment.

Notre étude ayant pour but I'estimation des paiements futurs concernant les
sinistres survenus avant I'année I, c’est-a-dire la partie supérieure du tableau. Tl
existe de nombreuses méthodes permettant d’estimer le triangle inférieur. Nous
avons retenus les méthodes classiques qui sont le modéle de Mack [17, 19| qui
est la version stochastique de la méthode de Chain Ladder [9, 18| et I'approche
incrémentale 8| détaillés dans le chapitre 1, ainsi que les modéles linéaire généra-
lisée évoqué dans le chapitre 2 et 'approche graphique proposée dans le chapitre 3.

Nous analysons I’ensemble de données standard de Wiithrich, Merz [34], voir
le tableau 3 ci-dessous. Le tableau contient des payements incrémentaux pour les
années d’accident ¢ € {0,...,9}, d’abord nous appliquerons le modéle de Mack
pour estimer les provisions de sinistres qui sera un axe de comparaison pour ’ap-
proche incrémentale et 'approche graphique ainsi que la distribution de Poisson
sur-dispersée et Gamma par la suite.

ii 0 1 2 3 4 5 & 7 8 3
0 59471 37212 8957 27,8 2067 €21 €52 1.3 1,1 158
1 63463 IME4 7232 151,8 7.8 356 528 1.2 1.6
: 62691 29762 8471 2628 152,7 65,4 535 3
3 5263 26832 7225 190,7 13 223 433
4 57783 27452 £33 734 230,3 1052
5 £12438 28283 5728 2443 105
6 5600,2 13032 5631 1255
7 52281 2401 528
3 52008 21357,9
g 56756

FIGURE 3.5 — les payements incrémentaux observées X, ; en Euro (1000).

D’abord, nous utilisons la formule (1.11) pour avoir les estimations des paye-
ments pour les années futures, les résultats sont donnés dans le tableau 3.6.
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i 0 1 2 4 5 g 7 3 5
0

1 10663,11
2 1064678 106619
3 U8 G464 975847
4 ST W% Ws313 WD
5 1000506 1005653 1006738 1007788 1009215
3 511876 948547 95340 M5 55446 95680
7 RAS05 850,39 BEI014  BEP4S4  BEB39  BEBI96 RSN
g $M346 SARM 85717 861682 8E6L1S 86705 ®67954 S@1E6
8 g7l 47 93WH 14 9432 BW3 WE  Bile7 %3

FIGURE 3.6 Les estimations des payements pour les années futures.

Les résultats de 'estimation des provisions des sinistres par la méthode de
Mack sont donnés dans le tableau 3.7.

i Annges de développement
0 1 2 3 4 5 ] 7 8 | Ri

a 5847 9668,2 wsey . 1emly  10GWRA 0 H0MS 0 fHWE3 . il | IRes 11148 i
1 6346,8 95932 03164 104687 10536 5726 1ESA 106366 @ 106482 151
2 B263.1 22453 esis  1\52 WSS 10553 10668 10657 263
3 5863 §545,2 9268,7 9459, 4 5924 9680,7 e #5
4 57788 85241 9178 9514 9681,7 97864 853
5 B1B4E 90131 95859 9630, VR 1565
b 5600,2 84934 3056;5 9282 286,1
7 5288,1 7782 8256,2 M52
] 5290,8 76487 10432
3 56756 35508

j 16257 10925 1017 10192 1,0057 1,006 10013 1001 1,004 60471

FIGURE 3.7 Les réserves calculées par le modéle de Mack [17] en Euro (1000).

Estimer les réserves par I'approche incrémentale [8] nous permet d’avoir le
tableau suivant :
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If] il i 2 3 4 5 B 7 8 ) Ri
0 58471 g 8957 2078 06,7 621 5.8 48 11 158 ]
i B346,8 32464 7232 1518 67,8 365 528 i1z 116 151
2 62691 97627 g7l 1618 517 654 533 L 63
3 5863 16832 715 307 13 883 433 343
4 5788 7452 6339 e 303 5.2 853
5 B1848 8283 5718 2449 15 158,
] 5000.2 28332 563,1 255 86,1
7 52881 24491 58 437
: 52308 1579 10437
9 56756 39508
f] 1,8957 10926 Loy 10192 10057 1,006 Tonis 1,001 10614 B047, 1

FIGURE 3.8 Triangle des payements incrémentaux en Euro (1000).

L’estimation des facteurs de développement en utilisant la formule (3.7) permet
d’avoir le tableau suivant :

k; | 0,6257 0,0926 0,0197 0,0192 0,0057 0,006 0,0013 0,001 0,0014

TABLE 3.3 — Les estimations des facteurs de développement graphique [4].

Apreés la représentation graphique des surfaces des payements incrémentaux par
des cercles dans le logiciel statistique Matlab, et en utilisant la formule (3.6) pour
avoir les surfaces des payements futures, et en appliquant la formule (3.9) pour
obtenir les réserves des sinistres annuelles et enfin la formule (3.10) nous permet
d’avoir la réserve totale, les résultats sont mentionnés dans le tableau suivant :
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ifi 0] 112 3 415 6 718 9

Ricmmhiq“6 0]15.11]26.3]34.5|85.3 | 156.5 | 286.1 | 449.2 | 1043.2 | 3950.8

6047.1

TABLE 3.4 — les réserves de sinistres par 'approche graphique [4]

Proposition 4. Comme noté auparavant, la fonction de densité (2.7) détermine
a quelle famille la distribution exponentielle appartient. De méme on peut spécifier
la structure de la fonction de variance unitaire sous-jacente,V (.) , définie comme :

Nous nous concentrons sur les fonctions de variance unitaire d’une variété puis-
sante, a savoir V(u) = P pour p € (—o0,0] U [1,00). Les valeurs spécifiques de p
correspondent a des distributions spécifiques, par exemple quand p = 0,1,2,3 on
retrouve les distributions Gaussienne, Poisson, Gamma, Gaussienne inverse res-
pectivement [1].

Nous centrons nos exemples autour de p = 1 et p = 2, correspondant au
Poisson sur-dispersé et la distribution de Gamma. Les réserves de sinistres pour
ces modeles sont facilement accessibles avec la plupart des logiciels statistiques
standards.

Estimer avec p=1 la distribution de Poisson sur-dispersée

En utilisant le logiciel statistique R nous obtenons les estimateurs de maximum
de vraisemblance EMV des parameétres sous-jacent p; et 7, de la distribution de
Poisson sur-dispersée.

Remarque 8. Notez que pour p =1, les estimations des paramétres sous-jacents
peuvent étre obtenues en utilisant la méthode de Chain-Ladder classique ; voir le
corolaire 2.18 de Wuthrich et Merz [34].
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fi | i
1.000 | 6572,76
0.957 | 3237,32
0.956 | 762,83
0.875 | 241,836
0.886 | 160,501

~.
©OO\]CTJOT>J>C¢O[\DHO§

0.905 | 76,540
0.858 | 56,870
0.781 | 12,002
0.780 | 11,641
0.863 | 15,813

TABLE 3.5 — Les estimations des parameétres p; et A; pour le cas p—1

Les réserves de sinistres annuelles et totales obtenues sous les hypothéses de la

distribution de Poisson sur-dispersée sont mentionnées dans le tableau 3.6.

ifi 0] 112 3 415 6 718 9

R

ROPP 10| 15.1 | 26.3 | 34.5 | 85.3 | 156.5 | 286.1 | 449.2 | 1043.2 | 3950.8

6047.1

TABLE 3.6 — Les réserves de sinistres annuelles et totales du modéle ODP.

Estimer avec p=2; la distribution de Gamma :

Les estimateurs de maximum de vraisemblance des paramétres sous-jacent de

la distribution de Gamma sont présentés dans le Tableau 3.7.
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TABLE 3.7 Les estimations des parameétres p; et A; de la distribution de Gamma.

Les réserves de sinistres annuelles et totales obtenues par la distribution de

emuv

emuv

i3 | ™|

0 1 | 6999.574
1T [0.760 | 3426.601
2 [0.000 | 800.954
3 [ 0.850 | 252.086
4 [ 1.052| 161.788
5 10809 | 77.394
6 | 0.811| 61.418
7 10709 | 13.159
8 |0.722| 13.226
9 | 0811 | 15.813

Gamma sont présentées dans le Tableau 3.8.

i/i 0 1]2 3 415 6 718 9 R
Rf“mm“ 0.00 | 13.1 | 24.5 | 31.6 | 73.2 | 130.4 | 274.3 | 430 | 1013.1 | 3956.9 | 5947.1
TABLE 3.8 les réserves de sinistres annuelles et totales du modéle Gamma.

Pour I'évaluation des provisions techniques annuelles et totales, les différents mo-
deéles donnent les résultats suivants :

AA/AD | Distributions non paramétriques | Distributions paramétriques
Z/j RZMack: Rilncrmentale RiGmphique RZODP RiGamma
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
17 15.1 15.1 15.1 15.1 13.1
2 26.3 26.3 26.3 | 26.3 24.5
3 345 34.5 345 | 345 31.6
47 85.3 85.3 85.3 85.3 73.2
R 156.5 156.5 156.5 156.5 130.4
67 286.1 286.1 286.1 286.1 274.3
77 449.2 449.2 449.2 449.2 430
87 1043.2 1043.2 1043.2 1043.2 1013.1
9 3950.8 3950.8 3950.8 3950.8 3956.9
R 6047.1 | 6047.1 6047.1 | 6047.1 5947.1
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Analyse des résultats :

D’apreés les résultats de calcul des provisions de sinistres incrémentaux étalés
sur la période de dix ans on constate une coincidence entre les réserves annuelles
et totales obtenus par la méthode de Mack, 'approche incrémentale et I’approche
graphique et la distribution de Poisson sur-dispersée malgré la différence des hy-
pothéses des modéles, ainsi que le modéle de Poisson sur-dispersée qui s’appuie
sur les parameétres contrairement au reste des méthodes

Les résultats obtenus par ’approche incrémentale sont identique a ceux calcu-
lés par le modéle de Mack en utilisant les payements cumulés, alors nous pouvons
calculer les réserves simplement avec les payements incrémentaux sans avoir besoin
des payements cumulés, cela nous permet d’éviter une étape de calcul ce qui nous
fait gagner du temps.

Les résultats obtenus par 'approche graphique sont exactement les mémes que
ceux calculés par le modéle de Mack et I'approche incrémentale stochastique. Les
réserves estimées par ’approche graphique donnent pour la premiére fois un aspect
géométrique a la théorie standard de provisionnement et nous pouvons avoir une
image clair des informations que nous avons dans le triangle.

[’exactitude de réserves obtenues par le modéle de poisson sur-dispersée mal-
gré la différence des modéles donnent dans un premier temps une diversité dans le
choix des modéles.

La légeére différence issue du modéle de Gamma prouve I'exactitude dans 'ap-
plication des méthodes.

De maniére générale, le modéle Log Gamma donne des distributions a queue
plus épaisse que le modéle Poisson Sur-dispersé.

Conclusion de P’application numérique :

Cette étude s’appuie tout d’abord sur I’application pratique de méthodes clas-
siques de calcul de provisions techniques pour établir leur adéquation aux données.

Nous avons vu que la plupart des méthodes d’estimation des réserves convergent
vers la méthode de Chain-Ladder qui est incontestablement la méthode la plus
utilisée en assurance non-vie; elle est devenue une référence pour la plupart des
assureurs qui voient en elle une méthode simple et relativement efficace par rapport
a ces critéres de performance. D’ailleurs, les modéles de provisionnement relative-
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ment innovateurs sont souvent appliqués a la méthode Chain-Ladder.

Les résultats obtenus par les méthodes non paramétriques pour le calcul des
provisions techniques et la méthode paramétrique du modéle de Poisson sur-
dispersée donnent dans un premier temps une diversité de choix pour 'estimation
des réserves de sinistres pour les compagnies d’assurances, et prouvent un travail
compétant des actuaires dans le domaine d’assurance non vie.

Critiques de la méthode Chain-Ladder

Cette méthode relativement, simple, pose malgré tout quelques problémes :
Le schéma de développement est identique pour toutes les années de surve-
nances, c’est-a-dire que le cotit du sinistre au bout de 7 années de déroulé
est proportionnel au cott de 'année précédente, ou méme de n’importe
quelle année < j | et ce coefficient de proportionnalité ne change pas (et
correspond & fj_1fj_2... fi) Ceci n’est généralement pas le cas en pratique
dans plusieurs situations :

— Changement de jurisprudence : dans ce cas-13, il peut y avoir un saut au
niveau des paiements, qui seront alors beaucoup plus élevés si les paiements
ont lieu aujourd’hui que s’ils avaient eu lieu 'année passée ;

— Changement de management (au niveau de la gestion des sinistres, ou de la
souscription) : pour diverses raisons, une entreprise, qui pensait qu’il pou-
vait étre intéressant de faire trainer les sinistres dans la durée (et aller au
tribunal plutot que payer rapidement) peut penser, par la suite, qu’il peut
étre intéressant de payer trés rapidement les sinistres (en particulier pour
des raisons de couts internes).

— Pour les années récentes, l'incertitude est trés importante : le coefficient
multiplicatif de la derniére année est le produit de n — 1 estimations de
coefficients de proportionnalité. Cette incertitude est d’autant plus grande
pour les risques longs, ot les premiers paiements commencent au bout de
quelques années : si les paiements de la premiére année représentent de
lordre de 1% du montant total, avoir payé 0.8% ou 1.2% va faire varier
le montant total de provisions pour cette année de 50%! l'utilisation des
triangles de paiements dans ce cas peut s’avérer hasardeux.

Pour reprendre le point précédent, cette méthode déterministe ne permet
pas d’obtenir de mesure de précision (ou plutdt d’imprécision) sur les esti-
mations |9
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Conclusion

Depuis les années 1990, de nombreuses avancées ont été faites dans la modéli-

sation des provisions pour sinistres a payer et dans la compréhension des modéles.
Traditionnellement, les actuaires ont utilisé la méthode Chain-Ladder. Depuis, les
méthodes économétriques reposant sur des facteurs ligne ou colonne ont été ap-
profondies (et offrent aujourd’hui une trés grande richesse).
Parallélement, les méthodes paramétriques ont bénéficié des développements ré-
cents des logiciels. Les actuaires commencent seulement a mieux comprendre ces
modéles, souvent complexes, a mieux comprendre comment intégrer un avis d’ex-
pert, comment prendre en compte des ruptures dans la gestion des sinistres ou de
I'impact des traités de réassurance. Malheureusement, ces avancées sur la modélisa-
tion, qui s’avérent maintenant beaucoup plus délicates, n’ont pas été accompagnées
d’une communication adaptée.

Les méthodes de provisionnement évoluent a la fois pour répondre a cette nou-
velle exigence réglementaire et en vue de satisfaire également a certains critéres. En
effet, de nombreuses méthodes ont vu le jour pour s’adapter a ce que J.M. Nessi 2
nomme « critéres de performance » : données fiables ou nombreuses, branche peu
volatile, etc. Les méthodes progressent pour faire face a la non-réalisation d’un
ou plusieurs de ces critéres. Chain Ladder est incontestablement la méthode la
plus utilisée en assurance non-vie; elle est devenue une référence pour la plupart
des assureurs qui voient en elle une méthode simple et relativement efficace par
rapport a ces critéres de performance. D’ailleurs, les modéles de provisionnement
relativement innovateurs sont souvent appliqués a la méthode Chain Ladder dans
un premier temps.

Toutefois, on est en droit de se demander si la méthode Chain-Ladder est la
plus appropriée dans la plupart des cas. Le provisionnement est souvent affaire de
choix et, selon Hans Biihlmann 3, « le provisionnement n’est pas un probléme de
modélisation complexe et sophistiqué, mais plutét un exercice de choix de modéle
». En effet, lorsque I'actuaire retient une méthode d’évaluation, cela a nécessaire-
ment une conséquence importante sur le niveau des provisions a constituer. C’est
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ainsi que le savoir et 'expérience de l'actuaire interviennent dans le processus
d’évaluation des provisions techniques. La méthode de Chain-Ladder permet de
surcroit d’introduire ce jugement dans le calcul méme des provisions.

Les compagnies d’assurance doivent désormais répondre a de nouvelles exi-
gences réglementaires introduites par la directive Solvabilité I1. En assurance non-
vie, les provisions pour sinistres a payer sont souvent les plus importantes en
montant et nécessitent, par conséquent, une évaluation trés précise. Celles-ci cor-
respondent aux sinistres survenus a la date d’inventaire mais qui n’ont pas encore
été réglés.

C’est, le temps pour faire le bilan : résumons ce que nous avons parcouru dans
cette thése. Nous avons revisité la méthode Chain-Ladder a la fois pour mon-
trer ses points faibles et pour nous inspirer sur notre approche géométrique. Nous
avons construit un cadre théorique standard avec la notion centrale des mesures de
provision cohérente, ol nous avons proposé pour la premiére fois une approche gra-
phique pour le calcul des réserves, Nous avons ensuite étudié les modéles linéaires
généralisés en provisionnement et enfin, nous avons fait une application numérique
et une analyse critique dans laquelle nous avons appliqué plusieurs méthodes qui
ont été détaillé tout au long de cette thése pour évaluer les provisions techniques
au sein d'une compagnie d’assurance.
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Perspectives de recherches

Comme perspectives de travail, il serait intéressant de traiter les sinistres par
mois de développement et non pas par année de développement et comparer les
résultats des estimations des réserves. Il serait aussi intéressant d’étudier les si-
nistres incrémentaux négatifs au sein des compagnies d’assurances, un probléme
qui a été évoqué par R.J. Verral dans l'article [33]. Voila une belle question de
recherche pour de futures investigations.
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