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Résumé

L’objectif de cette thése est d’étudier les solutions périodiques de certains systémes
différentiels polynémiaux en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Cette
étude est illustrée par des applications. Le premier systéme étudié est du deuxiéme ordre,
de la forme

T = —y+eP(z,y)+ hi(t),
) = x+eQ(x,y) + ha(t),

ou P, Q sont des polyndmes en x, y de degré n, h;(t) = h;(t + 27) avec i = 1,2, sont des
fonctions périodiques et € est un petit parametre.
Le deuxieme systéme est du troisiéme ordre, de la forme

r o= _y+€P($ay7Z>+h1(t)7
) = x+€Q(xay>Z)+h2(t)a
z = az+eR(x,y,z)+ hs(t),
ol a est un nombre réel, P, Q et R sont des polyndmes en x, y, z de degré n, h;(t) = h;(t+27)

avec 1 = 1,2, 3 sont des fonctions périodiques et £ est un petit parameétre.
Enfin, on étudie le systéme différentiel polynoémial

x x hl(t) Pl(x>yau> 'U)
Yy _ Yy h2<t) PQ(x7yau7 U)
u =4 u * h3(t> e P3(:E7y7u7 U) ’
v v hy(t) Py(x,y,u,v)

ou A est une matrice constante de dimension 4x4, P, P», P3 et P, sont des polynémes en
X, ¥, u, v de degré n, h;(t) = h;(t + 27) avec i = 1,2, 3,4 sont des fonctions périodiques et &
est un petit parametre.
Mots-clés: Solution périodique, Systéme différentiel, Méthode de moyennisation.
Classification AMS: 34C25-34C29-58F21.



Abstract

The objective of this thesis is to study the periodic solutions of some polynomial differ-
ential systems using averaging method of first order, this study is illustrated by applications.
The first system studied is of second order which takes the form

T = —y+eP(x,y)+ hi(t),
Y x+eQ(z,y) + ho(t),

where P, Q are polynomials in the variables x, y of degrees n, h;(t) = h;(t+27) with i = 1,2,
being periodic functions and ¢ is a small parameter.

The second system is of third order and takes the form

= _y+€P(xay>Z>+h1 t)a
= ZL‘+€Q(ZE,y,Z>+h2(t),
z = az+eR(x,y,2)+ hs(t),
where a is a real number, P, () and R are polynomials in the variables x, y, z of degrees

n, hi(t) = h;(t + 2m) with ¢ = 1,2, 3 being periodic functions and ¢ is a small parameter.
Finally we study the following differential system

T x hq(t) Pi(x,y,u,v)
) o Yy h?(t) PQ(%,%% U)
7 il I ) | TF| Payun) |
v v h4<t) P4(x,y,u, U)

where A is 4x4 constant matrix, P;, P», P; and P, are polynomials in the variables x, y, u,
v of degrees n, h;(t) = h;(t + 27) with ¢ = 1,2, 3,4 being periodic functions and ¢ is a small
parameter.

Key words: Periodic solution, Differential system, Averaging method.

Classification AMS: 34C25-34C29-58F21.
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Introduction

La théorie des systemes dynamiques est utilisée pour étudier les systémes physiques qui
évoluent au cours du temps. On suppose que I’état d’un systéme, & un instant donné,
peut étre représenté par un élément x d’un espace d’état X. L’espace X est de dimension
finie (un ouvert de R™ ou plus généralement une variété différentiable). L’évolution du

systéme est décrite par un systéme différentiel sur X qu’on écrira
z=f(zx), veX, (i)

ou f: X — R" est un champ de vecteurs sur X. Ainsi, (i) représente un systéme autonome
d’équations différentielles ordinaires.

La théorie des systémes dynamiques a son origine dans les travaux de H.Poincaré, a la
fin du 19éme siécle, sur la théorie des équations différentielles de la dynamique, développés
a partir de son étude sur le probléme a trois corps [8]. L'une des solutions de ces équa-
tions était si compliquée et irréguliére pour une certaine configuration qu’elle semblait
aller au hasard. Mais il était possible, sans avoir & écrire exactement les solutions, de
décrire la nature de celles-ci, c’est-a-dire leur comportement structurel, d’équilibre stable
ou instable. Poincaré introduisait alors la notion de «cycle limite». Vers 1892, Alexan-
dre M. Lyapounov avait effectué des travaux dans la méme direction sur la stabilité du
mouvement. A. M. Andronov, I'un des pionniers de ’école mathématique russe des sys-
temes dynamiques, avait repris les résultats de Poincaré et de Lyapounov, les appliquant
a des situations physiques dans le domaine des systémes physiques dissipatifs, il avait
développé une théorie générale des oscillations non-linéaires centrée autour de I'idée de
systéme auto-oscillant et de bifurcations. Par la suite, avec les travaux de Birkhoff et

d’autres s’est dégagée la notion de systéme abstrait, de flot et d’ensembles limites.
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Un des problémes importants dans la théorie des systémes différentiels est I’étude des
orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite d’un
systeme différentiel est une orbite périodique isolée dans I’ensemble de toutes les orbites
périodiques de ce systéme. En général, obtenir des solutions périodiques est un probléme
difficile et souvent impossible. La méthode de moyennisation réduit ce probléme difficile
des systémes différentiels a la recherche des racines positives d’un systéme algébrique non
linéaire. Cette méthode est I'une des plus importantes méthodes de perturbations utilisées
actuellement dans I’étude des solutions périodiques des systémes dynamiques. Elle a été
introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 [13] et Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [5].
Elle a été ensuite développée par Verhulst [40], Sanders et Verhulst [33], Malkin (1956)
[24], Roseau (1966) [31], Llibre et Buica (2004) [6]...

L’idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la forme

standard suivante

— =cef(t,z,e), (ii)
oute I CR, x € R" ¢ << 1et f est T-périodique en t, et de déterminer I’équation
moyennée associée a cette équation

pri eF(x), (iii)

ou

1T
F(z) = bef(t,x,O)dt,

et chercher les solutions périodiques de I’équation (ii).

Beaucoup de classes d’'importants problémes en mécanique classique,...., peuvent étre
transformées en 1’équation (ii). D’autres formes et théorémes de la méthode de moyen-
nisation ont été démontrés ces derniéres années [7] et beaucoup d’articles ont été publiés
concernant ’application de cette méthode.

Récemment 1’étude des solutions périodiques des systémes différentiels polynomiaux

de dimension trois a été considérée par différent auteurs; ([9],[17],[19],[30].......... ). Dans
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[30], D. Pi et X. Zhang, ont prouvé que le systéme suivant

T o= —y+€P(fL‘7’y,2), (IV)
y = ZE—F&TQ(CL’,y,Z),

z = eR(z,y,z),

ou P, Q et R sont des polyndmes en x, y, z de degré n., a au plus n(n —1)/2 cycles limites
qui bifurquent des orbites périodiques du systéme linéaire x = —y, y = x, z = 0. Dans

[9], A. Cima, J. Llibre et M. A. Teixeira ont trouvé que le systéme suivant

r = —y+elar+ P(z,y,2)),
y = x+elay+Q(x,y,2)),

z = e(cz+ R(x,y,2)),

a au moins n(n-1)/2 cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du systéme
r=—y,y=ux,2=0,0uP, Qet R sont des polynémes de degré n en commencant par
des termes de degré 2. Dans [17], J. Llibre, J. Yu et X. Zhang ont considéré le systéme

suivant

r = —y+eP(x,y,z2),
y = x+eQ(x,y,z)+ecost,

z = az+eR(x,y,2),

ou P, Q et R sont des polynémes en x, y, z de degré n et a est un nombre réel différent de
zéro. Ils ont trouvé que ce systéme a au moins m € {1,2,...,2[(n—1)/2+1]} cycles limites
qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire contenue dans z = 0 quand € = 0.
Dans [19], J. Llibre et A. Makhlouf ont considéré le systéme (iv), avec P, () et R sont
des polynomes de degré nq, ng, ng. Ils ont trouvé qu’il existe au plus [(m — 1)/2|ns cycles
limites qui bifurquent des orbites périodiques du systéme différentiel linéaire © = —y,

y=x, z=0 o0 m=max{n, ns}.
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On se propose d’étudier 'existence des solutions périodiques du systeme différentiel

perturbé suivant

r = _y+€P($ay>Z>+h‘l(t)7
y = z+eQ(z,y,z)+ ha(t),

z = az+eR(x,y,2)+ hs(t),

ol a est un nombre réel, P, Q et R sont des polynomes en x, y et z, de degré n, h;(t) =

hi(t + 2m) avec 1 = 1,2, 3 sont des fonctions périodiques et € est un petit parameétre.
[’étude des solutions périodiques des systémes différentiels de dimension quatre a été

considéré par plusieurs auteurs ([9],[17],[19],[30]). Dans notre travail on étudie le systéme

différentiel perturbé de dimension quatre suivant

T x hy(t) Pi(x,y,u,v)
ho(t Pz, y,u,v

Y _ 4 Y i 2(t) te 2(2,y ) 7

U u hs(t) Py(z,y,u,v)

v v hy(t) Py(x,y,u,v)

ou A est une matrice constante de dimension 4x4, Py, P», P3 et P, sont des polynémes en
variables x, y, u et v, de degré n, h;(t) = h;(t + 2m) avec i = 1,2, 3,4 sont des fonctions
périodiques et £ est un petit parameétre.

Cette thése comporte cing chapitres:

Le premier chapitre est un rappel des notions essentielles utilisées pour I'étude des
systémes dynamiques.

Dans le second chapitre, nous avons introduit la théorie de moyennisation pour chercher
les cycles limites des systémes différentiels. Nous avons illustré les résultats par des ex-
emples.

Le troisiéme chapitre étudie 'existence des solutions périodiques d’'un systéme dif-
férentiel polynomial du second ordre en utilisant la méthode de moyennisation.

Dans le chapitre quatre, on étudie 'existence des solutions périodiques d’un sys-
téeme différentiel polynomial du troisiéme ordre en utilisant la méthode de moyennisation.

On distingue deux cas possibles & étudier. Pour chaque cas on démontre un théoréme
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d’existence des solutions périodiques du systéeme différentiel polynémial du troisiéme or-
dre correspondant puis on donne une application pour chaque théoréme et sa preuve. Ces
résultats ont fait I’objet d’une premiére publication dans la revue "International journal
of differential equation" sous le titre

[1]: A. Makhlouf and L. Bousbiat, Periodic solutions of some polynomial differential
system in dimension 3 via averaging theory, (Hindawi) International Journal of differential
equations, volume 2015, Article ID 263837.

Enfin, dans le dernier chapitre, et comme suite au chapitre précédent, on étudie
I’existence des solutions périodiques d’un systéme différentiel polynémial du quatriéme
ordre en utilisant la méthode de moyennisation. On distingue cing cas possibles & étudier.
Pour chaque cas on démontre un théoréme d’existence des solutions périodiques du sys-
teme différentiel polynémial du quatrieme ordre correspondant puis on donne une appli-
cation pour chaque théoréme et sa preuve. Ces résultats ont fait 'objet d’une deuxiéme
publication dans la revue "journal of applied mathematics and physics" sous le titre

[2]: Amar, M. and Lilia, B. (2017) Periodic Solutions of Some Polynomial Differential
Systems in R%. Journal of Applied Mathematics and Physics, 5, 194-223.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base sur les systémes dynamiques

qui seront utiles par la suite.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : RT x R" — R"
définie et continue sur tout RT x R"™ | telle que

i) U(0,z)=x

it) U(t+s,x)=U(t,U(s,x)) pourt,s € RT, € R"

Un systéme dynamique sur R™ est linéaire si
U(t,ax + By) = aU(t,z) + BU(t,y),Va, 3 € Rt € RT et z,y € R™.
Exemple 1.1.1 Soit le systéme
r = Az, z(0) = x, (1.1.1)
ou A est une matrice constante, t € Rt et x € R". La solution de (1.1.1) est donnée par
z(t) = e,
le systéme (1.1.1) engendre un systéme dynamique
U : R xR"— R",

Ult,z) = e



1.2. Flot d’une équation diftérentielle

1.2 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.2.1 Soit le systéme non linéaire autonome

i = f(x), (1.2.1)

oux € R" et f(z) € R™
On appelle flot du systéme différentiel (1.2.1), l’ensemble des applications
¢, : R — R"™ définies par
¢y(wo) = &(t, z0)

ot ¢(t,zo) est la solution de (1.2.1) telle que ¢(0, o) = xo.

1.3 Points d’équilibre et linéarisation

Définition 1.3.1 On appelle point d’équilibre du systéme (1.2.1) tout point xo € R™ tel
que : f(zo) = 0.

Définition 1.3.2 On appelle systéme linéarisé du systéeme (1.2.1) au voisinage du point
d’équilibre xq, le systéme

r = Az, (1.3.1)
ot A= D f(xg) est la jacobienne de f au point xq:

Df (o) = <§—£<xo>hg,jgn. (1.3.2)

Définition 1.3.3 Le point critique x9 est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres

de la matrice jacobienne Df(xy) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.3.1 La linéarisation d’un systéme différentiel nous améne a [’étude de la

nature des points critiques.



1.4. Portrait de phase

1.3.1 Nature des points critiques

Soit le systéme (1.3.1), ot A est une matrice 2 x 2 et soient A\; et Ay les valeurs propres
de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs propres:
1. Si A; et g sont réelles non nulles et de signe différent alors le point critique = = z
est un point selle, il est toujours instable.
2. Si A\; et Ay sont réelles de méme signe on a trois cas:
(a) Si A\; < Ay < 0, le point critique x = z est un nceud stable.
(b) Si 0<A; < Ay, le point critique = = xy est un neeud instable.
(c) Si Ay = A2 = A, le point critique x = z est un nceud propre, il est stable si
A < 0 et instable si A > 0.
3. Si Aj et A2 sont complexes conjuguées et Im (A 2) # 0, alors le point critique z = z¢
est un foyer. Il est stable si Re(A;2) < 0 et il est instable si Re(A;2) > 0.
4. Si A\ et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique z = xg est un centre, il

est stable mais pas asymptotiquement stable.

1.4 Portrait de phase

Définition 1.4.1 Soit le systéme différentiel
(1.4.1)

ou P, () sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d.
Le portrait de phase est [’ensemble des orbites qui représentent les solutions du systéme
(1.4.1) dans l’espace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés comme

des solutions constantes. Le plan (zoy) est appelé plan de phase.

1.5 Orbites périodiques et cycles limites

Définition 1.5.1 On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) de ’équation

(1.2.1) telle qu’il existe un nombre T vérifiant ¢(t +T) = ¢(t).

10



1.6. Systéme différentiel linéaire non homogéne

Une solution périodique du systéme (1.2.1) correspond a une orbite (courbe) fermée

dans l’espace des phases.

Définition 1.5.2 Un cycle limite est une solution périodique isolée, c’est o dire qu’il

existe un voisinage de ce cycle ot on ne peut pas trouver une autre orbite fermée.

Remarque 1.5.1 Si toutes les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite, le cycle

limite est dit stable ou attractif, sinon il est dit instable.

Définition 1.5.3 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur mazximale de la variable x

de ce cycle limite.

Exemple 1.5.1 Soit le systéme
T =ar —y — ar(z® + y?),
y=x+ay—ay(z® +y°).

Tel que a € R est un parameétre, en utilisant les coordonnées polaires (r,0) ot x =

rcos(8) ety =rsin(0), le systéme précédent devient

7 =ar(l—r?),

0=1.

D’ou

r=0&r=0our=1.

Pour r = 1, on a lorbite périodique (z(t),y(t)) = (cos(0+6y), sin(0+6y)) avec 6(0) =
0o. Dans le plan de phase, c’est le cercle d’équation x* + y? = 1, c’est un cycle limite

UNIQUE.

1.6 Systéme différentiel linéaire non homogéne
Soit le systéme linéaire non homogéne suivant

&= Az + b(t) (1.6.1)

11



1.6. Systéme différentiel linéaire non homogéne

ol A est une matrice de dimension n X n, b(t) est un vecteur des fonctions continues.

La matrice fondamentale du systéme
@ = Ax (1.6.2)
est toute matrice inversible ®(¢) de dimension (n x n) qui vérifie
'(t) = A®(t), pour tout t € R,

ot ®(t) = et vérifiant ®(0) = I, et T est la matrice identitée de dimension n x n. En

outre, toute matrice fondamentale de (1.6.2) est donnée par
d(t) = eMC

avec C est une matrice inversible.
Apres avoir trouvé la matrice fondamentale du systéme (1.6.2), il est facile de résoudre

le systéme (1.6.1) en utilisant le résultat suivant.

Théoréme 1.6.1 Si ®(t) est une matrice fondamentale de (1.6.2), alors la solution du

systéme non homogéne (1.6.1) avec condition intiale ©(0) = xo est unique, donnée par
z(t) = @(t)® 1 (0) + [®(t)D " (s)b(s)ds. (1.6.3)
Preuve. voir [29]. =
Remarque 1.6.1 Si ®(t) = e alors la solution (1.6.3)), est donnée par

¢
z(t) = ety + et e 45b(s)ds.
0

Exemple 1.6.1 Soit l’équation
T+x=f(t). (1.6.4)

On pose x =y, alors l’équation précédente peut s’écrire sous la forme

T =y,

12



1.6. Systéme différentiel linéaire non homogéne

ou d’une maniére équivalente sous la forme de l’équation (1.6.1) en prenant

Dans ce cas

cos(t)  sin(t) cos(t) —sin(t)

© —sin(t) cos(t) - sin(t)  cos(t)

Ainsi la solution de ’équation (1.6.4) avec x(0) = x¢ est donnée par

t
z(t) = ety + [e b(s)ds.
0

Donc
t

x(t) = xg cos(t) — zgsin(t) + bff(s) sin(s — t)ds.
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CHAPITRE

2 Théorie de moyennisation

2.1 Introduction

La théorie de moyennisation est un outil classique pour étudier le comportement des
systémes dynamiques non linéaires, et en particulier, de leurs orbites périodiques. Dans
ce chapitre nous allons introduire les résultats principaux sur la théorie de moyennisation

et les théorémes que nous allons utiliser dans notre travail.

2.2 Meéthode de moyennisation dans le cas périodique

2.2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre
On considére le systéme différentiel a valeur initiale suivant
x(t) = eF(t,x(t)) + 2R(t,x(t), ¢), x(0) = xq, (2.2.1)

avec x € D C R™, D est un domaine borné et ¢t > 0. On suppose que F(t,x) et R(t,x,¢)

sont T'—périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systéme (2.2.1) est défini par

y(t) =ef’(y(t), ¥(0) = xo, (2.2.2)
F(y) Z%fF(s, y)ds. (2.2.3)
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

Le théoréeme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du

systéme moyenné (2.2.2) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.2.1).

Théoréme 2.2.1 [/0] Considérons le systéme (2.2.1) et supposons que les fonctions vec-
torielles F, R, DyF, D2F, et DR sont continues et bornées par une constante M (in-
dépendante de €) dans [0,00[x D avec —eq < £ < €9. De plus, on suppose que F et R sont
T-périodiques en t avec T est indépendante de ¢.

a) Sip € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2.2) tel que

det(Dy.f°(p)) # 0, (2.2.4)

alors pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x.(t) du systéme
(2.2.1) telle que x.(t) — p quand € — 0.

b) Si le point singulier y=p du systéme moyenné (2.2.2) est hyperbolique alors pour
| € |> 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x.(t) du systéme (2.2.1)

est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité que p.

Exemple 2.2.1 Considérons l’équation de Van der Pol

T+x=¢e(l—2%r,
qui peut s’écrire sous la forme

T =y,
(2.2.5)
y=—z+e(l—2y.

En utilisant les coordonnées polaire (r,0) ot x = rcos(0), y = rsin(f), ce systéme

devient
7 = er(l —r?cos?(f)) sin*(0),
0 =1+ e cos(0)(1 — r2 cos(0)) sin(6).
Ainsi,
dr 2 .2 .2
i —er(1 —rcos”(#)) sin“(0) + O(e).
D’aprés (2.2.3) on obtient
0 17 2 .2 2 Lo
fo(r) ==— [r(1 —rcos*())sin“(0)dd = <r(r* —4).
21y 8
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

La seule racine positive de fO(r) est r=2. Comme (%)(2) = 1, d’aprés le théoréme

2.2.1 il suit que le systéme (2.2.5) pour | € |# 0 suffisamment petit, admet un cycle limite
qui bifurque de l'orbite périodique de rayon 2 du systéme non perturbé (2.2.5) avec € = 0.
De plus, comme (%)(2) = 1> 0, ce cycle limite est instable.
Exemple 2.2.2 On considére le systéme
R (2.2.6)
y = —z—e(-2+x—ay+2*+y)y,
En coordonnées polaires, ce systéme devient

7 = —ersin?(0)(2r2 — 2 + rcos(0) — r?sin() cos(d) — r2 cos?(9)),
0 = —1 — £(r2(2cos(f) sin(0) — cos3(0) sin(0) — cos(0) + cos*(0)
+rsin(6) cos?(0)) — 2sin(#) cos(h)).

Ou d’une maniére équivalente

% = ersin®(0)(2r® — 2 4 rcos() — r?sin(0) cos(#) — r? cos*(0) + O(?).
On trouve
fo(r) = i(—27“7T + zr37r) =0
o 4 -

cette équation admet une seule racine positive r = % 14, alors pour | € |> 0 suffisamment

petit le systéme (2.2.6) admet un seul cycle limite.

2.2.2 Méthode de moyennisation du second ordre

Considérons les deux problémes aux valeurs initiales

v =cF(t,x) + 2 Fy(t,z) + F(t,x,e),  (0) = o, (2.2.7)

ou Fy et Iy : [0,400) x D — R", Fy : [0,400) x D x [0,69] — R™ sont des fonctions

continues, 1" périodiques par rapport a t et D est un ouvert de R".
y=ef’(y)+ ) + "),  y(0) =y, (2:2.8)

ou f°, f19 et ¢° sont les fonctions moyennées de F, f! et F) respectivement.
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

Théoréme 2.2.2 Soit

ot
t
) = [ [Fis.0) = Palds + (0
0
avec z(z) est une fonction de classe C* telle que la moyenne de y' est nulle.

Supposons que :

a) %, Fy et F3 sont continues sur leurs domaines de définitions et lipchitziennes en

b) Fs(t,x,¢) est uniformément bornée par une constante M dans [0, %) x D x (0, &).
c) T est indépendante de €.
d) y(t) € D sur échelle du temps L.
Alors
£(t) = y(t) + 24 (¢ (1)) + O()

sur [’échelle du temps %

Corollaire 2.2.1 Si les hypothéses du théoréme 2.2.2 sont satisfaites et de plus f°(y) = 0,

alors

1. Si p est le point d’équilibre du systéme moyenné (2.2.8) tel que

%UWM+¢@HF#& (2.29)

alors il existe une solution T-périodique x.(t) de 'équation (2.2.7) telle que x.(t) — p
quand € — 0.
2. Si p est hyperbolique, alors pour |e| > 0 suffisamment petit, la solution périodique

z(t) de (2.2.7) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Exemple 2.2.3 Soit le systéme différentiel

r = —y+e(y? + 8vy — 22?) + 2ax,
4 y+ely” + 8oy —277) (2.2.10)
y = x + dexy + 2ay.
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

En coordonnées polaires, le systéme (2.2.10) peut s’écrire

r = er(8rcos?fsinf — 7rcos® 0 + 5rcosf + ca ),

h=1 — ersinf + Ter cos? Osin 0 + 8er cos§ — 8er cos b,

d’ot
dr er(8rcos®0sind — Trcos® 6 4 5rcosf +ca )
dd 1 —ersinf + Ter cos?0sinf + 8er cos ) — 8cr cos )’
ou bien
dr 9 . 2 2 . 5pa
W = 7 cos0(—8cosfsinf + 7cos” 0 — 5)e + r(—15r" cos” fsin

+5cosBsinf + 22r2 cos® Osin 6 + 11272 cos® 6 — 16072 cos* 0

+48r? cos® 0 + a)e® + O(e%).
Cette équation est de la forme (2.2.7) avec

Fi(0,r) = —r?cosf(—8cosfsinf + 7cos’f — 5),
Fy(0,7) = r(—15r*cos® @sinf + 5 cosfsin § + 221 cos® f sin 0
+11272 cos® @ — 16072 cos® 0 + 4872 cos® 0 + a),

F5(0,7,6) = O(%).

Donc nous allons appliquer le Théoréme précédent

_7,,2 2T

for)y = o cos O(—8 cosfsinf + 7cos? § — 5)df
T Jo
et
F
%(9,7") = —2rcosf(—8cosfsinf + 7Tcos*f — 5),
-
0 2
/ Fi(s,r)ds = 3(8—8cos39—7sin900829~|—sin9).
0
On trouve
1 27 OF. 0
10 - ‘1
= 5 [ («9,7")/0 Fa(s, r)ds + Fy(6,r)do.
= 7r(a—1?).
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

L’équation f'°(r) =0 a une seule racine positive r = ++/a et on a d%fw(r) =a— 3r?
1. Sia > 0, alors le systéme différentiel (2.2.10) a un cycle limite stable d’amplitude
r=+/a car %fm(\/a) = —2a < 0.
2. Sia <0, alors Uéquation f°(r) = 0 n’a pas de racine simple positive, donc le

systéme différentiel (2.2.10) n’a pas de cycle limite.

2.2.3 Autre méthode de moyennisation du premier ordre

On considére le probléme de bifurcation des solutions T-périodiques du systéme différentiel

de la forme

x = Fy(t,x) + eFy(t,x) + 2 Fy(t, x,¢). (2.2.11)

avec ¢ suffisamment petit.
Les fonctions Fp, F1 : R x Q — R" et Fy : R x Q X (—&g,&9) — R" sont des fonctions
de classe C?, T—périodiques en t et Q est un ouvert de R®. On suppose que le systéme

non perturbé

x = Fy(t,x), (2.2.12)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques.
Soit x(t,z,¢) la solution du systéme non-perturbé (2.2.12) telle que x(0,2,¢) = z. La
linéarisation du systéme non-perturbé (2.2.12) au long de la solution périodique x(t, z, )

est écrite comme

y = Dy Fo(t,x(t,2,0))y. (2.2.13)

On note par M, (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (2.2.13)
et par £ : R¥ xR"* — R* la projection de R™ sur ses k premiéres coordonnées; i.e.
&(xq,...,xy) = (21, ...,2%). On suppose qu’il existe une sous-varié¢té Z de dimension k de

solutions T-périodiques du systéme (2.2.12).

Théoréme 2.2.3 Soit V. C R¥ un ouvert borné, 3 : CI(V) — R"* wune fonction de

classe C%. On suppose que
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

(1) Z = {zo = (a,B(a)), « € CU(V)} C Q et que pour chaque z, € Z la solution
x(t,2,) de (2.2.12) est T — périodique.

(ii) pour chaque z,, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.2.13) telle que
la matrice M, ' (0) — M, (T) a dans le coin supériewr droit la matrice nulle de dimension
kx (n—k), et dans le coin inférieur droit une matrice A, de dimension (n—k) x (n—k)

avec det(A,) # 0.
On considére la fonction F: Cl(V) — R*

f@):g(% /O MMyt x(t 20))de). (2.2.14)

S’il existe a € V telle que F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique p(t,e) du systéeme (2.2.11) telle que p(0,e) — z, quand e — 0.

De plus, si les valeurs propres de la matrice jacobienne (%—j;)(a) sont hyperboliques,
alors la solution périodique correspondante x(t,e) de l’équation (2.2.11) est hyperbolique

et son type de stabilité ou d’instabilité est donnée par ses valeurs propres.

Preuve. Voir Malkin [24] et Roseau [31]. Pour une autre preuve voir aussi [7]. =

Si k=n on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2 On suppose qu’il existe un ensemble ouvert et borné V avec CI(V') C Q
telle que pour chaque z € CI(V'), la solution x(t,z,0) est T—périodique, on considére la

fonction F : Cl(V) — R™
F(z) = /T MY (t)Fy(t, x(t, z))dt. (2.2.15)

S’il existe un a € V telle que F(a) = 0 et det((%)(a)) # 0, alors il existe une solution
T—périodique p(t,e) du systéme (2.2.11) telle que ©(0,e) — a quand € — 0.

De plus, si les valeurs propres de la matrice jacobienne (%—f)(a) sont hyperboliques,
alors la solution périodique correspondante x(t, ) de l’équation (2.2.11) est hyperbolique

et son type de stabilité ou d’instabilité est donnée par ses valeurs propres.

Exemple 2.2.4 On considére [’équation suivante

T —7+1—1=¢e(2+cost)(x® + 22%). (2.2.16)
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

Si
Yy=1x,2=1.
L’équation (2.2.16) peut s’écrire sous la forme suivante
T =y,
y =z, (2.2.17)
Y=z—y+z+e(2+cost)(x? + 223).

Le systéme (2.2.17) a un point singulier unique, l’origine, lorsque ¢ = 0. La partie

linéaire du systéeme (2.2.17) avec € =0 a lorigine est

T T
vy | =Aly |
z z
ot
0 1 0
A=10 0 1
1 -1 1

Les valeurs propres de la matrice sont £ et 1. En faisant un changement de variable
linéaire
(X? Y7 Z)T = B($7 y? Z)T7

on écrit le systéme (2.2.17) de telle maniére que la partie linéaire & l'origine sera & sa
forme normale réelle de Jordan, c.d.d. (X, Y, Z)T = J(X,Y, Z)T, la forme normale réelle

de Jordan de la matrice A est

(2.2.18)

= o O

On a
BAB™'=J= BA—-JB =0,
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

d’ot
1 -1 0
B=]10 -1 1
1 0 1

X x X x
Yy |=B|ly|=|Y |=B|y|,
Z z A z
on trouve _
X=i—j,
Y =—§+3, (2.2.19)
Z=i+%
On a
x X
y |=B7"| v [,
z A
on obtient
x X-Y+Z7
y :% X-vYv+ZzZ |. (2.2.20)
z -X+Y+7Z7

On remplace (2.2.17) et (2.2.20) dans (2.2.19), on trouve

X=-Y
Y = X +eF(X,Y, Z,1) (2.2.21)
Z=Z+eF(X,Y,Z,1)

o F = F(X,Y,Z,t) = Flx,y, 2,1).

Pour e =0, la solution du systéme (2.2.21).—¢ est

X(t) Xocost — Yysint
Y(t) | = | Yocost+ Xgsint
Z(t) Zoet
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

On applique le théoréme 2.2.3 au systéme différentiel (2.2.21), le systéeme (2.2.21) peut

étre écrit en tant que systéme (2.2.11) en prenant
v =(X.Y,Z),Fi(z,t) = (0, F, F) et Fy(x,t,) = (0,0,0).
Soit x(t, Xo, Yo, Zo, €) la solution du systéeme (2.2.21) telle que
z(0; Xo, Yo, Zo,€) = (Xo, Yo, Zo)-

Il est clair que le systéme non-perturbé (2.2.21) avec € = 0 admet un centre & l'origine

dans le plan (X,Y). Les solutions 2m—périodiques correspondantes sont x(t, Xo, Yy, 0) =

(X(1),Y(t), Z(t)) telle que

X(t) Xocost — Yysint
Y(#) | = | Yocost+ Xpsint
Z(t) 0

La matrice fondamentale M (t) du systéme non perturbé (2.2.21) avec € = 0 est

cos(t) —sin(t) 0
M(t) = | sin(t) cos(t) 0
0 0 e

Un calcul simple donne

00 0
M7Y0)—M*2r)=| 0 0 0 ,
0 0 1—e?r

comme 1 — e~ 2™ £ 0, toutes les hypothéses du théoréme 2.2.3 sont vérifiées. Par con-
séquent, nous allons étudier les zéros a = (Xo,Yy) € V des deux premiéres composantes

de la fonction F(«) donnée par

Fla) = f(%/o WM_l(t)Fl(x(t,za),t)dt), avec (1, T2, x3) = (71, T2),

Fla) = (Fi(a), Fa(@)).
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2.2. Méthode de moyennisation dans le cas périodique

Nous avons

Fila) = % / " sin(t)F (a(t; Xo, Yo, 0,0), ¢) dt, (2.2.22)
B % Ozﬂ sin(t)F (X(t) ; Y(t)j _X(®) —; Y(t)7 —X(t)2+ Y(t)’t) it
Fola) = % / T cos(t)F (x(t: Xo. ¥o,0,0).£) dt. (2.2.23)

1 [ X =Y({#) XH+YE) —X(t)+Y()
=5 i cos(t)F( 5 ,— 5 , 5 ,t) dt.

On pose F(a) = (F1(Xo, Yo), F2(Xo, Vo)), En remplagant la fonction F dans (2.2.22)
et (2.2.23), on obtient

1
Fi(Xo,Y0) = =35 (Xo +Y5) (6X3 + Xo +6Yy — Yp),

3 3 1 1
Fa(Xo, Yo) = 2 (Yo X§ + Y7 Xo) — 2 (=¥7 + X§) + 5 (235 + XG) — 2o Xo.

Si F1(Xo,Yo) = Fa(Xo, Yo) = 0, on trouve

De plus

O(Fy1, F2) 3
det (8(X0,Y0) ‘<X0’Yo>=(X6’Yo*) = S04s 7 O) ‘

Alors, pour ¢ € [—eg,e0] avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée
21— périodique x(t, ) de 'équation différentielle (2.2.16) telle que

1 . . 1

z(0,¢) — —Z,x(O,a) — 0,2(0,¢e) — 7

quand € — 0.
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CHAPITRE

Solutions périodiques de
certains systémes
différentiels polynomiaux

de dimension 2

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous étudions 'existence des solutions périodiques du systéme différentiel

polynomial du deuxiéme ordre suivant

r = —y+eP(z,y)+ hi(t), (3.1.1)

y = x+4+eQ(x,y)+ haolt),

ou P, Q sont des polynémes en x, y de degré n, h;(t) = h;(t + 27) avec i = 1,2, sont
des fonctions périodiques et € est un petit parametre. On a utilisé le corollaire 2.2.2 pour

démontrer nos résultats.

Nos résultats principaux pour ’étude des solutions périodiques du systéme (3.1.1) sont

les suivants.

Théoréme 3.1.1 Soient
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3.1. Introduction et résultats principaux

Fi(zo,y0) = % 0W(Cos(t)P(a(t),b(t))—I—sin(t)Q(a(t),b(t)))dt, (3.1.2)
Falann) = o= [ (s Pla(t)be) + cos(t)Qa(t) b))t
a(t) = cos(t)zo — sin(t)yo + /0 (cos(t — $)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds, (3.1.3)
b(t) = sin(t):cg—l—cos(t)yo—l—/0(sin(t—s)hl(s)—l—cos(t—s)hg(s))ds.

Si

/0 " (cos(s)hn(s) — sin(s)ha(s))ds = 0. (3.1.4)
/:W(— sin(s)hq(s) + cos(s)ha(s))ds = 0,
alors pour toute racine (xf,ys) du systéme
Fi(zo,y0) =0,k =1,2,

satisfaisant

a(flaf%)

det( 8(370,90)

|(xo,yo)=(x67y3)) # 0,

x(t,e)

, qui tend vers la
y(t,e)

le systéme différentiel (3.1.1) a une solution périodique (

solution périodique donnée par

( z(t) ) B ( cos(t)zg — sin(t)ys + [, (cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)hs(s))ds ) (3.1.5)

sin(t)x{ + cos(t)yg + fot(sin(t — $)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds

du systéme différentiel

y = T+ hQ(t),
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3.1. Introduction et résultats principaux

quand € — 0.

Notons que cette solution est périodique de période 2.

De plus, si les valeurs propres de la matrice jacobienne %(:@'(’S,y(ﬁ) sont hyper-
. . o (t,€) . .
boliques, alors la solution périodique correspondante du systéme différentiel
y(t,¢)

(8.1.1) est hyperbolique et son type de stabilité ou d’instabilité est donnée par ses valeurs

Propres.

Corollaire 3.1.1 On considére le systéme différentiel (3.1.1) ou

ha(t) —sin() | [ Pla,y) 2 +xy+y
= e =
ha(t) cos?(t) Q(z,y) y* +a’
. . . - x(t,€) .
Ce systéme différentiel admet une solution périodique stable , qui tend
y(t, )
. o x(t) . .
vers la solution périodique du systéme différentiel
y(t)
r = —y-—sin’(t),

y = x+cos’(t),
quand € — 0, ou
5 + 3 sin(2t) + ¢ cos(2t)
y(t) —3 — & cos(2t) + 3 cos(2t)
Corollaire 3.1.2 On considére I’équation de duffing suivante

Y+ ay —ey® +b(t) = eh(y,y). (3.1.6)

avec, a=1, b(t)=sin(t)cos(t) et h(y,y) = y* + j'yQ — v, alors cette équation admet une
solution périodique semi stable y(t,e) qui tend vers la solution périodique y(t):—% sin(2t)

de l’équation différentielle non perturbée
Y+ y + sin(t) cos(t) = 0.

quand ¢ — 0.
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3.2. Preuves

3.2 Preuves

Preuve du théoréme 3.1.1. On va utiliser le corollaire 2.2.2 afin d’étudier 'existence
des solutions périodiques du systéme différentiel (3.1.1) . Ce dernier peut s’écrire sous la

forme du systéme (2.2.11) en prenant

x —y + hi(t P(x,
x = =t Rtx)=| 7 1) et Fi(t,x) = (@.9)

Y T+ ha(t) Q(z,y)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéme non perturbé, qui
sont présentées par

z(t) cos(t)xo — sin(t)yo + [ (cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds

y(t) sin(t)xq + cos(t)yo + f;(sin(t — $)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds

cet ensemble de solutions est 2mr—périodique si et seulement si

On obtient les conditions de périodicité suivantes
2
/ (cos(s)hi(s) —sin(s)hsa(s))ds = 0,
0
2
/ (= sin(s)h(s) + cos(s)ha(s))ds = 0,
0

Notons que notre ensemble de solutions est de dimension deux. Obtenir les solutions
périodiques du systéme (3.1.1) se réduit a trouver les racines z = (z,%) du systéme
F(z) = 0, o F(z) est donnée par (2.2.15). La matrice fondamentale M (t) du systéme
différentiel (3.1.1).— est la suivante

cos(t) —sin(t)

M(t) =
sin(t)  cos(t)

Calculons F(z) on trouve
Fi(zo, yo) =

72($07 yo) =

Y

0
(3.2.1)
0

Y
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3.2. Preuves

ot Fi(xq,yo) et Fa(xo, yo) ont été définies dans I’énoncé du théoréme 3.1.1 par (3.1.2). Si
les solutions (x§,ys) du systéme (3.2.1) vérifient que

O(F1, F2)

det( 8($0,y0)

|(wo.w0)=(a5.3)) 7 O-

Alors pour toute racine (z3, yg) du systéme (3.2.1) on obtient une solution 27-périodique

x(t,e)

y(t, )
la solution périodique suivante

du systéme différentiel (3.1.1) pour € # 0 suffisamment petit qui tend vers

x(t) cos(t)zy — sin(t)yg + fot(cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) sin(t)x§ + cos(t)yg + fot(sin(t — 5)hi(s) 4 cos(t — s)ha(s))ds

du systéme différentiel

y = T+ hQ(t),

quand ¢ — 0.

La preuve de la seconde partie du théoréme 3.1.1 sur le type de stabilité de la solution

z(t, e
périodique (t,¢) découle directement de la derniére partie de I’énoncé du corollaire

y(t,e)
299 m

Preuve du corollaire 3.1.1. On va appliquer le théoréeme 3.1.1 avec

() \ [ - sin?(t)

haot) |\ cos?(t)
Pley) \ _ [ = +zy+y
Q(z,y) y* +a?

Premiérement, on peut vérifier facilement les conditions (3.1.4)
27
/ (— cos(s) sin?(s) — sin(s) cos?(s))ds = 0,
0
2
/ (sin®(s) + cos®(s))ds = 0,
0
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3.2. Preuves

Apreés on calcule les fonctions F7, 5 du Théoréme 3.1.1, On obtient

1 2 13
F = ——= —
1(z0, Yo) 5 370 + 12 %0:
43 4 11
F: ; T ap 9 — Ta%0
>(0, Yo) 36 3y0 12£Uo
Le systéme F; = F, = 0 admet une solution (z,y;) donnée par (5, Z2), les valeurs
O(FL.F2) _1+I\/127
B : O(F1,F2 %,k : 12
propres de la matrice jacobienne m(%’ Yo ) dans cette solution sont ...
12

qui ont deux parties réelles négatives.

Le déterminant

a(fhfZ)

d t €T = x* *
S <a(3307y0) ‘( 0,40)=( o’yo))

271

T On obtient en utilisant le théoréme 3.1.1 les solutions définies

pour cette solution est
dans I’énoncé du corollaire 3.1.1. =
Preuve du corollaire 3.1.2.  L’équation (3.1.6) peut s’écrire sous la forme du
systéme (3.1.1) en prenant y=x
i=,
T = —y — ey’ + sin(t) cos(t) = e(y* + 22 — z).
On va appliquer le théoréme 3.1.1. Premiérement, on peut vérifier facilement les

conditions (3.1.4)
/0 (= sin2(s) cos(s))ds = O,
/Oﬂ(cos2(s)sin(s))ds = 0,

Apres on calcule les fonctions F7, 75 du Théoréme 3.1.1, on obtient

1 1 7 3 1 3
F _ o r 92 12 9o
1 (x07 yO) 48 4370 48 yO 8$0y0 8370 8y07
1 3 1 3 3 1
Fy(o, T L. S S
2(Z0, Yo) 16370 4yo 45503/0 + 8370 + 83503/0 1
Le systéme F; = F, = 0 admet une solution (zf,y;) donnée par (0, %1), les valeurs
1, /143
ropres de la matrice jacobienne 29172 (x5, y5) dans cette solution sont AR
prop J 3(z0.50) \L0s Yo L v |
2 48

qui sont deux réelles positive et négative respectivement.
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3.2. Preuves

Le déterminant

8(-7:17-F2)

d t €T — :E* *
S (a(x()?yo) ‘( 0,40)=( o7yo))

433

3304> On obtient en utilisant le théoréme 3.1.1 les solutions définies

pour cette solution est

dans ’énoncé du corollaire 3.1.2. =m
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CHAPITRE

Solutions périodiques de
certains systémes
différentiels polynomiaux

de dimension 3

4.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous étudions 'existence des solutions périodiques du systéme différentiel

polynomial du troisieme ordre suivant

r = —y+eP(x,y,2)+ h(t), (4.1.1)
y = J}—i—é‘@(l’,y,Z)—FhQ(t),

z = az+eR(x,y,2)+ hs(t),

ol a est un nombre réel, P, Q et R sont des polynémes en x, y, z de degré n, h;(t) =
hi(t 4+ 2m) avec ¢ = 1,2, 3 sont des fonctions périodiques et € est un petit paramétre. On
a utilisé le théoreme 2.2.3 et le corollaire 2.2.2 pour démontrer nos résultats.

Un certain nombre de travaux ont étudié le systéme (4.1.1) dans le cas homogene
(le cas ou h;(t) = 0 avec ¢ = 1,2,3) en utilisant d’autres versions de la méthode de

moyennisation ,[9],[17],[19],[30]). Dans [10],[18], [20] et [25] les auteurs ont étudié les
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4.1. Introduction et résultats principaux

solutions périodiques des classes d’équations différentielles du troisiéme ordre en utilisant

la méthode de moyennisation. Il existe beaucoup d’articles qui ont étudié les solutions

périodiques des systémes différentiels du troisiéme ordre en utilisant le théoréme du point

fixe, Schauder et Schauder Leray ([11],[28],[32]), ou la méthode de la réduction non-locale

([1,[12]).

Nos résultats principaux pour ’étude des solutions périodiques du systéme (4.1.1) sont

les suivants.

Théoréme 4.1.1

Fi(zo, Yo, 20)
Fa(zo, Yo, 20)
F3(x0, Yo, 20)

ol

St

On considére le systéeme différentiel (4.1.1) avec a=0. Soient

% i " (cos(t) Pa(t), b(t). e(t)) + sin(t)Q(a(t), b(t), c(t)))d.
% i (= sin(t)P(a(), (t), e(t)) + cos(t)Q(a(t). b(t), e(t)))d.
o [ a0, (419

cos(t)zo — sin(t)yo + /0 (cos(t — s)hy(s) — sin(t — s)ha(s))ds, (4.1.3)

sin(t)xo + cos(t)yo + /0 (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds,

t
zo—l—/ hs(s)ds.
0

/0ﬂ(cos(s)hl(s)—sin(s)hg(s))ds = 0, (4.1.4)

/OW(—sin(s)hl(s)—f—cos(s)hz(s))ds = 0,
/27T hs(s)ds = 0,

alors pour toute racine (xj,ys, 25) du systéme

fk(x07y07z()) = O7k = 172737
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4.1. Introduction et résultats principaux

satisfaisant
a(f17f27 f3)
det(m ’(ﬁo,yoyzO):(xE’yS:ZS)) 7é 0,
x(t,€)
le systeme différentiel (4.1.1) avec a=0 a une solution périodique | y(t,e) |, qui tend
z(t,¢€)
vers la solution périodique donnée par
x(t) cos(t)xg — sin(t)ys + fot(cos(t — 5)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)xf + cos(t)ys + fot(sin(t — $)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds (4.1.5)

2(t) 25+ [ ha(s)ds

du systéme différentiel

y = $+h2(t>,

¢ o= hy(t),

quand € — 0.

Notons que cette solution est périodique de période 27

Théoréme 4.1.2 On considére le systéeme différentiel (4.1.1) avec a # 0. Soient

Fi(zo,y0) = % 0ﬂ(cos(t)P(a(t),b(t),c(t))—i—sin(t)Q(a(t),b(t),c(t)))dt, (4.1.6)
Falaon) = 5= [ (=sin(t)P(ale).bo).e(0) + cos)Qlalt) be) (),

b(t) = cos(t)xg — sin(t)yo + /0 (cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds, (4.1.7)
c(t) = sin(t)zo + cos(t)yo + /0 (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds,

t
d(t) = zoe“t—i-/ et hg(s)ds.
0
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4.1. Introduction et résultats principaux

Si
/0w(cos(s)hl(s)+sin(s)h2(s))ds = 0, (4.1.8)
/0 (= sin(s)h(s) + cos(s)ha(s))ds — O,
et

1
1— 627ra

20 =

2m
/ =)o (s)ds,
0

alors pour toute racine (xf,ys) du systéme
fk('rO;yU) = O7k = 17 27

satisfaisant

0(F1, F2)

det( a(%,yo)

|(xo,yo)=(1387y3)) # 0,

le systéme différentiel (4.1.1) avec a # 0 a une solution périodique y(t,e) |, quitend

z(t, )
vers la solution périodique donnée par
x(t) cos(t)zy — sin(t)yg + fot(cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)xf + cos(t)ys + fot sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s)ds (4.1.9)

2(t) T [T et g (s)ds + [ e hy(s)ds

du systéme différentiel
T = -y + hl (t)’
y = x+ hQ(t),

z = az+ hg(t),

quand ¢ — 0.

Notons que cette solution est périodique de période 2.

Corollaire 4.1.1 On considére le systéme différentiel (4.1.1) avec a=0 ot

ha(t) sin(t) P(z,y,2) %+ y? + ayz
ho(t) | = cos(t) |et| Qz,y,2) | = >+ 22+ ayz
hs(t) — sin(t) R(z,y, z) r+y+z
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4.1. Introduction et résultats principaux

x(t,€)

Ce systéeme différentiel admet quatre solutions périodiques instables | (1, ¢) avec

%k (t7 5)
k(1)
k=1,2,3,4, qui tendent vers les solutions périodiques | y,.(t) du systéme différentiel
2k (t)
r = —y+sin(t),
y = x+cos(t),
z = —sin(t),
quand ¢ — 0, o
x1(%) 0 xo(t) — cos(t)
w(t) | = | sin(®) [ w2(t) | = 0
21(t) cos(t) 2o(t) cos(t)
x3(t) 5 cos(t) — \/75 sin(¢) x4(t) Tcos(t) + \/75 sin(t)
ys(t) | =] Zsin(t) + Lcost) |et | walt) | =] 2sin(t) — % cos(t)
23(t) cos(t) 24(t) cos(t)

Corollaire 4.1.2 On considére le systéme différentiel (4.1.1) avec a # 0 ot

hy(t) sin(t) P(z,y,2) r+y— a2y

ha(t) | = | cos(t) | et | Qa,y,2) | = | v4+y—ay

hs(t) cos(t) R(x,y,z) T+y+z
J]l(t, 5)

Ce systeme admet deuz solutions périodiques instable et stable | y(t,e) |,

21 (t, €)
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4.2. Preuves

xo(t, )
et | yo(t,e) |, respectivement, qui tendent vers les solutions périodiques suivantes

29(t, €)
z1(t) —Lcos(t) + (4 — Y139 sin(¢)
n(t) | = | Lsin(t)+(—2+YE0)cos(t) |,
2(t) —a coz(QtJ)rJIsin(t)
2o(1) —Lcos(t) + (3 4 32 sin(¢)
wt) | = Lsin(t) — (& + Y139) cos(t)
(1) —acoz(;):lsm(t)

du systéme différentiel
r = —y-+sin(t),

y = x4+ cos(t),

z = az+ cos(t),

quand € — 0.

4.2 Preuves

L’ensemble des solutions du systéme différentiel (4.1.1) avec € = 0 et (x(0),y(0), 2(0)) =

(20, Yo, 20) est le suivant

x(t) Zo . ha(s)
y(t) _ oAt " +/0 eAlt=s) | p (s) | ds,
2(t) 20 hs(s)
ou
0 -1 0
A=[1 0 0
0 0 a

C’est & dire
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4.2. Preuves

x(t) cos(t)zo — sin(t)yo + fg(cos(t — 8)hq(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)zo + cos(t)yo + [, (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds | . (4.2.1)
2(t) ez + [o e hy(s)ds

En étudiant la périodicité de cet ensemble, on a distingué deux cas selon les valeurs

de a.

Preuve du théoréme 4.1.1. On va utiliser le corollaire 2.2.2 afin d’étudier
'existence des solutions périodiques du systéme différentiel (4.1.1) avec a=0. Ce dernier

peut s’écrire sous la forme du systéme (2.2.11) en prenant

X = Yy , =1, Fo(t,X) = l‘—l—hg(t) et Fl(tvx) = Q(a?,y,Z)
z h3(t) R(l’, Y, Z)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéme non perturbé, qui

sont présentées par

x(t) cos(t)xg — sin(t)yo + fot(cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)zo + cos(t)yo + fot(sin(t — $)hy(s) 4 cos(t — s)ha(s))ds | s
2(t) 20 + fot hs(s)ds

cet ensemble de solutions est 2mr—périodique si et seulement si

x(27) z(0)
y(2m) | =1 y(0)
z(27) 2(0)

On obtient les conditions de périodicité suivantes
2m
/ (cos(s)hi(s) —sin(s)ha(s))ds = 0,
0
2
/ (—sin(s)hi(s) + cos(s)ha(s))ds = 0,
0

2
/ hs(s)ds = 0.
0
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Notons que notre ensemble de solutions est de dimension trois. Obtenir les solutions
périodiques du systéme (4.1.1) avec a=0 se réduit a trouver les racines z = (o, Yo, 20) du
systéme F(z) = 0, ou F(z) est donnée par (2.2.15). La matrice fondamentale M (t) du

systéme différentiel (4.1.1).—o avec a=0 est la suivante

cos(t) —sin(t) 0
M(t) = M,(t) = | sin(t) cos(t) 0
0 0 1

Calculons F(z) on trouve
F1(xo, Yo, 20) = 0,
Fa(z0, Yo, 20) = 0, (4.2.2)
F3(x0, Yo, 20) = 0,
ot F1(o, Yo, 20), Fa(To, Yo, 20) €t F3(xo, Yo, 20) ont été définies dans I’énoncé du théoreme
4.1.1 par (4.1.2). Si les solutions (z,yg, 25) du systéme (4.2.2) vérifient que

a(flafzaf?))

det
( 8(:co,y0, Zo)

’(wozyovzo):(ws’yS’zg)) # 0

Alors pour toute racine (3, y§, 25) du systéme (4.2.2) on obtient une solution 27-périodique
x(t,e)

y(t,e) du systeme différentiel (4.1.1) avec a=0 et pour ¢ # 0 suffisamment petit

z(t,€)
qui tend vers la solution périodique suivante
z(t) cos(t)ag — sin(t)yg + fot(cos(t — $)hi1(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)x§ + cos(t)ys + fot(sin(t — 8)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds
=(t) 25+ [ ha(s)ds

du systéme différentiel

y = x+ hy(t),
z = hs(t),

quand ¢ — 0. m
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Preuve du théoréme 4.1.2. On va utiliser le théoréme 2.2.3 afin d’étudier

'existence des solutions périodiques du systéme différentiel (4.1.1) avec a # 0, ce dernier

peut s’écrire sous la forme du systéme (2.2.11) en prenant

x=|y |, t=t Ftx)=| z+h@t) | et Alt,x)=] Qz,y,2)
z az + hs(t) R(z,y,2)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéme non perturbé

(4.1.1).—¢ avec a # 0 qui sont présentées par

x(t) cos(t)xg — sin(t)yo + fg(cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)zo + cos(t)yo + fot(sin(t — 5)hi(s) 4 cos(t — s)ha(s))ds
2(t) ezo + [y e hy(s)ds

Cet ensemble de solutions est 2r—périodique si et seulement si

x(2m) z(0)
y@m) | = | w(0)
z(2m) 2(0)

On obtient les conditions de périodicité suivantes

/OTr(cos(s)hl(s)+sin(s)h2(s))d$ = 0,
/0W(—sin(s)hl(s)+cos(s)h2(s))ds = 0,

et

1 2m
20 = / ™) hy(s)ds.
0

1— e27ra
Notons que notre ensemble de solutions est de dimension deux. La matrice fondamentale

M(t) du systéme (4.1.1)._¢ est la suivante

cos(t) —sin(t) 0
M(t) = My(t) = | sin(t) cos(t) 0
0 0 e
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4.2. Preuves

On a
0 0 0
M7 0)-M1'2r)=1] 0 0 0
00 1—e2m

Alors toutes les conditions du théoréme 2.2.2 sont satisfaites. Obtenir les solutions péri-
odiques du systeme (4.1.1) avec a # 0 se réduit a trouver les racines z = (xg,yo) du

systeme F(z) = 0, ot F(z) est donnée par (2.2.14), calculons F(z) on trouve

Fi(zo, yo)

= 0’
(4.2.3)
»7'_2@0790) = 07

ot Fi(zo, o), Fa(xo,yo) ont été définies dans 1’énoncé du théoréme 4.1.2 par (4.1.6). Si

les racines (x§,yg) du systéme (4.2.3) vérifient que

d(F1, F2)

det(m ’(ﬂ?o,yo):(ﬂvéayé)) # 0,

alors pour toute racine (xf, yg) du systeme (4.2.3) on obtient une solution 27r-périodique

x(t, )
y(t,e) | du systéme différentiel (4.1.1) avec a # 0 et pour € # 0 suffisamment petit

z(t, €)
qui tend vers la solution périodique suivante

x(t) cos(t)xg — sin(t)ys + fot(cos(t — 5)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | = | sin(t)ag + cos(t)ys + [y (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds
2(t) o [T et g () ds + [ e hy(s)ds

du systéeme différentiel

y = $+h2(t),

z = az+ h3(t>,

quand € — 0. =
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Preuve du corollaire 4.1.1. On va appliquer le théoréme 4.1.1 avec

ha(t) sin(t)

ho(t) | = cos(t) ;

hs(t) — sin(t)
P(z,y,2) 2?4+ y* +ayz
Qz,y,2) | =| v*+ 22 +zyz
R(z,y, z) rT+y+z

Premiérement, on peut vérifier facilement les conditions (4.1.4)
2m
/ (cos(s)sin(s) — sin(s) cos(s))ds = 0,
0
27
/ (—sin®(s) + cos?(s))ds = 0,
0
2m
/ —sin(s)ds = 0.
0

Apres on calcule les fonctions Fi, Fy, F3 du Théoréme 4.1.1, On obtient

1 1 1 1 1
Fi(wo, Yo, 20) = Ziﬂoyo - gyg + ga:% + gxo - gyo,
1 1, 1, 1 1
‘FQ(:E(MyOa ZO) = -1 + 20 —+ Zxoyo —+ gyg — gl-g _ g‘rO _ gy(),

Fs(xo, 40, 20) = 2o — 1.

Le systeme F; = F, = F3 = 0 admet quatre solutions (z§,yg, 25) données par (0,0,1),

(—1,0,1), (3, ‘/75, 1)et (3, —\/75, 1), les valeurs propres de la matrice jacobienne m(ﬁ, Yo, 23)
dans ces solutions sont
1 1 1 1
N . T B o SV NI W E R S aVO NIV
a2 —1_La Bl 1/ 9193 Y SRRV

qui ont toutes au moins une partie réelle positive.

Le déterminant

O(F1, Fa, F3)

det
¢ ( 3(%,90720)

| w090, 70)=(23,68,75))
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4.2. Preuves

33 3 respectivement, on obtient en utilisant le théoréme

pour ces quatre solutions est = 32 » 351337 33

4.1.1 les solutions définies dans ’énoncé du corollaire 4.1.1. =m

Preuve du corollaire 4.1.2. On va appliquer le théoréeme 4.1.2 avec

hq(t) sin(t)
ho(t) | = | cos(t) |
hs(t) cos(t)
et
P(t,z,y,2) T+y— 2%y
Qlt.wy,z) [ =] z+y—ay
R(t,x,y, z) T+y+z

Premiérement, on peut vérifier facilement les conditions (4.1.8)

/O27r 2cos(s)sin(s)ds = 0,
/OZW(— sin?(s) + cos®(s))ds = 0.

On trouve aussi

—a
20 = :
T @2+ 1
Aprés on calcule les fonctions F7, 5 du Théoréme 4.1.2, On obtient
3 1 3
F = - = 5
1(z0, %0) 1YY + 5 +Zo + gY0
1 1 ) 1
Fa(zo, = —5—3 :
2(Zo, Yo) 5~ gYo o+ 83/0 g0 T Yo
Le systéeme F; = F» = 0 a deux solutions (z7, y5) données par (—3, —2 43139y (—1 1
V1103 ),et les valeurs propres de la matrice jacobienne a((fl’yfz)) (x5, ) dans ces solutions sont
V139 2 _ 3139
8 ot | 3 40
2 3V139 _ /139
5 40 8
Le déterminant
O(F1, F2)
det(—a(% o) |wo.90)=(e5.5))

pour ces deux solutions est 5(16 + 3V/139), L2 V139 (16 + 31/139) respectivement, on

obtient en utilisant le théoréme 4.1.2 les solutions définies dans ’énoncé du corollaire

412 =
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CHAPITRE

Solutions périodiques de
certains systémes
différentiels polynomiaux

de dimension 4

5.1 Introduction et résultats principaux

Ce chapitre étudie I'existence des solutions périodiques du systéme différentiel polynoémial

du quatriéme ordre suivant

T x hy(t) Pi(x,y,u,v)
ha(t Py(x,y,u,v
N Y I B G D ST (511)
u u hs(t) Psy(z,y,u,v)
v v hy(t) Py(x,y,u,v)

ou A est une matrice constante de dimension 4x4 , Py, P», P53 et P, sont des polynémes en
X, v, u et v de degré n, h;(t) = h;(t + 27) avec ¢ = 1,2, 3,4 sont des fonctions périodiques
et € est un petit parametre.

Beaucoup de travaux ont étudié les solutions périodiques des systémes différentiels

du quatrieme ordre ([21],(22],[23],[34],[35],[36],[37],[38],[39]). La plupart des auteurs ont
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5.1. Introduction et résultats principaux

utilisé les autres versions de la méthode de moyennisation ou d’autres méthodes (par
exemple: point fixe, Schauder et Schauder Leray).
Nos résultats principaux pour ’étude des solutions périodiques du systéme (5.1.1) sont

les suivants.

0 -1 0 O
1 0 0 O
Théoréme 5.1.1 On considére le systéme (5.1.1) avec A = , soient
0 0 0 -1
0 0 1 0
Fi(xo, yo, ug,v9) = % i 7T(cos.(t)Pl(a(t),b(t),c(t),al(t))+sin(t)Pg(a(t),b(t),c(zﬁ)&l(zﬁ)))dt,
Fo(o, Yo, uo, vo) = % i ﬂ(— sin(t) Py(a(t), b(t), ¢(t), d(t)) + cos(t) Py(a(t), b(t), c(t), d(t)))dt,
Fs(20, Yo, o, v0) = % i *(cos(t)Pa(a(t), b(t), c(t). d(8)) + sin(t) Py(a(t), b(®), o(t), d(£)))dt,
Fu(xo, yo, ug,vo) = % i 7T(— sin(t) Ps(a(t), b(t), c(t), d(t)) + cos(t) Py(a(t), b(t), c(t), d(t)))dt,
(5.1.2)
a(t) = cos(t)xe — sin(t)yo + /0 (cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds,
b(t) = sin(t)zo + cos(t)yo + /0 (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds,
c(t) = cos(t)ug — sin(t)vy + /0 (cos(t — s)hs(s) — sin(t — s)hy(s))ds,
d(t) = sin(t)ug + cos(t)vy + /0 (sin(t — s)hs3(s) + cos(t — s)hy(s))ds,
Si
/0 " (cos(s)hi () — sin(s)ha(s))ds = O, (5.1.3)

/0 7r(— sin(s)hq(s) + cos(s)ha(s))ds = 0,
/0 7r(cos(s)hg(s) —sin(s)hya(s))ds = 0,
/0 Tr(— sin(s)hs(s) + cos(s)ha(s))ds = 0,
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Alors pour chaque racine (x§, yg, us, v§) du systéme
fk(ff(), Yo, Uo, UO) - 07 k= ]-a 27 37 47

vérifiant
a(f17f27f37f4)

det( 8(&:07 Yo, Uo, UO) |($07?JO’U07”0):(I87y8’us,vs)) 7& b
(t€)
N S y(t,e) .
le systéme différentiel (5.1.1) a une solution périodique , qui tend vers la
u(t, )
v(t,e)
solution périodique donnée par
x(t) cos(t)xg — sin(t)ys + fo (cos(t — s)hi(s) —sin(t — s)ha(s))ds
y(t) sin(t)x{ + cos(t)yg + fo (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds (5.1.4)
ult) cos(t)ug — sin(t)vg + [i(cos(t — s)ha(s) — sin(t — s)ha(s))ds a
v(t) sin(t)ug + cos(t)vg + fo (sin(t — s)hs(s) + cos(t — s)hy(s))ds
du systéme différentiel (5.1.1).—o quand e — 0.
Notons que cette solution est périodique de période 2.
0 -1 0 0
: : : : L0 00
Dans la suite on considére le systéme différentiel (5.1.1) avec A =
0 0 X O
0 0 0 p

On a distingué trois cas selon les valeurs de A et u:
Cas 1: A # u #0.
Cas2: p#0et A =0 (ou X #0et u=0).
Cas 3: A\=pu =0.

Nos résultats pour ces trois cas sont les suivants

Théoréme 5.1.2 Cas 1
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Soient
Filansn) = o [ (eost)FA(ale) b0, f0) ) + sn(e)Platt). b0, 0. (),
Falanan) = 5o [ (0 PAale) b0 (0. 0) + cos() o) b)) )
(5.1.5)
alt) = cos(t)zo — sin(t)yo + /O (cos(t — s)h(s) — sin(t — s)ha(s))ds,
b(t) = sin(t)o + cos(t)yo + /0 (sin(t — s)h(s) + cos(t — 5)ha(s))ds,
ct) = eMug+ /0 te“t‘%g(s)ds,
d(t) = e+ /0 te“<t*8>h4<s)ds.
Si
/0 " (cos(s)n(s) + sin(s)ha(s))ds = O, (5.1.6)

/0ﬂ(—sin(s)hl(s)+cos(s)h2(3))ds = 0,

et
1 2m A2 )
uy = e T ha(s)ds,
1 — 627r/\ /0 3< )
1 2w @ )
v =g _€2w/0 et hy(s)ds,

alors pour chaque racine (xf,ys) du systéme
fk(l'o, yo) = O, k = 1, 2,

vérifiant
O(F1, F2)

det(m |(xo,yo):(x3,y5)) # 0,
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8

t e

m

t,

<

le systéme différentiel (5.1.1) a une solution périodique , qui tend vers la

g
™

t,

<

(t,¢)
(t,¢)
(t,¢)
(t,€)
solution périodique donnée par

x(t) cos(t)xg — sin(t)ys + fo (cos(t — s)hq(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) sin(t)zf + cos(t)yg + fo sin(t — $)hi(s) + cos(t — s)ha(s)ds
= SV (5.1.7)
u(t) 1_627TX 07r eA@m—s h3(5 dS'f‘f et S)hg(s)d
u(t) e [T ey (s)ds + [ e ) y(s)ds
du systéme différentiel (5.1.1).—¢ quand ¢ — 0.
Notons que cette solution est périodique de période 2.
Théoréme 5.1.3 Cas 2
Soient
1 2
Fi(@o,yo,u0) = o [ (cos(t)Pi(a(t),b(t), c(t), d(t)) + sin(t) Pa(a(t), b(t), c(t), d(t)))dt,
0
1 2m .
Fa(@o,yo,u0) = o [ (=sin(t)Pi(a(t), b(2), c(t), d(t)) + cos(t) Pa(a(t), b(t), (1), d(t)))dt,
0
1 2
f3($0,y0,UQ) = % Pg(a(t),b(t),C(t),d(t)))dt, (518)
0
ol
t
a(t) = cos(t)xo — sin(t)yo + / (cos(t — s)hy(s) — sin(t — s)ha(s))ds,
0
t
b(t) = sin(t)zg + cos(t)yo + / (sin(t — s)h1(s) + cos(t — s)ha(s))ds,
0
¢
c(t) = wup+ / hs(s)ds,
-
d(t) = ey +/ "= ny(s)ds.
0
Si

/0 ﬂ(cos(s)hl(s) + sin(s)ha(s))ds = 0,
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/0 7r(— sin(s)hy(s) + cos(s)ha(s))ds = 0, (5.1.9)
/% hs(s)ds =0,
et
1

2m
/ "I (5)ds,
0

alors pour chaque racine (x§, ys,ug) du systéme

Vo =
0 1 — e2mn

fk<x07y07u0) = Oak = 172737

vérifiant

O(F1, Fa, F3)

det
¢ ( 3(%,%,“0)

|($07y0,u0):($87y6 7u6)) # 07

le systéme différentiel (5.1.1) a une solution périodique , qui tend vers la

solution périodique donnée par

x(t) cos(t)xg — sin(t)ys + fot(cos(t — $)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) sin(t)z + cos(t)yg + [, sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s)ds (51.10)
u(t) ug + f(f hs(s)ds -
ot s 27 ey (s)ds + [ e (s)ds
du systéme différentiel (5.1.1).—¢ quand e — 0.
Notons que cette solution est périodique de période 27.
Théoréme 5.1.4 cas 3
Soient
1 2m .
F1(@o, yo, w0, vo) = o [ (cos(t)Pa(a(t), b(t), (), d(t)) + sin(t) Po(a(t), b(2), c(2), d(t)))dt,
0
1 27 ‘
Fa(@o, yo, w0, v0) = o | (=sin(t)Pi(a(?), b(t), c(t), d(t)) + cos(t) Pa(a(t), b(t), c(?), d(t)))dt,
0
1 2m
fg([Eo,yo,Ug,Uo) = % P3(CL(t>,b(t),C(t),d(t)))dt, (5111)
0
1 2m
Fa(wo, Yo, uo, Vo) = or Py(a(t),b(t), c(t), d(t)))dt,
0
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a(t) = cos(t)zy — sin(t)yo + /0 (cos(t — s)h(s) — sin(t — s)ha(s))ds,
b(t) = sin(t)ao + cos(t)yo + /0 (sin(t — s)ha(s) + cos(t — 5)ha(s))ds,
ct) = up+ /0 " ha(s)ds,
d(t) = v+ /0 T a(s)ds.

Si

/0 7r(cos.(s)hl(s) + sin(s)ha(s))ds = 0,

/0 7r(— sin(s)hi(s) + cos(s)ha(s))ds =0, (5.1.12)

0

[

alors pour chaque solution (xf,yg, us, vg) du systéme

hs(s)ds = 0,
s)ds = 0,

Fk:(x[);yOaan,UO) = O7k = 17 273747

satisfaisant
a(F17~7:27‘F37F4)

det
¢ ( a(x07y07u07v())

| (o ,0s00,00) =(at s s o)) 7 0

le systéme différentiel (5.1.1) a une solution périodique , qui tend vers la

solution périodique donnée par

t cos(t)xy — sin(t)yg + fot(cos(t — S

8

) Yhi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
) sin(t)af + cos(t)ys + [ sin(t — s)ha(s) + cos(t — s)ha(s)ds
£) w4 [ hy(s)ds
t) s+ [T ha(s)ds

t

<

(5.1.13)

I~

(
(
(
(

<
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du systéme différentiel (5.1.1).—¢ quand ¢ — 0.

Notons que cette solution est périodique de période 2.

0 -1 0 0
0 0 O
On consideére le systéme (5.1.1) avec A = , notre résultat est le
0 0 X1
0 0 0 A
suivant
Théoréme 5.1.5 Soient
Filann) = o= [ (costtPulalt) b(0),cle) d(e) + sin(t)Pfalt) e, ) () .
Fo(xo,yo) = % i 7r(— sin(t) Py (a(t),b(t), c(t), d(t)) + cos(t) Pa(a(t), b(t), c(t), d(t)))dt,
(5.1.14)
a(t) = cos(t)ze — sin(t)yo + /0 (cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds,
b(t) = sin(t)xo + cos(t)yo + /0 (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds,
c(t) = eMug+ teMuy + /t A9 (hg(s) + (t — s)ha(s))ds,
d(t) = eMu +/t A=y (s)ds.
Si ,
/0 (cos(s)hi(s) + sin(s)ha(s))ds =0,
/0 (= sin(s)ha(s) + cos(s)ha(s))ds = 0, (5.1.15)
et
Uy = (1_2%)\)2/0 ' A, (5)ds + ﬁ/{) ' A9 (hg(s) — shy(s))ds,

1

2w
— A(2w—s)
V= T e /0 e hy(s)ds,

o1
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alors pour chaque solution (x§,ys) du systéme

satisfaisant

=

t,e

t,

<
m

le systeme différentiel (5.1.1) a une solution périodique , qui tend vers la

S
~
(O}

(t,€)
)
(t,€)
(t,€)

<

t,e
solution périodique donnée par

z(t) cos(t)zy — sin(t)yg + fot(cos(t — 8)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) sin(t)x( 4 cos(t)yd + fot sin(t — s)h1(s) + cos(t — s)ha(s)ds

= S27A 127 A=) (ha(8)—sha(s 2N (27 A=)y (oVds
u(t) S X (ha(s) + (¢ — s)ha(s))ds + ST O ehalDde  Bne Lo oo ha()d
o(t) % 027r A=) hy(s)ds + fot eMt=5)p,(s)ds

du systéme différentiel (5.1.1).—¢ quand e — 0.

Notons que cette solution est périodique de période 2.

Corollaire 5.1.1 On considére le systéme différentiel (5.1.1) ou

0 —10 0 ha(t) sin(t)
A 1 0 0 0 ho(t) _ cos(t)
00 0 -1 hs (1) sin(t)
0O 0 1 0 hy(t) cos(t)
et
Py(z,y,u,v) T+ y— yx?
Py(x,y,u,v) B T+y—zy?
Psy(z,y,u,v) - r+y+utov
Py(z,y,u,v) r+y+utv
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Ce systéeme différentiel admet quatre solutions périodiques instables

i (1)
. . o Yi(?)
k=1,2,3,4, qui tendent vers les solutions périodiques
(t)
(t)

uk(t

vk (t
z1(t) —2cos(t) + (5 — 522 sin(¢)
n(® | | Lsint) + (4 Y cost)
i (t) —Lcos(t) — (2 + YD) sin(t) |
vy (t) ssin(t) + (2 + 4£22) cos(t)
xo(t) —3cos(t) + (3 — 522) sin(t)
Yo (t) _ $sin(t) + (—3 + @) cos(t)
us(t) ~Leos(t) — (2 — D) sin(t) |
vo(t) ssin(t) + (2 — %22) cos(t)
x3(t) —3cos(t) + (3 + \/1;0@) sin(t)
ys(t) _ 1sin(t) — (3 + %522) cos(?)
us(t) ~Leos(t) — (2 + YD) sin(t) |
v3(t) ssin(t) + (2 + @) cos(t)
z4(1) —3cos(t) + (3 + H32) sin(?)
wa() | | 3sin@) - (4 VI39) cos( 1)
uy(t) —3cos(t) — (§ — ¥522)sin(t) 7
v4(t) $sin(t) + (2 — %22) cos(?)
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du systéme différentiel

r = —y-+sin

—~

t),

~—

y = x+cos(t

u = —v+sin

—~

t),

Y

v = u+cos(t

~—

quand € — 0.

Corollaire 5.1.2 On consideére le systéme différentiel (5.1.1) ow

0 -1 00 ha(t) sin(t) cos(t)
A 1 0 00 ho(t) _ cos?(t)
0 0 30 hs(t) cos(t)
0 0 05 hy(t) cos(t)
et
Pi(z,y,u,v) r—y+ay
Py(z,yuv) | | z+y—ay
Py(z,y,u,v) - rt+y+u
Py(z,y,u,v) r+y
z(t, e

)
Ce systéme différentiel admet une solution périodique instable ) , qui tend vers
)
)

x(t) = cos(t)

ue) | Lsin(1)

u(t) T2 cos(t) + 55 sin(t) 7
v(t) 52 cos(t) + 5 sin(t)

o4
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du systéme différentiel

quand ¢ — 0.

Corollaire 5.1.3 On considére le

= —y+sin(t) cos(t),
= 1z + cos’(t),
= 3u+ cos(t),

= bv+sin(t)

systéme différentiel (5.1.1) ou

0 -1 00 hy(t) sin(t) cos(t)
A 1 0 00 ha(t) _ sin®(t) cos(t)
0 0 00 hs(t) cos(t)
0 0 0 3 hy(t) sin(t)
et

Pi(x,y,u,v) T —y+ay
Py(x,y,u,v) B T4y —ay
Py(z,y,u,v) N r+y—u?+3u
Py(x,y,u,v) x4y

Ce systéme différentiel admet

tendent vers

deuz solutions périodiques instables

—3 cos(t)
< sin(t)

13— V7) cos(t) + sin(t)

= cos(t) + 5 sin(t)

—3 cos(t)
T sin(t)

L(3+V/T) cos(t) + sin(t)

= cos(t) + & sin(t)

95
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du systéme différentiel

r = —y+sin(t)cos(t),
y = x4+ sin®(t)cos(t),
uw = cos(t),

v = 3v+sin(t)

quand € — 0.

Corollaire 5.1.4 On considére le

systéme différentiel (5.1.1) ou

0 -1 00 hy(t) sin(t)
A 1 0 00 ho(t) _ cos(t)
0 0 00 hs(t) sin(t)
0 0 00 hy(t) sin(t) cos(t)
et
Py(z,y,u,v) 32?2 — zy® + o>
Py(z,y,u,v) || 3y* —ya® +2°
Py(z,y,u,v) N u
Py(z,y,u,v) v

Ce systéme différentiel admet trois solutions périodiques instables

8

k(t)
yi(t)
(1)
(1)

k=1,2,3, qui tendent vers les solutions périodiques ot
u(t
U (t
x1(t) — cos(t)
n) | 0
uy(t) N — cos(t)
(1) T — 3 cos’(t)

)
) avec
)
)
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xo(t) 0
ya(t) sin(t)
us(t) - — cos(t)
vo(t) 1 — 1cos?(t)
73(t) =L cos(t)
ys(t) 3 sin(t)
ug(t) - — cos(t)
v(st) 7~ 5cos’(t)
du systéme différentiel
r = —y+sin(t),

y = x+cos(t),

u = sin(t),

v = sin(t)cos(t),
quand € — 0.

Corollaire 5.1.5 On considére le systéme différentiel (5.1.1) ou

0 -1 00 hq(t) — sin(t)
Ao 1 0 00 ho(t) I cos(t)
0 0 21 hs(t) sin(t)
0 0 0 2 hy(t) sin(t)
et
Pi(z,y,u,v) y— %y
Beyuv) | | -y
Py(z,y,u,v) N rT+y+u
Py(z,y,u,v) T4y
x(t, €)
Ce systéme différentiel admet deux solutions périodiques yelt:) , avec k =1,2,
ug(t, €)
(t,€)

vg(t, €

a7



5.2. Preuves

qui tendent vers les solutions périodiques

x1(t) cos(t)
n(@) | 0
uy (1) a ;—51 cos(t) — %
vy (1) —+cos(t) — 2
du systéme différentiel
T
y
u
)

quand ¢ — 0.

5.2 Preuves

Preuve du théoréme 5.1

1.

ol

(t)

w(t) | _
sin(t) us(t)
sin(t) va(t)

= —y—sin(t),

= x — cos(t),

= 2u+ v +sin(t),
= 2v +sin(t),

4 cos(t)
3sin(t)

25

—Lcos(t) — 2

5 5

5 cos(t) — o=

sin(t)
sin(t)

On va utiliser le corollaire 2.2.2 afin d’étudier les solu-

tions périodiques du systéme différentiel (5.1.1), ce dernier peut s’écrire sous la forme du

systéme (2.2.11) en prenant

_y+h1(t) Pl(x7y7u7v)
x -+ ho(t Pry(x,y,u,v

TORN I ey
—v + hs(t) Ps(z,y,u,v)
U—|—h4<t> P4<x’y7u7v)
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En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéme non perturbé

(5.1.1).—p qui sont présentées par

x(t) cos(t)zo — sin(t)yo + [, (cos(t — s)hy(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) _ sin(t)xq + cos(t)yo + fot(sin(t — $)h1(s) + cos(t — s)ha(s))ds
u(t) cos(t)up — sin(t)vy + f(f(cos(t — 8)h3(s) — sin(t — s)hy(s))ds
v(t) sin(t)ug + cos(t)vy + fot(sin(t — $)h3(s) 4 cos(t — s)ha(s))ds

z(2m) z(0)
vem) || wlo)
u(2m) u(0)
v(2m) v(0)

On obtient les conditions de périodicité données par (5.1.3). Notons que notre ensemble
de solutions est de dimension quatre. Obtenir les solutions périodiques du systéme (5.1.1)
se réduit a trouver les racines z = (zo, Yo, Uo, Vo) du systéme F(z) = 0, ou F(z) est
donnée par (2.2.15). La matrice fondamentale M(t) du systeéme différentiel (5.1.1).—¢ est

la suivante

cos(t) —sin(t) 0 0
sin(t)  cos(t) 0 0
M(t) = M,(t) =
0 0 cos(t) —sin(t)
0 0 sin(t)  cos(?)
Calculons F(z) on trouve
:/tl o, Yo, Uo, Vo )

J1

( ) =
(0, Yo, to, Vo) (5.2.1)
( )=

F3(o, Yo, o, Vo

Y

0
=0,
0
0

f4($0, Yo, Uo, UO) -

Y
\

ou Fi, Fse, Fs et Fy ont été définies dans I’énoncé du théoréme 5.1.1 par (5.1.2). Si les
solutions (x§, yg, ug, vg) du systeme (5.2.1) vérifient que

a(f17f27f37f4)

8(3307 Yo, Uo, UO)

det

|(zo,y07uo,vo):(fﬁ67y87u8,v$)) # 0.
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x(t, e

t,

)

Alors il existe une solution 27-périodique du systéme différentiel (5.1.1) avec

u(t, e

(t,€)

y(t,e)

(t,€)

v(t, e)

e # 0 suffisamment petit qui tend vers la solution périodique donnée par (5.1.4) du
systéme différentiel (5.1.1).—¢ quand ¢ — 0. =

Preuve du théoréme 5.1.2. On va utiliser le théoréme 2.2.3 afin d’étudier les

solutions périodiques du systéme différentiel (5.1.1), ce dernier peut s’écrire sous la forme

du systéme (2.2.11) en prenant

z _y+h1(t) P1<x7y7u7v)

I—Fh t P. T,Y,u,v

x=| Y1, t=¢ Ft,x = 20 | o Ry = | OB W)
u v + ha(t) Py(z,y,u,v)

v pu + hy(t) Py(z,y,u,v)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéme non perturbé

(5.1.1).— qui sont présentées par

z(t) cos(t)zg — sin(t)yo + fot(cos(t — $)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | | sin(t)zo + cos(t)yo + fot(sin(t — $)h1(8) + cos(t — s)ha(s))ds
u(t) Mug + [ Ihy(s)ds
o(t) ey + [ et hy(s)ds
Cet ensemble de solutions est 2m-périodique si et seulement si
x(2m) z(0)
y@m) || y(0)
u(2) u(0)
v(2m) v(0)

On obtient les conditions de périodicité définies dans 1’énoncé du théoreme 5.1.2 par

(5.1.6). Notons que notre ensemble de solutions est de dimension deux. La matrice
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fondamentale M(t) du systeme différentiel (5.1.1).—¢ est la suivante

cos(t) —sin(t) 0 0
sin(t) cos(t) 0 0

M(t) = M,(t) =
0 0 e 0
0 0 0 et
On a
00 0 0
B B 00 0 0
M=7(0)— M~ (2r) = ,

0 0 1—e-A% 0

00 0 1 — e—H2m

alors toutes les conditions du théoréme 2.2.3 sont satisfaites. Obtenir les solutions péri-
odiques du systéme (5.1.1) se réduit a trouver les racines z = (xg, yo) du systéme F(z) =

0, ou F(z) est donnée par (2.2.14). Calculons F(z) on trouve

:'tl(x(b ?/0)

(5.2.2)
~7:2(5L‘0>?JO) = 07

ou Fi et Fy ont été définies dans I’énoncé du théoréme 5.1.2 par (5.1.5). Si les solutions

(x5, y5) du systéme (5.2.2) vérifient que

O(F1, Fz)

det(m |(xo,yo):(x8,ya)) # 0.

t,e)

)
)

xT

t,

<
)

Alors il existe une solution 27-périodique du systeme différentiel (5.1.1) avec

(
(
u(

v(t,e)

e # 0 suffisamment petit qui tend vers la solution périodique donnée par (5.1.7) du

t, e

systeme différentiel (5.1.1).—o quand € — 0. =
Preuve du théoréme 5.1.3. On va utiliser le théoréme 2.2.3 afin d’étudier les

solutions périodiques du systeéme différentiel (5.1.1), ce dernier peut s’écrire sous la forme
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du systéme (2.2.11) en prenant

z _y+h1(t) P1<x7y7u7v)

I—Fh t P T,Y,u,v

x=| Y1, t=t Ft,x = 20 | o Ry = | OB )
U hg(t) P3(‘T7 Y, u, U)

v pv + hy(t) Py(z,y,u,v)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéeme non perturbé

(5.1.1).— qui sont présentées par

x(t) cos(t)zg — sin(t)yo + fg(cos(t — $)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | | sin(t)zo + cos(t)yo + fot(sin(t — $)h1(s) + cos(t — s)ha(s))ds
u(t) g + fo ha(s)ds

o(t) ey + [ et hy(s)ds

Cet ensemble de solutions est 27-périodique si et seulement si

2T 0
0
0

0

8

T

<

2

I~

(27) (0)
yen) | | v
(27) (0)
(2r) (0)

2T

1

()

On obtient les conditions de périodicité définies dans 1’énoncé du théoréeme 5.1.3 par
(5.1.9). Notons que notre ensemble de solutions est de dimension trois. La matrice

fondamentale M(t) du systéme différentiel (5.1.1)._¢ est la suivante

cos(t) —sin(t) 0 O

sin(t) cos(t) 0 O
1 0
0

M(t) = My(t) =
0 0
0 0 ekt
On a
000 0
. . 0 00O 0
M=7(0) — M (2r) = ,
0 00 0
0 0 0 1—e—H2r
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alors toutes les conditions du théoréme 2.2.3 sont satisfaites. Obtenir les solutions péri-
odiques du systéme (5.1.1) se réduit a trouver les racines z = (xg, Yo, up) du systéme

F(z) = 0, ot F(z) est donnée par (2.2.14). Calculons F(z) on trouve

f‘l('xmyo’u()) - 07
Fo(w0, Yo, tg) = 0, (5.2.3)
f?’(xOJyOauO) — 07

ou Fi, Fy et F3 ont été définies dans 1’énoncé du théoreme 5.1.3 par (5.1.8).
Si les solutions (xf, yg, ug) du systéme (5.2.3) vérifient que

a(f17f27f3>

det
¢ ( 3(%790,%)

‘(xo,yo,uo) (w5:y5 up) ) # 0.

x(t, e

t,

)

Alors il existe une solution 27-périodique du systéme différentiel (5.1.1) avec

(t,€)
y(t,e)
u(t,e)

t, e

v(t, e)

e # 0 suffisamment petit qui tend vers la solution périodique donnée par (5.1.10) du
systeme différentiel (5.1.1).—o quand ¢ — 0. ®

Preuve du théoréme 5.1.4. On va utiliser le corollaire 2.2.2 afin d’étudier les
solutions périodiques du systéme différentiel (5.1.1), ce dernier peut s’écrire sous la forme

du systéme (2.2.11) en prenant

z _y+h1(t) Pl(%@/,uﬂ))

x + ho(t Py(x,y,u,v

x=| Y1, t=¢ Ft,x = (1) | Fi(t,x) = 2(2: 4, v)
u hs(t) Py(z,y,u,v)

v hy(t) Py(z,y,u,v)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéeme non perturbé

(5.1.1).— qui sont présentées par

x(t) cos(t)xg — sin(t)yo + fg(cos(t — s)hi(s) — sin(t — s)ha(s))ds
y(t) | | sin(t)zo + cos(t)yo + [y (sin(t — s)hi(s) + cos(t — s)ha(s))ds
u(t) - Uy + fot hs(s)ds
o(t) vo + [ ha(s)ds
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Cet ensemble de solutions est 27-périodique si et seulement si

2
21
2T

0
0
0
v(0

T T

<

2

(2m) (0)
er) || w0
(2m) (0)
v(2m) (0)
On obtient les conditions de périodicité définies dans 1’énoncé du théoréme 5.1.4 par
(5.1.12). Notons que notre ensemble de solutions est de dimension quatre.

Obtenir les solutions périodiques du systéme (5.1.1) se réduit a trouver les racines

z = (0, Yo, o, Vo) du systéme F(z) = 0, ou F(z) est donnée par (2.2.15). La matrice

fondamentale M(t) du systeme différentiel (5.1.1).—¢ est la suivante

cos(t) —sin(t)

0 0

0
sin(t) cos(t) O
1
0 0 0

_ o O O

Calculons F(z) on trouve

N

1{Zo, Yo, Uo, Vo )

( )=0
F2(xo, Yo, to, Vo) = 0, (5.2.4)
F( )=0

Zo, Yo, Uo, Vo

I

Fu(zo, Yo, uo, v0) = 0,

\

ou Fi, Fa, F3 et Fy ont été définies dans ’énoncé du théoréme 5.1.4 par (5.1.11).
Si les solutions (x§, g, us, v§) du systéme (5.2.4) vérifient que

a(flyféaf37f4)

det
¢ ( 8(5150790,“0,”0)

|(wo,y07UO,v0):(J»‘8,yS7US,U6‘)) # 0.

8

t, e

t,

<
)

(t,¢)
Alors il existe une solution 27-périodique (t:9) du systéme différentiel (5.1.1) avec
(t,¢)

I~

t, e

v(t, e)

e # 0 suffisamment petit qui tend vers la solution périodique donnée par (5.1.13) du

systéme différentiel (5.1.1).—o quand € — 0. m
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Preuve du théoréme 5.1.5. On va utiliser le théoréeme 2.2.3 afin d’étudier les
solutions périodiques du systéme différentiel (5.1.1), ce dernier peut s’écrire sous la forme

du systéme (2.2.11) en prenant

x —y+hi(t) Py(x,y,u,v)

x + ha(t P T,Y,u,v

x=| Y1 =t FBtx= 2(1) et Fi(t,x) = 2(2,9t,0)
u Au~+ v+ hs(t) P3(x,y,u,v)

v )\U+h4(t) P4(m’y7uav)

En premier temps on doit trouver les solutions périodiques du systéme non perturbé

(5.1.1).—¢ qui sont présentées par

) cos(t)xg — sin(t)yo + fot(cos(t — s)hi(s) —sin(t — s)ha(s))ds

) sin(t)xo + cos(t)yo + f(f(sin(t — $)h1(s) + cos(t — s)ha(s))ds
t) Mg + teMtvg + [ e (hy(s) + (¢ — s)ha(s))ds

) ellyy + f(f M= hy(s)ds

Cet ensemble de solutions est 2w —périodique si et seulement si

on obtient les conditions de périodicité définies dans 1’énoncé du théoréme 5.1.5 par
(5.1.15). Notons que notre ensemble de solutions est de dimension deux. La matrice

fondamentale M(t) du systeme différentiel (5.1.1).—¢ est la suivante
cos(t) —sin(t) 0 0
sin(¢) cos(t) 0 0O
0 0 M teM

0 0 0 eM
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5.2. Preuves

0 0 0
0 0 0

01— 67)\271' 27.‘_67)\2#

o O O

00 0 1—e %
alors toutes les conditions du théoréme 2.2.3 sont satisfaites.
Obtenir les solutions périodiques du systéme (5.1.1) se réduit a trouver les racines
z = (x9,Yo) du systéme F(z) = 0, ou F(z) est donnée par (2.2.14). Calculons F(z) on

trouve

-7:1(1‘0790) = 07
Fa(wo,10) = 0,

ou Fy et Fp ont été définies dans ’énoncé du théoreme 5.1.5 par (5.1.14).

(5.2.5)

Si les solutions (xf, y5) du systéme (5.2.5) vérifient que

8(‘: 173 2)
det(=—— |(2o.v0)=(2* 4 0.
( a(ﬂfo,y0> |( 90)=( O:yO)) 7é

8

t, e

t,

<
™

(t,¢)
Alors il existe une solution 27-périodique (t:9) du systéme différentiel (5.1.1) avec
(t,¢)

I~

t, e

v(t, €)
e # 0 suffisamment petit qui tend vers la solution périodique du systéme différentiel

(5.1.1)c—o quand ¢ — 0. =
Preuve du corollaire 5.1.1. On va appliquer le théoréme 5.1.1, premiérement, on

peut vérifier facilement les conditions (5.1.3)
2
/ (cos(s)sin(s) — sin(s) cos(s))ds = 0,
’ 27
/ (—sin®(s) + cos®(s))ds = 0,
2m ’
/ (cos(s)sin(s) — sin(s) cos(s))ds = 0,
’ 2
/ (—sin®(s) + cos*(s))ds = 0,
0
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Apres les calculs de F;, Fs, F3 et Fy on trouve

1 3 3
Fi(xo, Yo, o, v9) = 3 + zo + g0 + 7 FoYo,
Fol ) Lo L2 4o+ 24
x U, Vg) = —— — —Tg— -2 —
2\Zo, Yo, Uo, Vo 2 ] 0 g 0 Yo 8%7

F3(xo, Yo, uo, o) = o+ up+ 1,

~7:4(£Uo, ?JO,UO,UO) = 9o+ vy — 1.

Le systéme F; = Fo = F3 = F4 = 0 admet quatre solutions (x§, y5, us, v5) données par

<_l_é+_v139_19__v139) (_l_é__v139_lQ_ﬂ)(_l_é_i__vl%_lg_,_
2° 5 10 > 275 10 /» 2" 5 10 > 275 10 >\ 2075 10 0 275

V139 14 139 19 , /139 S :
i) et (=3,—3 — Y557, —3,5 + Y55), les valeurs propres de la matrice jacobienne

OF1.Fa. T3, 7a)

s pemean) (20, Yo U, v5) dans ces solutions sont

V139 V/139 2 _ 3139 2 _ 3139
8 8 5 40 5 40
24 3v/139 24 3v139 —v/139 —V/139
5 40 5 40 8 - 8
1 1 1
1 1 1 1

qui ont toutes au moins deux parties réelles positives.
Le déterminant

a<fl7f27f37f4)

det
¢ ( 8(370,%71607710)

’ (xO »Y0,U0 ,UO):(fES )yé 7“8 7”8) )

pour ces quatre solutions est 1, 89,0, 71,1, 89,0, 71, respectivement, on obtient en utilisant
le théoreme 5.1.1 les solutions définies dans I’énoncé du corollaire 5.1.1. =
Preuve du corollaire 5.1.2. On va appliquer le théoréme 5.1.2, premiérement, on

peut vérifier facilement les conditions (5.1.6)
2
/ (cos?(s) sin(s) — sin(s) cos?(s))ds = 0,
0

/0W(—sinz(s)cos(s)+cos3(s))ds = 0,

-3
Uy = —
0 107
o = 2
0 7 96
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Apres les calculs de F; et F, on trouve

7T 7 4
Fi(zo,y0) = 9 + %0 — 3Y0,

7T 7 4
Folzo,y0) = 9 + g ro + 3%

,0), les valeurs
(§+i21\/23 )
21 1v233

Le systeme F; = F, = 0 admet une solution (), y;) donnée par (—2

propres de la matrice jacobienne aa((f ;’;2)) (x5, yg) dans cette solution sont

qui
ont deux parties réelles positives.

On a aussi
O(F1, F?) | L) 28
Oy ) (osoror=30) = g

On obtient en utilisant le théoréme 5.1.2 la solution définie dans ’énoncé du corollaire

det(

5.1.2. m
Preuve du corollaire 5.1.3. On va appliquer le théoréme 5.1.3, premiérement, on

peut vérifier facilement les conditions (5.1.9)

/0 ﬂ(cosg(s) sin(s) + sin*(s) cos(s))ds = 0,

/0 7r(— sin?(s) cos(s) + cos?(s) sin®(s))ds = 0,

2
/ cos(s)ds = 0.
0

B 1
Vo = 10

On trouve aussi

Apres les calculs de F;, F5 et F3 on trouve

15 49 127

Fi(zo, Yo, ug) = TeF0 ~ g0 + == 0’

47 17 737

F - =

2(1’0,(@0,’&0) 481'0 -+ 16y0 + — 207
1

F3(xo, Yo, uo) = —uo + 3ug — 3

Le systeme F; = F, = F3 = 0 admet deux solutions (x§, y5, us) données par (—%, _%, %(3_
V7)), (—§> —%, %(3+\/7)), les valeurs propres de la matrice jacobienne %@3, e, ug)
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dans ces solutions sont

V2294 V2294

L4 1= 1L+ 152>
V2294 12294

1— [4—8 ) 1-— IT ’

V7 V7

qui ont toutes au moins deux parties réelles positives.

Le déterminant
a(flaf27]:3)

det
¢ ( 3(%,%71&0)

| (zo,y0,u0)=(8,yg us) )

pour ces deux solutions est 221%95\2ﬁ, ’2123592ﬁ, respectivement, on obtient en utilisant le

théoréme 5.1.3 les solutions définies dans ’énoncé du corollaire 5.1.3. =
Preuve du corollaire 5.1.4. On va appliquer le théoréme 5.1.4, premiérement, on

peut vérifier facilement les conditions (5.1.12)
27
/ (2sin(s) cos(s))ds = 0,
27 ’
/ (—sin®(s) + cos?(s))ds = 0,
’ 2w
/ sin(s)ds = 0,
0
2
/ sin(s) cos(s)ds = 0,
0

Apres les calculs de Fi, Fs, F3 et Fy on trouve

-1 3 1 1 1
Fi(zo, yo, uo, Vo) = Txg - gﬂﬂg - giﬁo - gyg - ;lxoyg,
1
Fa(xo, yo, ug, Vo) = —gyo(%o + 228 + 23 + 3),

-7:3(51507907“0,“0) = Ug + ]-7

Fu(zo, yo, uo, Vo) = U0+1-

Le systéme F; = F, = F3 = F4 = 0 admet trois solutions (zf, y5, ug, vg) données par

(0,0, —1, —}1), (—%, 0,1, —i) et (—1,0,—1, —i), les valeurs propres de la matrice jacobi-
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O(F1,F2,F3,F4)

enne
9(x0,Y0,%0,v0)

* * * * 3
(x5, s, ug, vg) dans ces solutions sont

—_

-1
8
=3
8 16
1
1

| ||
—_ = °°|c.o o

qui ont toutes au moins deux parties réelles positives.
Le déterminant pour ces trois solutions

O(F1, Fa, F3, Fa)

8(900, Yo, Uo, Uo)

det(

| (0,0,0,00)= (a8 8 g v8))

3 -5 3

est 51> 2560 647

dans ’énoncé du corollaire 5.1.4. m

respectivement, on obtient en utilisant le théoréme 5.1.4 les solutions définies

Preuve du corollaire 5.1.5. On va appliquer le théoréme 5.1.5, premiérement, on

peut vérifier facilement les conditions (5.1.15)

/0 W(— cos(s) sin(s) — sin(s) cos(s))ds = 0,

/0 " (sin(s) sin(s) — cos(s) cos(s)ds — 0.

On trouve aussi

1
u _—
0 25’
1
Vo —g;
Apres les calculs de F; et F, on trouve
-1
Fi(wo, o) = ?yo(&ﬁo - 7),
1 5 1 5
FoTo,y0) = = — =xo+ =xf — =Y.

2 8 870 8

Le systéeme F; = F» = 0 admet deux solutions (zf,y;) données par (1,0),(4,0) et les

O(F1,F2)
d(wo,y0)

valeurs propres de la matrice jacobienne

LIV3 +1V/51
2Lrv3 )\ SLrva
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qui ont toutes des parties réelles nulles.

Le déterminant pour ces deux solutions (z, yg)

dot( QT2 )
a(CC(), y0> (r(),yo)—(%,yo)
est 63—4, %, respectivement, on obtient en utilisant le théoréme 5.1.5 les solutions définies

dans ’énoncé du corollaire 5.1.5.

Dans ce cas on ne peut rien dire sur la stabilité des solutions. m
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons utilisé I'une des plus importantes méthodes perturba-
tives pour étudier I'existence des solutions périodiques de certains systémes différentiels
polynomiaux de dimension deux, trois et quatre. Nous avons perturbé un systéme non
homogene et nous avons illustré notre étude par des exemples.

Nous continuerons nos recherches des solutions périodiques des équations différentielles
perturbées par un parameétre suffisamment petit, en utilisant la théorie de moyennisation.

On s’intéresse a la recherche des solutions périodiques du systéme différentiel
r = Ax + h(t) + eP(x),

ha(t) Py(x)
on, r = (x1,..,&,), h(t) = : , P(x) = : sont des polynomes de

ha(t) P,()

degré n, A est une matrice constante n x n et € est un petit paramétre. Ce probléme est
la généralisation des trois cas étudiés dans cette these.
On s’intéresse aussi a I’étude des solutions périodiques de I’équation différentielle

d’ordre quatre suivante :

ol, a et b sont des constantes, g et f sont des fonctions continues et p est continue,

T-périodique.
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