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Résumé

Cette thése s’intéresse a ’étude du nombre maximal de cycles limites des sys-
témes différentiels ordinaires dépendant d’un petit parameétre. Plus particuliérement,
on étudie deux classes de systémes différentiels en utilisant la théorie de moyenni-
sation.

La premiére classe concerne 1’étude des systémes différentiels polynémiaux de
Liénard généralisés de la forme :

T =y,
{y' = —z — f(z) — g(x)y — h(z)y* - U(2)y°,

ou f(z) = efi(z) +e*f2(2), g(x) = egi(@) + eg2(), h(z) = ehi(z) + *ha() et
I(z) = ely(x) + €%la(x). Pour chaque k = 1,2, fi(z), gr(x), hi(x) et Iy(z) sont de
degrés n. € est un parameétre réel supposé petit.

la deuxiéme classe concerne 1’étude des systémes différentiels de Kukles géné-
ralisés de la forme :

{j: = —y+1(x),

y=x—f(x)—g(z)y - h(z)y* — doy’,

ou l(z) = el'(z) + e**(2), f(x) = ef'(zx) + 2f%(2), g(2) = eg'(x) + *¢*(),
h(z) = eh'(z) + e2h?(x) et do = ed§ + €2d3. Pour chaque k = 1,2, I*(xz), f*(x),

g*(x) et h*(z) sont de degrés m, n1, na et n3 respectivement. di # 0 est un nombre
réel et € est un petit paramétre.

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés : Cycle limite, théorie de moyennisation, systéme de Liénard, systéme
de Kukles.



Abstract

This thesis is interested to the study of the maximum number of limit cycles of
ordinary differential systems depending of a small parameter. Using the averaging
theory of first and second order, we study two classes of differential systems.

The first class deals with generalized polynomial Liénard differential system of
the form

T =y,
{?J = —z — f(x) — g(x)y — h(z)y* - U(2)y?,

where f(z) = efi(z) +&*f2(2), 9(x) = egi(x) + %g2(x), h(w) = ehi(w) + e*ha()
and [(z) = ely(x) + €2la(z) where fi(z), gi(z), hi(z) and [ (z) have degree n for
each kK =1, 2, and ¢ is a small parameter.

The second class studied the generalized polynomial Kukles differential system of
the form

{:L« = —y+1(z),
y=xz— f(x) —g(x)y — h(z)y* — doy?,

where I(x) = el'(z) + 21%(x), f(z) = ef'(z) + £2f%(2), g(x) = eg'(z) + 2¢%(x),
h(x) = eh!(x) + e2h?(z) and dy = ed} + £2d% where 1¥(z), f¥(z), ¢*(x) and h*(z)
have degree m, n1, ny and ng respectively, dlg = 0 is a real number for each k = 1,2,
and € is a small parameter.

This study is illustrated by applications.

Keywords : Limit cycle, Averaging theory, Liénard systems, Kukles systems.
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Introduction générale

Un systéme dynamique est un systéme physique qui évolue. Il peut évoluer
dans le temps ou par rapport & une autre variable suivant l’espace de phases
considéré. La trajectoire d’un objet en mouvement dans le temps est donc un
systéme dynamique, ainsi que le nombre d’individu d’une population quelconque
dans le temps, ou encore les valeurs d’une fonction (par exemple : y = 2x)
par rapport & la valeur de z. Il est possible de suivre I’évolution de I’état d’un
systéme physique dans le temps. Pour cela, on construit d’abord un modéle
avec les lois physiques et les paramétres nécessaires et suffisantes pour caractéri-
ser le systéme. Ce modéle est bien souvent constitué par des équations différentielles.

Les équations différentielles sont apparues la premiére fois vers la fin du 17°7¢
siécle dans les travaux de Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elles se sont produites
comme conséquence normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les
nouvelles idées du calcul & certains problémes en mécanique. Plus tard la théorie
d’intégration des équations différentielles a été développée par des analystes et des
mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton et Liouville aux 18°™¢ siécle et
19¢™¢ siécles. Pendant plus de 300 ans, les équations différentielles ont servi 'outil
essentiel pour d’écrire et analyser des problémes dans beaucoup de disciplines
scientifiques (Mécanique, Géométrie, Physique,---). L'importance de cette notion a
motivé des générations de mathématiciens et d’autres scientifiques pour développer
des méthodes pour étudier les propriétés de leurs solutions. Par exemple, pour la
mécanique non linéaire, on considére qu’elle fut fondée a la fin du 19 siécle
par le mathématicien frangais Poincaré (Sur les courbes définies par des équa-
tions différentielles, 1881-1886; Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste,
1892-1899). Il y a lieu de citer aussi le mathématicien russe Lyapunov, fondateur

de la théorie de la stabilité (Le probléme général de la stabilité du mouvement, 1892).

Dans les années 1920, le statisticien Lotka et le mathématicien Volterra
élaborent un modéle qui décrit la dynamique de systémes écologiques ot cohabitent
un prédateur et sa proie. De facon emblématique, il est souvent appliqué aux
lynx et aux liévres des neiges dont les recensements précis ont été établis par la
compagnie de la baie d’Hudson au 19°7¢ siécle. Ce modéle est constitué d’une
équation différentielle qui traduit 1’évolution des populations de chaque animal.
Ainsi, quand les lynx sont nombreux, la population de liévres décroit, ce qui
entraine la diminution du nombre de lynx, puis 'augmentation de celui de liévres,
libérés de la pression des prédateurs.... Ce type d’équations n’est pas réservé a la
biologie et il est également pertinent notamment en physique : au début du 20°¢
siécle, Van der Pol décrit de cette fagon les oscillations d’un circuit électrique doté
d’une lampe dont la résistance dépend de I'intensité du courant qui y passe.
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Dans les deux exemples, & mesure que le temps croit, le comportement du sys-
téme a tendance a devenir périodique. Graphiquement, les courbes qui représentent
les solutions s’approchent d’un cycle : on parle de "cycle limite".

L’acte de naissance des cycles limites est le Mémoire sur les courbes définies
par une équation différentielle écrit par Poincaré en 1881 [42]. Un cycle limite
est une orbite périodique isolée dans I'ensemble de toutes les orbites périodiques
d’une équation différentielle. Rigoureusement, le modéle de Volterra n’admet
un cycle limite que dans une version modifiée par I'écologiste canadien Holling,
mais nous n’entrerons pas dans les détails. D’autres systémes, plus complexes,
peuvent avoir plusieurs cycles limites. Le comportement asymptotique sera encore
périodique, mais la convergence aura lieu vers tel ou tel cycle limite selon la po-
sition initiale. Il est important de pouvoir déterminer le nombre de ces cycles limites.

Cette question est au cceur de la deuxiéme partie du 16°™¢ probléme de Hilbert
[21] qui a été posé par David Hilbert au Paris conférence "congreés international des
mathématiciens en 1900", en méme temps que les autres 22 problémes. On peut la
formulée de la fagon suivante : Quel est le nombre maximal des cycles limites qui
peut avoir un systéme de degré n dans le plan?

{.7} = Pn (l'a y),

y = Qn(x ) y)

Le probléme des cycles limites n’est toujours pas résolu 112 ans aprés son énoncé !
Dulac (1923) [13]| proposa une démonstration assurant que H(n) est fini pour tout
n. Mais cette démonstration comportait une erreur. La résolution du Dulac a été
faite d’une fagon indépendante par Ecalle, Martinet et Moussu en 1987, Ilyashenko
en 1991 et par Ecalle en 1992. Cette résolution permet de montrer que H(n) < co.
Petrovsky et Landis (1957) crurent trouver la valeur de H(2) mais ils s’apercurent
d’une erreur dans leur propre démonstration Landis et Petrovski, 1967) avant
que celui-ci ne soit infirmée par un contre exemple de Shi (1982) dans lequel un
systéme quadratique a 4 cycles limites. Ainsi, si H(n) est un nombre fini pour tout
n la seule chose que l'on sache est que H(2) > 4 et H(3) > 11 (Jibin et Chunfu,
1985 ; Zoladek, 1995). Christopher et lloyd (1995) ont donné une borne inférieur au
nombre H(n) : H(n) > 2log(n).

Les chercheurs considérent deux classes spéciales des équations différentielles :
des systémes de Liénard généralisés et des systémes de Kukles généralisés.

Systéme de Liénard polynomial s’écrit :

T =y,
{y e~ ®

ou f(z) et g(x) sont deux polynémes de degré n et m respectivement. Ce systéme
est trés intéressant pour étudier les cycles limites des systémes planaires, nous
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avons une version simplifiée du probléme de Hilbert dans [49] (1998). En 1977, Lins
et al. [28] a déclaré la conjecture que si f(x) est de degré n > 1 alors le systéme
(1) a au plus [§] cycles limites. Ils ont prouvé cette conjecture pour n = 1,2. La
conjecture pour n = 3 a été prouvé par Li Chengzi et Llibre dans [25] (2012). Pour
n > 5 la conjecture est pas vrai, voir De Maesschalck et Dumortier [12] (2011) et
Dumortier et al. [16] (2007). Donc, il reste & savoir si la conjecture est vraie ou non

pour n = 4.

Il y a beaucoup de résultats concernant ’existence de cycles limites de faible
amplitude pour (1), voir [36] (1988). On note H(m,n) le nombre maximal de cycles
limites qui peuvent exister simultanément pour le systéme (1). L’histoire commence
avec Liénard (1928), un ingénieur frangais qui établit un théoréme d’existence et
d’unicité d’une solution périodique pour le systéme portant son nom (pour une
revue compléte des résultats antérieurs aux années soixante-dix, voir le livre de

Sansone et Conti [48] (1964)).

~ En 1928, Liénard [27] montra que si m = 1 et si F(z) = [; f(s)ds est une
fonction continue et impaire qui a une unique racine positive en r = a et qui
est strictement croissante pour x > a, alors le systéme (1) posséde un unique
cycle limite.
— En 1975, Rychkov [45] a prouvé que pour des polynomes F'(z) impairs et de
degré 5 et si m = 1, alors (1) n’a au plus que 2 cycles limites.
— En 1977, Lins, De Melo et Pugh [28] ont prouvé que si m = 3 et n = 1, alors
il n’y a au plus qu’'un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour
que ce cycle existe. Enfin ils ont conjecturé que si g(z) = z, il ne pouvait y
avoir plus de E(™1) cycles limites.
— En 1983, Xianwu [53] a prouvé la conjecture pour certains cas ou m = 4 et
n=1.
— Dumortier et al. dans [17] et [14] ont prouvé que H(3,1) = 1.
— En 1997, Dumortier et Li [15] ont prouvé que H(2,2) = 1.
— En 1998, Coppel [11] a prouvé que H(2,1) = 1.
Notons par H (m,n) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude du
systéme (1).
Blows, Lloyd [2] et Lynch ([37], [38]) ont donné les résultats suivants :
~ Si g est impair, alors H(m,n) = [n/2].

— Si f est pair, alors lﬁl(m, n) = n, quelque soit g.

— Si f est impair, alors H(m,2n +1) = [(m — 2)/2] + n.

Si g(z) = = + ge(z), ol ge est pair, alors ﬁ(?m, 2) =m.

En 1998, Gasull et Torregrosa [19] ont trouvé des bornes supérieurs pour H(7,6),
H(6,7) et H(7,7). En 1999, Lynch et Cristopher [10] ont développé une nouvelle

méthode algébrique qui permet de déterminer la constante de Liapunov du systéme

(1). Ils ont donné les résultats suivants :
- H(m,2) = [@m +1)/3]
- H(2,n)=[(2n+1)/3].
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— H(m,3) = 2[(3m + 2)/8] pour tout 1 < m < 50.

— H(3,n) = 2[(3n + 2)/8] pour tout 1 < n < 50.

~ H(4,k) = H(k,4) pour k =6,7,8,9 et H(5,6) = H(6,5).
En 2006, Yu et Han [54] ont obtenu des valeurs précises de H(m,n) = H(n,m)
pour n =4, m=10,11,12,13, n =5, m =6,7,8,9 et n =6, m = 5, 6.
En utilisant des techniques différentes (intégrales abéliennes, méthodes de la moyen-
nisation, la méthode de Melnikov,...) on a les bornes inférieurs suivantes des nombres
de Hilbert. On a H(2) > 4 (|7], [50], [56]), H(3) > 13 [24], H(4) > 22 [8|, H(6) > 35
52], H(n) > kn?lnn (9] et H(n) > 4(n + 1)% (1.442695In(n + 1) — £) + n — 2 [26].

En 2010, Llibre et al. [31] ont calculé le nombre maximal de cycles limites
Hi(m,n) des systémes de Liénard (1), en utilisant la théorie de moyennisation
d’ordre k pour k =1,2,3.

En 2012, Llibre et Valls [34] ont étudié par la méthode de moyennisation du premier
et du deuxiéme ordre les systémes suivants :

=y —gi(r) = fi(x)y, ¥=—x—g2(x) — fa(z)y,

ot g1(x), f1(x), g2(x) et fo(x) sont de degrés k, I, m et n, respectivement.
En 2013, Llibre et Valls ont étudié par la méthode de moyennisation du troisiéme
ordre les systémes suivants (voir [32] et [33], respectivement) :

t=y—gq(r), y=—2—g2x) - fao(x)y,
&=y — filx)y, v=—v—g2(x) — faz)y,

ou g1(z), fi(z), g2(x) et fa(x) sont de degrés k, I, m and n, respectivement.

Systéme de Kukles polynomial s’écrit :

{i’ = —y+1(z),

y = Q(ﬁ,y), (2)

ot Q(z,y) et l(x) sont des polynémes avec des coefficients réels. Lorsque [(z) = 0
et Q(x,y) est un polynome de degré 3, le systéme (2) coincident avec le systéme
classique de Kukles :

T = -y,
: ’ 2 2 3 2 2 3 (3
Y =T+ agy+ a1z + axy + a3y + asx” + asxr°Yy + agry” + ary’.

Ce systéme a été introduit par Kukles dans [23] (1944) qui a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour que le systéme (3) dispose d’un centre a 'origine. Ce
systéme cubique sans le terme 3% est appelé systéme de Kukles réduit. Sadovskii
[46] (2003) a résolu le probléme du centre-foyer de ce systéme avec la condition
asar # 0 et a prouvé qu'il peut avoir 7 cycles limites. Rousseau et al. [44] (1997)
apparait une description des bifurcations locales des périodes critiques au voisinage
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d’un centre non dégénéré des systémes de Kukles réduits. Zang et al. [55] (2008) ont
étudié le nombre et la distribution des cycles limites pour une classe des systémes
de Kukles réduits sous perturbation cubique. Chavarriga et al. [6] (2004) ont étudié
le nombre maximal de cycles limites de faible amplitude qui peut coexister avec des
courbes algébriques invariantes dans un systéme de Kukles.

Plan de la thése :
Cette thése se compose de quatre chapitres et une annexe.

v" Chapitre 1 : le premier chapitre est un rappel de quelques notions générales que
nous avons utilisé dans ce travail. Nous commencons par définir les systémes
dynamiques, les points d’équilibre et leur nature, la linéarisation au voisinage
d’un point d’équilibre. Ensuite nous introduisons la notion d’un cycle limite
et 'amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire.

v' Chapitre 2 : dans ce chapitre, nous présentons des théorémes importants de la
méthode de moyennisation avec des exemples. On applique ces théorémes pour
la recherche des cycles limites des deux problémes étudiés dans les chapitres
trois et quatre.

v' Chapitre 3 : ce chapitre concerne I’étude du nombre maximal des cycles li-
mites qui bifurquent d’un centre linéaire perturbé par une classe généralisée
de systémes différentiels de Liénard de la forme :

i =y,
{1) = —z — f(z) — g(x)y — h(z)y* - U(2)y°,

ou f(x), g(z), h(z) et I(z) sont des polyndémes de degrés n. En utilisons la
méthode de moyennisation du premier et deuxiéme ordre.

Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication dans le journal "Diffe-
rential Equations and Dynamical Systems".

v Chapitre 4 : dans le dernier chapitre, nous donnons le nombre maximal de
cycles limites de certains systémes de Kukles généralisés de la forme :

{53 = —y+(z),
gy =z— f(z) = gl@)y — h(z)y* — doy?,

ou l(x), f(z), g(x) et h(x) sont des polyndmes de degrés m, ni, ng et ns
respectivement. dg # 0 est un nombre réel. En utilisons la méthode de moyen-
nisation du premier et deuxiéme ordre.

Le résultat de ce chapitre a été publié dans le journal "Differential Equations
and Dynamical Systems".

Mellahi N, Boulfoul A and Makhlouf A. Mazimum Number of Limit
Cycles for Generalized Kukles Polynomial Differential Systems. Differential
Equations and Dynamical Systems. pp. 1-22, (2016).



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Sommaire

1.4
1.5

1.1 Systémes dynamiques . . . . . . . .. 000 oo .. 6
1.2 Flot d’une équation différentielle . . . .. ... ... .. ... 7
1.3 Points d’équilibre et linéarisation . . . . ... ... ...... 7
1.3.1 Points d’équilibre . . . . . .. ..o oo 7
1.3.2 Linéarisation des systémes . . . . . . . . . ... ... ... .. 7
1.3.3 Nature des points d’équilibre . . . . . .. .. ... ... ... 8
1.3.4 Stabilité du point d’équilibre . . . . . .. ..o 11
Plan et portrait dephase. . . . ... ... ... ........ 12
Orbites périodiques et cycles limites . . . ... ... ... .. 12
1.5.1 Orbite périodique . . . . . . . . . ... 12
1.5.2 Cyclelimite . . . . . . ... . 12

1.6 Existence et unicité des solutions des problémes a valeurs
initiales . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e 13

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour I'étude qua-
litative des systémes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : Rt x R? —

R"” telle que

1.
2.
3.
4.

T

) =z.

+s,2) =U(t,U(s,x)) pourt, s € RT et x € R".

Exemple 1.1.1 Soit le systéme

&= Az, z(0)=xo, (1.1)

o A est une matrice constante, t € RT et x € R"™. La solution de (1.1) est donnée

par

z(t) = ey,
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Le systeme (1.1) engendre un systéme dynamique
U:RT xR" — R",
Ult,z) = ety
1.2 Flot d’une équation différentielle
Définition 2 Soit le systéme non linéaire
b= /() (12)

avec la condition initiale x(0) = o, z9 € E, E est un sous ensemble ouvert de R™ et
f € CHE). Soit p(t, z0) la solution de (1.2). L’ensemble des applications @; définies
par

et(wo) = o(t, z0)
est appelé le flot de l’équation différentielle (1.2).

Remarque 1.2.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du
temps t, sinon il est dit non autonome.

1.3 Points d’équilibre et linéarisation

1.3.1 Points d’équilibre

Définition 3 Le point xo € R" est appelé un point critique ou point d’équilibre du
systeme (1.2) s’il vérifie

f(z0) = 0.

1.3.2 Linéarisation des systémes

Définition 4 Considérons le systeme (1.2). Le systéme

i = Az ot A= Df(zo) = (gﬂ{) (1.3)
3/ 1<ij>n

est appelé Linéarisation de (1.2) en xg.

Remarque 1.3.1 La linéarisation d’un systeme différentiel nous améne a l’étude
de la nature des points critiques.

Définition 5 Le point critique xqg est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres
de la matrice jacobienne D f(x¢) n'a de partie réelle nulle.
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1.3.3 Nature des points d’équilibre

Soit le systéme différentiel linéaire (1.3) ot A est une matrice 2 X 2 et soient Ay
et A9 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces
valeurs propres :

1. Si A1 et A9 sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique
x = 0 est un point selle, il est toujours instable (voir FIGURE 1.1)
2. Si A1 et Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :
(a) Si A1 < A2 <0, le point critique z = 0 est un nceud stable (voir FIGURE
1.2).
(b) Si0 < A1 < Ag, le point critique = 0 est un neeud instable (voir FIGURE
1.3).
(¢) Si A1 = Ay = X # 0, le point critique x = 0 est un noeud propre, il est
stable si A < 0 et instable si A > 0 (voir FIGURE 1.4 et 1.5).
3. Si A; et Ay sont des complexes conjuguées et Im(A;2) # 0, alors le point

critique & = 0 est un foyer. Il est stable si Re(A1,2) < 0 et instable si Re(A2) >
0 (voir FIGURE 1.6 et 1.7).
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FIGURE 1.3 — (0,0) est un noeud instable
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4. Si A1 et Ao sont imaginaires pures, alors le point critique z = 0 est un centre,
il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir FIGURE 1.8).

1.3.4 Stabilité du point d’équilibre

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous améne & connaitre le compor-
tement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Définition 6 Soit le systéeme

dx

T = f(t,xz), xeR", teR. (1.4)
Supposons que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la
solution et soit ®(t) la solution du systéme (1.4). On dit qu’un point d’équilibre p
est stable sie > 0,3 0 > 0 tel que si

1B (to) — pl| < & = [|®(t) — p|| < 8,V > to.

S’il existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage 1tlim O(t) =
—00

p alors le point d’équilibre p est dit asymptotiquement stable.

Théoréme 1.3.1 Soit x¢ un point d’équilibre pour le systeme (1.2)

(i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(xg) ont des parties
réelles négatives, alors le point d’équilibre xo est asymptotiquement stable.

(73) S’il existe au moins une valeur propre de D f(xo) avec une partie réelle positive,
alors le point d’équilibre xo est instable.

(7i1) Si Df(xo) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres
avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du

point d’équilibre xg.
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1.4 Plan et portrait de phase

Pour un systéme dont ’évolution au cours du temps ¢ est décrite par la fonction
a valeurs réelles x(t), on appelle trajectoire de phase une représentation géométrique
cartésienne dans laquelle on reporte les positions au cours du temps ¢ d’'un point
représentatif M d’abscisse « et d’ordonnée & = ‘é—f.
Cette terminologie est en accord avec celle de la physique statique : le plan (z, )
ou le plan de phase s’identifie (avec p, = ma) a 'espace de phase (z,p,) du pro-
bléme, de telle sorte que la représentation au cours du temps du point M est bien
la trajectoire du systéme dans son espace de phase.
Une trajectoire de phase donnée est décrite & partir d’'un point My(zg, @) représen-
tatif des conditions initiales de I’évolution considérée. L’ensemble des trajectoires
de phase décrites par le systéme a partir de toutes les conditions initiales réalisables

est le portrait de phase de celui-ci.

Définition 7 Soit le systéeme différentiel

T = P(HJ,y),
{ Y= Q($7y)7 (1-5)

ot P et Q) sont des polynémes en x et y a coefficients réels de degré d.

Le portrait de phase est l’ensemble des orbites qui représentent les solutions du sys-
teme (1.5) dans l’espace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés
comme des solutions constantes. Le plan (zoy) est appelé plan de phase.

1.5 Orbites périodiques et cycles limites

1.5.1 Orbite périodique

Définition 8 On appelle orbite périodique toute trajectoire ®¢(x) de (1.5) telle qu’il
existe un nombre T > 0, vérifiant

O(t+T,x) = P(t,x). (1.6)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.6) est appelé période.

1.5.2 Cycle limite

Définition 9 Un cycle limite du systéme (1.5) est une orbite périodique isolée dans
l’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce systéeme.

Définition 10 L’amplitude du cycle limite est la valeur mazimale de la variable x
de ce cycle limite.

Exemple 1.5.1 Soit le systéme

i =ar —y— ax(x? +y?),
y=+ay—ay(@®+y°),
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tel que a est un parameétre. En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, le
systeme (1.7) devient

Posons

Alors
fr)y=0=7r=0 ou r=1.
On a donc un point d’équilibre (0, 0) et un cycle limite d’amplitude r = 1
(@(t),y(t)) = (cos(t + 0p),sin(t + bo)),

ol

1. Pour a > 0, on a deuz cas :
(a) Sir < 1, alors f(r) > 0, d’ou (7).
(b) Sir > 1, alors f(r) < 0, d’ou r(\).
Donc le cycle limite d’amplitude v = 1 est stable.
2. Pour a <0
(a) Sir < 1, alors f(r) < 0, d’ou r(\,).
(b) Sir > 1, alors f(r) > 0, d’ou r(, 7).
Donc le cycle limite d’amplitude v = 1 est instable.
3. Sia=0, le systéme a une infinité d’orbites périodiques, et il n’y a pas de cycle

limite.

Remarque 1.5.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes dif-
férentiels non linéaires.

1.6 Existence et unicité des solutions des problémes a
valeurs initiales

Soit D un ouvert de R”, tg <t <ty + 7T,z € D et f(t,z) € R".
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Définition 11 On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport a x si

1f(t21) = ftw2)ll < Lzt — o,

ol x1,x2 € D, et L est une constante.
Nous pouvons maintenant formuler un théoréme bien connu d’existence et d’unicité
pour des problémes a valeur initiale.

Théoréme 1.6.1 (existence et unicité) On considére le probleme a valeur ini-
tiale

fl—f = f(t,x), xz(to) = o,
oux CDeR" ty<t<tg+T. On suppose que :
a) f(t, x) est continue par rapport a t , v sur G = [to,to + 1] x D.
b) f(t, x) satisfait la condition de Lipschitzienne en x.

Alors le probléeme a valeur initiale admet une solution unique.
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a la méthode de moyennisation qui est appliquée
aux systémes de la forme :
T =cef(x,t,e), (2.1)

out el CR,zeR" ¢ un paramétre petit et f est T-périodique en ¢, I’équation
moyennée associée a (2.1) s’écrit

i =efz), (2.2)

/ f(=,t,0)d (2.3)

La recherche des racines positives du (2.3) réduit le probléme de la détermination
des solutions T-périodique de (2.1) qui est en général un probléme difficile.

La méthode de moyennisation est 'une des plus importantes méthodes per-
turbatives utilisées actuellement dans 1’étude des cycles limites des systémes
dynamiques. Cette méthode a une longue histoire qui commence avec les travaux
classiques de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justification intuitive
de la méthode. La premiére formalisation de cette théorie a été faite par Fatou en
1928. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 [22] et Bogoliubov
et Mitropolskii [3] (1961). Elle a été ensuite développée par Verhulst [51] (1991),
Marsden et McCracken [40] (1976), Sanders et Verhulst [47] (1985), Malkin [39]
(1956) et Roseau [43] (1966), Llibre et Buica [4] (2004). D’autres formes et
théorémes de la méthode de moyennisation ont été démontrés ces derniéres années
et beaucoup d’articles ont été publiés concernant ’application de cette méthode
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[5]. En utilisant la méthode de moyennisation, on réduit ce probléme difficile des
équations différentielles & la recherche des racines positives d’un systéme algébrique
non linéaire.

Dans ce chapitre, on présente des différents théorémes de la théorie de moyen-
nisation.

2.1 Meéthode de moyennisation du premier ordre

Théoréme 2.1.1 On considére le systeme suivant :

d
i(t) = dit” = eFi(t,z) + £2R(t, z,¢), (2.4)
ot F1 :RxD —R" R:RxDx]—eyf,e¢[— R" sont des fonctions continues, T-
périodiques en la premiére variable et D un ouvert de R™. On définit Fig: D — R"

comme sutt .
1
Fip(z) = / Fi(s,z)ds, (2.5)
T 0

SUPPOSONS quUE
(1) Fi1 et R sont localement lipschitziennes par rapport & x.

(ii) Poura € D tel que Fip(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que Fio(z) # 0
pour tout z € V\{a} et dg(Fio(ac),V,0) # 0.

Alors, pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution ¢(.,€) du systéme (2.4)
T-périodique isolée telle que o(.,e) — a quand e — 0.

Les hypothéses de ce théoréme sont plus faibles que celui dans le théoréme 11.5 de
Verhulst [51], ou & la place de (i) il suppose que :

() F1,R,D.F1,D?F, et DR sont définies continues et bornées par une constante
M (indépendante de €) dans [0,400 [ x D, —ef < € < &7.
A la place de (ii) il suppose que :

(§j) pour a € D avec Fig(a) = 0, on a Jp,,(a) # 0, out Dy F désigne la matrice
jacobienne de F par rapport a x, D2F la matrice hessienne de F et J +(a)
désigne le déterminant de la jacobienne de f calculée en a.

2.1.1 Application

1. L’équation différentielle de Van Der Pol :
Soit ’équation de Van Der Pol

i+ =e(l—a%i, (2.6)

qui est équivalente au systéme différentiel
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=y,
{ j=-z+e(l—a?)y. &7

En coordonnées polaires x = r cos(#), y = rsin(f), le systéme perturbé (2.7),
s’écrit sous la forme

= ersin®0(1 — r? cos?(9)), (2.8)

= —1+ecosfsind(1 —r2cos®6).

D’ou ; ey 226
dig T fzscl(zlsﬂiiln 0(T1 EO:Q cc)>s2 0) (2.10)
On sait que
ﬁzl—l—x—i-O(xQ), lz| < 1.
D’ou
dr ;02 2 a2 2
og = —ersin 0(1 —r*cos® ) + O(e?)
=eF(0,7) + 0(e?), (2.11)

De (2.5) on obtient

2T
Folr) = 5 /O F(O,r)d0
= 0?9,

Les cycles limite possibles pour I’équation (2.4) sont donnés par les racines
positives de I’équation

Fio(r) = g(ﬂ —4)=0. (2.12)

Cette équation algébrique admet une seule solution positive r* = 2. Alors
I'équation de Ven Der Pol (2.6) a un cycle limite d’amplitude r* = 2.

1. Pour € > 0 ce cycle limite est stable car ed%Flo(r*) < 0 (voir FIGURE
2.1).

2. Pour € < 0 ce cycle limite est instable car e Fyo(r*) > 0 (voir FIGURE
2.2).

2. Systéme différentielle de Liénard
Soit le systéme de Liénard

(2.13)

t=y—¢elarx+ ... + apz™),
Y= -z
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FIGURE 2.1 — Cycle limite stable du systéme (2.7) pour e = 0.01.

FIGURE 2.2 — Cycle limite instable du systéme (2.7) pour € = —0.01.
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Le systéme (2.13) s’écrit en coordonnées polaires

n
r=—c Z apr¥cost10,
k=1
n
0=—1+esind Z apr®cosk.
k=1
Ceci donne
dr "
B¢ Z arrFcos® 10 + O(e?).
k=1
On prend

1 2m 1 n 2
Fip(r) = 271/0 F(0,r)do = Dy Zakrk/o cos*1de,
k=1

on aura

21
cos?k1204d0.
0

1 (2571
2 _ 2k+1
10(r) = 5 > agkqar
k=0
Ce polynome peut avoir au plus [”T_l] racines positives. Donc le systéme (2.13)

peut avoir au plus [”T_l] cycles limites.

2.2 Meéthode de moyennisation du deuxiéme ordre

Théoréme 2.2.1 On considére le systéeme différentiel

i(t) = ‘C%j = cFi(t,2) + 2 Fy(t, ) + 3R(t, 2, ¢), (2.14)

ou F1,Fp :RxD — R", R: Rx Dx]—ey,ef[—> R" sont des fonctions continues,
T-périodiques en la premiére variable et D un ouvert de R™. On définit Fig, Fy :
D — R"™ par (2.5) et

Faolz) = % /0 ' (DxFl(s,z) /O SFl(t,z)dt+F2(s,z)) s, (2.15)

supposons que

(i) Pour toutt € R, I} € C', Fy, F», R et D, F| sont localement lipschitziennes
par rapport a x. R est différentiable par rapport a €.

(ii) pourV € D, un ensemble ouvert et borné et pour toute € |—ey,ef[ 0, il existe
as € V tel que Fig(ae) + eFa(a:) = 0 et dp(Fio(as) + eFao(as, V,0) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée
©(.,€) de Uéquation (2.14) telle que p(0,¢) = ae.
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Les conditions (i) et (i7) de théoréme 2.2.1 peuvent étre remplacées par (j) et (jj)
respectivement

(j) F1,R,D,F1, D?L,Fl et D, R sont définies continues et bornées par une constante
M (indépendante de €) dans [0,+00 [ x D, —ef < e < ¢y.

(j7) Fio(z) =0,V z € D et pour a € D avec Fy(a) =0, on a Jg,(a) # 0.

2.2.1 Application

Soit le systéme différentiel

$:y+5(1—$2y)+52($—y21‘), (2 16)
= —x +exy® +2(1 — y’x)y. '
En écrivant le systéme (2.16) en coordonnées polaires (r, ), on obtient
i = &(cosh + 1 cosOsinf — 2r3 cos? Osin 0) + £2(r + 2r* cos  — 3 cos? 0
—r*cos® 0) — rtcos O + 3 cost 0),
0= —1+ 5(—% +2r2cos? 0 — r?cos? 0) + 2(—r? sinf cos® § — 73 cos? O sin 0

+72 cos fsin 0 + 73 sin § cos ),

d’ou p
5 = eR1(0.) + 2 Ba(6,7) + O(Y),
ou
Fi(6,7) = 2r3cos®Hsinf — cosh — 13 cosfsin b,
Fy0,r) = r+42rtcosd —r®cos?0 —rcos® §) — 1t cosf + 3 cost

cosf

+ (2r® cos? fsinf — 1 — 13 sin 0)(— sin 6 + 2r° cos? § — 13 cos? 6),

F3(0,7) = O(3).

On applique le théoréme 2.2.1, donc nous avons

2T

1
Fip(r) = o /) cos (213 cos? @sinf — 1 — r>sin §)df

= 0,

et

oF
or (97 7’)

0
1 1
/ Fi(s,r)ds = —57'3 cos*f — sinf + 5 cos?0).
0

612 cos® 0 sin § — 3r2 cos 0 sin 6,

Donc la fonction Fog(r) est

2 0
Fy(r) = 217r/0 [881;1(9,7“)/0 Fi(s,r)ds + F»(0,r)]do
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FIGURE 2.3 — Portrait de phase du systéme (2.16) pour € = 0.1.

L’unique racine positive de Fpo(r) = 0 est 7 = 2v/2. Le systéme différentiel (2.16)
a un cycle limite instable d’amplitude r = 2v/2 car %Fgo(Q\/i) =2 > 0 (voir
FIGURE 2.3 et FIGURE 2.4).
2.3 Meéthode de moyennisation du troisiéme ordre
Théoréme 2.3.1 On considére le systéeme différentiel
d
it) = =

Tt
ou F1,Fp,F3 : Rx D — R" R : R x Dx| —¢ey,ef[— R" sont des fonctions
continues, T-périodiques en la premiére variable et D un ouvert de R™.On définit
Fio, Fog, F39 : D — R™ donnée par

=P\ (t,x) + 2Fy(t,z) + 3 F3(t, z) + e*R(t, z, ), (2.17)

1 T
Fuoe) = 3 [ B2
0

Fy(z) = ;/OT (DwFl(s,z) /OS Fi(t, z)dt + FQ(S,Z)) ds,

T
F5(2) = ;/0 [;DgFl(s, 2) (y1(s, 2))* + D.Fi(s, 2)ya(s, z) + F3(s, z)] ds,
(2.18)
yi(s,z) = /OS Fi(t, z)dt,
ya(s,z) = /OS [DZFl(t, 2) /Ot Fi(r,z)dr + Fy(t, z)] dt,

Supposons que
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FIGURE 2.4 — Portrait de phase du systéme (2.16) pour € = 0.01.

(i) Fi(t,.) € C?, Fy(t,.) € CY, Pour toutt € R Fy, Fy, F3 R, D, Fy et D, Fy sont
localement lipschitziennes par rapport & x. R est deux fois différentiable par
rapport a €.

(ii) pourV € D, un ensemble ouvert et borné et pour tout e € |—ey,er[ 0, il existe
a: €V tel que Fip(a:) + eFso(ac) + e2F(a:) = 0 et dp(Fio(as) + eFao(as +
62}730(041-3 V, O) 75 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisament petit, il existe une solution ¢(.,e) T-périodique pour
le systeme (2.17).

Les conditions (i) et (i7) de théoréme 2.3.2 peuvent étre remplacées par (j) et (jj)

respectivement

() Fi,Fy,R,D,F;,D?F, et D,R sont définies continues et bornées par une
constante M (indépendante de €) dans [0, 400 [ X D, —ey < e < ey.

(j7) Fio(z) = 0, Fy(z) = 0,V z € D et pour a € D avec F3y(a) = 0, on a
JFso(a) # 0.

2.3.1 Application

1. Cycles limites des équations différentiels polynomiaux de Liénard
généralisés
En 2009, Llibre, Mereu and Teixeira [31] ont étudié par la méthode de
moyennisation, le nombre maximum de cycles limites H (m,n) qui peuvent
bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire & = y,y = —x perturbé
par une classe d’équations différentielles de Liénard de degré m et n de la

forme :
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T =y,
{ §= 2 — Saor (@ + b (@), (2.19)

oil pour tout k le polynome gF (z) est de degré m, le polynome fF(z) est de
degré n en x, € est un petit paramétre.

Ils ont calculé et donné des estimations inférieurs pour H (m,n). Plus pré-
cisément, ils ont calculé le nombre maximum de cycles limites Hy(m,n) qui
peuvent bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire & = y, y = —uz,
en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre k, pour k£ = 1,2, 3. Ils ont
obtenu aussi que ﬁk(m, n) < ﬁ(m,n) pour k = 1,2,3 pour les valeurs en
lesquelles H (m,n) est connu.

Théoréme 2.3.2 On suppose que pour k = 1,2,3 les polynémes fff(a:) et
gk (x) sont de degré n et m respectivement ot n,m > 1. Soit |g| > 0 est
un parameétre suffisamment petit. Le nombre mazximum de cycles limites des
systémes différentielles de Liénard généralisé (2.19) qui peuvent bifurquer du
centre linéaire £ =y, y = —x, en utilisant la théoréme de moyennisation

(a) du premier ordre est Hy(m,n) = [2].
(b) du deuzieme ordre est Hy(m,n) = {1252 + (2], (2]}

(¢) du troisiéme ordre est Hg,(m7 n) = [MTm—l]

Preuve de la partie (a) du théoréme 2.3.2 : Nous allons appliquer la mé-
thode de moyennisation du premier ordre, pour cela nous écrivons le systéme
(2.19) ou k = 1 en coordonnées polalres (r,0) ot x = rcosf, y = rsinf. On

pose f(x Zalm et g(x Zb x*, Le systéme (2.19) s’écrit comme suit
1=0
n . . m . .
F=—¢ (Z a;r' cos’ Osin? 0 + Z b;r* cos’ 0 sin 9) ,
2:0 n =0 (2.20)
f=—-1-— . <Z a;r" 1 cos™t 9 sin 6 + Z b;rt cos ! 0) .
i=0 1=0
Si on prend 6 comme une nouvelle variable indépendante, le systéme (2.20)
devient
dr 7 = i % P
i € (Z a; cos’ fsin? 0 + Z b;r* cos' 0 sin 0) + 0(e?),
=0 =0
et

1 27 n
Fio(r) = 27r/0 (Zalcos 0 sin’ G—i—Zbr cos 931n0> de.

=0
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Pour calculer I'expression exacte de Fio(r), on utilise les formules suivantes

/27r cos' §sin” 6d6 { Qg st i=2k,
0

0, sii=2ki1,

2
/ cos'@sinfdd = 0,
0

d’ou

N3

Flo(T) = a2k . (221)
k=0

Donc le polynome Fio(r) a au plus [§] racines positives, et de plus on peut

choisir les coeflicients ag;, de tel que Fio(r) admet exactement [5] racines

positives simples.

Preuve de la partie (b) du théoréme 2.3.2 Nous allons appliquer
la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre. Pour cela nous écrivons
le systéme (2.19) ou k = 2, en coordonnées polaires (r,0) ou x = rcosG

y =rsind, r > 0. On pose f1(x Zazx fo(x Zczx g1(z Zb x*

et g(x Zd:z:

Le systeme (2 19) s’écrit comme suit

n m
= —€ (Z a;r" 1 cos® Osin® 0 + Z b;r’ cos’ 0 sin 9)
=0 1= O
n
—g? <ch cos’ 6 sin® G—I—Zdr cos 9s1n9>
;'*0 n =0 (2.22)
= —-1-—- alr Leos' T 9sin g + Z birt cos' T 9)
" i=0
n . m . .
- <Z c;r' cost @ sin 6 + Z d;r? cos' Tt 9) .
i=0

Considérons € comme une nouvelle variable indépendante, alors le systéme
(2.25) devient

dr

ar 17 _ 2 3
=0 eFy(r,0) + e Fa(r,0) + O(e?),



2.3. Méthode de moyennisation du troisiéme ordre 25

ol
n m
Fi(r,0) = Z a;r"™t cos® @ sin’ 6 + Z bir' cos® §sin 6,
i=0 i=0
n m
Fy(r,0) = (Z c;r' L cos® Osin? 0 + Z d;r* cos' 0 sin 9)
=0 i=0

n m 2
—rcos@sinf <Z a;r" cos' fsin 0 + Z br' 1 cos? 9) .

i=0 i=0
Déterminons la fonction Fyy(r) correspondante. Pour cela, on pose Fio(r) =0
qui est L’équivalent au aqr = 0, ensuite calculons
dFy(r,6 “L o ULR :
165) = Z(z + 1)a;r" cos’ @ sin? 6 + Z ibir ! cos’ B sin @),
r
i=0 i=0

et
0
yi(r,0) = / Fi(s,r)ds
0
= a7 (a1 sinf + ag sin(36)) + ... + a;rtt (aqpsin @ + ag sin(36) + ...

taigs, sin((l 4+ 3)«9)) + agr(onof + agsin(20)) + ... + ayr® (g

+agpsin(20) + ... 4 apia, sin((b + 2)0)) +bp(1 — cosB) + ...
2
by ™ (1 — cos™ 11 6), (2.23)
ou [ est le plus grand nombre impair inférieur ou égal a n. b est le plus grand
nombre pair inférieur ou égal & n. agg sont des constantes réelles qui figurent
dans fo% cos?! §sin” O pour tout k.

On sait que d’aprés (2.21), Fip est identiquement nulle si et seulement si
asr = 0 pour tout k. On sait que :

2 ) R T:
/ cos® Osin’ 0df = Az, S? i 2%’
0 0, si s=2i+1.

27 )
/ cos'fsinfdd = 0.
0
2 )
/ cos'Osin®0do = 0.
0

27
/ cos' fsin? fsin((2k +1)0)dd = 0.
0

o %+l i oo
/0 cos® fsinfsin((2k +1)0)do = { 52;’ ) Zi z;;i;l
D’ou
2 dFl(G,r) ~ ~ ~ 2 5
/ ————=.y(0,7)d0 = r(G10a1bo + (G12a1b2 + Gspasbo)r” + ... + Z agjaibj),
0 i+j=l+k

dr
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[ n [ m [ U [ &k [ BT T 50+05] |
impair | pair n m ntm—l nlym
pair pair | n—1 m "*1;7”*1 ((”_;)_1) + o
impair | impair n m—1 "+m2—1—1 (”;1) + (m2—1)
pair | impair |n—1|m—1 "‘1+’2”_1_1 ((”*5)*1) + (m;)

TABLE 2.1 — Les valeures [ + k —1/2 ...

ou @yj = —}T*‘;Aiﬂ-ﬂ +7 (alile- + agiBJZ + ...+ ozi;giB;."‘?) pour tout 4, j et
k est le plus grand pair de n.

De plus, on a

21 b 2 k k
/ By(0,r)d) = > et / cosOsin®0do + Y > 2 tab,
0 i=0 0 j=0  i=1

i pair j pair 1 impair

2
X / cos' 7T 9sin? 0dO = Agcor + ... + Apepr?T + 2(Aza1bor
0

—|—A4(a3b0 + albg)r3 + ...+ Al+k+17“l+k Z a,bj)
itj=l+k

On obtient alors le polynome Fao(r) qui est égale a :

r(proarbor + (praaiba + poasbo)r® + (praaibs + pazazbs + psoasbo)r + ...
—I—plkalkaH_k_l + Agcg + A202T2 + ...+ Abcbrb), (2.24)

oll p;j = Qi +2A;4j41 pour tout 4, j. Pour trouver les racines positives réelles
de Fy(r), nous devons trouver les racines d’un polynéme dans r? de degré
égal au max{“E=L 2} On a § = [2] et HE=L =[] 4 [2] (voir TABLE
2.1).

Nous concluons que Fh a au plus max{[251] + [2], [2]} racines positives.

n
Preuve de la partie (c) du théoréme 2.3.2 On pose fi(z) = Zaiazi,
i=0

n

fa(z) = Zcixi, fa(x) = Zp,-xi, g(z) = Zbixi, g2(z) = Zdiazi et
1=0 =0 1=0

1=0

n
g3(x) =) gia'.
i=0

Le systén;e (2.19) s’écrit comme suit

{7’“ = —sinf (sA +e?B+ 530) , (2.25)

0= —1—#(&4—1—523—1—530),
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ol

n m
A = E a;r" 1 cos’ O sin? 6 + E b;r* cos' fBsin 0,
i=0 i=0
n m
B = E e;r" T cos® Osin® 6 + g d;r* cos' 0 sin 6,
i=0 i=0
n m
C = RS B N i
= pir* T cos' Bsin® 0 + q;r" cos' fsin 6.
i=0 i=0

Considérons # comme une nouvelle variable indépendante, alors le systéme
(2.25) devient

@ —cAsinf + &2 <Bsin0 —

AZ? cosfsiné n
do

T

A3 cos? fsin 0
3 .
€ <7’2 __ 2ABcosfsinf +CSIH9 :

De (2.25) Fio(r) est identiquement nulle si et seulement si agy, = 0, pour tout
k. De (2.24) nous obtenons Fyy(r) est identiquement nulle si et seulement si
ai, bj et ci qui satisfaisant 1’équation suivante

1
CM = Af E pijaibj, (226)
B idj=p41
i impair, j pair

ol y est pair.

Pour appliquer la méthode de moyennissation du troisiéme ordre, nous devons
calculer la fonction F3p. Donc la preuve de la partie (c) du théoréme 2.3.2 sera
la conséquence directe des lemmes suivants.

La preuve des lemmes suivants est simple et résulte de quelques calculs fasti-
dieux.

Lemme 2.3.1 Les fonctions correspondantes y1(0,7) et y2(0,r) de la méthode
de moyennisation du troisiéme ordre sont exprimées par (2.23) et

y2(0,7) = Co + Cir + Cor? + ...+ Oy,
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Ou A = max{2n+1,2m — 1} et

Cokr1 = Z cwazag+ Z dobb—l— Z e,?jaibﬂ—l— Z ala]

i+j=2k i+j=2k—+2 i+j=2k+1 i+j=2k

k+1
+dag41 + copt + Z b;b; (Z a%; 41 cos(2i + 1)0) + Z a;a;

i+j=2k+2 1=0 i+j=2k

k+1
S obibi+ Y aibif + dop (Zagi +2008(2i+2)0>

i+j=2k+2 i+j=2k+1 i=0

k+1
+ Z a;b; (Z i1 81n(2z—|—1)9> + Z a;bj + Z a;a;0

i+j=2k+1 i=0 i+j=2k+1 i+j=2k

k+1
+cor) (Z i 40 8in(26 + 2)9> ,

=0

Cy, = Z c aia; + Z d ;bibj + Z el]azbe Z a;a;

i+j=2k—1 i+j=2k—+1 i+j=2k i+j=2k—1

k+1
bibj + aib;0 b9, 1 cos(2i +1)0 bib;
S o X ano) (Sthentzionn) (3

i+j=2k+1 i+j=2k i=0 i+j=2k+1

k+1
(Z bgi+2 cos(2i + 2)(9) + Z a;b; + cop—1 + Z a;b;0

i=0 i+j=2k i+j=2k

kt1 k+1
(Z b%i—&-l sin(2i + 1)9> + Z a;bj <Z b22+2 sin(2i + 2)0)

i=0 i+j=2k i=0

O a22+17 a22+2, b2z+1, b22+2, i d.. L sont des constantes réelles pour | =

ij> zJ’ ij
1,2 et k=0,1,... ,2

Lemme 2.3.2 L’intégrale |, 27 5%5 (s,7)(y1(s,7))?ds est le polynome

7(Do 4 D1 + Dor® 4 ... + DyprF), (2.27)
o
n+2m—1, st m>n+1 et m oun pair,
n+2m—2, st m>n+1 et m oun impair,
3n+1, stm<n+1 etn pair,
3n, sitm<n+1 etn impair,

1 1 1
DX = Z /Bijk(]yia]'(lk =+ Z )\l]kalbjbk; + Z (Sijk(]yia]'bk,
i+j+k=x—1 i+j+k=x+1 +j+k=x

pour x =0,1,....k ou 5]k, ik 5le sont des constantes réelles.
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Lemme 2.3.3 L’intégrale f027r %%(S,T)(yQ(S,T))ZdS est le polyndome

r

s
o (Eo+ Bar + Eyr? 4 ... + Egr?), (2.28)
o
n + 2m, st m>n+1 et n pair,
g=4 " +2m —1, st m>n+1 et n impair,
) 3n+2, stm<n+1 etn pair,
3n+1, stm < n+1 et nimpair,
et
2 2 2
E2l+1 = Z ﬁijkaiajak + Z )\Z]kalb‘]bk + Z (5”sz]
it+jrk=21—1 i+ j+k=2l+1 i+j=21
2 2
+ Z ni;aid; + Z V;ikia;be,
i+j=21 itj+k=21
i pair
2 2 2
Ey = Z ﬁijkaiajak + Z )\Z-jkaibjbk + Z 5z‘jbicj
i+j+k=21—2 i+j+k=2l i+j=21-1
2 2 2
+ Z m;;aid; + Z Viik@iaibpm + Z GijrQiCyT,
i+j=21-1 it+j+k=21—1 i+j+k=21—2
i pair i pair

_ v 8 Q2 2 2 2 2 2 5
pour 1 =0,1,...,5 ou Bijk’)‘ijk75ijk’nij7Vijk’ij sont des constantes réelles.

Lemme 2.3.4 L’intégrale 027r %%(S,T)yl(s,r)ds est le polynome
T
5 (Fo + Fyr + For? + ...+ FyrY), (2.29)
ol
n 4+ 2m, st m>n+1 et n pair,
v — n+2m—1, st m>n+1 et n impair,
) 3n+2, sitm<n+1 etn par,
3n+1, stm<n+1 etn impair,
et
o1 = Z Bf’jkaiajak + Z )\%kaibjbk + Z 5%1)1'63‘
itj+k=21—1 i+j+k=21+1 it+j=21
+ D meds,
it+j=21
Fy = Z Bf’jkaiajak + Z )\?jkaibjbk + Z 5z3jbzcj
itj+k=21—2 i+j+k=21 itj=21—1
+ Z ngjaidj + Z I/?jkaiajbkﬁ + Z Cigjkaicjﬂ,
itj=21—1 it jrk=21—1 it jrk=21—2

i pair i pair

— v N R3 3 3 3 3 3 5
pour 1 =0,1,...,5 ou ik Aijk’éijk’nij’ Vijkvgijk sont des constantes réelles.
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Lemme 2.3.5 L’intégrale f027r F3(s,r)ds est le polynome

T
—(Go+ Gy + G2T2 + ...+ Gdﬂ’w), (2.30)
r
ot
n 4+ 2m, st m>n+1 et n parr,
= n+2m—1, st m>n+1 et n imparr,
) 3n+2, sim<n+1 etn par,
3n+1, stm < n+1 et nimpair,
et
Gy = Z ijkaiajak + Z )\?jkaibjbk + Z 5%()163
i+j+k=21—2 i+j+k=2l i+j=21-1
+ Z niaid; + pa—o,
i+j=21—1

pourl=0,1,. L ou 5;1]-,6,)\4

4 .4 4 ;
'y ik Oijks Mij» Vir, Sont des constantes réelles.

Par les lemmes 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5 nous obtenons

[0
Fgo(r) = ;(MO + Myr + M27"2 —+ ...+ MQ,1TQ_1 + MQT‘Q),

ou
Moy = > Birmajar+ > Aigeaibibr+ Y dijbic
i+j+h=21-1 i+j+h=21+1 i+j=21
3
+ Z nijaid; + Z Uijaiajbkﬂ'7
i+j=21 i+j=21
i pair
My = Z Bijkaibsby + Z Aijk@iajak + Z dizbic;
itj+h=21 i+j k=212 it+j=21-1
+ Y mgadi+ D [ikaiG ek + T opa-a
itj=21-1 i+j+k=21—2

+ Z Uijkaiajbk—i— Z PijkaiCy | ™

i+j+k=20—-1 i4j=20—-2
i pair i pair
2
+ E Tijk Qi QAT (2.31)
i+j+k=20-2
i pair

pour I =0,1,...,% et

n 4+ 2m, si m>n+1 et n pair,
n+2m —1, si m>n+1 et n impair,
3n + 2, sim < n+ 1 etn pair,
3n + 1, sim <n+1etnimpair.

Q:
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On sait que agry, = 0, on obtient My = 0 et Moy = 0. De plus
Ck =Y. itj=k+1 aibj, pour tout k > b et M, = 0, pour tout k le plus grand
i impair, j pair

n+2m —2, sim>n+1 et n, impair,

n+2m —1, si m>n+1 et n impair et n pair,

A= . .
3n + 2, sim < n+1et nm pair,
3n + 1, sim <n+1etn pair et m impair.
Donc
_ 2 4 A—2 A
F30(T‘) = ar(M2+M4T + Mgr® + ... +M)\_4T +M)\_2T ),
ou
/ / /
M, = Z Bijkaibibr + Z o;;bicj + Z 1;;0idj + WyPow—2T.
i+j+k=w i+j=w—1 i+j=w—1
i impair i pair i impair
j pair j impair textjpair
k impair

Par conséquent, F3q(2) est un polynoéme de degré A dans la variable 2. Donc

n+m—1]
2

F50(2) a au plus [ racines positives.

2.4 Autre méthode de moyennisation

On considére le probléme de bifurcation des solutions T-périodiques du systéme
différentiel
i(t) = Fy (t,z) 4+ eFy (t,x) + 2 Fy (t, x,¢€) , (2.32)

avec ¢ suffisamment petit. Les fonctions Fy, F7 : RxQ — R", Fy : RxQx(—¢eg,£0) —
R™ sont de classe C?, T-périodique en t, et € est un sous-ensemble ouvert de R”™.
Le systéme non perturbé :

iL‘(t) = FO(ta .I'), (233)

a une sous variété de dimension n des solutions périodiques.
Soit x(t,z) la solution du systéme non perturbé (2.33) telle que z(0, z) = 2. Nous
écrivons la linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution périodique
x(t, z) est :

y=D,Fy(t,z(t,z))y. (2.34)

Notons par M, (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (2.34) et
par & : RE x R"% — RF la projection de R™ sur ses k premiéres coordonnées, c.a.d
E(1y ey n) = (T1, .oy Tp) -

Une réponse au probléme de la bifurcation des solutions périodiques pour le systéme
(2.32) est donnée par les résultats suivants :
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Théoréme 2.4.1 Soit V. C R* un ouvert borné et soit  : CI(V) — R une

fonction de classe C?. Supposons que :

(1) Z ={zq = (o, B(a)),a € CI(V)} C Q et pour chaque zo, € Z la solution x(t, zy)
de (2.33) est T-périodique.

(ii) Pour chaque zo € Z il y a une matrice fondamentale M, (t) de (2.34) telle
que la matrice M71(0) — M1 (27) a dans le bloc supérieur droit matrice
kx (n—k) nulle et dans le bloc inférieur droit la matrice Ay (n—k)x (n—k)avec

det(A,) # 0.
On considére la fonction F : CI(V) — R¥

/ t) Fy (t,x(t, 24)) dt | . (2.35)

S’il existe a € V avec F(a) = 0 et det((dF/dz)(a)) # 0, alors il existe une solution
de période T @(t,e) du systéme (2.32) tels que @(t,e) — zo quand € — 0.

Nous supposons qu’il existe un ensemble ouvert V avec CI(V) C £ tels que pour
chaque z € Cl(V), x(t, z,0) est T périodique. L’ensemble C1(V') est isochrone pour le
systéme (2.32), c.a.d il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques,
toutes ayant la méme période.

Corollaire 2.4.1 (perturbation d’un ensemble isochrone) un ensemble V' ouvert et
borné avec ClL(V)) C Q tel que pour chaque z € CU(V), la solution x(t,z,0) est T
périodique, alors nous considérons la fonction F : Cl(V) — R"

/M 1) Fy (o (t, 2,0)) dt. (2.36)

S’il existe a € V avec F(a) = 0 et det((dF/dz)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique (t,e) du systéme (2.32) tels que ©(0,e) — « quand € — 0.

2.4.1 Application

1. Bifurcation de Hopf du systéme Michelson :
En 2011, Llibre et Zhang [35] ont prouvé I’existence de bifurcation de zero-Hopf
du systéme differentiel de Michelson

T =y,

y=z (2.37)
: 2 1 2

z=c"—y— -x*

2

avec (z,9,2) € R3 et ¢ > 0 est un paramétre réel. Lorsque ¢ = 0 le systéme
(2.37) a lorigine comme une singularité ayant des valeurs propres 0, +i. Et
Lorsque ¢ > 0 assez petit le systéme (2.37) a une orbite périodique qui tend
vers 'origine quand ¢ tend vers zéro. Maintenant nous présentons les résultats
principaux.
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Théoréme 2.4.2 Pour ¢ > 0 suffisamment petit, le systeme de Michelson
(2.37) a une bifurcation de zéro-hopf a lorigine pour ¢ = 0. De plus pour
¢ > 0 suffisamment petit, les cycles limites qui bifurquent satisfait x(t) =
—2ccost + O(c), y(t) = 2csint + O(c) et z(t) = 2ccot t + O(c).

Preuve : Pour ¢ # 0, on pose le changement des variables x = %, y = €7,
z =¢eZ et ¢ = ed, alors le systéme Michelson (2.37) devient :

T =y,
Y=z . (2.38)
i=—y+ed® — 651'2.
Nous utilisons toujours z,y, z au lieu de Z,%, z. Posons ¢ = x, y = rsinf et
z = rcosf, alors le systéme (2.38) devient :

T =rsinf,
7= %(2d2 — 2?) cos 0, (2.39)
0=1-— i(2al2 — 22)sin 6.

2r

Ce systéme peut étre écrit comme suit :

d—z =rsinf + %(Qd2 —2?)sin? 0 + 2 f1(0, 7, €),
ro_ ¢
o 2
Ou f; et fo sont des fonctions analytiques dans leurs variables.
Pour (xg,79) # (0,0), le systéme (2.40)__, a une solution 27 périodique.

(2.40)
(2d? — 2%) cos O + 2 fo(0,7,¢).

x(0) = 1o + x9 — rocosd,r(0) = xo, (2.41)

tel que z(0) = xg et r(0) = 7. La premiére équation variationnelle de (2.40)__,
le long de la solution (2.41) est

dy1

0 o 0 sinf Y1
dy2 |\ 0 o0 v2 )
df

Il a la matrice M(t) de solution fondamentale

1 1—-cos®
< 0 ) ), (2.42)

qui est indépendante de la condition initiale (xg, 79). En appliquant le corollaire
2.4.1 au systéme différentiel (2.40), nous avons

12 [ (2d® — z?)sin® 6
J:(xoﬂ“o)—i ; M ( (22 — 2%) cos 6 )|(2‘41)d9-
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Alors F(xo,70) = (91(w0,70), 92(w0,70)) avec

1 1
g1(zo,ro) = 1(4d2 — 518 — 6rozo — 223),  g1(70,70) = §To($o +10).

Le systéme d’équations F = 0 a une seule solution réelle donnée par
(z0,70) = (—2d, 2d) et comme le jacobien DF(z0,70)|(z0,r0)=(-2d,2d) = d?> £ 0.
Pour d > 0 et |g|] > 0 suffisamment petit et d’aprés le corollaire 2.4.1, le
systéme (2.40) a une seule solution périodique (z(0,¢),7(6,¢)) de période 2w
tel que (2(0,¢),7(0,e)) — (—2d,2d) quand ¢ —> 0. les valeurs propres de
DF(20,70)|(20,r0)=(—2d,24) Sont £di. Cela montre que I'orbite périodique est
linéairement stable.

Pour ¢ > 0 suffisamment petit le systéme de Michelson (2.38) a une orbite
périodique donnée par x(t) = —2ccost + o(c), y(t) = 2csint + o(c) et
z(t) = 2ccost + o(c).

2. Solution périodique pour une classe des équations différentielles non

autonome de Newton :
En 2016, Llibre et Makhlouf [29] ont étudié 'existence des solutions pério-
diques de I’équation différentielle non autonome du deuxiéme ordre.

==V, V(tx), (2.43)
2
ou V(t,z) = @ + eW(t,xz) avec W (t,x) une fonction 27 périodique par
rapport a la variable t, € est petit paramétre réel, = (x1,...,2,) et

0z’ Oxp,

VoV (1) = <8V W) |

Théoréme 2.4.3 Nous définissons les fonctions

2

1 . OW . .
Fr = 7 smt% (t, 10 cost + yip sint, ..., Tpo cost + ypo sint) dt,
k

0
21

1 ow . .

For, = —g. | cos ta—xk (t, z10 cost + y1gsint, ..., Tpo cost + ypo sint) dt,

0

pour k =1,...,n. Si la fonction W (t,x1, ..., xy,) est 2w-périodique par rapport
G la variable t, alors pour chaque € # 0 suffisamment petit et pour chaque
(X705 s Ty Ylos -+ Ym) Solution du systéme

Fi (105 -+, Tn0, Y10, ---s Yno) = 0,

2.44
Fok (X104 «+y Tn0s Y105 ---» Yno) = 0, Pour k=1,...,n, ( )
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satisfaisant

det( O (F1 e Fon) R i
0 (105 > Tn0, Y105 -+, Yno) (210,200,410, 90)= (o0 Yo - Wi )

(2.45)
Iéquation différentielle non autonome (2.43) a une solution 2w périodique
x (t,e) qui tend vers la solution 2w périodique (x7,cost + yiysint, ..., x), cost
+ytgsint) de £ +x =0 quand € — 0.

Preuve : Siy; = &;, pour i = 1,...,n, alors I’équation différentielle non auto-
nome du deuxiéme ordre (2.43) peut étre écrite comme un systéme différentiel
de premier ordre suivant dans R?"

'fi = Yi,
. oW (¢, 2.46
Yi = —T; — € I/Ié:(vtlm) ( )

Pouri=1,...,n, poure =0, (x,y) = (0.0) est le point d’équilibre de systéme
(2.46). Les valeurs propres du systéme linéarisé on ce point sont toutes les
imaginaires =i, ..., +i. La solution (z(t),y(t)) du systéme non perturbé (c.a.d
systéme (2.46) avec € = 0) tels que (z(0),y(0)) = (xo,yo) est

T; = Xip oSt + Yio s'in t, (2.47)
Yi = Yio COSt — T sSint.

Pour i = 1, ...n, toutes ces orbites sont 27 périodiques. On utilise la notation
présentée dans la section 3, nous avons X = (z,y),z = (zo,v0), Fo(z,t) =
(y,—x), Fi(z,t) = (0,-V,W(t,x)) et Fr(x,t,e) = (0,0). La solution de la
matrice fondamentale M 1(t) est indépendante de z et nous la dénoterons
par M (t). Un calcul facile montre que :

[ cost 0 0 sint 0 0
0 cost ... 0 0 sint ... 0
0 0 ... cost 0 0 ... sint
M((t) =
(*) —sint 0 0 cost 0 0
0 —sint ... 0 0 cost ... 0
i 0 0 ... —sint 0 0 cost_




Chapitre 2. Méthode de moyennisation

et

[cost 0 ... 0 —sint 0 .. 0
0 cost ... 0 0 —sint ... 0
0 0 ... cost 0 0 ... —sint
MYt =
(*) sint 0 0 cost 0 0
0 sint ... 0 0 cost ... 0
i 0 0 ... sint 0 0 ... cost ]

Selon le corollaire 2.4.1 nous étudions les zéros o = (g, yp) des composants 2n
de la fonction F(«) donnée dans (3.17). Plus précisément nous avons F(«) =
(Fi(a), ..., Fon(c)), tels que

21
1 . OW . .
Frla) = 2, [ sin ta—xk (t, z10 cost + y1p sint, ..., Tpo cost + ypo sint) dt,
0
2w
1 ow . .
For(a) = ~3- cos tBTUk (t,x10 cost + Yo sint, ..., po cost + ypo sint) dt,
0
pour k=1,...,n.

En illustrant par exemple :
Considérons I’équation différentielle non autonome du Newton (2.43)

2 2
avec le potentiel V (¢, z1,22) = M;? + eW(t,x1,z2), ot W(t,x1,22) =
(aa:l + bry + cxd + dx%) sint. Alors nous avons

1

F1(w10, T20, Y105 Y20) = 3 (4a + 3c(a3y + 3yip)),
Fa(r10, 220, Y10, Y20) = é(‘lb +3d(x3 + 3y30)),
F3(x10, T20, Y10, Y20) = —265610%07
Fu(x10, T20, Y10, Y20) = —zdmoyzo,

Siac <0 et bd < 0, alors le systéme F; = Fo = F3 = F4 = 0 a 16 solutions
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(x30s T30, Yio» Ysp) données par
(ﬂ:Q —%,12 3bd,0,0>
(ﬂ —i,o,o,%ﬁ)
(o,ﬂ —32,15\/7‘;’,0)
(0,0,i§ —%,i% _2),

Nous calculons les déterminants correspondants aux  solutions
* * * *
(%10, T30, Y10» ¥30)

det( O(F1, Fa, F3, Fu) > 20,

3(1;10’ 90, Y10, 3/20) (z10,220,Y10 7y2o)=(90’{0 »T50,YT0 7y§0)

pour ces quatre solutions (27, 3¢, Yo, Yag) sont 1%abcd, —l%.abcd, —l%abcd et
%abcd respectivement. Donc, I’équation différentielle (2.43) a quatre solutions
2m-périodiques qui tendent vers les solutions périodiques de ’équation non
perturbée.
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3.1 Présentation du probléme et résultats principaux

En 2014, Garcia et al. [18] ont étudié le nombre maximal de cycles limites de
faible amplitude pour les systémes différentiels plus généralisés de Liénard

i=y, y=—x— f(z)—g(x)y — hx)y’, (3.1)

ot f(x), g(x), et h(x) sont de degrés n peut avoir [§] cycles limites en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre et n cycles limites en utilisant la théorie

de moyennisation du deuxiéme ordre.

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier et du
deuxiéme ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre linéaire d’une classe de systémes différentiels de
Liénard plus généralisée que (3.1)

{¢:% (3.2)

y=—x— f(z)—g(x)y — h(x)y* — (z)y?,

ott f(z) = efi(z) + 2fa(x), g(x) = egi(x) + 2ga(x), h(x) = chi(x) + e2ha(z) et
I(z) = eli(z) + %la(x). Pour chaque k = 1,2, fr(x), gr(z), hp(z) et lx(z) sont de
degrés n. € est un parameétre réel supposé petit.

Remarque : Si [(z) = h(x) = 0, le systéme (3.2) coincide avec les systémes diffé-
rentiels généralisés de Lienard (1).

Nos principaux résultats sont les deux théorémes suivants :
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Théoréme 3.1.1 Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimal de cycles
limites du systeme différentiel (3.2) qui bifurquent du centre linéaire & = —y, §y = x
en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est

n

Hi(n) = 5

]+ 1.

Théoréme 3.1.2 Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles
limites du systeme différentiel (3.2) qui bifurquent du centre linéaire & = —y, y = x
en utilisant la théorie de moyennisation du deuziéme ordre est

HQ(TL) =n+1.

3.2 Preuves des resultats

3.2.1 Preuve du théoréme 3.1.1

Pour appliquer la moyennisation d’ordre un, on écrit le systéme (3.2), en coor-
données polaires

x=rcosf, y=rsinf avec k= 1. (3.3)

Posons :
filx) =Y airt, gi(z) = Y bixt, hi(x) =Y it et i(x) = Y diat, (3.4)
i=0 i=0 i=0 i=0

le systéme (3.2) devient

r= —c Z (aleRz((% + bir”lTi(Q) + CZ'T’H_QSI'(Q) + diri+3Ui(9)) R
i=0
= —1-— % Z (airi cos'tl o + biriHRiH(@) + CirHQTiH(@) (3.5)
i=0
+ dir'38i41(0))

ou

R;(6) = cos’ fsin 6,

T;(0) = cos? Osin? 0 = cos’0 — cosi*20),

S;(0) = cos? Osin® 0 = cos'sin 6 — cos’T20sin 6,

U;(0) = cos? @sin® @ = cos?0 — 2cos7+26 + cos? 6.
Considérons maintenant § comme nouvelle variable indépendante, le systéme (3.5)
s’écrit sous la forme suivante :

% N g =cFi(0,7) + 0(e?),
ou
Fi(0,7) =) (air"Ri(0) + bir™ T;(0) + c;r™25:(0) + dir' T3 UL(9)) - (3.6)

1=0
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Alors
1 n . L~ . ~ -
Fio(r) = Dy (CLZ'T‘lJi(QTF) + bir T L (27) 4 et T2 T (2m) + dir’+3Ii(2ﬂ')> , (3.7)
i=0

ou 2w B 2w _ 2
Ji(2m) = / Ri(0) b, T(27) / To(0)d0, Je(27) = [ Su(0) b,

0 0 0
~ 2m
I(2m) = Ui(0) do.

0

Pour calculer l'expression exacte de Fjg, nous utilisons les expressions des
intégrales de 'annexe A. Nous obtenons

r - , ~ ‘
Fuo(r) = Gy (bZiIZi(27T)T2Z + d2i]2i(277)7"22+2>
i=0

R )

= 72 b y 21 d i 2i+2 .

Tizo 2+1(; +1)! < i7" + do 2(Z.+2)r , (3.8)

ou
ap = 3.5..... (Qk' - 1), A1 = (2]{3 + 1)0%.

Donc le polynéme Fig(r) a au plus [§] 4 1 racines positives.

Exemple 3.2.1 Dans cette section, nous montrons que la limite supérieure Hy (n)
est atteinte dans le cas ot 1 < n < 5. Les calculs ont été vérifiés a l'aide de Maple.
Nous notons F{y(r) la fonction Fio(r)/r correspondant, un calcul adéquat permet
d’obtenir

2

° Fllo(r) = %bo + sagpre.

b F120(7“) =

oolw
IS

130(74) = %bo + (%do + %bg)TQ -+ T16d2r4'
o Fiy(r) = Fiy(r) = 5bo + (3do + §b2)r® + (75d2 + 5ba)r* + 135dar®.
Si nous fizons by = 2,by = _TQO,(M = 8,dy = —%,dg = 8 and dy = —TG4_

Nous avons

Flo(r) =1 —12, qui a ezactement un racine positive.
= —7r2)(3 —1?), qui a evactement deuz racines positives.
(1—72)(2—72)(3—7r?), qui a eractement trois racines positives.

3.2.2 Preuve du théoréme 3.1.2

Pour démontrer le théoréme 3.1.2, nous utilisons la méthode de moyennisation
d’ordre deux. Tenant compte de (3.4) et en posant

fo(x) = Y pirt, go(x) = 32 gir®, ho(x) = Y siz' and Iy (z) = 3. v,
i=0 i=0 i=0 i=0
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avec k = 1, 2. Le changement en coordonnées polaires (r,#), transforme le systéme
(3.3) en

F= —¢ Z (airiRi(G) + biriHTi(G) + Ci’l“i+25i(9) + diri+3Ui(9))
=0
—2 3" (P Ri(6) + qir T TH(0) + s T25,(0) + v FUL(9))
=0
é = —-1- ; Z (aﬂ'i cos't1 0 + biri+lRi+1(9) + Ci’r’i+2Ti+1((9) + diri+3Si+1(9))
=0
—67 Z (pl-rZ cos ™0 + qir R 1 (0)r + s 2T, 1(0) + vir’+35i+1(9)) )
i=0
) (3.9)
Considérons maintenant # comme une variable indépendante, on obtient
dr 7 9 3
i eF1(0,r) +e“Fa(0,1) + O(e”), (3.10)
ou
Fi(0,r) = Y (airRi(0) + bir ' T(0) + e T2 Si(0) + dir UL(0)) . (3.11)
=0
F0,r) = (pir' Ri(0) + qir™ ' T5(0) + s 28;(0) + vir U (0))
=0

1< ) . . .
- = Z (airlRi(G) + biTH_lTi(Q) -+ CiT'H_QSi(H) + dir’“’Ui(G))
r
i=0
X (CLZ'Ti cos't g + biT‘i—l—lRH_l(G) + Cl"r‘i+2Ti+1(¢9) + di’l“i+35i+1(9)) .
(3.12)
Déterminons la fonction Fyy correspondante. Pour cela, posons Fjg = 0 qui est
équivalent a

bo = dyjz) = 0,
(3.13)
boi = 5rordai—a, 1< i < [2].
Tout d’abord, en utilisant (3.13) et en remplagant dans (3.11) on obtient
n ' . [254] ‘
Fl (7‘, (9) = Z (a,-TZRi(H) + CZ'T"L+2S7;((9)) + Z (b2i+1T21+2T27;+1((9)
=0 =0
: &l ; 2142
+ doiar? i1 (0)) + ) doior®™! <T2i—2 - 2i—1T2i(9)> :

1=0
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Alors
n;l]
F " . ,
dlag:’g) = ;(iairl_lRi(g) + (i + 2)erTLS5(0)) + Zz; ((2i + 2)bgi 1t
X T2i+1((9) + (2i + 4)d2i+1r2’+3U2,~+1(6’)) + (2i + 1)6122'_27“2Z
=0
2t + 2
x (Tyi—2 — 57 — 1T21(‘9))- (3.14)

En tenant compte du fait que

1 [ 2i—2 4i+1 [ 2 2 + 2 2 + 2
—— f— — O+ o = 6=0
ﬂ%?(i—& > ?%%—1)(@ >’+?H%%—1)<i+¢ > ’

ensuite, en utilisant les intégrales de ’annexe A, nous obtenons

n (5] i+1
y(0,r) = Z (airiJi(H) + ciri+2j¢(9)> + Z (bg¢+17‘2”2 Z’yu sin(20 + 1)0

=0 =0 =0

i+2 i+1
+d2i+17’2i+4 Z ’:Yi,l sin(2l + 1 ) + Z doi— 27‘22+1 Z ,31 1 Sln 2[9
=0

(3.15)
ol
. {%,z — Yig1,0, 01 <,
Vil =

—Yitl,it+1, =i+ 1

;

Vil = 2%i41,0 + Yie2q, 014,
Vil = —2%41i+1 T Vi1, =i+ 1,
Yi+2,i+2; l=1+2.

4i+1 2 .
Bi—l,l - 2;1—1 il T 2§+1/32+1,l7 0<i<i—1,
3 _ 4i+1 2i+ .
Bip = _talﬂi,i + 2;_16i+1,i7 [ =1,

2i+2 ,
| 51 Bir i1 l=i+1.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

Fo(r) = Fyo(r) + Fao(r),

1 2m dFy(0,r)
Fyp(r)y=— [ ———.
20(7") 27r/0 dr y(0,r)do,

avec

1 27
%m:%éfwﬂw

Dans les lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales Fi(r) et Fi(r).
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Lemme 3.2.1 L’intégrale F},(r) est un polynéme en r donnée par :
(5] [254] k41
~ (k + 1)7rak+s+1
F210(7’) = <a25b2k+17“28+2k+1(28 Z Yk lﬂ'Cs 1 — = )
AT s, ¥ |
= = — 28525 + 1) (k + s + 2)!
k+2
- 3(k + 2)Takys+1
25+2k+3 +s+
T azdypar® 28 Y AamCi (25 + 1)k + 5+ 3)1)
=0
k+1
264+2k+3 < ~ (k+1)(4k 4+ 10s + 15) Tt 541
T casbor ((25+2) ; T st = S T 25 + 1) (25 + 3) (k4 5 + 3)1
k+2
- 3(k+2)(4k + 14s + 21) oy s+1
25+2k+5 _ +s+
 Caadgi” ((2s+2) ; K25l = ST s 4 1)(2s 4 B)(k + 5 + 1)1
s+1
S 3(2s + 1)mavs
+ agkr1dasor® (2K + 1)) BamCri + s )
= 2k+s+1(25 — 1)(k + s + 2)!
s+1
o 15(25 + 1)movers
+ Cgk+1d2 _2T28+2k+3((2k + 3) 5 7l7rf(k7l + )
* ; B 2k+s+2(25 — 1)(k + s + 3)!
(3.16)

Preuve. D’aprés les expressions (3.14) et (3.15) nous obtenons

F210(7")

X

n

=0 5=0
2w

0

nl

n 27 27
3 <miajri+jl / Ri(6)J;(0)df + iazc;r T / R;(0)J;(0)db
0 0

2
(i + 2)cia;r it Si(0)J;(0)d6 + (i + 2)cicyr T3 Si(e)jj(e)de)
0
k+1 27r
Zm 0) sin((2 + 1)8)d6 + (2k + 2)

n
2h+1(
>y (azbzk it

1=0 k=0

k+1

2 2
/ T2k+1((9)‘]1<9)d9) + Cib2k+17,z+2k+3<(i + 2) Z :Yk,l / Sz(é?) sin((?l + 1)9)d9
0 0

=0
k+2 o

2
(2k +2) / Topr1(0)J3(0)d0) + aidopar 230> R;(0) sin(21 + 1)0d6
0

27
(2k +4) /0 Usioi1(0).:(0)

1=0 0
. k+2 ~ o
d0) + cidog17 (i + 2) Z Vil Si(0)
1=0 0
n—l] [n 1]

2
sin(21 + 1)0d6 + (2k + 4) / Unier1(0)J(0)d0) + >~ Y ((2k +2)
0

s+1

25+2k+3 N 2
(b2s41b2p 417" E Vsl
1=0

s=0 k=0

2T
/ Top+1(0) sin(210 + 1)0dO + dos 4 1bop 2 TRAS
0
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s+2 s+1

2
XY A / Topr1(0)sin(2l + 1)0d0) + (2k + 4)r* T (b1 dppar Y sy
= 0 1=0
s+2

27 2m
X / U2k+1(9) Sin(zl + 1)9d9 + d23+1d2k+17“28+2k+7 Z :y&l / U2k+1 (9)
0 =0 0

n (5] k+1 o
X sin(2l + 1)0d0)) + ) (aidgkﬂ”?k(i > Bra | Ri(0)sin(210)d6 + (2k + 1)
5=0 k=0 = 0

2 A
/ Toi(0)Ji(0)dB)) + cidoj_orit?F+2

2m
X Tor_2(0)J;(0)do —
([ ) n0)00 - 555 |

k+1 o

2T
< ((i+2) Zﬁkl S,(6) sin(210)d6 + (2k + 1)( / Toe_o(0)75(0)d6
0

n—1

(*5-] s+1
<T2S+2k+2d25—2b2k+1((2k +2) Z Bs,i
—0 k=0 =0

k+1

(3]

2m
i 0w+

2
X /0 Topes1(0) sin(200)d6 + (25 + 1)(

2
~k,l / TQS,Q(Q) sin(2l + 1)9d9
1=0 0
o s+1
/ Tps(0) sin((21 + 1)0)d0)) + das—odop 1724 ((2k + 4) >~ By,
0 1=0

25+ 2
2s —1

2m k+2 2T
« / Usiey1(6) sin(210)d8 + (25 +1)(> s / The_o(6) sin(2l + 1)0d8
0 1=0 0

(3] 5]

2 9 2
- 22 * . / Tys(0) sin(21 + 1)0)d0))> + )N P (25 4 1)dgs_adar—s
BRAY 5=0 k=0
k+1 27 27
. 25 + 2
<3 Bi ( / Tas_o(0) sin(210)d6 — 25 + - / T34(6) sin(2l0)d0> .
1=0 0 ST 2Jo

Pour simplifier ’expression du polynéme F210(r), nous utilisons les intégrales de
I’appendice A. On a

o [ZTRi(0)J;(0)d0 = [T R;(0)J;(0)d0 = [T S:(6)J;(8)d =
Z(e)j (0)do = 2%(9) sin(21 + 1)6d9 = [ZTU;(0) sin(2] + 1)8d6 =
02” T,(0) sin(200)d0 = [°™ U;(6) sin(216)d6 = 0.
o JoTTi(0)J;(0)d0 =
o +1I~2k(27r) ] if i=2k, j=2s,
2s+2 (ng(Qﬂ') 12k+25+2(271')), if i=2k, j=2s+1,
23+112k+23+2(27r) if 1:2k+1, jZQS,

0, if i=2k+1, j=2s+1.
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o [ITTy(0)J;(0)d0 =
ey L2 (27),
2 T (27) —
(23+2)(25+4) 2k
+(25+4)I2k+2s+4(2 ), )

(25+1)I2k+2s+2(2 )+ (25713)[2%2%4(27?),
0,

° fo27r Usp41(0)Ji(0)d0 = {

(28+2 I2k+25+2(27T)

—72312 Doksos+2(27),

)

2 Unporr (0)J;(0)d6 =

if =2k, j—2s,

if i=2k, j=2s+1,

if i=2k+1, j=2s,

if i=2k+1, j=2s+1.
i=2s,

if 1=2s+1.

if =2,
if =25+ 1.

{ —ﬁf2k+2s+2(27r) - (282T3)I:2k+23+4(2ﬂ),

0,

o J77 Ri(9)sin(2l + 1)6dg = { gcl : ;; 1.
o 77 5,(6)sin(2l + 1)0d0 = { g’KS’l’ z _ §§+ 1.
o 7 Ry(0)sin(210)d0 = { gvés’“ 2 _ ;‘f .

o [T Si(6) sin(210)d0 = { gKl :;? "

Lemme 3.2.2 L’intégrale FQZO(’I“) est un polynéme en r donnée par :

2 _ < T 2s+1 3 2543 7] b
50(r) = 2 m(@sr + mvgsr ) — 2~ kzo (a2sbap1
o 22kt 28+’:T(Z[jkk+41r 5 b gadog 7228 28+ki7lrésfgl+ -
+ CosbopyqrS TS 28+ki’)r717 gﬁf;l 5 + Cpadap s P2 TS 2813:12
X % — Qgjpp1das—or®S T 25+k§(7;ik_+11))(§i2 +2)!

2s42k43 STk — 25 + d)agiy

—  Copy1das—or

25tk(25 — 1) (s + k + 3)!

) . (3.17)
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Preuve. En remplacant l’expression (3.13) dans (3.12), nous avons

FQ(T, 9)

Alors

Z + q; T’Z-HT (9) + 8¢Ti+2si(9) + UiTi+3U2¢+1(0))

1=0

e | 23]

; Z(airlRi(H) + Cz‘?“H_QSi(Q)) + Z (bgk+17“2k+2T2k+1(9)
1=0 k=0

2k +2
dop 1725 4 Uy 1(6)) + Zd ok (To_o(0) — o1 L2(0)

=0 k=0

n [254]
(Z(aﬂ“l COSl+1(9) + CiTZJrQTi_;,_l(H)) + Z (bgk+17’2k+2R2k+2(9)

|3

[5]
2k + 2
Ao 172 Sop10(0)) + > dop_or® TRy — o R2k+1(9))) .

k=0

n 27 ‘ o . o |
Z <pi’ri R1(9)d9 + q“aH-l / TZ(G)dH + SiTH_Q Sl(H)dH 4 ’U@'TH—?)
i=0 0 0 0
2 n o n o o ' N

/ Ui(e)cw) — Z Z <aiajrz+3—1 Ri((g) COSJ+1 0do + aichz-i-]—i—l

0 i=0 j=0 0

2 o o ' N

Ri(0)Tj41(0)d0 + ciazr™I / S;(0) cos’ 1 0dO + cicirttIHS

0 0

n %5

2w 3 .
Si(0) T4 ( )d9> - Z Z (aib2k+lri+2k+1(/ Topos1 () cosi™! 00
° 1=0 k=0 0

2 21

27
Ropy2(0)Ri(0)d0) + ajdopyr2E+3( / Uspt1(6) cos™ 0d + Sop42(0)
0

0 0

21 27

Ri(0)d0) + cibop i T2RH3( / Top41(0)T3(0)df + / Ron12(0)S;(0)d0)
0 0

(2]

3

21 27 n
Cid2k+17“z+2k+5(/ U2k+1(‘9)Ti(0)d9 + 52k+2( > Z azd23—2
0 0 =0 s=
2T 27 27
P RO R s @0+ [ Tasa0)con'™ 00 - §”f< | wio)
0 0 s — 0

2 2
R25+1(0)d9 + / TQS(Q) COSZ‘+1 0d9)) + CidQS_QTi+2S+2(/ SZ(H)RQS_l(H)dQ
0 0
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27 2 4 9 27 2T
+ Tos_o(0)T;(0)do — 55 1( Si(0)R2s+1(0)do + T»4(0)T;(6)do)
0 -1y 0
(252 (251 o
— Z Z <b2s+152k+17’25+2k+3/ Tos+1(0) Rogy2(0)dO + dogi1bgppqr2sT2RH5
s=0 k=0 0
27 27
X / Uzs+1(9)R2k+2(9)d9+b2s+1d2k+17“25+2k+5/ Tos11(0)Sok42(0)do
0 0
o 2] (251
+ d25+1,1d2k+17“25+2k+7/ U2s+1(9)52k+2(9)d9> — (dos—2bok41
0 s=0 k=0
ssvokrz [0 o 25 +2
< 7 ( / The 2(0) Ropsn(8)d0 + / Ros 1 (0)Togcn (0)d0 — 22
0 0 —

2m o
% (/ T25(6) Rop+2(0)df + Ros11(0)Top+1(0)d0)) + das—dop 4124+
0 0

2 2w 25 4+ 2 2
X ( T23_2(9)52k+2(9)d0 + Rgs_l(Q)ng_H (Q)dg — ( TQS(Q)
0 0 23 -1 0
o (3]

X Sgk+2(9)d9 + R23+1(9>U2k+1(9)d9>)> — d23_2d2]€,27“25+2k+3
0 i=0 k=0

©l3

2s+2
2s —1

27 s 2 27
+.Aiﬂwmmww+&fﬂﬁ m@&m@w)

X

27 27
(/ Tos—2(0)Rop—1(6)do — (/ Tos—2(0)Rog+1(6)do
0 0

Pour une expression explicite du polynéme F220(r), en utilisant les intégrales de
I’appendice A nous avons

o [ZTRi(0)d0 = [I7 Si(0)dO = [T cos' OR;(0)dO = [T cos’ 0S;(0)df =
T Ri(O)T;(0)d0 =[5 Si(0)T;(6)d0 = [3™ Ri(6)U;(6)d =

0

2T S(0)U;(9)dd = 0.

0, if i =2k + 1,

2
T(0)do =4 - vor e
e Jo Ti(9) { Tou(2m) = e, if i = 2k.

o 2T cos" T 0Toy11(0)d0 = [P Ropi2(0)Ri(6)df =

{0, if i =25+ 1,

T T 511 . .
Dok ios42(27m) = WM, if i = 2s.
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o 27 Rojy0(0)Si(0)d0 = [77 Topi1(8)Tig1 (0)d0 = [T cos'! QUsy41(8)d6 =

OZW Sak+2(0)R;i(0)do
0, ifi=2s+1,
T Lokposio(27) = Q,Cj”ﬁc;f—;;id) if i = 2s.

o [T Unyoy1(0)T3(0)d0 = [77 Sop11(0)Ss(0)d6 =

0 if 1 = 2s

= 157 g oo

Dok 1os12(27) — I2k+2s+4(27f) %, ifi=2s+1.
D’aprés les lemmes 3.2.1 et 3.2.2, nous avons

Fao(r) = Fy(r) + Fi(r)

(3]

(3] (%5

_ Qs 2541 3 2543 b
Sz% 315 1)) <QQST + 52 > + 22 (a2sb2k+1
k41
25+2k+1 - (2s + k4 2)agts1 25+2k+3
x P (s ) AriCat - T (25 T D) (k44 2))) T Cesbrnr”
1=0
. (54 1) ’% e (1257 4 k2 4 345+ 10sk + 19k + 24)ak+5+1)
s _
e 9 +s5+2(25 + 1)(25 + 3)(k + 5 + 3)!
k42
I~ 3(28 +k+ 3)Oék 1
o agadapr® (s Y iCag - ok+s+2(25 4+ 1)(k ++;++ 3)!) T easdaint
1=0
k+2 2 2
z 3(20s” + 4k* + 68s + 14sk + 29k + 57) gy s+1
25+2k+5 1 K. — 45t
X r ( S + );Wk,l s,l 2k+5+3<28+ 1)(28+3)(k+8+4)' )
s+1
2o 2he+1( (25 + 3(4k + 25 + 5) s
+  agg+1das—or™” Zﬂszckﬁ— 2k+5+2(28—1)(kz—}—5+2)!)
s+1
+ 62k+1d2s or s ( 2 Z/BSIK]CZ 2k+8+3(28—1)(k+3+3)')
1=1
(3.18)

Pour trouver les racines positives réelles de Fyy(r), nous devons trouver les racines

d'un polynome dans r? de degré égal au [2] + [25] + 2. Puisque [2%51] + [2] +2
n

prend la valeur ["771] + [”771] + 2 si n est impair et la valeur [5] + ["772] +2sin
est pair, soit n + 1 dans les deux cas. Nous concluons que Fyy(r) a au plus n + 1

racines positives simples.
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Exemple 3.2.2 Dans cette section, nous montrons que la limite supérieure lEIQ(n)
est atteinte dans le cas ot 1 < n < 5. Les calculs ont été vérifiés a 'aide de Maple.
Nous notons Fay(r) la fonction Fao(r)/r correspondant, un calcul adéquat permet
d’obtenir

1 _ 1 1 3 1 3 2 3 4
L] FQO(’I") =340 — 5(1061 + (gvo - gCObl - gdlao)r - Edlcor .

o F5(r) = 3a0 — anbl + (2vo — geobt — 2diap — ghiag + 3doar + §q2)r® +
(—f5dico — ggbica + 15docs + 7502 — f5diag)r 4 - 128d1027’6

1 1 3 1 3 1 3 1 3 2
° F230(7“) =540 — §a0b1 + (gvo — gCObl — gdlao — gblag + gdoal + 542 — gaobg)T +
3 1 1 1 1 7 3 3 5 4
(_Edlc() — TSblcQ + TGdOcl + EUQ - T6d1a2 — Rcobg + Edoag - andg - 4—8b3a2)r

3 13 3 6 8
+ (= 128d162 Togb3c2 — 128d3a2 1gd3c0 + 1pgdocs)r’ — 1280d3027"

o Fiy(r) = 3q0 — 3aob1 + (Svo — geob — 3diag — §bias + 3doar + §q2 —
%aobg)TQ + (%{M - T16a4b1 — %dlcg — ﬁblcg + %docl + T1602 — %dlag — %Cobg +
%doa;g — %aodg — %bgaz + 1—16dga1)7‘4 + (%CM + %agdz — WISC‘J)I — ﬁ?’ga4d1 —
17%80’4173 + %1?261 - ﬁggdlICQ - %bfsﬁz — %d?,ag — E%(1360-1- %Sd()Cg)T'B + (-%dgCg —
T&)&;dl — T&;()c4b3 + ﬁdQCg — Tgoazldg)?”g — m04d3T10

o Fiy(r) = 3q0 — zaoby + (fvo — geoby — Fdiag — §bias + Sdoar + §q2 —
%3&01)3)7“2 +3(11*6Q4 — Tga4bl — T61d100 — 4735162 + 1Z%Sdocl ;— %61)2 —S%dlag — %186063 +
ngoaé — T67a0d?2)_ @?322 + EdSQ(;l - Eaggbl;r,)r + (5%(]4 + ﬁlg(;ng — @24131 —
?25834 1—@624 3+ﬁlgs 26611—@516?)—61@ 3C2 — ? 3a2—9m ;ﬁo*l—? og3+
125 0as5 — 551 502 — @9?4 5 — @10;) 5)rS + (—aggdscs - 1250 C4d1 - 1280 C4 3 +
T56d263 - Tsoa4d3 — mb5c2 - ﬁc()dg) — ﬁd5a2 + ﬁa5d2 — T&)a4b5)’r’ +
(ﬁ‘b% - 10%04[35 1536002d5 5?%0“4‘15 - ﬁ%dﬁrl 71680 cadzr'?

Si nous fixons qog = 1,q9 = —%,bl = —1,b3 = %,ag =1l,a1 = 0,a9 = —2,a3 =
419 16 244 8
—c0=2c1=1co=—- cs=22 dy=-8dy =—%,dy=1,d3 = 13,00 = —6
et vg = 1%6. Nous avons
1 _
Fyy(r) =

1-— r2)(2 — 7’2), qut a exactement deux racines positives.
1—7r2) (2 —r?)(3 —7r?), qui a evactement trois racines positives.
(

F3(r) = £ (1—1r%)(2—1%)(3—1%)(4—1?), qui a exactement quatre racines positives.

: o 34 1537022
2D’autre part, si nous choisissons gy = 411,9(]2 = —3,72;152; T 01 = —Lbg =
3,00 = 1,&1 = 0,@2 = —2,&3 = T340, = 118125760 = 2acl = 1,02 =
16 _ 244 __ 1216 _ 8 _ " a _ _ _ 136
_7’%%,4;15g764 — 375 7d0 = —3,d1 = —g,dg =1 d3 - 197U0 = —6 vy = 9 et
V4 = 5508750 - Nous avons
Fy(r) = 51 =) (2 = )3 — r)(4 — r3)(5 — r?), qui a ezactement cing

racines positives.
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Enfin si nous choisissons qog = 1,q2 = —%,q4 = %,bl =—-1,b3 = %,65 =2,a9 =
ﬁ’Céi?,@: 9% T53414053§d0 — s =hd = hds = g, ds = ot = 76
Vg = T3P et vy = ettt Nous avons

Fi(r) = 551 —r%)(2 = r?)(3 =% (4 —r*)(5 — r?)(6 — r%), qui a ezactement siz

racines positives.
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4.1 Introduction et résultat principaux

En 2011, Llibre et Mereu [30]| ont étudié par la méthode de la moyennisation le
nombre des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire
T =1y, y = —uz, du systéme différentiel polynémial de Kukles de type :

T =y, (4.1)
j = —x— f(z)—g(@)y — h(z)y* — doy’,

ou les polynomes f(x), g(z) et h(z) sont de degrés ni, ny et ng respectivement,

dop # 0 est un nombre réel. Ils ont prouvé que le systéme (4.1) peut avoir A} = max

{["72], 1} cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre et
~1 1 3 1 —1

A = max { [5] + [ ] [ ] L [ )L [ + 2] (] [ ] + %]

[”3;' 1} + [%] ,1} cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation du

deuxiéme ordre.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au nombre maximum des cycles limites
d’une classe de systémes différentiels de Kukles plus généralisée que (4.1) :

i o= —y+i), (42)
= z— f(z) — g(x)y — h(z)y? — doy?,
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o I(x) = ell(x) + 22(x), f(z) = ef'(x) + 2f2(), glx) = eg'(z) + £2%(w),
h(x) = ehl(z) + e2h2(z) et dy = ed} + e2d?. Pour chaque k = 1,2, I¥(z), f*(x),
g"(x) et h¥(x) sont de degrés m, ny, ng et n3 respectivement. df # 0 est un nombre
réel et £ est un petit paramétre. Nous montrons aussi dans ce chapitre que le résultat
obtenu dans notre travail [41] est une meilleure estimation que le résultat de [30]. A
la fin du chapitre nous donnons quelques exemples de comparaison entre les deux
résultats. Nos résultats sont les suivants.

Théoréme 4.1.1 Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles
limites du systeme différentiel (4.2) qui bifurquent d’un centre linéaire t = —y, y = x
en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est

N = max{[m_l], "2 1} .

Théoréme 4.1.2 Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles
limites du systeme différentiel (4.2) qui bifurquent d’un centre linéaire & = —y, y = x
en utilisant la théorie de moyennisation du deuzxiéme ordre est

4.2 Preuves des résultats

4.2.1 Preuve du théoréme 4.1.1

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. Pour cela
nous écrivons le systéme (4.2) en coordonnées polaires (r,0) ou x = rcosf, y =
rsin 6. Posons

ni n2 n3 m
fl(z) = Zaixi, gt (x) = Zbixi, hl(z) = Zcixi, It (x) = Zeixi. (4.3)
i=0 =0 i=0 =0
Le systéme (4.2) s’écrit comme suit
m
F=ec (cos GZeiri cos' ) — sin 0P (0, r)) ,
| =, (4.4
f=1—%|sin HZeiri cos' 0 + cos QP(H,T)) ,
=0

ni ng n3
PO,r)= E a;r" cos' 6 + E br't cos’ Osin 6 + E c;r" 2 cos® Osin® 0 + d(l]r3 sin® 6.
=0 =0 i=0
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Prenons 6 comme une nouvelle variable indépendante, le systéme (4.4) devient

dr S : 2
w = © (cos G;eir cos' § — sin 9P(c9,r)> +0(e%)
= eF(0,r) +O(%).

Calculons maintenant Fio(r)

2m
1
Fi(r) = o (cos HZle cos' ) — sin P (0, r)) do
0

=0
1 m T 27 . o
— %Zeiri/ cost 9do — ZQZ /Cosiesin 0do — %Zbirz‘—kl
=0 0 —
2T .

, 138, . .
></cosZ 0sin® 0df — — E 01-7“1‘”'2/005Z 0 sin® 0dp — d1 3 [ sin* 0d.
27 =
0 =

0
Maintenant, en utilisant les expressions des intégrales en annexe A (notez que
ag+1 = (2k 4+ 1)ayg), nous obtenons

[mgl] 2 [7;—2] 27
1 , : 1 . 4
Fio(r) = o 2 egzurlrmﬂ/cos?“r2 6df — 27TZ:bgﬂj”l/cos2205in2 0do
1=0 0 =0 0
3
—fd(l)r‘r5
[ Q41 nQ] 3
— v 1.3
=T Z 21+1 i+1)! 62”‘1r TZ 21—1—1 Z_|_ 1)! o gdor ‘
Donc
e [%2]
(2i 4+ 1)a; P
Fro(r) = Z 201 (44 1)! 622+1r TZ 21+1 (i + 1)! 2 édor : (4.5)
Alors le polynomiale Fio(r) peut avoir au plus Ay = max {[Z:1],[2],1} ra-

cines positives. Par conséquent, le systéme différentiel (4.2) peut avoir au plus
A1 = max {[752], [%2],1} cycles limites.

4.2.2 Preuve du théoréme 4.1.2 et certains lemmes

Pour démontrer le théoréme 4.1.2, nous allons appliquer la méthode de moyenni-
sation du seconde ordre au systéme (4.2). Si I'on écrit f!(x), ¢* (x), h' (z) et I* (2)
comme en (4.3), et

ni n2 n3 m
= Zpixi, g% (z) = qumi, h? (x) = Zsixi, 12 (x) = szx’
=0 1=0 =0

=0
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Le systeme (4.2) s’écrit en coordonnées polaires (r, ), > 0 sous la forme suivante :

m m
7 = e(cos HZeiri cos' § —sinOP(0,7)) + &2 <c0s GZviri cos’ § — sin 0Q(6, 7‘)) ,
i=0 =0
m
. . . 2
 =1—2{cosfP(f,r)+sin QZeﬂ'Z cos’ 9) — £ (cos0Q(0,7) +sind (4.6)
. i=0
XY wvrt cos? 0) ,
=0
ou
1 . . n2 . . n3 . .
r) = ZpirZ cos' 0 + Zqﬁ”l cos' @sinf + Zsirz'ﬂ cos' @sin? 0 + d(2)7“3 sin® 6.
‘ ; i=0

Considérons 6 comme une nouvelle variable indépendante, alors le systéme (4.6)

devient
% = & (cosfe;r'cos’ @ —sinOP(0,r)) + £ (cos GZviri cos' ) — sin0Q(, r)
=0

r

2cos26 — 1
+cos051n0 (Zelr cos 9) —PQ(H,T') +P(9,'r)—( cos )

xZeiri cos’ 9) +0(?)
=0
= eF(0,7) +2Fy(0,7) + O(e3). (4.7)

Afin d’appliquer la théorie de moyennisation du second ordre, Fig doit étre identi-
quement nulle. On a Fjg = 0 si et seulement si

boi = (20 4+ 1) egi11, if0<i<pandi#l,
bo; = €941 =0, ifpu+1<i< A and i #1,
by = ez — 3dj, ifi =1.

o = min {[251] 2]}

Nous avons

dF 9 T) = - - - - =
dr(0.r) Zz Leos™™ o — Zz’air“l cos' fsinf — Z (1 +1)br
i=0 =0 =0

n3
x cos’ fsin? f — Z (i 4 2) cir' ™ cos’ Osin® @ — 3dir? sin? 6
=0
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ng—1
(2] m 2]
= 2ieg;r? 1 cos? T 0 + 3egr? cost 6 — Zzal Lcos? fsinf — Z (2 +2)
i=0 i=0 i=0

n3
><b2i+1r22+1 cos® 1 9 sin® 0 — 3byr? cos® Osin? 6 — E (i4+2) c;r" 1 cos® O sin® 0
i=0

"
—3dir?sin* 6 — szﬂ”% cos 6 ((2i 4 1) sin® 0 — cos?0)
i=0

0
et y1(6,r) / F1 (t,r)dt. Pour ce faire, nous réécrivons
0

—1
(23] [%]
Fi0,r) = g egip1r 2T cos? 29 + g eair? cos? 1 9 + es3r3 cos? 0
i=0 =0
2]
ni 2
— g a;r" cos' @sinf — g boip17 22 cos? T sin? 0 — dér?’ sin 6
i=0 i=0
T
(%] ns
- E o2 1 cos? O sin® 0 — byr3 cos? Osin® 6 — E c;r"2 cos® O sin® 0
i=0 i=0
m
[7] ni
= E a2 cos® 10 + egr3 cost 0 — g a;r" cos' fsinf
i=0 i=0

4]

2 ns

— E boiy172 2 cos? T @ sin?  — g c;r't? cost B sind 6 — dérS sin* 0
j i=0

27 2
—bor3 cos? O sin? 0 — Zbg 2 cos? 9 + E + b2t cog2it2 g
=0

En tenant compte du fait que

1 (2 9_2z'+2 1 20 + 2 9-0
22\ ¢ 2+ 12242\ 541 o

en utilisant les intégrales de ’annexe et comme by = 3ez — Sd(l] nous obtenons

' 1
y1(0,r) = ) eor® Y yisin(2l +1)0 + Sesr 3 (25in 26 + sin 40)
1=0 =0
4]
ni @ ) ) 2 1 ' '
_Zi +Z 17«1 (1 —cosi*0) + Z mb2i+17'22+2 cos2t2 fsin 0

= 1=0
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] 1 : 2 1
; (2 +3) 27 2 iasin(2l + ZC’ +0(i+3) i+l

=0

‘ 1 A 1 i+1
x cos't1 O + i3 cos't3 9) + gd(l)TS (2sin 20 — sin 46) — Z e Z Biy

x sin(216),

ol

20+ D)Bit1,i41 l=i+1.

B-z—{ By — X 0 <1<,
@i+1)

Pour déterminer la fonction

27

F20 21/ )d9+/F2(97"d0
0

notant par
1 dm ) 7
—_ 1 ’T‘ —_
0= | ( 01, (0,r)> b, 1) = 5 [ Fa(0.1)a0.
0

Maintenant, divisons le calcul de la fonction I(r) en six morceaux. Pour cela, nous
posons

I(r) = Ii(r) + Ix(r) + Is(r) 4+ I4(r) + I5(r) + Is(r),

ou
-1 AR A ,
L(r) = Q/Ziair’_l cos' Osin Oy, (0, r) db,
T iz
1 2T [n22—1]
Ir(r) = ;7 > (20 +2) byisr® T cos®™ ! fsin® 0 + 3bar® cos® O sin® | yy (0,7) do),
) i=0
-1 & A A
I3(r) = 2/2 (i +2) cir'™ cos' O sin® Oyy (6, 7) db),
T =
Ii(r) = /Sd r2sint Oy, (0,1) db,
cE(E
B(r) = & 2iegir? ! cos® ™ 0 + 3ezr? cos 6 | y1 (0,7) d6,
77 ;
0 1=0

2
-1 ad . ,
Is(r) = o (Zbgirm cos?' @ ((2i+1) sin @ — cos? 0)) y1 (0,7) d6.
o \i=0
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Les intégrales seront calculées dans les lemmes suivants

ny—1

Lemme 4.2.1 L’intégrale I1;(r) est un polynome de la variable r donnée par

2 .
(20 +1) 4
) 9i+3(; + 3)1 ¥

> Aj jagibyjr? !
J=0

]

[

=

5[]

)

Ii(r) =
=0 =0
m
[%]
2i+3 S2i42j-1
X (Baiy1dg + aiyoes)r® E E E 75,1 Ciaje,m" T
1=0j=0 [=0
ny—1
el Y ]+1
2042j+1
+ 102141 bayr T (4.8)
1=0 =

Z:
ou A; j est constante non nulle
Preuve. En utilisant les intégrales de 'annexe, nous obtenons

(% + 3)(2K + 1))

]

(Oék+2 =
2 moo
' §sin 0 J_pi (1
(a1) /( ia; "1 cost O sin ) Zj"‘lT (
0 1=0 7=0
nog—1
1 : 1 2542 2542
2— zalr L cost O sin 0 Z 57 +3b2]+1’r J (— cos?/T=0sin 6
o \i=0 =0 4
n nog—1
; ][ o
+Y jasin(2 + 1)9>> = Ay jagibajrr® AL,
1=0 i=0 ;=0
J
Qjtj+1 )

sS4t o
o Aij = 2j+3 (ZZ;%JCM 2i+i+1(j 4 5+ 2)!
2
)i+ 3)

21 n1 n3
(c1) / (;iairil cos’ 0 sin 0) <;cir”2 <(z |

1
cositt @ + —— cosi™3 ¢9>) 0.
i+1 1+ 3
21 1
(dy) / ( Zml L cost 0 sin 9) <8d(1)'r3 (2sin 260 — sin 49))

dl 2z+3

[ 21 + 1 CtH_l

- Z 21+3
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2T [m] '
1 n1 . | : .
(el) 2/ <_Ziairl—1 cos’ 6 sin 9> ZGQJ'TQJZ,YM Sin(2[ n 1)9
K = 3=0 1=0
(2] N
- _ZZZ’Yj,lCi,lamegirQH?Jfl.

i=0 j=01=0
(f1) 2/( ZmZ Lcos Hsm@)( esr (2sin20+sin46))
[*15]

(22 + 1)OZZ+2 243
= — T3 5 3] C2itiesT

27 J+1

ni
(g1) / Ziairi_l cos’ 0 sin 9) Zbg 7“23+1Zﬁ 1 sin(2160)
o \i=0

ST

I
=0 =0

]-‘rl
E B;1Ci1a2i+1bgr2T2HL,

On sait que la somme des intégrales (a1), (g1) est le polynéme (4.8).
Lemme 4.2.2 L’intégrale Is(r) est un polynome de la variable r donnée par
] .
- (J + Davigj

L(r) = - - boj
2(r) L T (2 ) (4 g 2 Y

1]

32 2i43
-y 1bor
L (4 1) (i + 3)l

2i4+2j+1

— s
:3

3 A - 3 :
+ . aiber™? 4y ——— byt
251" g;4y+nu+3)2’
I i
B (i +1)(105 + 4 + 15)cjp 1 boja g Co 22043
ﬁo;%ﬂ”w+$m+mww+®!”j
[ 3(5i + 11) 12 2i+5
_ bacoip1m 0. 4.9
Z 22+5 l T 1 Z T 2)(’L T 4)! 2C2i+1T ( )

Preuve. En utilisant les intégrales de 'annexe, nous obtenons
(arts = (2k +5)(2k + 3)(2k + L)ow)

2
1 Sy i coed () ain G i 2i+1
(a2) 27?/ Z(]+1)bj7“] cos’ fsin” 0 (i—i—lr (1 — cos®* 0))

o \J=0
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59

ni 3 [m;l] 3
Borit2 _ ' Qit+2 b p2it3
Lag(i+1) "7 2;2H%m+n@+aﬂm“2r

1=

2i+2j+1

nyq| 2=l

S v,

— Z — . —— az;ib2j417
25+ (264 1) (i + 7 + 2)!

n2 [nQQ_l]

i=0 j=0
2T
(b2) / (j + 1) bjrJ cos? O sin? § Y sigbainr?t2x

0o \J=0 i=0

(— cos?2 0 sin 6 + Z%—J sin (21 + 1)9)) =0.

=0

s [5]
1 - o : 2
_ § i + 1) b7 cos' 0 si 20 E 22 (2
(c2) 27r/ < (64 1) bur’ cos” O sin ) jzoc%r ((J + 1)+

0 1=0

2j +1
SR o
B (Z + 1)(10] + 47 + 15)0[1+J+1 b2' LCa Ar2i+2j+3
Cg 224 3) (27 + DG+ +3) T
[ 1] 3(51 4+ 11)« ;
Z+2 b2€2i+1T22+5-

a Z 2”52—1-1 V(@ +2)(@ +4)!

2 no

3)

, 1 , 2 3 ,
2j+1 ¢ 2j+3 9 — bocirithd
Cos —|—2j+3cos )) ;4@4—1)(2’—1—3) 2C;T

1 - i o 0 ain2 L
(d2) 27r/ —Z(z—kl)bir cos’ 0 sin” 0 (Sd (251n29—s1n46’>

0 3=0
2w no %
(e2) / < (4 + 1) b7’ cos’ O sin? 6 2]7‘ 327J181n 204+ 1)0
2 i=0
1 2 1
(f2) o (i + 1) bri cos’ Osin” 6 363 3 (2sin 26 + sin 40)
T
i=0
21 [y m il
(g2) / (5 + 1) bjrd cos? Osin? 0 (Zbgirhﬂz,@’i,l sin(210)
0 Jj=0 1=0 =1

):0.

On sait que la somme des intégrales (az), (g2) est le polynome (4.9).
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Lemme 4.2.3 L’intégrale I3(r) est un polynome de la variable r donnée par

[5][%5] i o
Lr) = - (i+1) ZVj,lKi,lC2i€2jT21+27+l
i=0 j=0 =0
[ ] [%] ["32—1} .
+ ' : Bz,ijH-lCQ]r tTajTo Z m('?do + (4z + 9)63)
=0 7=0 i—0
[7z3 1]
X i1 725 & Z Z Zﬁll ibaicaj P2, (4.10)
=0 7=0

ot B; j est constante non nulle.

Preuve. En utilisant les intégrales de 'annexe, nous obtenons

ni
a; . .
a + 2) ¢;79 1t cos? O sin 0 " i (1 —costlO) | = 0.
(as) / 0 > )
ng—1
1 2T n3 [ 22 ] 1 A
(bs) 27T/ (5 +2) cjriTt cos? Osin® 6 Z T 3b2i+1r2’+2
0 7=0 =0
ng—1 n
| i 2] 2] o
(— cos®t20sinf + Z%:l sin(20 + 1)9)) = Bi,jbzz‘+102j7"2l+2”3.
1=0 i=0 j=0

ou B~ WUth ZZ:’Y' o 3itj+1
M i3 \ &M T R (it 43 )

21 ns
. . 5
(C3) / Z (] + 2) cer-H cos? O sin® @ ZC it (
0 j=0 )(Z T 3)

1 1
— cos'tl 9+ ——cos't30 ) | =0.
L+ i+1 1+ 3

27

1 e . , 1

(ds) 2/ (—Z (i + 2) ¢;rt cos® O sin® 9) <32d(1)r3 (2sin 20 — sin 40))

T
&

- 21ayo 1,.2i+5

Jj=

27 . [2] )
1 N3 . . 2 J
(e3) 2/ (-Z (i + 2) ¢;r™t! cos® O sin® 0) ZG%T%Z%J sin(2l + 1)0
T
=0 =0 1=0

0
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] J
: 2i+2j+1
=- (i +1) > 7 icoieqr? 21,
i=0 j=0 1=0

2m
1 < : : 1
o . i1 ) 03 - 3 : :
(f3) 27T/< 2 (1 +2) ¢r'*™ cos' O sin 9) <863r (251n29—|—s1n49)>

1=0
2]
=0

3(4i + 9)0[14,-2 2i+3
mcmﬂesﬂ“ '

X

ns i+1
(83) °c Z j+2)cjrittcos fsin @ <Zb2 7*22“2[5’ 1 sin (216 )
7=0

n3 1}
14 2 z+1
E z+2]+3

i=0 j=0

K 1boicoji1r
On sait que la somme des intégrales (a3), (¢g3) est le polynéme (4.10).

Lemme 4.2.4 L’intégrale 14(r) est un polynéme de la variable r donnée par

2

it 1,.2i+3
I = — : dyr?T
4(r) ; 9i+4(; 1+ 1)(i + 3)1 "2+
ni 9 n3 9
dl +2 dl i+4
+Z8 i+ 10" +§4(i+ (i +3) 0"
[ns 1
— dyr?tT 4.11
Z 2i5( z—l—l z—|—2)(z+4) 21 (4-11)

Preuve. En utilisant les intégrales de 'annexe, nous obtenons

2
1 2 SR i i _ S 9 gl i+2
(aq) 27r/ (3 rsin 0) <z;i+1r (1 — cos 9)) = Z;S(i—kl)aldor
0 = =

57
_ 941 o 41..2i43
ZZ; G+ D
o

1 . )
(by) / (3dgr? sin* 0) g T 362¢+17‘2’+2 [— cos?2 fsin §
i
i=0

):0.

+Z%,z sin(21 4 1)6
1=0
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2
( ) 1 /(3d1 2 40) i 142 2 1 z+1 9+ 1 z+39
cy) — r°sin cr — cos oS
Y o 0 r G+1(E+3) i+1 i+3
0 —

ng—1
n3 [ 2 ] .
9 9(7i 4+ 13) i1
_ d i+4 _ i 2 dl 21+5
Z 4+ 1)(i+3) %" Z; 25 (i + 1)(i + 2)(i + 4)! 2
2

1 1
(ds) 2/ (—3dgr? sin 9) <8d(1)r3 (2sin 20 — sin40)) =
T
0

27 (3] i
1 .
(eq) 2/ (—3d§r? sin* 0) e2ir?" Yy yisin(20+1)0 | = 0.
T
A =0 1=0

2

1 1
(£1) 2/( 3dir? sin 0) <863T‘3 (251n29—|—sin49)> = 0.
T
0

i+1
(g4) / (3djr?sin 0) (Zbg r2’+1Zﬂ”sm 2l9> =0.

On sait que la somme des intégrales (a4), (g4) est le polynome (4.11).

Lemme 4.2.5 L’intégrale I5(r) est un polynome de la variable r donnée par

_ JQitjt1 o 2i42j—1
Is(r) = ZZZHJ S+ 1) Z4_‘74_1)!@162]7“
ny—1
" [ : ] 33
i+2 i , 2i+3

; Dl + ZZ:; DFFI( & 1)(3 + 3)1 21T
[2]15] e g

N J(6i 445+ 9) iy i1 204241

(24 + 3)(20 + 1) (i + j + 2)1 2"

2204 3)(2i + 1) (i + 5§ + 2)!
[ ] 9(i + 3)vits 2i+5

+ Z 2H5(1 4+ 1) z+2)(’6+4)!621+163r
ns 9

N .. 7 L itd 4.12
;;4(“1)(”3)“37” ’ 2

Preuve. En utilisant les intégrales de ’annexe, nous obtenons
(hya = (20 +7) (20 4+5)(2k+3)(2k + 1)ay) -

2
1 m . . a2l a; . .
_ o mi—1 J+1 2 _ ? i (40 — 2i+1 0
(as) 277/ JE:O]e]r COs ( E 1" ( Cos )

0 1=0
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]

2

:_iia.eﬂwﬂ_’_ Z . 343 (i1 €372t
8(i+1)" o 2HG+1)(i+3) T

["1

Jitj+1 o 2i42j-1
+ZZQ$+] 2+ )(i+]+ 1)!(12162]7“ .

2w /o [ r2- ! ] .

1 . ) ) )
(bs) 2/ Zjejrj_l cos’ 10 - Z % 3b2¢+1r2’+2 [— cos?™2 fsin 0
m o \J=0 i—0 +

+ vigsin(2 + 1)9]) = 0.

=0

27
1 T A S 2 i+2
(C5) 27T/ jzzojej’rj cos’ 0 ( ZCZ (ZH—l)(i—FS)Cir

0

n3

1 1 9
_ z+19 z+30 _E - v ..
ir1 *i it3® >> i:04(z’+ 1)(i+3)cle3r

i+4

m
2

73
i:z 761+ 45 + 9 i it L 2i42j-1

z+]+1 22+3)(22+ 1)(2+] +2) cQZe?JT

5]
Z+3)al+3
+ Z 24531+ 1)(i 4+ 2)(i + 4)!

1 . .
(ds) / (Zzez Lcosit! 9) (8(1%)7“3 (2sin26 — sm49)> =

T m (%] i

1 ) ) )
(e5) 27r/ Zjejr7_1 cos’t16 6217“212%1 sin(2l +1)0 | = 0.
=0

0 =0 =0

2145
Coi+1€3T (an .

=0

27
1 oy i1 it I 5. . B
(f5) 27r/ (Zzeir cos 9) <8egr (2sin26 4 sin40) | = 0.
0

2 m i1
(25) / > jesri~teosit g ( ZbQ r2’+12ﬁ sin(216) )
0o \J=0

On sait que la somme des intégrales (as), (g5) est le polynéome (4.12).
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Lemme 4.2.6 L’intégrale Ig(r) est un polynome de la variable r donnée par

"]

N
Q4541 2i4-2j+1
Ig(r) = Z it+2 Zzi oy aibaT Sl
i=0 j=
LR
Q4541 2042543
Jriz; Z; l+j+3 Z +] T 3)'52162]+1T . (4.13)

Preuve. En utilisant les intégrales de 'annexe, nous obtenons

27

1 - S "Moo
(as) 2/ 2523‘7’23 cos? 0 ((2j + 1) sin? § — cos? 0) (Z i 17'2 (46

71'0 J=0 pard +

["1_1]
‘ Qitj+1 oy
—cos™"10) 222+j+2 ZZ i it 2) a2j+1sz7°2’+23+1.
=0 j5=0
no—1

1 2T 4 | | [ 2 ] , |
(b) 2/ Zijr2J cos? 0 ((2j + 1) sin? 0 — cos? 0) Z 5 3bzz-+1r2’+2

" 0o \J=0 = 2 +

i
X [— cos? 2 0 sin O + Z%’,l sin(2] + 1)0
1=0

) _o
n3
(c6) 2/ <szﬂ” cos? 0 (20 4+ 1) sin 6 — cos? 0)) (Zcﬂ«HQ
[

2 . 1 .
7 epdt2 J+1g
(<j+1><j+3>cjr i1 i

w "]

30iyj41 2i+2j+3
Z Z 25 1 j 1 3)! b2iCQj+17“ .

cos/t

X

=0

1
( Zbglr cos? § ((2i + 1) sin® § — cos 0)) <8d(1)7“3 (8sin 260

=0

J
XZW’Z sin(20 + 1)9) =0.
=0

2m

; . 1 .
(f) 2/ ( wa" cos? § ((2i + 1) sin?  — cos? 9)) <8€37‘3 (8sin 26
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+sin46)) = 0.

2w u p
(86) / (szﬂ“% cos? 6 ((2i + 1) sin? § — cos? 0)) Zb2jr2j+1
o \i=0 =

Jj+1 ~
XZBN sin(219)> =
=1

On sait que la somme des intégrales (ag), (g6) est le polynéome (4.13).

En utilisant les lemmes 4.2.1-4.2.6, on obtient :

2
I(r)= 2171-/ <dFIC§f’r)y1 (9,r)> df = I(r) + LIx(r) + Is(r) + Iy(r) + Is(r) + Is(r).
0

Maintenant, nous considérons l'intégrale 11(r) / Fy (r,0)df. On a by = 3eg —

3d§, Aot T1(r) est égal &

s

M$

[F]
Qi1 o241 @i 241 _ 3 23
91 +1(z + 1) vZH—lT Zz: 2i+1(i + 1)!(]227’ 8d0T
n 1 n 1
2[5 ]3]

Z Z Qitj 41020241 2itoj41 _ 3 Z BQitj4102i41€25  2iy2j+3
2i+j+1(4 2 21+]+2 Z

P (i4+j+2) P +7+3)!

|:7L1 1}

Qit1 , . . .
+ D W%iﬂ ((i + 1)dy + (i + 5)(2i + 3)ez) r+3
i=0

i

I
m‘H =)

i+3)!
] [#103].
N aivo (d§ — (i — 8)es) caipr (2045 + Z (i + J)iyjazies; 2421
— 2434 + 4)! = 29 (i 45+ 1)!
[%][3] w [M5]
I (l + ] — 1)O£z+]022€2j 22+2j+1 Z 52 — ] + 3)O£Z+j+1b2102j+1 7“2Z+2]+3
j:[) — 271 (i + j + 2)! = = 20+3+2(2 + 1) (i + j + 3)!
[ "
i~ J)Qitjt1 2i+25+3
i1102; IS, 4.14
= Z:OWH 2+ D+ + 22 1
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De finalement, Fyo (r) = I(r) + I1(r) est égal a

—1
il G
EiVjagib2j+1r2z+2j+1 + ZZEi,jazieijmﬁj*l
=0 57=05=0

] =5

n Z 3ai+1a21+1d(1) P23 | Z Q41 (3d(1) +2(2i + 3)63) C2i+1 p2it5

= 2i+2(7: + 2)' = 2i+3(i + 3)'
et n n m
SeNIEs [l N
+ Z Fin?iHC?jTQzHJH + ZZE,j02¢62jr2”2ﬂ+1
[mQ_I] Q+1 [%] o 3
: Cop2ebl N M2k 2 2,3
+ Z mmzﬂr Z2i+1(i+ 1)!q2,r SdOr
= i—0
[nlgl] o . B [n:i;l] ) o
+ 2 D Higannibor® 4 Y Higbyeg ™R (415)

ou
B o oA ZiAj+2)aign
” B2 (2 4+ 1) (i 4§ + 2)!
. (202 + 252 + 4ij + i + 2j) vt j
E,; = — C;
2%] 214_](2@_’_1)(1_'_.7_’_1 Z’le 05
F. - B. (4% + 1252 + 10i5 + 19i + 34] +24) g j41
M 200225+ 3)(2 + 1)+ 5 +3)L
- (4i3 + 85 4 205%i + 2252 + 16325 + 32ij + 4i> + 125 — 5i — 3) a4
F; = — . . —
’ 2005+ 1(24 + 3) (20 + 1) (i + j + 2)!
J
— (i 4+ 1)) vuKi,
1=0
j+1 .
(20 4+ 1) » (21 + 1)ai+j+1
H;,;, = C; —
" ; BuCit + 2+ T2(25 + 1)(i +j + 2)!
" o (2)+3) = (4i — 2j + 3) iy 1
— (20 4+ 1)(i+j + 3)!
Par conséquent, Fo a au plus max max{[i} + | B2= 1] [ ] [ ] ["1“] [”3;3] ,
— 3+

t[’é‘"’]+[?]v[”22“]+[2ﬂa[ 2], [m2], [ 4 [

1} racines posi-
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4.3 Applications

Dans cette section, nous montrons que dans les exemples suivants, la borne A\;
(A2 respectivement) est atteinte. (les calculs ont été vérifiés a 1’aide de Maple).

Exemple 4.3.1 (n1 =1,npo=2,n3 =1 et m =6)
On considere le systéme

& = —y+el(x)+ P (x),
g = z—e(f'(z)+g" (@)y+h'(2)y* + diy®)
—2(f*(z) + ¢*(z)y + h*(2)y* + dgy?*), (4.16)

ol

fH(z) =ag+az, g'(x) =bo+biz+bex?, Rl (x)=co+crm,

1Y (z) = eg + e1x + eax? + e3x3 + eqx* + e5z® + e,

2 (@) =po+piz, ¢?(@)=q+ qz+ qr?, h?(z)=s)+ sz

and 1? (z) = vo + v1x + vox? + v32 + vyt + v52° + V.

Tout d’abord, nous allons étudier les cycles limites de I’équation différentielle (4.16)
en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De (4.5), nous obtenons

2
5
Fio(r) = g <e1 —bo + TZ (—bg — 3d} + 363) + 8657’4) . (4.17)
. . 4
Maintenant, si nous fixons bg = 1, by = 10, dg = —4, e1 =3, e3 = —4 et e5 = £

1
Nous avons Fio(r) = 1 (1 — 7“2) (4 — 7“2) , qui a exactement deux racines positives.

Dans [30], le systeme (4.16) lorsque I' = 12 = 0 a exactement une seule racine
positive. Afin d’appliquer la théorie de moyennisation du second ordre, nous avons
besoin que Fyg soit identiquement nulle. Puis, a partir (4.17) nous considérons e =
by, by = 3e3 — 3d[1), et es = 0. De Eq. (4.15), nous obtenons

1 1 1 3 1 1
F20(7') = _Eblao + apea — cpeg + 51)1 - iqg + 7'2 <8d(1)a1 — gblco — 16161
—|—§ea +§v—§d2—1 + 7t 1—160—160 —|—§ea
o G40 T gU3 = 2do 8Q2 og €4€0 — g3 g €60
1 ) 25 6
+Ed001 + 161}5) + 3566007
‘ ) 1 1
Maintenant, si nous fizons ag = 0, a1 = 1, by = 3, ¢ = 5 aq =-1,d; = —4,
5 8
d%:2,€0:0761:3763:—4,64: 66:_771)1:071)3:171)5:27

33’ 45
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go= —2 et gy = i—i Nous avons que Fay(r) = 3176 (1 — 1"2) (4 — 1"2) (9 — 1"2) , QUi @

ezactement trois racines positives. Dans [30], le systéme (4.16) lorsque I' = 1> =0
a eractement deux racines positives.

Exemple 4.3.2 (n; =2,n9 =3,n3=4andm=7).
On considere le systéme (4.2), od
fl
hl

I'(x) = eg + e12 + eax? + e32® + eqz? + esxd + e’

r) = ap + a1x + azr?, g' (x) = bo + b1z + box?® + b33,

r) = co + a1z + caw? + 32 + cqx?,

(
(
f? () = po + p1x + pea?, g (z) = @0 + @z + qea® + gz,
h? (x) = sg + s12 + 5922 + s32° + sqa?

and 1? (z) = vo + v1x + vox? + v323 + vazt + vsa® + veab.

En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De ’équation (4.5) nous
obtenons

5 35
Fip(r) = r e1 — by + r? (—bg — 3d[1) + 363) + *657’4 + —(577’6 ) (4.18)
2 8 128
. . . ~116
Maintenant, si nous fizrons ey = 3, bg = 1, by = 10, dj = —4, e3 = 7
56 32 1
e = 1= and e; = ~3E Nous avons Fio(r) = 6 (1 —7"2) (4—7"2) (9—7"2), qui

a exactement trois racines positives. Dans [30], ce systéme lorsque l'=0P=0a
exactement une seule racine positive.

Afin d’appliquer la théorie de moyennisation du second ordre, nous avons besoin
que Fyy soit identiquement nulle. Puis a partir de (4.5) nous considérons e; = by,
by = 3e3 — 3d}, e5 = 0 et ez = 0. De l’équation (4.15) nous obtenons

Foo(r) = —351000 + apez — cpep + %Ul - %CIO + 7 (261(1)@1 - ébwo - 30161
1 3 3, 1 1 3 1
+5eaa0 — Jeaeo + gus — odo — Sq2 — gasby — gbsao + 462a2>
+ ’1”4 (—162b1 + 116400 — i8262 — 16163 — E630,2 — lbgCO
48 24 12 8 48 48
5 1 1 15 1, 5
+ﬁ64a2 — gfco — gesa + g €690 + T6d001 + 16U5>
+ 70 (16462 — iCgbg — i6303 + §eﬁa2 — i6462
64 128 64 64 16
25 3, 35 o7 11 13
+336600 + 5803% + 1281)7> +r (806602 - 7805304 - M)C464>
+ i04667“10.
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5 135 1
M ) t t ) = = 1 == — p— = — = — =
aintenant, si nou;gf;’x?olrgs/?g(l) 0, a1 472, as i b1 =3, b3 113’ co 3 c1
~l,eo=-5, 3= y=— db=—4 d2 =2, =0, =3, e3=1
y C2 , C3 183274650’ Cq 26737 0 s U y €0 , €1 y €2 y
116 1057617 99 0 1 29818651106
Cq == —/——, By = ——, g = —. V1 = Va = v = --—— =
s 27 “ T 926265 ° 0 T 2950 1 T U T T T T12371038875 1
—2 et g = 55 Nous avons que Fa(r) = 14200 (1—7%) (4=7r% (9—7?) (16 —

r2)(25 — r?), qui a exactement cing racines positives. Dans [30], ce systéme quand
I' =12 =0 a ezactement deux racines positives.



Conclusion et perspectives

Cette these de doctorat porte sur un aspect important de la théorie qualitative
des systémes différentiels planaires, a savoir les cycles limites. L’importance de
déterminer le nombre des cycles limites fait 'objet de la deuxiéme partie du 16¢™€
probléme de Hilbert.

La recherche des cycles limites des systémes différentiels dépendant d’un petit
paramétre peut étre étudiée au moyen de la méthode de moyennisation.

Nous continuons & travailler sur des problémes analogues. On se propose
d’étudier le nombre maximum de cycles limites du systéme

{i" = —y —l(z) — p(x)y,
y=xz— f(x) — g(x)y — h(z)y® — q(x)y*,

ot l(z) = el'(z) + 2P(x), p(x) = ep'(x) + *p(2), f(z) = ef'(z) + (),
g(z) = eg'(x) + 2¢%(z), h(z) = ehl(z) + 2h?(x) et q(z) = eq¢* (z) + £2¢*(x). Pour
chaque k = 1,2, I*¥(z), pF(x), f*(x), ¢¥(x), h¥(x) et ¢*(x), sont de degrés my, mo
ni, N2, ng et ng respectivement. € est un parameétre réel suppposé petit.



Annexe

Dans cette annexe, nous rappelons quelques formules qui seront utilisées au

cours de cette thése (voir pour plus de détails ([1], [20])). Pour ¢ > 0 nous avons
27

/cosi Osin? OdH # 0, sii et j pair,
0

0, si ¢ ouj impair,
Oy . .
m, SIZ—2]{3 et j—O,
27 ye .. .
. . ———— sit=2ketj=2
/cos’ 0 sin? 0d6 = 2k(k 4 1)!
0
3may .. .
m, SlZZQk et j:4,
15may, .. .
\m, Sl'l:2ketj:6,
ota;=1-3-5---(21—1).
2T
/cosi 0 sin? 0sin(200)dH # 0, si i et j impair,
0
2

/cosi 0 sin? @ sin((21 + 1)0)dH # 0, si 4 pair et j impair,
0

0, sit¢ impair ouj pair,
2
/coslﬂsinj Osin((20 +1)0)df = { «C;y, sii pairetj=1,1>0,
0

wK;y, siipairetj=3,12>0,
ou C;; et K;; sont des constantes réels non nul.
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(0, siiou jpair,

7T(2]€ + 1)0%

TR sii=2k+1, j=1letl=1,

7T]€(2k‘ + 1)Oék

g S li=terl=2

3m(2k + 1)y,

m, sit=2k+1, j=3etl=1,

2m
/cosi 0 sin? 0 sin(200)dO =
0

3m(k —1)(2k + 1)y,
2F(k +4)! ’

sit=2k+1j=3etl=2,

mCiy, siiimpairetj=1,12>0,

mK;, sitimpairetj=3,1>0,

ou C;; and K;; sont des constantes réels non nul.

cos’ tsintdt =

1 .
E (1 —cos™t9),

cos2t tdt — me sin(21 4+ 1)0, (voir ([20], P153)).
1=0

) —1 ) 1
cos?tltgin?tdt = ——— cos®*t20ginf + ———

- sin(20 + 1)0, (voir ([20],
513 (2i+3)lz(;’y,lsm( + 1)6, (voir ([20]

ot
—_
~—
~

1

, 21 :
22 _ . .
cos* tdt = 7% < ] ) 6 + lglﬁi’l sin(210), (voir ( [20], P153)),

1 [ 2i+1 1 5._L 2i \1
LI PZH W S B Y R A N A

. 2 1 . 1 )
cos® t sin® tdt = — . — - cos’tt g + —— cos 36,
G+ +3) i+1 i+3

S T S o — o

o
=
=

1
cos? t sin? tdt = D) (460 — sin46) ,

1
sinttdt = 5 (126 — 8sin 20 + sin 40) ,

S O — O —
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0
1
/cos4 tdt = 5 (1260 + 8sin 20 + sin 40) .
0
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