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Résumé

Cette thèse s’intéresse à l’étude du nombre maximal de cycles limites des sys-
tèmes différentiels ordinaires dépendant d’un petit paramètre. Plus particulièrement,
on étudie deux classes de systèmes différentiels en utilisant la théorie de moyenni-
sation.

La première classe concerne l’étude des systèmes différentiels polynômiaux de
Liénard généralisés de la forme :{

ẋ = y,

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

où f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et
l(x) = εl1(x) + ε2l2(x). Pour chaque k = 1, 2, fk(x), gk(x), hk(x) et lk(x) sont de
degrés n. ε est un paramètre réel supposé petit.

la deuxième classe concerne l’étude des systèmes différentiels de Kukles géné-
ralisés de la forme :{

ẋ = −y + l(x),

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x),

h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et d0 = εd1
0 + ε2d2

0. Pour chaque k = 1, 2, lk(x), fk(x),

gk(x) et hk(x) sont de degrés m, n1, n2 et n3 respectivement. dk0 6= 0 est un nombre
réel et ε est un petit paramètre.

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés : Cycle limite, théorie de moyennisation, système de Liénard, système
de Kukles.



Abstract

This thesis is interested to the study of the maximum number of limit cycles of
ordinary differential systems depending of a small parameter. Using the averaging
theory of first and second order, we study two classes of differential systems.

The first class deals with generalized polynomial Liénard differential system of
the form {

ẋ = y,

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

where f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x)

and l(x) = εl1(x) + ε2l2(x) where fk(x), gk(x), hk(x) and lk(x) have degree n for
each k = 1, 2, and ε is a small parameter.

The second class studied the generalized polynomial Kukles differential system of
the form {

ẋ = −y + l(x),

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

where l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x),

h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) and d0 = εd1
0 + ε2d2

0 where lk(x), fk(x), gk(x) and hk(x)

have degree m, n1, n2 and n3 respectively, dk0 6= 0 is a real number for each k = 1, 2,

and ε is a small parameter.

This study is illustrated by applications.

Keywords : Limit cycle, Averaging theory, Liénard systems, Kukles systems.
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Introduction générale

Un système dynamique est un système physique qui évolue. Il peut évoluer
dans le temps ou par rapport à une autre variable suivant l’espace de phases
considéré. La trajectoire d’un objet en mouvement dans le temps est donc un
système dynamique, ainsi que le nombre d’individu d’une population quelconque
dans le temps, ou encore les valeurs d’une fonction (par exemple : y = 2x)
par rapport à la valeur de x. Il est possible de suivre l’évolution de l’état d’un
système physique dans le temps. Pour cela, on construit d’abord un modèle
avec les lois physiques et les paramètres nécessaires et suffisantes pour caractéri-
ser le système. Ce modèle est bien souvent constitué par des équations différentielles.

Les équations différentielles sont apparues la première fois vers la fin du 17ème

siècle dans les travaux de Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elles se sont produites
comme conséquence normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les
nouvelles idées du calcul à certains problèmes en mécanique. Plus tard la théorie
d’intégration des équations différentielles a été développée par des analystes et des
mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton et Liouville aux 18ème siècle et
19ème siècles. Pendant plus de 300 ans, les équations différentielles ont servi l’outil
essentiel pour d’écrire et analyser des problèmes dans beaucoup de disciplines
scientifiques (Mécanique, Géométrie, Physique,···). L’importance de cette notion a
motivé des générations de mathématiciens et d’autres scientifiques pour développer
des méthodes pour étudier les propriétés de leurs solutions. Par exemple, pour la
mécanique non linéaire, on considère qu’elle fut fondée à la fin du 19ème siècle
par le mathématicien français Poincaré (Sur les courbes définies par des équa-
tions différentielles, 1881-1886 ; Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste,
1892-1899). Il y a lieu de citer aussi le mathématicien russe Lyapunov, fondateur
de la théorie de la stabilité (Le problème général de la stabilité du mouvement, 1892).

Dans les années 1920, le statisticien Lotka et le mathématicien Volterra
élaborent un modèle qui décrit la dynamique de systèmes écologiques où cohabitent
un prédateur et sa proie. De façon emblématique, il est souvent appliqué aux
lynx et aux lièvres des neiges dont les recensements précis ont été établis par la
compagnie de la baie d’Hudson au 19ème siècle. Ce modèle est constitué d’une
équation différentielle qui traduit l’évolution des populations de chaque animal.
Ainsi, quand les lynx sont nombreux, la population de lièvres décroît, ce qui
entraîne la diminution du nombre de lynx, puis l’augmentation de celui de lièvres,
libérés de la pression des prédateurs.... Ce type d’équations n’est pas réservé à la
biologie et il est également pertinent notamment en physique : au début du 20ème

siècle, Van der Pol décrit de cette façon les oscillations d’un circuit électrique doté
d’une lampe dont la résistance dépend de l’intensité du courant qui y passe.
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Dans les deux exemples, à mesure que le temps croît, le comportement du sys-
tème a tendance à devenir périodique. Graphiquement, les courbes qui représentent
les solutions s’approchent d’un cycle : on parle de "cycle limite".

L’acte de naissance des cycles limites est le Mémoire sur les courbes définies
par une équation différentielle écrit par Poincaré en 1881 [42]. Un cycle limite
est une orbite périodique isolée dans l’ensemble de toutes les orbites périodiques
d’une équation différentielle. Rigoureusement, le modèle de Volterra n’admet
un cycle limite que dans une version modifiée par l’écologiste canadien Holling,
mais nous n’entrerons pas dans les détails. D’autres systèmes, plus complexes,
peuvent avoir plusieurs cycles limites. Le comportement asymptotique sera encore
périodique, mais la convergence aura lieu vers tel ou tel cycle limite selon la po-
sition initiale. Il est important de pouvoir déterminer le nombre de ces cycles limites.

Cette question est au cœur de la deuxième partie du 16ème problème de Hilbert
[21] qui a été posé par David Hilbert au Paris conférence "congrès international des
mathématiciens en 1900", en même temps que les autres 22 problèmes. On peut la
formulée de la façon suivante : Quel est le nombre maximal des cycles limites qui
peut avoir un système de degré n dans le plan ?{

ẋ = Pn(x, y),

ẏ = Qn(x, y).

Le problème des cycles limites n’est toujours pas résolu 112 ans après son énoncé !
Dulac (1923) [13] proposa une démonstration assurant que H(n) est fini pour tout
n. Mais cette démonstration comportait une erreur. La résolution du Dulac a été
faite d’une façon indépendante par Ecalle, Martinet et Moussu en 1987, Ilyashenko
en 1991 et par Ecalle en 1992. Cette résolution permet de montrer que H(n) <∞.
Petrovsky et Landis (1957) crurent trouver la valeur de H(2) mais ils s’aperçurent
d’une erreur dans leur propre démonstration Landis et Petrovski, 1967) avant
que celui-ci ne soit infirmée par un contre exemple de Shi (1982) dans lequel un
système quadratique a 4 cycles limites. Ainsi, si H(n) est un nombre fini pour tout
n la seule chose que l’on sache est que H(2) ≥ 4 et H(3) ≥ 11 (Jibin et Chunfu,
1985 ; Zoladek, 1995). Christopher et lloyd (1995) ont donné une borne inférieur au
nombre H(n) : H(n) ≥ 2log(n).

Les chercheurs considèrent deux classes spéciales des équations différentielles :
des systèmes de Liénard généralisés et des systèmes de Kukles généralisés.

Système de Liénard polynomial s’écrit :{
ẋ = y,

ẏ = −g(x)− f(x)y,
(1)

où f(x) et g(x) sont deux polynômes de degré n et m respectivement. Ce système
est très intéressant pour étudier les cycles limites des systèmes planaires, nous
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avons une version simplifiée du problème de Hilbert dans [49] (1998). En 1977, Lins
et al. [28] a déclaré la conjecture que si f(x) est de degré n ≥ 1 alors le système
(1) a au plus [n2 ] cycles limites. Ils ont prouvé cette conjecture pour n = 1, 2. La
conjecture pour n = 3 a été prouvé par Li Chengzi et Llibre dans [25] (2012). Pour
n ≥ 5 la conjecture est pas vrai, voir De Maesschalck et Dumortier [12] (2011) et
Dumortier et al. [16] (2007). Donc, il reste à savoir si la conjecture est vraie ou non
pour n = 4.

Il y a beaucoup de résultats concernant l’existence de cycles limites de faible
amplitude pour (1), voir [36] (1988). On note H(m,n) le nombre maximal de cycles
limites qui peuvent exister simultanément pour le système (1). L’histoire commence
avec Liénard (1928), un ingénieur français qui établit un théorème d’existence et
d’unicité d’une solution périodique pour le système portant son nom (pour une
revue complète des résultats antérieurs aux années soixante-dix, voir le livre de
Sansone et Conti [48] (1964)).

– En 1928, Liénard [27] montra que si m = 1 et si F (x) =
∫ x

0 f(s)ds est une
fonction continue et impaire qui a une unique racine positive en x = a et qui
est strictement croissante pour x ≥ a, alors le système (1) possède un unique
cycle limite.

– En 1975, Rychkov [45] a prouvé que pour des polynômes F (x) impairs et de
degré 5 et si m = 1, alors (1) n’a au plus que 2 cycles limites.

– En 1977, Lins, De Melo et Pugh [28] ont prouvé que si m = 3 et n = 1, alors
il n’y a au plus qu’un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour
que ce cycle existe. Enfin ils ont conjecturé que si g(x) = x, il ne pouvait y
avoir plus de E(m−1

2 ) cycles limites.
– En 1983, Xianwu [53] a prouvé la conjecture pour certains cas où m = 4 et
n = 1.

– Dumortier et al. dans [17] et [14] ont prouvé que H(3, 1) = 1.
– En 1997, Dumortier et Li [15] ont prouvé que H(2, 2) = 1.
– En 1998, Coppel [11] a prouvé que H(2, 1) = 1.

Notons par Ĥ(m,n) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude du
système (1).
Blows, Lloyd [2] et Lynch ([37], [38]) ont donné les résultats suivants :

– Si g est impair, alors Ĥ(m,n) = [n/2].

– Si f est pair, alors Ĥ(m,n) = n, quelque soit g.
– Si f est impair, alors Ĥ(m, 2n+ 1) = [(m− 2)/2] + n.

– Si g(x) = x+ ge(x), où ge est pair, alors Ĥ(2m, 2) = m.

En 1998, Gasull et Torregrosa [19] ont trouvé des bornes supérieurs pour Ĥ(7, 6),
Ĥ(6, 7) et Ĥ(7, 7). En 1999, Lynch et Cristopher [10] ont développé une nouvelle
méthode algébrique qui permet de déterminer la constante de Liapunov du système
(1). Ils ont donné les résultats suivants :

– Ĥ(m, 2) = [(2m+ 1)/3].

– Ĥ(2, n) = [(2n+ 1)/3].
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– Ĥ(m, 3) = 2[(3m+ 2)/8] pour tout 1 < m ≤ 50.

– Ĥ(3, n) = 2[(3n+ 2)/8] pour tout 1 < n ≤ 50.

– Ĥ(4, k) = Ĥ(k, 4) pour k = 6, 7, 8, 9 et Ĥ(5, 6) = Ĥ(6, 5).

En 2006, Yu et Han [54] ont obtenu des valeurs précises de Ĥ(m,n) = Ĥ(n,m)

pour n = 4, m = 10, 11, 12, 13, n = 5, m = 6, 7, 8, 9 et n = 6, m = 5, 6.
En utilisant des techniques différentes (intégrales abéliennes, méthodes de la moyen-
nisation, la méthode de Melnikov,...) on a les bornes inférieurs suivantes des nombres
de Hilbert. On a H(2) ≥ 4 ([7], [50], [56]), H(3) ≥ 13 [24], H(4) ≥ 22 [8], H(6) ≥ 35

[52], H(n) ≥ kn2lnn [9] et H(n) ≥ 4(n+ 1)2
(
1.442695ln(n+ 1)− 1

6

)
+ n− 2

3 [26].

En 2010, Llibre et al. [31] ont calculé le nombre maximal de cycles limites
H̃k(m,n) des systèmes de Liénard (1), en utilisant la théorie de moyennisation
d’ordre k pour k = 1, 2, 3.

En 2012, Llibre et Valls [34] ont étudié par la méthode de moyennisation du premier
et du deuxième ordre les systèmes suivants :

ẋ = y − g1(x)− f1(x)y, ẏ = −x− g2(x)− f2(x)y,

où g1(x), f1(x), g2(x) et f2(x) sont de degrés k, l, m et n, respectivement.
En 2013, Llibre et Valls ont étudié par la méthode de moyennisation du troisième
ordre les systèmes suivants (voir [32] et [33], respectivement) :

ẋ = y − g1(x), ẏ = −x− g2(x)− f2(x)y,

ẋ = y − f1(x)y, ẏ = −x− g2(x)− f2(x)y,

où g1(x), f1(x), g2(x) et f2(x) sont de degrés k, l, m and n, respectivement.

Système de Kukles polynomial s’écrit :{
ẋ = −y + l(x),

ẏ = Q(x, y),
(2)

où Q(x, y) et l(x) sont des polynômes avec des coefficients réels. Lorsque l(x) = 0

et Q(x, y) est un polynôme de degré 3, le système (2) coïncident avec le système
classique de Kukles :{

ẋ = −y,
ẏ = x+ a0y + a1x

2 + a2xy + a3y
2 + a4x

3 + a5x
2y + a6xy

2 + a7y
3.

(3)

Ce système a été introduit par Kukles dans [23] (1944) qui a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour que le système (3) dispose d’un centre à l’origine. Ce
système cubique sans le terme y3 est appelé système de Kukles réduit. Sadovskií
[46] (2003) a résolu le problème du centre-foyer de ce système avec la condition
a2a7 6= 0 et a prouvé qu’il peut avoir 7 cycles limites. Rousseau et al. [44] (1997)
apparaît une description des bifurcations locales des périodes critiques au voisinage
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d’un centre non dégénéré des systèmes de Kukles réduits. Zang et al. [55] (2008) ont
étudié le nombre et la distribution des cycles limites pour une classe des systèmes
de Kukles réduits sous perturbation cubique. Chavarriga et al. [6] (2004) ont étudié
le nombre maximal de cycles limites de faible amplitude qui peut coexister avec des
courbes algébriques invariantes dans un système de Kukles.

Plan de la thèse :
Cette thèse se compose de quatre chapitres et une annexe.

X Chapitre 1 : le premier chapitre est un rappel de quelques notions générales que
nous avons utilisé dans ce travail. Nous commençons par définir les systèmes
dynamiques, les points d’équilibre et leur nature, la linéarisation au voisinage
d’un point d’équilibre. Ensuite nous introduisons la notion d’un cycle limite
et l’amplitude d’un cycle limite d’un système planaire.

X Chapitre 2 : dans ce chapitre, nous présentons des théorèmes importants de la
méthode de moyennisation avec des exemples. On applique ces théorèmes pour
la recherche des cycles limites des deux problèmes étudiés dans les chapitres
trois et quatre.

X Chapitre 3 : ce chapitre concerne l’étude du nombre maximal des cycles li-
mites qui bifurquent d’un centre linéaire perturbé par une classe généralisée
de systèmes différentiels de Liénard de la forme :{

ẋ = y,

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

où f(x), g(x), h(x) et l(x) sont des polynômes de degrés n. En utilisons la
méthode de moyennisation du premier et deuxième ordre.
Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication dans le journal "Diffe-
rential Equations and Dynamical Systems".

X Chapitre 4 : dans le dernier chapitre, nous donnons le nombre maximal de
cycles limites de certains systèmes de Kukles généralisés de la forme :{

ẋ = −y + l(x),

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où l(x), f(x), g(x) et h(x) sont des polynômes de degrés m, n1, n2 et n3

respectivement. d0 6= 0 est un nombre réel. En utilisons la méthode de moyen-
nisation du premier et deuxième ordre.
Le résultat de ce chapitre a été publié dans le journal "Differential Equations
and Dynamical Systems".
Mellahi N, Boulfoul A and Makhlouf A. Maximum Number of Limit
Cycles for Generalized Kukles Polynomial Differential Systems. Differential
Equations and Dynamical Systems. pp. 1-22, (2016).



Chapitre 1

Notions préliminaires

Sommaire
1.1 Systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Flot d’une équation différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Points d’équilibre et linéarisation . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1 Points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3.2 Linéarisation des systèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3.3 Nature des points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.4 Stabilité du point d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Plan et portrait de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5 Orbites périodiques et cycles limites . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5.1 Orbite périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5.2 Cycle limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.6 Existence et unicité des solutions des problèmes à valeurs
initiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour l’étude qua-
litative des systèmes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

1.1 Systèmes dynamiques

Définition 1 Un système dynamique sur Rn est une application U : R+ × Rn −→
Rn telle que

1. U(., x) : R+ −→ Rn est continue.

2. U(t, .) : R+ −→ Rn est continue.

3. U(0, x) = x.

4. U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)) pour t, s ∈ R+ et x ∈ Rn.

Exemple 1.1.1 Soit le système

ẋ = Ax, x(0) = x0, (1.1)

où A est une matrice constante, t ∈ R+ et x ∈ Rn. La solution de (1.1) est donnée
par

x(t) = eAtx0.
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Le système (1.1) engendre un système dynamique

U : R+ × Rn −→ Rn,
U(t, x) = eAtx0.

1.2 Flot d’une équation différentielle

Définition 2 Soit le système non linéaire

ẋ = f(x) (1.2)

avec la condition initiale x(0) = x0, x0 ∈ E, E est un sous ensemble ouvert de Rn et
f ∈ C1(E). Soit ϕ(t, x0) la solution de (1.2). L’ensemble des applications ϕt définies
par

ϕt(x0) = ϕ(t, x0)

est appelé le flot de l’équation différentielle (1.2).

Remarque 1.2.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du
temps t, sinon il est dit non autonome.

1.3 Points d’équilibre et linéarisation

1.3.1 Points d’équilibre

Définition 3 Le point x0 ∈ Rn est appelé un point critique ou point d’équilibre du
système (1.2) s’il vérifie

f(x0) = 0.

1.3.2 Linéarisation des systèmes

Définition 4 Considérons le système (1.2). Le système

ẋ = Ax où A = Df(x0) =

(
∂fi
∂xj

)
1≤i,j≥n

(1.3)

est appelé Linéarisation de (1.2) en x0.

Remarque 1.3.1 La linéarisation d’un système différentiel nous amène à l’étude
de la nature des points critiques.

Définition 5 Le point critique x0 est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres
de la matrice jacobienne Df(x0) n’a de partie réelle nulle.
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Figure 1.1 – (0,0) est un point selle

Figure 1.2 – (0,0) est un noeud stable

1.3.3 Nature des points d’équilibre

Soit le système différentiel linéaire (1.3) où A est une matrice 2× 2 et soient λ1

et λ2 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces
valeurs propres :

1. Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique
x = 0 est un point selle, il est toujours instable (voir FIGURE 1.1)

2. Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe, on a trois cas :
(a) Si λ1 < λ2 < 0, le point critique x = 0 est un nœud stable (voir FIGURE

1.2).
(b) Si 0 < λ1 < λ2, le point critique x = 0 est un nœud instable (voir FIGURE

1.3).
(c) Si λ1 = λ2 = λ 6= 0, le point critique x = 0 est un nœud propre, il est

stable si λ < 0 et instable si λ > 0 (voir FIGURE 1.4 et 1.5).
3. Si λ1 et λ2 sont des complexes conjuguées et Im(λ1,2) 6= 0, alors le point

critique x = 0 est un foyer. Il est stable si Re(λ1,2) < 0 et instable si Re(λ1,2) >

0 (voir FIGURE 1.6 et 1.7).
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Figure 1.3 – (0,0) est un noeud instable

Figure 1.4 – (0,0) est un noeud propre stable

Figure 1.5 – (0,0) est un noeud propre instable
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Figure 1.6 – (0,0) est un foyer stable

Figure 1.7 – (0,0) est un foyer instable
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Figure 1.8 – (0,0) est un centre

4. Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors le point critique x = 0 est un centre,
il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir FIGURE 1.8).

1.3.4 Stabilité du point d’équilibre

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous amène à connaître le compor-
tement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Définition 6 Soit le système

dx

dt
= f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R. (1.4)

Supposons que f satisfait les conditions du théorème d’existence et d’unicité de la
solution et soit Φ(t) la solution du système (1.4). On dit qu’un point d’équilibre p
est stable si ε > 0, ∃ δ > 0 tel que si

‖Φ(t0)− p‖ < δ =⇒ ‖Φ(t)− p‖ < δ, ∀t ≥ t0.

S’il existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage lim
t→∞

Φ(t) =

p alors le point d’équilibre p est dit asymptotiquement stable.

Théorème 1.3.1 Soit x0 un point d’équilibre pour le système (1.2)

(i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne Df(x0) ont des parties
réelles négatives, alors le point d’équilibre x0 est asymptotiquement stable.

(ii) S’il existe au moins une valeur propre de Df(x0) avec une partie réelle positive,
alors le point d’équilibre x0 est instable.

(iii) Si Df(x0) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres
avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du
point d’équilibre x0.



12 Chapitre 1. Notions préliminaires

1.4 Plan et portrait de phase

Pour un système dont l’évolution au cours du temps t est décrite par la fonction
à valeurs réelles x(t), on appelle trajectoire de phase une représentation géométrique
cartésienne dans laquelle on reporte les positions au cours du temps t d’un point
représentatif M d’abscisse x et d’ordonnée ẋ = dx

dt .

Cette terminologie est en accord avec celle de la physique statique : le plan (x, ẋ)

ou le plan de phase s’identifie (avec px = mẋ) à l’espace de phase (x, px) du pro-
blème, de telle sorte que la représentation au cours du temps du point M est bien
la trajectoire du système dans son espace de phase.
Une trajectoire de phase donnée est décrite à partir d’un point M0(x0, ẋ0) représen-
tatif des conditions initiales de l’évolution considérée. L’ensemble des trajectoires
de phase décrites par le système à partir de toutes les conditions initiales réalisables
est le portrait de phase de celui-ci.

Définition 7 Soit le système différentiel{
ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(1.5)

où P et Q sont des polynômes en x et y à coefficients réels de degré d.
Le portrait de phase est l’ensemble des orbites qui représentent les solutions du sys-
tème (1.5) dans l’espace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés
comme des solutions constantes. Le plan (xoy) est appelé plan de phase.

1.5 Orbites périodiques et cycles limites

1.5.1 Orbite périodique

Définition 8 On appelle orbite périodique toute trajectoire Φt(x) de (1.5) telle qu’il
existe un nombre T > 0, vérifiant

Φ(t+ T, x) = Φ(t, x). (1.6)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.6) est appelé période.

1.5.2 Cycle limite

Définition 9 Un cycle limite du système (1.5) est une orbite périodique isolée dans
l’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce système.

Définition 10 L’amplitude du cycle limite est la valeur maximale de la variable x
de ce cycle limite.

Exemple 1.5.1 Soit le système{
ẋ = αx− y − αx(x2 + y2),

ẏ = x+ αy − αy(x2 + y2),
(1.7)
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tel que α est un paramètre. En coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ, le
système (1.7) devient {

ṙ = αr(1− r2),

θ̇ = 1.

Posons

f(r) = ṙ = αr(1− r2).

Alors

f(r) = 0 =⇒ r = 0 ou r = 1.

On a donc un point d’équilibre (0, 0) et un cycle limite d’amplitude r = 1

(x(t), y(t)) = (cos(t+ θ0), sin(t+ θ0)),

où

x2 + y2 = 1.

1. Pour α > 0, on a deux cas :

(a) Si r < 1, alors f(r) > 0, d’où r(↗).

(b) Si r > 1, alors f(r) < 0, d’où r(↘).

Donc le cycle limite d’amplitude r = 1 est stable.

2. Pour α < 0

(a) Si r < 1, alors f(r) < 0, d’où r(↘).

(b) Si r > 1, alors f(r) > 0, d’où r(↗).

Donc le cycle limite d’amplitude r = 1 est instable.

3. Si α = 0, le système a une infinité d’orbites périodiques, et il n’y a pas de cycle
limite.

Remarque 1.5.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes dif-
férentiels non linéaires.

1.6 Existence et unicité des solutions des problèmes à
valeurs initiales

Soit D un ouvert de Rn, t0 < t < t0 + T, x ∈ D et f(t, x) ∈ Rn.
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Définition 11 On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport à x si

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖,

où x1, x2 ∈ D, et L est une constante.
Nous pouvons maintenant formuler un théorème bien connu d’existence et d’unicité
pour des problèmes à valeur initiale.

Théorème 1.6.1 (existence et unicité) On considère le problème à valeur ini-
tiale

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0,

où x ⊂ D ∈ Rn, t0 < t ≤ t0 + T. On suppose que :

a) f(t, x) est continue par rapport à t , x sur G = [t0, t0 + T ]×D.
b) f(t, x) satisfait la condition de Lipschitzienne en x.

Alors le problème à valeur initiale admet une solution unique.
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Dans ce chapitre, on s’intéresse à la méthode de moyennisation qui est appliquée
aux systèmes de la forme :

ẋ = εf(x, t, ε), (2.1)

où t ∈ I ⊂ R, x ∈ Rn, ε un paramètre petit et f est T-périodique en t, l’équation
moyennée associée à (2.1) s’écrit

ẋ = εf0(x), (2.2)

où

f0(x) =
1

T

∫ T

0
f(x, t, 0)dt. (2.3)

La recherche des racines positives du (2.3) réduit le problème de la détermination
des solutions T-périodique de (2.1) qui est en général un problème difficile.

La méthode de moyennisation est l’une des plus importantes méthodes per-
turbatives utilisées actuellement dans l’étude des cycles limites des systèmes
dynamiques. Cette méthode a une longue histoire qui commence avec les travaux
classiques de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justification intuitive
de la méthode. La première formalisation de cette théorie a été faite par Fatou en
1928. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 [22] et Bogoliubov
et Mitropolskii [3] (1961). Elle a été ensuite développée par Verhulst [51] (1991),
Marsden et McCracken [40] (1976), Sanders et Verhulst [47] (1985), Malkin [39]
(1956) et Roseau [43] (1966), Llibre et Buica [4] (2004). D’autres formes et
théorèmes de la méthode de moyennisation ont été démontrés ces dernières années
et beaucoup d’articles ont été publiés concernant l’application de cette méthode
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[5]. En utilisant la méthode de moyennisation, on réduit ce problème difficile des
équations différentielles à la recherche des racines positives d’un système algébrique
non linéaire.

Dans ce chapitre, on présente des différents théorèmes de la théorie de moyen-
nisation.

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

Théorème 2.1.1 On considère le système suivant :

ẋ(t) =
dx

dt
= εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.4)

où F1 : R×D −→ Rn, R : R×D×]− εf , εf [−→ Rn sont des fonctions continues, T-
périodiques en la première variable et D un ouvert de Rn. On définit F10 : D −→ Rn
comme suit

F10(z) =
1

T

∫ T

0
F1(s, z)ds, (2.5)

supposons que

(i) F1 et R sont localement lipschitziennes par rapport à x.

(ii) Pour a ∈ D tel que F10(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que F10(z) 6= 0

pour tout z ∈ V̄ \{a} et dB(F10(aε), V, 0) 6= 0.

Alors, pour | ε |> 0 suffisamment petit, il existe une solution ϕ(., ε) du système (2.4)
T-périodique isolée telle que ϕ(., ε) −→ a quand ε −→ 0.

Les hypothèses de ce théorème sont plus faibles que celui dans le théorème 11.5 de
Verhulst [51], où à la place de (i) il suppose que :

(j) F1, R,DxF1, D
2
xF1 et DxR sont définies continues et bornées par une constante

M (indépendante de ε) dans [0,+∞ [ ×D, −εf < ε < εf .
Á la place de (ii) il suppose que :

(jj) pour a ∈ D avec F10(a) = 0, on a JF10(a) 6= 0, où DxF désigne la matrice
jacobienne de F par rapport à x, D2

xF la matrice hessienne de F et Jf (a)

désigne le déterminant de la jacobienne de f calculée en a.

2.1.1 Application

1. L’équation différentielle de Van Der Pol :
Soit l’équation de Van Der Pol

ẍ+ x = ε(1− x2)ẋ, (2.6)

qui est équivalente au système différentiel
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{
ẋ = y,

ẏ = −x+ ε(1− x2)y.
(2.7)

En coordonnées polaires x = r cos(θ), y = r sin(θ), le système perturbé (2.7),
s’écrit sous la forme

ṙ = εr sin2 θ(1− r2 cos2(θ)), (2.8)

θ̇ = −1 + ε cos θ sin θ(1− r2 cos2 θ). (2.9)

D’ou
dr

dθ
=

εr sin2 θ(1− r2 cos2 θ)

−1 + ε cos θ sin θ(1− r2 cos2 θ)
. (2.10)

On sait que
1

1− x
= 1 + x+O(x2), |x| < 1.

D’ou

dr

dθ
= −εr sin2 θ(1− r2 cos2 θ) +O(ε2)

= εF (θ, r) +O(ε2), (2.11)

De (2.5) on obtient

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F (θ, r)dθ

=
r

8
(r2 − 4).

Les cycles limite possibles pour l’équation (2.4) sont donnés par les racines
positives de l’équation

F10(r) =
r

8
(r2 − 4) = 0. (2.12)

Cette équation algébrique admet une seule solution positive r∗ = 2. Alors
l’équation de Ven Der Pol (2.6) a un cycle limite d’amplitude r∗ = 2.

1. Pour ε > 0 ce cycle limite est stable car ε ddrF10(r∗) < 0 (voir FIGURE
2.1).

2. Pour ε < 0 ce cycle limite est instable car ε ddrF10(r∗) > 0 (voir FIGURE
2.2).

2. Système différentielle de Liénard
Soit le système de Liénard{

ẋ = y − ε(a1x+ ...+ anx
n),

ẏ = −x. (2.13)
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Figure 2.1 – Cycle limite stable du système (2.7) pour ε = 0.01.

Figure 2.2 – Cycle limite instable du système (2.7) pour ε = −0.01.
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Le système (2.13) s’écrit en coordonnées polaires
ṙ = −ε

n∑
k=1

akr
kcosk+1θ,

θ̇ = −1 + ε sin θ

n∑
k=1

akr
k−1coskθ.

Ceci donne
dr

dθ
= ε

n∑
k=1

akr
kcosk+1θ +O(ε2).

On prend

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F (θ, r)dθ =

1

2π

n∑
k=1

akr
k

∫ 2π

0
cosk+1θdθ,

on aura

F10(r) =
1

2π

[n−1
2

]∑
k=0

a2k+1r
2k+1

∫ 2π

0
cos2k+2θdθ.

Ce polynôme peut avoir au plus [n−1
2 ] racines positives. Donc le système (2.13)

peut avoir au plus [n−1
2 ] cycles limites.

2.2 Méthode de moyennisation du deuxième ordre

Théorème 2.2.1 On considère le système différentiel

ẋ(t) =
dx

dt
= εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.14)

où F1, F2 : R×D −→ Rn, R : R×D×]−εf , εf [−→ Rn sont des fonctions continues,
T-périodiques en la première variable et D un ouvert de Rn. On définit F10, F20 :

D −→ Rn par (2.5) et

F20(z) =
1

T

∫ T

0

(
DxF1(s, z)

∫ s

0
F1(t, z)dt+ F2(s, z)

)
ds, (2.15)

supposons que

(i) Pour tout t ∈ R, F1 ∈ C1, F1, F2, R et DxF1 sont localement lipschitziennes
par rapport à x. R est différentiable par rapport à ε.

(ii) pour V ∈ D, un ensemble ouvert et borné et pour tout ε ∈ ]−εf , εf [ 0, il existe
aε ∈ V tel que F10(aε) + εF20(aε) = 0 et dB(F10(aε) + εF20(aε, V, 0) 6= 0.

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée
ϕ(., ε) de l’équation (2.14) telle que ϕ(0, ε) = aε.
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Les conditions (i) et (ii) de théorème 2.2.1 peuvent être remplacées par (j) et (jj)
respectivement
(j) F1, R,DxF1, D

2
xF1 et DxR sont définies continues et bornées par une constante

M (indépendante de ε) dans [0,+∞ [ ×D, −εf < ε < εf .

(jj) F10(z) = 0, ∀ z ∈ D et pour a ∈ D avec F20(a) = 0, on a JF20(a) 6= 0.

2.2.1 Application

Soit le système différentiel{
ẋ = y + ε(1− x2y) + ε2(x− y2x),

ẏ = −x+ εxy2 + ε2(1− y2x)y.
(2.16)

En écrivant le système (2.16) en coordonnées polaires (r, θ), on obtient
ṙ = ε(cosθ + r3 cos θ sin θ − 2r3 cos3 θ sin θ) + ε2(r + 2r4 cos θ − r3 cos2 θ

−r4 cos5 θ)− r4 cos θ + r3 cos4 θ),

θ̇ = −1 + ε(− sin θ
r + 2r2 cos2 θ − r2 cos4 θ) + ε2(−r2 sin θ cos3 θ − r3 cos2 θ sin θ

+r2 cos θ sin θ + r3 sin θ cos θ),

d’où
dr

dθ
= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) +O(ε3),

où

F1(θ, r) = 2r3 cos3 θ sin θ − cosθ − r3 cos θ sin θ,

F2(θ, r) = r + 2r4 cos θ − r3 cos2 θ − r4 cos5 θ)− r4 cos θ + r3 cos4 θ

+
cos θ

r
(2r3 cos2 θ sin θ − 1− r3 sin θ)(− sin θ + 2r3 cos2 θ − r3 cos4 θ),

F3(θ, r) = O(ε3).

On applique le théorème 2.2.1, donc nous avons

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0
cos θ(2r3 cos2 θ sin θ − 1− r3 sin θ)dθ

= 0,

et
∂F1

∂r
(θ, r) = 6r2 cos3 θ sin θ − 3r2 cos θ sin θ,∫ θ

0
F1(s, r)ds = −1

2
r3 cos4 θ − sin θ +

1

2
cos2 θ).

Donc la fonction F20(r) est

F20(r) =
1

2π

∫ 2π

0
[
∂F1

∂r
(θ, r)

∫ θ

0
F1(s, r)ds+ F2(θ, r)]dθ

=
r

8
(r2 − 8).
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Figure 2.3 – Portrait de phase du système (2.16) pour ε = 0.1.

L’unique racine positive de F20(r) = 0 est r = 2
√

2. Le système différentiel (2.16)
a un cycle limite instable d’amplitude r = 2

√
2 car d

drF20(2
√

2) = 2 > 0 (voir
FIGURE 2.3 et FIGURE 2.4).

2.3 Méthode de moyennisation du troisième ordre

Théorème 2.3.1 On considère le système différentiel

ẋ(t) =
dx

dt
= εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x) + ε4R(t, x, ε), (2.17)

où F1, F2, F3 : R × D −→ Rn, R : R × D×] − εf , εf [−→ Rn sont des fonctions
continues, T-périodiques en la première variable et D un ouvert de Rn.On définit
F10, F20, F30 : D −→ Rn donnée par

F10(z) =
1

T

∫ T

0
F1(s, z)ds,

F20(z) =
1

T

∫ T

0

(
DxF1(s, z)

∫ s

0
F1(t, z)dt+ F2(s, z)

)
ds,

F30(z) =
1

T

∫ T

0

[
1

2
D2
zF1(s, z) (y1(s, z))2 +DzF1(s, z)y2(s, z) + F3(s, z)

]
ds,

(2.18)

où

y1(s, z) =

∫ s

0
F1(t, z)dt,

y2(s, z) =

∫ s

0

[
DzF1(t, z)

∫ t

0
F1(r, z)dr + F2(t, z)

]
dt,

supposons que
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Figure 2.4 – Portrait de phase du système (2.16) pour ε = 0.01.

(i) F1(t, .) ∈ C2, F2(t, .) ∈ C1, Pour tout t ∈ R F1, F2, F3 R, DxF1 et DxF2 sont
localement lipschitziennes par rapport à x. R est deux fois différentiable par
rapport à ε.

(ii) pour V ∈ D, un ensemble ouvert et borné et pour tout ε ∈ ]−εf , εf [ 0, il existe
aε ∈ V tel que F10(aε) + εF20(aε) + ε2F30(aε) = 0 et dB(F10(aε) + εF20(aε +

ε2F30(aε, V, 0) 6= 0.

Alors, pour |ε| > 0 suffisament petit, il existe une solution ϕ(., ε) T-périodique pour
le système (2.17).

Les conditions (i) et (ii) de théorème 2.3.2 peuvent être remplacées par (j) et (jj)
respectivement

(j) F1, F2, R,DxF1, D
2
xF1 et DxR sont définies continues et bornées par une

constante M (indépendante de ε) dans [0,+∞ [ ×D, −εf < ε < εf .

(jj) F10(z) = 0, F20(z) = 0, ∀ z ∈ D et pour a ∈ D avec F30(a) = 0, on a
JF30(a) 6= 0.

2.3.1 Application

1. Cycles limites des équations différentiels polynomiaux de Liénard
généralisés
En 2009, Llibre, Mereu and Teixeira [31] ont étudié par la méthode de
moyennisation, le nombre maximum de cycles limites H̃(m,n) qui peuvent
bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x perturbé
par une classe d’équations différentielles de Liénard de degré m et n de la
forme :
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{
ẋ = y,

ẏ = −x−
∑

k≥1 ε
k(fkn(x)y + gkm(x)),

(2.19)

où pour tout k le polynôme gkm(x) est de degré m, le polynôme fkn(x) est de
degré n en x, ε est un petit paramètre.
Ils ont calculé et donné des estimations inférieurs pour H̃(m,n). Plus pré-
cisément, ils ont calculé le nombre maximum de cycles limites H̃k(m,n) qui
peuvent bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x,
en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre k, pour k = 1, 2, 3. Ils ont
obtenu aussi que H̃k(m,n) ≤ Ĥ(m,n) pour k = 1, 2, 3 pour les valeurs en
lesquelles Ĥ(m,n) est connu.

Théorème 2.3.2 On suppose que pour k = 1, 2, 3 les polynômes fkn(x) et
gkm(x) sont de degré n et m respectivement où n,m ≥ 1. Soit |ε| > 0 est
un paramètre suffisamment petit. Le nombre maximum de cycles limites des
systèmes différentielles de Liénard généralisé (2.19) qui peuvent bifurquer du
centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x, en utilisant la théorème de moyennisation

(a) du premier ordre est H̃1(m,n) = [n2 ].

(b) du deuxième ordre est H̃2(m,n) = {[n−1
2 ] + [m2 ], [n2 ]}.

(c) du troisième ordre est H̃3(m,n) = [n+m−1
2 ].

Preuve de la partie (a) du théorème 2.3.2 : Nous allons appliquer la mé-
thode de moyennisation du premier ordre, pour cela nous écrivons le système
(2.19) où k = 1, en coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ. On

pose f(x) =

n∑
i=0

aix
i et g(x) =

m∑
i=0

bix
i, Le système (2.19) s’écrit comme suit


ṙ = −ε

(
n∑
i=0

air
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

bir
i cosi θ sin θ

)
,

θ̇ = −1− ε

r

(
n∑
i=0

air
i+1 cosi+1 θ sin θ +

m∑
i=0

bir
i cosi+1 θ

)
.

(2.20)

Si on prend θ comme une nouvelle variable indépendante, le système (2.20)
devient

dr

dθ
=
ṙ

θ̇
= ε

(
n∑
i=0

ai cosi θ sin2 θ +
m∑
i=0

bir
i cosi θ sin θ

)
+ O(ε2),

et

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0

(
n∑
i=0

ai cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

bir
i cosi θ sin θ

)
dθ.
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Pour calculer l’expression exacte de F10(r), on utilise les formules suivantes

∫ 2π

0
cosi θ sin2 θdθ =

{
α2k, si i=2k,
0, si i=2k+1,∫ 2π

0
cosi θ sin θdθ = 0,

d’où

F10(r) =

[n
2

]∑
k=0

a2kα2k. (2.21)

Donc le polynôme F10(r) a au plus [n2 ] racines positives, et de plus on peut
choisir les coefficients a2k de tel que F10(r) admet exactement [n2 ] racines
positives simples.

Preuve de la partie (b) du théorème 2.3.2 Nous allons appliquer
la méthode de moyennisation du deuxième ordre. Pour cela nous écrivons
le système (2.19) où k = 2, en coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ,

y = r sin θ, r > 0. On pose f1(x) =
n∑
i=0

aix
i, f2(x) =

n∑
i=0

cix
i, g1(x) =

n∑
i=0

bix
i

et g(x) =
n∑
i=0

dix
i.

Le système (2.19) s’écrit comme suit



ṙ = −ε

(
n∑
i=0

air
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

bir
i cosi θ sin θ

)

−ε2

(
n∑
i=0

cir
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

dir
i cosi θ sin θ

)
,

θ̇ = −1− ε

r

(
n∑
i=0

air
i+1 cosi+1 θ sin θ +

m∑
i=0

bir
i cosi+1 θ

)

−ε
2

r

(
n∑
i=0

cir
i+1 cosi+1 θ sin θ +

m∑
i=0

dir
i cosi+1 θ

)
.

(2.22)

Considérons θ comme une nouvelle variable indépendante, alors le système
(2.25) devient

dr

dθ
=
ṙ

θ̇
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) + O(ε3),
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où

F1(r, θ) =
n∑
i=0

air
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

bir
i cosi θ sin θ,

F2(r, θ) =

(
n∑
i=0

cir
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

dir
i cosi θ sin θ

)

−r cos θ sin θ

(
n∑
i=0

air
i cosi θ sin θ +

m∑
i=0

bir
i−1 cosi θ

)2

.

Déterminons la fonction F20(r) correspondante. Pour cela, on pose F10(r) ≡ 0

qui est L’équivalent au a2k = 0, ensuite calculons

dF1(r, θ)

dr
=

n∑
i=0

(i+ 1)air
i cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

ibir
i−1 cosi θ sin θ,

et

y1(r, θ) =

∫ θ

0
F1(s, r)ds

= a1r
2(α11 sin θ + α21 sin(3θ)) + ...+ alr

l+1 (α1l sin θ + α2l sin(3θ) + ...

+α l+3
2
l sin((l + 3)θ)

)
+ a0r(α10θ + α20 sin(2θ)) + ...+ abr

b+1 (α1bθ

+α2b sin(2θ) + ...+ α b+4
2
b sin((b+ 2)θ)

)
+ b0(1− cos θ) + ...

+bmr
m(1− cosm+1 θ), (2.23)

où l est le plus grand nombre impair inférieur ou égal à n. b est le plus grand
nombre pair inférieur ou égal à n. α2k sont des constantes réelles qui figurent
dans

∫ 2π
0 cos2k θ sin2 θ pour tout k.

On sait que d’aprés (2.21), F10 est identiquement nulle si et seulement si
a2k = 0 pour tout k. On sait que :

∫ 2π

0
coss θ sin2 θdθ =

{
A2i, si s=2i,
0, si s=2i+1.∫ 2π

0
cosi θ sin θdθ = 0.∫ 2π

0
cosi θ sin3 θdθ = 0.∫ 2π

0
cosi θ sin2 θ sin((2k + 1)θ)dθ = 0.∫ 2π

0
coss θ sin θ sin((2k + 1)θ)dθ =

{
B2k+1

2i , si s=2i,
0, si s=2i+1.

D’où∫ 2π

0

dF1(θ, r)

dr
.y(θ, r)dθ = r(α̃10a1b0 + (α̃12a1b2 + α̃30a3b0)r2 + ...+

∑
i+j=l+k

α̃ijaibj),
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n m l k l+k−1
2 [n−1

2 ] + [m2 ]

impair pair n m n+m−1
2

n−1
2 + m

2

pair pair n− 1 m n−1+m−1
2

((n−1)−1)
2 + m

2

impair impair n m− 1 n+m−1−1
2

(n−1)
2 + (m−1)

2

pair impair n− 1 m− 1 n−1+m−1−1
2

((n−1)−1)
2 + (m−1)

2

Table 2.1 – Les valeures l + k − 1/2 ...

où α̃ij = −1+i
i+jAi+j+1 + j

(
α1iB

1
j + α2iB

2
j + ...+ α i+3

2
iB

i+2
j

)
pour tout i, j et

k est le plus grand pair de n.
De plus, on a

∫ 2π

0
F2(θ, r)dθ =

b∑
i=0

i pair

cir
i+1

∫ 2π

0
cos θ sin2 θdθ +

k∑
j=0
j pair

k∑
i=1

i impair

2ri+jaibj

×
∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin2 θdθ = A0c0r + ...+Abcbr

b+1 + 2(A2a1b0r

+A4(a3b0 + a1b2)r3 + ...+Al+k+1r
l+k

∑
i+j=l+k

aib
j).

On obtient alors le polynôme F20(r) qui est égale à :

r(ρ10a1b0r + (ρ12a1b2 + ρ30a3b0)r2 + (ρ14a1b4 + ρ32a3b2 + ρ50a5b0)r4 + ...

+ρlkalbkr
l+k−1 +A0c0 +A2c2r

2 + ...+Abcbr
b), (2.24)

où ρij = α̃ij + 2Ai+j+1 pour tout i, j. Pour trouver les racines positives réelles
de F20(r), nous devons trouver les racines d’un polynôme dans r2 de degré
égal au max{ l+k−1

2 , b2}. On a b
2 = [n2 ] et l+k−1

2 = [n−1
2 ] + [m2 ] (voir TABLE

2.1).
Nous concluons que F20 a au plus max{[n−1

2 ] + [m2 ], [n2 ]} racines positives.

Preuve de la partie (c) du théorème 2.3.2 On pose f1(x) =
n∑
i=0

aix
i,

f2(x) =

n∑
i=0

cix
i, f3(x) =

n∑
i=0

pix
i, g1(x) =

n∑
i=0

bix
i, g2(x) =

n∑
i=0

dix
i et

g3(x) =
n∑
i=0

qix
i.

Le système (2.19) s’écrit comme suit

{
ṙ = − sin θ

(
εA+ ε2B + ε3C

)
,

θ̇ = −1− cos θ
r

(
εA+ ε2B + ε3C

)
,

(2.25)
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où

A =

n∑
i=0

air
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

bir
i cosi θ sin θ,

B =

n∑
i=0

cir
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

dir
i cosi θ sin θ,

C =

n∑
i=0

pir
i+1 cosi θ sin2 θ +

m∑
i=0

qir
i cosi θ sin θ.

Considérons θ comme une nouvelle variable indépendante, alors le système
(2.25) devient

dr

dθ
= εA sin θ + ε2

(
B sin θ − A2 cos θ sin θ

r

)
+

ε3

(
A3 cos2 θ sin θ

r2 − 2AB cos θ sin θ
r

+ C sin θ

)
.

De (2.25) F10(r) est identiquement nulle si et seulement si a2k = 0, pour tout
k. De (2.24) nous obtenons F20(r) est identiquement nulle si et seulement si
ai, bj et ck qui satisfaisant l’équation suivante

cµ =
1

Aµ

∑
i+j=µ+1

i impair, j pair

ρijaibj , (2.26)

où µ est pair.
Pour appliquer la méthode de moyennissation du troisième ordre, nous devons
calculer la fonction F30. Donc la preuve de la partie (c) du théorème 2.3.2 sera
la conséquence directe des lemmes suivants.
La preuve des lemmes suivants est simple et résulte de quelques calculs fasti-
dieux.

Lemme 2.3.1 Les fonctions correspondantes y1(θ, r) et y2(θ, r) de la méthode
de moyennisation du troisième ordre sont exprimées par (2.23) et

y2(θ, r) = C0 + C1r + C2r
2 + ...+ Cλr

λ.
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Où λ = max{2n+ 1, 2m− 1} et

C2k+1 =
∑

i+j=2k

c0
ijaiaj +

∑
i+j=2k+2

d0
ijbibj +

∑
i+j=2k+1

e0
ijaibjθ +

∑
i+j=2k

f0
ijaiajθ

2

+d2k+1 + c2kθ +
∑

i+j=2k+2

bibj

(
k+1∑
i=0

a0
2i+1 cos(2i+ 1)θ

)
+

 ∑
i+j=2k

aiaj

∑
i+j=2k+2

bibj +
∑

i+j=2k+1

aibjθ + d2k+1

(k+1∑
i=0

a0
2i+2 cos(2i+ 2)θ

)

+
∑

i+j=2k+1

aibj

(
k+1∑
i=0

a1
2i+1 sin(2i+ 1)θ

)
+

 ∑
i+j=2k+1

aibj +
∑

i+j=2k

aiajθ

+c2k)

(
k+1∑
i=0

a1
2i+2 sin(2i+ 2)θ

)
,

C2k =
∑

i+j=2k−1

c1
ijaiaj +

∑
i+j=2k+1

d1
ijbibj +

∑
i+j=2k

e1
ijaibjθ

 ∑
i+j=2k−1

aiaj

∑
i+j=2k+1

bibj +
∑

i+j=2k

aibjθ

(k+1∑
i=0

b02i+1 cos(2i+ 1)θ

) ∑
i+j=2k+1

bibj


(
k+1∑
i=0

b02i+2 cos(2i+ 2)θ

)
+

 ∑
i+j=2k

aibj + c2k−1 +
∑

i+j=2k

aibjθ


(
k+1∑
i=0

b12i+1 sin(2i+ 1)θ

)
+

 ∑
i+j=2k

aibj

(k+1∑
i=0

b12i+2 sin(2i+ 2)θ

)
.

Où al2i+1, a
l
2i+2, b

l
2i+1, b

l
2i+2, c

l
ij , d

l
ij , e

l
ij , f

l
ij sont des constantes réelles pour l =

1, 2 et k = 0, 1, ..., λ2 .

Lemme 2.3.2 L’intégrale
∫ 2π

0
1
2
∂2F
∂r2

(s, r)(y1(s, r))2ds est le polynôme

π(D0 +D1r +D2r
2 + ...+Dkr

k), (2.27)

où

k =


n+ 2m− 1, si m>n+1 et m ou n pair,
n+ 2m− 2, si m>n+1 et m ou n impair,
3n+ 1, si m ≤ n+ 1 et n pair,
3n, si m ≤ n+ 1 et n impair,

et

Dχ =
∑

i+j+k=χ−1

β1
ijkaiajak +

∑
i+j+k=χ+1

λ1
ijkaibjbk +

∑
i+j+k=χ

δ1
ijkaiajbk,

pour χ = 0, 1, ..., k où β1
ijk, λ

1
ijk, δ

1
ijk sont des constantes réelles.
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Lemme 2.3.3 L’intégrale
∫ 2π

0
1
2
∂F1
∂r (s, r)(y2(s, r))2ds est le polynôme

π

2
(E0 + E1r + E2r

2 + ...+ Eϑr
ϑ), (2.28)

où

ϑ =


n+ 2m, si m>n+1 et n pair,
n+ 2m− 1, si m>n+1 et n impair,
3n+ 2, si m ≤ n+ 1 et n pair,
3n+ 1, si m ≤ n+ 1 et n impair,

et

E2l+1 =
∑

i+j+k=2l−1

β2
ijkaiajak +

∑
i+j+k=2l+1

λ2
ijkaibjbk +

∑
i+j=2l

δ2
ijbicj

+
∑
i+j=2l

η2
ijaidj +

∑
i+j+k=2l

i pair

ν2
ijkaiajbkπ,

E2l =
∑

i+j+k=2l−2

β2
ijkaiajak +

∑
i+j+k=2l

λ2
ijkaibjbk +

∑
i+j=2l−1

δ2
ijbicj

+
∑

i+j=2l−1

η2
ijaidj +

∑
i+j+k=2l−1

i pair

ν2
ijkaiajbkπ +

∑
i+j+k=2l−2

i pair

ζ2
ijkaicjπ,

pour l = 0, 1, ..., ϑ2 où β2
ijk, λ

2
ijk, δ

2
ijk, η

2
ij , ν

2
ijk, ζ

2
ijk sont des constantes réelles.

Lemme 2.3.4 L’intégrale
∫ 2π

0
1
2
∂F2
∂r (s, r)y1(s, r)ds est le polynôme

π

2
(F0 + F1r + F2r

2 + ...+ Fυr
υ), (2.29)

où

υ =


n+ 2m, si m>n+1 et n pair,
n+ 2m− 1, si m>n+1 et n impair,
3n+ 2, si m ≤ n+ 1 et n pair,
3n+ 1, si m ≤ n+ 1 et n impair,

et

F2l+1 =
∑

i+j+k=2l−1

β3
ijkaiajak +

∑
i+j+k=2l+1

λ3
ijkaibjbk +

∑
i+j=2l

δ3
ijbicj

+
∑
i+j=2l

η3
ijaidj ,

F2l =
∑

i+j+k=2l−2

β3
ijkaiajak +

∑
i+j+k=2l

λ3
ijkaibjbk +

∑
i+j=2l−1

δ3
ijbicj

+
∑

i+j=2l−1

η3
ijaidj +

∑
i+j+k=2l−1

i pair

ν3
ijkaiajbkπ +

∑
i+j+k=2l−2

i pair

ζ3
ijkaicjπ,

pour l = 0, 1, ..., υ2 où β3
ijk, λ

3
ijk, δ

3
ijk, η

3
ij , ν

3
ijk, ζ

3
ijk sont des constantes réelles.
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Lemme 2.3.5 L’intégrale
∫ 2π

0 F3(s, r)ds est le polynôme

π

r
(G0 +G1r +G2r

2 + ...+Gψr
ψ), (2.30)

où

ψ =


n+ 2m, si m>n+1 et n pair,
n+ 2m− 1, si m>n+1 et n impair,
3n+ 2, si m ≤ n+ 1 et n pair,
3n+ 1, si m ≤ n+ 1 et n impair,

et

G2l =
∑

i+j+k=2l−2

β4
ijkaiajak +

∑
i+j+k=2l

λ4
ijkaibjbk +

∑
i+j=2l−1

δ4
ijbicj

+
∑

i+j=2l−1

η4
ijaidj + p2l−2,

pour l = 0, 1, ..., ψ2 où β4
ijk, λ

4
ijk, δ

4
ijk, η

4
ij , ν

4
ijk sont des constantes réelles.

Par les lemmes 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5 nous obtenons

F30(r) =
α

r
(M0 +M1r +M2r

2 + ...+M%−1r
%−1 +M%r

%),

où

M2l+1 =
∑

i+j+k=2l−1

βijkaiajak +
∑

i+j+k=2l+1

λijkaibjbk +
∑
i+j=2l

δijbicj

+
∑
i+j=2l

ηijaidj +
∑
i+j=2l
i pair

υ3
ijaiajbkπ,

M2l =
∑

i+j+k=2l

βijkaibjbk +
∑

i+j+k=2l−2

λijkaiajak +
∑

i+j=2l−1

δijbicj

+
∑

i+j=2l−1

ηijaidj +
∑

i+j+k=2l−2

µijkaiajak +$2l−2p2l−2

+

 ∑
i+j+k=2l−1

i pair

υijkaiajbk +
∑

i+j=2l−2
i pair

ρijkaicj

π

+
∑

i+j+k=2l−2
i pair

τijkaiajakπ
2, (2.31)

pour l = 0, 1, ..., %2 et

% =


n+ 2m, si m>n+1 et n pair,
n+ 2m− 1, si m>n+1 et n impair,
3n+ 2, si m ≤ n+ 1 et n pair,
3n+ 1, si m ≤ n+ 1 et n impair.
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On sait que a2k = 0, on obtient M0 = 0 et M2k+1 = 0. De plus
ck =

∑
i+j=k+1

i impair, j pair
aibj , pour tout k > b et Mk = 0, pour tout k le plus grand

λ =


n+ 2m− 2, si m>n+1 et n, impair,
n+ 2m− 1, si m>n+1 et n impair et n pair,
3n+ 2, si m ≤ n+ 1 et n,m pair,
3n+ 1, si m ≤ n+ 1 et n pair et m impair.

Donc

F30(r) = αr(M2 +M4r
2 +M6r

4 + ...+Mλ−4r
λ−2 +Mλ−2r

λ),

où

Mω =
∑

i+j+k=ω
i impair
j pair

k impair

β
′
ijkaibjbk +

∑
i+j=ω−1

i pair
j impair

δ
′
ijbicj +

∑
i+j=ω−1
i impair
textjpair

η
′
ijaidj +$ωpω−2π.

Par conséquent, F30(z) est un polynôme de degré λ dans la variable r2. Donc
F30(z) a au plus [n+m−1

2 ] racines positives.

2.4 Autre méthode de moyennisation

On considère le problème de bifurcation des solutions T-périodiques du système
différentiel

ẋ(t) = F0 (t, x) + εF1 (t, x) + ε2F2 (t, x, ε) , (2.32)

avec ε suffisamment petit. Les fonctions F0, F1 : R×Ω→ Rn, F2 : R×Ω×(−ε0, ε0)→
Rn sont de classe C2, T-périodique en t, et Ω est un sous-ensemble ouvert de Rn.
Le système non perturbé :

ẋ(t) = F0(t, x), (2.33)

a une sous variété de dimension n des solutions périodiques.
Soit x(t, z) la solution du système non perturbé (2.33) telle que x(0, z) = z. Nous
écrivons la linéarisation du système non perturbé le long de la solution périodique
x(t, z) est :

ẏ = DxF0 (t, x(t, z)) y. (2.34)

Notons par Mz (t) la matrice fondamentale du système différentiel linéaire (2.34) et
par ξ : RK ×Rn−k → Rk la projection de Rn sur ses k premières coordonnées, c.à.d
ξ (x1, ..., xn) = (x1, ..., xk) .

Une réponse au problème de la bifurcation des solutions périodiques pour le système
(2.32) est donnée par les résultats suivants :



32 Chapitre 2. Méthode de moyennisation

Théorème 2.4.1 Soit V ⊂ Rk un ouvert borné et soit β : Cl(V ) → Rn−k une
fonction de classe C2. Supposons que :
(i) Z = {zα = (α, β(α)), α ∈ Cl(V )} ⊂ Ω et pour chaque zα ∈ Z la solution x(t, zα)

de (2.33) est T-périodique.
(ii) Pour chaque zα ∈ Z il y a une matrice fondamentale Mz (t) de (2.34) telle

que la matrice M−1
z (0) − M−1

z (2π) a dans le bloc supérieur droit matrice
k×(n−k) nulle et dans le bloc inférieur droit la matrice ∆α(n−k)×(n−k)avec
det(∆α) 6= 0.

On considère la fonction F : Cl(V )→ Rk

F(α) = ξ

 1

T

T∫
0

M−1
zα (t)F1 (t, x(t, zα)) dt

 . (2.35)

S’il existe α ∈ V avec F(α) = 0 et det((dF/dz)(α)) 6= 0, alors il existe une solution
de période T ϕ(t, ε) du système (2.32) tels que ϕ(t, ε)→ zα quand ε→ 0.

Nous supposons qu’il existe un ensemble ouvert V avec Cl(V ) ⊂ Ω tels que pour
chaque z ∈ Cl(V ), x(t, z, 0) est T périodique. L’ensemble Cl(V ) est isochrone pour le
système (2.32), c.à.d il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques,
toutes ayant la même période.

Corollaire 2.4.1 (perturbation d’un ensemble isochrone) un ensemble V ouvert et
borné avec Cl(V ) ⊂ Ω tel que pour chaque z ∈ Cl(V ), la solution x(t, z, 0) est T
périodique, alors nous considérons la fonction F : Cl(V )→ Rn

F(z) =

T∫
0

M−1
z (t)F1 (t, x(t, z, 0)) dt. (2.36)

S’il existe α ∈ V avec F(α) = 0 et det((dF/dz)(α)) 6= 0, alors il existe une solution
T-périodique ϕ(t, ε) du système (2.32) tels que ϕ(0, ε)→ α quand ε→ 0.

2.4.1 Application

1. Bifurcation de Hopf du système Michelson :
En 2011, Llibre et Zhang [35] ont prouvé l’existence de bifurcation de zero-Hopf
du système differentiel de Michelson

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = c2 − y − 1

2
x2,

(2.37)

avec (x, y, z) ∈ R3 et c ≥ 0 est un paramètre réel. Lorsque c = 0 le système
(2.37) à l’origine comme une singularité ayant des valeurs propres 0,±i. Et
Lorsque c > 0 assez petit le système (2.37) a une orbite périodique qui tend
vers l’origine quand c tend vers zéro. Maintenant nous présentons les résultats
principaux.
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Théorème 2.4.2 Pour c ≥ 0 suffisamment petit, le système de Michelson
(2.37) a une bifurcation de zéro-hopf à l’origine pour c = 0. De plus pour
c > 0 suffisamment petit, les cycles limites qui bifurquent satisfait x(t) =

−2c cos t+O(c), y(t) = 2c sin t+O(c) et z(t) = 2c cot t+O(c).

Preuve : Pour ε 6= 0, on pose le changement des variables x = εx̄, y = εȳ,

z = εz̄ et c = εd, alors le système Michelson (2.37) devient :
ẋ = y,

ẏ = z,

ż = −y + εd2 − ε1

2
x2.

(2.38)

Nous utilisons toujours x, y, z au lieu de x̄, ȳ, z̄. Posons x = x, y = r sin θ et
z = r cos θ, alors le système (2.38) devient :

ẋ = r sin θ,

ṙ =
ε

2
(2d2 − x2) cos θ,

θ̇ = 1− ε

2r
(2d2 − x2) sin θ.

(2.39)

Ce système peut être écrit comme suit :
dx

dθ
= r sin θ +

ε

2
(2d2 − x2) sin2 θ + ε2f1(θ, r, ε),

dr

dθ
=
ε

2
(2d2 − x2) cos θ + ε2f2(θ, r, ε).

(2.40)

Où f1 et f2 sont des fonctions analytiques dans leurs variables.
Pour (x0, r0) 6= (0, 0), le système (2.40)ε=0 a une solution 2π périodique.

x(θ) = r0 + x0 − r0 cos θ, r(θ) = x0, (2.41)

tel que x(0) = x0 et r(0) = r0. La première équation variationnelle de (2.40)ε=0

le long de la solution (2.41) est dy1

dθ
dy2

dθ

 =

(
0 sin θ

0 0

)(
y1

y2

)
.

Il a la matrice M(t) de solution fondamentale(
1 1− cos θ

0 1

)
, (2.42)

qui est indépendante de la condition initiale (x0, r0). En appliquant le corollaire
2.4.1 au système différentiel (2.40), nous avons

F(x0, r0) =
1

2

∫ 2π

0
M−1

(
(2d2 − x2) sin2 θ

(2d2 − x2) cos θ

)
|(2.41)dθ.
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Alors F(x0, r0) = (g1(x0, r0), g2(x0, r0)) avec

g1(x0, r0) =
1

4
(4d2 − 5r2

0 − 6r0x0 − 2x2
0), g1(x0, r0) =

1

2
r0(x0 + r0).

Le système d’équations F = 0 a une seule solution réelle donnée par
(x0, r0) = (−2d, 2d) et comme le jacobien DF(x0, r0)|(x0,r0)=(−2d,2d) = d2 6= 0.
Pour d > 0 et |ε| > 0 suffisamment petit et d’après le corollaire 2.4.1, le
système (2.40) a une seule solution périodique (x(θ, ε), r(θ, ε)) de période 2π

tel que (x(0, ε), r(0, ε)) −→ (−2d, 2d) quand ε −→ 0. les valeurs propres de
DF(x0, r0)|(x0,r0)=(−2d,2d) sont ±di. Cela montre que l’orbite périodique est
linéairement stable.
Pour c > 0 suffisamment petit le système de Michelson (2.38) a une orbite
périodique donnée par x(t) = −2c cos t + o(c), y(t) = 2c sin t + o(c) et
z(t) = 2c cos t+ o(c).

2. Solution périodique pour une classe des équations différentielles non
autonome de Newton :
En 2016, Llibre et Makhlouf [29] ont étudié l’existence des solutions pério-
diques de l’équation différentielle non autonome du deuxième ordre.

ẍ = −∇xV (t, x), (2.43)

où V (t, x) = ‖x‖2
2 + εW (t, x) avec W (t, x) une fonction 2π périodique par

rapport à la variable t, ε est petit paramètre réel, x = (x1, ..., xn) et

∇xV (x, t) =

(
∂V

∂x1
, ...,

∂V

∂xn

)
.

Théorème 2.4.3 Nous définissons les fonctions

Fk =
1

2π

2π∫
0

sin t
∂W

∂xk
(t, x10 cos t+ y10 sin t, ..., xn0 cos t+ yn0 sin t) dt,

F2k = − 1

2π

2π∫
0

cos t
∂W

∂xk
(t, x10 cos t+ y10 sin t, ..., xn0 cos t+ yn0 sin t) dt,

pour k = 1, ..., n. Si la fonction W (t, x1, ..., xn) est 2π-périodique par rapport
à la variable t, alors pour chaque ε 6= 0 suffisamment petit et pour chaque
(x∗10, ..., x

∗
n0, y

∗
10, ..., y

∗
n0) solution du système

Fk (x10, ..., xn0, y10, ..., yn0) = 0,

F2k (x10, ..., xn0, y10, ..., yn0) = 0, Pour k=1,...,n,
(2.44)
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satisfaisant

det

(
∂ (F1, ...,F2n)

∂ (x10, ..., xn0, y10, ..., yn0)
\(x10,...,xn0,y10,...,yn0)=(x∗10,...,x∗n0,y∗10,...,y∗n0)

)
6= 0,

(2.45)
l’équation différentielle non autonome (2.43) a une solution 2π périodique
x (t, ε) qui tend vers la solution 2π périodique (x∗10 cos t+ y∗10 sin t, ..., x∗n0 cos t

+y∗n0 sin t) de
..
x+ x = 0 quand ε→ 0.

Preuve : Si yi = ẋi, pour i = 1, . . . , n, alors l’équation différentielle non auto-
nome du deuxième ordre (2.43) peut être écrite comme un système différentiel
de premier ordre suivant dans R2n

ẋi = yi,

ẏi = −xi − ε∂W (t,x)
∂xi

.
(2.46)

Pour i = 1, . . . , n, pour ε = 0, (x, y) = (0.0) est le point d’équilibre de système
(2.46). Les valeurs propres du système linéarisé on ce point sont toutes les
imaginaires ±i, ...,±i. La solution (x(t), y(t)) du système non perturbé (c.à.d
système (2.46) avec ε = 0) tels que (x(0), y(0)) = (x0, y0) est

xi = xi0 cos t+ yi0 sin t,

yi = yi0 cos t− xi0 sin t.
(2.47)

Pour i = 1, ...n, toutes ces orbites sont 2π périodiques. On utilise la notation
présentée dans la section 3, nous avons X = (x, y), z = (x0, y0), F0(x, t) =

(y,−x), F1(x, t) = (0,−∇xW (t, x)) et F2(x, t, ε) = (0, 0). La solution de la
matrice fondamentale M−1

z (t) est indépendante de z et nous la dénoterons
par M(t). Un calcul facile montre que :

M(t) =



cos t 0 ... 0 sin t 0 ... 0

0 cos t ... 0 0 sin t ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ... cos t 0 0 ... sin t

− sin t 0 ... 0 cos t 0 ... 0

0 − sin t ... 0 0 cos t ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ... − sin t 0 0 ... cos t


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et

M−1(t) =



cos t 0 ... 0 − sin t 0 ... 0

0 cos t ... 0 0 − sin t ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ... cos t 0 0 ... − sin t

sin t 0 ... 0 cos t 0 ... 0

0 sin t ... 0 0 cos t ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ... sin t 0 0 ... cos t


.

Selon le corollaire 2.4.1 nous étudions les zéros α = (x0, y0) des composants 2n

de la fonction F(α) donnée dans (3.17). Plus précisément nous avons F(α) =

(F1(α), ...,F2n(α)), tels que

Fk(α) =
1

2π

2π∫
0

sin t
∂W

∂xk
(t, x10 cos t+ y10 sin t, ..., xn0 cos t+ yn0 sin t) dt,

F2k(α) = − 1

2π

2π∫
0

cos t
∂W

∂xk
(t, x10 cos t+ y10 sin t, ..., xn0 cos t+ yn0 sin t) dt,

pour k = 1, . . . , n.

En illustrant par exemple :
Considérons l’équation différentielle non autonome du Newton (2.43)
avec le potentiel V (t, x1, x2) =

x21+x22
2 + εW (t, x1, x2), où W (t, x1, x2) =(

ax1 + bx2 + cx3
1 + dx3

2

)
sin t. Alors nous avons

F1(x10, x20, y10, y20) =
1

8
(4a+ 3c(x2

10 + 3y2
10)),

F2(x10, x20, y10, y20) =
1

8
(4b+ 3d(x2

20 + 3y2
20)),

F3(x10, x20, y10, y20) = −3

4
cx10y10,

F4(x10, x20, y10, y20) = −3

4
dx20y20,

Si ac < 0 et bd < 0, alors le système F1 = F2 = F3 = F4 = 0 a 16 solutions
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(x∗10, x
∗
20, y

∗
10, y

∗
20) données par(

±2

√
− a

3c
,±2

√
− b

3d
, 0, 0

)
,(

±2

√
− a

3c
, 0, 0,±2

3

√
− b
d

)
,(

0,±2

√
− b

3d
,±2

3

√
−a
c
, 0

)
,(

0, 0,±2

3

√
−a
c
,±2

3

√
− b
d

)
,

Nous calculons les déterminants correspondants aux solutions
(x∗10, x

∗
20, y

∗
10, y

∗
20)

det

(
∂(F1,F2,F3,F4)

∂(x10, x20, y10, y20)
\(x10,x20,y10,y20)=(x∗10,x∗20,y∗10,y∗20)

)
6= 0,

pour ces quatre solutions (x∗10, x
∗
20, y

∗
10, y

∗
20) sont 9

16abcd, −
9
16abcd, −

9
16abcd et

9
16abcd respectivement. Donc, l’équation différentielle (2.43) a quatre solutions
2π-périodiques qui tendent vers les solutions périodiques de l’équation non
perturbée.
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3.1 Présentation du problème et résultats principaux

En 2014, García et al. [18] ont étudié le nombre maximal de cycles limites de
faible amplitude pour les systèmes différentiels plus généralisés de Liénard

ẋ = y, ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2, (3.1)

où f(x), g(x), et h(x) sont de degrés n peut avoir [n2 ] cycles limites en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre et n cycles limites en utilisant la théorie
de moyennisation du deuxième ordre.

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier et du
deuxième ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre linéaire d’une classe de systèmes différentiels de
Liénard plus généralisée que (3.1){

ẋ = y,

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,
(3.2)

où f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et
l(x) = εl1(x) + ε2l2(x). Pour chaque k = 1, 2, fk(x), gk(x), hk(x) et lk(x) sont de
degrés n. ε est un paramètre réel supposé petit.
Remarque : Si l(x) = h(x) = 0, le système (3.2) coïncide avec les systèmes diffé-
rentiels généralisés de Lienard (1).
Nos principaux résultats sont les deux théorèmes suivants :
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Théorème 3.1.1 Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles
limites du systeme différentiel (3.2) qui bifurquent du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x

en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est

H̃1(n) = [
n

2
] + 1.

Théorème 3.1.2 Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles
limites du systeme différentiel (3.2) qui bifurquent du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x

en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre est

H̃2(n) = n+ 1.

3.2 Preuves des resultats

3.2.1 Preuve du théorème 3.1.1

Pour appliquer la moyennisation d’ordre un, on écrit le système (3.2), en coor-
données polaires

x = r cos θ, y = r sin θ avec k = 1. (3.3)

Posons :

f1(x) =
n∑
i=0

aix
i, g1(x) =

n∑
i=0

bix
i, h1(x) =

n∑
i=0

cix
i et l1(x) =

n∑
i=0

dix
i, (3.4)

le système (3.2) devient

ṙ = −ε
n∑
i=0

(
air

iRi(θ) + bir
i+1Ti(θ) + cir

i+2Si(θ) + dir
i+3Ui(θ)

)
,

θ̇ = −1− ε

r

n∑
i=0

(
air

i cosi+1 θ + bir
i+1Ri+1(θ) + cir

i+2Ti+1(θ)

+ dir
i+3Si+1(θ)

)
,

(3.5)

où
Rj(θ) = cosj θ sin θ,

Tj(θ) = cosj θ sin2 θ = cosjθ − cosj+2θ,

Sj(θ) = cosj θ sin3 θ = cosjθ sin θ − cosj+2θ sin θ,

Ui(θ) = cosj θ sin4 θ = cosjθ − 2cosj+2θ + cosj+4θ.
Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.5)
s’écrit sous la forme suivante :

dr

dθ
=
ṙ

θ̇
= εF1(θ, r) + O(ε2),

où

F1(θ, r) =

n∑
i=0

(
air

iRi(θ) + bir
i+1Ti(θ) + cir

i+2Si(θ) + dir
i+3Ui(θ)

)
. (3.6)
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généralisés de type Liénard

Alors

F10(r) =
1

2π

n∑
i=0

(
air

iJi(2π) + bir
i+1Ĩi(2π) + cir

i+2J̃i(2π) + dir
i+3 ˜̃Ii(2π)

)
, (3.7)

où

Jk(2π) =

∫ 2π

0
Rk(θ) dθ, Ĩk(2π) =

∫ 2π

0
Tk(θ) dθ, J̃k(2π) =

∫ 2π

0
Sk(θ) dθ,

˜̃Ik(2π) =

∫ 2π

0
Uk(θ) dθ.

Pour calculer l’expression exacte de F10, nous utilisons les expressions des
intégrales de l’annexe A. Nous obtenons

F10(r) =
r

2π

[n
2

]∑
i=0

(
b2iĨ2i(2π)r2i + d2i

˜̃I2i(2π)r2i+2
)

= r

[n
2

]∑
i=0

αi
2i+1(i+ 1)!

(
b2ir

2i + d2i
3

2(i+ 2)
r2i+2

)
, (3.8)

où
αk = 3.5.....(2k − 1), αk+1 = (2k + 1)αk.

Donc le polynôme F10(r) a au plus [n2 ] + 1 racines positives.

Exemple 3.2.1 Dans cette section, nous montrons que la limite supérieure H̃1(n)

est atteinte dans le cas où 1 ≤ n ≤ 5. Les calculs ont été vérifiés à l’aide de Maple.
Nous notons Fn10(r) la fonction F10(r)/r correspondant, un calcul adéquat permet
d’obtenir

• F 1
10(r) = 1

2b0 + 3
8d0r

2.
• F 2

10(r) = F 3
10(r) = 1

2b0 + (3
8d0 + 1

8b2)r2 + 1
16d2r

4.
• F 4

10(r) = F 5
10(r) = 1

2b0 + (3
8d0 + 1

8b2)r2 + ( 1
16d2 + 1

16b4)r4 + 3
128d4r

6.

Si nous fixons b0 = 2, b2 = −20
3 , b4 = 8, d0 = −8

3 , d2 = 8 and d4 = −64
9 .

Nous avons

F 1
10(r) = 1− r2, qui a exactement un racine positive.
F 2

10(r) = F 3
10(r) = 1

2(2
3 − r

2)(3− r2), qui a exactement deux racines positives.
F 4

10(r) = F 5
10(r) = 1

6(1−r2)(2−r2)(3−r2), qui a exactement trois racines positives.

3.2.2 Preuve du théorème 3.1.2

Pour démontrer le théorème 3.1.2, nous utilisons la méthode de moyennisation
d’ordre deux. Tenant compte de (3.4) et en posant

f2(x) =
n∑
i=0

pix
i, g2(x) =

n∑
i=0

qix
i, h2(x) =

n∑
i=0

six
i and l2 (x) =

n∑
i=0

vix
i,
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avec k = 1, 2. Le changement en coordonnées polaires (r, θ), transforme le système
(3.3) en

ṙ = −ε
n∑
i=0

(
air

iRi(θ) + bir
i+1Ti(θ) + cir

i+2Si(θ) + dir
i+3Ui(θ)

)
−ε2

n∑
i=0

(
pir

iRi(θ) + qir
i+1Ti(θ) + sir

i+2Si(θ) + vir
i+3Ui(θ)

)
,

θ̇ = −1− ε

r

n∑
i=0

(
air

i cosi+1 θ + bir
i+1Ri+1(θ) + cir

i+2Ti+1(θ) + dir
i+3Si+1(θ)

)
−ε

2

r

n∑
i=0

(
pir

i cosi+1 θ + qir
i+1Ri+1(θ)r + sir

i+2Ti+1(θ) + vir
i+3Si+1(θ)

)
.

(3.9)
Considérons maintenant θ comme une variable indépendante, on obtient

dr

dθ
=
ṙ

θ̇
= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) + O(ε3), (3.10)

où

F1(θ, r) =
n∑
i=0

(
air

iRi(θ) + bir
i+1Ti(θ) + cir

i+2Si(θ) + dir
i+3Ui(θ)

)
, (3.11)

F2(θ, r) =
n∑
i=0

(
pir

iRi(θ) + qir
i+1Ti(θ) + sir

i+2Si(θ) + vir
i+3Ui(θ)

)
− 1

r

n∑
i=0

(
air

iRi(θ) + bir
i+1Ti(θ) + cir

i+2Si(θ) + dir
i+3Ui(θ)

)
×

(
air

i cosi+1 θ + bir
i+1Ri+1(θ) + cir

i+2Ti+1(θ) + dir
i+3Si+1(θ)

)
.

(3.12)

Déterminons la fonction F20 correspondante. Pour cela, posons F10 ≡ 0 qui est
équivalent à 

b0 = d2[n
2

] = 0,

b2i = −3
2i−1d2i−2, 1 ≤ i ≤ [n2 ].

(3.13)

Tout d’abord, en utilisant (3.13) et en remplaçant dans (3.11) on obtient

F1(r, θ) =

n∑
i=0

(
air

iRi(θ) + cir
i+2Si(θ)

)
+

[n−1
2

]∑
i=0

(
b2i+1r

2i+2T2i+1(θ)

+ d2i+1r
2i+4U2i+1(θ)

)
+

[n
2

]∑
i=0

d2i−2r
2i+1

(
T2i−2 −

2i+ 2

2i− 1
T2i(θ)

)
.
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Alors

dF1(r, θ)

dr
=

n∑
i=0

(iair
i−1Ri(θ) + (i+ 2)cir

i+1Si(θ)) +

[n−1
2

]∑
i=0

((2i+ 2)b2i+1r
2i+1

× T2i+1(θ) + (2i+ 4)d2i+1r
2i+3U2i+1(θ)) +

[n
2

]∑
i=0

(2i+ 1)d2i−2r
2i

× (T2i−2 −
2i+ 2

2i− 1
T2i(θ)). (3.14)

En tenant compte du fait que

1

22i−2

(
2i− 2

i− 1

)
θ − 4i+ 1

22i(2i− 1)

(
2i

i

)
θ +

2i+ 2

22i+2(2i− 1)

(
2i+ 2

i+ 1

)
θ = 0,

ensuite, en utilisant les intégrales de l’annexe A, nous obtenons

y(θ, r) =
n∑
i=0

(
air

iJi(θ) + cir
i+2J̃i(θ)

)
+

[n−1
2

]∑
i=0

(
b2i+1r

2i+2
i+1∑
l=0

γ̃i,l sin(2l + 1)θ

+d2i+1r
2i+4

i+2∑
l=0

˜̃γi,l sin(2l + 1)θ

)
+

[n
2

]∑
i=0

d2i−2r
2i+1

i+1∑
l=0

β̃i,l sin(2lθ),

(3.15)

où

γ̃i,l =

{
γi,l − γi+1,l, 0 ≤ l ≤ i,
−γi+1,i+1, l = i+ 1.

˜̃γi,l =


γi,l − 2γi+1,l + γi+2,l, 0 ≤ l ≤ i,
−2γi+1,i+1 + γi+2,i+1, l = i+ 1,

γi+2,i+2, l = i+ 2.

β̃i,l =


βi−1,l − 4i+1

2i−1βi,l + 2i+2
2i−1βi+1,l, 0 ≤ l ≤ i− 1,

−4i+1
2i−1βi,i + 2i+2

2i−1βi+1,i, l = i,
2i+2
2i−1βi+1,i+1, l = i+ 1.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r),

avec

F 1
20(r) =

1

2π

∫ 2π

0

dF1(θ, r)

dr
.y(θ, r)dθ,

F 2
20(r) =

1

2π

∫ 2π

0
F2(θ, r)dθ.

Dans les lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales F 1
20(r) et F 2

20(r).
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Lemme 3.2.1 L’intégrale F 1
20(r) est un polynôme en r donnée par :

F 1
20(r) =

[n
2

]∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

(
a2sb2k+1r

2s+2k+1(2s
k+1∑
l=0

γ̃k,lπCs,l −
(k + 1)παk+s+1

2k+s(2s+ 1)(k + s+ 2)!
)

+ a2sd2k+1r
2s+2k+3(2s

k+2∑
l=0

˜̃γk,lπCi,l −
3(k + 2)παk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 3)!
)

+ c2sb2k+1r
2s+2k+3((2s+ 2)

k+1∑
l=0

γ̃k,lπKs,l −
(k + 1)(4k + 10s+ 15)παk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 3)!
)

+ c2sd2k+1r
2s+2k+5((2s+ 2)

k+2∑
l=0

˜̃γk,lπK2s,l −
3(k + 2)(4k + 14s+ 21)παk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 4)!
)

+ a2k+1d2s−2r
2s+2k+1((2k + 1)

s+1∑
l=1

β̃s,lπC̃k,l +
3(2s+ 1)παk+s

2k+s+1(2s− 1)(k + s+ 2)!
)

+ c2k+1d2s−2r
2s+2k+3((2k + 3)

s+1∑
l=1

β̃s,lπK̃k,l +
15(2s+ 1)παk+s

2k+s+2(2s− 1)(k + s+ 3)!
)

)
.

(3.16)

Preuve. D’après les expressions (3.14) et (3.15) nous obtenons

F 1
20(r) =

n∑
i=0

n∑
j=0

(
iaiajr

i+j−1

∫ 2π

0
Ri(θ)Jj(θ)dθ + iaicjr

i+j+1

∫ 2π

0
Ri(θ)J̃j(θ)dθ

+ (i+ 2)ciajr
i+j+1

∫ 2π

0
Si(θ)Jj(θ)dθ + (i+ 2)cicjr

i+j+3

∫ 2π

0
Si(θ)J̃j(θ)dθ

)

+

n∑
i=0

[n−1
2

]∑
k=0

(
aib2k+1r

i+2k+1(i
k+1∑
l=0

γ̃k,l

∫ 2π

0
Ri(θ) sin((2l + 1)θ)dθ + (2k + 2)

×
∫ 2π

0
T2k+1(θ)Ji(θ)dθ) + cib2k+1r

i+2k+3((i+ 2)

k+1∑
l=0

γ̃k,l

∫ 2π

0
Si(θ) sin((2l + 1)θ)dθ

+ (2k + 2)

∫ 2π

0
T2k+1(θ)J̃i(θ)dθ) + aid2k+1r

i+2k+3(i

k+2∑
l=0

˜̃γk,l

∫ 2π

0
Ri(θ) sin(2l + 1)θdθ

+ (2k + 4)

∫ 2π

0
U2k+1(θ)Ji(θ)dθ) + cid2k+1r

i+2k+5((i+ 2)

k+2∑
l=0

˜̃γk,l

∫ 2π

0
Si(θ)

× sin(2l + 1)θdθ + (2k + 4)

∫ 2π

0
U2k+1(θ)J̃i(θ)dθ) +

[n−1
2

]∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

((2k + 2)

× (b2s+1b2k+1r
2s+2k+3

s+1∑
l=0

γ̃s,l

∫ 2π

0
T2k+1(θ) sin(2l + 1)θdθ + d2s+1b2k+1r

2s+2k+5
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×
s+2∑
l=0

˜̃γs,l

∫ 2π

0
T2k+1(θ)sin(2l + 1)θdθ) + (2k + 4)r2s+2k+5(b2s+1d2k+1

s+1∑
l=0

γ̃s,l

×
∫ 2π

0
U2k+1(θ) sin(2l + 1)θdθ + d2s+1d2k+1r

2s+2k+7
s+2∑
l=0

˜̃γs,l

∫ 2π

0
U2k+1(θ)

× sin(2l + 1)θdθ)) +

n∑
s=0

[n
2

]∑
k=0

(
aid2k−2r

i+2k(i

k+1∑
l=1

β̃k,l

∫ 2π

0
Ri(θ) sin(2lθ)dθ + (2k + 1)

× (

∫ 2π

0
T2k−2(θ)Ji(θ)dθ −

2k + 2

2k − 1

∫ 2π

0
T2k(θ)Ji(θ)dθ)) + cid2k−2r

i+2k+2

× ((i+ 2)
k+1∑
l=1

β̃k,l

∫ 2π

0
Si(θ) sin(2lθ)dθ + (2k + 1)(

∫ 2π

0
T2k−2(θ)J̃i(θ)dθ

− 2k + 2

2k − 1

∫ 2π

0
T2k(θ)J̃i(θ)dθ))

)
+

[n
2

]∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

(
r2s+2k+2d2s−2b2k+1((2k + 2)

s+1∑
l=0

β̃s,l

×
∫ 2π

0
T2k+1(θ) sin(2lθ)dθ + (2s+ 1)(

k+1∑
l=0

γ̃k,l

∫ 2π

0
T2s−2(θ) sin(2l + 1)θdθ

− 2s+ 2

2s− 1

∫ 2π

0
T2s(θ) sin((2l + 1)θ)dθ)) + d2s−2d2k+1r

2s+2k+4((2k + 4)
s+1∑
l=0

β̃s,l

×
∫ 2π

0
U2k+1(θ) sin(2lθ)dθ + (2s+ 1)(

k+2∑
l=0

˜̃γk,l

∫ 2π

0
T2s−2(θ) sin(2l + 1)θdθ

− 2s+ 2

2s− 1

∫ 2π

0
T2s(θ) sin(2l + 1)θ)dθ))

)
+

[n
2

]∑
s=0

[n
2

]∑
k=0

r2s+2k+1(2s+ 1)d2s−2d2k−2

×
k+1∑
l=0

β̃k,l

(∫ 2π

0
T2s−2(θ) sin(2lθ)dθ − 2s+ 2

2s− 1

∫ 2π

0
T2s(θ) sin(2lθ)dθ

)
.

Pour simplifier l’expression du polynôme F 1
20(r), nous utilisons les intégrales de

l’appendice A. On a

•
∫ 2π

0 Ri(θ)Jj(θ)dθ =
∫ 2π

0 Ri(θ)J̃j(θ)dθ =
∫ 2π

0 Si(θ)Jj(θ)dθ =∫ 2π
0 Si(θ)J̃j(θ)dθ =

∫ 2π
0 Ti(θ) sin(2l + 1)θdθ =

∫ 2π
0 Ui(θ) sin(2l + 1)θdθ =∫ 2π

0 Ti(θ) sin(2lθ)dθ =
∫ 2π

0 Ui(θ) sin(2lθ)dθ = 0.

•
∫ 2π

0 Ti(θ)Jj(θ)dθ =
1

2s+1 Ĩ2k(2π), if i=2k, j=2s,
1

2s+2(Ĩ2k(2π)− Ĩ2k+2s+2(2π)), if i=2k, j=2s+1,
− 1

2s+1 Ĩ2k+2s+2(2π), if i=2k+1, j=2s,
0, if i=2k+1, j=2s+1.
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•
∫ 2π

0 Ti(θ)J̃j(θ)dθ =

2
(2s+1)(2s+3) Ĩ2k(2π), if i=2k, j=2s,

2
(2s+2)(2s+4) Ĩ2k(2π)− 2

(2s+2) Ĩ2k+2s+2(2π)

+ 2
(2s+4) Ĩ2k+2s+4(2π), if i=2k, j=2s+1,
− 2

(2s+1) Ĩ2k+2s+2(2π) + 2
(2s+3) Ĩ2k+2s+4(2π), if i=2k+1, j=2s,

0, if i=2k+1, j=2s+1.

•
∫ 2π

0 U2k+1(θ)Ji(θ)dθ =

{
− 1

2s+2
˜̃I2k+2s+2(2π), i=2s,

0, if i=2s+1.

•
∫ 2π

0 U2k+1(θ)J̃i(θ)dθ ={
− 2

(2s+1)
˜̃I2k+2s+2(2π) + 2

(2s+3)
˜̃I2k+2s+4(2π), if i=2s,

0, if i=2s+1.

•
∫ 2π

0 Ri(θ) sin(2l + 1)θdθ =

{
πCs,l, i = 2s,

0, i = 2s+ 1.

•
∫ 2π

0 Si(θ) sin(2l + 1)θdθ =

{
πKs,l, i = 2s,

0, i = 2s+ 1.

•
∫ 2π

0 Ri(θ) sin(2lθ)dθ =

{
πC̃s,l, i = 2s+ 1,

0, i = 2s.

•
∫ 2π

0 Si(θ) sin(2lθ)dθ =

{
πK̃s,l, i = 2s+ 1,

0, i = 2s.

Lemme 3.2.2 L’intégrale F 2
20(r) est un polynôme en r donnée par :

F 2
20(r) =

[n
2

]∑
s=0

παs
2s(s+ 1)!

(q2sr
2s+1 +

3

2(s+ 2)
v2sr

2s+3)−
[n
2

]∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

(a2sb2k+1

× r2s+2k+1 παs+k+1

2s+k(s+ k + 2)!
+ a2sd2k+1r

2s+2k+3 3παs+k+1

2s+k+1(s+ k + 3)!

+ c2sb2k+1r
2s+2k+3 3παs+k+1

2s+k+1(s+ k + 3)!
+ c2sd2k+1r

2s+2k+5 15π

2s+k+2

× αs+k+1

(s+ k + 4)!
− a2k+1d2s−2r

2s+2k+1 3π(k + 1)αs+k
2s+k−1(2s− 1)(s+ k + 2)!

− c2k+1d2s−2r
2s+2k+3 3π(3k − 2s+ 4)αs+k

2s+k(2s− 1)(s+ k + 3)!

)
. (3.17)
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Preuve. En remplaçant l’expression (3.13) dans (3.12), nous avons

F2(r, θ) =

n∑
i=0

(
pir

iRi(θ) + qir
i+1Ti(θ) + sir

i+2Si(θ) + vir
i+3U2i+1(θ)

)

− 1

r

 n∑
i=0

(air
iRi(θ) + cir

i+2Si(θ)) +

[n−1
2

]∑
k=0

(b2k+1r
2k+2T2k+1(θ)

+ d2k+1r
2k+4U2k+1(θ)) +

[n
2

]∑
k=0

d2k−2r
2i+1(T2k−2(θ)− 2k + 2

2k − 1
T2k(θ))

×

 n∑
i=0

(air
i cosi+1(θ) + cir

i+2Ti+1(θ)) +

[n−1
2

]∑
k=0

(b2k+1r
2k+2R2k+2(θ)

+ d2k+1r
2k+4S2k+2(θ)) +

[n
2

]∑
k=0

d2k−2r
2k+1(R2k−1 −

2k + 2

2k − 1
R2k+1(θ))

 .

Alors

F 2
20(r) =

n∑
i=0

(
pir

i

∫ 2π

0
Ri(θ)dθ + qir

i+1

∫ 2π

0
Ti(θ)dθ + sir

i+2

∫ 2π

0
Si(θ)dθ + vir

i+3

×
∫ 2π

0
Ui(θ)dθ

)
−

n∑
i=0

n∑
j=0

(
aiajr

i+j−1

∫ 2π

0
Ri(θ) cosj+1 θdθ + aicjr

i+j+1

×
∫ 2π

0
Ri(θ)Tj+1(θ)dθ + ciajr

i+j+1

∫ 2π

0
Si(θ) cosj+1 θdθ + cicjr

i+j+3

×
∫ 2π

0
Si(θ)Tj+1(θ)dθ

)
−

n∑
i=0

[n−1
2

]∑
k=0

(
aib2k+1r

i+2k+1(

∫ 2π

0
T2k+1(θ) cosi+1 θdθ

+

∫ 2π

0
R2k+2(θ)Ri(θ)dθ) + aid2k+1r

i+2k+3(

∫ 2π

0
U2k+1(θ) cosi+1 θdθ +

∫ 2π

0
S2k+2(θ)

× Ri(θ)dθ) + cib2k+1r
i+2k+3(

∫ 2π

0
T2k+1(θ)Ti(θ)dθ +

∫ 2π

0
R2k+2(θ)Si(θ)dθ)

+ cid2k+1r
i+2k+5(

∫ 2π

0
U2k+1(θ)Ti(θ)dθ +

∫ 2π

0
S2k+2(θ)Si(θ)dθ)

)
−

n∑
i=0

[n
2

]∑
s=0

(aid2s−2

× ri+2s(

∫ 2π

0
Ri(θ)R2s−1(θ)dθ +

∫ 2π

0
T2s−2(θ) cosi+1 θdθ − 2s+ 2

2s− 1
(

∫ 2π

0
Ri(θ)

× R2s+1(θ)dθ +

∫ 2π

0
T2s(θ) cosi+1 θdθ)) + cid2s−2r

i+2s+2(

∫ 2π

0
Si(θ)R2s−1(θ)dθ
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+

∫ 2π

0
T2s−2(θ)Ti(θ)dθ −

2s+ 2

2s− 1
(

∫ 2π

0
Si(θ)R2s+1(θ)dθ +

∫ 2π

0
T2s(θ)Ti(θ)dθ)

)

−
[n−1

2∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

(
b2s+1b2k+1r

2s+2k+3

∫ 2π

0
T2s+1(θ)R2k+2(θ)dθ + d2s+1b2k+1r

2s+2k+5

×
∫ 2π

0
U2s+1(θ)R2k+2(θ)dθ + b2s+1d2k+1r

2s+2k+5

∫ 2π

0
T2s+1(θ)S2k+2(θ)dθ

+ d2s+1,1d2k+1r
2s+2k+7

∫ 2π

0
U2s+1(θ)S2k+2(θ)dθ

)
−

[n
2

]∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

(d2s−2b2k+1

× r2s+2k+2(

∫ 2π

0
T2s−2(θ)R2k+2(θ)dθ +

∫ 2π

0
R2s−1(θ)T2k+1(θ)dθ − 2s+ 2

2s− 1

× (

∫ 2π

0
T2s(θ)R2k+2(θ)dθ +

∫ 2π

0
R2s+1(θ)T2k+1(θ)dθ)) + d2s−2d2k+1r

2s+2k+4

× (

∫ 2π

0
T2s−2(θ)S2k+2(θ)dθ +

∫ 2π

0
R2s−1(θ)U2k+1(θ)dθ − 2s+ 2

2s− 1
(

∫ 2π

0
T2s(θ)

× S2k+2(θ)dθ +

∫ 2π

0
R2s+1(θ)U2k+1(θ)dθ))

)
−

[n
2∑

i=0

[n
2

]∑
k=0

d2s−2d2k−2r
2s+2k+3

×
(∫ 2π

0
T2s−2(θ)R2k−1(θ)dθ − 2s+ 2

2s− 1
(

∫ 2π

0
T2s−2(θ)R2k+1(θ)dθ

+

∫ 2π

0
T2s(θ)R2k−1(θ)dθ) +

(2s+ 2)2

(2s− 1)2

∫ 2π

0
T2s(θ)R2k+1(θ)dθ

)
.

Pour une expression explicite du polynôme F 2
20(r), en utilisant les intégrales de

l’appendice A nous avons

•
∫ 2π

0 Ri(θ)dθ =
∫ 2π

0 Si(θ)dθ =
∫ 2π

0 cosi θRj(θ)dθ =
∫ 2π

0 cosi θSj(θ)dθ =∫ 2π
0 Ri(θ)Tj(θ)dθ =

∫ 2π
0 Si(θ)Tj(θ)dθ =

∫ 2π
0 Ri(θ)Uj(θ)dθ =∫ 2π

0 Si(θ)Uj(θ)dθ = 0.

•
∫ 2π

0 Ti(θ)dθ =

{
0, if i = 2k + 1,
Ĩ2k(2π) = παk

2k(k+1)!
, if i = 2k.

•
∫ 2π

0 cosi+1 θT2k+1(θ)dθ =
∫ 2π

0 R2k+2(θ)Ri(θ)dθ ={
0, if i = 2s+ 1,
Ĩ2k+2s+2(2π) =

παk+s+1

2k+s+1(k+s+2)!
, if i = 2s.
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•
∫ 2π

0 R2k+2(θ)Si(θ)dθ =
∫ 2π

0 T2k+1(θ)Ti+1(θ)dθ =
∫ 2π

0 cosi+1 θU2k+1(θ)dθ =∫ 2π
0 S2k+2(θ)Ri(θ)dθ

=

{
0, if i = 2s+ 1,
˜̃I2k+2s+2(2π) =

3παk+s+1

2k+s+2(k+s+3)!
, if i = 2s.

•
∫ 2π

0 U2k+1(θ)Ti(θ)dθ =
∫ 2π

0 S2k+1(θ)Si(θ)dθ ={
0, if i = 2s,
˜̃I2k+2s+2(2π)− ˜̃I2k+2s+4(2π) =

15παk+s+1

2k+s+3(k+s+4)!
, if i = 2s+ 1.

D’après les lemmes 3.2.1 et 3.2.2, nous avons

F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r)

=

[n
2

]∑
s=0

αs
2s+1(s+ 1)!

(
q2sr

2s+1 +
3

2(s+ 2)
v2sr

2s+3

)
+

[n
2

]∑
s=0

[n−1
2

]∑
k=0

(a2sb2k+1

× r2s+2k+1(s
k+1∑
l=0

γ̃k,lCs,l −
(2s+ k + 2)αk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 2)!
) + c2sb2k+1r

2s+2k+3

× ((s+ 1)
k+1∑
l=0

γ̃k,lKs,l −
(12s2 + 4k2 + 34s+ 10sk + 19k + 24)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 3)!
)

+ a2sd2k+1r
2s+2k+3(s

k+2∑
l=0

˜̃γk,lCs,l −
3(2s+ k + 3)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(k + s+ 3)!
) + c2sd2k+1

× r2s+2k+5((s+ 1)

k+2∑
l=0

˜̃γk,lKs,l −
3(20s2 + 4k2 + 68s+ 14sk + 29k + 57)αk+s+1

2k+s+3(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 4)!
)

+ a2k+1d2s−2r
2s+2k+1(

(2s+ 1)

2

s+1∑
l=1

β̃s,lC̃k,l +
3(4k + 2s+ 5)αk+s

2k+s+2(2s− 1)(k + s+ 2)!
)

+ c2k+1d2s−2r
2s+2k+3(

(2s+ 3)

2

s+1∑
l=1

β̃s,lK̃k,l −
3(12k + 2s+ 21)αk+s

2k+s+3(2s− 1)(k + s+ 3)!
)

)
.

(3.18)

Pour trouver les racines positives réelles de F20(r), nous devons trouver les racines
d’un polynôme dans r2 de degré égal au [n2 ] + [n−1

2 ] + 2. Puisque
[
n−1

2

]
+
[
n
2

]
+ 2

prend la valeur
[
n−1

2

]
+
[
n−1

2

]
+ 2 si n est impair et la valeur

[
n
2

]
+
[
n−2

2

]
+ 2 si n

est pair, soit n + 1 dans les deux cas. Nous concluons que F20(r) a au plus n + 1

racines positives simples.
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Exemple 3.2.2 Dans cette section, nous montrons que la limite supérieure H̃2(n)

est atteinte dans le cas où 1 ≤ n ≤ 5. Les calculs ont été vérifiés à l’aide de Maple.
Nous notons Fn20(r) la fonction F20(r)/r correspondant, un calcul adéquat permet
d’obtenir

• F 1
20(r) = 1

2q0 − 1
2a0b1 + (3

8v0 − 1
8c0b1 − 3

8d1a0)r2 − 3
16d1c0r

4.

• F 2
20(r) = 1

2q0 − 1
2a0b1 + (3

8v0 − 1
8c0b1 − 3

8d1a0 − 1
8b1a2 + 3

8d0a1 + 1
8q2)r2 +

(− 3
16d1c0 − 1

48b1c2 + 1
16d0c1 + 1

16v2 − 1
16d1a2)r4 − 3

128d1c2r
6.

• F 3
20(r) = 1

2q0 − 1
2a0b1 + (3

8v0 − 1
8c0b1 − 3

8d1a0 − 1
8b1a2 + 3

8d0a1 + 1
8q2 − 3

8a0b3)r2 +

(− 3
16d1c0− 1

48b1c2 + 1
16d0c1 + 1

16v2− 1
16d1a2− 7

48c0b3 + 3
16d0a3− 3

16a0d3− 5
48b3a2)r4

+ (− 3
128d1c2 − 3

128b3c2 − 5
128d3a2 − 13

128d3c0 + 3
128d0c3)r6 − 19

1280d3c2r
8.

• F 4
10(r) = 1

2q0 − 1
2a0b1 + (3

8v0 − 1
8c0b1 − 3

8d1a0 − 1
8b1a2 + 3

8d0a1 + 1
8q2 −

3
8a0b3)r2 + ( 1

16q4 − 1
16a4b1 − 3

16d1c0 − 1
48b1c2 + 1

16d0c1 + 1
16v2 − 1

16d1a2 − 7
48c0b3 +

3
16d0a3 − 3

16a0d3 − 5
48b3a2 + 1

16d2a1)r4 + ( 3
128q4 + 5

128a3d2 − 1
128c4b1 − 3

128a4d1 −
7

128a4b3 + 1
128d2c1− 3

128d1c2− 3
128b3c2− 5

128d3a2− 13
128d3c0 + 3

128d0c3)r6 +(− 19
1280d3c2−

9
1280c4d1 − 11

1280c4b3 + 1
256d2c3 − 21

1280a4d3)r8 − 5
1024c4d3r

10.

• F 5
20(r) = 1

2q0 − 1
2a0b1 + (3

8v0 − 1
8c0b1 − 3

8d1a0 − 1
8b1a2 + 3

8d0a1 + 1
8q2 −

3
8a0b3)r2 + ( 1

16q4 − 1
16a4b1 − 3

16d1c0 − 1
48b1c2 + 1

16d0c1 + 1
16v2 − 1

16d1a2 − 7
48c0b3 +

3
16d0a3 − 3

16a0d3 − 5
48b3a2 + 1

16d2a1 − 5
16a0b5)r4 + ( 3

128q4 + 5
128a3d2 − 1

128c4b1 −
3

128a4d1 − 7
128a4b3 + 1

128d2c1 − 3
128d1c2 − 3

128b3c2 − 5
128d3a2 − 13

128d3c0 + 3
128d0c3 +

15
128d0a5 − 35

384b5a2 − 15
128a4d5 − 55

384c0b5)r6 + (− 19
1280d3c2 − 9

1280c4d1 − 11
1280c4b3 +

1
256d2c3 − 21

1280a4d3 − 91
1024b5c2 − 17

256c0d5 − 17
256d5a2 + 7

256a5d2 − 63
1280a4b5)r8 +

( 7
3072d2c5 − 9

1024c4b5 − 161
15360c2d5 − 63

5120a4d5 − 5
1024c4d3)r10 − 261

71680c4d5r
12.

Si nous fixons q0 = 1, q2 = −2
3 , b1 = −1, b3 = 2

3 , a0 = 1, a1 = 0, a2 = −2, a3 =

−419
342 , c0 = 2, c1 = 1, c2 = −16

3 , c3 = 244
57 , d0 = −8

3 , d1 = −4
3 , d2 = 1, d3 = 10

19 , v0 = −6

et v2 = 136
9 . Nous avons

F 1
20(r) = 1

2(1− r2)(2− r2), qui a exactement deux racines positives.
F 2

20(r) = 1
6(1− r2)(2− r2)(3− r2), qui a exactement trois racines positives.

F 3
20(r) = 1

24(1−r2)(2−r2)(3−r2)(4−r2), qui a exactement quatre racines positives.

D’autre part, si nous choisissons q0 = 1, q2 = −34
5 , q4 = 1537022

118125 , b1 = −1, b3 =
2
3 , a0 = 1, a1 = 0, a2 = −2, a3 = −419

342 , a4 = −749522
118125 , c0 = 2, c1 = 1, c2 =

−16
3 , c3 = 244

57 , c4 = 1216
375 , d0 = −8

3 , d1 = −4
3 , d2 = 1, d3 = 10

19 , v0 = −6 v2 = 136
9 et

v4 = 534345857
40398750 . Nous avons

F 4
20(r) = 1

120(1 − r2)(2 − r2)(3 − r2)(4 − r2)(5 − r2), qui a exactement cinq
racines positives.
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Enfin si nous choisissons q0 = 1, q2 = −18
5 , q4 = 304

45 , b1 = −1, b3 = 2
3 , b5 = 2, a0 =

1, a1 = 0, a2 = −2, a3 = −419
342 , a4 = 16, a5 = 96528128

520695 , c0 = 2, c1 = 1, c2 = −16
3 , c3 =

244
57 , c4 = 128

9 , c5 = 285472
2565 , d0 = −8

3 , d1 = −4
3 , d2 = 1, d3 = 10

19 , d5 = − 7
261 , v0 = −6

v2 = 136
9 et v4 = 1534140539

624834 . Nous avons
F 5

20(r) = 1
720(1 − r2)(2 − r2)(3 − r2)(4 − r2)(5 − r2)(6 − r2), qui a exactement six

racines positives.
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4.1 Introduction et résultat principaux

En 2011, Llibre et Mereu [30] ont étudié par la méthode de la moyennisation le
nombre des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire
ẋ = y, ẏ = −x, du système différentiel polynômial de Kukles de type :

ẋ = y, (4.1)

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où les polynômes f(x), g(x) et h(x) sont de degrés n1, n2 et n3 respectivement,
d0 6= 0 est un nombre réel. Ils ont prouvé que le système (4.1) peut avoir λ∗1 = max{

[n2
2 ], 1

}
cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre et

λ∗2 = max
{[

n1
2

]
+
[
n2−1

2

]
,
[
n1+1

2

]
,
[
n3+3

2

]
,
[
n2+1

2

]
+
[
n3
2

]
,
[
n2
2

]
,
[
n1−1

2

]
+
[
n2
2

]
,[

n3+1
2

]
+
[
n2
2

]
, 1
}

cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation du
deuxième ordre.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au nombre maximum des cycles limites
d’une classe de systèmes différentiels de Kukles plus généralisée que (4.1) :

ẋ = −y + l(x), (4.2)

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,
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où l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x),

h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et d0 = εd1
0 + ε2d2

0. Pour chaque k = 1, 2, lk(x), fk(x),

gk(x) et hk(x) sont de degrés m, n1, n2 et n3 respectivement. dk0 6= 0 est un nombre
réel et ε est un petit paramètre. Nous montrons aussi dans ce chapitre que le résultat
obtenu dans notre travail [41] est une meilleure estimation que le résultat de [30]. A
la fin du chapitre nous donnons quelques exemples de comparaison entre les deux
résultats. Nos résultats sont les suivants.

Théorème 4.1.1 Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles
limites du systeme différentiel (4.2) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x

en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est

λ1 = max

{
[
m− 1

2
], [
n2

2
], 1

}
.

Théorème 4.1.2 Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles
limites du systeme différentiel (4.2) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x

en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre est

λ2 = max
{

[n1
2 ] +

[
n2−1

2

]
,
[
n1
2

]
+
[
m
2

]
− 1,

[
n1+1

2

]
,
[
n3+3

2

]
,
[
n3
2

]
+
[
m
2

][
n2+1

2

]
+
[
n3
2

]
,
[
n2
2

]
,
[
m−1

2

]
,
[
n1−1

2

]
+ µ,

[
n3+1

2

]
+ µ, 1

}
,

où µ = min
{[

m−1
2

]
,
[
n2
2

]}
.

4.2 Preuves des résultats

4.2.1 Preuve du théorème 4.1.1

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. Pour cela
nous écrivons le système (4.2) en coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y =

r sin θ. Posons

f1 (x) =

n1∑
i=0

aix
i, g1 (x) =

n2∑
i=0

bix
i, h1 (x) =

n3∑
i=0

cix
i, l1 (x) =

m∑
i=0

eix
i. (4.3)

Le système (4.2) s’écrit comme suit
ṙ = ε

(
cos θ

m∑
i=0

eir
i cosi θ − sin θP (θ, r)

)
,

θ̇ = 1− ε
r

(
sin θ

m∑
i=0

eir
i cosi θ + cos θP (θ, r)

)
,

(4.4)

où

P (θ, r) =

n1∑
i=0

air
i cosi θ +

n2∑
i=0

bir
i+1 cosi θ sin θ +

n3∑
i=0

cir
i+2 cosi θ sin2 θ + d1

0r
3 sin3 θ.
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Prenons θ comme une nouvelle variable indépendante, le système (4.4) devient

dr

dθ
= ε

(
cos θ

m∑
i=0

eir
i cosi θ − sin θP (θ, r)

)
+O(ε2)

= εF1(θ, r) +O(ε2).

Calculons maintenant F10(r)

F10(r) =
1

2π

2π∫
0

(
cos θ

m∑
i=0

eir
i cosi θ − sin θP (θ, r)

)
dθ

=
1

2π

m∑
i=0

eir
i

2π∫
0

cosi+1 θdθ − 1

2π

n1∑
i=0

air
i

2π∫
0

cosi θ sin θdθ − 1

2π

n2∑
i=0

bir
i+1

×
2π∫
0

cosi θ sin2 θdθ − 1

2π

n3∑
i=0

cir
i+2

2π∫
0

cosi θ sin3 θdθ − 1

2π
d1

0r
3

2π∫
0

sin4 θdθ.

Maintenant, en utilisant les expressions des intégrales en annexe A (notez que
αk+1 = (2k + 1)αk), nous obtenons

F10(r) =
1

2π

[m−1
2 ]∑
i=0

e2i+1r
2i+1

2π∫
0

cos2i+2 θdθ − 1

2π

[n22 ]∑
i=0

b2ir
2i+1

2π∫
0

cos2i θ sin2 θdθ

−3

8
d1

0r
3

= r

[m−1
2 ]∑
i=0

αi+1

2i+1 (i+ 1)!
e2i+1r

2i − r
[n22 ]∑
i=0

αi
2i+1 (i+ 1)!

b2ir
2i − 3

8
d1

0r
3.

Donc

F10(r) = r

[m−1
2 ]∑
i=0

(2i+ 1)αi
2i+1 (i+ 1)!

e2i+1r
2i − r

[n22 ]∑
i=0

αi
2i+1 (i+ 1)!

b2ir
2i − 3

8
d1

0r
3. (4.5)

Alors le polynomiale F10(r) peut avoir au plus λ1 = max
{

[m−1
2 ], [n2

2 ], 1
}

ra-
cines positives. Par conséquent, le système différentiel (4.2) peut avoir au plus
λ1 = max

{
[m−1

2 ], [n2
2 ], 1

}
cycles limites.

4.2.2 Preuve du théorème 4.1.2 et certains lemmes

Pour démontrer le théorème 4.1.2, nous allons appliquer la méthode de moyenni-
sation du seconde ordre au système (4.2). Si l’on écrit f1 (x) , g1 (x), h1 (x) et l1 (x)

comme en (4.3), et

f2 (x) =

n1∑
i=0

pix
i, g2 (x) =

n2∑
i=0

qix
i, h2 (x) =

n3∑
i=0

six
i, l2 (x) =

m∑
i=0

vix
i.
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Le systeme (4.2) s’écrit en coordonnées polaires (r, θ), r > 0 sous la forme suivante :

ṙ = ε(cos θ

m∑
i=0

eir
i cosi θ − sin θP (θ, r)) + ε2

(
cos θ

m∑
i=0

vir
i cosi θ − sin θQ(θ, r)

)
,

θ̇ = 1− ε
r

(
cos θP (θ, r) + sin θ

m∑
i=0

eir
i cosi θ

)
− ε2

r (cos θQ(θ, r) + sin θ

×
m∑
i=0

vir
i cosi θ

)
,

(4.6)

où

Q (θ, r) =

n1∑
i=0

pir
i cosi θ +

n2∑
i=0

qir
i+1 cosi θ sin θ +

n3∑
i=0

sir
i+2 cosi θ sin2 θ + d2

0r
3 sin3 θ.

Considérons θ comme une nouvelle variable indépendante, alors le système (4.6)
devient

dr

dθ
= ε

(
cos θeir

i cosi θ − sin θP (θ, r)
)

+ ε2

(
cos θ

m∑
i=0

vir
i cosi θ − sin θQ(θ, r)

+
cos θ sin θ

r

( m∑
i=0

eir
i cosi θ

)2

− P 2(θ, r)

+ P (θ, r)

(
2 cos2 θ − 1

)
r

×
m∑
i=0

eir
i cosi θ

)
+O(ε3)

= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) +O(ε3). (4.7)

Afin d’appliquer la théorie de moyennisation du second ordre, F10 doit être identi-
quement nulle. On a F10 ≡ 0 si et seulement si

b2i = (2i+ 1) e2i+1, if 0 ≤ i ≤ µ and i 6= 1,

b2i = e2i+1 = 0, if µ+ 1 ≤ i ≤ λ1 and i 6= 1,

b2 = 3e3 − 3d1
0, if i = 1.

où µ = min
{[

m−1
2

]
,
[
n2
2

]}
.

Nous avons

dF1(θ, r)

dr
=

m∑
i=0

ieir
i−1 cosi+1 θ −

n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ −

n2∑
i=0

(i+ 1) bir
i

× cosi θ sin2 θ −
n3∑
i=0

(i+ 2) cir
i+1 cosi θ sin3 θ − 3d1

0r
2 sin4 θ
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=

[m2 ]∑
i=0

2ie2ir
2i−1 cos2i+1 θ + 3e3r

2 cos4 θ −
n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ −

[
n2−1

2

]∑
i=0

(2i+ 2)

×b2i+1r
2i+1 cos2i+1 θ sin2 θ − 3b2r

2 cos2 θ sin2 θ −
n3∑
i=0

(i+ 2) cir
i+1 cosi θ sin3 θ

−3d1
0r

2 sin4 θ −
µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

)
,

et y1(θ, r) =

θ∫
0

F1 (t, r) dt. Pour ce faire, nous réécrivons

F1(θ, r) =

[m−1
2 ]∑
i=0

e2i+1r
2i+1 cos2i+2 θ +

[m2 ]∑
i=0

e2ir
2i cos2i+1 θ + e3r

3 cos4 θ

−
n1∑
i=0

air
i cosi θ sin θ −

[
n2−1

2

]∑
i=0

b2i+1r
2i+2 cos2i+1 θ sin2 θ − d1

0r
3 sin4 θ

−
[n22 ]∑
i=0

b2ir
2i+1 cos2i θ sin2 θ − b2r3 cos2 θ sin2 θ −

n3∑
i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ

=

[m2 ]∑
i=0

e2ir
2i cos2i+1 θ + e3r

3 cos4 θ −
n1∑
i=0

air
i cosi θ sin θ

−

[
n2−1

2

]∑
i=0

b2i+1r
2i+2 cos2i+1 θ sin2 θ −

n3∑
i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3 sin4 θ

−b2r3 cos2 θ sin2 θ −
µ∑
i=0

b2ir
2i+1 cos2i θ +

µ∑
i=0

2i+ 2

2i+ 1
b2ir

2i+1 cos2i+2 θ.

En tenant compte du fait que

1

22i

(
2i

i

)
θ − 2i+ 2

2i+ 1

1

22i+2

(
2i+ 2

i+ 1

)
θ = 0,

en utilisant les intégrales de l’annexe et comme b2 = 3e3 − 3d1
0 nous obtenons

y1(θ, r) =

[m2 ]∑
i=0

e2ir
2i

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ +
1

8
e3r

3 (2 sin 2θ + sin 4θ)

−
n1∑
i=0

ai
i+ 1

ri
(
1− cosi+1 θ

)
+

[
n2−1

2

]∑
i=0

1

2i+ 3
b2i+1r

2i+2 cos2i+2 θ sin θ
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−

[
n2−1

2

]∑
i=0

1

(2i+ 3)
b2i+1r

2i+2
i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ −
n3∑
i=0

cir
i+2

(
2

(i+ 1)(i+ 3)
− 1

i+ 1

× cosi+1 θ +
1

i+ 3
cosi+3 θ

)
+

1

8
d1

0r
3 (2 sin 2θ − sin 4θ)−

µ∑
i=0

b2ir
2i+1

i+1∑
l=1

β̃i,l

× sin(2lθ),

où

β̃i,l =

{
βi,l −

2(i+1)βi+1,l

(2i+1) , 0 ≤ l ≤ i,
−2(i+1)βi+1,i+1

(2i+1) , l = i+ 1.

Pour déterminer la fonction

F20(r) =
1

2π

2π∫
0

dF1(θ, r)

dr
y1 (θ, r) dθ +

1

2π

2π∫
0

F2(θ, r)dθ,

notant par

I(r) =
1

2π

2π∫
0

(
dF1(θ, r)

dr
y1 (θ, r)

)
dθ, II(r) =

1

2π

2π∫
0

F2(θ, r)dθ.

Maintenant, divisons le calcul de la fonction I(r) en six morceaux. Pour cela, nous
posons

I(r) = I1(r) + I2(r) + I3(r) + I4(r) + I5(r) + I6(r),

où

I1(r) =
−1

2π

2π∫
0

n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θy1 (θ, r) dθ,

I2(r) =
−1

2π

2π∫
0


[
n2−1

2

]∑
i=0

(2i+ 2) b2i+1r
2i+1 cos2i+1 θ sin2 θ + 3b2r

2 cos2 θ sin2

 y1 (θ, r) dθ,

I3(r) =
−1

2π

2π∫
0

n3∑
i=0

(i+ 2) cir
i+1 cosi θ sin3 θy1 (θ, r) dθ,

I4(r) =
−1

2π

2π∫
0

3d1
0r

2 sin4 θy1 (θ, r) dθ,

I5(r) =
1

2π

2π∫
0

[m2 ]∑
i=0

2ie2ir
2i−1 cos2i+1 θ + 3e3r

2 cos4 θ

 y1 (θ, r) dθ,

I6(r) =
−1

2π

2π∫
0

(
µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

))
y1 (θ, r) dθ.
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Les intégrales seront calculées dans les lemmes suivants :

Lemme 4.2.1 L’intégrale I1(r) est un polynôme de la variable r donnée par

I1(r) =

[n12 ]∑
i=0

[
n2−1

2

]∑
j=0

Ai,ja2ib2j+1r
2i+2j+1 −

[
n1−1

2

]∑
j=0

(2i+ 1)

2i+3(i+ 3)!
a2i+1

×(3αi+1d
1
0 + αi+2e3)r2i+3 −

[n12 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

i

j∑
l=0

γj,lCi,la2je2ir
2i+2j−1

+

[
n1−1

2

]∑
i=0

µ∑
i=0

(2i+ 1)

2

j+1∑
l=1

β̃j,lC̃i,la2i+1b2jr
2i+2j+1, (4.8)

où Ai,j est constante non nulle.

Preuve. En utilisant les intégrales de l’annexe, nous obtenons
(αk+2 = (2k + 3)(2k + 1)αk)

(a1)

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

) n1∑
j=0

aj
j + 1

rj
(
1− cosi+1 θ

) = 0.

(b1)
1

2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

)
[
n2−1

2

]∑
j=0

1

2j + 3
b2j+1r

2j+2
(
− cos2j+2 θ sin θ

+

j∑
l=0

γj,l sin(2l + 1)θ

))
=

[n12 ]∑
i=0

[
n2−1

2

]∑
j=0

Ai,ja2ib2j+1r
2i+2j+1,

où Ai,j =
i

2j + 3

(
j∑
l=0

γj,lCi,l −
αi+j+1

2i+j+1(i+ j + 2)!

)
.

(c1)

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

)(
n3∑
i=0

cir
i+2

(
2

(i+ 1)(i+ 3)

− 1

i+ 1
cosi+1 θ +

1

i+ 3
cosi+3 θ

))
= 0.

(d1)
1

2π

2π∫
0

(
−

n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

)(
1

8
d1

0r
3 (2 sin 2θ − sin 4θ)

)

= −

[
n1−1

2

]∑
j=0

3(2i+ 1)αi+1

2i+3(i+ 3)!
a2i+1d

1
0r

2i+3.
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(e1)
1

2π

2π∫
0

(
−

n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

)[m2 ]∑
j=0

e2jr
2j

j∑
l=0

γj,l sin(2l + 1)θ


= −

[n12 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

j∑
l=0

γj,lCi,la2ie2ir
2i+2j−1.

(f1)
1

2π

2π∫
0

(
−

n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

)(
1
8e3r

3 (2 sin 2θ + sin 4θ)
)

= −

[
n1−1

2

]∑
j=0

(2i+ 1)αi+2

2i+3(i+ 3)!
a2i+1e3r

2i+3.

(g1)

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1 cosi θ sin θ

) µ∑
j=0

b2ir
2j+1

j+1∑
l=1

β̃j,l sin(2lθ)



=

[
n1−1

2

]∑
i=0

µ∑
i=0

(2i+ 1)

2

j+1∑
l=1

β̃j,lC̃i,la2i+1b2jr
2i+2j+1.

On sait que la somme des intégrales (a1), (g1) est le polynôme (4.8).

Lemme 4.2.2 L’intégrale I2(r) est un polynôme de la variable r donnée par

I2(r) = −
[n12 ]∑
i=0

[
n2−1

2

]∑
j=0

(j + 1)αi+j+1

2i+j+1 (2i+ 1) (i+ j + 2)!
a2ib2j+1r

2i+2j+1

−

[
n1−1

2

]∑
i=0

3αi+2

2i+4(i+ 1)(i+ 3)!
a2i+1b2r

2i+3

+

n1∑
i=0

3

8(i+ 1)
aib2r

i+2 +

n3∑
i=0

3

4(i+ 1)(i+ 3)
b2cir

i+4

−

[
n2−1

2

]∑
i=0

[n32 ]∑
j=0

(i+ 1)(10j + 4i+ 15)αi+j+1

2i+j+2 (2j + 3) (2j + 1)(i+ j + 3)!
b2i+1c2jr

2i+2j+3

−

[
n3−1

2

]∑
i=0

3(5i+ 11)αi+2

2i+5(i+ 1)(i+ 2)(i+ 4)!
b2c2i+1r

2i+5. (4.9)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’annexe, nous obtenons
(αk+3 = (2k + 5)(2k + 3)(2k + 1)αk)

(a2)
1

2π

2π∫
0

 n2∑
j=0

(j + 1) bjr
j cosj θ sin2 θ

( ai
i+ 1

ri
(
1− cos2i+1 θ

))
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=

n1∑
i=0

3

8(i+ 1)
aib2r

i+2 −

[
n1−1

2

]∑
i=0

3αi+2

2i+4(i+ 1)(i+ 3)!
a2i+1b2r

2i+3

−
[n12 ]∑
i=0

[
n2−1

2

]∑
j=0

(j + 1)αi+j+1

2i+j+1 (2i+ 1) (i+ j + 2)!
a2ib2j+1r

2i+2j+1.

(b2)

2π∫
0

 n2∑
j=0

(j + 1) bjr
j cosj θ sin2 θ




[
n2−1

2

]∑
i=0

1
2i+3b2i+1r

2i+2×

(
− cos2i+2 θ sin θ +

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ

))
= 0.

(c2)
1

2π

2π∫
0

(
n2∑
i=0

(i+ 1) bir
i cosi θ sin2 θ

)[n32 ]∑
j=0

c2jr
2j+2

(
2

(j + 1)(j + 3)

− 1

2j + 1
cos2j+1 θ +

1

2j + 3
cos2j+3 θ

))
=

n3∑
i=0

3

4(i+ 1)(i+ 3)
b2cir

i+4

−

[
n2−1

2

]∑
i=0

[n32 ]∑
j=0

(i+ 1)(10j + 4i+ 15)αi+j+1

2i+j+2 (2j + 3) (2j + 1)(i+ j + 3)!
b2i+1c2jr

2i+2j+3

−

[
n3−1

2

]∑
i=0

3(5i+ 11)αi+2

2i+5(i+ 1)(i+ 2)(i+ 4)!
b2c2i+1r

2i+5.

(d2)
1

2π

2π∫
0

− n2∑
j=0

(i+ 1) bir
i cosi θ sin2 θ

(1

8
d1

0r
3 (2 sin 2θ − sin 4θ)

)
= 0.

(e2)

2π∫
0

(
−

n2∑
i=0

(i+ 1) bir
i cosi θ sin2 θ

)[m2 ]∑
j=0

e2jr
2j

j∑
l=0

γj,l sin(2l + 1)θ

 = 0.

(f2)
1

2π

(
−

n2∑
i=0

(i+ 1) bir
i cosi θ sin2 θ

)(
1

8
e3r

3 (2 sin 2θ + sin 4θ)

)
= 0.

(g2)

2π∫
0

 n2∑
j=0

(j + 1) bjr
j cosj θ sin2 θ

( µ∑
i=0

b2ir
2i+1

i+1∑
l=1

β̃i,l sin(2lθ)

)
= 0.

On sait que la somme des intégrales (a2), (g2) est le polynôme (4.9).
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Lemme 4.2.3 L’intégrale I3(r) est un polynôme de la variable r donnée par

I3(r) = −
[n32 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

(i+ 1)

j∑
l=0

γj,lKi,lc2ie2jr
2i+2j+1

+

[
n2−1

2

]∑
i=0

[n32 ]∑
j=0

Bi,jb2i+1c2jr
2i+2j+3 −

[
n3−1

2

]∑
i=0

3αi+2

2i+5(i+ 4)!
(7d1

0 + (4i+ 9)e3)

×c2i+1r
2i+5 +

µ∑
i=0

[
n3−1

2

]∑
j=0

(2j + 3)

2

i+1∑
l=1

β̃i,lK̃j,lb2ic2j+1r
2i+2j+3, (4.10)

où Bi,j est constante non nulle.

Preuve. En utilisant les intégrales de l’annexe, nous obtenons

(a3)

2π∫
0

 n3∑
j=0

(j + 2) cjr
j+1 cosj θ sin3 θ

( n1∑
i=0

ai
i+ 1

ri
(
1− cosi+1 θ

))
= 0.

(b3)
1

2π

2π∫
0

 n3∑
j=0

(j + 2) cjr
j+1 cosj θ sin3 θ




[
n2−1

2

]∑
i=0

1

2i+ 3
b2i+1r

2i+2×

(
− cos2i+2 θ sin θ +

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ

))
=

[
n2−1

2

]∑
i=0

[n32 ]∑
j=0

Bi,jb2i+1c2jr
2i+2j+3.

où Bi,j =
(j + 1)

2i+ 3

(
i∑
l=0

γi,lKj,l −
3αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 3)!

)
.

(c3)

2π∫
0

 n3∑
j=0

(j + 2) cjr
j+1 cosj θ sin3 θ

( n3∑
i=0

cir
i+2

(
2

(i+ 1)(i+ 3)

− 1

i+ 1
cosi+1 θ +

1

i+ 3
cosi+3 θ

))
= 0.

(d3)
1

2π

2π∫
0

(
−

n3∑
i=0

(i+ 2) cir
i+1 cosi θ sin3 θ

)(
1

32
d1

0r
3 (2 sin 2θ − sin 4θ)

)

= −

[
n3−1

2

]∑
j=0

21αi+2

2i+5(i+ 4)!
c2i+1d

1
0r

2i+5.

(e3)
1

2π

2π∫
0

(
−

n3∑
i=0

(i+ 2) cir
i+1 cosi θ sin3 θ

)[m2 ]∑
j=0

e2jr
2j

j∑
l=0

γj,l sin(2l + 1)θ


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= −
[n32 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

(i+ 1)

j∑
l=0

γj,lKj,lc2ie2jr
2i+2j+1.

(f3)
1

2π

2π∫
0

(
−

n3∑
i=0

(i+ 2) cir
i+1 cosi θ sin3 θ

)(
1

8
e3r

3 (2 sin 2θ + sin 4θ)

)

= −

[
n3−1

2

]∑
i=0

3(4i+ 9)αi+2

2i+5(i+ 4)!
c2i+1e3r

2i+3.

(g3)
1

2π

2π∫
0

 n3∑
j=0

(j + 2) cjr
j+1 cosj θ sin3 θ

( µ∑
i=0

b2ir
2i+1

i+1∑
l=1

β̃i,l sin(2lθ)

)

=

µ∑
i=0

[
n3−1

2

]∑
j=0

(2j + 3)

2

i+1∑
l=1

β̃i,lK̃j,lb2ic2j+1r
2i+2j+3.

On sait que la somme des intégrales (a3), (g3) est le polynôme (4.10).

Lemme 4.2.4 L’intégrale I4(r) est un polynôme de la variable r donnée par

I4(r) = −

[
n1−1

2

]∑
i=0

9αi+1

2i+4(i+ 1)(i+ 3)!
a2i+1d

1
0r

2i+3

+

n1∑
i=0

9

8 (i+ 1)
aid

1
0r
i+2 +

n3∑
i=0

9

4(i+ 1)(i+ 3)
cid

1
0r
i+4

−

[
n3−1

2

]∑
i=0

9(7i+ 13)αi+1

2i+5(i+ 1)(i+ 2)(i+ 4)!
c2i+1d

1
0r

2i+5, (4.11)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’annexe, nous obtenons

(a4)
1

2π

2π∫
0

(
3d1

0r
2 sin4 θ

)( n1∑
i=0

ai
i+ 1

ri
(
1− cosi θ

))
=

n1∑
i=0

9

8 (i+ 1)
aid

1
0r
i+2

−

[
n1−1

2

]∑
i=0

9αi+1

2i+4(i+ 1)(i+ 3)!
a2i+1d

1
0r

2i+3.

(b4)

2π∫
0

(
3d1

0r
2 sin4 θ

)
[
n2−1

2

]∑
i=0

1

2i+ 3
b2i+1r

2i+2
[
− cos2i+2 θ sin θ

+

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ

])
= 0.
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(c4)
1

2π

2π∫
0

(
3d1

0r
2 sin4 θ

)( n3∑
i=0

cir
i+2

(
2

(i+ 1)(i+ 3)
− 1

i+ 1
cosi+1 θ +

1

i+ 3
cosi+3 θ

))

=

n3∑
i=0

9

4(i+ 1)(i+ 3)
cid

1
0r
i+4 −

[
n3−1

2

]∑
i=0

9(7i+ 13)αi+1

2i+5(i+ 1)(i+ 2)(i+ 4)!
c2i+1d

1
0r

2i+5.

(d4)
1

2π

2π∫
0

(
−3d1

0r
2 sin4 θ

)(1

8
d1

0r
3 (2 sin 2θ − sin 4θ)

)
= 0.

(e4)
1

2π

2π∫
0

(
−3d1

0r
2 sin4 θ

)[m2 ]∑
i=0

e2ir
2i

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ

 = 0.

(f4)
1

2π

2π∫
0

(
−3d1

0r
2 sin4 θ

)(1

8
e3r

3 (2 sin 2θ + sin 4θ)

)
= 0.

(g4)

2π∫
0

(
3d1

0r
2 sin4 θ

)( µ∑
i=0

b2ir
2i+1

i+1∑
l=1

β̃i,l sin(2lθ)

)
= 0.

On sait que la somme des intégrales (a4), (g4) est le polynôme (4.11).

Lemme 4.2.5 L’intégrale I5(r) est un polynôme de la variable r donnée par

I5(r) =

[n12 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

jαi+j+1

2i+j(2i+ 1)(i+ j + 1)!
a2ie2jr

2i+2j−1

−
n1∑
i=0

9

8 (i+ 1)
aie3r

i+2 +

[
n1−1

2

]∑
i=0

3αi+3

2i+4(i+ 1)(i+ 3)!
a2i+1e3r

2i+3

+

[n32 ]∑
j=0

[m2 ]∑
j=0

j(6i+ 4j + 9)αi+j+1

2i+j+1(2i+ 3)(2i+ 1)(i+ j + 2)!
c2ie2jr

2i+2j+1

+

[
n3−1

2

]∑
i=0

9(i+ 3)αi+3

2i+5(i+ 1)(i+ 2)(i+ 4)!
c2i+1e3r

2i+5

−
n3∑
i=0

9

4(i+ 1)(i+ 3)
cie3r

i+4, (4.12)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’annexe, nous obtenons
(αk+4 = (2i+ 7) (2i+ 5)(2k + 3)(2k + 1)αk) .

(a5)
1

2π

2π∫
0

 m∑
j=0

jejr
j−1 cosj+1 θ

(− n1∑
i=0

ai
i+ 1

ri
(
4θ − cos2i+1 θ

))
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= −
n1∑
i=0

9

8 (i+ 1)
aie3r

i+2 +

[
n1−1

2

]∑
i=0

3αi+3

2i+4(i+ 1)(i+ 3)!
a2i+1e3r

2i+3

+

[n12 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

jαi+j+1

2i+j(2i+ 1)(i+ j + 1)!
a2ie2jr

2i+2j−1.

(b5)
1

2π

2π∫
0

 m∑
j=0

jejr
j−1 cosj+1 θ


−

[
n2−1

2

]∑
i=0

1

2i+ 3
b2i+1r

2i+2
[
− cos2i+2 θ sin θ

+
i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ]

)
= 0.

(c5)
1

2π

2π∫
0

 m∑
j=0

jejr
j−1 cosj+1 θ

(− m∑
i=0

cir
i+2

(
n3∑
i=0

2

(i+ 1)(i+ 3)
cir

i+2

− 1

i+ 1
cosi+1 θ +

1

i+ 3
cosi+3 θ

))
= −

n3∑
i=0

9

4(i+ 1)(i+ 3)
cie3r

i+4

+

[n32 ]∑
j=0

[m2 ]∑
j=0

j(6i+ 4j + 9)αi+j+1

2i+j+1(2i+ 3)(2i+ 1)(i+ j + 2)!
c2ie2jr

2i+2j−1

+

[
n3−1

2

]∑
i=0

9(i+ 3)αi+3

2i+5(i+ 1)(i+ 2)(i+ 4)!
c2i+1e3r

2i+5.

(d5)
1

2π

2π∫
0

(
m∑
i=0

ieir
i−1 cosi+1 θ

)(
1

8
d1

0r
3 (2 sin 2θ − sin 4θ)

)
= 0.

(e5)
1

2π

2π∫
0

 m∑
j=0

jejr
j−1 cosj+1 θ


[m2 ]∑
i=0

e2ir
2i

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ

 = 0.

(f5)
1

2π

2π∫
0

(
m∑
i=0

ieir
i−1 cosi+1 θ

)(
1

8
e3r

3 (2 sin 2θ + sin 4θ)

)
= 0.

(g5)

2π∫
0

 m∑
j=0

jejr
j−1 cosj+1 θ

(− µ∑
i=0

b2ir
2i+1

i+1∑
l=1

β̃i,l sin(2lθ)

)
= 0.

On sait que la somme des intégrales (a5), (g5) est le polynôme (4.12).



64
Chapitre 4. Nombre maximal de cycles limites pour les systèmes

différentiels polynomiaux généralisés de Kukles

Lemme 4.2.6 L’intégrale I6(r) est un polynôme de la variable r donnée par

I6(r) =

[
n1−1

2

]∑
i=0

µ∑
j=0

αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 2)!
a2i+1b2jr

2i+2j+1

+

µ∑
i=0

[
n3−1

2

]∑
j=0

3αi+j+1

2i+j+3(i+ j + 3)!
b2ic2j+1r

2i+2j+3. (4.13)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’annexe, nous obtenons

(a6)
1

2π

2π∫
0

 µ∑
j=0

b2jr
2j cos2j θ

(
(2j + 1) sin2 θ − cos2 θ

)( n1∑
i=0

ai
i+ 1

ri (4θ

− cosi+1 θ
))

=

[
n1−1

2

]∑
i=0

µ∑
j=0

αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 2)!
a2j+1b2jr

2i+2j+1.

(b6)
1

2π

2π∫
0

 µ∑
j=0

b2jr
2j cos2j θ

(
(2j + 1) sin2 θ − cos2 θ

)


[
n2−1

2

]∑
i=0

1

2i+ 3
b2i+1r

2i+2

×

[
− cos2i+2 θ sin θ +

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ

])
= 0.

(c6)
1

2π

2π∫
0

(
µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

)) n3∑
j=0

cjr
j+2

×
(

2

(j + 1)(j + 3)
cjr

j+2 − 1

j + 1
cosj+1 θ +

1

j + 3
cosj+3 θ

))

=

µ∑
i=0

[
n3−1

2

]∑
j=0

3αi+j+1

2i+j+3(i+ j + 3)!
b2ic2j+1r

2i+2j+3.

(d6)
1

2π

2π∫
0

(
−

µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

))(1

8
d1

0r
3 (8 sin 2θ

− sin 4θ)) = 0.

(e6)
1

2π

2π∫
0

(
−

µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

))[m2 ]∑
j=0

e2jr
2j

×
j∑
l=0

γj,l sin(2l + 1)θ

)
= 0.

(f6)
1

2π

2π∫
0

(
−

µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

))(1

8
e3r

3 (8 sin 2θ
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+ sin 4θ)) = 0.

(g6)

2π∫
0

(
µ∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ

(
(2i+ 1) sin2 θ − cos2 θ

)) µ∑
j=0

b2jr
2j+1

×
j+1∑
l=1

β̃j,l sin(2lθ)

)
= 0.

On sait que la somme des intégrales (a6), (g6) est le polynôme (4.13).

En utilisant les lemmes 4.2.1-4.2.6, on obtient :

I(r) =
1

2π

2π∫
0

(
dF1(θ, r)

dr
y1 (θ, r)

)
dθ = I1(r) + I2(r) + I3(r) + I4(r) + I5(r) + I6(r).

Maintenant, nous considérons l’intégrale II(r) =
1

2π

2π∫
0

F2 (r, θ) dθ. On a b2 = 3e3 −

3d1
0, d’où II(r) est égal à

[m−1
2 ]∑
i=0

αi+1

2i+1(i+ 1)!
v2i+1r

2i+1 −
[n22 ]∑
i=0

αi
2i+1(i+ 1)!

q2ir
2i+1 − 3

8
d2

0r
3

−
[n12 ]∑
i=0

[
n2−1

2

]∑
j=0

αi+j+1a2ib2j+1

2i+j+1(i+ j + 2)!
r2i+2j+1 −

[
n2−1

2

]∑
i=0

[n32 ]∑
j=0

3αi+j+1b2i+1c2j

2i+j+2(i+ j + 3)!
r2i+2j+3

+

[
n1−1

2

]∑
i=0

αi+1

2i+2(i+ 3)!
a2i+1

(
(i+ 1)d1

0 + (i+ 5)(2i+ 3)e3

)
r2i+3

+

[
n3−1

2

]∑
i=0

αi+2

(
d1

0 − (i− 8)e3

)
c2i+1

2i+3(i+ 4)!
r2i+5 +

[n12 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

(i+ j)αi+ja2ie2j

2i+j(i+ j + 1)!
r2i+2j−1

+

[n32 ]∑
j=0

[m2 ]∑
j=0

(i+ j − 1)αi+jc2ie2j

2i+j+1(i+ j + 2)!
r2i+2j+1 −

µ∑
j=0

[
n3−1

2

]∑
j=0

(5i− j + 3)αi+j+1b2ic2j+1

2i+j+2(2i+ 1)(i+ j + 3)!
r2i+2j+3

+

[
n1−1

2

]∑
j=0

µ∑
j=0

(i− j)αi+j+1

2i+j+1(2j + 1)(i+ j + 2)!
a2i+1b2jr

2i+2j+3. (4.14)
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De finalement, F20 (r) = I(r) + II(r) est égal à

[n12 ]∑
i=0

[
n2−1

2

]∑
j=0

Ei,ja2ib2j+1r
2i+2j+1 +

[n12 ]∑
j=0

[m2 ]∑
j=0

Ẽi,ja2ie2jr
2i+2j−1

+

[
n1−1

2

]∑
i=0

3αi+1a2i+1d
1
0

2i+2(i+ 2)!
r2i+3 +

[
n3−1

2

]∑
i=0

αi+1

(
3d1

0 + 2(2i+ 3)e3

)
c2i+1

2i+3(i+ 3)!
r2i+5

+

[
n2−1

2

]∑
i=0

[n32 ]∑
j=0

Fi,jb2i+1c2jr
2i+2j+3 +

[n32 ]∑
i=0

[m2 ]∑
j=0

F̃i,jc2ie2jr
2i+2j+1

+

[m−1
2 ]∑
i=0

αi+1

2i+1(i+ 1)!
v2i+1r

2i+1 −
[n22 ]∑
i=0

αi
2i+1(i+ 1)!

q2ir
2i+1 − 3

8
d2

0r
3

+

[
n1−1

2

]∑
i=0

µ∑
j=0

Hi,ja2i+1b2jr
2i+2j+1 +

µ∑
i=0

[
n3−1

2

]∑
j=0

H̃i,jb2ic2j+1r
2i+2j+3, (4.15)

où

Ei,j = Ai,j −
(2i+ j + 2)αi+j+1

2i+j+1(2i+ 1)(i+ j + 2)!
,

Ẽi,j =
(2i2 + 2j2 + 4ij + i+ 2j)αi+j

2i+j(2i+ 1)(i+ j + 1)!
− i

j∑
l=0

γj,lCi,l,

Fi,j = Bi,j −
(4i2 + 12j2 + 10ij + 19i+ 34j + 24)αi+j+1

2i+j+2(2j + 3)(2j + 1)(i+ j + 3)!
,

F̃i,j =
(4i3 + 8j3 + 20j2i+ 22j2 + 16i2j + 32ij + 4i2 + 12j − 5i− 3)αi+j

2i+j+1(2i+ 3)(2i+ 1)(i+ j + 2)!

− (i+ 1)

j∑
l=0

γj,lKi,l,

Hi,j =

j+1∑
l=1

(2i+ 1)

2
β̃j,lC̃i,l +

(2i+ 1)αi+j+1

2i+j+2(2j + 1)(i+ j + 2)!
,

H̃i,j =
i+1∑
l=1

(2j + 3)

2
β̃i,lK̃j,l −

(4i− 2j + 3)αi+j+1

2i+j+3(2i+ 1)(i+ j + 3)!
.

Par conséquent, F20 a au plus max max
{[

n1
2

]
+
[
n2−1

2

]
,
[
n1
2

]
+
[
m
2

]
− 1,

[
n1+1

2

]
,
[
n3+3

2

]
,[

n3
2

]
+
[
m
2

]
,
[
n2+1

2

]
+
[
n3
2

]
,
[
n2
2

]
,
[
m−1

2

]
,
[
n1−1

2

]
+ µ,

[
n3+1

2

]
+ µ, 1

}
racines posi-

tives.
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4.3 Applications

Dans cette section, nous montrons que dans les exemples suivants, la borne λ1

(λ2 respectivement) est atteinte. (les calculs ont été vérifiés à l’aide de Maple).

Exemple 4.3.1 (n1 = 1, n2 = 2, n3 = 1 et m = 6)

On considère le système

ẋ = −y + εl1(x) + ε2l2(x),

ẏ = x− ε(f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + d1
0y

3)

−ε2(f2(x) + g2(x)y + h2(x)y2 + d2
0y

3), (4.16)

où

f1 (x) = a0 + a1x, g1 (x) = b0 + b1x+ b2x
2, h1 (x) = c0 + c1x,

l1 (x) = e0 + e1x+ e2x
2 + e3x

3 + e4x
4 + e5x

5 + e6x
6,

f2 (x) = p0 + p1x, g2 (x) = q0 + q1x+ q2x
2, h2 (x) = s0 + s1x

and l2 (x) = v0 + v1x+ v2x
2 + v3x

3 + v4x
4 + v5x

5 + v6x
6.

Tout d’abord, nous allons étudier les cycles limites de l’équation différentielle (4.16)
en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De (4.5), nous obtenons

F10(r) =
r

2

(
e1 − b0 +

r2

4

(
−b2 − 3d1

0 + 3e3

)
+

5

8
e5r

4

)
. (4.17)

Maintenant, si nous fixons b0 = 1, b2 = 10, d0 = −4, e1 = 3, e3 = −4 et e5 =
4

5
.

Nous avons F10(r) =
1

4

(
1− r2

) (
4− r2

)
, qui a exactement deux racines positives.

Dans [30], le système (4.16) lorsque l1 ≡ l2 ≡ 0 a exactement une seule racine
positive. Afin d’appliquer la théorie de moyennisation du second ordre, nous avons
besoin que F10 soit identiquement nulle. Puis, à partir (4.17) nous considérons e1 =

b0, b2 = 3e3 − 3d1
0, et e5 = 0. De Eq. (4.15), nous obtenons

F20(r) = −1

2
b1a0 + a0e2 − c0e0 +

1

2
v1 −

1

2
q0 + r2

(
3

8
d1

0a1 −
1

8
b1c0 −

1

4
c1e1

+
3

2
e4a0 +

3

8
v3 −

3

8
d2

0 −
1

8
q2

)
+ r4

(
11

24
e4c0 −

1

8
e3c1 +

15

8
e6a0

+
1

16
d1

0c1 +
5

16
v5

)
+

25

32
e6c0r

6.

Maintenant, si nous fixons a0 = 0, a1 = 1, b1 = 3, c0 =
1

5
, c1 = −1, d1

0 = −4,

d2
0 = 2, e0 = 0, e1 = 3, e3 = −4, e4 =

5

33
, e6 = − 8

45
, v1 = 0, v3 = 1, v5 = 2,



68
Chapitre 4. Nombre maximal de cycles limites pour les systèmes

différentiels polynomiaux généralisés de Kukles

q0 = −2 et q2 =
58

45
. Nous avons que F20(r) =

1

36

(
1− r2

) (
4− r2

) (
9− r2

)
, qui a

exactement trois racines positives. Dans [30], le système (4.16) lorsque l1 ≡ l2 ≡ 0

a exactement deux racines positives.

Exemple 4.3.2 (n1 = 2, n2 = 3, n3 = 4 and m = 7) .

On considère le système (4.2) , où

f1 (x) = a0 + a1x+ a2x
2, g1 (x) = b0 + b1x+ b2x

2 + b3x
3,

h1 (x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + c4x
4,

l1 (x) = e0 + e1x+ e2x
2 + e3x

3 + e4x
4 + e5x

5 + e6x
6,

f2 (x) = p0 + p1x+ p2x
2, g2 (x) = q0 + q1x+ q2x

2 + q3x
3,

h2 (x) = s0 + s1x+ s2x
2 + s3x

3 + s4x
4

and l2 (x) = v0 + v1x+ v2x
2 + v3x

3 + v4x
4 + v5x

5 + v6x
6.

En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De l’équation (4.5) nous
obtenons

F10(r) =
r

2

(
e1 − b0 + r2

(
−b2 − 3d1

0 + 3e3

)
+

5

8
e5r

4 +
35

128
e7r

6

)
. (4.18)

Maintenant, si nous fixons e1 = 3, b0 = 1, b2 = 10, d1
0 = −4, e3 =

−116

27
,

e5 =
56

45
and e7 = − 32

315
. Nous avons F10(r) =

1

36

(
1− r2

) (
4− r2

) (
9− r2

)
, qui

a exactement trois racines positives. Dans [30], ce système lorsque l1 ≡ l2 ≡ 0 a
exactement une seule racine positive.
Afin d’appliquer la théorie de moyennisation du second ordre, nous avons besoin
que F10 soit identiquement nulle. Puis à partir de (4.5) nous considérons e1 = b0,

b2 = 3e3 − 3d1
0, e5 = 0 et e7 = 0. De l’équation (4.15) nous obtenons

F20(r) = −1

2
b1a0 + a0e2 − c0e0 +

1

2
v1 −

1

2
q0 + r2

(
3

8
d1

0a1 −
1

8
b1c0 −

1

4
c1e1

+
3

2
e4a0 −

1

4
c2e0 +

3

8
v3 −

3

8
d2

0 −
1

8
q2 −

1

8
a2b1 −

3

8
b3a0 +

1

4
e2a2

)
+ r4

(
− 1

48
c2b1 +

11

24
e4c0 −

1

12
e2c2 −

1

8
e1c3 −

5

48
b3a2 −

7

48
b3c0

+
5

12
e4a2 −

1

8
c4e0 −

1

8
e3c1 +

15

8
e6a0 +

1

16
d1

0c1 +
5

16
v5

)
+ r6

(
1

64
e4c2 −

3

128
c2b3 −

5

64
e3c3 +

35

64
e6a2 −

1

16
c4e2

+
25

32
e6c0 +

3

128
c3d

1
0 +

35

128
v7

)
+ r8

(
7

80
e6c2 −

11

1280
b3c4 −

13

640
c4e4

)
+

3

256
c4e6r

10.
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Maintenant, si nous fixons a0 = 0, a1 = 1, a2 =
25

54
, b1 = 3, b3 =

135

118
, c0 =

1

5
, c1 =

−1, c2 = −5, c3 =
598719761

183274650
, c4 =

−472

2673
, d1

0 = −4, d2
0 = 2, e0 = 0, e1 = 3, e2 = 1,

e3 = −116

27
, e4 =

1057617

226265
, e6 =

99

2950
, v1 = 0, v3 = 1, v7 = −29818651106

12371038875
, q0 =

−2 et q2 =
1111

675
. Nous avons que F20(r) =

1

14400

(
1− r2

) (
4− r2

) (
9− r2

)
(16 −

r2)(25 − r2), qui a exactement cinq racines positives. Dans [30], ce système quand
l1 ≡ l2 ≡ 0 a exactement deux racines positives.



Conclusion et perspectives

Cette thèse de doctorat porte sur un aspect important de la théorie qualitative
des systèmes différentiels planaires, à savoir les cycles limites. L’importance de
déterminer le nombre des cycles limites fait l’objet de la deuxième partie du 16ème

problème de Hilbert.
La recherche des cycles limites des systèmes différentiels dépendant d’un petit
paramètre peut être étudiée au moyen de la méthode de moyennisation.

Nous continuons à travailler sur des problèmes analogues. On se propose
d’étudier le nombre maximum de cycles limites du système

{
ẋ = −y − l(x)− p(x)y,

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − q(x)y3,

où l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), p(x) = εp1(x) + ε2p2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x),

g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et q(x) = εq1(x) + ε2q2(x). Pour
chaque k = 1, 2, lk(x), pk(x), fk(x), gk(x), hk(x) et qk(x), sont de degrés m1, m2

n1, n2, n3 et n4 respectivement. ε est un paramètre réel suppposé petit.



Annexe

Dans cette annexe, nous rappelons quelques formules qui seront utilisées au
cours de cette thèse (voir pour plus de détails ([1], [20])). Pour i ≥ 0 nous avons
2π∫
0

cosi θ sinj θdθ 6= 0, si i et j pair,

2π∫
0

cosi θ sinj θdθ =



0, si i ou j impair,

παk
2k−1k!

, si i = 2k et j = 0,

παk
2k(k + 1)!

, si i = 2k et j = 2,

3παk
2k+1(k + 2)!

, si i = 2k et j = 4,

15παk
2k+2(k + 3)!

, si i = 2k et j = 6,

où αi = 1 · 3 · 5 · · · (2i− 1).

2π∫
0

cosi θ sinj θ sin(2lθ)dθ 6= 0, si i et j impair,

2π∫
0

cosi θ sinj θ sin((2l + 1)θ)dθ 6= 0, si i pair et j impair,

2π∫
0

cosi θ sinj θ sin((2l + 1)θ)dθ =



0, si i impair ou j pair,

πCi,l, si i pair et j = 1, l ≥ 0,

πKi,l, si i pair et j = 3, l ≥ 0,
où Ci,l et Ki,l sont des constantes réels non nul.
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2π∫
0

cosi θ sinj θ sin(2lθ)dθ =



0, si i ou jpair,

π(2k + 1)αk
2k(k + 2)!

, si i = 2k + 1, j = 1 et l = 1,

πk(2k + 1)αk
2k−1(k + 3)!

, si i = 2k + 1, j = 1 et l = 2,

3π(2k + 1)αk
2k+1(k + 3)!

, si i = 2k + 1, j = 3 et l = 1,

3π(k − 1)(2k + 1)αk
2k(k + 4)!

, si i = 2k + 1 j = 3 et l = 2,

π
∼
Ci,l, si i impair et j = 1, l ≥ 0,

π
∼
Ki,l, si i impair et j = 3, l ≥ 0,

où
∼
Ci,l and

∼
Ki,l sont des constantes réels non nul.

θ∫
0

cosi t sin tdt =
1

i+ 1

(
1− cosi+1 θ

)
,

θ∫
0

cos2i+1 tdt =

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ, (voir ([20], P153)).

θ∫
0

cos2i+1 t sin2 tdt =
−1

2i+ 3
cos2i+2 θ sin θ +

1

(2i+ 3)

i∑
l=0

γi,l sin(2l + 1)θ, (voir ([20],

P151))
θ∫

0

cos2i tdt =
1

22i

(
2i

i

)
θ +

i∑
l=1

βi,l sin(2lθ), (voir ( [20], P153)),

où γi,l =
1

22i

(
2i+ 1

i− l

)
1

2l + 1
, βi,l =

1

22i

(
2i

i+ l

)
1

l
.

θ∫
0

cosi t sin3 tdt =
2

(i+ 1)(i+ 3)
− 1

i+ 1
cosi+1 θ +

1

i+ 3
cosi+3 θ,

θ∫
0

cos2 t sin2 tdt =
1

32
(4θ − sin 4θ) ,

θ∫
0

sin4 tdt =
1

32
(12θ − 8 sin 2θ + sin 4θ) ,
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θ∫
0

cos4 tdt =
1

32
(12θ + 8 sin 2θ + sin 4θ) .
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