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Etude Théorique et Numérique de quelques

Problemes des Milieux Poreux

Résumé

L’objectif de cette these est d’étudier théoriquement et numériquement un probleme
d’intrusion saline dans les aquiferes cotiers.
On commence par adopter ce probleme, qui décrit I'interaction entre ’eau douce et ’eau
salée, avec une interface abrupte ou les fluides sont immiscibles tout en considérant
un systeme d’équations elliptiques-paraboliques dégénérées. On démontre des résultats
théoriques d’existence et d’unicité de la solution et on propose un schéma numérique de
type volumes finis pour le discrétiser. Des simulations numériques confirmant nos résultats
sont présentées.
On s’intéresse ensuite a étudier notre probleme avec une diffusion du sel. Ce dernier est
décrit par un systeme d’équations couplant les équations de Navier-Stokes avec la gravité
en tant que force externe, avec une équation de convection-diffusion pour la concentra-
tion. On propose une méthode des éléments finis rectangulaires pour ’approcher, et on
prouve un résultat de stabilité pour le schéma numérique obtenu. On termine par donner

quelques résultats numériques.

Mots-clés : Dynamique des Fluides, Milieux poreux, Eléments finis, Volumes finis,

Stabilité.
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Theoretical and Numerical Study of some

Problems in Porous Medium

Abstract

The aim of this thesis is a mathematical and a numerical study of a seawater intrusion
problem in coastal aquifers.
Firstly, we adopt this problem, which describes the interaction between fresh and salt
water, with an abrupt interface where the fluids are immiscible, by considering a system
of degenerate elliptic-parabolic equations. We prove a theoretical results of the existence
and uniqueness of the solution and we propose a finite volume scheme to discretize it.
Some numerical simulations that confirmed our results are presented.
We are next interested in studying this problem with salt diffusion. This model is described
by a system of equations, coupling the standard Navier-Stokes equations with the gravity
as an external force, with a convective-diffusion equation for the concentration. We propose
a rectangular finite element method to approximate it and we show a stability result for

our resulting numerical scheme. We complete by presenting some numerical results.

Keywords : Fluid Dynamics, Porous media, Finite Element, Finite Volume, Stability.
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Introduction

L’étude des écoulements multiphasiques en milieu poreux hétérogene a attiré l'atten-
tion de nombreux chercheurs, en particulier en hydrogéologie pour I'exploitation des eaux
souterraines. Il faut souligner que les eaux souterraines sont la principale source d’eau
potable dans de nombreuses régions du monde ; malheureusement dans les zones cotieres

son extraction provoque des problemes d’intrusion d’eau salée.

En général, les échanges hydrauliques entre ’eau douce souterraine et 1’eau salée sont
lents dans des conditions naturelles, ils peuvent alors étre remplacés par un quasi-équilibre
entre les 2 zones. Cela correspond a l'approximation de Ghyben-Herzberg. Plusieurs
modeles analytiques dérivent de cette approche [48]. Cependant ces solutions analytiques
se limitent a des géométries tres simples et a des situations ou I'hypothese de Ghyben
- Herzberg est satisfaite; elles sont donc essentiellement utilisées comme cas test pour
valider des codes numériques. Supposons que la zone d’eau salée est immobile, le pompage
d’eau douce provoque une baisse dans le niveau de la nappe phréatique ce qui entraine
une intrusion saline dans l'aquifére. L’eau salée est plus dense que 1’eau douce et glisse en

dessous de cette derniere et envahit I’aquifere sous forme d’un biseau salé.

Dans ce travail, On s’intéresse a la modélisation du probleme d’intrusion saline dans les
aquiferes cotiers du point de vue théorique et numérique. Plusieurs références concernant

cette derniere existent dans la littérature ([L1],[12] et [13]). Ils existent plusieurs modeles

décrivant le probleme d’intrusion saline qui sont peut classer en 2 catégories. Celle qui
considere ’eau douce et I’eau salée sont immiscibles, donc les domaines occupés par chaque

fluide sont séparés par une interface abrupte. Cette approche ne décrit pas la nature et le
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comportement de la zone de transition mais ne donne des informations sur le mouvement
du front d’eau salée. Cette information est importante pour le controle de l'intrusion

marine et pour ’exploitation optimale de ’eau douce souterraine. La seconde catégorie

consiste a prendre ’eau douce et I’eau salée comme deux fluides miscibles, ¢’est-a-dire une

zone de transition se produit causée par la dispersion hydrodynamique.

Cette these est composée de quatre chapitres, le premier est une synthese bibli-
ographique sur les problemes de I’hydrogéologie et des milieux poreux en passant de

leur histoire vers leur modélisation et applications.

Le deuxieme chapitre comporte quelques notions fonctionnelles utiles tout au long de
ce travail, telles que les espaces de Hilbert, les espaces de Sobolev, les espaces de Sobolev
avec poids, la méthode des volumes finis et la méthode des éléments finis qui sont utilisés

en théorie de 1”approximation.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude théorique du probleme ou on a prouvé
un résultat d’existence et d’unicité de la solution pour le probleme d’intrusion saline avec
interface abrupte qui est modélisé par un systeme de type elliptique-parabolique dégénérée
dans un aquifere confiné. Ensuite, on a proposé un schéma de type volumes finis sur des
maillages non structurés pour résoudre le systeme couplé. A cette fin on a utilisé une
méthode dite des “cellules diamants”pour 'approximation du gradient. On a donné des

tests numériques pour ce schéma.

Le quatrieme chapitre présente un schéma basé sur des éléments finis de type rectan-
gulaire pour un probleme des fluides miscibles dans les milieux poreux ot on a montré un

résultat de stabilité pour notre schéma. Enfin, quelques tests numériques seront présentés.



CHAPITRE

1 Modélisation des
écoulements en milieu

poreux hétérogenes

Ce chapitre est un apercu historique sur I’hydrogéologie et les milieux poreux hétérogenes

[21], [31], [38] et [39] ; & partir des travaux de quelques grands noms dans ces domaines.

1.1 Histoire de ’hydrogéologie

C’est le grec Thales qui a imaginé en 650 av. J.C que I'eau de la mer, poussée
par les vents, pénetre dans le sous-sol des continents; la pression des roches provoque son
ascension dans le flanc des montagnes pour engendrer les sources.

Le romain Lucrece (98-55 av. J. C) a donné une description compleéte du cy-
cle de I'eau comprenant 1’évaporation, la formation des nuages et de la pluie ainsi que
I'infiltration.

Aristote (384-322 av. J. C) a pensé qu’apres I’évaporation sur la mer, les nuages
forment la pluie qui est a I'origine des rivieres, par I'intermédiaire de réservoirs souterrains.

Platon (428-348 av. J. C) a imaginé qu'un immense gouffre, le Tartare, recoit tous

les cours d’eau et alimente les mers, les lacs, les fleuves et les sources.
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Figure 1.1.1 — Cycle de 'eau et existence de réservoirs souterrains d’apres Aristote [31]

Cette théorie, a été avancée dés le premier siecle av. J. C par 'architecte Vitruve
qui a décrit la formation des sources par la pénétration dans le sol des eaux de pluie et
de fonte des neiges, jusqu’a leur interception par une couche d’argile ou de pierre.

En se basant sur les travaux d’Aristote, Sénéque (4-65) qui a proposé que les eaux
souterraines proviennent de condensations dans le sous-sol.

On doit a Léonard de Vinci (1452-1519) au XVeme siecle I'idée de précision de
cette théorie, ou il a reconnu I'importance des aquiferes des formations géologiques des
Alpes.

Le premier qui a exposé une vision juste sur les eaux souterraines est le mathématicien
Jacques Besson dans son ouvrage “L’art et science de trouver les eaux et les fontaines
cachées sous terre "en 1569. Puis, en 1580, Bernard Palissy (1510-1590) a démontré que
I’eau des sources a pour origine les pluies infiltrées dans les fissures et abimes du sous-sol,
dans son livre “Discours admirables de la nature des eaux et fontaines, tant naturelles
qu’artificielles 7.

Au XVIleme siecle, Jean Frangois a précisé a son tour dans son ouvrage “La
Science des eaux ”(Rennes 1655) le premier principe d’hydrogéologie en distinguant trois
types de terres aquiferes dans le sol (libre, captif et semi-captif).

Ensuite, en 1674, le véritable fondateur frangais de la pensée moderne en hydrologie

quantitative Pierre Perrault (1611-1680) dans son mémoire “De l'origine des fontaines



1.1. Histoire de I’hydrogéologie

"a établit le premier bilan d’un bassin versant, et il a prouvé par des mesures précises
dans le haut bassin de la Seine que les précipitations sont a elles seules suffisantes pour
assurer le débit des cours d’eau et des sources.

Quelques années plus tard, le physicien Edmé Mariotte (1620-1684) a confirmé
les résultats de Pierre Perrault dans son livre “Traité du mouvement des eaux et des
fluides 7, qui a été publié apres sa mort, en 1686, par Phillipe de la Hire.

Puis, 'astronome britannique Edmund Halley (1656-1742) qui a été motivé par
les expériences de Perrault et Mariotte, a quantifié I’évaporation en constatant qu’elle est
égale aux précipitations.

Dans la premiere moitié du XIXeme siecle, une premiere application de la géologie a
I’étude des eaux souterraines, a été proposée en 1827 par le fondateur de la stratigraphie,
I'anglais William Smith (1769-1839).

Apres, les études et les travaux des géologues et des ingénieurs qui ont abouti a
une véritable explosion des sciences et des techniques de ’eau en France.

En 1856, 'ingénieur francais Henry Darcy (1803-1858) a établit expérimentalement
a Dijon, sa loi célebre qui porte son nom qui a été la base fondamentale de ’hydrody-
namique souterraine dans son livre “Les fontaines publiques de la ville de Dijon ”.

Au début du XXeme siecle, Auguste Daubrée (1814-1896) a relié en 1887 les
structures géologiques et le mouvement des eaux souterraines. Dans son livre “I’Essai
d’hydrogéologie ”édité en 1930, E. Imbeaux a établit les bases de la géologie appliquée
aux eaux souterraines, pour lui * '’hydrogéologie est la fille de la géologie’.

L’hydrogéologie (de hydro-, eau et géologie, étude de la terre) est la science qui
étudie 'eau souterraine; elle s’occupe de la distribution et de la circulation de l'eau
souterraine dans le sol et les roches, en tenant compte de leurs interactions avec les
conditions géologiques et ’eau de surface.

Son domaine d’étude repose essentiellement sur deux branches des sciences de la
terre, la géologie et I’hydrologie, mais aussi sur de nombreuses autres branches comme la
physique, la chimie, la biologie, ’analyse numérique ainsi que des techniques de modélisation.

A cet effet, I’hydrogéologie est devenue une science interdisciplinaire.
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1.2 Les milieux poreux hétérogenes

Nous nous intéressons dans cette étude aux milieux poreux hétérogenes et en partic-
ulier aux aquiferes.
Un milieu poreux est constitué d’une partie solide et des espaces vides appelés pores. Le
pourcentage de vide d’un milieu poreux définit sa porosité totale. Ces vides peuvent étre

occupés par l'eau, 'air ou d’autres fluides.

1.2.1 Définition d’un aquifere

Un aquifere est une formation géologique saturée pouvant transmettre et capter des
quantités significatives d’eau souterraine sous des gradients hydrauliques ordinaires (faibles)
ou une unité géologique qui permet de fournir des quantités d’eau économiquement avan-
tageuses. On distingue deux importants types d’aquiferes (voir Figure

Aquifere libre

C’est un aquifere dans lequel une nappe libre (surface phréatique) sert de limite
supérieure, la pression exercée sur le toit de cette nappe est égale a la pression atmo-
sphérique.

Aquifere confiné

C’est un aquifere qui contient une nappe captive entre deux formation imperméables.
L’eau contenue dans cette nappe est soumise a une pression supérieure a cette nappe,
correspondant a la surface piézométrique qui est située au dessus de la limite supérieure

de l'aquifere.
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Zone de recharge de
1’aquifére a nappe captive
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Puits dans la J L &
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< he -

1, .
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A

Figure 1.2.1 — Types d’aquiféeres.

1.2.2 Caractéristiques des milieux poreux

Les grandeurs physiques suivantes sont les plus couramment utilisées pour caractériser
un milieu poreux.
La porosité

Elle est définie comme le rapport entre le volume des pores et le volume total dans un

volume élémentaire représentatif du milieu

Vp Volume des pores

¢ =2 (1.2.1)

Vo - Volume totale de I’échantillon

elle varie donc entre 0 (solide plein) et 1 (volume complétement vide).
Conductivité hydraulique

La conductivité hydraulique est une mesure de la capacité du milieu a laisser circuler
I'eau. Elle dépend des caractéristiques du milieu, via la perméabilité intrinseque k, ainsi
que des caractéristiques du fluide

_ kg (1.2.2)

I

ou g est la viscosité dynamique du fluide, p est la masse volumique du fluide et g est

I’accélération de la pesanteur.
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Dans le cas anisotrope, elle est définie par un tenseur symétrique de la forme :

Ky 0 0
K=|o0 K, o0
0 0 K.

Hauteur piézométrique
Dans un milieux poreux, l'eau est caractérisé par son état d’énergie. L’énergie d'une
particule du fluide en mouvement est donc considéré comme son énergie potentielle car

I’énergie cinétique est si réduite qu’elle est négligée. I’équation de Bernouilli s’écrit :

P
hzz—l—/ d_p
o P9

ou h est le potentiel (ou hauteur piézométrique), p la masse volumique de l'eau, P la
pression d’eau, z est le potentiel gravitaire. Si le fluide est incompressible, la hauteur
piézométrique s’écrit :
P
h=z+—, avec P = (h — z)pg (1.2.3)
p-g
ou g est 'accéleration de la gravité.
Charge hydraulique
La charge hydraulique dans un fluide incompressible, correspond a ’énergie mécanique

totale du fluide, elle est définie par :

U2

<I>:z+£+— (1.2.4)
p-g 29

avec v la vitesse réelle du fluide. En milieux poreux, I’écoulement est généralement lent,
ainsi on néglige le terme cinétique %, par conséquent la hauteur piézométrique et la charge
hydraulique peuvent étre confondues.

Coefficient d’emmagasinement

C’est le rapport du volume d’eau libéré ou emmagasiné par unité de surface de
I’aquifere, sur la variation de charge hydraulique correspondante. Il conditionne 1’em-
magasinement de 1’eau souterraine mobile dans les vides du réservoir.

Ce coefficient peut s’exprimer en fonction de la porosité, du coefficient de compressibilité

du fluide, noté par ap, résultant de la variation de la densité du fluide par rapport a celle
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de la pression et du coefficient de compressibilité du sol, noté par 5p, di a la variation

de la porosité par rapport a celle de la pression. Ils sont définis par :

_19p
199
Pp= =0 0P (1.2.6)

1.3 Ecoulement en milieu poreux

L’écoulement d’un fluide a travers les milieux poreux est gouverné par deux types de
lois de la physique qui sont utilisées pour résoudre un probléme, une loi de comportement
qui est la loi de Darcy et une loi de conservation de la masse qui définit le principe de

continuité.

1.3.1 Loi de Darcy

L’étude fondatrice des écoulements dans les milieux poreux a été réalisée par I'ingénieur
Darcy en 1856 avec un “Mémoire sur les fontaines publiques de la ville de Dijon 7. Il a
mis en évidence une relation linéaire entre la vitesse et le gradient de pression appliqué
de part et d’autre du matériau poreux.

La loi de Darcy s’applique a un milieu poreux homogene et isotrope parcouru par un
écoulement a faible vitesse.

A cet effet, auteur a tenté d’améliorer la qualité des filtres a sable utiles a la purifica-
tion des eaux d’alimentation de la ville de Dijon, il a établi expérimentalement la relation
entre le débit d’écoulement a travers un matériau poreux et la perte de charge qui lui est

associée comme indiqué dans la Figure [1.3.1 ]
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Figure 1.3.1 — Le dispositif expérimentale de Darcy[19].

De cette expérience, Darcy a déduit que le débit total () transitant au travers de la

colonne peut se calculer [19],[40].
A
Q= KATh (1.3.1)

ol

Q@ : débit d’écoulement total mesuré a la sortie.

K : coefficient de conductivité hydraulique.

A : section de I’échantillon normale a la direction de I’écoulement.

h : la perte de charge de I'eau entre le sommet et la base de ’échantillon.

L : longueur de ’échantillon.

En notant par ¢ = % (appelé le gradient hydraulique) et en divisant les deux membres
de la loi par A; nous obtenons la vitesse de filtration U = % appelée vitesse de Darcy.

La loi s’écrit alors sous la forme
U=Ki (1.3.2)
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1.3. Ecoulement en milieu poreux
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Figure 1.3.2 — Schéma représentatif de la loi de Darcy [40].

La loi de Darcy doit donc s’exprimer sous la forme générale
k
U= — (Vp+ pgV=z) (1.3.3)

Ici, p est la masse volumique du fluide, g la gravité et z est le potentiel gravitaire. Pour
établir la relation entre la perméabilité intrinseque k et le coefficient de perméabilité K
utilisé par les hydrogéologues, il faut exprimer le débit en fonction du gradient de charge

hydraulique % = —Vh. En supposant le fluide incompressible, nous pouvons écrire
k
U= —IL—LV (p+ pgz) (1.3.4)

En négligeant la variation spatiale de la masse volumique, la loi de Darcy se simplifie

de la facon suivante :

k
U=—-t9 (£ + z) — _KVh (1.3.5)
no \pg

ou,
h = (% + z) : représente le potentiel hydraulique ou la charge piézométrique, [L];

K= E}% . est le coefficient de conductivité hydraulique ou de perméabilité, [LT!].

11



1.4. Ecoulement d’eau souterraine

1.3.2 Equation de continuité

L’équation de continuité de 1’écoulement en milieux poreux est basée sur le principe

de conservation de masse et s’écrit :

% + div(pq) = pR (1.3.6)

ol R est le terme source volumique.

1.4 Ecoulement d’eau souterraine

L’eau peut étre momentanément stockée dans les océans et les lacs (sous forme d’eau
liquide), dans les calottes polaires et les glaciers (sous forme de glace), et dans le sous-sol
(sous forme d’eaux souterraines). Les écoulements souterrains constituent la partie cachée
du cycle de 'eau (voir Figure et 1'idée selon laquelle les débits dans les rivieres
étaient principalement constitués d’eau provenant des écoulements de surface a été dom-

inante pendant des décennies.

K [ Condensation

i
L

Nelges Précipitations

nt

glackers
'-.H"' Evapo: ; - . ey
Iﬂﬂ+t R tramspiration ﬁ-ﬁ?}f--;}ﬁ.fif”ﬁ.l
bi l Auissellement
~ " L1
Ecoulsment de la nappe Lac Flouve

Nappe d'eau souterraine —

Figure 1.4.1 — Cycle de 'eau
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1.5. Probléme d’intrusion saline

Le mouvement de 1’eau dans le sous-sol est tres lent par rapport aux vitesses de ruisselle-
ment en surface, ce qui implique un long temps dans le sous-sol et de faibles flux. On

distingue deux grands types de zones [19]

1.4.1 Zone saturée

La zone saturée correspond a la partie du sol située sous la nappe phréatique (surface
libre des aquiféeres) ou les pores sont complétement remplis d’eau, avec une pression d’eau

positive.

1.4.2 Zone non saturée

La zone non saturée correspond a la partie située entre la surface du sol et la surface
phréatique des aquiferes. Elle est constituée simultanément, au moins pour une période
de temps donnée, d’air et d’eau dans les pores. Son épaisseur est tres petite voire nulle
dans les sols humides, et estimée a plusieurs la centaines de metres dans les sols arides,

ou secs. On distingue aussi :

Zone Vadose

La zone vadose est la partie du sol qui se trouve au dessus de la nappe phréatique,
ou les pores sont partiellement saturés en eau (zone radiculaire, vadose, intermédiaire), et
saturée en eau (zone capillaire). Dans ce cas ’eau est sous pression négative.

Zone capillaire

La zone capillaire est la partie du sol située au dessus de la nappe phréatique et au
dessous de la limite de la remontée capillaire, elle est caractérisée par une pression d’eau

négative.

1.5 Probleme d’intrusion saline

Dans les zones cotieres, la forte densité de population et la surélévation du niveau de

la mer provoque une baisse du niveau de la nappe phréatique et une intrusion de ’eau

13



1.5. Probléme d’intrusion saline

saline dans les nappes d’eau douce. L’eau salée, plus dense que 1'eau douce, glisse en
dessous de cette derniere et envahit I'aquifere sous forme d’un biseau salé. Cela permet
de produire une interface ou zone de transition entre les deux fluides. On distingue trois
types d’interfaces

Interface abrupte

Les deux fluides sont considérés non miscibles, sans diffusion de sel. Dans le modele
d’interface abrupte, on considere un écoulement défini par deux zones fluides de densités
distinctes.

Interface diffuse

Cette approche consiste a supposer que les eaux douce et salée sont miscibles et qu’il
existe entre ces deux fluides une zone de transition qui n’est ni salée ni douce.

Sans interface

Il s’agit d’'un modele a deux fluides miscibles.

14



CHAPITRE

Préliminaires et notions

de base

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats utils sur les espaces fonctionnels
[3], [8], [16] et [20], puis nous introduisons la méthode des volumes finis [26], [4] et [5] et
celle des éléments finis [§] et [44].

2.1 Les espaces LP(()

Dans ce chapitre, on considere 2 un ouvert de R™ et pour 1 < p < oo, on note LP(2)

I’espace des fonctions u mesurables, définies sur €2, telles que

/|u(x)]p dr < o0, (2.1.1)
0

ol = ([ o da:)é.

Définition 2.1.1 L’espace L>(2) est 'espace des fonctions bornées

muni de la norme

L>®(Q) = {u: Q — R; u mesurable et 3 une constante C telle que |u(x)| < C p.p. sur Q}
(2.1.2)

cette espace est muni de la norme

||uHL<>O(Q) =inf{C; |u(x)| < C p.p. sur Q}
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2.1. Les espaces LP(S)

Notation 2.1.1 Soit 1 < p < oo; on désigne par p lexzposant conjugué de p
1
- + - = ].
p p

Théoreme 2.1.1 (Inégalité de Holder)[3,20] Soit u € LP(Q2) et v € L”,(Q) avec 1 <p <

00, alors uv € L*(Q) et

[ o < el ol 213)
Théoreme 2.1.2 (Inégalité de Minkowski)[3] Si 1 < p < oo, alors

[l + UHLp(Q) < ||uHLp(Q) + ||U||LP(Q) : (2.1.4)

Théoreme 2.1.3 [3, [20] LP(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
Théoréme 2.1.4 (Densité)[20] L’espace C.(2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < oc.
Théoreme 2.1.5 [3, [20] L’espace LP(QY) est séparable pour 1 < p < 0.
Corollaire 2.1.1 [3] L’espace C°(Q2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < oc.
Théoréme 2.1.6 [3, [20] L’espace LP(QY) est réflexif pour 1 < p < oo.

En particulier, si p = 2 on note L?(§2) I'espace des fonctions définies sur § & valeurs

relles de carré intégrable sur €2 pour la mesure de Lebesgue telle que

/Q|u(az:)|2 dr < o0

il = ( [ futo)f dac)é

Théoréme 2.1.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit u et v deuz fonctions de L*(),

muni de la norme

alors uwv € L*(Q) et

|(w, 0) < flull g2y 101l 20 (2.1.5)
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2.2. Les espaces de Hilbert

2.2 Les espaces de Hilbert

Définition 2.2.1 Soit V' un espace vectoriel, un produit scalaire (u,v) est une forme

bilinéaire de V- x V dans R, symétrique et définie positive.

Définition 2.2.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel V. muni d’un produit

scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme associé au produit scalaire (u,v) et notée

par [[ul| = (u,u)/2.

Exemple 2.2.1 L*(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u,v) = /u(x)v(x) dx (2.2.1)
Q
Proposition 2.2.1 [20] V est uniformément convexe et donc réflexif.

Théoréme 2.2.1 (Projection sur un convexe fermé)[20]
Soit C C V' un conveze fermé non vide. Alors pour tout f € V, il existe u € C unique
tel que
— u| = mi - 2.2.2
|f —ul =min|f —v| (2.2.2)

De plus u est caractérisé par la propriété :

u e C (2.2.3)

(f—uwv—u) < 0 Ywel
On note uw = Po f projection de f sur C' (Pg est lopérateur de projection)
Proposition 2.2.2 [20] Sous les hypothéses du théoréme (2.1.1) on a
\Pofi — Pofel <|fi— fo| VA, €V (2.2.4)

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)[20)]
Etant donné ¢ € V' (dual de Uespace de Hilbert V) il existe f € V unique tel que

<p,v>=(fv) YveV (2.2.5)

De plus on a

1= llelly
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2.2. Les espaces de Hilbert

Définition 2.2.3 On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : V x V — R est

(i) continue s’il existe une constante « telle que
la(u,v)| < alu| |v] Yu,v €V, (2.2.6)
(ii) coercive s’il existe une constante 5 > 0 telle que
a(v,v) > Bv]* YweV (2.2.7)

Théoréme 2.2.3 (Stampacchia)[20]
Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit C' un conveze, fermé non
vide.

Etant donné ¢ € V' il existe u € C unique tel que
alu,v—u) ><p,v—u> Yvel (2.2.8)
De plus, si a est syétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u € C (2.2.9)

1 1
Ea(u,u)— < p,u>= 1316151{5(1(?},1))— < p,v >}

Théoreme 2.2.4 (Théoréme de point fize de Banach)[20]

Soit X un espace métrique complet et soit S : X — X une application telle que
d(Svy, Svg) < ld(vi,v9) Yui,vg € X avecl <1 (2.2.10)
Alors S admet un point fixe unique, u = Su.

Corollaire 2.2.1 (Laz-Milgram)[20]
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € V' il existe

u €V unique tel que

a(u,v) =< p,v> Yve H (2.2.11)
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par :

1 1 /
ueV et ia(u, u)— < p,u >= mi‘l;l{éa(v,v)— <, >} YpeV (2.2.12)
ve

Les détails des preuves des résultats des propositions 2.2.1 et 2.2.2, théoremes 2.2.1,

2.2.2, 2.2.3 et 2.2.4 sont dans [20].
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2.3. Les espaces de Sobolev

2.3 Les espaces de Sobolev

2.3.1 Espaces H"(2)

Soit D(2) I'espace des fonctions C*° (espace des fonctions indéfiniment continues) et
A support compact dans 2. Son espace dual D'(Q) est appelé I'espace des distributions.
Si ¢ est une fonction de D(2) et si o = («, ..., ;) € N” un multi-indice, on pose

olely

Pp= 0P
LA R

(2.3.1)

avec |a| = aj + ... + .

Si T est une distribution sur €2 et si a € N est un multi-entier quelconque, on définit

alel

la dérivée au sens des distributions 0*T = p S T
T oxg

de T par
Vo € D(Q), < 0T, o >= (-1l <T,0% >
Définition 2.3.1 Pour un entier m > 1, l'espace de Sobolev H™(2) est défini par

H™(Q) = {u € L*(Q) tel que ¥V 0 < |a] <m, 0%u € L*(Q)} (2.3.2)

On le munit de la norme

N |=

a 2
”UHHm(Q) = Z 10 U“o,ﬂ

0<]al<m
Théoréme 2.3.1 L’espace H™()) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(1, 0) sy = / S 0u()ou(x) do
Q
la<m
Théoreme 2.3.2 Pour tout entier positif m, la semi-norme

2

o 112
|u|Hm(Q) = Z 10 u||L2(Q)

laf=m

est une norme sur l'espace H'(SY), équivalente a la norme H.HHm(Q) :

Théoréme 2.3.3 L’espace H™ () est un espace séparable.
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2.3. Les espaces de Sobolev

Théoreme 2.3.4 5i Q) est un ouvert borné régulier de classe C™, ou bien € = R}, alors

C(Q) est dense dans H™(S).

Définition 2.3.2 Soit m un entier positif. On note H=™(Q2) le dual de ’espace H'(2),

et on le munit de la norme duale

< f,v>

[l fr=my = sup ==
vEHF(Q),w#0 |U|Hm(9)

ou < .,.> est le produit de dualité entre HJ'(2) et son dual.

Théoréme 2.3.5 (de trace) Soit Q) est un ouvert borné régulier de classe C*. On définit

lapplication v,

v, o HAQ)NCOYQ) — L*(092) N C(0N) (2.3.3)
v — %w):g—;m

avec g—z = Vu.n. Cette application v, se prolonge par continuité en une application

linéaire continue de H*(Q) dans L*(0N). En particulier, il existe une constante C' > 0
telle que, pour toute fonction v € H*(Q), on a

|2

on
Théoréme 2.3.6 (Formule de Green) Soit 2 est un ouvert borné régulier de classe C?,

siu€ H*(Q) etve HY(Q), on a

< Clv]l gz(qy
12(69)

/Au(x)v(x) der = —/ Vu(x).Vu(zx) daz+/ @(az)v(as) ds (2.3.4)
Q Q a0 0N
En particulier, si m = 1 on note H!(Q) I'espace de Sobolev telle que
1 2 du 2 -
H () = {u € L*(Q) tel que 9 € L*(Q), Vie{l,..,n}} (2.3.5)

Cet espace est muni du produit scalaire

(u, 0) sy = /Q (u(z) v(z) + Vu(z)Vo()) do

et de la norme associée

lull 1) = (/Q(\U(ﬂf)!2 +|Vu(@)[*) dr)?
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2.3. Les espaces de Sobolev

Définition 2.3.3 On désigne par H(Q) l'adhérence de D(Q) dans H(Q).

Hy(Q) = {v e H'(Q) tel que v, = 0} (2.3.6)
Proposition 2.3.1 L’espace H}(Q)) est un espace de Hilbert.
Théoréme 2.3.7 5i Q =R", l'espace D(R") est dense dans H'(R"), i.e.

H}(R™) = H'(R™). (2.3.7)

Théoreme 2.3.8 (Inégalité de Poincarré) Si Q) est un ouvert borné de R", il existe une
constante C(Q2) > 0 telle que, pour toute fonction v € Hy(£2)

n

19ll 20y < CEOOQ

1=

2

ov
Qxi

2 )2 (2.3.8)
L2(Q)

Théoréme 2.3.9 (de trace) On suppose que ) est un ouvert bornv de R™ de frontiére T

Alors D(Q) est dense dans H'(Y) et Uapplication

v D) — C'(T) (2.3.9)

vo— YU = v|p

se prolonge par continuité en une application linéaire et continue de H'(Q) dans L*(T)

qu’on note par .

Théoréme 2.3.10 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. Si

u et v sont des fonctions de H'(Q), elles vérifient

Ou ov
(x)v(x) dx = —/Qu(x)axi (x) dx + /BQ u(z)v(x).n,;(x) ds. (2.3.10)

o Oz

ot 1 = (n;)1<i<n est la normale unitaire extérieure a OS).
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2.3. Les espaces de Sobolev

2.3.2 Espaces W™P(Q)

Plus généralement, on peut définir des espaces W™P(Q2) pour un entier m > 0 et pour

un réel 1 < p < 400. nous pouvons donc donner la définition suivante.
Définition 2.3.4 Pour un entier m > 0, l’espace de Sobolev W™P(Q2) est défini par
WmP(Q) = {v e LP(Q) tel que 0% € LP(Q2), Y0 < |a| < m} (2.3.11)
0€ 0%v est la dérivée au sens des distributions.

L’espace WP()) muni de la norme

3 =

lallmney = | D N10%ullZa)

0<|er|<m

est un espace de Banach.

Si Q un ouvert de classe C', ou bien Q2 = R, alors

Corollaire 2.3.1 (Injections de Sobolevn > 2)

Soit1 <p<oo. Ona

, 1 1 1

st 1 < p<mn, alors W'P(Q) C LP"(Q) ou —==—Z,

b p n

st p =mn alors WLP(Q) - LQ(Q) \V/q S [p7 +OO[7
si p > n, alors WP () C L>=(9),

avec injections continues.

De plus, si p > n on a pour tout u € WH(Q)
[u(@) —u®)] < Cllullproy lz —ylI*  pp.z,ye
avec v =1 — % et C' dépend seulement de 0, p et n. En particulier Wir(Q) C O(Q).

Remarque 2.3.1 Pourp =2, W"(Q) = H'(Q).
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2.4. Espace H(div,?)

Théoréme 2.3.11 On suppose Q de R™ borné de classe C'. On a

1 1 1
si p < m, alors W™P(Q) C LYQ), Vg€ [1,p"[ ot —==——,
p p n
si p = mn, alors W'P(Q) C LYQ), Vq € [1,+o0],
st p > m, alors WHP(Q) C C(Q),
avec injections compactes.
Lemme 2.3.1 (Formule de Leibniz) Soit I l'intégrale définie par
h(t)
I(t) = /f(a:,t) dr avec h,g, f € C'R),
9(t)
Alors ©
dl hO 9 f Oh(t) dg(t)
— = —(z,t) d h(t),t)——— — t),t)——=
5=, et e 0 n7EE .02,
d’otu
O o f dI Oh(t) dg(t)
O ety dw = — pniey, 20 4 pge), 020, (23.12)
/g(t) ot dt ot ot

2.4 Espace H(div,())

On introduit un autre espace, intermédiaire entre L*(Q2) et H'(Q), pour les fonctions

a valeurs vectorielles.
Définition 2.4.1 L’espace H(div,<Y) est défini par
H(div, Q) = {o € (L*(Q))" tel que divo € L*(Q)} (2.4.1)
ou divo est la divergence faible de o.
Cet espace est muni du produit scalaire
(o,7) = /Q(a(x)T(x) + divo (x)divt(z))dx,

et la norme associée

||0||H(div,ﬂ) =/ (0,0),

23



2.5. Espaces de Sobolev avec poids

Proposition 2.4.1 L’espace H(div,(Y) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(...).

Théoréme 2.4.1 Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, ou bien Q =R, alors

C2(Q)" est dense dans H(div, ().

Théoréme 2.4.2 (Formule de divergence) Soit §) est un ouvert borné régulier de classe

C. On définit Uapplication ’trace normale’ Yn

H(div,Q)NC(Q) — H?00Q)nC(09Q) (2.4.2)
o = (0i)icicn — Vy(0) = 0.7yq
ot = (0;)1<i<n est la mormale unitaire extérieure a OS). Cette application vy, se

prolonge par continuité en une application linéaire continue de H(div, Q) dans H=/%(0Q).

De plus, si o € H(div,Q) et ¢ € H(Q), on a

/ divo.¢ dx + / o. Vo dr =< 0.1,7(P) >p-1/2,11/2(50)
0 Q

Définition 2.4.2 On désigne par Hy(div,Y) Uadhérence de D(Y) dans H(div, ).
Hy(div, Q) = {o € H(div, ) tel que o.n|p =0} (2.4.3)

Proposition 2.4.2 L’espace Hy(div,Y) est un espace de Hilbert.

2.5 Espaces de Sobolev avec poids

Nous allons a présent introduire une nouvelle famille d’espaces avec poids.

On désigne 2 I'intervalle ouvert | — 1, 1], et on y définit le poids

VCEQ, p(¢)=(1-¢)2.

On note que cette fonction est positive et intégrable sur 2. On introduit I'espace des

fonctions de carré intégrables pour la mesure p,,(¢) d( :

1

L2 ={p:Q—R mesurable;/ ©*(O)p,(¢) d¢ < oo} (2.5.1)

-1
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2.5. Espaces de Sobolev avec poids

Puis, pour tout entier positif m, on désigne par
m 2 d*p 2
HM(Q)={pe L7(Q); Vk=1,....,m, Tk e L(Q)}, (2.5.2)
x

que I'on munit de la norme

||90||H;n(§2) = (/12(%)2(0&(0%)
k=0

On définit l'espace H['3(€2) comme I'adhérence de D(2) dans H['(S2), et I'espace

=

2

H_;™(§2) comme son dual. La semi-norme

1
L 1
d"p.s ’
[Pl o) = (/ (—dcm) (C)pw(C)dC) :
-1
est sur HJ'({2) une norme équivalente a la norme ||.| ;7m(q) -
En conclusion, on remarque que, le poids p,, étant supérieur & 1, I'espace L2(£2) est
inclus avec injection continue dans I'espace L*(€2); de méme, pour tout entier positif m
fixé , I'espace H'(£2) est inclus avec injection continue dans ’espace H™(2).

Si on considere le carré Q =] — 1, 1[%, on introduit

Vx = (z,y) € Q, w(x)=p,(x)p,(y)

De méme, on définit

[2(Q) = {v € I2(Q) ;/sz(g)w(x) dx < o). (2.5.3)
H™Q) ={ve L}(Q); Va e N} |a| <m, 0% € L2(Q) },m >0 (2.5.4)

On munit ce dernier espace de la norme

D=

e / S (00 m(x) dx |

et de la semi-norme

N[
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2.6. Méthode des volumes finis

2.6 Meéthode des volumes finis

La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation pour les problemes el-
liptiques, paraboliques ou hyperboliques. C’est une méthode bien adaptée a la discrétisation
spatiale des lois de conservation, elle est ainsi tres utilisée en mécanique des fluides. Elle
consiste a integrer sur des volumes élémentaires, les équations écrites sous forme intégrale.

Soit € un ouvert borné de R?, et soit f une fonction donnée dans I'espace L*((2), on

considere le probleme de Dirichlet

—Au(z) = f(z), €
u(z) =0, z € 00

(2.6.1)

2.6.1 Maillage admissible

On définit un maillage 7 de 2 par des volumes de controle vérifiant les conditions

suivantes

1. La fermeture de I'union de tous les volumes de controle est Q;

2. Si K et L sont deux volumes adjacents, le segment de droite qui lie les deux centres

de K et L est perpendiculaire a 'aréte e commune (e = K | L), (voir [2.6.1 |)

Figure 2.6.1 — Volumes de controle admissibles d’un maillage volume finis

3. Si e € 00 la droite passant par le centre de K est perpendiculaire a l'aréte e,

intersecte e (voir [2.6.2 |).
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2.6. Méthode des volumes finis

AL
Ll

i
i

1
t b "‘J.__
K A
Cellube admissable Lo Iy eecii— aa] rrbarss Pl

Figure 2.6.2 — Condition d’admissibilité du maillage

2.6.2 Discrétisation

On integre la premiere équation de (2.6.1)) sur une cellule K, on obtient

_ / Au(z) dz = / f(z) da

K K
d’ou

— /Vu(x).ana = |K| fx (2.6.2)

Ici, ny est la normale unitaire dirigée a l'extérieur de K, et

1
szmlf@) dr

On peut décomposer K en des arétes, la relation ([2.6.2) s’écrit

Z —/Vu.nK’eda = |K| fx

ecek

ou ¢ est I'ensemble des arétes de K.
On peut approcher le flux —Vu.n . en utilisant une approximation de différence finie
centrée
_VU-UK,e = ULd_—UK
KI|L

ou dgr, est la distance entre le centre des cellules K et L.
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2.7. Méthode des éléments finis

d’ou
Uy —ug

f}(ﬁ = — ]/i‘7u.nIQeChT = —-|€"—7§;;Z——

Donc, le schéma volume finis s’écrit

Y Fre=I|K|fx, VKT

ecek

SieC dQete € ek, le flux —Vu.n, est approximé par

Uk

ZG(@ - __‘6’

d}(ﬁ

Définition 2.6.1 (Conservativité) On dit que le schéma volumes finis est conservatif

st flux numérique entrant dans un volume de controle est égal a celui sortant de [’autre.

Définition 2.6.2 (Consistance) On dit que le schéma volumes finis est consistant si

lordre de ’approximation numérique choisi pour le flux soit supérieur ou égale a 1.

Définition 2.6.3 (Volumes Finis) On dit qu’un schéma numérique de type volumes

finis est convergent, si les flux numériques approchés sont conservatifs et consistants.

2.7 Meéthode des éléments finis

Dans cette section, on va présenter la méthode des éléments finis qui est 'une des
méthodes les plus efficace pour résoudre des problemes aux limites. Le principe de cette
méthode est basé sur la formulation variationnelle (ou formulation faible) de ces problemes.
L’idée de base de la méthode des éléments finis est d’approcher ’espace de Hilbert V' sur
lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espace V}, de dimension finie.
Le probleme approché posé sur Vj se ramene a la résolution d’un systeme linéaire, dont
la matrice est appelée matrice de rigidité. Par ailleurs, on peut choisir le mode de con-
struction de V}, de maniere a ce que le sous-espace V}, soit une bonne approximation de V'
et que la solution u;, dans V}, de la formulation faible discrete soit proche de la solution

exacte u dans V.
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2.7. Méthode des éléments finis

Soit © un ouvert borné de RY (N > 2) de frontiere 9 assez régulicre et soit f une

fonction donnée dans L?(f2), on considere le probleme modele de Dirichlet

—Au=f dans(
uw =0 sur 9

(2.7.1)

dont nous savons qu’il admet une solution unique dans H}(€2).

Le principe variationnel appliqué a (2.7.1)) conduit & la formulation faible suivante

Trouver u € H}(Q) tel que

(2.7.2)
a(u,v) =1(v), Yve Hg(Q).

ou

a(u,v) :/VUVU dr et Il(v) = /fv dz,dx = (dxy,dxs, ..., dxy)
Q Q

On vérifie facilement que la forme bilinéaire af(.,.) est continue et coercive et que la
forme linéaire [(.) est continue et par suite, par application du théoréme de Lax-Milgram,

on en déduit que le probleme (2.7.2) admet une solution unique dans Hj(f2).

La construction de l'espace de dimension finie exige un maillage de ) qui satisfait
certaines régles. On suppose que €2 est polyédrique (polygonal si N = 2), c’est-a-dire le

maillage de Q est formé par des tétraedres (des triangles, des rectangles si N = 2)

2.7.1 Eléments finis triangulaire

Pour décrire la méthode des éléments finis triangulaire, on regroupe les triangles (les
tétraddres en 3D) dans une famille des N—simplexes. Un N— simplexe N, de RY est

'envelope convexe de (N + 1) points (a;)1<j<n+1 de RY.
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2.7. Méthode des éléments finis

On note (a;;)1<i<n les coordonnées du vecteur a;. Le N—simplexe est non-dégénéré

si la matrice

ay1 Qr2 ... QA1 N+1
Q21 A22 ... Q2 N+1
A=
a1 aN2 ... AN N+1
1 1 - 1

est inversible.

Figure 2.7.1 — Exemple de maillage triangulaire en dimension N = 2

Définition 2.7.1 On appelle une triangulation de Q lensemble T, de N —simplexes
(non dégénérés) (N, )1<i<n qui vérifient
1. Ny, CQetQ=U",N,,
2. en dimension N = 2, l"intersection Ns, Ny, de deuz triangles distincts est soit vide,
soit réduite a un sommet commun, soit a une aréte commune entiére (en dimension

N = 3, lintersection est soit vide, soit un sommet commun, soit une face commune

entiére, soit une aréte commune entiere).

On note h = maxy, e7, diam(Ny,), Vi = {1,...,n}.

i
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2.7. Méthode des éléments finis

On définit P, comme I'ensemble des polynomes & coefficients réels de RY dans R de

degré inférieur ou égale a k, c’est-a-dire que pour tout p € P, s’écrit sous la forme

o i1 iIN _

p(z) = E Qiy iy T Xy avec = (21, ..., TN). (2.7.3)

11,08N 20

v tin <k
On peut untiliser les coordonnées barycentriques au lieu des coordonnées cartésiennes.
Si N, est N—simplexe non-dvgénéré de sommets (a;)1<j<n+1, les coordonnées barycen-

triques (\j)1<j<n+1 de x € RY sont définies par
N+l _
Do A =1

A
N+1 ’ , (2.7.4)
Z]’:l a; jAj =x; pour 1 <¢< N

qui admet une solution car la matrice A est inversible.

Définition 2.7.2 FEtant donné un maillage T, d’un ouvert €, la méthode des éléments
finis Py, ou éléments finis triangulaire de Lagrange d’ordre k, associée a ce maillage, est

définie par l'espace discret
Vi ={v e C(Q) tel que v|y € Py pour tout Ny, € Ty} (2.7.5)

On appelle degré de liberté d’une fonction v € V}, l'ensemble des valeurs de v en ces
noeuds (@;)1<i<ny, OU ng est le nombre de degré de liberté de la méthode des éléments

finis P,. On définit aussi le sous-espace Vo, par
Vo = {v €V}, tel que v =0 sur 0§} (2.7.6)

Proposition 2.7.1 L’espace V}, est un sous-espace de H'(Q2) dont la dimension est le

nombre de degrés de liberté, et il existe une base (¢;)1<i<n, de Vi définie par
¢i(a;) =65 1<4,j < na,

telle que

ndl

o(w) = 3 o(@)ow)

=1



2.7. Méthode des éléments finis

On résout le probleme modele (2.7.1) par la méthode des éléments finis Pj,. La probleme

discret est

Trouver u;, € Vo, tel que
n= on (2.7.7)

a(up,vp) = l(vg), Yun € Vo

ou

a(uh,vh):/Vuh.Vvh dx et l(vh):/fvh dx
Q Q

On décompose uy, sur la base des (¢;)1<j<n, et on prend v, = ¢, ce qui donne

ndi

;uhmj) /Q V6,6, dv = /Q F6, dr.

En notant Uy, = (un(@))),<;<,,,.bn = (Jq f($)¢i(x)dx)1§i§ndl, et en introduisant la

matrice de rigidité

Q 1<i,j<na

La formulation variationnelle est équivalente au systeme linéaire
ApUy, = by,

En général, I'intersection des supports de ¢; et ¢, est vide et la plupart des coefficients

de Aj, sont nuls. La matrice de rigidité A est donc creuse.

Convergence et estimation d’erreur

Nous démontrons la convergence des méthodes des éléments finis pour le probleme de

Dirichlet (2.7.1)).

Définition 2.7.3 Soit (T5)n>0 une suite de maillage de Q. On dit qu’il s’agit d’une suite

de mazllages réguliers si

1. la suite h = maxy, e, diam(Ns,) tend vers 0,

i
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2.7. Méthode des éléments finis

2. il existe une constante C' telle que, pour tout h > 0 et tout Ny € Tp,

diam(Ny)
— s <0
p(Ns)  —

ou diam(Ny) = max, yen,

xr — y|| 7p(NS) - ma’XBrCNS (QT)

Théoréme 2.7.1 Soit (T,)ns0 une suite de maillages réquliers de Q. Soit u € Hy(Q), la
solution du probleme de Dirichlet , et up € Von, celle de son approximation
par la méthode des éléments finis Py. Alors la méthode des éléments finis P converyge,
c’est-a-dire que

lim flu = un| 1 () = 0.

De plus, siu € H*1(Q) et si k+1> N/2, alors on a l'estimation d’erreur
|u— UhHHl(Q) <Ch* HuHHk+1(Q) J

ou C' est une constante indépendante de h et de u.

2.7.2 Eléments finis rectangulaire

Si le domaine €2 est de type rectangulaire, on peut aussi faire un recouvrement par des
N —rectangles et utiliser la méthode des éléments finis de type Lagrange, dits éléments

finis Qy.

Un N-—rectangle N, de RY est défini comme le pavé (non dégénéré) 1Y, [I;, L] avec

—00 < l; < Lj < +00. On note (a;)1<j<ov les sommets de N;.

Définition 2.7.4 Un maillage rectangulaire de Q) est un ensemble Ty, de N —rectangles

(non dégénérés) (N,,)1<i<n qui vérifient
1. N, CQetQ=U"N,,

2. en dimension N = 2, lintersection N,, N N, de deux rectangles distincts est soit

vide, soit un sommet commun, soit une face commune entiere.

On note h = maxy, e, diam(N,,),Vi = {1,...,n}.
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2.7. Méthode des éléments finis

On définit Q; comme ’ensemble des polynomes & coefficients réels de RV dans R de
degré inférieur ou égale a k par rapport a chaque variable, c¢’est-a -dire que pour tout
p € Qy s’écrit sous la forme

. i IN _
p(z) = E Qi in Xy avee © = (T, ..., TN).
0<iy <k,...,0<iny <k

Exemple 2.7.1 Sik=1 et N =2, p(x) = ap + a121 + a2z + a3z1Z2.

Définition 2.7.5 Etant donné un maillage rectangulaire Ty, d’un ouvert ), la méthode

des éléments finis Qy est définie par [’espace discret
Wy, ={v € C(Q) tel que v|y € Qi pour tout N,, € Tp}

On appelle noeuds des degrés de liberté [’ensemble des points (a;)i1<i<n,, 0U na des

treillis d’ordre k de chacun des N—rectangles N,, € Tp,.

Proposition 2.7.2 L’espace Wy, est un sous-espace de H'()) dont la dimension est le

nombre de degrés de liberté ng. De plus, il existe une base (¢;)1<i<n, de Vi définie par
¢i(a;) = 0i; 1 <4, < na,

telle que

ndp

o) = 3 vl@), (@)

=1

On a les mémes résultats de convergence que pour les éléments finis triangulaires.

Théoréeme 2.7.2 Soit (T,)n=0 une suite de maillages rectangulaires réguliers de €. Soit
u € HY(Q), la solution du probléeme de Dirichlet , et up € Vo, la solution approchée
par la méthode des éléments finis Q. Alors la méthode des éléments finis Qy converge,
c’est-a-dire que

lim flu = upl g0y = 0-

De plus, siu € H*1(Q) et si k+1 > N/2, alors on a l'estimation d’erreur
Ju— uhHHl(Q) <Cn HUHHk+1(Q) J

ou C est une constante indépendante de h et de u.
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CHAPITRE

Etude d’un probleme de

deux fluides immiscibles

Dans ce chapitre, nous commencons par présenter un systeme d’équations pour décrire
le probleme d’intrusion saline avec une interface abrupte dans un aquifere confiné. Ensuite,
nous preuvons l'existence et I'unicité de la solution. Enfin, nous proposons un schéma
volume finis et montrons un résultats de stabilité pour notre schéma ainsi que donner

quelques résultats numériques.

3.1 Approximation de Ghyben-Herzberg

Le probleme d’intrusion saline dans les aquiféres cotiers a été analysé sous tous ses
angles depuis que W. Badon-Ghyben(1888) et A. Herzberg (1901). IlIs ont développé une
méthode simple et utile afin d’estimer la profondeur de l'interface eau douce-eau salée
dans le cas sationnaire. Cette méthode est connue par le principe de Ghyben-Herzberg,
voir par exemple [I5], 48]. Leur analyse a été fondée sur le principe de I'hydrostatique et
tient compte des hypotheses suivantes :

— leau salée et I’'eau douce sont immiscibles (interface abrupte) ;

— le biseau d’eau salée est considérée comme quasi-hydrostatique ;

— la nappe d’eau douce est supposée verticalement hydrostatique (écoulements plans).
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3.2. Modéle d’intrusion saline 3D

Le principe de Ghyben-Herzberg permet d’obtenir une relation entre la hauteur piézométrique
d’eau douce (hy) au-dessus du niveau moyen de la mer et la profondeur (hy) de I'interface
eau douce-eau salée sous le niveau de la mer (Figure [3.1.1 |). Ce qui se traduit par la

relation suivante

Ps
Ps — Py
o p, = 1.025 g/em?® et p; = 1.000 g/cm?.

hy = hy = 0hy (3.1.1)

Column of freshwater

Column of salt water

Sea level

In te Ifac‘e

Figure 3.1.1 — Schéma d’un aquifere cotier selon la relation de Ghyben-Herzberg.

Pour ces valeurs de densité, la profondeur de l'interface sous le niveau de la mer s’écrira

sous la forme :

hy = 40h; (3.1.2)

3.2 Modele d’intrusion saline 3D

Dans notre étude, nous considérons un modele d’interface abrupte qui consiste a sup-
, ) , o .
poser que 'eau salée et I’eau douce sont immiscibles et que donc les zones occupiées par
chaque fluide sont séparées par une interface abrupte, voir Figure
Cette interface est en réalité une zone de transition (car ces deux fluides sont en fait
miscibles), mais dans ce modele, on suppose que I’épaisseur de cette zone est tres petite
comparée aux dimensions horizontales de 'aquifere.

Il s’agit donc d’un modele a deux fluides non miscibles, sans diffusion de sel.
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3.2. Modéle d’intrusion saline 3D

\

zone
eau douce

Figure 3.2.1 — Représentation du domaine dans I’hypothése d’une interface abrupte [6].

3.2.1 Hypotheses sur I’étude du notre probleme
Compréssibilité du fluide

Nous allons considérer des fluides faiblement compressibles, c.a.d ap << 1. Nous
allons exploiter ce fait une premiere fois combiné a la faible mobilité d’un fluide en milieu

poreux, pour simplifier I’équation de Darcy a :

q= —WVCD

1

Compressibilité du sol

Nous allons supposer que le sol est faiblement compressible donc le coefficient de
compressibilité Sp est petit
Hypothese de Bear

Cette hypothese formulée par Bear, consiste a négliger la variation de densité dans la

direction de I’écoulement, c’est a dire Vp.q << 1. Donc

Bl 0 0
—(§t¢) + V.(pg) = pQ & pa—f + qba—? + Vp.q+pV.q = pQ (3.2.1)
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3.2. Modéle d’intrusion saline 3D

D’apres (1.2.5)) et (1.2.6) on déduit que

dp 0P 0¢ oP

o PP a0 o T (1 gb)BPE-
En substituant ces valeurs dans (3.2.1)), on obtient

OP oP
p(1 - Qb)ﬁpa + ¢/304P§ + pV.q = pQ
d’ou
oP
p(1—¢)Bp + CbOZP)E + pV.q = pQ
puisque
k
¢=— ZOQVQ et P = pog® — pogz

on obtient apres simplifications (p # 0), I’équation

0P

pogl(1 = )8+ dap) 5 = V.(KV) = Q (322)

ou Sy = peg((1 — @) Bp + dpap) est le coefficient d’emmagasinement en eau du sol.

3.2.2 Equations d’écoulement

On considere un écoulement en milieu poreux saturé, tant pour le fluide “eau douce”
que pour le fluide “eau salée”. Dans chaque domaine, nous avons une équation de conser-
vation de la masse spécifique a chaque milieu.

Dans la zone d’eau douce, nous avons :

0,

Si ot

+V.qr=Qy, (3.2.3)

et dans la zone d’eau de mer, nous avons :

0P,
SSW + Vqs = QS, (324)

ou Sy (resp. Ss) est le coefficient d’emmagasinement en eau dans le domaine d’eau douce

(resp. dans le domaine salé), p;, p, sont les densités de référence de I'eau douce et celle

de 'eau salée, @, @, sont les charges hydrauliques dans la zone d’eau douce et dans la
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3.2. Modéle d’intrusion saline 3D

zone salée, g¢, g5 sont les flux de Darcy dans la zone d’eau douce et dans celle d’eau salée

et enfin @)y, (5 sont des termes sources. On rappelle que :

kpsg

Sr = ps9((L = @)Bp + dar), 4 = —K;Vs, Ky ===,
f
k S

Se = p.9((1 = ¢)Bp + dap), ¢ = —K. VO, K, = Z .

3.2.3 Equation de l’interface séparant les deux fluides

L’interface abrupte est une surface qui peut étre représentée par une équation de la
forme générale :

F(z,y,z,t) =0,

En désignant z, I’élévation du point sur 'interface par h = h(z,y,t), la relation de F'

devient
z = h(z,y,t) ou F =z — h(x,y,t) = 0. (3.2.5)
Les pressions dans chaque zone sont égales a l'interface z = h et a partir des définitions

de @ et ®,, nous avons

pp(Pp—h) = p(Ps —h)

ol
h(z,y,t) = Ps o, — i o
Ps — pf Ps — pf
=(140)0; — 00y (3.2.6)
avec § = —4
Ps pf
Par conséquent, ’équation d’interface devient
F=2—(146)®,+00;=0 (3.2.7)
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3.3. Modele d’interface abrupte 2D

On suppose qu’il ya aucune diffusion a travers l'interface entre l’eau douce et 'eau

(E)ee(5-)ems o

ou v désigne la vitesse de l'interface, n le vecteur normal a 'interface et ¢ la porosité du

salée c.a.d

support.
Les composantes normales de la vitesse a 'interface sont égales dans chaque zone ce qui

correspond au fait que ’on suppose aucun transfert de masse a travers de l'interface. Ainsi

on a
dF Of
— = = VF =
& ot +v.V 0
d’ou
af qf af qs
I U gp_g Y 8 gp_ 2.
ot VE =0 G TVE=0 (3.2.9)
En combinant (3.2.7) avec (3.2.9) on obtient
0P 0P,
gbéa—tf —0(L+0)— " — Kp{Vze = (1+0)V, +0Ve}.Ve; =0 (3.2.10)
o o
¢5% i 5)8&5 ~ KV~ (1+6)V, + V).V, =0 (3.2.11)

3.3 Modele d’interface abrupte 2D

L’écoulement dans un milieu poreux est en général tridimensionnel. On suppose que
I’écoulement est horizontal a I'intérieur de I'aquifere. C’est I’hypothese de Dupuit, valable
puisque les épaisseurs des aquiferes sont relativement petites devant leurs dimensions hori-
zontales. Cela permet de s’implifier le probleme par intégration des équations d’écoulement
selon la direction verticale pour obtenier un probleme 2D ([11], [12] , [14], [13]).

L’aquifere est schématisé par un domaine 3D. De plus, la cote de substratum sera

notée hs, la cote de l'interface eau douce-eau salée sera notée h et la cote du toit de

'aquifere sera notée hy(voir Figure [3.3.1 ).
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3.3. Modele d’interface abrupte 2D

wirvaau e ribdianss
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Figure 3.3.1 — Domaine d’aquifere 3D[35].

Intégration verticale dans le domaine d’eau douce

On intégrant ’équation (|3.2.3)) entre la profondeur de I'interface h et la surface supérieure

o 0®;
/h (wa + V.Qf) dz=0

En appliquant la formule de Leibniz (2.3.12]) au premier terme

hy, on trouve

0y g M oh Ohy
/h wadz = Sfa/h @fdz + Sf@f(h)a— — Sf@f(hl) 8t

ici By = hy — h est I’épaisseur de la zone d’eau douce. On pose Cf}:c est la moyenne

verticale de @

1 [
CI)f = Bf q)de
et on a donc
h
00 0 —~ oh oh
/h Sf(?_tfdz = Sfa_ <Bf(1)f> Sf@f(hl)a—l + qu)f(h)a
oo, — 9B Oh oh
= SiBr—5~ qu)fw_sf@f(hl) atl Si®s(h)—- 5
d’ou
oD, By Oh, oh

0%s 02, . Ohy _ oh
h sf Ldz = 5;8 =L + 5 (@ - @s(n)) =Sy (@ - os(n) 5 (331)
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3.3. Modele d’interface abrupte 2D

De méme d’apres la formule de Leibniz

h1 h1 h1
V.gpdz = / divey qp,,dz + [ O-qy.dz
h h h
Ry ha
= diVx,y (/ szydz> —Gfyy (hl)Vhl + quy(h’)Vh +/ aZszdZ
L h
h1
= div(Bsqy) — 45,,(M).Vhi +qp, ,(R).Vh+ | .qz.dz
h
ou
1 h1 hl
qr = B_ sz’ydz et / afode = sz(hl) - sz<h)
fJh h
Alors
h1
/ V.qpdz = div(Bsqr) — qf(h1).(Vhy — Vz) 4+ q¢(h).(Vh — V2)
h
Donc

h1
/h V.qsdz = div(B;dr) + q; (h)-(Vz — Vh) — ¢5(h).(Vz — Vh) (3.3.2)

En faisant la somme de (3.3.1]) et (3.3.2)) on obtient

0D . - —~ oh —~ oh
Sfoa—tf + div(Byqy) + Sy <q)f - @f(h1)> a_tl — S (‘I)f - ‘Df(h)) e

+qr(h).(Vz = Vhy) —qs(h).(Vz2—=Vh) =0
Comme ¢, K et By sont indépendants de z, on a

- 1 M
v =B, qf.., 0
I
= B_f i (—KPy)dz
d’ou
G = KV
Puisque @ est indépendant de z, alors ¢, = é:c = <IA>J/c(h) = ®y(h). En effet

— 1 [
b= — brdz =D
f B; J, faz !

Ainsi, Uintégration verticale de I’équation ([3.2.3)) s’écrit
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3.3. Modele d’interface abrupte 2D

0%,

- = VABKNO) — qr |ny V(z =)+ qp |n V(2= h). (3.3.3)

SyBy

Intégration verticale dans le domaine d’eau salée
De méme, on intégrant 1’équation (3.2.4]) entre la cote du substratum hy et celle de

I'interface h, on obtient

0%,

8B = V.(BK,V®,) — ¢ | V(z—h) +qs |n, V(2 — ho). (3.3.4)

ol
By, = h — hy est ’épaisseur de la zone d’eau salée,
:}z = Bi f:Q ®.dz est la moyenne de ;4 sur la verticale;

lz = BLS f hhz K,dz est la moyenne de chaque élément du tenseur K sur la verticale.

Continuité des flux aux interfaces

1. Calcul du flux ¢y |,—; .V (2 — h)
En utilisant ’équation qui régit le déplacement de 'interface (3.2.9) et en combinant

avec la continuité de la composante normale de la vitess, on obtient

_ oh

qf ls=n V(2 = h) = ¢s |o=n V(2 — h) = a0

2. Calcul du flux ¢f |.—p, .-V(2 — hy)

Dans notre cas, on utilise un aquifere confiné dont la couche supérieure est im-

perméable, i.e pas de flux entre la zone d’eau douce et le toit z = hy, on a
qr ’z:hl V(Z - hl) =0.

3. Calcul du flux ¢ |,—p, -V (2 — hs)

Comme la couche inférieure de 'aquifere est imperméable, i.e pas de flux entre la

zone d’eau salée et le fond z = hy, on a

QS |Z:h2 V(Z - h/2) = 0
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3.4. Les conditions initiales et aux bords

D’apres I'étude précédente, notre modele est régi par le systeme suivant ou (@, ;)

sont les inconnues :

(

\

—¢%¢ — V(K (2)By(®y, D,)VPy) = Qy, sur Q,
& = V(1 + @)K (2)By(P5, ©,)V,) = Qy, sur O,
By(®y, @) = hy — b, (3.3.5)
By(®s, @5) = h — h,
h=(1+08)d, — 60,

Ce systeme peut écrit sous une forme équivalent si nous prenons la charge hydraulique

de I'eau douce et la profondeur de I'interface comme inconnues. On a :

Pr Ps — Pf 1 «Q

PR +a ' 1ta
Donc,

gzﬁ— — V.(K(hy — h)V®) = Qy,
et

gb— — V. (aK(h—hg)Vh) +V.(K(hy —h)V®;) — V.(K(h; — he)V®y) = Qs,
En sommant ces deux équations on obtient :
—V.(K(hy — h1)V®y) + V.(aK(hy — h)Vh) = Qf + Q.
D’ou, notre systeme est
9+ V.(K(hy — h)V®y) — V.(aK (hy — h)Vh) = —Q, (336)
—V.(K(hy — h)V®;) + V.(aK (hy — B)VR) = Qs + Qs. -

3.4 Les conditions initiales et aux bords

Pour compléter ce modele, nous ajoutons les conditions initiales et aux limites, telles

que

h:h'D7

sur I' x [0, T (3.4.1)
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3.5. Modele simplifié

Qr =Dy p, sur I x [0, 7] (3.4.2)

La condition initiale de la profondeur de I'interface est donnée par

h(z,0) = h°(z) dans Q (3.4.3)

3.5 Modele simplifié

Dans 'aquifere confiné (Figure [3.5.1 |), on suppose que 1’eau douce est quasi-statique

pour donner un systeme elliptique-parabolique dégénéré. Par conséquent, le systeme de-

vient
ne% — div(K (2)T,(h)Vh) + div(K (2)To(h)V®;) = —I, in O (3.5.1)
— div (K () HoV®;) + div (K (2)T,(R)Vh) = I, + I; in Q (3.5.2)
h=hp, ®;=;p surl x][0,T] (3.5.3)
h(z,0) = ho(z) dans Q (3.5.4)

o'u Hy est I'épaisseur de l'aquifere et Ts(h) = Hy — h, I’épaisseur de la zone d’eau salée.

- - - - -_—— - - -
confined aquifer

freshy walor

Figure 3.5.1 — Aquifere confiné

3.6 Existence et unicité de la solution

Soit © un ouvert borné de R? (d = 2 or 3), avec des bords Lipschiziens I'. Pour assurer
I'existence et I'unicité d’une solution faible, dans notre cas, on commence par introduire

les hypotheses suivantes :
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3.6. Existence et unicité de la solution

1. K(x) € L™ (), tel que
K_< K(x) <K+ p.p.dans Q
avec K_ = min(K(z)) and K+ = max(K(z))
2. Ts(h) € L™ (2,(0,T)), tel que
T <Tsh)<T, p.p.dans Q x (0,7)

avec T_ = min(7T, (h)) and T, = max(7T, (h))
3. he L>®(Q,(0,T)), tel que

0 < h(xz,t) < Hy p.p. dans Q x (0,7

ou 0 est un petit réel positif. On note que p. p. ségnifie presque partout.

Afin d’écrire la formulation variationnelle, on doit spécifier d’abord les espaces fonc-

tionnels des solutions faibles.

Vo={veH (Q),v=¢ onl}

avec H' () D'espace de Sobolev.

Considérons maintenant une fonction test v; € V4 et multiplions (3.5.1)) par v; pour

obtenir

(ne% — div(K(x)Ts(h)Vh) + div(K(w)Ts(h)Vd)f)) = =1

En integrant cette équation sur €2, on trouve

Qne@vl _ /Q div(K (2)Ty(h)Vh)v, + / div(K (2)T(h) VD, Yoy = — /Q Loy

ot 9]

Par I'utilisation du formule de Green, on obtient

vl + / K(x)Ts(h)Vh Vv, — /K Ts(h)Vh vin
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3.6. Existence et unicité de la solution

/K V<I>fV01+/K Ts(h)V@uin = —/]Svl
Q

Comme v; € V;, d’ou
oh
ne—=—uv1 + | K(x)Ts(h)Vh Vo, — [ K(2)Ts(h)V® Vv, = — | L
o Ot Q Q Q
De méme, multiplions 'équation (3.5.2)) par v € Vp, on trouve
(—div (K(z) HoV®y) + div (K (2)Ts(h)Vh)) .ve = (Is+ 15 ) 0o
et integrons sur €2 pour obtenir

/Q div (K(2) HyV,) vy + /Q div (K (2)T,(h)Vh) vs = / (L+1; ) vy

Q

En utilisant la formule de Green, on trouve

/K Hqu)f VUQ /K HQV@f Val] — /K (h)VhVUQ

/K thzn_/(ls+lf)vg
Q

Comme vy € V), d'ou

/K H2V<I>f VUQ /K thvg /(]5 —f‘]f)l)g
Q

La formulation faible du probleme ((3.5.1) — (3.5.4))) est écrit comme suit :

(

Find (h, (I)f) € W, X VfD

Jone%t v+ [, K(z)T,(h)Vh Vv, — [ K h)V® Vv,
= - fQ Lvy, Vo, € W (3.6.1)
Jo K(z) HoV®y Vv, — [, K h)Vh Vv,

= JoUs+Ip)vs,  Vvy € V)
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3.6. Existence et unicité de la solution

Proposition 3.6.1 Sous les hypothéses (1. — 3.), probléme (3.6.1) admet une solution
unique (h,®s) € Vi, X Vo, -

Preuve. Pour prouver ce résultat, en utilisant la formulation variationnelle du systeme

(3.6.1) on peut écrit en forme simplifiée comme suit :

(ne%,m) + (K (2)T5(h)Vh,Vuy) — (K(2)Ts(h)V®; V) = (=15, v1), (3.6.2)

(K(2) HoV®;, V) — (K(2)To(h)Vh ,Vvs) = (Iy + I, v2) .

Si on prend Vv, = Hy et Vg = Ts(h) on a
oh
no 201 + / K (2)T(h) (Hy — To(h)) Vh = / Loy + (I + 1),

On déduit que

h
%vl + K(2)Ts(h) h Vh = =L,y + (I; + If)ve a.e in Q (3.6.3)

Te
dans le sens des distributions. Alors on va introduire une nouvelle inconnue W tel que
W = K(x)Ts(h) h Vh,

pour obtenir

oh
neal}l + W = —Isl}l + ([s + [f)"Ug, (364)

et
W = K(z)Ts(h)hVh. (3.6.5)

En utilisant le théoreme de Lax-Milgram deux fois : la premiere pour détérminer h de

(3.6.5) en supposant W est connu, et la deuxieme pour détérminer W de (3.6.4)).

On va supposer que l'inconnue W € L%*(€,(0,7)) est connue et on va essayer de
trouver h € Vj,, (©2,(0,7)) a partir de ’équation (3.6.5)).

Multiplions cette equation par une fonction test v € V},, et intégrons sur €2, on obtient

/K thv—/Wv
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3.6. Existence et unicité de la solution

On écrit
a(h,v) =1 (v) (3.6.6)
a(h,v) = (K(z)Ts(h) h Vh,v) (3.6.7)
[(v) = (W,v) (3.6.8)

Le probleme a une solution unique h dans V;, (€2, (0,7)). Premierement, on démontre la
continuité et la coercivité de a(.,.) :

— Continuité de a(, .,) : on écrit

a(h,v)| =

/K ) h Vh vdx|,

selon 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
1/2 1/2
la(h, v)| < max| K (2)Ty(h) h| (/ Vi dx) (/ |v|2dx> ,
Q
et d’aprés les conditions (1. — 3.), on obtient
la(h,v)| < K;.Ty. Hs. ||Vh||L2(Q,(o,T)) ||U||L2(Q,(0,T)) )

Cela implique
alh,0)| < C bl oy Iollyoy» C = KT My

— Coercivité de a(, ., ) : on écrit

a(v,v) / K(z ) h Vv v.dz,
Le fait de I'inégalité d’ellipticité uniforme, nous avons
a(v,v) > min |K(z)Ts(h) h 5/92;2.6138,
et d’apres les conditions (1. — 3.), on obtient
a(v,v) > K-8 [l 20,01y = €E-0 [Vl

Par conséquent

a(v,v) > 04”””%/(9)7 a=cK_§.
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3.6. Existence et unicité de la solution

En appliquant le théoreme de représentation de Riesz sur la forme linéaire continu

1(.), il existe un vecteur W € V' tel que
Vo e Vi(v) =< W,v>.

D’autre part, par application de ce méme théoréme au forme bilineaire continue a(.,.),

il existe Ah € V', ot V' est le dual de V tel que
Vo € Vya(h,v) =< Ah,v > . (3.6.9)

on Ae £V, V).
Finalement, le probleme variationnel (3.6.6)) est équivalent & :

Trouver h € V tel que Ah =W (3.6.10)

Pour montrer I'existence et 'unicité de h, il faut donc montrer que 'opérateur A est
un isomorphisme de V dans V' et que son inverse est continu.
On a Au+ Av = A(u +v) et A(Au) = XA Au. Ainsi A est une application linéaire.

Par conséquant, nous avons
a(v,v) =< Av,v >> a |||’

et
| Av]]* =< Av, Av >= a(v, Av) < ¢ |Jo]| || Av]

d’ou
[Av[| < el
A Taide de la coercivité de af(, .,) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

alol* < a(v,v) =< Av,v >< || Av|| |Jv]

ce qui donne

[ Av]| = af|v]] .

Soit C' une partie convexe fermée de V' et soit h € C, on peut écrire

a(h,v —h) >1l(v—"h), YveC,
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3.6. Existence et unicité de la solution

de sorte que

<Ah,v—h>><f,v—h>, Yvel, (3.6.11)

d’ou

<f,v—h>—-<Ahv—h><0,Yve(l
<f—Ahv—h><0,YveC (3.6.12)
Sip >0, alors devient
<pf+A=pf—pAh—(1—p)Ah,v —h ><0,Yve(C
ce qui donne
<pf—-pAh+ (1 —p)(f—Ah),v —h><0,YveC
et comme Ah = f, ceci est équivalent a trouver h € C' tel que
<pf—-pAh+h—hv—h><0, VveC.

Si on note 'opérateur de projection par Pg , et utiliser le théoreme de projection sur un
convexe fermé C', on a

h=Pc(p f—p Ah+h).

Par conséquent, nous sommes maintenant a la recherche d'un point fixe de I'application

continue F' : C' — Cest définie par
F(v)=Pc(p f—p Av+).

Pour cela, choisissons p de telle facon que F' soit une application contractante. Si vy, vy €

C, nous avons

[1F(v1) = F(u)ll = [Fe(p f — p Avi+v1) = Polp f — p Avy + 02|

Comme l'opérateur de projection Pg est Lipschitzien de rapport 1, on a

|Pe(p f—p Avy +v1) — Pol(p f—p Ave +v2)|| < |lvr — v — p A(vr — va) ]|
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3.6. Existence et unicité de la solution

ce qui donne

[ (01) = Fv2) || < lvr =02 = p Alvr = wa)[-

Do,

IF(01) = F(u)[|* = [|Po(vr = va — p A(vr — v2))|”
< lor — vy = p A(vr — vo)|I”
= lvr = vall* = 2p < o1 — vy, Ay — v2) > +p7 || A(vr — v,)|*

< (1=2ap+p*) [l — va®

Si on choisit p tel que 0 < p < 26—3‘ (c et av sont les constantes de continuité et de coercivité,

respectivement), par ailleurs,

1—2ap+p*c? < 1.

Cela des que
[F(01) — F(v2)|| < [lor — val|-

Donc F' est une contraction et a un unique point fixe h dans C' C V' .Etudions maintenant

I’équation (3.6.4) :
oh
Ne 31 + W ==L + (I + If)vs.

De (3.6.10f), on obtient
h=A"'W,

On multiplie ’équation (3.6.4]) par une fonction test v € V' et intégrons sur 2, on trouve

/Q(A_IW) . W :/ (—Lvr + (Ls+ Ip)ve) v
o Ot Q MNe Q

Si on définit la norme ((.,.)) sur Q par (W,v)) = [, A~ (W)v, on a

Te

d Wo (—Lvy + (Is+ If)ve) v
E((W’ v)) — < /Q o , (3.6.13)
wW(o) = W,

Ce probleme admet une solution unique W dans L2(€2, (0, 7)) N L=((0,T),V"). =
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3.7. Approximation du probleme par volumes finis

3.7 Approximation du probleme par volumes finis

Dans cette section, nous proposons un schéma de volumes finis pour approcher les
solutions du probleme ((3.5.1)-(3.5.4)). Le domaine temporel [0, 7] est subdivisé en sous-
intervalles [t,,, t,41] de longueur At,, n =0,...,M avec tg = 0 et t)y =T . Le domaine

spatial (I’aquifere confiné Q) discrétisé a ’aide d’un maillage non structuré Tj,.

3.7.1 Notations

Pour une discrétisation en volumes finis, on introduit les notations suivantes :

— | K| désigne P'aire de la cellule K, N(K) désigne I'ensemble de triangles ayant un
coté commun avec la cellule K.

— Soit ek, le coté commun aux triangles K et L, 7 k.1 est la normale dirigée de K
vers L.

- 7&, est la normale extérieure correspondant a la partie e; du bord T'.

— Soit Sj, 'ensemble des arétes du maillage T}, et S} I'ensemble des arétes intérieures.

— Pour une aréte donnée e :

* S et N désignent ses extrémités,

* W et B désignent les deux triangles tels que e = W N E;

— X, est la cellule diamant associée a e obtenue en connectant les centres de gravités
des cellules W et E aux extrémités N et S de e (voir Figure [3.7.1).

- ((q) i1, 4) sont les quatre segments formant la frontiere de ..

- 75 = ﬁ (,uw uyi) est la normale a ¢, sortante de y..

— Pour unl noeud donné, V' (V) désigne I’ensemble des triangles 'ayant en commun.

Pour la résolution numérique du probleme ((3.5.1)-(3.5.4)), on déscritise les deux

équations séparément.

3.7.2 Discrétisation de la premiere équation

La premiere équation s’écrit :

ne% — div(K (2)T,(h)Vh) + div(K (z)Ty(h)V®,) = —1,
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3.7. Approximation du probléme par volumes finis

Figure 3.7.1 — Cellule diament

Soit C' une cellule du maillage T},, on intégre sur C' a l'instant ¢ = t,, , pour obtenir

e [ (=) de — | K (2)T7(h) VA" neda
At Jeo oc

+ | K(@)T](h)VO} nedr :/ —I'dx
ac c

0C peut décomposé en arétes e, donc on obtient

n+1 n n
At (h —h")de— Y /K h)Vh"n, dx
eeN(C
+ Y /K( )T (h)VCDfnedq:—/ —I"dx
ceN(C) € C
Alors,
|O|n€ n+l n
— (g - ) / K (2)T?(h) V™, dz
eeN(C)
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3.7. Approximation du probleme par volumes finis

+ ) /K Oy do = —|C| 7 (3.7.1)

eeEN(C
Ce qui implique que
|(7|nf n+1 n n n n

eeN(C) eeN(C)

tel que I, et G¢, sont les flux numériques qui sont donnés par

Fe, = /K h)Vh"n dx
Ce = /K (h)V®in, dx

La conservation des flux numériques est définie par I’égalité entre le flux entrant et le
flux sortant a travers une interface du maillage.

La consistance du flux numérique est définie tel que I'ordre de ’approximation numérique
choisi pour le flux soit supérieur ou égale a 1.

Ces flux sont approximés par
Fe, = KT V" |e| (3.7.3)

— KTV, 8 ¢ (3.7.4)

ol e une aréte du maillage, 7(;76 est la normale a e sortante de C, K, et T, désignent
les interpolations respectives des fonctions K et T sur e, tandis que V.7 est 'approxima-
tion du gradient de charge hydraulique sur I’aréte e. La construction du gradient approché
sur e se fait par une méthode dite de Green-Gauss.

Elle consiste a approcher le gradient par sa moyenne sur un co-volume en forme de

diamant construit autour de ’aréte e. On écrit

T =T (he) (3.7.5)
et
Vebs = Ix! Z (@3 + Prnnie)) el e (3.7.6)
€ eeaxe
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3.7. Approximation du probleme par volumes finis

ou y, est la cellule diamant associée a e, et Ny (), Ny (¢) sont les extrémités de £, un des
quatre segments formant Jy, la frontiere de y, et 76 sa normale unitaire sortante. Les
valeurs de ®; aux centres W et E sont @y et @y g, tandis que les valeurs aux noeuds
N et S sont interpolées aux bords et notées @y et P .

Pour un noeud N on a

by = Z yr (N) @y x (3.7.7)
KeV(N)

ou V (N) est I'ensemble des triangles ayant en commun le noeud N, ®;x la valeur de
O au centre de la cellule K et yx (V) les poids d’interpolation. Ces poids sont choisis

comme suit (voir [22])

_ L+ X (g —2n) + Ay (Y — yn)

N
yic (V) ny + MRy + AR,

ou

ny = card(V (N))
R, = Z (xK—xN)

KeV(N)
R, = Z (Y —yn)
KeV(N)
A, = Ry v @x =) (Y —yn) = Re 2o, (UK — yn)
ZKEV(N) (#x —an) ZKEV(N) (yx = yn)
N - R, ZK&V(N) (IK - .TN) (yK - yN) — Ry ZK&V(N) (,IK — 'TN)
ZKEV(N) (xK - 'IN) ZKewN) (yK - yN)

Alors, en combinant ces relations, on obtient la formule du gradient de charge hy-

draulique @y et ®sp
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3.7. Approximation du probleme par volumes finis

a;f o2 ;e| (g + 1) PGy + (ty + 11,) P i) +
a;;? T2 |1<€| (s + b)) Py + (11, + 11y,) P) +
ﬁ (Hyy + 0) D @+ (1, + ty,) Z Yoo,

LEV(N) LEV(N

De méme, le gradient du profondeur de l'interface est donné par

Z (Avie) + hva(e)) Jel 77 e (3.7.8)

e€0X,

Ixel
tel que

hy= Y yx(N)hg (3.7.9)
KeV(N)

3.7.3 Discrétisation de la deuxieme équation
Cette équation s’écrit :
—div (K (x) HyV®y) 4+ div (K (z)Ts(h)Vh) = I, + I¢
De la méme facon, en l'intégrant sur C' a I'instant ¢,, on trouve

— Hy K (2)V O} nedx +/ K(x)TXh)Vh" nedx = /(I;fc + If o)dx
ac ac c

Alors

-y / HyK (1)V O dr + Y / K(x)T"(h)Vh "y, dx

eeN(C eeEN(C
/ (I + I )de (3.7.10)
C
Ce qui implique que
Z Fp,+ Z Gh.=C|(I1c +I}¢) (3.7.11)
eeN(C eeN(C
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3.7. Approximation du probleme par volumes finis

tel que F5 . et G, sont les flux numériques donnés par

FB,@ = /K thnedilj‘
De = — /HQK(ZE)VCI)}LT]edl'
et approximés par
Fpem~ =K Veh" el (3.7.12)
G~ —H K.V .®] |e (3.7.13)

ou e est une aréte du maillage qui limite la cellule C, V. @ est donné par les relations

(BT0)-BT7)), et VA" est donné par les relations ( (B78)-E79))-

Ainsi, addition des deux équations (3.7.2)) et (3.7.11)) donne cette schéma

|C|ne
At

(W™ = hg) + > KAV}l = |C] I (3.7.14)

eeN(C)
Définition 3.7.1 (Conservativité) On dira que les flur approchés Fi, et G§, sont

conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale
mn mn n mn
FC’,e + FD,e — O, €t C,e + GD76 — 07 (3715)

plus une conservation globale

S Fp= [ K@TI)Vhtnds et Y G / K(z O ds (37.16)

eeN(C) € eeN(C)
Définition 3.7.2 (Consistance) On dira que les flux approchés F(, et G, sont con-

sistants au sens des volumes finis, si on a
Fo.(v,0) = £K(@)T](v)Vvn, et Gg, (v) = TH K (2)Vo"™ .+ 0 (h) (3.7.17)
pour tout v assez réqulicre,

ou |0 (h)] < Ch, (C €R", qui ne dépend que de v) .

Définition 3.7.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le probléme
est de type volumes finis, si les flur numériques approchés sont conservatifs

et consistants au sens des définitions 3.7.1 et 3.7.2.
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3.8. Analyse de stabilité

3.8 Analyse de stabilité

Dans cette section, on présente un résultat de stabilité pour le schéma de volumes finis

proposé dans la section 3.7.

Définition 3.8.1 (Stabilité L>°) On dira que la solution approchée (h) est L™ stable
sur €2, si on a

|\h" ||, = sup |hes| < M pour toutn=1,....N (3.8.1)
c

ou M est une constante indépendante de h et At.

Soit v définie par

hK. VD% |e]
e e f
a = su _ 3.8.2
up > T, (3.8.2)
eeN(C)
Proposition 3.8.1 Sous les hypothéses (1.-3.), et la condition
At

le schéma explicite (3.7.14) est L™ stable. De plus, la solution approchée (hg) définie par
(13.7.14) satisfait 0 < his < Hs.

Preuve. Le schéma (3.7.14) peut s’écrire sous la forme

At At
P = R, — T > K.V.®Yle| h! + —Ijo (3.8.4)

Clne e€N(C)

alors en utilisant la condition Cys (3.8.3), on a

At

’hgrl‘ < |h2~|—|— |C’\—ne

> KVl (Rl + — |Ifc]
e€N(C) ¢
< max(sup |h¢|,sup [Ag]) < M.

d’ou la stabilité. m
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3.9. Quelques résultats numériques

3.9 Quelques résultats numeériques

Les simulations numériques ont été obtenus en utilisant le simulateur gratuit et open
source pour les processus de flux et de transport dans les milieux poreux, en fonction de
I'environnement distribué et unified Numerics DUNE (voir [25]).

Ces tests sont faits pour un aquifere confiné homogene et isotrope qui est considéré
comme un rectangle Q =]0, 300[x]0, 60], discretisé avec un maillage formé de 3000 cellule.

les parametres sont K = 1077, n, = 0.3 et At = 10s.

Sat FW Sat FW
1,

Freshwater saturation for t=0 Freshwater saturation for t=68
L L
Sat FW Sat FW
B N
o7 o7
I I
0z 0zm
M. N.
Freshwater saturation for t=100 Freshwater saturation for t=136
L L

Figure 3.9.1 — Saturation de I’eau douce pour t= 0, 69, 100 et 136s.
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3.9. Quelques résultats numériques

Saltwater saturation for t=0 Saltwater saturation for t=69

Sat SW Sat SW

B ) B 100
ame amo
a0 500

Saltwater saturation for t=100 Saltwater saturation for 1=136

Figure 3.9.2 — Saturation de ’eau salée pour t= 0, 69, 100 et 136s.
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3.9. Quelques résultats numériques

Freshwater pressure for t=89

Freshwater pressure for t=0

I avean
Freshwater pressure for t=100 Freshwater pressure for t=136

L

Figure 3.9.3 — Pression de ’eau douce pour t= 0, 69, 100 et 136s.
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Psw P SW
[ | [ |

. Lseso0s

15804001 1944008
15304001 I 1924008
Saltwater pressure for t=0 Saltwater pressure for 1269
Psw P SW
. 20084003 . 200e4003
15804001 1984008

. Lseso0s

194e4008
l 19284003 I 19204008

Saltwater pressure for t=100 Saltwater pressure for t=136

L

Figure 3.9.4 — Pression de ’eau salée pour t= 0, 69, 100 et 136s.

63



3.9. Quelques résultats numériques

10

NumSallo : /
ExSolfg '

éc

10

-20 Li] 20 40 &0

NumSalT5
ExSolTs

=40 -20

20

Figure 3.9.5 — La profondeur de l'interface pour T= 0, 5 et 10s.
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3.10. Conclusion

3.10 Conclusion

Une analyse mathématique et numérique d’un probleme de deux fluides immiscibles
dans les aquiferes cotiers a été faite dans la chronologie suivante :
- Un résultat d’existence et d’unicité de la solution a été prouvé pour le probleme d’in-
trusion saline, afin d’avoir 'avantage de découpler le calcul de la profondeur a celui de la
charge hydraulique.
- Ce probleme a été étudié en deux étapes, la détermination de la profondeur de l'interface
h en supposant que W est connu, puis le calcul de V.
- Un schéma explicite de volumes finis de type “cellules diamants” a été proposé pour
approcher le gradient.
- Des expériences numériques ont été présentées pour confirmer I'importance et 'utilité
de nos résultats théoriques au sens que I'immiscibilité est clairement montrée ; autrement
dit, ces résultats donnent des informations sur le mouvement du front d’eau salée. Ainsi,
cette information est importante pour le controle de I'intrusion d’eau de mer, 1'utilisa-
tion optimale des eaux souterraines et la quantification de I’évolution de I'interface quand
le temps augmante. Ces tests numériques ont été effectués par les deux logiciels libres

Dumux et Matlab.
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CHAPITRE

Etude d’un probleme de

deux fluides miscibles

Dans ce chapitre, nous intérésons a étudier la dynamique des fluides miscibles dans les
milieux poreux. Nous commencons par formuler notre modele et dérivons les équations
adimensionnelles. Ensuite, nous proposons un schéma basé sur la méthode des éléments
finis rectangulaie et prouvons un résultats de stabilité pour notre schéma. Enfin, nous

présentons quelques résultats numériques.

4.1 Modeles avec diffusion du sel

Ce modele consiste a supposer que ’eau salée et I’eau douce sont deux fluides miscibles,
avec diffusion du sel.

Equation de transport en milieux poreux

Les modeles mathématiques du transport de sels dans les milieux poreux sont basés sur
les travaux de Henry (1959) et Bear (1972, 1979). L’approche consiste a coupler I’équation
d’écoulement et de transport a ’aide d'une équation d’état qui relie la densité du soluté
a la concentration du soluté dans la solution [6].

L’équation de conservation de masse de soluté est donnée par :

d(ppC)
ot

— —V.(ppVC) + V.(p¢pDVC) + pQC (4.1.1)
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4.1. Modéles avec diffusion du sel

ou V est le vecteur de vitesse effective, D le tenseur de dispersion(ou de diffusion), C; est
la concentration des termes sources et () est le flux des termes sources.

En développant cette équation on obtient :

0(¢r) _

op —+C T

V. (poV) — ppVNVC + V.(pop DV C) + CspQ (4.1.2)

On multiplie I’équation de conservation de masse de 1’écoulement par C :

9(p?)
ot

Ainsi on soustrait I'équation (4.1.3)) de ’équation (4.1.2)) :

oC
ot

= —CV.(pg) + CpQ (4.1.3)

bp—r = —ppVVC + V.(psDVC) + pQ(Cy — C) (4.1.4)

Couplage de I’équation d’écoulement et de transport

Le couplage se fait a 1’aide d'une équation d’état qui relie la densité a la concentration
et une équation constitutive qui relie la viscosité a la concentration.
Les équations d’état sont les relations entre les variables d’état d’un systeme a ’équilibre
thermodynamique. La densité est exprimée en fonction de la concentration (a température
constante). Henry (1964), Frind (1982), Huyakorn et al.(1987) et Voss et Souza (1987)
donnent la densité p en fonction linéaire d'une densité de référence p, et de la concentration
C:

p = po(1+ec) (4.1.5)
ou,
po est la densité de ’eau douce,
€= % est le contraste de densité;
ps est la densité a concentration maximale;
c

¢ = g est la concentration normalisée .
max

Kolditz et al. (1996) proposent d’utiliser une loi exponentielle qui permet d’obtenir :

p(c) = poele=) (4.1.6)

ou g, = l—p est un coefficient qui introduit 'effet des changements de concentration sur

la densfce du fluide.
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4.2. Modéle mathématiqque

4.2 Modele mathématiqque

Nous supposons d’abord que le fluide est faiblement compressible, de sorte que nous

gardons la supposition de divergence nulle sur la vitesse, avec une densité qui dépend de la

o

56 < 0, c’est-a-dire que le fluide est plus léger ou plus

concentration p = p , et satisfaisant
lourd selon la concentration d’une ”subsistance” (sel, produit chimique, etc.). Nous gar-
dons cette dépendance méme si les variations de densité sont faibles. Le fluide est supposé
étre newtonien, l’équation de moment donne alors les équations Navier-Stokes standard
avec la gravité g comme force externe. L’équation de diffusion convective est valable pour
une concentration diluée dans le fluide ; puisque la concentration est diluée; La viscosité
du fluide total ne change pas et le flux n’est pas affecté par la concentration du matériau
dilué. Les objectifs de notre étude sont axés sur les situations avec des mélangeurs pas-
sifs (c’est-a-dire sans mélange mécanique) a faible nombre de Reynolds. Des géométries
spéciales sont nécessaires pour que cela soit efficace. Le mélange est amélioré avec I'aug-
mentation du nombre de Reynolds pour les géométries qui induisent des tourbillons basées
sur des effets inertiels.

Avec ces hypotheses, si I'on considere deux liquides miscibles dans des milieux poreux,
avec ¢, la concentration a pression constante et la densité de fluide est approximée par une

constante p,, le modele décrivant l'interaction entre ces fluides est donné par le systeme

d’équations suivant

pocp.% + pycp,u.VC = dAC,

Q4 Ly=—Vp+V.F(O), (4.2.1)

Vau=0,

Ot les inconnus u = (u,v),p et C sont le vecteur vitesse, la pression et la concentration,
respectivement. Les coefficients d, et K sont respectivement le coefficient de diffusion
de masse, la viscosité dynamique et la perméabilité du milieu. Le gradient, la divergence
et I'opérateur de Laplace sont respectivement définis par

v 2 2
Vv = <8_9“> Vv = % Av = O

v . 2
Oy i=1 Oz; i=1 O]
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4.2. Modéle mathématiqque

Notons que V.F(C) est la divergence du tenseur des contraintes défini par

OF11 T OF12
V.F(C)= | 9= = 0w (4.2.2)
8F21 _"_ 8F22
81’1 axz
tel que

oC oC oC oC
Fii = k(—)2 Fyy = k(=—)2 et Flo = Fy; = —k(—)(—
11 (8332) y 1122 (81U1> € 12 21 (5551 83:2

avec k une constante positive. (Les détails sur ce systéme peuvent étre trouvés dans
[34]).

On note que le deuxieme terme de la premiere équation de (4.2.1)) remplace 1’équation
de diffusion convective pyc,V(u.C) car on suppose que le flux et le mélange se produisent
lentement. Pour étudier ce phénomene, nous remplacons la deuxieme équation de
par I’équation de Navier-Stokes avec le stress de Korteweg, i.e. nous remplagons %u par

—vAu + u.Vu. Par conséquent, le systeme (4.2.1]) devient

PoCr % + poc,u.VC — V.(dVC) = 0,

% —vAu+ u.Vu= —th + g, (4.2.3)
V.au=0;

ou g est la gravité et v est la viscosité cinématique. Considérant la dépendance de la densité

p,, sur la concentration C' qui peut approximée dans la premiere équation de (4.2.3)) par

po supposée constante alors que le coefficient de diffusion d n’est pas, c’est-a-dire une

fonction de z.

4.2.1 Equations adimensionnelles

Il est toujours intéressant de dériver des équations adimensionnelles pour I'analyse de
parametres et I’étude de solutions. Considérons I'indice 0 pour les constantes dimension-

nelles et le symbole * pour les variables dimensionnelles et écrivons

t u C D . v
t*: ) U*: ) C*: 7p*:_7 v = )
T() UO C(O Po Vo
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4.2. Modéle mathématiqque

. d
g=2L =L g =le v o LVet AT = I2A. (4.2.4)
Jo do Po

En appliquant le changement de variable (4.2.4) au premiere équation du probleme

(4.2.3), on trouve

pOCpW + pocp(Uou )L—OV (COC ) — L—OV (dod L—OV (COC )) = 0,

d’ou
Cp 0C* UsCo 'y i e A0C0 s/ os s
pOCp?OW —I—poch—Ou NCr — Lg \Y% (d v*C ) =0,

L
Si on choisit Ty = —0, on obtient

Uo
UOCO 80* U()O() dQOO
- *. *O* _ *. d* *C* — O
IOOCP LO at* +pOCP LO u v L% v ( V ) )
d’on
U()CO oC* dO
pocp—LO (815* +u".V —ponLoUov (d*V*C™)
puisque pochO—CO # 0, alors
Lo
oC* dy
VO ——V . (d'VCT) =0
ot* u pOCpLoU() ( )
Ainsi,
oC* dy
+u" . V'C"— ——V . (d'V'C*) =0 4.2.5
ot* pOLOUOCp ( ) ( )
De méme fagon, la deuxieéme équation du probleme (4.2.3) devient
0(Usu*) 1 1 11
_ * _A* * * J— * * — _ * * *
a(TOt*) (VOV )L% (Uoll )—f‘ (Uoll ) LOV (U()ll ) pop*c LOV (pop )—|— (gog ),
d’ou

Uo ou* I/oU(_) Ug Do 1

T, ot Iz v +L0 poLo 77, P+ gog
_ Lo _ 2 :

Prenons T = A et po = py U7, on obtient
0

Ugou* vl U2 U 1

oz —V*A*u*—l——u*.v*u* — ___V* * + *
Lo ot L2 Lo Lopr, 0 99
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4.2. Modéle mathématiqque

Alors
Ug ou* Vo U02 1 LO
LO ( ot* LQUO v v v v Lo p*c p UO2 909
Par conséquent,
ou* v 1 Ly
o Lo, ot T g P

Il y a trois grandeurs sans dimension. Le nombre de Reynolds

Lol

Vo

Re

implique ’échelle spatiale, la vitesse du fluide et la viscosité cinématique. Le nombre de

Prandtl associé a c,

FoCp
Pr=—+
do
montre 'importance de 'effet de concentration par rapport aux autres effets. Enfin, le
rapport
Logo
Ug

donne 'importance du stress Korteweg (terme source) par rapport a ’échelle spatiale
2

et a I’échelle de vitesse. Si on considere gy = L—O, on peut écrire
0

ou* Vo
ot*  LoUy

1
VAU 4w VI = — — V4 g (4.2.6)
p

C
De la méme maniere, la troixieme équation du probleme (4.2.3)) s’écrit

1 * * _
L—OV .(Uou ) = 0,

d’ou

Vi =0 (4.2.7)

Par conséquent, les équations (4.2.5)), (4.2.6) et (4.2.7) donne le systeme adimension-

nelle suivant

ocr do
VIO — ———— VL (d*VCF) =0
or " PoLolocy ( ) =0,
G- AT VW = — eV g (4.2.8)
Viu* = 0.
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4.2. Modéle mathématiqque

On omet le symbole * dans (4.2.8) pour simplifier, nous écrivons nos équations adi-

mensionnelles sous la forme

% V0 ~ L EV.(dVC) =0,

%—;‘ — 2 Au+ uVu-+ in =g, (4.2.9)
V.u=0;

ou sous la forme Lagrangienne comme

e 1.1y (dvC)=0,

Dt Re Pr
Du 1 1 o
E — EAU + ZVP - ga (42]‘0)
V.au=0,
ol D% désigne la dérivée totale.

4.2.2 Conditions initiales et aux limites

Nous sommes intéressés par des fluides avec des densités différentes s’écoulant dans
un conduit avec une paroi perméable. Le domaine de calcul est un rectangle €2 de

longueurs L, et L, respectivement. Les quatre cotés (limites) de €2 sont définis comme

Yo

Lin, Touts Drop €t I'poe (voir Figure [4.2.1 ).

Conditions sur I';, (bord gauche) On suppose une concentration constante et un profil

de vitesse d’écoulement Poiseuille en régime permanent. Soit

C = Ciy
et
u = u;y
Conditions sur T',,; (bord droite) Des conditions limites homogenes de Neumann

sont imposées a la fois pour la vitesse et la concentration. Soit

oC

o 0
et

ou

oy 0
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4.2. Modéle mathématiqque

Conditions sur I'z,, (bord supérieur) Au frontiere imperméable, on suppose une

concentration constante nulle et une condition limite sans glissement avec une vitesse

nulle. Soit
oC
— =0
on
et
u=20

Conditions sur I'g, (bord inférieur) Au frontiere imperméable, on impose une
condition limite sans glissement pour la vitesse et une concentration constante non nulle

qui fournit un changement de concentration dans le mélange fluide. Soit
u=>0

et

Condition initiale On suppose que la vitesse a l'instant ¢ = 0 est connue
u(0,z) = uy,

dans 2.

et la concentration a l'instant ¢ = 0 est donné par

dans 2.
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4.2. Modéle mathématiqque

I‘Top\ u==~0 %—f =0
Fout
—>
u l 9
C=Cip|— 111'.,1(93') 2 2u _
on
—
e Fresh Water ac _ 0
Fin Transition zone a-p] -
ad ac __
I ot u=0 Aoy =@

Figure 4.2.1 — Le domaine €2 et les conditions aux bords.

Pour la compatibilité entre les conditions initiales et I’afflux, on considere les conditions
initiales pour que la vitesse et la concentration soient égales aux conditions d’afflux.

Par conséquent, nous résumons notre probleme mathématique de valeurs initials et
aux limites comme

¢ 11y (dVC)=0 dans Qx]0,T],

Dt Re Pr
Du L Au+ in =g dans Qx]0,T],

Vau=0 dans 2x]0,T7,
u(0,z) =w, et C(0,2) =Cy, dans Q,
u=uw, e C=0C, surly; x[0,T],
% =0 sur (I'pep UTou)x]0,T7,
g—‘; =0 sur [y x]0,T],
d(g—g =& sur I'pyx]0,T],

u=0 sur (I, Ulpe)x]0,T7.

(4.2.11)

Ici 6% désigne la dérivée normale.

4.2.3 Formulation variationnelle
Soit I'espace de vitesse V,, spécifie par

Ve=A{ue H(div;Q) st.V.u=0,un=0surI}
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4.2. Modéle mathématiqque

et I’espace de concentration par
Vi={CeH(Q) st. C=fsurly},

ou H*(2) est I'espace de Sobolev standard.

Considérons maintenant une fonction test Ci.ss € Vi, et multiplions la premiere

équation du (4.2.11]) par Cies; pour obtenir

En integrant cette équation sur €2, on trouve

test / Eﬁv dVC) Ctest - O
En utilisant la formule de Green, on obtient
DC 11
Dt Otest R PI' dvc vctest =0

De méme, multiplions la deuxieme équation du (4.2.11)) par Wy € Vi, on trouve

Du 1 1
—— Wpest — — AW Wyt + — VD Wpest = § Uges
Di test Re test i P-Utest = G -Ugest
et integrons sur {2 pour obtenir
Du 1
Wyes —Auues + [ —Vp s = Uyes
Dttt o Re test Qpcptt/ggtt

En utilisant la formule de Green, on trouve

Du
Dt Ugest + = Re / Vu Vutest + —/Vp Utest = / g Ugest

La formulation variationnelle de (4.2.11]) est écrit comme suit :

Pour tout Cles € Vo, €t Ugest € Vi, , trouver C' € Vi, et u eV, tel que

DC 1
(Ea Ctest) + Eﬁ(dvc, vctest) =0
Du 1 1
Uges _vuvvues +_vpaues — (g, Uges = 0.
(i )+ (70, V) + (V. ) = (5,0

Remarque 4.2.1 On le montre facilement que C' et u sont bornés dans L>=(0,T, H'(2))
et L>=(0,T, L*(R2)), respectivement ; alors que %? et %‘: sont bornés dans L*(0,T, L*(Q)).

(pour plus de détails voir [7])
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4.3. Discrétisation numérique

4.3 Discrétisation numérique

Dans cette section, nous considérons une approximation numérique du systeme .
D’abord, les équations différentielles partielles sont discrétisées dans le temps. Les dérivées
totales D% sont discrétisées par la méthode des caractéristiques. Le terme non linéaire est
discrétisé par une formule semi-implicite tandis que les termes linéaires sont discrétisés

implicitement :

n+1 I} 1 1
u"(z) A;l ox(@) _ EAu”Jrl + %VP"H =¢"" avec u(0,7) = uy, dans

Cn+1(:13) —C"o X(ﬂf) 1 1 S
A7 — @ﬁv.(dvc ) =0, avec C(0,x) = C;, dans Q

Par conséquent, nous avons les problemes suivants :

trouver C"*! € V. tel que pour tout Cyest € Ve, , On a

C"(z) — C" o x(2) 11 _
/Q At Ctest dx + Eﬁ o dVC’ VC’test dx

in)

11
— Eﬁ q)n+10test do =0, (4'3'1)

et trouver u"*! € V, tel que pour tout us € Vp, on a

/ u"t(z) —u" o x(z) 1

Wesy dr — —
At test Re Jq

T'Bot

Au" My dx

1
+— vpn+1utest dr = / gn+1utest dz. (432)
Pe Ja Q

Les dérivées spatiaux sont discrétisés par un schéma d’éléments finis de type rectangulaire

comme suit.

4.3.1 Approximation par des éléments finis rectangulaire

Nous définissons un maillage rectangulaire 7;, de  satisfait les conditions suivantes
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4.3. Discrétisation numérique

— Pour chaque parameétre discret h,  est I'union de tous les éléments de Tj,

— soit Ny et N, deux entiers, si on pose hy = —— et hy = on peut définir

Ni+1 ﬁ>
I’élément K comme
K ={(x1,29);ihy <1 < (i + 1)hl|ZN:11 ,jho <xe < (J+ 1)h2|§V:21

— les éléments sont des rectangles des cotés hy et ho, parallele aux axes des coor-
données,

— le nombre de rectangles est Ny = (Ny + 1)(Ny + 1) éléments,

— le pas de maillage h de tout élément K de 7T}, est défini par h = max(hy, hs).

On introduit les espaces discrets V}, et M), de la concentration et de la vitesse, respec-

tivement de la maniere suivante
Vh = {Uh € VCM;VK c 77z7”h|K c @1(K) or @Q(K)}
Mh = {wh c Vu,\V/K - ﬁ,whu( c @1(K) or @Q(K)}
ot Q,(K) désigne I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal & s . Alors, on consideére

le probleme suivant :

Trouver (C}LLH, uzﬂ,pzﬂ) e Vi x My x Wy, tel que Yu, € V}, , Ywy, € My, nous avons

n+1 _ n 1 1
/ Cil@) = Cpox@), ., 1 1 / AV CI T dar+
Q Q

At Re Pr

L d"Mypdo =0 (4.3.3)

- vpdo = 3.
RePr Jr, " ’

et
ut(z) —ul o x(z) 1 .
/Q h A7 h wp,.dx + §/9Vuh+1Vthx+
1
+ P QVpZHwhd:E = /anﬂwhdm, (4.3.4)
C

avec p, € Wy, = {p, € L§(Q); VK € Tp, pnix € Qu(K)}.

4.3.2 Analyse de stabilité

Dans cette section, nous prouvons un résultat sur la compatibilité du schéma utilisé,
c’est-a-dire une condition de stabilité numérique. Ici, il faut noter que le fluide est faible-

ment compressible, donc on suppose que V.u est exactement nul.
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4.3. Discrétisation numérique

En prenant v, = C;'*! et wy, = u}™" dans (4.3.3) et (4.3.4)), on obtient

C;LH_l(:U) B Cf? © X(ﬂl’) n+1 d n+1 n+1
< At i +R Pr (Ve ve; )Q_RePr

((Dn-i-l Cn+1>

Ipot

n (UZH(I') _A:Z ° X(iﬂ),uzﬂ) " Ri (Vg i) = (¢ ),
d’ou ’
(O 0= (G o x(0), G ) s (VO VO = oot (8740, G,
), — (o x(a) w2 (Vupt V), = At (g u),
on obtient
[CH 2+ o VG 2+ [ 12+ 2 [Fui 2 = (G o x(2), G,

At
(w0 () W) — o (O = A (5 ),

Alors,

dAt At

Re Pr

IG5 + s VG o+ | ”“Hﬁ—HV il = (@™ )

T'pot
AL (g W) o + (G o x(@), G + (uf o x(a), wit),
Notez que ||.||> est la norme L? sur Q. Par inégalité de Cauchy Schwartz, on trouve

dAt
RePr

2
Re Pr

lciils + VGG + g + 2 17w < " ar)

ot
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4.3. Discrétisation numérique

Notez que g"™! = V.F(C™™) (ici on suppose que g c’est la gravité), d’ou

dAt
RePr

O [V o o 2 9w 2 < (™, + o xt)o) ™

RePr

Or, pour toute fonction ¢ définie et intégrable dans €2, on posant un changement de

At n n n
(b 197 i 158 2 X ) 1657,

variable y = x(x),

[ ooxt@ o= [ o det(v)dy = [ olo) dy (435)
car det(Vx) = 1 p.p dans Q. En appliquant (4 avec ¢(z) = | Z(x)\2 et ¢(r) =

|C7(2)]?, on obtient

gy o x(@)llg = lhuzlly  [CK o x(2)llg = IC}]y (4.3.6)

pour plus de détails, voir [43]. Par conséquent, on obtient

dAt

G o+ gy VG o+ Z“Hﬁ—llv Wl < (At flgm g + lugll) ([,

At " . .
" (Re Pr |2 HHLQ(FBM) * ||Ch||0) 1 -

En utilisant I'inégalité de Poincaré et de Young, on trouve

dAt

G s + 2oy IV Gl + g + e IIVHZ“HO < A(@At g, [[Vui,

1 At n n 1 n "
(uuhuo 2 + Aot o 04 g VG o+ 5 (IR + ll6)2)

d’ou

2dAt 2At

21 g + e py IVC I + 2l llg + o IV lg < 24aae g7+ [[ oy

+2A2At
Re Pr

12" ] 9 G + i1 + [l + HCE T + G-
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4.4. Mise en oeuvre numérique

Par application de I'inégalité de Young sur le premier et deuxieme terme du membre

de droite, on a

2dAt

2[1Cr ot oy IVCR 42 "“Ho+— [Vuitlg < Avae gl At [V

AQAt n+1
@ H ||L2(FBot)

ou A; et Ay sont constants. Soit encore

24t DAL
1€ gt ey IVCR gt s g 17 g < AvA g™ [+ Av e [T |

AgAt

o IV G g+ il + i g + 131 + |3 g

A At

. . A At
gl + 2o 10 age +

s e e

En prenant A; = i et Ay = d, on obtient

dAt At
=5 IV o + i Z+1HO+—I|V o < B Mol + il

dAt
RePr

e g+

n+1 n2
[ e e
La stabilité du schéma est ainsi établie.

Proposition 4.3.1 Le schéma défini par ({4.5.5)- ) est stable et satisfait

" dAt . " At " Aty
€3 Iy + Gopr IV C g+ [l Iy + 5 9w g < o [lo™ ! flg + il
dAt . 2
+Re Pr ”(I) HHLZ(FBOQ + Gl

4.4 Mise en oeuvre numérique

Pour appliquer ce schéma numérique pour résoudre le systeme ((4.3.1)-(4.3.2))), nous

décrivons l'algorithme suivant.

4.4.1 Algorithme

Pour résoudre le systeme ((4.3.1))-(4.3.2))), nous adaptons ces étapes suivantes :

1. Initialisation : saisissez le nombre de Reynolds Re, la densité p,, la concentration
cp, le coefficient de diffusion d, la perméabilité K, le pas de temps At, le temps final

T et les conditions initiales et limites pour C' et u.
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4.4. Mise en oeuvre numérique

2. Résoudre (4.3.1]) pour la concentration C'
3. Calculer p_ a partir de la concentration C' (mise a jour p,,)
4. Résoudre (4.3.2) pour le vecteur vitesse en utilisant p_, .

5. Répétez les étapes 2 a 4 jusqu’a le temps final 7T

4.4.2 Reésultats numériques et commentaires

Nous étudions la simulation numérique d’'un modele, pour lequel des résultats de
modélisation numérique sont disponibles. Nous supposons que le fluide est faiblement
compressible avec une densité qui dépend de la concentration C'; en prenant en compte
la gravité g comme force externe. Le systeme d’équations qui en résulte est résolu dans
I’'espace par un schéma d’éléments finis de type rectangulaire et dans le temps selon
les formules de différenciation; ou le choix des parametres de discrétisation dépend de
la condition de stabilité définie dans la proposition 4.3.1. De tels schémas d’intégration
temporelle sont connus pour produire des résultats précis. Ces méthodes sont adaptées
aux géométries physiques complexes, aux flux dépendants de la densité et au transport a
travers des milieux poreux saturés et non saturés. Les résultats de la simulation pour le
cas d'un aquifere confiné sont présentés et facilement comparés aux solutions déja publiées
[36] pour évaluer la performance du nouveau modele de calcul proposé.

Pour nos expérimentations numériques, on considere un domaine rectangulaire de
longueurs L, = 3 et L, = 1, respectivement, Re = 100, ¢, = 0.1, dy = 0.1, la perméabilité
K =1, uy =4yl —y), vy, =0, g = 981, 7 = pi = B.C, (B est constant) et le pas

C
temporelle At = 0.1. Notez que p_, est mis a jour a chaque étape.

Par 'utilisation de schéma ci-dessus, pour résoudre le probleme ((4.3.1])-(4.3.2)) pour
la vitesse et la concentration, on peut remarquer que la concentration de sel devient plus

pertinente quand le temps augmente. Cela veut dire qu’il existe une miscibilité des deux
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4.4. Mise en oeuvre numérique

fluides, comme le montre la Figure c’est-a~dire que le déplacement de fluide
plus dense envahit lentement quand le temps augmente et que le mélange devient plus
lent. Ce phénomene a également été observé dans un document expérimental récent de
[36]. T1 aurait été plus intéressant d’utiliser des fluides & densité variable, par exemple des

fluides avec des impuretés comme les produits chimiques issus de déchets industriels.

Concentration for t= 0.1 Concentration for t= 1

Ly 120

7wy ¥ g

sy s
o o b
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o o Er
H it

Concentration for t= 3 Concentration for t= 5

sy
. d
a:

139 Ere)

it
Concentration for t= 10 Concentration for t= 15

7
z

Figure 4.4.1 — Concentration pour t= 0.1, 1, 3, 5, 10 et 15s.
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4.4. Mise en oeuvre numérique

u for t= 0.1 u for t=1

u for t= 3 u for t=5

u for t= 10 u for t= 15

Figure 4.4.2 — Composante de vitesse u pour t= 0.1, 1, 3, 5, 10 et 15s.
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Figure 4.4.3 — Composante de vitesse v pour t= 0.1, 1, 3, 5, 10 et 15s.
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4.5. Conclusion

4.5 Conclusion

Un probleme issu de I’hydrogéologie considérant deux fluides miscibles avec des den-
sités en fonction de la concentration a été étudié, ou
- On a pu dériver une une nouvelle formulation du probleme avec des conditions nécessaires
sur les inhomogénéités de la concentration et le stress de Korteweg.
- On a proposé une méthode des éléments finis de type rectangulaire avec la méthode
des caractéristiques pour le discétiser et on a prouvé une condition de stabilité nécessaire
pour assurer la compatibilité du schéma.
- En effectuant des expériences numériques, on a pu remarquer que la concentration de
sel devient plus pertinente quand le temps augmente; ce qui est du a la miscibilité des
deux fluides. En d’autres termes, le fluide le plus dense se déplace et envahit lentement
au cours de temps, et par conséquent, le mélange devient plus lent.

Ces tests numériques ont été faits au moyen du logiciel libre Freefem++.
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Conclusion générale

et perspectives

Notre intéret dans cette these portait sur I’étude des problemes d’hydrogéologie dans
leurs aspects analytiques et numériques, pour lesquels nous avons montré des résultats
d’existence et d'unicité de la solution, puis développé des schémas numériques pour leur

résolution.

L’objectif de la premiere partie est I’étude d’un probleme de deux fluides immiscibles
qui a abouti a un systeme parabolique-elliptique non linéaire dégénéré. On a commencé
par montrer ’existence et 'unicité de la solution du systeme obtenu. En deuxieme étape,
on a développé et analysé un schéma numérique de type volumes finis sur des maillages
non structurés, ce qui nous a conduit a utiliser une méthode dite de “cellules diamants
"pour 'approximation du gradient.

Dans la deuxieme partie, un schéma d’éléments finis rectangulaire a été proposé afin
d’approcher un probleme de deux fluides miscibles ou on a pu prouver un résultat de
stabilité pour le schéma résultant, ainsi qu’une implémentation numérique des résultats

obtenus.
On conclut que :

1.Un résultat d’existence et d’unicité de la solution du premier probleme (chapitre
3, proposition 3.6.1) a été prouvé et a fait 'objet de plusieurs communications et d’une

publication [24].
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2. Des résultats numériques ont montré que les fluides restent immiscibles avec une

évolution de l'interface (figures 3.9.1, 3.9.2 et 3.9.5)

3. Les test numériques sont effectués, a travers la méthode de volumes finis. En fait,
nous remarquons d’apres les illustrations (chapitre 3, figures 3.9.1, 3.9.2, 3.9.3, 3.9.4 et
3.9.5) que les saturations de I'eau douce et salée sont compatibles, ce qui montre I'im-
miscibilité des fluides ; autrement dit, ces résultats donnent des informations sur le mou-
vement du front d’eau salée. Concernant la pression, on apercoit une augmentation lente
de la pression au cours du temps a cause de 'incompressibilité du fluide. Ces simulations
numériques assurent la stabilité du schéma présenté et confirme le résultat analytique

obtenu [24].

4. Un schéma d’éléments finis de type rectangulaire pour I'espace et une formule des
différences finis en arriere pour le temp ont été donnés, ou on a trouvé une condition
de stabilitée nécessaire pour assurer la compatibilité du schéma (chapitre 4, proposition

43.1).

5. Des expériences numériques sont realisés, a travers la méthode d’éléments finis. On
a pu remarquer que la concentration de sel devient plus pertinente quand le temps aug-
mente; ce qui est di a la miscibilité des deux fluides. En d’autres termes, le fluide le plus
dense se déplace et envahit lentement au cours du temps, et par conséquent, le mélange

devient plus lent (chapitre 4, figures 4.4.1, 4.4.2 et 4.4.3).

En perspective, on espere approfondir notre étude pour d’autre problemes réels, en appli-

quant d’autres méthodes numériques avancées avec différents parametres d’intérét physique.
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