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Résumé

Notre travail concerne I’étude des transformations tridimensionnelles non inversibles.
L objectif de cette étude est de caractériser leurs propriétés et leurs comportements
complexes.

On distingue trois parties majeures. La premiere est consacrée a I'analyse des
spécificités de triopoles qui sont des systemes dynamiques liés a la finance mathé-
matique. La seconde partie traite une classe particuliere de transformations tridi-
mensionnelles et les variétés critiques relatives a ce type de systemes dynamiques.
La troisieme concerne I'étude de quelques singularités telles que les plans critiques
et 'application de la méthode de réduction par invariance et les conjugués topolo-
giques des transformations 3D a des transformations 2D ou 1D. Divers résultats sont
déduits par quelques travaux tels que ceux de Tramontana, d’autres sont nouveaux
et donnent une premiere caractérisation a ce type de systemes.

Mots-Clés : Systemes Dynamiques Discrets, Transformation Tridimensionnelle,

Attracteur Chaotique, Bifurcations, Point Fixe, Cycles.



Abstract

In this work, we studied three-dimensional discrete dynamical systems, The aim of
this thesis is the study of their global properties and their complex dynamical behav-
ior.

We distinguish three important parts. The first one puts in evidence the specifici-
ties of triopoly models. In the second part, we study a particular class of tridimen-
sional transformations and their critical manifolds. The third part concerns the study
of some singularities as critical planes and the application of the reduction method
of 3D systems, based on topological conjugacy and invariance, to 2D and 1D systems.

Some results are deduced from some works of Tramontana, and others are new
and can be considered as a good characterization of such systems.

Keywords: Discrete Dynamical Systems, three-dimensional maps, Dynamical Games.,

Chaotic Attractor , Bifurcations; Fixed point, Cycles.
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Introduction générale

Lobjet de ce mémoire consiste en une étude de la "dynamique complexe” gé-
nérée par des systémes non linéaires tridimensionnels régis par des équations aux
récurrences appelées également transformations ponctuelles notées T et a leurs ap-
plications. Le terme "dynamique complexe” est utilisé pour caractériser tout com-
portement a caractere non périodique, notamment les régimes chaotiques.

Une classe particuliere de transformations ponctuelles joue un réle important du
point de vue fondamental et appliqué : les transformations non inversibles. Elles se
différencient des transformations dites inversibles par le fait qu'un point de ’espace
de phase ne posséde pas un antécédent unique mais peut en avoir zéro, un ou plu-
sieurs suivant la région de I'espace considérée. Du point de vue historique, I'intérét
porté sur les transformations non inversibles s’est accru depuis 1990.

Dans ce mémoire, on distingue trois grandes parties. La premiere est consacrée a
une analyse des spécificités de triopoles qui sont des systémes dynamiques liés a la
finance mathématique. La seconde partie traitera une classe de transformations tri-
dimensionnelles et les variétés critiques relatives a ce type de systeme dynamique. la
troisieme et derniere partie concernera I’étude d'une transformation tridimension-
nelle en se basant sur les réductions sur les variétés invariantes.

L'étude faite ici concerne principalement les transformations non inversibles tri-
dimensionnelles. Elles se caractérisent en général par la présence dans 'espace de
phase de singularités appelées plans critiques (PC). Cette notion a été introduite
pour la premiere fois en 1964 [16, 17]. En dimension deux, les lignes critiques LC
limitent dans le plan de phase (ou d’état) des régions Z; a 'intérieur desquelles un
point a un nombre constant i d’antécédents de rang 1. Les LC séparent deux régions
Z;etZ; aveci # i’. Du point de vue de la transformation inverse T}, le plan de phase

apparait alors comme feuilleté. Chaque feuillet est associé a une détermination bien
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définie de T™!. Les Lignes Critiques constituent le lieu des points o1 les différents
feuillets se joignent. Depuis 1969, de nombreuses publications ont développé le role
des Lignes Critiques pour expliquer les bifurcations intervenant sur la structure des
bassins d’attraction.[4, 8, 26, 29, 30]. En dimension p, une variété critique de rang
1, est le lieu géométrique de dimension (p — 1) des points de 'espace d’état a p di-
mensions, ayant au moins deux antécédents de rang 1 confondus. En général, une
telle variété divise I'espace d’état en deux régions, chacune d’elles ayant un nombre
différent d’antécédents de rang 1.

On appelle bifurcation tout changement qualitatif des propriétés d'une transfor-
mation par variation des parametres la caractérisant. Toutes ces bifurcations ainsi
que de nouvelles sont relatées dans [27, 28].

Le role des Lignes Critiques est également prépondérant dans I'étude des bifur-
cations concernant les modifications des zones chaotiques. La définition d'une zone
chaotique dérive de la notion de zone absorbante. Une zone absorbante est un en-
semble connexe limité par des segments de Lignes Critiques de Tk k=1,2,..., ollune
séquence constituée par les itérés successifs de T ne peut pas sortir de cette zone
apres y étre entré. Une zone chaotique est une zone absorbante invariante dont les
points sont stables au sens de Poisson et sensibles aux conditions initiales. Les études
des propriétés des zones chaotiques ont commencé en 1977 et se sont poursuivies
dans [3, 9, 15, 19, 20, 21, 30].

Lintérét de ces transformations réside dans le fait que de nombreux modeles de
systéemes appartenant aux techniques de I'ingénieur font appel a des transformations
non inversibles. Des études dans le domaine du contréle adaptatif ont nécessité I'uti-
lisation des transformations non inversibles.

Ce travail est divisé en quatre chapitres.

Le chapitre 1: est consacré a la description de quelques généralités concernant les
transformations ponctuelles. Nous allons tout d’abord définir un certain nombre
d’éléments élémentaires relatifs aux transformations ponctuelles. Différentes
notions de singularités peuvent étre introduites et caractérisées dans 1'espace
de phases. Dans I'espace des parametres, I’étude des bifurcations est considé-
rée c’est-a dire I’étude des changements qualitatifs du comportement du sys-

téme lorsque les valeurs des parametres varient.
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Le chapitre 2: nous mettons en évidence les différentes propriétés des systemes dy-
namiques de type triopole. Ce chapitre est consacré a I’étude des points fixes

et des cycles, leurs natures, leur nombre et leurs stabilités.

Le chapitre 3: concerne une classe de transformations tridimensionnelles symétri-
quement découplées, leur spécificité, et les bifurcations possibles liées a de tels

systemes. Les variétés critiques sont déterminées et illustrées.

Le chapitre 4 : porte sur I’étude spécifique d'une transformation tridimensionnelle
qui correspond a un modele cubique, Nous constatons une richesse de la dy-
namique pour certaines valeurs du parametre et nous notons qu’il y a un lien,
entre ce qu'on observe dans I’espace tridimensionnel et I‘évolution du systeme

dans I'espace bidimensionnel.



Chapitre 1

Généralités Sur les Transformations

Ponctuelles

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous définissons les transformations ponctuelles qui seront
étudiées dans cette these. Apres quelques rappels sur les transformations ponctuelles
autonomes, différents types de singularités selon leurs stabilité sont définis. Nous
donnons les définitions des courbes invariantes , du bassin d’attraction, des varié-
tés critiques et le chaos. Un paragraphe est consacré aux rappels sur les bifurcations
classiques dans le plan des parametres. A la fin du chapitre nous donnons quelques
rappels sur les propriétés générales importantes des récurrences symétriquement
découplées dont nous faisons états dans le chapitre 2.

Nous nous intéressons aux transformations ponctuelles (ou récurrences) de type

autonomes définies par les expressions suivantes :

(1.1)

Xn+1 = TXy) =FXy, A)
X, €RP, p=1,2,.., AeR", m=1,2,...

ol1 F € C*, k = 1 par rapport a la variable X et au parametre A, A est un vecteur de
parametres réels, A € R, m = 1,2,...,et P est la dimension de (1.1). Lespace R” est
appelé espace d’état.

Chaque solution de (1.1) formée par une suite de points X,, n=0,1,2,...



1.2 Singularités

ol Xy est appelée condition initiale; les points X, n =0, 1,2, ...forment une tra-
jectoire discrete de phase ou suite itérée ou orbite.
Xp+1 est appelé conséquent de rang 1 de X, c’est a dire : X,,4+1 = T(X},).
X, est un antécédent de rang 1 de X,,;1 noté : X,, = T~ (X,,41).
 Si F est continument différentiable et d'inverse unique sur son domaine de dé-
finition alors T est un difféomorphisme.
* SiF est non continue ou non différentiable et a inverse unique, T est dite inver-

sible.
¢ Si F ne possede pas d’inverse unique donc T est appelée un endomorphisme.

Dans ce cas on peut introduire la notion de points critiques ou lignes critiques.

1.2 Singularités

Les transformations ponctuelles peuvent posséder différents types de singulari-
tés:
Point fixe

Un point fixe de T est un point de R” vérifiant :

X* =TX") (1.2)

Cycle d’ordre K

C’est la généralisation d'un point fixe lorsqu’on considere la transformation ob-
tenue aprés k application de T noté T¥. Un cycle d’ordre k (k entier) est un ensemble

de k points (X1,X, ..., X) vérifiant :

Xin =TXp),i=1,.., k-1

X7 =TXy)

X;i=TkX), i=1,...k

X; #ThX), i=1,...k, 1<h<k

(1.3)



1.3 Multiplicateurs et nature des singularités

Un cycle est caractérisé par I'ordre d’échange de ses k point X; par applications suc-
cessives de T, un tel cycle sera désigné par le systeme (k, j) ; (k représente I'ordre du
cycle et j caractérise I'ordre d’échange des points du cycle par applications succes-
sivesde T ).

Autrement dit, chaque point d'un cycle d’ordre k (appelé aussi point périodique
d’ordre k) est un point fixe pour Tk . Tk(xi) =x; pouri=0,1,2,...,p—1; et n'est pas
un point fixe pour T" si 1 < k.

1.3 Multiplicateurs et nature des singularités

La notion de multiplicateur permet de caractériser la nature de ces singularités
(points fixes et cycles).

IIs sont définis lorsque T est différentiable au point X* :

1. Lorsque la transformation T est unidimensionnelle :

le multiplicateur d'un point fixe X* est :

dT
S=T'X"ouT =— (1.4)
dx

etle multiplicateur d'un cycle d’ordre k, (X7,X5, ..., X}) est:
S=0% T'X)) (1.5)

Un point fixe ou un cycle est dit attractif ou asymptotiquement stable si |S| < 1

, il est répulsif ou instable si [S| > 1.

2. Lorsque la transformation T est de dimension supérieura 1:

les multiplicateurs d'un point fixe X* ou d'un cycle d’ordre k, (X*,X;,...,XZ)
sont les valeurs propres de la matrice jacobienne de T(X*) ou de Tk(X;‘), i=
1,..k.

(a) Lorsque la transformation T est bidimensionnelle, un point fixe ou un
cycle possede deux multiplicateurs S; (i = 1,2) ; qui sont les valeurs propres

de la linéarisation de T*(k = 1,2,...) en ces singularités.

On distingue alors les singularités suivantes :



1.3 Multiplicateurs et nature des singularités

Col: S;etSysontréels: |S;|<<1let|Sy|>1.

Un col est toujours instable et on distingue 3 types :
* typelsiS;>0etS;>0;
* type2siS; >0etS, <0;
* type3siS;<0etS; <0.

¥

5,50 ,5,>0
af

A/;ﬁ i

‘yn BV
¥
I g
___,-"'_ = - | -
d,,,-;;f —
ey
xn // m\‘}\\ s
T
= i e —— \}}:\ﬁ__}
Toa o o — ey

X A x

5,>0,5,=0 5.<D,5;<0

FIGURE 1.1 — Col (d’apres [29])

Neeud: S; et S, sont réels
e stablesi|S;|<1,i=1,2
¢ instablesi|S;|>1,i=1,2

FIGURE 1.2 — Neeud (d’apres [29])

Comme le col, le nceud peut étre de type 1,2 ou 3.

Foyer: S; et S, sont complexes conjugués et p =

* stablesip<1,

ISil,i=1,2



1.4 Bifurcations fondamentales

¥

FIGURE 1.3 — Foyer (d’apres [29])

* instablesip>1

(b) Lorsque la transformation T est tridimensionnelle, trois multiplicateurs
S; (i =1,2,3) sont les valeurs propres de la matrice jacobienne d'un point

fixe ou d'un cycle dans R3.

Col: S; et S, et S3 sont réels
e detypelsilS;I<1,i=1,2et|S3|>1.
e detype2si|S;|>1,i=1,2et|S3| <1.

Col-foyer: S; et S, sont complexes conjugués, et S3 est réel
e detypelsilS;l<1,i=1,2et|S3|>1,
e detype2si|S;|>1,i=1,2et|S3| <1,

Neeud: S; et S, et S3 sont réels
e stablesi|S;|<1,i=1,2,3
e instablesi|S;|>1,i=1,2,3

Neeud-foyer: S; et S, sont complexes conjugués ,et S3 est réel
e stablesi|S;|<1,i=1,2,3,
e instablesi|S;|>1,i=1,2,3,

1.4 Bifurcations fondamentales

Le terme bifurcation est généralement associé a la notion de changement qua-
litatif du comportement d'une transformation lorsqu'un parameétre A traverse une
valeur critique et de maniere plus précise c’est 'apparition ou la disparition de nou-

velles singularités ou a la modification de la nature de singularités.



1.4 Bifurcations fondamentales

Nous distinguons plusieurs bifurcations : bifurcation nceud-col (Fold), bifurca-
tion doublement de période (Flip) et bifurcation de (Neimark-Hoph). Il est impor-
tant de noter qu'il en existent d’autres. On se restreint aux bifurcations qui serviront
de base aux études des chapitres de cette these.

Nous considérons la transformation ponctuelle (1.1) de dimension 2 suivante :

{ Xp1=F(X,, A) 06

F:R? — R?

1.4.1 Bifurcation Fold ou Nceeud-col

Cette bifurcation intervient lorsque les multiplicateurs sont a valeurs réelles, et
que I'un d’eux traverse la valeur +1, et donne naissance a deux cycles d’ordre k, 'un
stable, et 'autre instable. Ces deux cycles sont confondus a la bifurcation pour une
J
(K)o
d’échange des points du cycle par T. Cette bifurcation est représentée par le schéma :

valeur du parametre A notée A7, . k représente I'ordre du cycle, j caractérise I'ordre

o =L Nk 4k (1.7)

Le symbole ¢ signifie 'absence de cycles dans le voisinage ou apparait les deux cycles.
N¥ cycle nceud d’ordre k stable.
CF cycle col d’ordre k.

1.4.2 Bifurcation Flip ou doublement de période

Lorsque le multiplicateur S avec |s| < 1 d'un cycle d’ordre k passe par la valeur
S = —1. Ce cycle devient instable et donne naissance a un cycle d’ordre 2k. Cette

bifurcation intervient pour une valeur du parametre A notée A{C.
S=-1
NF == NF N2 (1.8)

NE 2 NF 4 N2E (1.9)

N2k signifie cycle d’ordre 2k stable.
N2k signifie cycle d’ordre 2k instable.



1.5 Structure de bifurcation boites-emboitées

1.4.3 Bifurcation de Neimark ou Hopf

Lorsque les cycles d’ordre k sont des foyers avec des multiplicateurs complexes
(S1 =S, = pe'?) et p passe parla valeur +1, Ces cycles changent de stabilité et donnent
naissance a une courbe fermée invariante qui a la méme stabilité que les cycles d’ori-

gine. On le présente par le schéma :

Pk 2L BK 4 CFI, (1.10)
Bk &% Bk 4 Pl (1.11)

F¥ signifie cycle foyer d’ordre k stable.
Ff cycle foyer d’ordre k instable.
CFI; courbe fermée invariante stable.

CFI; courbe fermée invariante instable.

1.5 Structure de bifurcation boites-emboitées

Freigenbaum a découvert une route vers le chaos qui avait été étudiée dans les
années 60 par Myrberg . Aujourd'hui, cette route est appelée "cascade de double-
ment de période 'pour décrire la transition entre un comportement périodique et un
attracteur chaotique. Ce scénario est observé par la suite logistique qui est définie

par récurrence par une application définie de I'intervalle [0, 1] dans lui méme :
Xps1 =1X, =X4 -\, X, €R, A€R (1.12)

La dynamique de cette application présente un comportement tres différent selon
la valeur du parametre A, on la nomme structure de bifurcation "boites emboitées”
car sa premieére description remonte a 1975 [18, 29]; Par la suite cette étude a été
généralisée pour le cas bidimensionnel [13].

Lorsque le parametre A augmente, on obtient une succession de bifurcations pré-
sentant une structure fractale, c’est la propriété d’auto similarité, c’est a dire que I'or-
ganisation de cet ensemble est semblable a celle de ses parties.

Sur I'axe réel du parameétre A, il existe un intervalle ou boite Q1 = [Aq),,A]] qui
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1.6 Définitions et propriétés

contient toutes les valeurs de bifurcations de la transformation logistique L. 2; contient

une infinité de boites Qi = [)\{k)o,)\i*], (j=1,2,.px, k=3,4,.,pr — 0si k— 0). Cha-

cune est relative a 'ensemble de bifurcations de L, les valeurs )\{ o correspondant a

la naissance de deux cycles d’ordre k par une bifurcation fold, les valeurs )\i* corres-
pondant a la fusion du point critique de rang k + 1, C. (conséquent de rang k + 1 de
I'extremum), avec le cycle d’ordre k né répulsif.

Chaque boite Q{; contient une infinité de boites Q{;]];ll (boites de rang 2), j; =1, 2,3...

k1 =3, 4,... qui contient des boites Qﬁc”]? (boites de rang 3).... Ainsi chaque boite de
1A2

rang n contient une infinité de boites de rang n + 1, et toutes ces boites possedent
une structure similaire a Q.

Q
T -
! 1
A, ] W !
T Ll I
| 9] : pas de cycle d'ordre k impair i
: QI_I ] e {
: 15 | 1 I
! " 1 a} | W3l 1
| r-—-pJ 11 Q H i
! Q‘ 1 Q] 5 5 1 ¥
} : - ) ! ) Ir t o cycle, point
i Q: QE ; i ! fixe attr a oo
' i e
N\ , |
il As f
- L

cycle 2 attr -b.m = /4
cycle 7 rep. + cycle affr

Ay AL )\111.1, )\'3‘1

IO | | — .

* 1 -1544 ]
Ay=-2 Q!3 Lgly !
35 1 1 1
— (7] 1 '
pas d'attracteur Qu 13 Q.‘;'] !
a distance fine, 14 Q'L'z = 00! naissance d'un
nfinité de cycles 55 —_— pont fixe attr et
repulsifs nes dans Q !5;11- :: daun poinr fixe rep
. 1}
Ay=1,601

= him A = lim
e I X5 = lm

FIGURE 1.4 — Structure de bifurcations boites emboitées (d’apres [29])

1.6 Définitions et propriétés

1.6.1 Ensemble absorbant

Un ensemble A du plan de phase est absorbant s’il vérifie :

TA)cA (1.13)

11



1.6 Définitions et propriétés

1.6.2 Ensemble invariant

Un ensemble A est invariant par T s’il vérifie :

TA)=A (1.14)

1.6.3 Ensemble attractant

Un ensemble invariant fermé A est attractif il existe un voisinage U de A, tel que :

T(U) c U et pour tout x de U, T"(X) — A quand n — co

1.6.4 Bassin d’attraction

Le bassin d’attraction D(A) d’'un ensemble attractant est 'ensemble ouvert de
tous les points x, a partir desquels (1.1) engendre une suite récurrente qui tend asymp-

totiquement vers I’ensemble attractant :
D(A) = {xeRP: T"(x) — A, 1 — oo} (1.15)

Un bassin d’attraction D peut étre connexe ou non connexe. S’il est non connexe, la
plus large partie connexe s’appelle bassin d’attraction immédiat Dy.

Le domaine D(A) posséde une frontiere (F) dont les propriétés fondamentales
sont :

¢ (F) estinvariante par application de TFetT % k=1,2,..;

* (F) est répulsive pour les suites de points situées dans son voisinage.

* (F) se présente en général comme une séparatrice, mais dans certains cas peut

étre de nature plus complexe.

1.6.5 Courbes invariantes

Une courbe d’équation 6(X) = C, C étant une constante réelle, est invariante par

la transformation T définie par (1.1), si 0(X) vérifie I’équation fonctionnelle :

B([FX)] =0(X) (1.16)
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1.6 Définitions et propriétés

Dans le cas d'un point fixe (ou d'un cycle d’ordre k) de type col, on note :
W; les branches de la courbe invariante associées au multiplicateur de module

inférieur a 1 et W, les branches associées au multiplicateur de module supérieur a 1.

1.6.6 Lignes critiques

Dans le cas ou T est différentiable, et X € R, les points critiques sont les consé-

quents de rang 1, définis par :

ar X) =0 (1.17)
dx = '

Pour X € R?, les lignes critiques LC sont les courbes conséquentes de rang 1 des
courbes LC_; définies par le lieu des points pour lesquels le déterminant J (X) du ja-
cobien de T s’annule.

Par conséquent, les courbes critiques de rang k (k = 0) sont conséquentes du rang

k de LC_; notées par :
LCi_; =TF@C_) =TF 1 (LC) et LCy = LC
Ou LC_; est’ensemble défini comme suit :
LC_; = {X e R?, det[] (X)] = 0} (1.18)
Dans le cas ou T est non différentiable, une courbe LC_; est ’ensemble :
LC_; ={XE€ R?, T non différentiable en X} (1.19)

1.6.7 Chaos

Actuellement il n'y a pas de définition précise du terme Chaos. En fonction de ce
contexte, on dit qu'un état est chaotique quand il est non périodique, tres irrégulier

sur une période.

13



1.7 Rappels sur les transformations symétriquement découplées

1.6.8 Attracteur et attracteur chaotique
Attracteur
Un attracteur est un ensemble attractant topologiquement transitif, tel que pour
tout ouvert U,V c A, il existe un entier positif k tel que TFU) NV # @.
Attracteur chaotique ou étrange

Un sous-ensemble de 'espace des phases est un attracteur chaotique si et seule-
ment si c’est un attracteur contenant une orbite dense, présentant une sensibilité

aux conditions initiales et possédant une structure fractale.

1.6.9 La conjugaison topologique

Deux applications f, g : X — X de classe C” sont dites C*-conjuguées (k < r), s'il

existe un C*-difféomorphisme 1 : X — X, tel que :
hof=goh.

f et g sont dites topologiquement conjuguées, si elles sont C’-conjuguées.

Des applications topologiquement conjuguées sont completement équivalentes
par rapport a leurs dynamiques. Il est alors équivalent d’étudier I'une ou I'autre des
fonctions.

1.7 Rappels sur les transformations symétriquement dé-

couplées

1.7.1 Transformation symétriquement découplée

D’une maniere générale, on parlera de transformation symétriquement décou-

plée [2], de dimension 2, chaque fois qu'on a la forme suivante :

T, y)=(@gW), f(x) eXxY (1.20)
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1.7 Rappels sur les transformations symétriquement découplées

oug:Y—Xet f:X—Y sont deux fonctions continues.
Pour toute transformation de ce type, il est possible d’associer les deux transfor-

mations unidimensionnelles définies par :

y=gofetb=fog; (1.21)

ATaide de ces deux fonctions v et de ¢ on peut donner les formes des itérées d’ordres

pairs et impairsde T :

T2"(x, y) — (Xon = Wn(X0), Y2n = Gn(¥o)) (1.22)

T2 (x, ) — (Xon41 = 8o Gn(30), Yans1 = fown(xo)) (1.23)

oun=12,..,y,etd,lesitérées n—iemes de v et .

La nature d'un cycle d'une transformation symétriquement découplée dépend
de l'ordre k du cycle, car une itérée paire (k =2m) de T est toujours découplée de la
forme (1.22) et une itérée impaire (k = 2m + 1) est toujours symétriquement décou-
plée de la forme (1.23).

Un point fixe (ay, by) de T est construit a partir de ay point fixe de y et de by point
fixe de .

Un cycle d’ordre impair k = 2m + 1 est tel qu'un de ses points (a, b) soit racine

réelle du systeme :

{ gobmb) =a (1.24)

fOWm(a) =b
oill a et b ne sont pas racines de T pour tout [ < 2m + 1.

Les relations donnant un point de cycle d’ordre impair peuvent s’écrire sous cette

forme:

{ Voms1(a) =a (1.25)

$Gam+1(b) =b

Si f et g sont respectivement continument différentiables en a et b, les multiplica-

teurs d'un cycle d’ordre (k =2m + 1) sont donnés par :

2 = g 1OmD.f W (@) P (b).W, (@) (1.26)
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1.7 Rappels sur les transformations symétriquement découplées

On peut donc affirmer que les cycles non dégénérés (s*> # 0.1) d’ordre (k = 2m + 1),
sont soit des foyer (s% < 0), soit des nceuds (s > 0). Ils ne peuvent jamais étre des cols
(|sp] <1et|si|> D).

D’une facon similaire, un point (¢, d) d'un cycle d’ordre pair (k = 2m), est tel que :

{ Wm(c) =c (1.27)

oll ¢ et d ne sont pas racines de T! pour tout I < 2m.
Sous les méme hypotheses sur f et g, les multiplicateurs sont donnés par :

Sp=Wh(0) et si =, (d) (1.28)

Ainsi, les cycles d’ordre pair sont toujours soit des nceuds ou des cols mais jamais
des foyers.
D’une fagon générale donc, tous les cycles sont entierement définis par ceux des

récurrences du premier ordre suivantes :

Xpe2 =W(Xy) et Yni2=G(yn) (1.29)

En ce qui concerne les variétés invariantes de dimension 1, il faut savoir que si (a, b)

est un point d'un cycle d’ordre (k =2m + 1) donné, alors on a la relation :

Si (x,y)e(x=a),alors T?""(x,y)e(y=h) (1.30)
Si (x,y)e€(y=b),alors T?""l(x,y)€(x=a) '

Ce qui se traduit, en d’autre termes, par le fait que les droites x = a et y = b sont
des variétés invariantes d’ordre (k = 2m + 1). Dans le cas ot le cycle est d’ordre pair

(k =2m) et qu’'un point (c,d) de ce cycle est donné, on a alors :

Si (x,y)€(x=c),alors T?"(x,y)€(x=c) 131
Si (x,y)e(y=d),alors T>"(x,y)€(y=d) '

Ainsi, chacune des droites x = c et y = d est une variété invariante unidimensionnelle
d’ordre (k =2m).
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1.7 Rappels sur les transformations symétriquement découplées

1.7.2 Duopole ou la théorie des jeux

Considérons la transformation de dimension 2 de la forme suivante :
T,y =(801), f(x))eXxY (1.32)

ou g:Y—X et f:X—Y sontdes fonctions continues.
Notons la condition initiale (xy, o),
et la trajectoire

{0,y =T (x0, y0), 120

o1 T? est le t¢™¢ itéré de (1.20).
Nous énonc¢ons quelques propriétés et propositions établies dans [5].
soit
F(x)=gof(x), xeX et G(y)=fog(y), yeY (1.33)

Propriété 1.1. T?*(x, y) = (F¥(x), G*(y)) pour chaque entier k > 1.

Propriété 1.2. Pour chaque n = 1, les deux fonctions F et G satisfont :
goG"(y) = gofogo..of og(y) =F"0g(y), (1.34)

foF"(x) = fogofo..ogof(x)=G"of(x), (1.35)

Propriété 1.3.
e Si{xy,---,xp} estun cycle d’ordre n de F alors : {y1, -+, yn} = {f(x1),---, f(xn)}
est un cycle d’ordre n de G.
e Si{y1,...,yn} estun cycle d’ordre n de G alors : {x1,---,x,} = {g(y1),...,8§(¥n)} est

un cycle d’'ordre nde F .

Propriété 1.4. Un point de coordonnées (x;, y;) est dit point périodique de la trans-
formation T, de période n ssi: x = x; et y = y; sont des points périodiques de F et G

de période n (si n est impair) ou bien un diviseur de 7 (si n est pair).

Propriété 1.5. Soit C, un cycle de la fonction F, C,, est un cycle de la fonction G, donc

selon la définition de la transformation T, soit Cy = f(Cy) oubien Cy = g(C,).
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1.7 Rappels sur les transformations symétriquement découplées

Proposition 1.1. Soit T la transformation modélisant un duopole, alors :
1. L'image d'un segment horizontal est un segment vertical et vice- versa.

2. Les preimages d'un segment horizontal sont des segments verticaux et vise-

versa.
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Chapitre 2

Etude théorique de la transformation

triopole

2.1 Introduction

En 1838 Augustin Cournot élabore un modele de base de la théorie d’oligopole;
une des principales branches de I’économie mathématique.Si le nombres de deman-
deurs (clients) est élevé et le nombre d’offreurs (vendeurs) est tres faible sur un mar-
ché on dit qu'on est dans une situation d’oligopole, dans ce cas il ny a plus de conflits
entre offreurs tant que la demande est plus importante que I'offre.

Avec la croissance du rendement, les producteurs tendent naturellement a réali-
ser des économies d’échelle. Ce systeme tend vers une situation d’équilibre mono-
polique; et avec des institutions qui protegent le consommateur cet équilibre tendra
vers une situation d’oligopole.

La situation la plus simple d’oligopole est le cas de deux producteurs (duopole)
qu’on appelle le modéle de Cournot-Nash. La théorie d’oligopole connait des déve-
loppements considérables sur le plan théorique et plus récemment, sur le plan em-
pirique.

Ala fin du premier chapitre nous avons présenté les propriétés du systeme bidi-
mensionnelle de type duopole qui est un type spécifique d’oligopole ou seulement
deux producteurs existent sur un marché; c’est la forme la plus communément étu-

diée d’oligopole en raison de sa simplicité.
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2.2 Définition et propriétés du systeme

En se reportant a ces propriétés, nous traitons également dans ce chapitre le
meéme systeme en dimension trois (friopole). 1l s’agit d'une généralisation de I'étude
présentées dans [1, 5]. Ce travail est décrit dans [12].

Nous nous intéressons a mettre en évidence les différentes propriétés de la trans-
formation tridimensionnelle. Nous avons consacré un paragraphe al’étude des points
fixes et des cycles, leurs natures, le nombre éventuellement de cycles et leurs stabi-
lités. Nous terminons par une étude détaillée sur les plans invariants et les variétés

critiques.

2.2 Définition et propriétés du systéme

On étudie la transformation générale de dimension 3 de la forme suivante :

Xn+1 = f(yn)
T(xX,%,2) VYn+1=8(zn) 2.1)
Zp+1 = h(xy)

ou f:Y—X, g:Z—Y et h:X—Z :sontdesfonctions continues.

Notons la condition initiale (xy, yo, 20), €t la trajectoire {xt,yt,z[} = T%(x0, Y0, 20),
t=0,ouT! le 7% itéré de (2.1).

Les propriétés suivantes sont considérées, et leurs démonstrations sont simples

a obtenir.

Propriété 2.1. Pour toute transformation de ce type, il est possible d’associer les trois

transformations unidimensionnelles définies par :
F=fogoh, G=gohof et H=hofog (2.2)

ATaide de F, G et H on peut donner les formes des itérées de type 3k, 3k + 1, 3k + 2
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2.2 Définition et propriétés du systeme

deT:

T3 (x0, ¥0,20) — (x3k = F¥(xp),
sk = GX (), 23k = Hk(Zo))

T3 (x0,y0,20) — (x3k+1 = fOGk(yo),

V3k+1 = gOHk(Zo), Z3k+1 = hOFk(xo))

T3k+2 (x0,¥0,20) — (x3k+2 = fogoH (2,

V3k+2=8© hoFF(xp),
Zaks2 = ho foGF (o))

ottk=1,2,...; F¥, G¥ et H¥ sont les itérées k foisde F, G et H..

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Cette propriété indique que la troisieme itération de I'application T donne une

récurrence dite découplée.

Propriété 2.2. Pour chaque k = 1: les fonctions F, G et H satisfont :
fon:fogohof o~--ogohof :Fkof
gon:gohofogo---ohofog:Gkog
hoFk:hofogoho---ofogoh:Hkoh

Propriété 2.3. Pour chaque k = 1: les fonctions F, G et H satisfont :

fogon:fogohof ogo---ohof og:Fkofog
gohoFk:gohofogoho---ofogoho:Gkogoh
hofon:hofogohof o---ogohof :Hkohof

Propriété 2.4.
e Si{x1,x,..., X} estun cycle d’ordre k de F alors :
{z1,22,..., 2k} = {h(x1), h(x2),..., h(x)} est un cycle d’ordre k de H.
* Si{y1, 2 ..., ¥k} estun cycle d’ordre k de G alors:

{x1,%2,..., Xk} = {f (1), f2),..., f(yx)} estun cycle d’ordre k de F.
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2.2 Définition et propriétés du systeme

e Si{zy,2,...,2¢} estun cycle d’ordre k de H alors :

{v1,y2,-. . vk} = {8(21),8(22), ..., g(zx)} estun cycle d’ordre k de G.
* On appelle ces cycles, des cycles conjugués.
¢ La stabilité est déduite par cette relation :

=n

i=n i i=n i=n
S=[]F@)=[]Gw)=]]H()=[]f(y)-8 ). (x) (2.12)
i=1 i=1 i=1

i=1

* Ces propriétés montrent que les cycles de la transformation tridimensionnelle

T sont liés aux cycles des transformations unidimensionnelles F, G et H.

Propriété 2.5. Si x, X, ..., X, sont p points fixes de F, alors :
* z1 = h(x1), z2 = h(x2), ..., zp = h(x)p) sont les points fixes conjugués de H

* y1=8(21), y2 = g(22), ..., ¥p = §(zp) sont les points fixes conjugués de G.

Propriété 2.6. Un point de coordonnée (x;, y;, z;) est un point périodique de T, de
période n, ssi x = x;, y = y; et z = z; sont des points périodiques de F, G et H de

période n (sin=3k+1, n=3k+2) oude période k si n =3k.

Démonstration. Cette propriété est une conséquence des propriétés (2.1), (2.2) et
(2.3).

1. Sin=3k:
T (xr, y1,20 = (FEGe), Gy, B¥(20)) = (e, v, 20)

c’est un point périodique de T (ie : T3k(xt,yt,zt) = (X4, Y1, 21)), SSI Xy, Y €1 24

sont des points périodiques de F, G et H de période k ou un diviseur de k.

2. Sin=3k+1:

Pour les cycles de T de période n=3k+1,0na:

T4 (e, y1,20) = (£ o GF (), goH (20, hoF¥(x))
= (Fk( (), GE gz, H’“(h(xt)))

= (Xt Y6 21)

Cette relation est vérifiée ssi x;, y; et z; sont des points périodiques de F, G et
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2.3 Etude des points fixes et des cycles

H de méme période n=3k+1carona:
TS(SkH) (Xt, Y1, 21) = (FSkH(xt), G3k+1(J/t), H3k+1(zt)) =Xt Y0 21)

ces points (x;, y;, z;) appartiennent aux cycles conjugués.

3. Sin=3k+2:

Pour les cycles de T de période n=3k+2,0na:

T 2(x, yi,20 = (fogo ¥ (20), go hoFF(xy), ho foGK(yy)
= (F(F(g(z0)), G*(g(h(x0), H (h(F (7))
= (Xt Y6 21)

Cette relation est vérifiée ssi x;, y; et z; sont des points périodiques de F, G et

H de méme période n=3k+2carona:

T304 (x,, yr, 20 = (F200), G 2(y0), B¥2(20)) = (x1, 1, 20)

Propriété 2.7. Soit C, un cycle de la fonction f, C, un cycle de la fonction g, et C; un
cycle de la fonction £, en vertu de la définition de la transformation T on a:
Soit Cy=f(Cy) ou Cy;=g(C;) ou C;=[f(Cy).

2.3 Ftude des points fixes et des cycles

Nous étudions dans un premier temps les points fixes, les cycles et leurs stabilités.
Nous avons pu voir via les propriétés précédentes que les cycles de T sont liés aux
cyclesde F, G et H.

Nous pouvons énoncer ces deux propositions :

Proposition 2.1. Un point fixe (Ag, By, Cy) de T est obtenu a partir de Ay : point fixe
de F, By : point fixe de G et Cy : point fixe de H respectivement.
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2.3 Etude des points fixes et des cycles

Démonstration.

2
1. (Ap,Bg, Cp) est un point fixe de T = A point fixe E By point fixe de G et Cy point

fixe de H respectivement.

Ay Ay
Si (Ag, By, Cp) est un point fixede T=T| By, |=| Bo
Co Co
fBo) Ag f(g(Co)) Ao
=1 g(Cop) |=]| Bo |=]| g(h(Ag) |=] Bo
h(Ap) Co h(f(Bo)) Co
f(g(h(Ap))) Ay F(Ao) Ao
=>| gh(fBo) [=] Bo |=| GBo) |=]| Bo
h(f(g(Co))) Co H(Co) Co

?
2. A point fixe de F, By point fixe de G et Cy point fixe de H = (A, By, Cp) est un

point fixe de T.
Ay point fixe de F F(Ap) Ag
Si BO pOiIlt fixedeG = G(Bo) = B()
Co point fixe de H H(Cyp) Co
f(g(h(Ap))) Ay
=1 gh(fBp)) [=| Bo
h(f(g(Co))) Co
flg(h(Ap)] Ag
=1 glh(fBo))] |=] Bo
h(f(g(Co))l Co
g(h(Ag) =Bog fBo) Ag
Nous posons h(fBp)=Co =] gCo) |=]| Bo
f(g(Cp)) =Ag h(Ao) Co
Ap Ag
=>T BO = BO
Co Co
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2.3 Etude des points fixes et des cycles

Proposition 2.2. Un cycle d’ordre 7 est constitué de points fixes de la transformation
T".
1. Sil’ordre du cycle est n =3k + 1, on a trois cas :
* les abscisses x du cycle de T sont les points d'un cycle de F de méme ordre.
¢ les ordonnées y du cycle de T sont les points d'un cycle de G de méme ordre.
* les coordonnées spatiales z du cycle de T sont des points d'un cycle de H de

meéme ordre.

2. Sil'ordre du cycle est n =3k + 2, alors on a trois cas :
e les abscisses x du cycle de T sont les points d'un cycle de F de méme ordre.
* les ordonnées y du cycle de T sont les points d'un cycle de G de méme ordre.
* les coordonnées spatiales z du cycle de T sont des points d'un cycle de H de

méme ordre.

3. Sil'ordre du cycle est n =3k

les abscisses x, les ordonnées y et les coordonnées spatiales z de ce cycle sont

en méme temps les points d'un cycle d’ordre k de F, G et H respectivement.

Démonstration. En effet :

1. Uncycle d’ordre n = 3k + 1 est la solution du systéme :

x = foGF(y)
y=goH(2) (2.13)
z = hoF*(x)

Si on remplace y et z dans la premiére équation et on utilise la propriété (2.2),
on obtient x = F3**1(x) donc x est un point fixe de F¥**!donc x est un point
d’un cycle d’ordre (3k + 1) de F alors h(x) est un point d'un cycle d’ordre 3k + 1
de H et g(z) est un points d'un cycle d’ordre 3k + 1 de G.

2. Uncycle d’ordre n = 3k + 2 est la solution du systéme :

X= fogon(z)
y = gohoF*(x) (2.14)
z=hofoGk(y)
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2.3 Etude des points fixes et des cycles

Si on remplace y et z dans la premiére équation et on utilise la propriété (2.3),
on obtient x = F3**2(x) donc x est un point fixe de F3**+2donc x est un point
d’'un cycle d’ordre (3k+2) de F alors h(x) est un point d'un cycle d’ordre (3k+2)
de H et g(z) est un points d'un cycle d’ordre (3k +2) de G.

3. Un cycle d’ordre n = 3k est la solution du systeme :

x=Fk(x)
y=GFy) (2.15)
z=Hk(z)

Donc x est un point fixe de F¥, y est un point fixe de G¥, z est un point fixe de
HF.

Soit xp(A, B, C) un point fixe de T . La matrice jacobienne de T au point xj est :

8/(®)
JABO=| o o %9 (2.16)
Sh(A)
A9 g

L'équation caractéristique de J(A, B,C) étant :

3, 8f(B) 8g(C) Bh() _

POV = A 280 2.17
M= =y "6z ox @17

Nous allons déterminer de facon analytique les points fixes et certains cycles du sys-
teme T de dimension trois selon la classification de [Bar 85]. Considérons les 3 cas

possibles :

ler cas: Un cycle d’ordre n = 3k est tel qu'un de ses points (A, B, C) soit racine réelle

du systeme :

FkA) = A
GkB)=B (2.18)
HXC)=C

ol1 A, B et C ne sont pas racines de T’ pour tout i < 3k.
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2.3 Etude des points fixes et des cycles

Si f, g et h sont respectivement continument différentiables en A,B et C. La

matrice jacobienne est donnée par :

SFé:EA) 0 0

PEABO=| 0 XB (2.19)
8H*(C))
0 0 52
Les valeurs propres sont réelles :
SFF(A 5G* (B SHF(C
)\1 = ( ) , )\2 = ( ) e Ag = J (220)
dx oy 0z

Ainsi, les cycles d’ordre n = 3k (k = 1) sont toujours de type nceud ou col.

2éme cas: Un cycle d’ordre n = 3k + 1 sont tel qu'un de ses points (A, B, C) vérifie :

foGkB)=A
goHK(C) =B (2.21)
hoFkA) =C

La matrice jacobienne s’écrit dans ce cas

5GKB) 3fIGF®B)]
0 6—}/.6—_)/ 0 .
k
13%+1(A,B,C) = 0 0 5H6;cn.6g[1-812(cn (2.22)
k k
6F§;EA) ) 6h[1;x(A)] 0 0

L'équation des valeurs propres est :

5, 8fIGKB)] 8g[H )] ShIFF@A)]

A
" dy 0z dx
(2.23)
8GFB) 8H*(C) 8FFA) 0
5y 5z 5x

On a trois solutions : A; € R et A2, A3 € C complexes conjuguées. Par consé-

quent; les cycles d’ordre 3k + 1 sont soit des nceuds-foyers, soit des cols-foyers.
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2.4 Points fixes et cycles spécifiques

3éme cas: Un cycle d’ordre n = 3k + 2 est tel qu'un de ses points (A, B, C) verifie :

fogoH¥(C)=A
gohoFK(A) =B (2.24)
ho foGkB)=C

La matrice jacobienne s’écrit dans ce cas

13 1(A,B,C) =

0 0 8fIgHX O 5g[Hk(C)] SHX(C)
0z : 0z Y
8glhIFX(A)1] ShIFF(A)] SFF(A) 0 0
ox : ox o 0x
0 ShIfIGK®B)I] SfIIGEB)]] 5G*(B) 0
oy : oy © o dy
(2.25)

L'équation des valeurs propres est :

, OfIgIHC)) dglhF* A BhIfIGE B dglH ()]

)\3
0z dx oy 0z
SRIF“()] BFIIG*B)] BH*(C) SF‘() 8G'®) _
ox dy Oz Ox oy
(2.26)

Nous avons donc trois solutions : A; € R et Ay, A3 € C complexes conjuguées.

Les cycles d’ordre 3k + 2 sont soit des nceuds-foyers, soit des cols-foyers.

2.4 Points fixes et cycles spécifiques

Si x1, X2,..., X, sont p points fixes de F, alors : Parmi les p3 points du produit car-
tésien {x1,x2,..., Xp} x {¥1,¥2,...,¥p} x {21, 22,..., 2p}, p points sont des points fixes
de T et sont donnés par :

(xi,¥i,2i) = (x;, g(h(x;), h(x;)), i=12,..p (2.27)

Les (p® — p) points restants dont la forme (x;, Vj»2k), i # ] # k, forment des cycles

d’ordre trois pour la transformation T.
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2.4 Points fixes et cycles spécifiques

du fait que:
T yjz) = T(xi,8(h(x))), hx)
= (F(x)), g (h(xp), h(x;)) (2.28)
= (X, Yk 2i)
et
T(xj, ¥k 2i) = T(xj,8h(x), h(xy))
= (F(xx), g (h(xy)), h(x))) (2.29)
= (X Yirzj)
et
T(xk, yio2j) = T (xk, g (R(x), h(x)))
= (Fx), g (h(x)), h(xp) (2.30)
= (X, ¥, 2k)
Le triplet ainsi formé {(x,-, Vir2k), (Xj, Yir 2i)s (Xk» Vi zj)} estun cycle d’'ordre 3de T.
Il existe [(p® — p)/3] cycles d’ordre 3 de T, tel que :

C3 = { (s, g(h(x)), h(xp)) , (xj, gh(x), h(x)),
(X, g(h(x), h(x))}  i,j,k=1,2,..,p

(2.31)

Le fait qu'il existe p-points fixes de F ( rappelons par ailleurs qu'’il existe par consé-
quent p points fixes conjugués de G et H ) implique I'existence, pour la transforma-
tionT de:

1. p points fixes conjugués donnés par :
(xi,J/i»Zi) = (xi)g(h(xi))h(xi))y i= 1;2,19 (232)
2. [1/3(p® - p)]cycles d’ordre 3 donnés par :

CY ={(xi,g(h(x;), h(xp), (xj, g(h(xk)), h(xy),

(xk, g(h(x)), h(x))}  i,j,k=1,2,..,p
(2.33)
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2.4 Points fixes et cycles spécifiques

2.4.1 Lanature des p-points fixes de T

La matrice jacobienne de T pour les points fixes (x;, g(h(x;), h(x;)) est donnée

par:
0 fl(gh(x)) 0

J(xi, g(h(x:), h(x;)) = 0 0 g'(h(xi)) (2.34)
h(x;) 0 0

Le polynome caractéristique de J(x;, g(h(x;), h(x;)) étant :
P(\) =A% - W' (x)g (h(xi) f' (g(h(xi)) (2.35)

On a donc trois solutions: A; €R et Ay, Az € C (complexes conjuguées).
Les points fixes : (x;, g(h(x;), h(x;)), i =1,2,..., p. sont soit des nceuds-foyers soit

des cols-foyers.

2.4.2 Lanature des 3-cyclesde T
La matrice jacobienne pour les cycles d’ordre trois de type :
C ={xi, ¥, 20, (%), Yo 20), k, ¥in 290}, 1, J,k=1,2,.0,p

est donnée par :

F'(x;) 0 0
Paoypzd=| 0 Gy 0 (2.36)
0 0 H(z)
L'équation des valeurs propres est :
(A-F(x))(A-G'(y))) A—H'(z1)) =0 (2.37)
Les valeurs propres sont réelles :
A =F(x)), Ao =G'(y)), A3 =H'(z) (2.38)

Les cycles d’ordre trois sont de type nceud ou col.
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2.5 Etude de I'espace d’état

2.4.3 Caractéristiques des cycles

Le probleme qui se pose maintenant est relative au nombre de cycles pour T

lorsque F possede un cycle d’ordre n.

Proposition 2.3. Soit {x1, x2,...,x,} un cycle d'ordre n =3k +1,n =3k +2 de F alors

1°-1) cycles d’ordre 3n.

T admet un cycle d’ordre n et (
Démonstration. la premiere partie de la proposition résulte de la propriété (2.6).

Proposition 2.4. Soit {x}, x,...,x,} un cycle d’ordre n = 3k, (n = 1) de F alors : T

admet %2 cycles d’ordre 3n.

Remarque. L'importance de cette proposition tient au fait que 'on est capable de

connaitre I'architecture des cycles de T.

Proposition 2.5. Un cycle C de 'application tridimensionnelle T est stable si et seule-
ment si les trois cycles de F, G et H, pour lesquels les points périodiques de C sont

obtenues, sont les trois stables.

Proposition 2.6. Si F admet un cycle stable de période n > 2 alors la transformation
tridimensionnelle T est caractérisée par le phénomene de multistabilité (1a coexis-

tence de plusieurs attracteurs).

Démonstration. Une démonstration possible de cette proposition découle du théo-

reme :( cycle trois implique chaos).

2.5 Etude de'espace d’état

Dans cette section , nous étudions 'espace R? de la transformation T. Les plans
invariants associés aux cycles de type col, enfin, nous déterminons les variétés cri-

tiques.

2.5.1 Plansinvariants

Proposition 2.7. Tout cycle de type col admet des plans invariants qui sont paralléles

aux axes des coordonnées.
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2.5 Etude de I'espace d’état

Démonstration. Selon I’étude précédente sur les type de cycles. Les valeurs propres

des cycles d’ordre n = 3k (sont les valeurs propres d'une matrice diagonale) sont :

SFk(A) - 85GF(B)

&x ’ 2 3 —

Ay =
! dy 0z

Les cycles d’ordre n = 3k peuvent donc étre de type nceud ou col.

Considérons les points de type col :

Soit X}, = (X, Y, 2u) un point fixe ou un point d'un cycle col d’ordre 3k, les vec-
teurs propres sont toujours :

V1=[1,0,0, V,=[0,1,0], V3=10,01]

donc le plan invariant est soit parallele a ’axe x, soit parallele a I’axe y, ou parallele a

'axe z.
Signalons encore deux propositions utiles :

Proposition 2.8. Soit T une transformation de type (2.1). Alors :
1. Limage par T d'un plan d’équation y = u est un plan d’équation x = f(u).
2. Limage par T d'un plan d’équation x = v est un plan d’équation z = h(v).

3. Limage par T d'un plan d’équation z = w est un plan d’équation y = g(w).

Démonstration. 1l résulte immédiatement de la définition de la transformation T.

1. Soit le plan U d’équation y = u, u est une constante. Alors T(u) appartient au
plan d’équation x = f(u).

2. SiV est le plan d’équation x = v, v est une constante. Alors T(v) appartient au
plan d’équation z = f(u).

3. Si W est le plan d’équation z = w, w est une constante. Alors T(w) appartient

au plan d’équation y = g(w).

Proposition 2.9. Pour tout point périodique p(x;, y1, z1) de la transformation T de
période n =1 ,les plans x = x;, y = y; et z = z; qui résultent de p, sont des ensembles

absorbants de 'application T".
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2.5 Etude de I'espace d’état

Démonstration. Si (x1, y1,21) est un point périodique de T de période n = 3k, alors

on a par la propriété (2.1), la relation suivante :
(a1, 11, 20) — (FE o), G o), B () = G, 3, 20) (2.39)
puisque (x1, y,z) € {x = x1}, alors:
T (x1, y,2) = (x,Gk(yl),Hk(zl)) €{x=ux}
* Si(x,y1,2) €{y=} alors:
T, 11,2 = (FE ), 1, HE (2| € {y = 11}
e Si(x,y,21) €{z= 2z}, alors:
T (x,y, 21) = (F(0,GF (), HE (2 € 12 = 21)

Ce qui se traduit, en d’autres termes, par le fait que les plans {x = xi}, {y = 1} et
{z = z1} sont des plans absorbants de T".

Si (x1, y1, 21) est un point périodique de T de période n =3k + 1, alors:

e x; est un point périodique de période n de F,

* y; estun point périodique de période n de G et

e z; estun point périodique de période n de H.

Et puisque :
TRy, y,21) = (B 00), G (), B (20) = (a1, 31, 20)

i.e.
T3(3k+1)(x1,y, Z) _ (F3k+1(XI),G3k+1(y),

H3k+1(z)) — (X1,G3k+1(y),H3k+1(Z)) €f{x= xl}

et
T3(3k+1) (x, J/1;Z) - (F3k+1(X),G3k+1(y1),

H3k+1(z)) — (F3k+l(X),y1,H3k+l(Z)) € {y — yl}
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2.6 Etude de I'espace d’état

T3(3k+1) (x, ¥, Zl) - (F3k+1(X),G3k+l(y),
H3k+1(Z1)) — (F3k+1(X),G3k+l(y),H3k+1(Z)) € {Z — Zl}

Donc la relation est vraie pour la transformation T3G**D et par conséquent pour
T3k+1

De méme pour n =3k +2.

2.5.2 Variétés critiques

Léquation de la variété critique PC_; dans R3 de T vérifie : [J(X)| = 0 oi1 J(X) est
donné par
JX) = f'(1).8'(2).h (x) (2.40)

d’olt
PC_1={(x,y,2€R’: f'(3) =0, g'(2) =0ou h'(x) =0}
PC1={(x,y,2eR: f(»)=0}u{xy,2eR’: g'(z) =0}
U{(x,y,z)€R3: h'(x) = 0}
PC={xyaeR: y=yj=1..Mu{ey2eR: z=25 k=1,.,N}

U{(x,y,z) ER3: x:xfl,i = 1,...,L}

ol xil, i=1,..L y{l, j=1,.,Met z]_cl, k =1,...,N sont les extréma locaux (des
maxima locaux (resp.minima locaux ) des transformations f, g et h respectivement.
On voit que PC_; est formé de I'union des plans, le premier est vertical et le se-
cond est horizontal.
L'ensemble critique de rang 1 (plan critique) noté PC, est I'image directe de PC_;

parT.

PCo = {(x,y,z) €R3;y:yk:g(z’fl)}u{(x,y,z) €R’:z=z'= h(xil)}
U{(x,y,z) eR:x=x' :f(yfl)}

On remarque que PC est formé d’union de plans.
Les ensembles critiques de rang supérieur sont obtenus par application de T,
i =1, et défini par PC; = T (PC_y).
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2.6 Conclusion.

2.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons présenté la théorie d'un triopole. Nous avons étudié
les propriétés de la transformation tridimensionnelle associée. Nous avons présenté
des propositions concernant I"étude des points fixes et des cycles, leurs natures, le
nombre de cycles possibles et leurs stabilité. A la fin du chapitre, nous avons déter-
miné les plans invariants et les variétés critiques. Ce chapitre est un travail prélimi-
naire qui nous sera utile pour le chapitre trois.

Il reste beaucoup a dire sur cette transformation tridimensionnelle et ses proprié-
tés. Le nombre des cycles mérite une étude complete. Des propriétés et des proposi-
tions existent, concernant I’étude des bassins d’attraction dans I'’espace de phase et

leur évolution.
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Chapitre 3

Chaos et bifurcations dans une

transformation tridimensionnelle

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne les bifurcations spécifiques aux transformations tridimen-
sionnelles. Cette étude se trouve dans [12].
De nombreux travaux [15] se sont intéressés a la transformation bidimension-

nelle Ty :

=4 1- +(1-b
To(x, 7, 2) Xn+1 aryn(1—yn) +( ) Xn 3.1)
Yn+1 =4a2x,(1—x) + (1= D) yn

ol ay, ay, et b sont des parametres réels.
Rappelons les bifurcations liées aux attracteurs chaotiques, les variétés critiques

et les bassins d’attractions pour le system (3.1) sont les suivantes :
1. Bassin connexe<——bassin multiplement connexe.
. Bassin non connexe «—— Bassin connexe

2
3. Bifurcation de contact (aboutissant a la disparition d’un attracteur).
4. Fractalisation de la frontiere du bassin.

5

. Courbe invariante fermée (CIF) —— attracteur chaotique faible (AFC) : trans-

formation d’'une courbe invariante fermée en attracteur faiblement chaotique.

6. Bifurcations de contact de la zone chaotique.
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3.2 Ftude de la transformation T avec b=1

Ce faisant, nous nous sommes inspirés de la transformation T, pour construire la

transformation liée a la dimension 3 de la forme suivante :

Xne1=4a1y,(1—-yn)+ 1A -Db)x,
T(x,,2)3 Yn+1=4a2z,(1-2z,)+ (1 -Db)y, (3.2)

Zp+1 =4asx,(1—x,)+ (1 —-Db)z,

ol ay, ay, as, et b sont des parametres réels.

Notons la condition initiale (xy, o, 20), et la trajectoire {x[,yt,zt} = T*(x0, Y0, Z0),
t>0,0uT!le 2™ itéré de (3.2).

Dans cette partie nous allons mettre en évidence des bifurcations classiques, qui

relient les variétés critiques et les attracteurs chaotiques.

3.2 Etude de la transformation T avec b=1

Pour b = 1, la transformation (3.3) présente des comportements irréguliers :

Xn+1 = 4611)’;1(1 - yn)
Tl(xn’yn, Zn) Yn+1 =4arzuy(l-2zy,) (3.3)
Zn+1 =4azxp(l — xp)

Nous remarquons que T; est évidemment de la forme triopolique déja considérée
dans le chapitre 2.T; posséde les mémes propriétés que (2.1).

Nous présentons dans un premier temps le diagramme de bifurcation qui est un
scanner donnant I’évolution du systéme, les solutions possibles avec leur domaine

d’existence et éventuellement les bifurcations.

3.2.1 FEtude du plan paramétrique

La figure (3.1) représente le diagramme de bifurcation de la transformation T;
dans le plan paramétrique (a;, as). Le code des couleurs permet de donner les pé-
riodes des différentes zones d’existence et de stabilité, des cycles d’ordre k avec (k <
14). Les zones de couleur noire, correspondent a I'existence des cycles d’ordre k = 15
ou a la présence des attracteurs chaotiques. Les zones de couleur blanche corres-

pondent a non existence d’attracteurs dans le plan de phases.
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3.2 Ftude de la transformation T avec b=1

Nous constatons 'existence de point fixe attractif qui bifurque en donnant nais-
sance aux cycles d’ordre 2, 4 dans le troisieme quadrant. Nous avons également |'exis-
tence du cycle d’ordre 3 qui donne naissance aux cycles d’ordre 6 avec existence de

zones de communication de type échangeur.

5.00C i . |
A =S.nim . = iy
am —D.DEEGEED = 4. 450000 epe Law o

FIGURE 3.1 — Diagramme de bifurcation dans le plan (ay, a3) avec a, =1

3.2.2 Les variétés critiques

Les variétés critiques interviennent dans certaines bifurcations spécifiques et dé-
limitent les zones absorbantes, donc peuvent délimiter les attracteurs chaotiques .
L équation de la variété critique en R® PC_; de T, vérifie :

det[J(X)] =0, ot J(X) est la matrice jacobienne de Ty au point X donné par :

0 4a:(1-2y) 0
JX) = 0 0 4ax(1-2z) (3.4)
4a3(1-2x) 0 0
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3.2 Ftude de la transformation T avec b=1

det[J(X)] =64.a).ay.a3.(1-2x)(1-2y)(1 -2z) (3.5)

On obtient 3 plans PC_; dont I'’équation est donnée par :

PC(_“I) ={(x,y,2): x= %}
PCY ={(x,y,2): y=1} (3.6)
PCY ={(x,y,2): z=1}

Remarquons que PC_; ne dépend pas des parametres. On obtient 3 plans dis-
tincts pour PC =T (PC_y) :

* PC@ =T;(PC) est le plan défini par : z = a3 pour y < ay.

o PC = Tl(PC(_bl)) est le plan défini par : x = a; pour z < as.

e PCO = Tl(PC(_C}) est le plan défini par : y = a, pour x < a;.

Les variétés critiques de rang supérieur i, i = 1, sont obtenues par application de
T, et définies par :

PC(;) =T} (PC_y)

Donc toutes les variétés sont dans le plan invariant qui est soit paralléle a I’axe x, soit
parallele a I'axe y, ou parallele a I'axe z.

La figure (3.2), présente un attracteur chaotique avec les parametres a; = a; =
as =a=0.99.

FIGURE 3.2 — attracteur chaotique pour T; avec a = 0.99
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3.2 Ftude de la transformation T avec b=1

3.2.3 Ftude théorique de la transformation T, avec a, = a, = as = a

Limitons nous au cas d'un seul parametre. Notons tout d’abord que I'étude de ce

cas se ramene a la transformation tridimensionnelle définie comme suit :

Xn+1 = f(y)
Ti(%,1,2) 4 Yn+1=f(2) (3.7)
Zp+l = f(x)

De cette représentation de la transformation T}, nous devons pouvoir tirer quelques
propriétés et conclusions sur le systeme lui-méme et notamment caractériser sa struc-
ture de bifurcations.

L'étude portera essentiellement sur les propositions suivantes, issues de notre gé-
néralisation des résultats concernant les transformations bidimensionnelles décrits
dans [34].

Proposition 3.1. Soit T} une transformation tridimensionnelle de type (3.7), alors
nous avons :
e Lediagonale (A) d’équation: {(x, x, x), x € R} est un ensemble absorbant del’es-
pace de phase.
* Tout ensemble invariant A de I'espace de phases, soit il est symétrique par rap-

port a (A) ou bien son symétrique par rapport a (A) est aussi invariant.

Démonstration.
1. Soit: (x,x,x) € (A) = T (x,x,x) = (f(x),f(x),f(x)) € (A).
Le premier résultat découle de la définition de la diagonale elle méme.
2. Soit ¥ l'opérateur de la symétrie par rapport a (A) :

¥ R - R3

(3.8)
(a,b,c)—Y¥(a,b,c)=(c,a,b)
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3.2 Ftude de la transformation T avec b=1

Alors selon la définition de Ti*, nous avons :

¥ (T} (x,1,2))

Y (f(x), f), f(2)
(f@, fx), f»)
T} (z,x,¥)

T} (¥ (x, 5, 2))

(3.9

Supposons que A est un ensemble invariant de T}, donc T} (A) = A, alors nous
avons :
W(TT(A) =T{ (¥(A) =¥ (A)

Il s’ensuit que soit : W(A) = A ou bien A’ = W(A) est un ensemble invariant de
T] (i.e. A =w¥(AN).

Proposition 3.2. Soit {x;} I'ensemble de tous les points périodiques de I'application
F(x) = f3(x) : tousles points du produit cartésien {xy, ..., X,} x{ f (x1), f (x2), ..., f(xn)} x

{f?(x1), f*(x2),..., f*(x,)} constituent tous des points périodiques de T;.

Démonstration. On sait que tout cycle d’ordre n de F = f3:{x,..., x,,} correspond a

deux cycles conjugués d’ordre n donnés par :

{ZI)ZZv---)Zn} = {f(xl))f(XZ))---rf(xn)}

et

L ye, ooyt ={f(20), f(22),..., f(zn)} = {£2(x1), F2(x2), .o, f2 (xR}

et si on considere tous les points périodiques de F et leurs conjugués alors le produit

cartésien :

{xl,---,xn}X{J’l;---;J/n}X{le--,zn}

donne tous les points périodiques de la transformation T .
Les deux propositions suivantes donnent une classifications des cycles car 'exis-
tence des cycles de la transformation tridimensionnelle T} résulte immédiatement

de I'existence d’un cycle de I'application F.

Proposition 3.3. Soit {x;, X»,...,x,} un cycle de f d’ordre n tel que n =1 alors:
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3.2 Ftude de la transformation T avec b=1

* Sin=3p+1,n=3p+2,alors T} admet: un cycle d’ordre 7 sur (A), (”23_1) cycles

d’ordre 37 en dehors de (A).

* Sin=3p (p=3p’),alors T{ admet n? cycles d’ordre n.

* Sin=3p (p#3p"), alors T{ admet : trois cycles d’ordre 5 en dehors de (A) et

(n? —1) cycles d’ordre n.

Démonstration. Soit {xy,...,x,} un cycle d’ordre n (n = 1) de f. Nous considérons le

produit cartésien :
{xl)x21---)xl’l} X {x]_)x2)---)xn} X {x11x2)---)xn}
Calculons les itérations par T} qui sont définies par la formule suivante :

(F¥e), fExp), f¥x)) pourk=3m
Ti (i, xj, 00 =4 (F*Ce), FEe), F¥(x))  pour k=3m+1 (3.10)
(F*ee, fRex), ff(xp) pourk=3m+2

* Sii=j=1[,nous avons par conséquent un point sur (A) sachant que le premier
entier qui donne un cycle est k = n, et également nous avons un cycle d’ordre
nsur (A).

* Sii#j#l lepoint (x;, xj,x;) se trouve hors (A), et le premier nombre entier
qui donne un cycle dépend de la période 3n :

- Sin=3p+1,n=3p+2, alors le premier nombre entier qui donne un point
périodique est k = 3n, donc (x;, xj, X;) est un point de cycle qui n’appartient

pas a (A) de la premiere période 3n.

n?-1
),

— Sin=3p, alors k = n est le premier nombre entier qui donne un point pério-

Le nombre de ces cycles différents doit étre égal a (%) = (

dique dans ce cas, donc (x;, xj, x;) est certainement un point périodique de
période n, qui n"appartient pas a (A), et il doit exister (Ln_”) =(n?-1) cycles
différents de période n. Cependant la premiere période peut étre inférieure
a n.Ce cas est possible seulement quand n =3p (p # 3p’) (n est non multiple

. , . . . . P . n
de9), et les points périodiques appartiennent au trois cycles de période 3.

Proposition 3.4. Soit X = {xy,...,x,} un cycle d’ordre n (n=1) de f, alors:
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3.3 Bifurcation de la courbe invariante

¢ SiXestasymptotiquement stable (resp. instable) pour f(x) avecla valeur propre
A, IAl <1 (resp |A| > 1) donc tous les cycles générés associés avec X sont asymp-
totiquement stables (resp. instables).

* Tous les cycles associés avec X sont des nceuds stables pour T} avec les valeurs

propres A = Az = A.

Démonstration. La premiere propriété est évidente.

3.3 Bifurcation de la courbe invariante

Dans cette section ; nous présentons les changements qualitatifs intervenant sur
une courbe invariante fermée. Nous allons caractériser une bifurcation spécifique
aux transformations tridimensionnelles.

Afin d’avoir une vue globale sur le comportement du systeme T} dans le plan pa-
ramétrique (a, b), nous présentons le balayage de bifurcation dans la figure (3.3) avec
les parametres a et b variant dans I'intervalle [—4, 4]. Ce balayage donne les domaines

de stabilité et d’existence des cycles attractifs d’ordres allant de 1 a 14.

FIGURE 3.3 — Balayage dans le plan (a, b)
Pour b = 0.50 et faisons varier a; = a, = as = a € R;, il s’ensuit que :

Xpt1=4.a.y,.(1=yun)+1/2.x,
To:{ ypy1=4.a.2,.(1—z,) +1/2.y, (3.11)
Zn+1 = 4.a.x1/l.(l - x;/l) + 1/2.Zn
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3.3 Bifurcation de la courbe invariante

Ce systéme posséde un point fixe x*, de coordonnées :

. —1+8a
X = (1,1,1) (3.12)
8a

Etudions maintenant la stabilité locale du point fixe x*. La matrice Jacobienne de T

est égalea:

1/2 4.a.(1-2y) 0
J(x,y,2) = 0 1/2 4a.(1-2z) (3.13)
4.a.(1-2x) 0 1/2
Cette matrice au point x* est :
1/2 h O
Jx =] 0 1/2 h (3.14)
h 0 1/2
ou
—-1+8a
h:4.a.(1— ) (3.15)
4a

e Pour a € [0.125,0.41284695471], le point fixe x* est stable.

* Pour a = 0.41284695471, une courbe invariante fermée (CIF) apparait a partir
de la déstabilisation du point fixe x* via une bifurcation de Hopf-Neimark, La
figure (3.4) représente la courbe invariante fermée (CIF) pour la valeur du pa-
rametre a = 0.4200.

* Lorsque a croit ,des oscillations sur la courbe invariante fermée (CIF) appa-
raissent et sont illustrées sur la figure (3.5).

e Lorsque a = 0.4950 une bifurcation apparaisse de type différent qui ne peut pas
se rencontrer pour une transformation bidimensionnelle (Figure 3.6).C’est le
Doublement de la courbe invariante fermée. Cette bifurcation est équivalente
a celle rencontrée dans [14].

* En augmentent la valeur de a; des boucles naissent sur (CIF), en faisant croitre
le parametre a, de plus en plus de boucles se forment.Par conséquent, le degré
de complexité de (CIF) augmente. Lattracteur ainsi formé est appelé "attrac-
teur faiblement chaotique” et noté par (AFC). On augmente le parameétre jus-

qu’a ce que la complexité de (CIF) grandisse; il en résulte un élargissement du
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3.3 Bifurcation de la courbe invariante

(AFC), générant une zone chaotique annulaire puis un attracteur chaotique.
e Pour a = 0.5300, nous avons l'attracteur chaotique (voir Figure 3.9), qui dispa-

rait.

FIGURE 3.4 — Apparition d'une courbe invariante fermée pour a = 0.4200
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3.3 Bifurcation de la courbe invariante

FIGURE 3.5 — Oscillations de la courbe invariante fermée a = 0.4946

FIGURE 3.6 — Doublement de la courbe invariante fermée a = 0.4950
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3.3 Bifurcation de la courbe invariante

FIGURE 3.8 — Transformation de (CIF) en (AFC) pour a = 0.5250
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3.4 Conclusion

FIGURE 3.9 — Attracteur chaotique pour a = 0.5300

Il faut remarquer que si nous choisissons une autre valeur de b = 0.20. Nous au-

rons des résultats similaires.

3.4 Conclusion

Ce chapitre regroupe différents résultats concernant 'étude d'une transforma-
tion tridimensionnelle non inversible.

Ce chapitre comporte deux parties de volumes tres inégales. La premiére concerne
la détermination des variétés critiques, les différents balayages dans des plans para-
métriques différents pour garantir I'existence numérique d’attracteurs. La seconde
partie est consacrée a la description d’'une bifurcation spécifique aux transforma-

tions tridimensionnelles.
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Chapitre 4

Etude qualitative d’'une transformation

tridimensionnelle

4.1 Introduction

Les systemes dynamiques non linéaires, de fagon générale, possedent plusieurs
cycles pour des parametres fixes dépendant des conditions initiales. Cette propriété
est appelée "multistabilité” conséquence immeédiate de la non linéarité connectant
différentes singularités. Des études récentes sur la multistabilité et les attracteurs
cycliques appliquées aux transformations bidimensionnelles peuvent étre trouvées
dans plusieurs travaux tels que [22, 23, 24]. En se reportant a ces travaux, nous trai-
tons dans ce chapitre le méme systeme en dimension trois.

On se propose de mettre en évidence les différentes propriétés d'une classe de
transformations tridimensionnelles. En utilisant des outils connus d’analyse des sys-
témes dynamiques non linéaires tels que la théorie des bifurcations, les notions de
stabilité et d’attracteurs réguliers et chaotiques, nous apportons une analyse qui de-
vrait permettre d’orienter les recherches expérimentales vers la mise en évidence de
quelques phénomenes, encore mal connus.

L'étude est faite sur trois parties ; les deux premieres présentent une étude qui re-
pose sur la technique des réductions et le fait qu'il existe une correspondance impor-
tante entre ce qu'on observe dans I'espace tridimensionnel et I'évolution du systéme

dans les variétés invariantes.la troisieme partie est limitée au cas ou la transforma-
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4.2 Le modele dynamique

tion dépend d’un seul parametre.

4.2 Le modele dynamique

On s’intéresse essentiellement a la transformation tridimensionnelle :

T:R3 — R donnée par :

Xpe1=axp(1—xp)(Yn+2,+1)
T:¢ Yn1=byn(1—y)(xp+2,+1) 4.1)
Zpnr1=czp(l—zp)(Xp+yn+1)

Ou a, b et c sont des parametres réels.

Il est a noter qu'il s’agit d'une transformation tridimensionnelle non linéaire et
complexe, dont les points fixes et les cycles sont difficiles a calculer. Mais on peut
constater qu’il existe des points fixes triviaux sur les axes des coordonnées; donnés

par:

a—1 c—1
PO = (0)0)0);]?1 = (T!O)O)ypz = (0) T)O))P3 = (0)0) T) (4-2)

Ces points fixes sont toujours de type nceud ou col.

On remarque que 'étude d’'un systéeme dynamique est d’autant plus difficile que
son espace d’état est de dimension plus élevée. Par conséquent on essaie toujours
de décrire le systéme qui nous intéresse avec le plus petit nombre de parametres
possibles.

Commencons par un balayage dans un plan paramétrique appelé aussi diagramme
de bifurcation illustré par la figure (4.1). Cette figure montre les types de cycles du
systeme selon les valeurs de a et b pour une valeur fixe de c.

a et b sont compris entre —4 et 4. Nous remarquons ici I’existence :

* Des points fixes attractifs qui sont présentés par les valeurs des parameétres

(a, b) qui sont situés dans la région de la couleur bleue.

* Des cycles attractifs d’ordre 2 qui sont dans la zone de couleur verte.

* Des cycles attractifs d’ordre 4 qui sont dans la zone de couleur rouge.

* Des cycles d’ordre k (k = 15), sont dans les partie noires.

Les méthodes développées dans [7, 31, 32, 33] ont été appliquées a ce systeme pour

déterminer les courbes de bifurcation analytiquement sans succes. Aucun résultat
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4.2 Le modele dynamique

Bo= -4.000 |
Al -4.000 o al-  &,000
&= -5.493338 1= 0.5856567 eysles 1

FIGURE 4.1 — Diagramme de bifurcation dans le plan paramétrique (a, b)

probant n’a été obtenu a cause de la forme compliquée du systeme tridimensionnel

(la méthode ne marche pas).

4.2.1 Conjugaisons topologiques et propositions

La transformation tridimensionnelle T posséde également les propriétés intéres-

santes suivantes :

Proposition 4.1. Les dynamiques de la transformation T suite aux permutations :

* (a,b,c) par (b, a,c) sont topologiquement conjuguées par '’homéomorphisme
hi(x,y,z) = (y,x,2), et dans le cas a = b le plan x = y est T—invariant avec les
trajectoires qui sont symétriques par rapport a ce plan.

* (a,b,c)et(c, b, a) sonttopologiquement conjuguées par ’homomorphisme h,(x, y, z) =
(z,y,x), etdansle cas a = cle plan x = z est T—invariant avec les trajectoires qui
sont symétriques par rapport a ce plan.

* (a,b,c) et (a,c,b) sont topologiquement conjuguées par I’homéomorphisme
hs(x,y,2) = (x,2,y), et dans le cas b = c le plan y = z est T—invariant avec les

trajectoires qui sont symétriques par rapport a ce plan.

Démonstration. En effet, si on change les trois parametres (a, b, ¢) en (b, ¢, a), alors

on obtient la transformation tridimensionnelle T* qui est la conjuguée topologique
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4.3 Etude du systéme sur la ligne invariante

de T par 'homéomorphisme h;(x, y,z) = (y,x,2) telque : T* = hl‘1 oToh

De la méme facon on peut procéder pour les autres permutations.

Proposition 4.2. Pour a = b = ¢, 'axe x = y = z est T-invariant et la restriction de la

transformation T sur cet axe est unidimensionnelle.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est évidente (voir section 4.3)

Remarque. Limportance des propositions réside dans I’étude de la transformation
T. Nous sommes dés lors amenés a distinguer deux cas :
¢ Nous nous intéresserons d’abord au cas ot on suppose que T dépend d'un seul
parametre a et que les bifurcations interviennent pour des valeurs particuliéres
de a lorsque celui-ci croit.

* Ensuite nous présenterons I'étude dans le plan invariant.

4.3 Etude du systéme sur la ligne invariante

Cette section, est consacrée pour L'étude de la restriction de T, sur la ligne inva-
riante qui est une application unidimensionnelle, présentant une dynamique com-
pliquée.

Nous présentons ici les deux types les plus importants de bifurcations qui se pro-
duisent dans la dynamique. On introduit le diagramme de bifurcation de cette trans-
formation présenté dans la figure 4.3, nous allons montrer la naissance, 1'évolution
et la disparition des ensembles attractants.

Supposons que a = b = ¢, le systeme T devient :

Xp1 = aXp(1=Xp)(Yn+ 2p +1)
Ti:q ynrr=ayn(Q-yn)(xn+2,+1) (4.3)
Zn+1 = azp(1=2p) (Xp+yn+1)
T) représente une transformation tridimensionnelle non inversible et différen-
tiable.
La proposition 4.2 affirme que la ligne L = {(x, x, x) € R%} est T;-invariant et la

restriction de la transformation T sur cette ligne est une transformation unidimen-
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4.3 Etude du systéme sur la ligne invariante

sionnelle donnée par :
TL.R—R

) (4.4)
T1 xX)=ax(1-x)2x+1)

Cette transformation est de type cubique qui dépend du parametre a qui est un
nombre positif. Pour chaque valeur de a nous obtenons un systeme dynamique dif-
férent. Notre but est de comprendre le changement de la dynamique de T lorsque le
parametre a varie.

D’abord commencons par la recherche des points fixes de T%. Ces derniers sont
obtenus en résolvant I’équation :

Ti(x) = x
ax(1-x)2x+1)=x (4.5)

Elle admet trois racines :

Y=0,x = 2Y9&-8a  _a-v9a®-8a (4.6)
4a 4a

Xo est le point fixe trivial de T%. Il est stable pour a €]0, 1] et instable pour a €
[1,4+o0l.

On note que x; et xp sont réels si et seulement si 9a’>-8a =0, ou a € [0.88,00].
Lorsque a < 0.88, x; et xy ne sont pas des points fixes de T%. Tandis que si a = 0.88,
on aura 9a? — 8a = 0, telles que x; = Xp = }1.

Pour a > 0.88, nous présentons I'évolution de la structure de bifurcation avec des
bifurcations locales et globales lorsque le parameétre a croit. La suite s'ouvre avec
une bifurcation nceud-col, créant un point fixe attractif en x; et un point fixe répulsif
en xy. Elle est suivie d'une bifurcation flip pour le point fixe attractif qui change a
un point fixe répulsif et donne un cycle attractif d’ordre 2. Il est clair que les valeurs
propres de x; doivent passer (en continu) de +1 a —1.

Toute I'information peut se résumer dans ces deux propositions :

Proposition 4.3 (Premiére Bifurcation de la transformation T%).
1. Pour a < 0.88: x; et x, ne sont pas des points fixes pour T%.

2. Pour a = 0.88 : il y a deux points fixes confondus x; = x = }1. Ce point est un

point neutre.
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4.4 Ftude du systeme dans le plan invariant

3. Pour a > 0.88 :il y a deux points fixes distincts x; et xy.
e Le point fixe x; est attractif pour a € [0.88,1.469], et répulsif pour a € ]1.469, co.

* Le point fixe x; est répulsif pour a € ]0.88, 1|, et attractif pour a € [1,2.41].

Proposition 4.4 (Deuxiéme Bifurcation de la transformation T%).

1. Pour a € [0.88,1.469] : T% admet un point fixe attractif en x; et pas de cycles
d’ordre 2.

2. Pour a=1.469: T} admet un point fixe neutre en x; et aucun cycle d’ordre 2.

3. Pour a € ]1.469,00| : T{ admet un point fixe répulsif x; et un cycle d’ordre 2

attractif .

Pour obtenir une vue générale de la dynamique de T; sur la ligne invariante L,
on va considérer le diagramme de bifurcation. Cette illustration est une tentative de
capturer la dynamique de T; pour plusieurs valeurs de a. Les résultats donnent un
résumé de la dynamique de I'application T, ainsi qu'une idée sur sa transition vers
le chaos sur la ligne invariante.

Nous remarquons que le diagramme de bifurcation montre la variable x comme
fonction du parametre a. Nous avons initialement choisi le parametre a dans le rang
O<a<?2.

Notons que pour a € [0.88,1.469[, on voit exactement un point fixe attractif sur la
ligne verticale en a. Notez que le point fixe n’est tracé que s’il s’agit d'un point fixe at-
tractif. Lorsque a dépasse 1.469, on voit une bifurcation de doublement de périodes :
un nouveau cycle d’attraction de la période 2 est né et les deux points dans le dia-
gramme de bifurcation apres ces points correspondent a ce cycle. En continuant a
augmenter a, on voit une suite de cycles-attractif de période 2", n = 1,2,3,.... Une

telle suite est appelée "cascade de doublement de périodes”.

4.4 Ftude du systéme dans le plan invariant

Dans la section précédente, une étude du systéeme tridimensionnel sur la ligne
invariante L a été faite, en se basant sur les scénarios qui conduisent aux chaos.

Nous avons vu qu’'une augmentation continue d'un parametre pouvait amener un
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FIGURE 4.2 - Diagramme de bifurcation de la transformation unidimensionnelle

systeme a étre chaotique. Notre travail est principalement expérimental. Nous pré-
sentons une série d’observations basées sur des images d’ordinateur. On introduit
les courbes critiques essayant d’expliquer ce qu'on a vu ici.

On considere le cas ou a = b. Remarquons que le plan d’équation : x = y est
T-invariant, la restriction de la transformation T devient bidimensionnelle.

D’apres la proposition 4.1, nous avons la transformation bidimensionnelle asso-
ciée:

T, : R>*—>R?
{ Xni1 = axp(1 = Xp) (Xp + 2 +1)

4.7)
Zn+1 =€2p(1—2z,)2x, +1)

4.4.1 Les courbes critiques

Les courbes critiques jouent un role trés important dans I’étude des attracteurs,
des bassins d’attractions et des bifurcations.
Elles ont été introduites par Mira en 1964 voir [16].

Pour X € R?, notées LC et définies comme étant les courbes images de rang 1 des
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4.4 Ftude du systeme dans le plan invariant

courbes LC_; qui représentent I’ensemble des points pour lesquels le Jacobien J (X)
de T s’annule . Par conséquent, les courbes critiques de rang k (k = 0) sont les itérées

de rang k de LC_; notées par :
LCi_1 = T*(LC_)) = TF ' (LC) et LGy = LC

T, est une transformation bidimensionnelle non inversible, I’équation de la courbe

critique LC_; de T, est donnée par I’équation implicite :
acl(6x* +2x—2)z"+ (12x° +4x* —6x—1)z—6x° —=3x* +2x+1]=0  (4.8)

Remarquons que LC_; ne dépend pas des parametres, et ’équation paramétrique

de LC_; est donnée par:

12x3 —6x+4x% — 1 —/(144x5 — 8x% + 240x5 — 144x3 —36x2 + 20x +9)
4(—1+3x%+x)

12x3 —6x+4x% — 1+ /(1445 — 8x* + 240x5 — 144x3 — 36x2 + 20x + 9)
4(—1+3x%+x)

On observe que LC_; est constituée de deux branches Figure 4.3. En général les lignes

critiques LC séparent le plan en des zones notées Z;.

4.4.2 Attracteurs et Bifurcations

Considérons a = c.

Nous suivons les changements de parametre de la transformation bidimension-
nelle T, sur l'intervalle [1.35,1.46]. Nous constatons dans les différentes figures une
richesse de la dynamique pour certaines valeurs du parametre a.

Nous observons (figure 4.4) que pour la valeur a = 1.36, la présence de deux
courbes invariantes fermées (CIF) : (I'1,T'2).

Pour a = 1.38, nous remarquons des changements qualitatifs qui interviennent
dans l'allure des courbes invariantes fermées (CIF) (I';,I'2) apres une bifurcation de
contact aveclaligne critique LC_;. (Figure 4.5), nous constatons que les deux courbes
invariantes fermées (CIF) ne traversent pas la ligne critique LC . Pour la valeur de a =

1.40, dans la figure (4.6), nous observons des formes plus complexes, ce sont les deux
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4.4 Ftude du systeme dans le plan invariant

attracteurs chaotiques faibles (AFC) qui se regroupent donnant un seul attracteur
chaotique voir figures (4.7) et (4.8).
On notera que les résultats obtenus sont identiques a ceux établis dans le cas

tridimensionnel.
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FIGURE 4.3 — Les lignes critiques
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4.4 Ftude du systeme dans le plan invariant

FIGURE 4.4 — Coexistence de deux courbes invariantes fermées (CIF) (I'y,I's)
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FIGURE 4.5 — Changements qualitatifs de deux courbes invariantes fermées (CIF)
(', T2)
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FIGURE 4.6 — Présence de deux attracteurs chaotiques faibles (AFC)
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s N @

= 0

FIGURE 4.7 — Attracteur chaotique pour a = 1.43

62



4.4 Ftude du systeme dans le plan invariant

FIGURE 4.8 — Attracteur chaotique pour a = 1.46
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4.5 Etude du systéme dans Pespace tridimensionnel

Dans cette section, pour des raisons de simplicité, nous nous limiterons ici au
cas ou T dépend d’'un seul parametre, ce qui donc nous permettra de déterminer
les points fixes, leur nature, et ’allure des attracteurs existants dans le méme inter-
valle [1.35,1.46]. Pour le méme intervalle de a , étudions la dynamique de la récur-
rence tridimensionnelle et comparons la a celle de la récurrence bidimensionnelle.
Elles peuvent étre identiques selon certains travaux, ce qui ramene dans certains cas
I’étude a celle de la transformation bidimensionnelle associée.

Supposons que (a = b = c), le systeme T devient :

Xp+1 = axp(1—x,)(Yn+2p+1)
Ty: Ynr1=aynl=-yp)(xXp+2z,+1) (4.9)

Zpt1 = azp(1—2z)(Xp+yp+1)

avec a >0, Ty représente une transformation tridimensionnelle non inversible et

différentiable.

4.5.1 Etude de points fixes

Les points fixes de la transformation T; sont solutions du systéme suivant :

Xn+1 = Xn
Yn+1 = Vn (4.10)
Zn+l1 = Zn

Certains logiciels comme maple nous permettent d’avoir une solution numérique.
Les points fixes sont donc donnés numériquement :

Py =(0,0,0)

Pl—(“ ,0,0),P, = (0, £+ 7 1.0),P3=(0,0,%1

Py = (/%L a,O)P5—(ﬁ, \/7),136—(0 el
Py = (/%L -\ /%10, P = (/%L 0, \/7)P9—(o /st - /s

Pio=(-2,-2,341) by, = (-2, 31 C) Pio = (344, -2,-2).

> 3a » "3q
Pia = a+\/9a2 8a a+V94’>—8a a+\/9a2 8a PLs a—\/9a2 8a a—V9a2—8a a-— \/9a2 8a
13 — ( ) 4a ) ) - ( ’ ) ) )

Etudions malntenant ces points ﬁxes :
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4.5 Ftude du systeme dans I'espace tridimensionnel

e L'origine Py est un nceud stable pour a €]0,1], qui devient un nceud instable
pour a € [1, +ool.

* Les points Py, Py, P35 existent pour toute valeur de parametre, ce sont des points
cols (instables).

* Les six points fixes Py, P5, Pg, P7,Pg, P9 existent pour a € [1,+oo[, qui sont des
points cols (instables).

* Les points fixes Pjg, P11, P12 existent pour toute valeur de parametre a et sont
des cols (instables).

* Pour a = 0.88, il y a deux autres points fixes Py3, P14 qui sont situés dans la ligne

invariante (leur stabilité est étudié dans la section 4.3).

4.,5.2 Attracteurs et multistabilité

Dans cette partie, nous tacherons d’établir les résultats précis sur le comporte-
ment des solutions. A partir d'une condition initiale donnée, nous obtiendrons avec
Matlab I'’ensemble des comportements suivants :
* Pour a = 1.355 : nous pouvons observer la coexistence des trois courbes inva-
riantes fermées d’ordre 2 (CIF) (voir figure 4.9).

e Nous constatons qu’au fur et a mesure que le parametre a grandit, des chan-
gement apparaissent concernant |’allure des courbes invariantes fermées (CIF)
qui donne trois attracteurs cycliques d’ordre 2 (figure 4.10).

* Alavaleur a = 1.42, les attracteurs cycliques se transforment en attracteurs fai-

blement chaotiques (AFC).

e Les attracteurs faiblement chaotiques (AFC) fusionnent et donnent un attrac-

teur unique et chaotique a = 1.45, illustré sur la figure 4.11, qui disparait par la

suite.
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4.5 Etude du systéme dans I'espace tridimensionnel

FIGURE 4.9 — Présence de courbes invariantes pour a = 1.355

FIGURE 4.10 — Changement d’allure des courbes
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4.6 Conclusion

FIGURE 4.11 — Naissance des attracteurs faiblement chaotiques pour a = 1.42

Sil'on introduit les variétés critiques et les bassins d’attractions dans I'espace tri-
dimensionnel, que se passe t-il 2. I'évolution ramene t-elle des choses nouvelles ?

Pour répondre a cette question, il nous a paru essentiel de travailler sur un plan
invariant; qui doit répondre au mieux aux hypothéses du systeme qui est chaotique.
Ce faisant, interprétons les bifurcations de contact entre les attracteurs et les bassins

d’attraction.

4.6 Conclusion

Nous avons présenté une étude d’'une transformation non inversible en dimen-
sion trois qui correspond a un modele cubique. Apres avoir présenté le systeme tri-
dimensionnel et le balayage dans le plan paramétrique (a, b). Nous avons établi des
conjugaisons topologiques via deux propositions. A partir de ces propositions et la
technique de réduction, Nous avons présenté I’étude du systéme en fixant deux va-
riétés invariantes. A la fin , nous avons utilisé des méthodes analytiques et numé-
riques pour caractériser les points fixes et donner les différents comportements dy-
namiques des attracteurs dans un intervalle donné des parametres dans I’espace tri-

dimensionnel.
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Les transformations tridimensionnelles, modélisant des systemes dynamiques,
sont plus riches en propriétés.

Notre recherche a conduit a analyser les comportements possibles de trois trans-
formations tridimensionnelles. Elle regroupe différents résultats concernant I’exis-
tence des attracteurs, les caractérisations des différentes bifurcations et comporte-
ments chaotiques possibles :

Le premier chapitre est consacré au rappel de quelques définitions préliminaires
indispensables concernant les transformations ponctuelles. Nous donnons les pro-
priétés des récurrences symétriquement découplées dont nous faisons état dans le
chapitre 2.

Le chapitre deux présente I’étude théorique de la transformation triopole, c’est
le véritable noyau des recherches grace a la richesse des propriétés obtenues. Nous
nous intéressons a mettre en évidence les différentes propriétés de la transformation
tridimensionnelle concernant 'existence, la nature et le nombre des points fixes et
des cycles.

Dans le chapitre trois, Nous présentons les résultats d'une étude qualitative d'une
transformation tridimensionnelle. Nous retrouvons des phénomenes identiques au
cas bidimensionnel concernant les attracteurs, les bifurcations et la multistabilité.
Nous pouvons également noter une bifurcation spécifique a la dimension trois, le
doublement d'une courbe invariante fermée.

Le dernier chapitre porte sur I’étude spécifique d'une transformation tridimen-
sionnelle qui correspond a un modele cubique, Nous constatons une richesse de la
dynamique pour certaines valeurs du parametre. I’étude se repose essentiellement
sur le fait qu'’il existe une correspondance importante entre ce qu’'on observe dans

I'espace tridimensionnel et I’évolution du systéme dans I'espace bidimensionnel et
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unidimensionnel. Nous essayons de dégager des résultats rigoureux concernant des
points fixes attracteurs et des bassins avec les différentes bifurcations possibles en

dimension trois.
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