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Résumé

Avec le développement des ordinateurs paralléles, les méthodes de décomposition de
domaines (MDD) sont devenues des outils trés puissantes pour résoudre les problémes
aux limites. Il existe, en pratique, deux idées de décomposition de domaines: avec et sans
recouvrement.

Ce travail est consacré a I’analyse de la méthode de décomposition de domaine général-
isée avec recouvrement (Schwarz), utilisant des conditions aux limites de type Robin sur
les interfaces. Le cas sans recouvrement a été étudié dans [5], [6], [11], [14], [15]. Nous nous
sommes intéressés par I’étude de la convergence du processus itératif dans les cas continu
et discret. Nous utilisons la méthode d’énergie de Lions [11] pour prouver la convergence
du processus itératif et généraliser un procédé de relaxation qui a été employé pour la
premiére fois par Deng [5], pour éviter le calcul des dérivées normales dans Palgorithme

et pour faciliter I'application de cette méthode aux problémes discrets.

Mots-clés: Méthodes de décomposition de domaine généralisées, sous domaines avec
recouvrement, conditions aux limites de type Robin, méthode d’énergie, méthode des
éléments finis, procédé de relaxation.

La Classification AMS : 65N12, 66N35, 35J05, 35J20.

i



Abstract

With the development of parallel computers, domain decomposition methods (DDM)
have been increasingly used as important tools for solving boundary value problems.
There exists, in practice, two ideas of decomposition of the domain: with and without
overlapping of subdomains. This work is concerned with the analysis of the generalized
overlapping (Schwarz) DDM, by using Robin boundary conditions on the interfaces. The
nonoverlapping case was studied in [5], [6], [11], [14], [15]. We are interested in the study
of the convergence of the iterative process in the continuous and discrete cases. We use
an energy method of Lions [11], to prove the convergence of the iterative process and a
generalization of a relaxation procedure first used by Deng [5], to avoid the computation
of normal derivatives and to facilitate the application of this method to discrete problems.

Key words: Generalized domain decomposition methods, overlapping subdomains,
Robin boundary conditions, energy methods, finite element methods, relaxation proce-
dure.

AMS Mathematics Subject Classification: 65N12, 656N35, 35J05, 35J20.
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Notations

Les principales notations introduites dans cette thése sont rassemblées dans cette
nomenclature.

EDP  : Une équation aux dérivées partielles.

MAS : La méthode alternée de Schwarz.

MPS : La méthode paralléle de Schwarz.

MDDGR : La méthode de décomposition de domaine généralisée avec recouvrement.

MEF : La méthode des éléments finis.

Q : Un ouvert borné dans R”.
o) : La frontiére de ().
Q; : Un sous-domaine de 2 (i € N).
0€);  : La frontiere de ; (i € N).
Au : Laplacien de u = %.
1<i<n
. dési : o orad iy — (0w ou u  bu
Vu : désigne le gradient de u i.e. grad u = (am1= Bre) Bog) Em)

(.,.) : le produit scalaire dans I’espace euclidien R".

n  : vecteur normal extérieur unitaire.
@ . 1 d; oz 1 7.2 N
g : la dérivée normale extérieure par apport a u.
mn
a = (a1, ag, ..., ay) multi indice.
N
la e .

D® = 00—, avec |a| = E a; dérivée partielle d’ordre o.

Oz 0xy*..0T .

=1
C* () : espace des fonctions k fois continues (les dérivées partielles d’ordre k existent

et sont continues).
D () : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur et & support compact.
LP(Q) ={f:Q — R; f mesurable et |f|" € L' (2),1 < p < oo}.
WH?(§2) espace de Sobolev d’ordre k dans L () muni de la norme |||, ¢, -
A parametre d’accélération.
T maillage de €.
trx  élément du maillage.

h, diametre de t, i.e. la distance maximum entre deux points de .

v



h  pas du maillage : maximum des diameétres hy, ti € 7.

H  le diameétre de chaque (2;.
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Introduction

Durant les derniéres décennies, les mathématiques appliquées et le calcul scientifique en
particulier, ont connu un développement intense et accéléré et sont maintenant des outils
essentiels aussi bien dans les communautés non mathématiques (d’application) que dans
le monde industriel. Le calcul scientifique, discipline regroupant la modélisation, I'analyse
numérique et la simulation, est en évolution croissante vers des applications scientifiques
trés avancées ou proprement ingénieuses.

On trouve de multiples champs disciplinaires d’application se servant intensivement
du calcul scientifique. On peut citer la biologie, ’astrophysique, la chimie quantique, la
météorologie ou encore des branches de l'industrie telles que ’énergie, ’automobile ou
I’aéronautique.

Les modeles mathématiques utilisés dans ces divers domaines d’applications sont sou-
vent trés complexes et font intervenir un grand nombre de parameétres lors de leurs for-
mulations mathématiques. La simulation numérique de ces problémes a pour objectif
principal d’approcher le mieux possible le comportement physique du probleme & tra-
vers des modeles discrétisés. Ces derniers forment des systémes matriciels d’autant plus
grands que le probleme est complexe et que la précision demandée lors du traitement est
importante.

Dans la majorité des simulations sur ordinateurs ordinaires, on ne parvient pas a
résoudre des problémes complexes en des temps raisonnables. On risque méme de saturer
ce type de machines par la simple demande de traitement des données qui nécessitent

Poccupation d’une trés grande place mémoire !
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Avec les demandes actuelles, les machines ordinaires sont surexploitées dans la plupart
des domaines d’applications du calcul scientifique. Elles montrent leurs limites malgré le
développement et 1’évolution de leurs vitesses trés élevées de résolution qui se mesurent
en million de flops.

Ce recours massif a I'informatique impose de disposer d’ordinateurs trés puissants qui
offrent un accés a une importante mémoire vive de stockage temporel lors de ’assimilation
des données. Les ordinateurs paralléles, également appelés super-ordinateurs, disposent
de la puissance et de I’espace mémoire nécessaires a certaines applications complexes. Ils
offrent donc aux scientifiques un nouvel outil de calcul, avec des possibilités et avantages
trés largement supérieurs a ceux des ordinateurs conventionnels. Cependant, les algo-
rithmes implémentés sur les ordinateurs paralléles, sont nettement différents de ceux que
I’on met en ceuvre sur des machines ordinaires séquentielles (uni-processeurs).

Pour ces raisons, et sans parler des contraintes économiques et techniques, les sci-
entifiques et notamment les numériciens, sont invités a développer des algorithmes bien
adaptés (qui doivent privilégier 'accés simultané & plusieurs processeurs et aussi a plus
de ressources mémoires) a de telles architectures paralléles qui sont donc devenues un
nouveau champ de recherche. Les méthodes de décomposition de domaines ont une im-
plication évidente dans le développement de tels algorithmes, elles fournissent de bons
schémas faciles & implémenter sur les machines paralléles et ont une base mathématique
tres riche.

Historiquement, la méthode de décomposition de domaine apparait en 1870 dans [17].
Cet algorithme est avant tout une ingénieuse astuce utilisée par Schwarz dans le but
de prouver 'unicité de la solution au probléme de Dirichlet dans un domaine aux formes
géométriques complexes. A D’époque, la preuve a déja été établie pour des domaines
ayant des formes bien particuliéres. Notamment, Poisson a résolu le probléme pour des
domaines circulaires et Fourier pour des domaines rectangulaires. Schwarz développa

alors une méthode dans laquelle il décompose un domaine en deux sous domaines dont

les solutions sont facilement calculable (voir le dessin extrait de article original [17]
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2, Le dizsque
0y : Le rectangle

Figure 0.0.2 : La décomposition originale de Schwarz

(0.0.1)—(0.0.2)) et propose un processus itératif permettant, a partir de ces deux solutions
locales uniquement, d’obtenir la solution sur le domaine entier.
Le probléme de Dirichlet peut se présenter sous la forme suivante : Existe-t-il une
unique solution u vérifiant
—Au =0, dans Q = Q; U )y
(0.0.1)
u = g, sur 0f).
Pour répondre a cette question, Schwarz a construit une suite de solutions (uf, u})

vérifiant, dans chacun de sous-domaine correspondant, les équations suivantes

(a) — Au} =0, dans —Aul =0, dans {2y
(b) uf = g, sur 9NN Iy, ul = g, sur 9Q N Oy, (0.0.2)
(c)uf = ufy™t, sur 9 N Q. uly = uf, sur 0 N Q.
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Dans les équations (0.0.2), I’équation (c) correspond aux conditions de transmission.
Elle relie les solutions aux problémes locaux entre eux. Tout ’enjeu des méthodes de
décomposition de domaine réside dans la maniére d’échanger de l'information & travers
I'interface entre les sous-domaines. Cet échange est régi par les conditions de transmission
et de ces conditions dépend la vitesse de convergence de I'algorithme, c¢’est & dire le nombre
d’itérations nécessaires pour obtenir la solution. Schwarz a démontré la convergence de
cette méthode dans un cadre assez général en utilisant le principe du maximum. Les
conditions de transmission utilisées décrivent simplement la continuité de la solution u
sur I’ensemble du domaine.

Aujourd’hui, les méthodes de type décomposition de domaine ont subi un développe-
ment intense et accéléré, voir les monographies Smith et al. [18], Quarteroni et Valli
[16] et Toselli et Widlund [19]. Ceci est da principalement au développement consid-
érable qu’a vécu le monde des ordinateurs. En particulier, ’apparition des machines a
calcul paralléle (multiprocesseurs), ¢a veut dire elles sont utilisées pour rendre paralléle un
code de simulation numérique. La résolution du probléme sur chaque sous-domaine peut,
en effet, étre réalisée indépendamment des autres a chaque itération, avant d’échanger des
informations a travers les conditions de transmission.

Ces méthodes permettent principalement a réduire des systémes de grande taille & des
systémes de petite taille facile et moins cotiteux de point de vue résolution. Elles perme-
ttent aussi de transformer des problémes aux limites posés sur des régions & géométrie
irréguliére a un ensemble de problémes posés sur des sous domaines réguliers et simples.
Par exemple, dans le cas ol le domaine {2 a une forme géométrique non réguliére. Le cas
par exemple d'un L,T ou C'. Puis on rameéne le probléme initial a des problemes, locaux
sur les sous-domaines moins complexes. La transmission des informations (contraintes de
raccord) d’un sous-domaine a ses voisins joue un role capital pour la bonne approximation
de la solution réelle ainsi que dans l'efficacité numérique de la méthode (cott du calcul ef-
fectué, place mémoire occupée et aptitude au parallélisme). La méthode des éléments finis
fournit un cadre approprié pour coupler différents types de discrétisations variationnelles

sur les sous-domaines. Ceci a des retombées importantes sur la place mémoire nécessaire
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Figure 0.0.3 : Exemples des géométries de quelques sous domaines

au calcul et la rapidité de convergence vers la solution réelle du probléme. L’ordre de
convergence de la solution approchée par éléments finis uniformes décroit au voisinage de
la singularité (angle strictement supérieure ou égal a (%)). Pour remédier cette situation
on peut par exemple, raffiner le maillage de la triangulation prés de la singularité. Mais
ceci conduit & une augmentation importante de la taille du systéeme algébrique obtenu par
approximation du probleme. D’ou, la nécessité d’utiliser une méthode de décomposition
pour se débarrasser de la singularité. Il existe deux idées de décomposition de domaine :
une avec intersection des sous domaines (avec recouvrement ou de Schwarz), et 'autre a
intersection vide des sous domaines (dite avec interface ou sans recouvrement).

La premiére idée a été introduite par Schwarz [17]; puis analysée par Lions [10], il a
trouvé que I’étude de la convergence de cette méthode est ramenée a I’étude du comporte-
ment d’une suite de projection sur des espaces de Hilbert et son ordre de convergence est
lié a la grandeur du domaine de recouvrement entre les sous domaines (I’overlap).

Pour accélérer la convergence, Lions [11] a proposé une nouvelle variante “ méthode
parallele ” sur plusieurs sous domaines de décompositions sans recouvrement. L’idée est
d’utiliser une condition aux limites de type Robin sur les fronti¢res artificielles (inter-
faces). La convergence a été démontrée a travers des estimations “d’énergies” délicates

et des inégalités de Sobolev. Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a améliorer cette
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formulation, on cite en exemple, les travaux Deng [5]-[6], Guo et Hou [9], Qin et al. [14]-
[15] dans les cas continu et discret. Le taux de convergence optimal obtenu est 1 —O <h5> ,
ou h est le parameétre de discrétisation (voir les travaux de Lui [12], Chen et al. [4] , et
les références la-dedans).

L’objectif de cette these est d’obtenir la convergence de la méthode de décomposition
de domaine généralisée avec recouvrement (la méthode de Schwarz généralisée) dans le
cas continu et un taux de convergence dans le cas discret (discrétisation par éléments
finis). Cette méthode est appliquée a la résolution d’un probléme aux limites elliptique
d’ordre deux avec des conditions aux limites de Robin sur les interfaces (artificielles) du
recouvrement.

Cette these est composée de quatre chapitres, le premier contient des définitions, des
propriétés des différents espaces et des théorémes principaux dont on a besoin pour notre
étude. Ainsi, On présente la méthode de décomposition de domaine avec recouvrement
(MDDR) ou la méthode alternée de Schwarz sur un probléme modele de Dirichlet avec
I'opérateur de Laplace. On détaille la convergence établie par Lions dans le cas continu.

Le deuxieme chapitre est consacré a la méthode de décomposition de domaine sans
recouvrement, appliquée au méme probléme modele. On expose la nouvelle variante
qui a été proposée par Lions [11] sur plusieurs sous domaines. L’idée est d’utiliser une
combinaison convexe de valeurs aux limites de Dirichlet et de Neumann (Robin) sur
les frontiéres artificielles (interfaces). On détaillera la convergence dans le cas continu;
puis on passe a I’amélioration de la méthode, en remplacant le Laplacien par un opérateur
d’ordre deux plus général dans le probléme modéle précédent et on présente une technique
de relaxation qui a été introduite par Deng [5]. On donne uniquement des résultats de
convergence dans le cas continu. Ensuite, on analyse le cas discret, en se basant sur les
travaux de Qin, Shi et Xu [14]-[15].

Notre but dans le troisieme chapitre est d’étudier la méthode de décomposition de
domaine généralisée avec recouvrement (MDDGR) appliquée & un probléme modeéle. On
propose une technique généralisée similaire & la technique de Deng pour le processus

itératif appliqué sur plusieurs sous domaines (m > 2). On démontre la convergence de
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la méthode & travers des estimations ‘’d’énergies" délicates et des inégalités de Sobolev
dans le cas continu.

Le dernier chapitre concerne le cas discret de la MDDGR (discrétisation par éléments
finis) sur plusieurs sous domaines. Pour démontrer la convergence de cette méthode, on
a besoin d’utiliser des estimations "d’énergies" délicates et des inégalités inverses. On
trouve que le taux de convergence est géométrique de 'ordre de 1 — O (%) . On

termine par une validation numérique des résultats obtenus.



CHAPITRE

Préliminaires et Notions

fondamentales

Dans ce chapitre, on donne des définitions de quelques espaces fonctionnels utiles et des
notations nécessaires pour notre thése. Pour plus de détails concernant ces espaces, voir
Adams [1], Brézis [3|. Ensuite on passe a la formulation variationnelle d’un probléme
modele et la description de la méthode alternée de Schwarz (décomposition avec recou-
vrement). On étudie la convergence du processus dans le cas continu. Pour les preuves

des différents résultats on cite P-L. Lions [10].

1.1 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role central dans I’étude des équations aux dérivées

partielles.

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de RY de frontiére Q2 =T, C' par morceaux, N > 1,

on note par LP(Q),1 < p < oo, I’ espace des fonctions mesurables v vérifiant

vix pd:c<oo,1<p<oo,
Q

et pour p = 00,

esssup {|v (z)|,x € Q} < 0.



1.1. Espaces de Sobolev

Ces espaces sont munis de la norme usuelle suivante

1
P

loll, o = / w(@lPde | 1<p< oo,
Q

et pour p = 00
[v]l,0 = esssup {[v(z)], = € 2}

L’espace L*(Q) des fonctions mesurables sur ) & carré intégrable, est un espace de

Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)q = /uvda:.

Q

Définition 1.1.2 L’espace de Sobolev W*P (Q) , k un entier non-négatif et 1 < p < oo
est l’espace des fonctions v € LP(Q) telle que toutes les dérivées au sens des distributions

de v, d’ordre k, appartiennent a LP($2).

Pour tout p,1 < p < oo, on a WO (Q) = LP(Q2). W*P () est un espace de Banach

pour la norme

3=

ol = | D ID @)} qdz ]

| <k

et la semi-norme est définie par

B =

|U|k,p,sz = Z | D% (@”ZQ dx

laf=Fk

On note H* () = W*2(Q), 'espace de Sobolev définit par

H* (Q) = {v € L*(Q), D" € L*(Q) Va tel que |a| < k}

ot D® est pris au sens des distributions. H* (), muni de la norme suivante

SIS

oo =| 3 [ 100l as

| <k @



1.1. Espaces de Sobolev

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(U, V) = Z D*uD“vdx.

lo|<m
1
2 2
0,0

est une norme sur Hy(Q) (I’espace des fonctions de H'(Q) a trace nulle sur Q) équiva-

Corollaire 1.1.1 S5i Q est borné, la semi norme

[l = (Z

1<i<n

ov

i

lente & la norme induite par celle de H'(Q2), [|v||; ¢ -

1.1.1 Trace dans un espace de Sobolev

Pour une fonction définie dans un ouvert borné €2, on souhaite définir sa valeur au bord
de €. Pour les fonctions u € L? (€2), cette notation n’a pas de sens. Par contre, si u est

plus réguliére, alors on peut lancer rigoureusement le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.1 Si Q est 1—régulier (ou T est C* par morceauz) l'application
Y%  D(Q)—-C'(T)
v — YU =

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H*(QY) dans L* (T),

il existe une constante C' telle que:

|’7()UHO,F <C HU||1Q :

Application du théoréme: Lorsque © est 1—régulier (ou I' est C''par morceaux),
alors

Hy(Q) = {ve H'(Q),yv =yvr =0},

noyau de H!().

On a alors le résultat fondamental :

10



1.1. Espaces de Sobolev

Théoréme 1.1.2 Représentation de Riesz — Soit F' une forme linéaire continue définie

sur un espace de Hilbert V. Il existe un unique u € V' tel que
(u,v), = F(v),VveV.

Définition 1.1.3 Le sous espace HY(Q2) de H* (Q) est défini par :

v
8’@@‘

H(’)“(Q)_{UGH’“(Q):A< )_OW_O,k——l},

ot A est lopérateur trace et % est la dérivée d’ordre i dans la direction de la normale

extérieure a €).

L’inégalité ci-dessous, dite inégalité de Poincaré, joue un role important dans 1’étude

des problémes variationnels.

Théoréme 1.1.3 ( Inégalité de Poincaré ) Supposant que S est un ouvert borné de

RY, il existe une constante C () > 0 telle que Yv € H} ()

HUHO,Q <C(Q) Ml,ﬂ'

1.1.2 Les espaces H*({2), H*(T"), pour s € R

Définition 1.1.4 Pour s > 0 on définit

H®RY) = {eer?®),(1+|) ve L ®Y)}

NI

ol = | [ @+ 1EP) PP

RN
pour s < 0 on pose :

HY(RY) = (H*(RY))".

Définition 1.1.5 On définit 'espace H*(2) comme ’espace des restrictions a 2 des fonc-

tions v € H*(RV).

11



1.1. Espaces de Sobolev

vo—= (YU 110, o Yno1V) -
En particulier m = 2

v (HQ) = H3(Q)x H3(Q)

v
= (’Yova%v) ViU = anZ

Soit A une forme bilinéaire de V' x V' dans R , ot V' est un espace de Hilbert muni du

produit scalaire (.,.)y et F' une fonctionnelle linéaire continue de V' — R.

Théoréme 1.1.4 (Lemme de Lax-Milgram) On suppose que la forme bilinéaire A est

continue 1.e.

30> 0: |A @) < ofully vl , Va0 € V.

et coercive (V — elliptique) , i.e.
Ja>0: Au,v) > alv|? .

Alors le probléme variationnel A (u,v) = F(v),Yv € V, admet une solution unique

ueV.

Proposition 1.1.1 Soit Q un ouvert borné de RN | alors ¥ (vy,vs) € (HX(Q))?, I inégalité

de Cauchy Schwarz vérifie

|(v1,v2)] < HUIHO,Q HU2H0,Q'

1.1.3 Position du probléme et Formulation Variationnelle

On considére le probléme modeéle suivant:
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1.2. Principe de la méthode des éléments finis (MEF)

—Au = f dans ()
u=0 sur o ="T_

(1.1.1)

ou € est un ouvert borné, régulier et connexe de R. Notons par I' = 912 la frontiére
du domaine Q et f étant une fonction donnée dans L*(12).

La formulation variationnelle du probléme (1.1.1) est donnée par:

Trouver u € H} () solution de
(1.1.2)
a(u,v) = f(v)q, Yv € Hj(2)
ou

a(u,v) = | yuyvde et f(v)g = [ fodz. (1.1.3)
/ /

On vérifie facilement que la forme bilinéaire a (., .) est continue et coercive sur Hg () X
H;3 () et que la forme linéaire f (v), est continue sur H; (). Par suite, par application du
théoreme (1.1.4) (Lax — Milgram), on déduit que le probléme (1.1.2) admet une solution

unique v dans H}(€) qui est la solution faible du probléme (1.1.1).

1.2 Principe de la méthode des éléments finis (MEF)

Une fois le probléme précédent accompli, i.e. une fois que ’on dispose d’une formulation
faible, «il n’y a plus qu’a» calculer la solution ! La méthode des éléments finis est I'un des
outils numérique développé pour cela. La MEF se propose de mettre en place, sur la base
de formulations faibles, un algorithme discret (discrétisation) permettant de rechercher
une solution approchée d’un probléme aux dérivées partielles sur un domaine borné avec
conditions aux bords et/ou dans 'intérieur du borné.

Il s’agit donc de répondre aux questions d’existence et d’unicité de la solution, de
stabilité, convergence des méthodes numériques, ainsi que d’estimer ’erreur entre la so-
lution exacte et la solution approchée (indicateurs et estimateurs d’erreur, a priori et a

posteriori).

Soit © un domaine ouvert de RY (1,2 ou 3), de frontiere I' = 99 et sur lequel on

cherche a résoudre une EDP munie de conditions aux limites. Par exemple : le probléme

13



1.2. Principe de la méthode des éléments finis (MEF)

(1.1.1), mis sous forme variationnelle (1.1.2), ou H}(2) est un espace de Hilbert. On
supposera également que ’équation de départ ait de bonnes propriétés, i.e. que 'on soit
dans les hypothéses du théoréme (1.1.4) permettant d’affirmer que le probléme admet une
solution unique wu.

La MEF se propose de discrétiser le probleme considéré. La discrétisation intervient
& plusieurs niveaux :

- Discrétisation : il est nécessaire de disposer d’une description du domaine €2 sur
lequel on souhaite travailler. Cette description va se faire en I’approximant par un mail-
lage, qui sera constitué d’éléments finis.

- Interpolation : il est ensuite nécessaire de disposer d’une maniére de représenter
la ou les fonctions inconnues. Ce qui se propose de faire la MEF, c’est d’approcher ces
fonctions par des fonctions plus simples (disons polyndmiales de degré < 3) définies sur
chacun des éléments du maillage (la fonction est approchée par des bouts de fonctions
qui, celles, ne sont définies chacune que sur un seul élément).

- Approximation : selon le type d’approximation, on remplace ’espace H}(Q) de
dimension infinie, par des sous espaces V" de dimension finie.

De maniére classique, on notera 7, le maillage de 2 considéré par exemple, si les
éléments finis triangulaires sont utilisés dans R?, alors le maillage construit a I'aide des
triangles fermés t, € 7,. On note hy le diamétre de 1’élément t;, i.e. le maximum des
distances entre deux points de .

On a donc évidemment hy < h,Vt, € 7),,puisque par définition h = max hy.

1.2.1 Espace conforme et non conforme

Type d’approximation | Espaces probléme approché

conforme Vh inclus dans Hg(9) uh € VRN a(ut o) = f(uh)g
Yohevh

non conforme Vh n'est pas inclus dans HL(Q) |u" € VN ap(ul0") = fir,(v")q
YoheVh

14



1.2. Principe de la méthode des éléments finis (MEF)

Approximation conforme (V" inclus dans H() )

Dans le cas d’une approximation conforme (dite aussi approximation interne), on se pro-
pose de construire un espace V", de dimension N,, (nombre de noeuds internes ou degré

de libert¢), comme étant un sous-espace vectoriel de Hj(€2).

Cas Lax-Milgram On se place dans le cas d'une formulation relevant du théoréeme de
Lax-Milgram.

Vh étant de dimension finie, c’est un fermé de H3 (). H(Q) étant un espace de
Hilbert, V" I’est donc aussi. D’oil I'existence et 'unicité de u”, a partir de Lax-Milgram.

L’espace V" sera en pratique construit a partir d’'un maillage du domaine €2 , et I'indice
h désigne la taille typique des mailles. Lorsque 'on construit des maillages de plus en
plus fins, la suite de sous espaces (V") formera une approximation interne de HZ () ,
i.e. pour tout élément o de H(2) , il existe une suite de ¢, € V" telle que ||¢ — || — 0
quand h — 0. Cette méthode d’approximation interne est appelée méthode de Galerkin.

Signification de u”:

D’apres (1.1.2), On a

a(u,v) = f(v)g, Vv € Hy(Q),

donc en particulier

a(u,v") = f(v")g, Vo' € V",
car V* C H}(Q) . Par ailleurs,

a(ul,v") = f(u")q, Vo' € V.
Par différence, il vient

a(u —u" ") =0,vo" € V"

Approximation non conforme (V" n’est pas inclus dans H{((2))

Toujours V" est de dimension finie, et ay, (.,.) et fi, (.), sont des approximations de a (., .)
et f (.), définies sur VP x V" et V" resp.

Motivation :
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1.2. Principe de la méthode des éléments finis (MEF)

Figure 1.2.1 : nceuds au centre des arétes du triangles

Considérons le probléeme du Laplacien de Dirichlet (1.1.1).

On consideére 'espace des éléments finis triangulaires engendrés par 1’élément ayant
une pression constante par élément et les noeuds au centre des arétes des triangles (figure
1.2.1). Notons cet espace V", alors, ce dernier n’est pas inclus dans H} ().

D’apres (1.1.3), on a

a(u,v) = /Vqudx,
Q

alors, dans €, il y a des sauts et 'intégrale n’a pas de sens.
Alors que si I’on considére

ap(u",v") = Z Vu'Vodz,

tp€ETH th

I'intégrale sur chaque élément a un sens.

Remarque 1.2.1 Dans la méthode des éléments finis, on parle de méthode de Galerkin,
et on dit conforme, lorsque que l’on choisit de calculer la solution “élément fini u" dans
un sous-espace V" de 'espace H}(SY), contenant la solution exacte u. La solution u"
construite élément par élément, vérifie alors des propriétés de continuité aur interfaces
entre les éléments.

Lorsqu’on décide de prendre la solution u" dans un espace V" qui n’est plus inclus dans
Iespace H(SY), on parle alors d’approximation mnon conforme. On ne s’assure plus une

continuité compléte entre les éléments mais la solution approchée peut garder une certaine

continuité en quelques points des interfaces.
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

1.3 Meéthode de décomposition de domaine avec re-
couvrement (de Schwarz)

Cette méthode a été originalement proposée par Schwarz [17] en 1870 pour démontrer
I'unicité de solution des problémes elliptiques sur des domaines complexes. Le domaine
global est divisé en sous domaines avec recouvrement, et les problémes sont résolus sur
chaque sous-domaine. Le couplage entre les solutions des différents sous-domaines est as-
suré par la région commune dite “le recouvrement”. Dans ce travail, nous nous limiterons
a la méthode de Schwarz dont nous présentons deux variantes : la méthode alternée dans

ce chapitre et la méthode généralisée dans le reste des chapitres.

1.3.1 Description de la méthode alternée de Schwarz (MAS) ou

I’alternative de Schwarz

C’est une méthode itérative qui résout des sous problémes différentiels d’une maniére
alternée sur des sous domaines qui se recouvrent. Ces sous problémes sont couplés par
I’échange des valeurs des approximations sur les frontieres artificielles.

Pour appliquer la méthode alternée de Schwarz : On considére le cas simple de dé-
composition de €2 en l'union de deux sous -domaines €2y et €2 ( voir figure 1.3.1) telle

que:

QleLJQ2 ethﬂQQ 7&@

On remarque que le domaine Q2 est divisé en deux sous-domaines (€24, ), avec une

partie commune appelée recouvrement qui est exprimée par

On définit aussi les interfaces entre les sous- domaine par

17



1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

M) 0, 01 O, |1,

Figure 1.3.1 : Exemple de décomposition avec recouvrement

Théoréme 1.3.1 Le probléme 1.1.2 est équivalent au probléme suitvant:

a(ug,v) = f(v)ai, Yv € Hy(Q;) (i =1,2)
Uif, =l 0 F 0] = 1,2 (1.3.1)
—0,00N 00 =Ty,i=1,2

Uil ponaq,

Preuve. Soit v; € Hj(£;) et v son prolongement par 0 & , on a:

a(u,v) = a(ui, vi) et f(v)a = f(vi)e,

et comme

a(u,v) = f(v)a
alors
a(u;,v;) = f(vi)a,,t=1,2.

Réciproquement, montrons que si u; et uy sont solutions du systéme (1.3.1), on a:

uy sur £y
Ug Sur 1y
est solution de (1.1.2).
En effet, soit v € H}(Q), il existe (v, v2) € Hg (1) x HE () telle que v = vy + vy

d’ou

a(u,v) = a(u,v1) + a(u,vy) = a(ug, v1) + alug, v2) = f(v1)a, + f(v2)a,

18



1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

Or
fo)o, + f(v2)a, = fudx + [ foedr = | fuordx + | foodx
Jrr [ e |
= [ f(r1 +ve)dx = [ fodx
[reveme=]
donc, on a:

a(u,v) = f(v)a

1.3.2 L’approche variationnelle de P.L. Lions [10] du MAS

Etant donné une partition de 2, par exemple de la forme donnée dans la figure (1.3.1). Soit

0 une initialisation dans H] (), I’algorithme consiste a construire les deux sous-suites

(u?"),50 5 (U*"),,5, solutions respectives.

Pour tout n > 0, effectuer de facon successive :

— Ayt = fsur O

27— sur (1.3.2)
wt =0 sur Iy
et
— Au? = f sur
(1.3.3)

u?" = w7 sur v,

u? =0 sur Iy

oul; =T NaN,i=1,2.

Commencons par quelques remarques.

e Si v; € H}(;), son prolongement par 0 a tout 2 que 1'on note encore v; vérifie

v; € H} (). On identifie donc H{(£2;) a un sous-espace fermé de Hg ().
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

Les problémes (1.3.2) et (1.3.3) ont les formulations variationnelles respectives suiv-

antes:

e HE () s a(u T vr) = f(vi)a, Yor € Hy(4);u” T = " sur vy,

u? e H%2(Q2) : a(uQn,vg) = f(ve)q, Yvg € H&(Qg);u271 = u?" ! sur Vo1

ou
Hp () ={ve H'()/v=0sur [;,1 <i<m} (1.3.4)

Par construction des deux étapes (1.3.2) et (1.3.3), on peut conventionnellement pro-

2n+1

longer et u?" & tout Q par les formules suivantes

w1 dans

u? dans Q\Q,

u2n+1

u®™ dans Qy

u?"~1 dans Q\Q,

2n

Par définition, ces prolongements sont bien dans H' (Q) qui sont équivalentes a:

a(u2”+1 —u,v) = 0V € H&(Qﬂ; u?tt — e HS(Qﬁ- (1.3.5)

2n

a(u®™ —u,vy) = 0 Yoy € Hy(a);u®™ —u*1 € Hy(Qy). (1.3.6)

On définit Phi(,).1 = 1,2 Popérateur de projection dans I'espace H;} () sur le sous-

i

espace fermé Hj(€);) et P

(1 (Qi))L I'opérateur de projection sur 'orthogonal de ce sous

espace.

Proposition 1.3.1 Les suites (u*"*), -, (u*"),, solutions du probléme (1.3.2)- (1.3.3)

vérifient

u?tt P = P, (u — u?™) Vn >0, (1.3.7)

u? -t = Py (u — w1 vn > 1. (1.3.8)
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

Preuve. D’apres (1.3.4), on pourra réécrire (1.3.5) et (1.3.6) sous la forme suivante:

a(@?™t —u? ) = alu—u®, v) Yo € Hy(Q), u™ =" € Hy() (1.3.9)

2n 2n—1

a(u —u vp) = alu—u vg)Vug € Hy (), u* —u® ™t € Hy(921.3.10)

Vn > 0,Vn > 1 respectivement.

En effet dans (1.3.5) , on remplace u*"*! — u par:

W2 gy = 20t _g2n (u _ u2n)

ce qui nous donne

a(u2n+1 —u ’Ul) = a (u2n+1 o u2n o (U o u2n) 7U1) —

1.e.

a(u—u?v)=a(@ —u* v1)+alu - v)

d’ou (1.3.9). De la méme fagon on démontre (1.3.10) et on déduit les relations (1.3.7)-

(1.3.8) du théoréme de projection. m

On peut réécrire ces relations sous la forme:

u—utt = P(H&(Ql))L(u —u®™),Vn > 0. (1.3.11)
2n

u—u" = P< — ") vn > 1. (1.3.12)

Hé(ﬂz))L(u

ou

HAQ) = HY() & (HA(Q)"

Le processus alternatif de Schwarz pour le probléme (1.3.2)-(1.3.3) est équivalent a
une suite de projection sur des espaces de Hilbert. Pour étudier la convergence de la

méthode, on est ramené a étudier le comportement de la suite (v,,) définie par:
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

Voni1 = u—u*™ v¥n>0.

Vo, = u—u*,Vn > 1.

D’aprés (1.3.11)-(1.3.12), on obient:

Vop+1 = P( )J_Ugn et Von = P 1UV2p—1- (1313)

H§ () (H§(92))

Par conséquent
Von+1 = P(H&(Ql))iP(Hé(QQ))vanfl

D’ou, on a le théoréme de convergence suivant:

Théoréme 1.3.2 Si H}(Q) = Hy () + Hi () ou HY(Q) = HE () + HL(Q2) alors la

suite (vy,) converge vers 0 et de plus il existe k appartenant o Uintervalle [0,1) telle que:

<
HP(Holmz))lP(Hé(ﬂl))L =h (1.3.14)
[Ung1| < K™ |vol,Vn >0
Preuve. On suppose que
(HL ()" N (HY(22)) " = {0} (1.3.15)

On doit étudier le comportement de la suite (v,,),, établit comme suit :

Vo € Hé(Q) P Uopg1 = P(H&(Ql))L/U2n’fU2n+2 = P(Hé(ﬂz))LUQTH,]_,V n 2 0

et on veut démontrer que

v, — P

’Un+1’2 + |Un+l - Un|2 = ‘Un|2 7vn Z 0

En effet, on pose:
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

Un = Un+1 + v, — Un+1

On obtient
|Un|2 - (Una Un) - (Un—H + v, — Un+1, Un+1 + v, — Un—l—l)
= (Un+1, UnJrl) +2 (UnJrly Un — Un+1) + (Un — Un+1,Un — Un+1)
= ‘Un+1‘2 + |vpg1 — Un’2
Or

(Un+17 Up — UnJrl) = (P<Hé(ﬂl))J_Un’ Un+1 — Un)
=0

la derniére égalité due a lorthogonalité ((v,41 — v,) est orthogonale & v,,), d’ou

0| = let vy —v, — 0.

n—o0

Puisque la suite (v,),5, est convergente dans Hg(f2) alors elle est bornée. D’apres
les propriétés des espaces de Hilbert, on peut extraire de toute suite bornée, une sous
suite v,; qui converge faiblement vers v € Hj(Q) et 'autre v, converge vers v, d’ou
v e (HAHO)) N ()

D’autre part, d’aprés le théoréeme (1.3.2) et les propriétés des espaces de Hilbert, on a

4 4

HY(Q) = HY (1) + Hy () <= (Hi()) " N (HY ()" = (Hy(h) + Ha ()" = {0},

r.ev=20.

On conclut que pour [ =2n,n >0 :

- (P(Hf%(QQ))LP(H&(m))w“ U”) = (42, 01-2)
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

On a utilisé le fait que P(VO)L est auto-adjoint. Et ainsi de suite on arrive a:

(3

lui)* = (var_1,v0) -

De la méme fagon pour [ = 2n + 1. Donc v,, converge fortement vers zéro. m

On déduit la premiere inégalité de (1.3.14) du lemme suivant:

Lemme 1.3.1 Il existe une constante C' positive telle que:

2

[P

)J_U

2}2. (1.3.16)

Preuve. En appliquant le théoréme de ’application ouverte & 'application 1" définie

<
ol < € {‘Pwsm)”

par

T: Hyg(S4) x Hy(Q2) — Hy(Q)
(v1,09) = v =1 + Vg

qui est surjective, on déduit qu’il existe une constante C' telle que:

Yo € Hy(Q),3 (v1,02) € HE(Q1) x H () telle que (Jui|* + |va]*)2 < C'Jo
or on a
v]* = (v,0) = (v, 01 + v3) = (v,01) + (v, v2) (1.3.17)

D’autre part, on a d’apres les propriétés de la projection sur un espace de Hilbert

V= Flayan

)L'U + PHé(Ql)'U (1318)
on remplace (1.3.18) dans (1.3.17), on trouve

2
’U| = ('UI,P(H&(QI))J_U + PH&(Ql)v) + (U27P<H6(QQ))J_U + PH(%(Q2)U>

= (PHg(Ql)UWl) + (PHg(QQ)%W)

On utilise les inégalités de Cauchy Schwarz et Minkowski, on obtient
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

> = (PHl(Ql)v vl> (PH(%(Q2)U,U2>

3 2
) + (’PHé(Qg)U

IN

[Py

IA

2 2\ 2
< v (‘PHl o U’ + ‘PHg(Qz)U) )

ce qui donne (1.3.16).

Revenons a la démonstration du théoréeme (1.3.2), d’apres (1.3.16), on a

2
P < C{ | Py P Py P
’ (myn) | = { # @ eyt T O 0,)"Y
telle que
v =0,
HE (1) (HE (1))
ce qui donne
<
'P(Hgml))w = Ol Pt gy 0,y
et comme H}(Q) = HY(Q,) @ (H(S:)) , alors
2 2
P = \|P P Py P
‘ ()" ‘ (o) ()] @ ey
on utilise (1.3.19)
2 2 1 2
P v| > |P P ol + (=
‘ (b)) —‘ (b)) (b)) (C) CHER)
d’ou,
2 2 1 2
P P < |p — (=) |P
‘ (m@2) " (man) | = ‘ ()" <C> (my@n) "
1 2 2 )
0

ce qui donne 1.3.14 et acheve la démonstration. m
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1.3. Méthode de décomposition de domaine avec recouvrement (de Schwarz)

Remarque 1.3.1 Notons finalement que la convergence de la MAS est géométrique et
on peut l’appliquer a la résolution des problémes avec des conditions aux limites de type
Neumann, de Robin ou bien un mélange de conditions de Dirichlet, Neumann et Robin.
1l est important de noter que ’étude de la convergence de la MAS dépend énormément de
UEDP a résoudre, plus particuliérement de 'opérateur et des conditions aux limites.

La difficulté rencontrée dans la MAS, est le fait qu’il peut avoir plus de deux sous-
domaines qui s’insersectent. Pour éviter la difficulté et la lenteur de [’alternative dans
ce cas et améliorer la convergence de la méthode de P.L Lions [11] on va proposer une
nouvelle variante qu’on va 'appeler “Méthode de décomposition de domaine généralisée

avec recouvrement” qui va accélérer la convergence et rendre cet algorithme paralléle.
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CHAPITRE

Méthode de

décomposition de
domaine sans
recouvrement (avec

interface)

Le but de ce chapitre est d’introduire la méthode de décomposition de domaine sans
recouvrement qui consiste & décomposer le domaine initial en deux ou plusieurs sous
domaines a intersection vide voir (Figure (2.1.1)). Puis on considére le cas continu issu
du probléme modele (1.1.1), en se basant sur l'article de P.L. Lions [11] qu’il utilise la
méthode parallele de Schwarz (MPS). Ensuite on donne une amélioration de la méthode
avec un opérateur général L. L’idée de cette section a été introduire par Deng [5]-[6].
On passe aprés a la discrétisation par éléments finis. La convergence dans le cas discret a

été démontée par Qin et al. [14]-[15].
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2.1. Présentation de la méthode

M= el

>
re—y I ——
-

Figure 2.1.1 : Décomposition sans recouvrement

2.1 Présentation de la méthode

On décompose €2 en un nombre fini m (> 2) de sous domaines 2y, ..., €2,,, on suppose que:

Q=QU..UQUY , telque D = U,

ou ; sont des ensembles ouverts bornés disjoints dans RY, 7,; est I'interface entre ();

et Q; ie~,; =09 N IQ; (voir figure 2.1.1) et pour chaque §2;, on a:

LN NY =0 VI<i£Zj#£k<m

Pierre Louis Lions s’est intéressé aux méthodes élaborées par Schwarz. En plus de
peaufiner les preuves existantes de la MAS, il fut le premier a proposer une extension
moderne de cette méthode. Depuis plusieurs années, le calcul en paralléle est le plus utilisé
et Lions réalisa le potentiel que les méthodes des sous-domaines pourraient bénéficier de
cet outil. Ainsi, il proposa une version paralléle de 'algorithme issu d’une décomposition
sans recouvrement. Il utilise des conditions de type Robin sur les interfaces, qui peuvent
étre utilisées efficacement sur des machines & multiprocesseurs.

On considere le probleme modele (1.1.1) défini sur Q. Soit (u7),;,, les données ini-

n
K3

tiales dans Hp (). On construit une suite (u}'),,,, solution ¥n > 0 du probleme

suivant:
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2.1. Présentation de la méthode

— Ayt = f dans Qi,uml € H%(QZ)
i n ] ] )
Ou; + /\z] 1+1 + /\Z] 5 Sur Vij’V1 <Jjsmj# i (2.1.1>

onj

ul™ =0 sur Ty

+

tel que + )\UU”H une condition de type Robin sur les interfaces communs ,; en
tant qu’une condltlon de transmission, n;; est la normale extérieur unitaire de J€2; sur ;;

Proposition 2.1.1 [11] Si on a le procédé itératif (2.1.1) alors on peut déduire le probléme

sutvant:

— A (=) = 0 dans Q, ult —u € HE ()
I(untt—ur?t - n . ‘ ‘
(TJ) = Ay (20 =™t =) sur oy, VI <G <m,j A 212

ul™ =0 sur T
Preuve. Sur v;;,V1 < j <m,j # 4, on a:

a n+1 a n
i F Al — Agjup !
8%1']' an”

. durt .
par une soustraction du —:—, on obtient:
)

oultt  oult ouy 3
[ . 7 —_ >\2 no__ oty A 2.1.3
(‘3n,~j 8nij 87%']' * I (U “ ) ( )

D’autre part, d’apres la condition de Robin dans (2.1.1) on a :

an; +Aguj = ony, + Ajjup T sur v, V1 < i <m, j £ (2.1.4)

Aprés quelque manipulation dans (2.1.3), on obtient

ourtt  Qurt ouy our!
[ . % — + )\U (U] _ un+1) [
8nij 87’Lz‘j an” anij
oultt Qup! ou’} oul !
- = Ny (u? —ult) + + Aijui — Aijui + Aijui Poul ™t —
anij (9?%- ( ) an@] ! 7 I 7 anij
ottt gurt ouy our!
) o ) — )\z . ntl 4 >\z _,n—1 4 )\z 4 )\z n—1 )
anij 8nij J (uj Ha ) J <UJ ti ) 87%] Juj 7t 8nij
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2.2. Analyse de la convergence de la méthode dans le cas continu

En utilisant (2.1.4) et 532~ = —3%-, on trouve :
ji ij

8u?+1 8u?_1

o 0 =) v = ™)

= A
(9nz~j ﬁnij
A

i (2u) —ud ™t —uf ) sur 4y, VI < i <m,j # .

2.2 Analyse de la convergence de la méthode dans le

cas continu

La convergence de cette méthode a été obtenue & travers l'utilisation des estimations
"d’énergie" délicate et des inégalités de Sobolev. Le résultat principal de convergence est

donné par le théoréme suivant:

Théoréme 2.2.1 [11] Pourtous1 < i < m,ul' converge faiblement vers uj, dans H} (%)

n

i, converge faiblement vers Uy, dans H? (’yij) pour tout j # i quand
ij

et en particulier u

n — +o0o. En outre
1
n+1 n

converge vers uy,, . dans H: (fyij) quand n — +00 pour tout j # i.

A ce stade, on a besoin d’introduire quelques notations:

I ={ie{l,...,m} \ 00 NOQ; est une intersection pour certain j € I; }  (2.2.2)

Preuve. La preuve est divisée en 03 étapes :
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2.2. Analyse de la convergence de la méthode dans le cas continu

Etape 01:

On multiple la premiére équation du probléme (2.1.2) par (u?“ — u?’l)

—/A (u;hLl — u?_l) (u;1+1 - u?_l) dx =0,
Q;

Puis, on intégre par partie sur €2; et on utilise ’équation deux dans (2.1.2) :

/ |V (up™t — ‘ dx — Z )\U/ ™t =) (T —wf ) ds =0
Q;

1<j<m
i#] Yij

/‘V( P | dx — Z )\Zj/ 2u —ul =) (uft = u ) ds =0

1<j<m

i#] Tig
/ |V n+1 un dl‘—{— Z )‘Z]/ n+1 ;l) — (u;1 - u?_l)) ((u?-‘rl — U?) + (U? - U?‘l)) ds =10
1<j<m
i#] Vij

pour avoir

/!V(U?H | dx + Z )\”/}unﬂ u’; } ds
Q;

1<]<m

= Z AZJ/!“ — 1‘ ds.

1<]<m

Pour 1 < ¢ < m, en sommant par rapport a n on obtient:

Y [Vt

n>1 1<z<le

SR / (Jog = = g =) ds

n>1 1<i#j<m

En sommant jusqu’a M entier positif

Z Z /‘V ntl _ o, n— 1)| dr = Z Z )\”/( —u?*1‘2_‘u?+1_u?‘2)d3

n=1 1<7,<77’LQ n=1 1<i#j<m ]
.7

0 M+1 M2
= E |u — U, ‘ —lu;  —uy .
1<i#j<m
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2.2. Analyse de la convergence de la méthode dans le cas continu

Donc la série est bornée i.e

> 2 /\V (upt —up )| da < C. (2.2.3)

n>11<i<mgy.

Si 0N 0N # @, d’apres (2.2.3) et I'inégalité de Poincaré, on déduit que :

Z Z / uptt — u?‘l‘Q de < C, (2.2.4)

n>1 lgigmﬂi

i.e (2.2.4) est vraie pour i € I;:

> Z/ |uptt —up P de < O, (2.2.5)

n>14i€h &
1

et d’apres (2.1.2) — (2.2.3) et (2.2.5) pour i € I on a

a n n— ? n n— .
Z (‘ on: ; (uj - Uj 2) + >\7,’j Huj — uj 2“3771.3') S C,] € ]1.
n22 Z] 0,75
d’ou
0 2 2 2 .
5= (W =) + A (wf —u ) < Cj el (2.2.6)
n=2 Y 0,7

D’autre part, d’aprés I’équation deux dans (2.1.1) on a

outt ou”
7 n+1 _ ] n . . .
I, + Aiju; = o, + Ajuj sur vy, V1 < j <m, j # 1. (2.2.7)
ou? . ou" 2 . » o
ons; + Aiju; b= (97;5 + Aiju; % sur Vi, VI < j<m,j #i (2.2.8)

apres, on fait une soustraction entre (2.2.7) et (2.2.8) et on applique la norme dans
L? (7;;) , pour avoir

2

9 n+1 n—1 n+1 n—1 9 n n—2 n n—2
— (™ =)+ Ny (w T — g = wy —uh ) 4+ Ay (u —
; Ong; ( ) i ( ) oy Ony, ( j j ) i j j )
et d’apres (2.2.6) , on obtient
9 2
B (™ — ™) 4+ Ay (uf T =t < C,iel. (2.2.9)
no1 1 OMhig 0,74,
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2.2. Analyse de la convergence de la méthode dans le cas continu

Donc, on déduit que

Z/ uptt — u?’1|2d:c < Ci€ .

On voit également que (2.2.9) — (2.2.3) , nous permettent d’énoncer le lemme ci-aprés

qui jeu le role de I'inégalité de Poincaré lorsque ¢ € Is:

Lemme 2.2.1 Soit w un ouvert, lisse dans RY avec v, un ouvert(relatif o Ow) qui est un
sous ensemble de 02 et X > 0. Alors, il existe une constante positive C' tel que

1 } (2.2.10)
H™2(vo)

ou
lullpae, < € { 1Vl + Ha_n Y

pour tout u satisfaisant

—Au =0 dans w.

Remarque 2.2.1 Pour plus de détails, voir la preuve de ce lemme dans ’article de P.L

Lions [11].

Revenons a la démonstration du théoréeme (2.2.1).

Preuve. Maintenant, On applique ce lemme pour ¢ € I3, on obtient

ZZ/ |uptt —up P de < C. (2.2.11)

n>1 i=1¢)

Etape 02:

n+1

On multiplie la premiére équation dans (2.1.2) par u;" , on utilise I’équation deux de

(2.1.2) et on intégre par partie sur {); pour tout i, n:

/V (up™ —uf™h) Vutde + Z )\ij/ (it —ul ' =20 ) uftlds =0 (2.2.12)

a 1<ji<m
On remarque alors qu’on peut écrire:
1 n+1 n—1 n+1 1 n+1|2 1 n—1 n+1
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2.2. Analyse de la convergence de la méthode dans le cas continu

et

1

§V (up™ —uf ) Vit = %V (™ = )V (™ =l

K3 K3

IV (= ; (V (= ) V)

7

=5 |v (it — | - 3 ‘Vu?_1|2 + %vu?—lvu?“ (2.2.15)
En sommant (2.2.13) et (2.2.15)

n+l _  n—1 n—i—l_l n+1|2 1
V (v uf ) Vu —2‘Vui |+2

K3 (2 (2

IV (uptt =) |* - % [Vur P (2.2.16)

2 (3

On fait la méme chose pour (uf*! —uf~! —2u?) uf™", on obtient

s 1 A1 I U I A Gy
—3 =P

On remplace (2.2.16) et (2.2.17) dans (2.2.12) et en raison de (2.2.11) que pour tout

1<i1<metn >0, on trouve:

/}vug+l|2d:p+ / it ds < C (2.2.18)
et
ZZ/W“ u?*ds < C. (2.2.19)
n>0 ];ﬁz
Etape 03 :

On sait que pour une série bornée, la limite de son terme général tend vers 0. Donc, en
raison de (2.2.3), (2.2.11), (2.2.19) que v/ — u"' — 0 dans Hz (vi;) € L* (745), pour

n—oo

tout 1 < i # j < m. L’inégalité (2.2.18) implique immeédiatement que (u

n
3

), est bornée
dans H! (£2;) pour tout i, 1 < i < m. En utilisant les propriétés des espaces de Hilbert,
on peut extraire de toute suite bornée une sous suite (u?’“)nk qui converge faiblement vers
u; € H 2 ('yij) C L? (”yij) et puisque la limite est unique, alors u]' aussi converge vers u,;.

Ainsi, u; satisfait 2.1.1, donc on a

i =y sur v,;, V1 <i#j <m,
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2.3. Amélioration de la convergence de la méthode de Lions (Deng [5])

et
8ul~ . an

anij 8nij

dans L? (’yij) V1 <i#75<m,

de plus

u; = g, , V1 <i# 5 <m.

Pour le reste de la démonstration voir 'article de P.L. Lions [9]. =

2.3 Amélioration de la convergence de la méthode de

Lions (Deng [5])

Dans cette section, on continue une recherche systématique sur les propriétés de con-
vergence du procédé itératif (2.1.1) pour la méthode de décomposition de domaine sans
recouvrement et on remplace 'opérateur de Laplace —A par un opérateur général L, i.e.

on généralise le probléme (1.1.1) comme suit :

Lu = f dans 2

(2.3.1)
u=0 sur dQ
ou f € L*(0), et
0 ou
Lu = _Za_xk (akl (x) 8_561) + ap () u. (2.3.2)

ag (r) € L™ () est non négatif, et ay () sont définis symétriques et uniformément

positifs c-a-d, il existe une constante § > 0 telle que :
> an (x) G¢ > BI¢7 V¢ € RY sur Q. (2.3.3)
k,l

La formulation faible associée a (2.3.1) est

a(u,v) = f(v)g, Vv € Hy (Q) (2.3.4)

ou

u € Hy (Q) (2.3.5)
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2.3. Amélioration de la convergence de la méthode de Lions (Deng [5])

a(u,v) = / (Z agy () g—;g—; + ap () uv) dz,

Q )
fqg = [ fude.
/

On vérifie facilement que la forme bilinéaire a (.,.) est continue et coercive et que
la forme linéaire f (v), est continue et par suite, par application du théoréme (1.1.4)
(Lax — Milgram), on déduit que le probléme (2.3.4) admet une solution unique dans
H;j (Q) qui est aussi solution du probléme (2.3.1) au sens faible.

On utilise toujours la condition de type Robin aux limites et on définit alors le procédé
itératif suivant basé sur la décomposition sans recouvrement de domaine comme suit (voir

Deng [5]):

Lu} = f dans €,
oul n n . . .
an; T A = giy sur v, 1 < g <m,j # (2.3.6)

n __
u? =0 sur I,

avec gy; € L? (%j) (1 <i+# j <m) une donnée initiale, \;; = \;; > 0, la mesure de

l(-Jl-), n? n(N)) est la normale extérieur unitaire de

7,; est strictement positive, n;; = (n ij o e g

0Q; sur v,; et la dérivée normale % € L? (’yij) définit par
ij

6u (’)u (k) . .
=> (W (2) a_:c,> n;’ 1<i#j<m (2.3.7)

3nij ol

Pour améliorer cette méthode, Deng [5] a traité le probléme de calcul de la dérivée
normale & chaque itération dans la méthode proposée par Lions [11]. Il a introduit une
technique de relaxation pour éviter de calculer les dérivées normales a chaque itération,
comme suit :

gt =2 ul — g sur vy, 1<j <m,j#£i (2.3.8)

Cette nouvelle formulation du probléme, nous permet davantage d’appliquer cette

méthode aux problémes de discrétisation.
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2.3. Amélioration de la convergence de la méthode de Lions (Deng [5])

La formulation faible associée au probléme (2.3.6) est

Z )\”/u vds = q + Z /ngds Yo € HE (), (2.3.9)

1<5<m 1<]<m
J#i i j#i i

avec le renouvellement pour n > 0

gt =2X\ul — gy dans L? (y,;) 1<j<m,j#i (2.3.10)

I1 découle de 'équation deux dans (2.3.6) et (2.3.8) que :

O n+1
aUZ +Agurtt = grt (2.3.11)
nij
ou’
= 2 — (5L A (2.3.12)
ij
ouy
= o + Aijuj sur v,

La manipulation formelle ci-dessus (2.3.11) montre que le procédé itératif (2.3.6) et (2.3.8)
est essentiellement équivalent & la méthode de Lions pour les problémes continus.

Pour étudier la convergence de cette méthode on a besoin des notations suivantes :

up = wg,, U= (Ui)cicp € HH% (), (2.3.13)
i=1
ul = ujg,,u" = (u?)lggm € HH%l (), (2.3.14)
e’ = u'—ue" = ()., = —w) __ € H HE ( (2.3.15)
P = > / 957 45,9 = (G )1<issem: (2:3.10
1<z7éj<m

lolfa = Z oill? g, v = (vi) € HHR (62:), (2.3.17)
i=1 =1

a(u,v) = Z a; (u,v),u=(u;),v=(v;) € H H%i () (2.3.18)
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2.3. Amélioration de la convergence de la méthode de Lions (Deng [5])

telle que e est 'erreur a I’étape n, satisfait le probléme suivant:

Le} =0, dans §;

Oel n n . . .
g T Aije; = gy sur v,;, V1 < j <m,j # 1,
e =0 sur I,

avec le renouvellement pour n > 0

QZH = 2)\ije — gj;, sur v,;, V1 < j <m, j # 4,
La formulation faible associée a (2.3.19) est

Z )\,]/e vds = Z /ngds Vv € H1 (),

1<5<m ] 1<g<m
J#i J J#i Vij

Pour v; = e} € Hf. (€;) dans (2.3.21), on obtient

z ’ z Z / glj >\1J€1 nds

1<]<m ]
AL Vi

Gl = {UQk, tel que Mk > 0}

Gri1 = {UQ, tel que mes (09, NG,) >0, U NG, =2 VI <r}

ot My, = mes(9§2 N ONY).

g = (gfj)lgjﬂgm,k:n,n—l—l,

alors on a
)P = (llg")2 - da (e, e

Il
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(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

(2.3.24)

Lemme 2.3.1 Soient ", gf; et gl;rl définies comme dans (2.8.15) et (2.53.16) tel que:

(2.3.25)



2.3. Amélioration de la convergence de la méthode de Lions (Deng [5])

Preuve. On a d’apres (2.3.20) — (2.3.22) et (2.3.18) que

o™ = / " as

P> /«m b1 Y Y [ ne) as

1<z;£]<m 1<j<m 1<z<m

e Vij
= lg"II* -4 Z a; (€j,€})

1<5<m
= lg"|II* —4a (e",e")

ou \;; = Aj; > 0. Alors (2.3.25) a été démontré. m

Ce lemme est la clé pour démontrer la convergence du théoréme suivant:

Théoréme 2.3.1 Soit u € H} (Q) qui satisfait (2.5.5), une solution de (2.3.1) et soient
up € Hp () (i =1,2,...,m) les solutions de (2.3.6) - (2.3.8). Alors pour tout g; €

L2 (’yij) on a:

2

"~ ull = (Z o - uz-uim) —0, (2:3.26)
=1

ou u",u; et |||, o sont définies dans (2.5.14),(2.5.13) et (2.3.17) respectivement.

Preuve. Grace au le lemme (3.2.1) pour M entier positif

Satene) = (11 [l ) 2327

On trouve d’aprés (2.3.19) et (2.3.27) que :
a(e",e") = Za (el el') = 0, n — o0 (2.3.28)
i=1

lefllg < CVn=0i=1Im (2.3.29)

Si ag () > Cp > 0, on obtient a partir de (2.3.3) et (2.3.28) que

m
2
||€n||1,9 = (Z ||€?||1QZ> — 0,n — o0
i=1

N
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2.3. Amélioration de la convergence de la méthode de Lions (Deng [5])

L’étude du cas général exige le choix de g (z) = 0 avec l'utilisation de (2.3.3) et

(2.3.28) on aura:

IVeillpo, — 0,mn— oo, pouri=1,m. (2.3.30)

el = Osurly;Vi,Q; C Gy. (2.3.31)

7

D’apres (2.3.30)-(2.3.31) et I'inégalité de Poincaré

lefll1q, < CIVelllgq, — 0,n — 00, Vi=1,...m,Q; CGi. (2.3.32)

Gréce a (2.3.32) et le théoréme de trace (1.1.1), on obtient, pour tout 4, ; C Gy

leillg,, — 0:n—00,1< j <m (2.3.33)
oY j#i
et d’apres (2.3.21), (2.3.28) et (2.3.33) on obtient, pour tout i, Q; C G;.
i, —0n—00,1< j <m (2.3.34)
Vig i
Maintenant, on considére le cas ot ; C Go,1 <i<m:

En raison de (2.3.10), (2.3.33) et (2.3.34), on peut avoir
”9%“07.. — 0,n — 00,V4,Q; C Gy, (2.3.35)
Par conséquent, prenons v € Hf: (€;) tel que

ey sur v,;,Vj, 8 C Gy
v =
0 ailleurs sur 0€);

Dans (2.3.21) et en employant (2.3.28), (2.3.29) et (2.3.35), on obtient pour tout

i,Qi C Gy

||6?||07»y.. - O?” - OO,Vj, Qj C Gl- (2336)

De la définition du (2.3.24), pour 7, ; C G, 3j\2; C G1, avec mes (%-j) > 0. Donc,

d’apres (2.3.30), (2.3.36) et I'inégalité de Poincaré, on obtient

lefll g, < C [ IVellog, + D llefllo,, | = 0:n — 00,0, C Go
QjCGl
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

Par le méme raisonnement, on obtient les méme résultats dans le cas de G,,r > 3 :

||€?||1,Qi <C HVG?HO,Qi + Z ||€?||0,7ij —0,n — 00,1, C G,.
Q;CGr_1

Remarque 2.3.1 Cette méthode a plusieurs avantages. D’abord, le procédé itératif est
tres simple. En second lieu, contrairement a d’autres procédures, il n’a pas besoin de
résoudre des problémes globaux. Ainsi le procédé itératif est fortement paralléle et on n'a

pas besoin de calculer les dérivées normales a chaque itération.

2.4 La convergence de cette méthode dans le cas dis-

cret

En 1990, Lions [11] a utilisé la condition de Robin sur les interfaces communs d’une
décomposition sans recouvrement pour une décomposition en plusieurs sous domaines. En
1997, Deng [5] a continué la recherche dans cette direction. II utilise des fonctions g;; €
L? () qui remplace la condition aux limites précédente, cette derniére permet I’avantage
d’éviter le calcul la dérivée normale & chaque itération.

La recherche concernant le taux de convergence de cette méthode sur plusieurs sous
domaines est trés active. Le taux de la MDD de Schwarz avec un petit recouvrement
a été obtenu par Brenner et Dryja & al. [2]-[7] de lordre de 1 — O (hH ') pour la
version additive et multiplicative. Le taux le plus petit de la MDD sans recouvrement a
été obtenu par Qin et al. [15]-[14] en 2006-2008 de 'ordre de 1 — O (h%H’%> ou h est

le pas du maillage et H est le diameétre des €2;.
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

2.4.1 Position du probléme approché et discrétisation par élé-

ments finis
Pour obtenir une approximation numérique de u, on considére le cas particulier suivant :

—Au+ apgu = f dans §2
u=0 sur 012,

du probléme (2.3.1) ol g est une constante positive et f € L? ().

On va présenter quelques résultats de convergence de cette méthode dans le cas discret
en se basant sur les articles [14] et [15]. Alors, on a besoin d’introduire une triangulation
7, de Q, a I'aide de triangles fermés t;, € 7, de diamétre : diam(ty) < hy.

On construit 'espace des éléments finis V* C H} (Q) (V" est conforme) de dimension
finie Vj,(nombre de noeuds internes ou degré de liberté), dont (¢y, s, .., @y, ) est sa base.
Dans le cas ot V" est non conforme alors on considére V" I’espace des éléments finis de
Grouzeix-Raviart sur 7. Les fonctions de V" s’annule & chaque noeud N, sur la frontiére
Q.

Si V" est I’espace conforme, N, contient tous les noeuds intérieurs des éléments finis.
Si V" est non conforme, N;, contient tous les barycentres des éléments intérieurs t;.

En outre, nous supposons que la décomposition de domaine n’a aucun “cross point”

si VP est un espace conforme. Un “cross point”

est un point qui appartient a trois sous
domaines et plus.
Soit Vlh:V‘g Définir Vio’h C V' dont les fonctions s’annulent & chaque degré de

__ dont les fonctions s’annulent & chaque

. 2 A 1 O’h h
liberté sur 0€2;. En plus, on définir V;;" C VEUQj

degré de liberté sur 0 (ﬁl U Q_])

Apres, nous définissons les deux espaces T; et Tj; sur J€2; et ,;; respectivement. Si Vh
est un espace conforme, nous définissons 7T; = ‘/i?HQi' Si V" est un espace non conforme,
nous définissons 7; pour étre un espace des fonctions constantes par morceaux sur la
triangulation 7aq,, oll Tan, = Thao, 00 En outre, soit Tj; = Ti]%j I’espace conforme ou

non conforme.
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

Si ’espace est conforme, alors on utilise les normes de H' et L2, sinon on utilise les
normes |.

Lho H”lh ou

2 2 2 2 — 2
ol = 32 [ 190 0l = ol + 2 ol

t,€Th t;

On introduit r;,7;; deux opérateurs de restrictions définies sur 9§2; et ,; respective-
ment, si V" est conforme :

. {/h .1k
rz‘/; _>7—‘7,a rl]‘/z _)j-'l]a

b — b — ok
TV = Vjjaq, » TijVi = U -
Sinon
ri VI — T,
h — b
rivy =07 (0k) Vg, € Ton,,
Z‘ kag;
ol by est le barycentre de t,,, tk|an Con et
? ()
r. VP ST
ij - Vi (7R
h h
iU =1
() (2 I ,Yl‘]?
Ainsi, on définit s;, s;; des opérateurs linéaire
s; o T, — V;h
N wl, noeud sur 99
0, autres noeuds
s T — VP
ij - Lij i
h
_— w;;, noeud sur 7,

0, autres noeuds

h h h h A
Notons que ;v # Vilaa, » SiWilaq, # w;' en général. Cependant

ol — sl € VO (2.4.1)

et
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

siry = Idy, sijry; = 1d;; (2.4.2)

sont des opérateurs d’identité sur 7; et 7;; respectivement. Par (2.4.2), nous savons
que 7; et r;; sont surjectifs. En outre, nous avons le lemme suivant. La preuve de ce

lemme est dans [15].

Lemme 2.4.1 wa‘j € T;;,3 Uf‘j € Vig’h tels que 'rl-juh‘ = wh

i i, ou la mesure de v;; i # j

est strictement positive.

Donc on considére le probléme approché suivant

—Au" + agu” = f dans Q

(2.4.3)

u =0 sur 99,

La formulation variationnelle associée a (2.4.3) est
a (uh,vh) =f (vh)Q ol e v (2.4.4)

ou

a (uh,vh) = Z Vu'"vo + ao/uhvhdx,

tkeThtk
f(vh)ﬂ = /fvhdx.
Q

On définit le procédé itératif suivant basé sur la décomposition sans recouvrement

comme suit

h h .
—Au;"" + qu” = f dans Q;,1 <i<m
8u?’h’

G A =gl sur 1< <mj £, (24.5)
" =0 sur 'NoQY =T,

ou
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

gfj’h = 2)\iju§"h = g;-lz-’h sur v,;,1 < j <m,j # i,
est le renouvellement sur l'interface v,; pour n > 0, A;; = Aj; > 0 (Aij est un parametre
d’accélération), g € L? (7;;) (1 <i# j < m) une donnée initiale et la mesure de ~,; est
strictement positive.
La formulation variationnelle discréte associée a (2.4.5) est

a< h) 3 /\”/ mh hds—/fvhdx+ 3 /g” vds,

1< j <m 1< j <m
S Vij S LS (2.4.6)
’ - n7h 7 - - .
gij =2\ju;" — gy sur vy, 1 < g <m,j # i
ot u™" vh e H Vh.
1<i<m

2.4.2 Le taux de convergence de I’approximation par éléments

finis

Pour chercher un taux de convergence de ce procédé itératif discret en fonction de h et

H, on a besoin d’introduire une définition, un lemme et un théoréme suivants :

Définition 2.4.1 Soit u" la solution approchée par éléments finis sur Q et u™" est la

solution approchée par éléments finis & la n'*™¢ itération du procédé itératif. Si on a

[um — || < CA™ |[u®h — | (2.4.7)

ot ||.|| est une norme, A € [0,1) et C est une constante indépendante de n, alors (2.4.7)

est la convergence géométrique et A est le taur de convergence.

Remarque 2.4.1 Il est optimal s’il est indépendant de h et H.

Lemme 2.4.2 Soient r;; l'opérateur de trace et s;; un opérateur linéaire de trace inverse

alors on a les inégalités suivantes

HrijvthO . S OHUH'\/WH vvzh e‘/;h

Vi

sl < CHE bl v € Ty
J110,9Q; J 0,y J

‘Sijwlhj‘l,ﬂi < Ch™2 Hw Vw € T
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

ou C' est une constante générique indépendante de h.

Preuve. Pour démontrer ces inégalités de trace, on utilise des calculs direct et des

inégalités inverses, voir [15]. =
Théoréme 2.4.1 Si le diamétre de chaque Q;,1 < i < m est O(H), alors Vol € V' on a

<CH ||v

o e,

Mlloss.

ot C' est une constante générique indépendante de €);.
Le théoreme suivant indique 'existence de gzhj € Ti;.

Théoréme 2.4.2 Si u" est la solution approchée de (2.4.4) dans Q,N\i; = Nji > 0 et

ul = uh, alors Elgihj € T;; telle que

uf, of) + ) Ny / olds = / fopdz+ ) / glvlds, (2.4.8)

1<5<m 1<j<m
J#i jA Vi

de la forme

m
v o b (o ok h h
ou v" = (v], vy, .., ) € HV; :
Preuve. Pour démontrer [’existence de gzhj on utilise théoréme représentation de Riesz

et lemme (2.4.1). La preuve du théoréme est détaillé dans [14]. m

Maintenant, on définit les erreurs

(2

nh __  nh h h nh _ nh h
e, =w " —ul €Vitet B =g — g1 €Ty (2.4.10)

ol

ds.E = (Eij)lgi;éjgmﬂ (2411)

2
> / By

1<z7éj<m
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

e, Derreur a I’étape itérative n, satisfait

—Ae?’h + aoe?’h =0dans 2;,1 <i<m
h — EZh sur v,;, 1 < j <m,j # i, (2.4.12)

154

nh
e;” =0 sur I},

E”h sur v,;, 1 < j <'m, pour n >0, (2.4.13)
JF#i

avec E?j’h cL? (’yij) (1 <i# j <m) une donnée initiale, A\;; = A;; > 0 et la mesure de

1,h
D
7,; est strictement positive. La relation (2.4.13) est le renouvellement pour n > 0.
L’erreur ™" satisfait le probléme variationnel suivant

o Y S g fatas= Y [Epteas

1<i<m 1<5<m 1<i<m 1<j<m
J#L Vi JA Vi

E”+1 h 2)\Ueyh E]”Zh sur 75,1 < j¢< m.
jF#

ou e™" vl e H‘/;h

1<i<m
L’obtention du taux de convergence A = 1 — Ch2H™? est selon le théoréme suivant

Théoréme 2.4.3 Si \;; = \j; > 0,V4,5,% # j, alors les résultats de convergence du

probléme variationnel sont

a (emh’enh éll
. c ’
< i e
max(A\"Zh72 + N2 Hz, A~ 2h2a +ATH- 2oy )2
En particulier, si ag = 1, nous choisissons
A=0 (h’%H’%) , (2.4.14)

pour avoIr
I < [1 - cmingrt et b))

Siag € [H2 h™?], Choisir le méme X\ que dans (2.4.14), pour obtenir

[l )l[* < (1-cnir=2)" |

ot C est une constante générique indépendante de h et H.
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2.4. La convergence de cette méthode dans le cas discret

Preuve. La preuve du théoréme est dans [14]. =

Remarque 2.4.2 Il n’est pas difficile de prolonger les résultats en cette section aux prob-

lemes elliptiques de deuxiéme ordre plus général (comme on va le faire en chapitre 4).
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CHAPITRE

Méthode de

décomposition de

domaine généralisée avec
recouvrement (MDDGR)

dans le cas continu

Dans ce chapitre, on étudie la méthode de décomposition de domaine généralisée avec
recouvrement (MDDGR) appliquée a probléme (2.3.1). La convergence de la décom-
position sans recouvrement a été détaillée dans le chapitre précédant. Puisque dans
plusieurs cas on est amené a utilisé des discrétisations uniformes sur les sous domaines.
La décomposition avec recouvrement nous permet d’utiliser des domaines simples adapté
a la discrétisation uniforme voir la figure original de Schwarz (figure 0.0.2). Le but main-
tenant est de montrer la convergence de cette méthode dans le cas continu. On applique
une idée similaire a 'idée de Deng [5].

Dans [11], Lions note la possibilité d’appliquer la condition de Robin sur les interfaces
artificielles pour la MDDGR sans faire des détails. Engquist et Zhao [8] ont appliqué

cette idée sur une décomposition d’'un domaine simple en deux sous domaines (rectangle,
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3.1. Description de la MDDGR

Q, Q, Q;
QB Qg Q4
Q; Q¢ Qs

Figure 3.0.1 : Exemple de DD avec recouvrement en plusieurs sous domaines

cercle) pour utiliser I'analyse de Fourier. Notre but est d’utiliser la méme idée pour

plusieurs sous domaines m > 2 (Figure 3.0.1).

3.1 Description de la MDDGR

Soit © un ouvert born¢ dans RY. On décompose 2 en un nombre fini m (> 2) de sous

domaines €24, ..., {),,, on suppose que :

Q=0 U..UQ,
ou €2; sont des ensembles ouverts dans R, v, (7;;) est 'interface entre Q; et €; (€2 et €; )
respectivement, et que (; = ; N Q; # J, tel que v;; = 9 N L (%-Z- =, N8 ) :
On considére le probléeme modele (2.3.1) définit sur . On définit alors le procédé

itératif suivant basé sur la décomposition avec recouvrement comme suit :

Lu?! = f dans ;,,1 <i<m

oul n n . . .

oy T i = giy SUr YV £ Vi L <7 <myj #1, (3.1.1)
u =0 sur 'NnoQ; =T,

g?jﬂ = 2)\ijU§L - 9;‘12' Sur i o Vij # Yjis 1<j<m,j#i (3.1.2)
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3.1. Description de la MDDGR

avec g?j c L? (”yij) (1 <i# j < m) une donnée initiale, \;; = A;; > 0 et la mesure de Yij
est strictement positive. La relation (3.1.2) est le renouvellement pour 1'étape n = 0. A

partir de I’étape n > 1, on utilise le renouvellement suivant
QZH = 2)‘ij (U;Z - U?_l) + g?j_l SUur ¥;; o Vij # Yji> 1<j<m,j#1. (3'13)

La formulation faible associée au probléme (3.1.1) est

+ ) Am/u vds = + ) /gmvds Vv € HE (), (3.1.4)

1<5<m 1<]<m
J#i ij jA Vid

Si on pose

gy = 2N — gj dans L* (v )iy # vy L <G < maj £,

donc

gZH = 2X\juj —gj; sur vy

2 9
u uy | sur v,
1] %y (f‘)nﬂ Ji '7”

7.1
= 2)\juj — 8% — Ajiuj sur ;.
Si Aij = Aji > 0, les interfaces sont paralléles i.e. v,;;//v; = a%ﬁ = 83” on a
ou?
+1_ 94
g5 = I + Aijjuj sur ;.

Alors d’apreés ce qui précede, on peut prendre quand n > 1

gg—&-l = 2X\juj — gj; sur v
= 2\juj — (ZAiju?_l — g?j_l) sur ,;
= 2X\; (u? — u?*l) - g?jfl sur ;.

Ce qui montre la relation entre la formulation avec des conditions de Robin avec la

formulation avec relaxation.
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

3.2 Etude de la convergence de la MDDGR dans le
cas continu

Maintenant, on veut démontrer la convergence dans la norme H! de la procédure

itérative (3.1.2)-(3.1.3) et (3.1.4) pour n’importe quelle valeur initiale ¢Y; € L? (,;).

L’erreur e est 'erreur a ’étape itérative n, satisfait

Le?! =0, dans ©;,1 <7 <m,

Oel n n . . .

sz + Aijeit = G5 SUur %5744 # Vi1 <7 <m,j # 1, (3.2.1)
ei = 0 sur I',

pour n = 0, on utilise le renouvellement suivant sur l'interface v,;

QZH = 2Xij€] — gj; SUr Yy, Vi F Vo L ST S m, g # 4 (3.2.2)

et pour n > 1, on utilise le renouvellement :

QZH = 2 (6? —e )+ gznj_l SUr 5, Vi F Vi 1 S J < m,j # i (3.2.3)

On a employé gj; a la place de gj; — (6‘% + )\jiU). L’expression d’équations (3.2.1)
satisfait le méme type d’équations que (3.1.1) mais avec f = 0. Pour n’importe quelle

valeur initiale g?j, la formulation faible habituelle est

+ >N / efuds = ) / grvds,Yv € HE, (). (3.2.4)

1<j<m ] 1<j<m
J#i i i#i i

Si on prend v = e' € Hyp, (€;) dans (3.2.4), on obtient

i ’L7 ’L Z / g’bj ’L] ;:L nds (3.2.5)

1<]<m
JAL Vi

Pour démontrer la convergence de ce procédé itératif, on a besoin du lemme suivant :
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

Lemme 3.2.1 Soient ", g% ! et g”Jrl définies comme dans (2.3.15) et (2.8.16) tel que
ij

9" =(95),cipyem k=n—1n+1

alors on a

g™ H1* = g™ I - 45w (3.2.6)

ou

S = Y / g (€] —er™) + g7t (ef ' =€) ds. (3.2.7)

1<z7éj<m .

S, — 0. (3.2.8)

Preuve. On a d’apres (3.2.3), le renouvellement pour n > 1 est donné sous la forme
QZH =2\ (6? - 6?71) + 9;}71 Sur i o, Vij £ Vi 1<j<m,j#i.

on applique la norme (2.3.16), on trouve

gl = / e Pds= Y / 20 (e — ) gn 1P ds

1<z;é]<m 1<17é]<m
/\12 n— Z _ n—
=l s S Pl -, 4 Y -,
1<i#j<m ~ Y 1<Z;ﬁ_]<m
= P e [ e - ) - s
1<z7é]<m,y.
= [l -4 Y / o6 =) g (@ = s
1<z;£]<m ]
= |l II* - 45..

On sommant par rapport & n on obtient

S5 = 25 (Il 1F)

= 1P+ g I = g™ I = g1,
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

M
Puisque Z S, est bornée alors la limite de son terme général
n=1
S, — 0. (3.2.9)

Théoréme 3.2.1 Soit u € H] () satisfaisant (2.3.5) une solution de (2.5.1) et soient
up € HE () (i =1,2,...,m) les solutions de (3.1.1), (8.1.2) et (3.1.3). Alors pour tout
g?j cL? (%-j) on a

2

n n 2
lu® —ully o = (leui —uilll,g%) -0, (3.2.10)
i=1
ot u”, u; et |||, o sont définies dans (2.3.15),(2.5.14) et (2.5.17) respectivement.

Preuve. Notre but est de démontrer que

0= (Z He?Hf,gi> =0 (3.2.11)
=1

NI

lle”™ Iy

D’apres (3.2.3), on a
gZH =2\ (e? - e?il) + gf{l sur v;; -

gg-l-l + 2>\1] j /\’L] 7 - gz] SUI‘ ,yij :

On applique la norme de L? (%-j), on obtient

=g + 226} lo,, = 2™ = 57

J H ”YLJ 072]

- 4)‘2 H P 1H0,’y +|gm

— AN (ef gl

HO:%’]’

Puisque \;; = Aj; > 0, on divise I'égalité par \;; et en sommant sur j,1 < j <m

1 2 2
n+1 n n—1
=g+ 2xeglly, = 4 D2 Auller M, + Do —H '
Z /\i] 9 75 110,y i 0,7, 0,735
1<5<m 1<j<m 1<j<m
J#i J#i J#i
§ n—1
_4 <€ 7gz] Y
1<j<m
J#i
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

d’apres (3.2.5), on obtient

1 n | T el m—
YOIl RGREE] D DI wl L R I G e R

1<j<m =Y 1<j<m
J#i J#i

en sommant sur 7,1 <i <m

Z Z N H_gfj—i_l + 2)\U€] HO,'yZ Z Z . j_l||§7’Yij N 42 @i (e?_l’ e?_l) )
1=1 1<]<m i1 1<j<m —
J#i jon
i.e
[l I~ 4a (e ) > 0,
d’ou
SEERN NI
ale e ™) < 11l I (3.2.12)

Ainsi, d’apres le renouvellement (3.2.3), on a
QZH = 2\ (e}1 — e?_l) + g?j_l sur v,
= 2\je; — (2)\ije?_1 — gfj_l) Sur y,;
= 2\ €} — g sur ;.
i.e

noo__ 2/\ n—1__ n-—1 N

9ji = 2Aij€; Gij ~ Sur 7

g5 — Mged T = Ner Tt — gt

On multiplie I'égalité par €', on obtient
_ 1\ 2 Z1\2
grei =X (e ) = Ay (e ) — g e

On integre I'égalité sur ~,;; et on somme sur j,1 < j < m,j #i

Z / gﬂ )\”@" 1) P lds - _Z/ gzy 2] ?71) eznilds
i Vi

1<j<m 1<j<m
J#i ij J#i ij

= —a(ef el ) <o,

)
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

i.e
1<]<m ’

Z/ gh — digep ) eflds < 0. (3.2.13)

Puisque (3.2.13) est négative et v;;//7;, |%-j} = |%‘i| , alors le signe de l'intégrale reste

toujours négatif si on integre (3.2.13) sur v,

Z/gﬂ Aijel el tds <0, (3.2.14)

1<]<m

Yji

on somme (3.2.14) sur i,1 <7 <m

Z (g — Nijer ™ Hertds <0, (3.2.15)

1<i#j<m
<i#g< Vit

et on a aussi d’apres le renouvellement (3.2.3)
QZH =2\ (6? - 6?_1) + g?j_l Sur ¥, Vij # Vil <J<m,j # 1,

i.e

n+1 _ n—1
9ij 2)\Ue] gw —2)\1']'6@- sur ;.

On applique la norme de L? (%j) aux deux cotés de 'égalité
N
g Mo, + 45 lef o, =42 (o) = Nlai g, + 485 ler s,
—4; (gi e
Puisque A;; > 0 on divise I’égalité par \;; et on somme sur 1 < ¢ # j < m, on obtient

oI = 43 / a5 xeeas = [l -4 Y / g = el s

1<z;éj<m B 1<z;ég<m -

I = o+ 0@ty = 4% [ = xuepiepas,

1<17é]<m B
'L
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

d’apres (3.2.15), on a

g™ 117 = 1llg" I +4a (" em) <o,
—4S,, + 4a (e”_l, e”_l) < 0,
le.
a(e" e <8,
Donc d’apres (3.2.16) et (3.2.9), on obtient
lima (e",e") = lim Za (el el') =0,
i=1
et d’apres (3.2.16), on a
45, = 0,
g™ 11" < oI

i.e. S, est une suite décroissante positive.

On veut démontrer aussi que

1 2
im [llg"|* = T > =il =
A [llg” I’ = lim, g il = 0

1<izj<m

On a d’aprés le lemme (3.2.1)

g™ H1* = g™ I - 45n.

Puisque [[|g"+]||* < [lg"~"[[|*, on divise I'égalité par |||g"~"|||”
n+1112 45’
[ [ S
[lg™=1]l] [lgm=HII" + 1
ou
] 45, _
g I* +1
Donc )
n+1
[Fas S
g™ 1l]

o7

(3.2.16)
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

On général on peut écrire

My, X My_1 % ... x My |||¢°]||*, sin est pair,

lg™II1* =

M, x My_y % ... x My |||g"]|”, sin est impair,

telles que
48 48,
1= 0—21 et My = 1—22
Hg®llF” +1 g™ +1
Donc
' - Tim My, X My oy X oo X My lg°ll1> = 0, sin est pair,
Tim [[lg" | =

lim M, x M,_1 x ... x My |||g*]]|* = 0, si n est impair.

n—oo

i.e. (3.2.18) est vérifice.

Maintenant, a (.,.) est coercive, I > 0 telle que
2
pllefllig, < alef,€)

1771

alors, pour ag (z) > Cy > 0 et d’apres (2.3.3) — (3.2.17) on obtient (3.2.11).
En général, o (z) = 0, d’aprés (2.3.3) — (3.2.17) on trouve

IVerllga, —0- (3.2.19)
Ainsi, pour tout i,€; C Gy
el =0, sur I'; (mes([;) >0),

et

2 2 2
lei' ., = IVeilloq, + llefllog,

d’apres (3.2.19) et Iinégalité de Poincaré
le} ]I} g, < ClIVelllgq, — 0,¥4,9 € Gi. (3.2.20)
Donc, d’aprés (3.2.20) et théoreme (1.1.1), on a

lerlle, —0,1<j<m,j#i. (3.2.21)
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3.2. Etude de la convergence de la MDDGR dans le cas continu

Pour tout ¢,9Q; C Gy, d’apres (3.2.5), (3.2.17), (3.2.20) et (3.2.21), on obtient
lg5lls., =0 1< <mj#i (3.2.22)
ou on peut déduire directement de (3.2.18) pour tout i,€; C G4

lgillon, =01 < <mj#i. (3.2.23)

n—oo

Ainsi, d’aprés (3.2.18) pour tout ¢,; C Ga, on trouve
\Wwaﬁgglﬁjémd%d (3.2.24)
d’apres (3.2.5), (3.2.17) et (3.2.24) pour tout 7,; C Go, on a
lim [lef|l5, =0.1<j<m,j#i (3.2.25)

Soit v € Hy, (€;) telle que

el sur v,.,7,Q0: C G
B B A A (3.2.26)
0 ailleurs sur 0f);

Pour tout 4,Q; C Ga, 37,Q; C Gy tel que 052, N§Y; # @, alors on a d’aprés (3.2.19),
(3.2.25),(3.2.26) et I'inégalité de Poincaré, on obtient

2 2 2 .
le 1o, <C {IVellog, + DNl | =00 c G (3227)
QjCGl

En général, pour tout ¢,); C G;,l > 3 on a

2 2 2 .
e} I} q, < C | IVellion, +_ llefllos, | = 0,4, c G (3.2.28)
QjCGl_l

D’apres ce précede, on conclut par ce corollaire

Corollaire 3.2.1 Sous les conditions du théoréme (3.2.1), nous avons

" ou

g5 est défini dans (3.1.2) — (3.1.3) .

2
—0,1<j#i<m. (3.2.29)

n—oo
0,745
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CHAPITRE

Méthode de

décomposition de

domaine généralisée avec
recouvrement ( MDDGR)

dans le cas discret

On commence ce chapitre par la représentation numérique de la solution u du probléme (2.3.1)
et on donne sa formulation variationnelle, pour cela, on utilise la méthode des éléments
finis sur les sous domaines. On passe aprés a I’étude de la convergence dans le cas dis-
cret (discrétisation par éléments finis conformes). L’objectif principal dans ce chapitre
est d’obtenir un taux de convergence A = 1 — O (%)2 qui dépend de H et h ou
A= O(H %h_%) est le parametre d’accélération. On utilise I'approche de la méthode
d’énergie et des inégalités inverses pour l'estimation. On constate que Pour faciliter

I’application de cette méthode aux problémes de discrétisation, on utilise une technique

de relaxation pour éviter les calculs des dérivées normales dans 1’algorithme.
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4.1. Position du probléme approché et discrétisation par éléments finis

4.1 Position du probléme approché et discrétisation

par éléments finis

Pour obtenir une approximation numérique de u, on remplace le probléme (2.3.1) par un

probléme approché. Alors, on a besoin d’introduire une triangulation 7, de ©, a I'aide de

triangles fermés t;, € 75, de diametre : diam(ty) < hy.
h = max(hy,).
H : le diamétre de chaque ();.

On construit I'espace des éléments finis V" C H{ (Q) de dimension finie N}, (nombre

de noeuds internes ou degré de liberté), dont (¢, ¢y, .., @y, ) est sa base. Donc

Vh = {Uh € CO(§>,Uﬁk = Pl,l = 1,_3, Vtk - Th’fuﬁ_‘ = 0}

L’approximation «" de u dans cette base s’écrit sous la forme suivante

Np

W= ule
k=1
ot, uf sont les valeurs aux noeuds de la triangulation et V;* = V‘g tel que
VP ={o" e V() \uf, =0}
Soit 4" la solution du probléme approché suivant

Lu" = f dans Q
w=0 surl
tel que f € L*(Q) et L est un opérateur défini par (2.3.2).

La formulation variationnelle associée a (4.1.2) est

a (uh,vh) = (f, vh) Yot e vh

ou, on a
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4.1. Position du probléme approché et discrétisation par éléments finis

8uh ov"
aq (uhavh) = / (Z Oékrl axk 81‘1 + g (Jj) uhvh> dmv
(f,'vh)Q = /fvhdx.
Q

On travaille dans un espace conforme V/* C H} (€2;), on lui associe la norme |||, o
’ T
et la semi norme |.| 1 q,.

On définit le procédé itératif suivant, basé sur la MDDGR comme suit :

On note par (u?);<;<m, la solution de ce procédé dans Q;,1 < i < m, ala n'®™° itération,
on a
Lu”’h =f dans Q;,1 <i<m
o' h n . . .
anz + )\lju = gigjh Sur 7v;;,7Yij # Vil < g <myj # 1, (4.1.4)
u?h =0 surI'noQY; =T,
n b n,h n,h .
Ve

avec g?]fh € L? (%j) (1 <i# j < m) une donnée initiale, A\;; = Aj; > 0 et la mesure de v,;
est strictement positive. La relation (4.1.5) est le renouvellement pour I’étape n = 0. A

partir de ’étape n > 1, on utilise le renouvellement suivant :

gZH =2\ (u;‘h T h) + 955 U sur Vi > Vij # Vi 1 < j¢< m. (4.1.6)
j#i

Le probléme variationnel de (4.1.4), Vol € V* est

a,-( ) + Y AU/ mh "ds—/fv"dx+ 3 /gu vlds, (4.1.7)

1<j<m 1<j<m,¢

JAi J#L i
gittt = 22ul" — gt sur v, pour n = 0, (4.1.8)
gZH ko 2 <u7h —uy b h> + gZ L sur 7Yij» pour n > 1. (4.1.9)
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

4.2 Etude de la convergence du procédé iteratif dis-
cret de la MDDGR
On commence par le résultat préliminaire suivant

Théoréme 4.2.1 Soit u” la solution approchée de (4.1.3) dans Q et ul' = u‘hQZ_, alors
Elglhj € T;; telle que

ul, vl Z )\U/ hds—/fvhdw—l— Z /g,] "ds, (4.2.1)

1<5<m 1<j<m
J#i 2 J# Vid
m
s oh _ (h ok h h
ou v" = (v{, vy, .., V%) € HVZ :
i=1

Preuve. On définit sur 7; la fonction

a; (uh 8iTiV; /fs Tiv; M an eT,

Q;

On applique le théoréme de représentation de Riesz (1.1.2) i.e Jy; € T; tel que
a; (uh,simv?) — /fsirivzhdx, = <yi,rivf>.
Q;
Puisque u” est la solution approchée de (4.1.3) par vl — s;r;vlt € Vi vl € VI
a; (uh, U? — sirivf) - /f (vlh - sirivf) dr = 0.
Q;

Alors

ai /fvhdx = al u, siriv! /fs ratdr = <yl,m} >

Soit Yij = Y, |,y Ej

/fUhdI = <yij;rij Zh (422)
1<5<m
J#i
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

Soit y;; écrite sous forme suivante
Yij = 9;} - /\ijuzh sur 7y;;. (4.2.3)

Maintenant si on restreinte u" sur 7ij» on trouve

=l =l
| Vij Yij D75 Yij
i.e
h h __
u; —u; =0 sur v,;. (4.2.4)

Alors, d’apres (4.2.3), (4.2.2) devient

a; Z )‘w/ hds-/fvhdx+ Z /gw hds

1<5<m 1<]<m
J#i J#i Vi

Maintenant, on définit les erreurs
nh _  nh h h nh _ n,h h
e;” Derreur a I'étape itérative n, satisfait

Le "’hzodansQi,lgigm
n,h
86 + AZJ z = EZ,’h sur ’Yij?’yij 7£ Vjia 1 S ] S maj 7é iv (426>

n7h J—
e;” =0 sur I},

E"+1 = o) e — B sur Yij » Vi F V4ir 1 < J <m, pour n =0, (4.2.7)

€ 7 JFi
avec E?j’h € L*(v;;) (1 <i#j <m) une donnée initiale, A\;; = A;; > 0 et la mesure de
7,; est strictement positive. La relation (4.2.7) est le renouvellement pour I'étape n = 0.
A partir de ’étape n > 1, on utilise le renouvellement suivant
n+1,h n,h n 1,h n—1,h
Eij+ = 2)\;; <ej — ) + B 7 sur vy, Y £ Vjis L <577é1< m. (4.2.8)
Sa formulation variationnelle prend la forme

ai<. ) Z )\z]/ mhyhds = Z / EMMlds, Yol e VI (4.2.9)

1<j<m 1<j<m
J#i J# i
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

si on prend v/ = " € VI dans (4.2.9), on a

ai ( nh h Z / nh ZJ :Lh) GZT-L’hdS7VU£L E ‘/;'h’ (4.2‘10)

1<]<m
J#i i

Remarque 4.2.1 Les notations pour l’'étude de la convergence dans le cas discret sont

les méme que dans le cas continu avec le changement de u par u” et H} () par Vh.
Notre but maintenant, et d’obtenir un taux de convergence de ce procédé itératif

discret en fonction de h et H.

Lemme 4.2.1 Soient ", i Lk E"Hh .|| définies comme dans (4.2.5)- (2.3.16)

Eph (Ep’> ,p=n—1,n+1,
1<i<m

)

alors on a
P = )~ 45 (421
et
_4Sn,h S O
ol

nh — Z / ” nh 7‘L71,h) + Einjfl,h) (eﬁfl,h - 6?7h)d8. (4212)

1<17é]<m ;

Preuve. On a d’apres (4.2.8), le renouvellement pour n > 1 est donné sous la forme

7

Einjﬂ’h =2\ (e?’h - eﬂil’h) + Ez'njim Sur ¥ 5 Vij £ Yjis 1<j<m,j#1.

On applique la norme (2.3.16), on trouve
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

|HEn+1,hm2 _ _/ prh| ge _/’”\” mh_ gnelhy 4 prelh ? e

1<i#j<m 1<i#j<m

A2,
_ n—1,h 2 g
= [l +a >0

1<i#j<m =Y

+4 Z l]<nh @lh’EZ 1h>|
Yij

1<i#j<m

( nh  n—1h
ej GZ-

0,745

= (e e Y (e — T+ BT (e - e s

1<Z7§]<m’y~ J 7
=z -4 > / e = el + B (7 — e ds
1<z;£]<m _
= [l - a8 4213

En sommant sur n,1 < n < M, on obtient

M M ) )
a3 Sun = 3 (B = (2 )
n=1 n=1
= [l - 1]
M
Puisque —4 Z Sh.n st bornée alors la limite de son terme général
n=1
—4S,, — 0. (4.2.14)
i.e.
|—4S, 5] < 1. (4.2.15)

D’autre part, d’apres le renouvellement (4.2.8) on a

n+1,h n,h n—1,h n—1,h
n,h n—1,h n—1,h
= 2\je; (2)\Z‘j€i — E;; ) sur v,

_ n,h n,h
= 2N e, — By sur v,

1.e.

Enh == 2)\,5]6? L E{-n-_Lh sur %37%] 7& fyjm 1 S.] S m)j 7£ Z'7

v
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

h -1,k —1,h —1,h . . .
Egnz — Aije; = \ije; - EZ Sur Yii, Vij # Vil <jg<m,j # 1.

On multiplie 'égalité par e/ "", on trouve

2 2
n—1,h n,h n—1,h o ) n—1,h n—1,h rn—1,h
e; T ET =N <€¢ ) = \j (e- ) —e; TE; 7 sur vy,

(2

On integre sur v,;; et on somme sur j, 1 < j < m,i # j on obtient

Z/Eﬂi,h )\”6? 1h)n1hd8 _ _Z/En Lh 1]?1h)n1hd8
Vi Vi

1<5<m 1<j<m
i#] ) i#] ij

?

= —a (e” Lh eﬁ_l’h> <0

i.e
> [ (ER" = Nyel e Hds < 0. (4.2.16)
1<j<m

iy Vi
Puisque (4.2.16) est négative et v,;://7;, }’yij‘ = |’yjz-} , alors le signe de 'intégral reste
toujours négative si on intégre (4.2.16) sur v,

> / (B — Njep " Me~Mds < 0. (4.2.17)

1<3<m
i#5 Vi

On somme sur i, 1 <i<m

> (B = Ayep e s < 0. (4.2.18)

1<i#j<m
<i#j< Vi

En plus, on a d’aprés le renouvellement (4.2.8)
n+1,h n,h n—1,h n—1,h . . .
Eij+ =2X\;; <ej —€ ' ) + Ej; SUr Yy 5 Vg £ Vi L S J<m, g #£ 4,

1.e

n+1,h _ n—L1h ~_n—=Lh
BT = 2)e) ] = E;; 7 = 2)e, sur ;-

On applique la norme de L? (%‘j)

HEn+1h IN\.ie

_HETL 1,h —9\e n— 1,h’2

Z] 7
0,745

Z]] 9
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

2
n+1,h n h

0,745

+ 4>\2

_ 4/\” <Einj+1,h nh> _ HEn 1,h

07'Yij 0 A/Z]

+4)\2 TL 1,h

] € :

0,745
Puisque \;; > 0 on divise I’égalité sur \;; et on somme sur 7,5,1 < ¢ # j < m, on

obtient

|HEn+1,h|H2_ |HEn—1,h|H2+4a (6n—1,h’6n—1h _ 42 /En+1h )\Zjezzh) nhdS

1<z;£j<m )
d’apres (4.2.18), on a
B2 = B+ da (o) <o,
-4, +4a (e"’l’h, e"’l’h) < 0,
le
da (e" M e ) <485, (4.2.19)

et d’apres (4.2.15), on conclut

1 > 4Sn,h 20,

[l < qllE e

i.e S, est une suite décroissante positive. m

L’erreur satisfait le probléme variationnel suivant

a Z Z)\U/"hhds— Z Z/E”h hds, Yo € VI,

1<i<m 1<j<m ] 1<i<m 1<3<m
JF#i tj JF#i Vij

;

B[ = 2)el" — B sur vy, vy # v 1< jsm,
Y
E;zj—i-Lh — 2\, (e?’h o 1h> + B Lh up Yo Vi Al < j¢< m
e

Théoréme 4.2.2 Si \;; = \j; > 0,V4,5,% # j, alors les résultats de convergence du

probléme variationnel pour 0 < ag (z) < ayg () < oo sont

a(eren) < ([l
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

P - Cmiah 4 nin +H5A%)—2f Il (n pair) .
E™ <
(1= CO it RT3 A2 ([ BY|[*, (e impain)
ou C' est une constante générique indépendante de h et H.
Corollaire 4.2.1 Pour un choix de
A=O(H2h 2)
on a
1 1\2\ 2 9 )
] (e () ) B o pair ).
(B I < o
<1 -C (ffhli;) > H (n impair ) .

Preuve. On veut démontrer que
a(erhen) < 3 ([l
Y — 4 °
D’apres (4.2.8), on a
n+1,h n,h n—1,h n—1,h
n+1,h nh n—1,h n—1,h
—E;77 4205657 = 2) 5, — By 7 sur ;.

On applique la norme L2 (’yij) aux deux membres de 1’égalité

n+1,h n—1,h n—1,h
Ty W e
0771] O’Y”
_ 4)\2 nlh +“En lh‘ _4>\U<n1h B 1h>.
777] Ofylj
Puisque A\;; = Aj;; > 0, on divise 'égalité par A;; et on somme par rapport a j,
1<j<m
1 _1nll? 1 _1nll?
En+1h+2)\U el _ 4 Z i) n l,h‘ 4 = Z 1,h‘
1<j<m i 0»%]‘ 1<j<m 0,7i5 <j<m iJ 0,745
#i #i #i
4 Z < n— lh n 1h>7
1<j<m
J#i

69



4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

d’apres (4.2.10), on obtient

1

2
Lh “1h “1Lh n-1h
_H_E"+ +2X;e0" )\—‘ G —4ai<e’f e ’>,
1455 N D aGG<m O
i i
en sommant sur 7,1 <7 <m
m m 1 m
Lh “1h Lh Lh
S SEmtreangt | = S S Eme . e e (e
i=1 1<j<m Aij 0% T 15 m L A
J#i J#i
i.e
_ 2 _ _
|HEn l,hm ~ 4a (en Lh gn l,h) >0,
d’ou

a (enfl,h7 enfl,h) < 111 H‘Enq,hH ‘2_ (4.2.20)

Maintenant, si on prend v = s,-jEinj_l’h dans la formulation variationnelle (4.2.9), on

obtient
n—1,h
|z

2
1,h 1,h 1,h 1,h
= ai (M sy B ) )\U/ noLhpnthgg
0,735
Vij

on utilise I'inégalité de Cauchy Schwarz (1.1.1), on trouve

2
~1h ~1,h ~1,h
HEZ ’ H < max ay(x) |e] ) sij B
07713 17QL 17Qz
n—1,h n—1,h n—1,h n—1,h
+ max ao(z) ||€; H ij g H + Aij || € ‘ Eij ’ )
0,82, 0,9 0771] 07713
puis, on utilise le lemme (2.4.2) et le théoréme de trace (2.4.1),
1, 1 ~1,h —1,h
HE" ‘ < Ch™2maxag(x) |e]” b ‘
0 72] I’Qi 077;]
1 —1,h ~1,h 1| -1, ~1,h
+Ch2 max ap(x) ||e] ‘ b ‘ + CN\ijH? ||e] b :
2 2 2
. ~1h —Lh —Lh
Puisque ‘ e = le; + ‘ el H , alors
1,9; 1,9; 0,82
“1h 1 1 1 “1h “1h
HEZ ‘ <C [h 2 max oy (x) + h2 maxozo(ac)+)\in2] e b ‘ ,
0,75 1,

0,745
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4.2. Etude de la convergence du procédé iteratif discret de la MDDGR

comme a; (.,.) est coercive i.e. 33 tel que

ai (77 e ) 2 e
10
alors
1 1 S _
HE” 1h‘ <C [h’i max oy (x) + h? max ag(x) + )\in5] a? (e? Lh en 1h> HE" b h)
0,745

"Yzj

et pour \;; = A, on multiplie 'inégalité par /\1 , on obtient
2

1 1
T _” < C[h 2N+ hEATI 4 N2 Hz]a;<?1»h’€?—1,h)7
0,745
1 —1,h 2 1 1 1 1 1172 1k Lh
3 HEZ : ’ < C [h‘i)ﬁa L RINE +)\§H§] a; <€? e )
0,75

En sommant sur 7,j,1 <t <m,1<j<m,j#1

£ 5 il

0,745

on trouve
B P < [hias wbacs 4 xbmb] a (e e

1.e

C

—a (en—l,h’en—l,h> < —
hTEATE 4 REATE 4 AT

S [E ) (4.2.21)

et on a d’apres (4.2.19)

’ 1 1 1 1 1 1 2
[h*é/\‘i +hz A2 + /\EHE}
|HE"+1’h||\2 - |\\E"_1’h||\2 < - < |||E”_1’hH|2
1 1 1 1 1 1 2
[hﬁ/\‘i +hzA72 + A?Ha}
o 2 C - 2

w\»—‘

[h SATI 4 hENE 4 AFH

L
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4.3. Application numérique

d’ou
||| B n | < <1 -C [h—%x% +hINTE 4 A%Hé]Q) || B0

On général, on peut écrire
i (1 = C [ iaTE g pixE 4 o _2) 1B, sin pair,
12| < <t
(1 —ofntat e aiat g abad] 2) 1B, si n impair.

et pour A = O(H%h_%), on obtient dans le cas ot n est pair

n

P < (1—C<h‘iH—i+H—ihi+Hih‘l>2>2‘HE0”‘||

2
)

—2\ 2
AR
< (1-c(5ES) ) e

et de méme fagons pour n est impair

n+1

1.1 2 2
b2 hiHzx 2
Izl < (1-c (g ) ) e

4.3 Application numérique

Le but de cette section est de valider les résultats théoriques obtenus dans le chapitre 4.
On considére le probléme aux limites suivant

—Au+u=feL*N)

uw=0sur

h,n

i

,1 <4 <9, est lerreur
1,0;

entre la solution exacte et la solution approchée obtenue par MDDGR. a l'itération n

On note par n le nombre d’itération, Er; = ’ U — U

dans la norme H!.
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4.3. Application numérique

On prend Q = [0,0.85)°. La solution exacte dans ce cas est u (z, y) = zy (z — 0.85) (y — 0.85) e*¥

On applique la MDDGR. et on calcule en premier les solutions approchées u?’n, sur
Q;,1 <i <9, pour un pas max h de discrétisation non uniforme sur €;,1 <7 < 9, un di-
amétre de sous domaines H; = 0.494975 et un diamétre du recouvrement Hs = 0.364005.
Le paramétre de relaxation \; = H5h %% i = 1,2. On prend €; = [0,0.35]" et ainsi de
suite pour les autres sous domaines.

Au premier tableau, on utilise le diameétre de sous domaines H;, pour calculer le

parameétre de relaxation A;.

n |10 9 8 8 7 7
7.22656 (—2) | 4.98827 (—2) | 3.56725 (—2) | 3.16248 (—2) | 2.39612 (—2) | 2.02743 (—2)
A | 2.61713 3.15004 3.72499 3.95619 4.54503 4.94104
Ery | 7.28185 (—4) | 6.06232 (—4) | 9.62553 (—4) | 6.97588 (—4) | 1.6411 (—3) | 1.51838 (—3)
Ery | 6.42793 (—4) | 4.21228 (—4) | 2.42216 (—4) | 4.88872 (—4) | 9.88321 (—4) | 8.73636 (—4)
Ers | 7.68888 (—4) | 6.19124 (—4) | 1.00608 (—3) | 7.27570 (—4) | 1.67470 (—3) | 1.53050 (—3)
Ery | 7.46416 (—4) | 5.77527 (—4) | 3.36459 (—4) | 5.06810 (—4) | 1.00272 (—3) | 8.55340 (—4)
Ers | 9.65344 (—4) | 7.80042 (—4) | 1.09302 (—3) | 8.09513 (—4) | 1.75415 (—3) | 1.57165 (—3)
Ere | 8.27126 (—4) | 5.35709 (—4) | 3.29798 (—4) | 5.05156 (—4) | 9.99831 (—4) | 8.55825 (—4)
Ery | 8.10454 (—4) | 6.09655 (—4) | 9.97034 (—4) | 7.31062 (—4) | 1.67650 (—3) | 1.52733 (—3)
Ers | 6.38624 (—4) | 4.10186 (—4) | 2.61681 (—4) | 4.85569 (—4) | 9.92180 (—4) | 8.70073 (—4)
Erg | 7.60580 (—4) | 4.73420 (—4) | 3.61371 (—4) | 3.88561 (—4) | 4.49320 (—4) | 4.84113 (—4)

Au deuxiéme et troisiéme tableau, on utilise la taille du recouvrement Hs, pour calculer

le parameétre de relaxation As.
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10

9

8

8

7

7

7.22656 (—2)

4.98827 (—2)

3.56725 (—2)

3.16248 (—2)

2.39612 (—2)

2.02743 (—2)

2.24434

2.70134

3.19439

3.39266

3.89762

4.23722

1.31766 (—3

1.35437 (-3

1.75157 (-3

1.49889 (—3

2.03904 (-3

1.81746 (—3

1.16920 (—3

1.05351 (-3

9.19297 (—4

6.21742 (—4

1.47993 (—3

1.19704 (-3

1.40724 (-3

1.39505 (-3

1.82353 (-3

1.55541 (=3

2.10579 (—3

1.87078 (—3

1.30072 (-3

1.19023 (-3

1.02439 (-3

7.15879 (—4

1.54542 (—3

1.22824 (-3

1.33054 (—3

1.17060 (—3

1.01985 (-3

7.16062 (—4

1.54357 (—3

1.22825 (-3

1.41778 (—3

1.39459 (-3

1.81453 (—3

1.55687 (=3

2.10757 (=3

1.86765 (—3

1.16197 (-3

1.05183 (—3

9.17917 (—4

6.26358 (—4

1.48284 (—3

1.19338 (—3

(=3)
(=3)
(=3)
(=3)
1.60020 (—3)
(=3)
(=3)
(=3)
(—4)

8.19311 (—4

(=3)
(=3)
(=3)
(=3)
1.57622 (—3)
(=3)
(=3)
(=3)
(—4)

5.90348 (—4

(=3)
(—4)
(=3)
(=3)
1.95841 (—3)
(=3)
(=3)
(—4)
(—4)

3.86911 (—4

(=3)
(—4)
(=3)
(—4)
1.68027 (—3)
(—4)
(=3)
(—4)
(—4)

3.19053 (—4

(=3)
(=3)
(=3)
(=3)
2.24863 (—3)
(=3)
(=3)
(=3)
(—4)

4.37793 (—4

(=3)
(=3)
(=3)
(=3)
1.97966 (—3)
(=3)
(=3)
(=3)
(—4)

4.07200 (—4

10

10

9

9

8

8

7.22656 (—2)

4.98827 (—2)

3.56725 (—2)

3.16248 (—2)

2.39612 (—2)

2.02743 (—2)

2.24434

2.70134

3.19439

3.39266

3.89762

4.23722

1.31766 (—3

8.77678 (—4

6.15172 (—4

3.41723 (—4

8.13174 (—4

3.87056 (—4

1.16920 (—3

8.01003 (—4

4.34380 (—4

2.51011 (-4

3.54910 (—4

8.75995 (—4

1.40724 (-3

9.15757 (—4

6.60285 (—4

3.75350 (—4

8.43662 (—4

4.08682 (—4

1.30072 (—3

9.14423 (—4

5.63036 (—4

3.79663 (—4

3.83094 (—4

8.78808 (—4

1.33054 (—3

8.76189 (—4

5.49960 (—4

3.78677 (—4

3.78565 (—4

8.79066 (—4

1.41778 (—3

9.09449 (—4

6.50644 (—4

3.80656 (—4

8.45709 (—4

4.05448 (—4

1.16197 (—3

7.92973 (—4

4.36556 (—4

2.57016 (—4

3.52267 (—4

877773 (—4

(=3)
(=3)
(=3)
(=3)
1.60020 (—3)
(=3)
(=3)
(=3)
8.19311 (—4)

(—4)
(—4)
(—4)
(—4)
1.05113 (—4)
(—4)
(—4)
(—4)
4.29479 (—4)

(—4)
(—4)
(—4)
(—4)
7.91121 (—4)
(—4)
(—4)
(—4)
4.15460 (—4)

(—4)
(—4)
(—4)
(—4)
5.21362 (—4)
(—4)
(—4)
(—4)
3.41727 (—4)

(—4)
(—4)
(—4)
(—4)
9.27689 (—4)
(—4)
(—4)
(—4)
3.46492 (—4)

(—4)
(—4)
(—4)
(—4)
4.70390 (—4)
(—4)
(—4)
(—4)
4.64665 (—4)
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4.3. Application numérique

Remarque 4.3.1 Le pas h est le méme dans les trois tableaux.

Les itérations dans le premier et le deuxiéme tableau sont les méme, mais dans le
troisiéme tableau, les itérations sont différents par apport au premier.

D’aprés les trois tableaux, on voit que l’erreur et nombre des itérations diminuent avec
le raffinement du maillage en les sous domaines. Alors on constate que les résultats des
tableaux sont presque les méme lorsque on utilise Hy (le diamétre de domaine) ou Hy (le

diamétre du recouvrement) dans le calcul du meilleur paramétre de relaxation.
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Conclusion

Les méthodes de décomposition de domaine avec et sans recouvrement sont des méth-
odes itératives couplées & une approche par sous-domaines. Elles représentent non pas une
alternative mais un choix incontournable pour résoudre les problémes discrets de grande
taille.

Ces méthodes sont plus efficaces qu'une méthode itérative appliquée au probléme
global, car elles allient des méthodes directes et une méthode itérative pour résoudre un
probléme d’interface mieux conditionné que le probléme global.

Elles permettent de décomposer le probléme initial en des sous-problémes de petite
taille définis sur des géométries plus simples, on peut alors traiter des problémes de grande
taille pour lesquels aucun ordinateur n’aurait suffisamment de place mémoire.

Notre étude portée sur 'application de la méthode de décomposition de domaine
généralisée pour une EDP de deuxiéme ordre. En utilisant des conditions aux limites
de type Robin sur les interfaces dans les cas avec et sans recouvrement et une technique
de relaxation. On a établi la convergence du processus itératif dans les cas continu et
discret. En utilisant la méthode d’énergie et une technique de relaxation pour faciliter
lapplication de cette méthode aux problémes discrets (on évite les calculs des dérivées

1.1 \2
hiH4
1+h+H>

normales sur les interfaces). Un taux de convergence de ’ordre optimal de 1—O (

est obtenu.
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