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Résumé

Dans cette thése, en utilisant la méthode des équations intégrales au bord, pour
étudier I’équation de Laplace et de Bi-Laplace avec des conditions non linéaires sur le
bord. Basé sur la Formule de Green. On obtient un systéme d’équation intégrale non
linéaire sur le bord. Par le Théoréme de Browder et Minty sur les opérateurs monotones,

I'existence et 'unicité de la solution est établie.

Mots-clés : méthode de ’équation intégrale au bord,Opérateur Pseudo-différentiel,

des conditions aux limites non linéaires, 'inégalité de Gardiing.



Abstract

In this thesis, using the method of boundary integral equation study the Laplace
equation and Bi-Laplace with nonlinear boundary conditions. Based on the green formula
a nonlinear system of boundary integral equation is obtained. By the Browder and Minty
theorem on monotone operators, the existence and the uniqueness of the solution is

established.

KEY WORDS : boundary integral equation, pseudo differential operator, nonlinear

boundary conditions , Garding inequality.



PRELIMINAIRES

Avant de procéder a notre étude des problémes aux limites concernant le Laplacien,
on introduit toutes les notations qui serons utilisées au fur et & mesure dans ce trvail.

Notations

Eléments d’espaces

- On désigne toujours par €2 un ouvert non vide dans le plan R?

- On note par 99 := T, la frontiére de €2, c’est-a-dire I" := Q\ Q.

- I'y et T’y sont deux courbes C'™° telles que :

-uly, =T.

-I1nly =o2.

- B(zg,r) est la boule ouverte de centre xq et de rayon 7.

- B, :== B(0,r).

- I'p est la forntieére de la boule.

- Xq désigne la fonction caractérsitique de Q.

- § est la mesure de Dirac.

- por désigne la simple couche étalée sur la surface T'.

- (=0, (vdr)) désigne la double couche étalée sur la surface I'.

- F[p] ou ¢ désigne, lorsqu’elle existe, la transformée de Fourier de ¢ définie par :
Flel =¢:=(2m)" /exp(—m.T)go(x) dx
R2
- Par contre, la transformée de Fourier inverse est donnée par :
Fp) = (2m) ! /exp (iz.7) @ dr
R2

- Soient f, g deux fonctions. Alors la convolution de f et g 'orsqu’elle existe, est



donnée par :

(f*g) = / F (o — y)g(y)dy = / )yl — y)dy

Si f, g sont des distributions, il faut que 'une d’elles soit a support compact.
Multi-entier

- On utilise les notations classiques concernant les multi-entiers.

Soit o € N? un multi-entier.

| a|= a1 + as

Opérateurs

O, = % est la dérivée normale extérieure sur la frontiére I'.

0, = 6@ est la derivée tangentielle extérieure sur la frontiére T
A = 2 + 02, est l'opérateur de Laplacien.
V est l'opérateur gradient, d’expression Vu = <aa—$17 (98_;2)

Soient m un entier non négatif et a,s des fonctions mesurables et bornées, définies

sur 2 telles que | « |, | B |< m. Un opérateur différentiel est donné sous la forme :

Alx, D)= ) (=1)"D*(aas(x)D?)
laf,|B|<m
A est un opérateur différentiel d’ordre 2m.
Produits scalaires
-| . | est la norme euclidienne de R ou de R?.
Soit H un espace de Hilbert.
(., )z (rep. ||I.|lz) est un produit scalaire de H (resp. la norme de H).
Soient V' un espace vectoriel topologique séparé et localement convexe et V" son dual
topologique. On note :

-2 (z) = (, m’>vv,, (ou simplement (x,)) la valeur de la fonction en 2’ au point z.
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INTRODUCTION

La résolution des problémes aux limites pour les opérateurs aux dérivées partielles a
'aide la méthode des équations intégrales a débuté avec les travaux de Fredholm (prin-
cipal fondateur de la théorie des équations intégrales de deuxiémes espéces). Pour rappel
cette résolution porte son nom.

On peut distinguer deux formulations pour cette méthode :

1. La méthode directe indique que les fonctions inconnues apparant dans les équations

intégrales sont les variables physiques du probléme considéré [3], [52].

2. La méthode du potentiel ou indirecte qui signifie que les inconnues qu’on appelle
usuellement des fonctions de densité n’ont pas une signification directe dans le

probléme aux EDP initial [23], [34], [35].

La méthode des équations intégrales sur le bord posseéde des avantages trés importants
par rapport & la résolution "directe" des EDP. Un aspect essentiel est que lorsque la
fonction inconnue qui intervient dans PEDP est recherchée sur un domaine 2 de RV, la
reformulation du probléme en équation intégrale fait apparaitre une fonction inconnue
qui est recherchée sur le bord 92 du domaine.

On réduit aussi la dimension de I'espace de un, c’est a dire, I’équation a résoudre est
sur la frontiére. De plus, lorsque € est le complémentaire d’un domaine O, on transforme
un probléme posé dans un domaine non borné en un probléme posé sur un domaine borné
(qui est 052).

Un point fort de ces méthodes est la possibilité de traiter des domaines infinis ou semi-
infinis (problémes extérieurs) sans avoir & tronquer artificiellement le domaine d’étude.

D’autre part, ces méthodes utilisent une solution élémentaire. Elles sont donc seule-
ment applicables a des problémes décrits par les opérateurs aux dérivées partielles li-
néaires et a coefficients constants.

Ceci peut apparaitre un inconvénient, mais heureusement que, les systémes physiques,

décrits par des opérateurs de ce type, sont trés fréquemment rencontrés dans la pratique.
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Il est aussi possible d’étendre le domaine d’application en couplant les éléments frontiéres
avec des éléments classiques.

Un autre inconvénient dans la plupart des cas, est que la classe des opérateurs inté-
graux obtenus est plus large que celle des équations de Fredholm de deuxiéme espéce a
noyau faiblement singulier.

Un inconvénient qu’on peut rencontrer aussi, si le probléeme aux limites possede des
conditions au bord plus générales que celle de Neumann qui nous conduisent a un pro-
bléme de formulation sur le bord.

Une autre direction de recherche est née avec les travaux de Wendland qui consiste a
interpréter n’importe quel opérateur intégral en tant qu’opérateur pseudo-différentiel, via
le calcul symbolique associé a ce dernier, pour obtenir des résultats d’unicité et d’existence
de la solution.

Donc on peut appliquer la théorie des opérateurs pseudo-différentiels [12], [13], [14]
qui permet de formuler des propriétés commun, telles la forte ellipticité et la coercivité
dans la forme de 'inégalité de Garding, pour une large classe d’espaces de Sobolev.

Un autre inconvénient qu’on peut rencontrer aussi si le probleme aux limites possede
des conditions au bord non linéaire. Cela nous conduit a la résolution des équations (ou
bien des systémes) intégrales non linéaires sur le bord.

Notre étude est organisée de la maniére suivante :

-On commence par le premier chapitre qui est un rappel des résultats mathématiques
nécessaire pour la suit de travail.

-Dans le chapitre 2 : On présente dans la premiere section deux approches de la
théorie des équations intégrales appliquées & un domaine borné, la méthode indirecte
et la méthode directe . La premiére consiste a utiliser les potentiels de simple et de
double couche pour les problémes de Dirichlet et de Neumann dans un domaine borné
simplement connexe . La deuxiéme se rapporte sur le probléme de Laplace mixte dans
un domaine borné doublement connexe en utilisant la formule de Green.

Dans la deuxiéme section, on applique la méthode des équations intégrales pour le Bi-

12



Laplacien avec les conditions de Dirichlet dans un domaine borné. L’objectif est d’établir
un systéme d’équations intégrales en appliquant la formule de Green. On montre alors
que ce systéme est fortement elliptique a l'aide de 'inégalité de Gading.

Les équations intégrales, obtenues dans ce chapitre, sont de différents types. On a :

1. 1- Des équations intégrales de Fredholm de premiére espéce avec un noyau faible-

ment singulier.

2- Des équations intégrales de Fredholm de deuxiéme espéce non intégrable, qui

sont interprétées au sens d’une valeur principale.

3- Un systéme d’équations intégrales.

-le chapitre trois est consacré tout d’abord a I’étude du probléme de laplace avec
des conditions non linéaire dans un domaine Simplement connexe comme dans [7, 8] .
L’approche se résume a résoudre une équation intégrale non linéaire avec des donnés
inconnues au bord, moyennant des hypothéses appropries sur la partie non linéaire.

Ensuite dans la deuxiéme section, on traite le probléme de laplace avec des conditions
non linéaire dans un domaine doublement connexe . On étend la téchnique déja utilisée
en [4, 5, 18] pour une équation intégrale non linéaire & un systéme d’équations intégrales.

Puisque les opérateurs intervenant dans le systéme obtenu sont monotones, on établie
leur résultat d’existence et d’unicité de la solution par le Théoréme de Browder et Minty.

A la fin du chapitre, on use de I’approche vu en [7, 8] pour résoudre I’équation bi-
harmonique.

Les équations bi-harmoniques sont une classe importante qu’on rencontre en physique,

dynamique des fluides, 1’élasticité.
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Chapitre 1

Notions fondamentales

1.1 Introduction

Nous allons, dans ce chapitre, présenter d‘abord quelques notions fondamentales qui
nous serons utiles par la suite. Nous introduirons, en premier, quelques espaces fonction-
nels. Ensuite nous définirons les notions d‘opérateurs intégraux de types de Fredholm ou
autres. Enfin, nous donnerons un apercu sur un classe plus large que celle des opérateurs
intégraux de fredholm est celle des opérateurs pseudo-diférentiels ainsi que certaines de

leurs proprietés nous permettront d’aborder les problémes considérés.

1.2 Quelques espaces fonctionnels, proriétés
a) Soit un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (.,.) et la norme associée ||.| x.
L’espace de Hilbert H' désigne le dual de H.

Définition 1.2.1
Soit une forme bilinéaire a (u,v) de H x H — R.

Alors a (u,v) est :

14



i) continue 8’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
| a(u,v) |< c|lu||lg|lv]lg  pour tout u, v dans H (1.1)

ii) coercive ou elliptique s’il existe un a > 0 tel que :
a(u,u) > af|ull3 , Yue H (1.2)

Ennoncons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2 ( Lax-Milgram ) :

Soit H un espace hilbertien réel et a (u,v) une forme bilinéaire continue et coercive
sur H. Alors, pour toute fonctionnelle linéaire, continue L : H — R sur H, il existe un

u et un seul dans H tel que :
a(u,v)=Lv) veH (1.3)

1.2.1 Théorie des Distributions
Définition d’une Distribution

Soit € un domaine dans R”", on note comme fonctions test dans  les éléments de
I'espace C§°(€2) . Le support d’une fonction est la ferméture de I’ensemble des points ot

la fonction ne s’annule pas. L’espace C§°(€2) est aussi noté par D(2), c’est a dire,
D(Q) = {¢ | p € C(2), suppp € 2} = C7°(Q) (1.4)
Un exemple classique d’un fonction test ¢ € D(2) est donné par

exp(—a—) si |z|<1
o(z) = | OPlwEn) sl (1.5)
0 ailleurs.

15



La densité de D(Q) dans L?(Q) assure que la classe des fonctions test est suffisament
large.
On conidére d’autre fonctions test, les fonctions a décroissance rapide, plus précise-

ment, soit ¢ € C*°(R") tel que

In(p) = e]Rsu|p|<h(1+ |2 )" | D(2) | (1.6)

Alors on note par S(£2) 'espace des fonctions a décroissance rapide qui est donné par
S(Q) ={e|p e CPR"), Vh=1,2,...qa(p) < 00}. (1.7)

L’espace dual de S(RY) est I'espace des distributions tempérées qui est noté par
S'(RM).

Nous disons que la suite {¢,, } des fonctions test est converge vers ¢ € D(Q) s'il existe
un ensemble compact k C € tel que supp(p,») C k pour tout n, et si pour chaque
a e NYY,

lim D%, (z) = D%p(z),CV uniformement sur k. (1.8)

n—:aoo

Nous définisons une fonctionnelle linéaire et continue 7" sur D(§2) comme une apppli-

cation de D(f2) dans le corps k (C ou R), noté par (T, ) pour ¢ € D(2), qui vérifice

(T, cpy + Bepg) = (T, 1) + BT, q) Ve, B €k, Yoy, 0, € D(N), (1.9)

et telle que
¢, — 0 dans D(Q2) = (T, p,) — 0 dans k. (1.10)

Cette fonctionnelle linéaire et continue s’appelle une distribution ou une fonction
généralisée.
L’espace des distributions (de Schwartz) est noté par D'() et correspond a I’espace

dual de D(). Ainsi, la forme bilinéaire (.,.) : D'(Q) x D(2) — k représente le produit

16



de dualité entre les deux espaces. Proprement dit, quand le corps k est pris comme
C, alors le produit de dualité doit étre considéré comme une forme séquilinéaire et les
distributions en tant que fonctionnelle antilinéaire. Néanmoins, pour la simplicité ceci
n’est pas habituellement fait, puisque les résultats dans D/(Q) sont identiques sauf une
conjugaison complexe sur les fonctions test dans D(£2). Nous notons que l’espace D' ()
a la topologie faible de ’espace dual. L’espace vectoriel et les opérations de convergence

dans D'(Q2), soient T, S, T,, € D'(Q) et a, § € k, peuvent étre caractérisés comme suit :
(aT + BS, ) = (T, ) + B(S,¢) Vo € D(Q), (1.11)

et
T, — T dans D' (Q) <= (T,,,©) — (T, ¢) dans k, Yy € D(Q). (1.12)

Les distributions peuvent étre aussi multipliées par des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables pour former de nouveaux distributions. Si T € D'(Q) et n € C*®(Q), alors le
produit nT € D' () est défini par

(T, @) =(T,np) Yo € D). (1.13)

On remarque, cependant, que le produit de deux distributions n’est pas bien défini
en général.

Chaque fonction localement intégrable f € L; () définit une distribution
(0= [1@@its Vo € DO). (114
Q

La distribution f serait produite par la la fonction f. Une distribution qui est produite

par une fonction localement intégrable s’appelle une distribution réguliere. Toutes autres

17



distributions s’appellent singuliéres. On note de maniére analogue la distribution
(T.) = [T@)p()is (1.15)

La fonction de Dirac

La fonction de Dirac 9, qui n’est pas & proprement dit une fonction, était présenté par
le physicien théorique britannique Paul Adrien Maurice Dirac (1902 a 1984) comme
une technique dispositif dans la formulation mathématique de la mécanique quantique.
La fonction de Dirac s’annule partout sauf a l'origine, ot sa valeur est infinie, et de sorte

que son intégrale a une valeur d’une. Elle est donc définie par

o siz =0,

i(z) = (1.16)
0 sixz#0,
et a la propriété
/5(33)653; —1si0eq (1.17)
Q

Il n’existe aucune fonction avec ces propriétés. Cependant, la fonction de Dirac est
bien définie comme distribution. Dans ce cas elle associe & chaque fonction test ¢ sa
valeur & l'origine.

Supposant que 0 € €2, la fonction de Dirac est définie comme distribution ¢ qui

satisfait

(0,¢0) = /6(x)g0(x)dx = ¢(0) Yo € D(Q). (1.18)
Q

1.2.2 Les injections compactes

Soit E et F deux espaces de Banach tels que (E C F). Nous disons que E est
continument inclus dans F, écrit comme FE < Fsi Vopérateur d’identité [ : £ — I

défini par /(v) = v pour tout v € E est continu, c’est a dire, s’il existe une constante C

18



telle que
lv]|rp < Cllv||lg  YveE. (1.19)

L’injection est dite compacte, si I est compacte, on écrit alors F iy

1.2.3 Les espaces de Sobolev

Soit f une fonction réelle, ou plus généralemet, une fonction & valeur complexe définie

sur le domaine Q, et soit @ = (ay, s, ..., ay) € N, nous écrivons

ar_ (9 o 0 yay (9

ox (1.20)
pour noter une dérivée partielle mixte de f d’ordre
| a|= a1 + ag... + ay. (1.21)

Les espaces de Lebesgue

Les LP ou les espaces de Lebesgue correspondent aux classes des fonctions mesurables

de Lebesgue définis sur le domaine  C RY. IIs sont définis, pour 1 < p < oo, par
P ={f:Q—C; |[[fllr <<}, (1.22)

ou la norme de LP est donnée par

(/\f<x>|pd:c>i, 1< p<oo

1fllo@) = (1.23)

Supp ess,eq | f(2) [,  p=o00

Nous disons que deux fonctions sont égales presque partout si elles sont égales sauf
sur un ensemble de mesure zéro. Les fonctions qui sont égales presque partout dans le

domaine €2 sont donc identifiés dans LP(2). Le supp essentiel est de méme défini dans ce
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sens par
supp ess,cq | f(z) |=inf {C' > 0:| f(z) |< C presque partout dans Q} . (1.24)

Nous rappelons que les espaces LP, muni avec la norme de LP, sont des espaces de
Banach. Un espace vectoriel normé serait séparable s’il contient un sous-ensemble dé-
nombrable (une suite partout dense).

Pour 1 < p < 0o, I'espace LP(f2) est espace séparable, réfléxif, et son dual LP(9)" est
identifié a LI(2), ou %—1—% = 1. L’espace L'() est un espace séparable, mais non réfléxif,
et son dual L'(2) est identies & L>(2). L’espace L>(f2) est ni un espace séparable ni

réléxif, et son dual L>®(Q) contient strictement L'(£2). Si

n

1 1
fi e LP(Q)(1 <1< n)avec — = — <1, 1<p; <00, 1.25
@0 i< e =30 (1.25)

alors la multiplication de ces fonctions f; est telle que

[ = fifo.fn € LP(Q), (1.26)

et de plus
I fllzeey < I fllov@ll fllzee @)1 fl zon @) (1.27)

Si fellfllee@) NI fllza) avec 1 < p < oo, alors f € || f||zr) pour tout p < r < g,

et nous avons d’ailleurs I'inégalité d’interpolation

1 a 11—«

r) < . e on — = 1.28
1 2y < NFNZo o) 11| oty 0 el (1.28)

En particulier L?(2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
) oy = /f(:p)g(x)d:z:, Vf, g€ L*(). (1.29)

Q
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Son espace dual L?(Q)" est identifié avec I’espace L?(£2) lui-méme.

p

Nous pouvons de méme définir les espaces L,

par

Lp

loc

(Q)={f:Q—C| felP’(K)VK CQ, K compact} (1.30)

qui se comportent localement comme des espaces LP, c’est a dire, sur chaque sous-

ensemble compact K C 2.

Les espaces de Sobolev d’ordre entier

Nous définissons maintenant les espaces de Sobolev W™ pour 1 < p < oo et m € Ny,
par

WmP(Q)={f:Q— C|D*f € LP(Q) Va e N}, |a|<m}, (1.31)

ou alternativement, par
WmP(Q) = {f :Q— C| |[fllwmer@) < oo}, (1.32)

muni d’'une norme donnée par

(S ID f @)y 1< p < o0,
I fllwme@) = la|<m (1.33)

maX\QISmHDaf(x)H]]ip(Qy p=o0

Les espaces de Sobolev W™P sont des espaces de Banach, a condition que les dérivées

soient données dans le sens des distributions (section (1.4)). Si m = 0, alors on a
Wo(Q) =LP(Q), 1<p<oo (1.34)

En particulier 'espace W™2(€) noté H™(2) est un espace de Hilbert
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L’espace H™(f)) est muni du produit scalaire :

(g = 3 [ D f@Doglads V5. g € HP(@), (1.35)

la|<m o

dont la norme est d’expression :

/]

arey = (Y [ | Df(x) [P dz)? Vfe H™(Q). (1.36)

la|<m

L’espace H™(S)) est espace de Sobolev d’ordre m. Les espaces de Sobolev d’ordre
supérieur contiennent des éléments plus réguliers.

11 est facilede voir que si f € H™(2) alors g—in € H™ Q) pour 1 <i < N.

On définit maintenant ’espace H{"(€2) comme étant la ferméture de C§*(£2) par rap-

port & la norme de H™(2),c’est-a-dire
H(Q) = O ey e (1.37)

Dans le cas ou le domaine () est assez régulier, ’'espace H™({2) , représente la ferméture

de l'espace C*°(£2) par rapport a la norme de H™((2)

i (|~ fillinay = . (1.38)

D’autre part, on a les propriétés suivantes
D(Q) c H™(Q) Cc HYQ) c L2 (Q) c H*(Q) c H™Q) c D' (Q) (k>m) (1.39)
avec les espaces de Sobolev localement définis, donnés par
HrQ)={f:Q—C| fe H"(K) VK C Q, K compact}, (1.40)

qui sont définis comme les espaces H™(£2) sur chaque sous-ensemble compact K de
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(), et pouvent étre traité dans le cadre des espaces de Fréchet.

Les espaces de Sobolev d’ordre partiel

Les espaces de Sobolev peuvent étre définis aussi pour des valeurs non-entiére de m,
prétendu des ordres partiels notés par s. Pour ceci nous considérons d’abord la situation
particuliére quand le domaine € est tout I’espace RY.Dans ce cas les espaces de Sobolev
d’ordre partiel sont définis aussi a ’aide de la transformée de Fourier (section 1.3). Pour

une valeur réelle s nous utilisons la norme

Il = ([ (0 € )| F@) P ) (141)

RN

ou f dénote la transformée de Fourier de f. Le facteur (14 | £ [2)*/2 est connu comme
potentiel de Bessel d’ordre s. Si s = m 'expression (1.41) définit une norme équivalente
a (1.36) dans H™(RY) si mais s’obtient aussi pour s non-entier et méme négative. Si s

est réel et positif, alors les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis par
HY(RY) = {f € L*(RY) : || fll sy < 00}, (1.42)

qui est équivalent & la définition donnée précédemment, quand s = m. Si nous per-
mettons des valeurs négatives pour s, alors la définition (1.42) doit étre prolongée pour
admettre aussi des distributions tempérées dans S'(RV) (section (1.4) et (1.5)). Ainsi en

général, si s € R, alors les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis par

H*(RY) = {f €S RY) ¢ || fll e < oo} . (1.43)

Nous observons que I'espace de Sobolev H*(R") est I'espace dual de H*(R").

Si nous considérons maintenant un sous-domaine approprié 2 de RY, alors les espaces
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de Sobolev d’ordre partiel, pour s > 0, sont définis par
H(Q) ={f:Q— C|3F € H*(R") tel que Fo = f}. (1.44)
et avez la norme

/]

wsg) = f {||Fl|g-s@~) : Fo = f}. (1.45)

Nous remarquons que si {2 est un domaine non admissible, alors la nouvelle définition
(1.44) n’est pas équivalente a la définition pour s = m.

Quand C£°(Q) C C*(f), on pour tout f € C5°(R) Pextension trivial par zéro f
extérieur de  est dans CS°(RY), nous définissons Pespace H*(2) pour s > 0 pour étre

le complément de C§°(§2) avec la norme

/]

Hs(Q) — £l 25 vy (1.46)
Cette définition implique que

H(Q) = {f € H*(R") : supp f C Q)} (1.47)

Nous remarquons que espace H*(£) est aussi noté comme HEy(9), si Q= RY alors

les espaces H® et H* coincident, c’est a dire,
H(RN) = H3(RM). (1.48)
Pour des ordres négatifs H*(2) représente I'espace dual de H (), c’est a dire,

H™(Q) = H*(Q), (1.49)
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ou la norme est définie au sens du produit scalaire de L*(2), a savoir

| (f:#) 2@ |

Hs ()

[fllz-s) = sup , s>0. (1.50)

orpeirs(@) ¥l

De la méme maniére, I'espace H~*(€2) est espace dual de H*((), c’est a dire,

H(Q) = H*(Q)

I

(1.51)

Les injections des espaces de Sobolev

C’est principalement les caractéristiques des injections des espaces de Sobolev (section
(1.2)) qui rendent ces espaces si utiles dans 1’analyse, particulierement dans 1’étude des
opérateurs différentiels et intégraux. En connaissant les propriétés de trace d’un tel opé-
rateur en terme d’espaces de Sobolev, par exemple, il peut étre déterminé si I'opérateur
est continu ou compact.

Dans RY nous avons les injections continues
H*(RY) S HYRY) pour —oo <t < s < oo, (1.52)
Sim e Nyet 0<a< 1, alors on obtient que
s/mNy © m,o (N N
H*(RY) — C™*(RY) poursZm—i—oz—i—E, (1.53)

qui satisfaite aussi si s =m + a + % et 0<a<l.
Nous considérons maintenant un domaine fortement Lipschitziene Q € C%!. Alors

nous avons les injections compactes et continues

H Q) T HY(Q)  pour —oo<t<s< o0, (1.54)
H*(Q) ‘T HY(Q)  pour —oo <t < s< o0, (1.55)

25



comp

_ N
H*(Q) — C™*(Q)) pours>m+a— 5 0<a<l1, meN,. (1.56)

Nous avons aussi I'injection continu
s ¢ m,o () N
H*(Q) — C™*(Q) pours>m+o¢—5,0<o¢<1,m€N0. (1.57)

Soit T' une frontiere de classe C*!, k € Ny, et soit | ¢ |,| s |< k + 3. Alors nous avons
les injections compactes

comp

H*(T) — H'(Q) pourt< s, (1.58)

com N 1
H3(T) ‘& ¢me(T) pours>m—|—a+3—§, 0<a<l1, meN. (1.59)

1.3 Transformation de Fourier

1.3.1 Définition de la transformée de Fourier

Nous définissons la transformée de Fourier directe f = F {f} d’une fonction intégrable

f € LY(RY) comme

flr) = L / f(z) exp ™ dx, TR, (1.60)

(2m)7 .

et son transformée de Fourier inverse f = F 1 {f} par

fx) =

5 /f(r) exp™”dr, =€ RN, (1.61)
2

1
0T

Les transformées de Fourier (1.60) et (1.61) peuvent étre utilisées aussi pour une
classe plus générale des fonctions f, comme des fonctions dans L%(R"™) ou méme pour

des distributions tempérées dans I'espace S(RY), le dual de I'espace de Schwartz des
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fonctions & décroissance rapide
SRY)={f e C*R")| 2°D*f € L*(R") Va,8 € Ny}, (1.62)

ou 2 = (2 1m§2...x§3VN ) pour un multi-indice 3 € Nj)'. L’espace S(RY) a la propriété
importante d’étre invariable sous la transformée de Fourier, c’est & dire, ¢ € S(RY) <=
® € S(RYM). Nous avons en particulier I'inclusion D(RY) ¢ S'(RY), et ainsi S(RY) C
D'(RV). La convergence dans S (R") est la méme que pour des distributions (section1.4),
mais en ce qui concerne des fonctions d’essai dans S(RY). En effet, si T,,,T € S'(R"),

alors

T, — T dans S (RY) <= (T}, ¢) — (T, ¢) dans k Yy € S(RY). (1.63)

1.3.2 Quelques propriétés des transformées de Fourier

Dans ce qui suit, on consideére les distributions arbitraires S, T € S'(RV), u € S(RV)

et les constantes arbitraires a, 8 € k, a,b € RY. On écrit T'(x) 7, j:’(T) pour noté que

T(7) est la transformé de Fourier de T'(z),c’est a dire, T = F {T'} . Alors

aS(z) + BT (z) I aS(r) + BT(7). (1.64)
T(z) L T(—7). (1.65)

T(z —b) L5 exp 7 T(7), (1.66)
exp®® T(z) L5 T(r — b), (1.67)
T()  S(x) == (2m) 2 T(€)S (), (1.68)
(2m) 2 T(2)S(z) -2 T(€) * S(£). (1.69)
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Et aussi

FOUFTY = FF I =T
F{D} = (iT)"F {u}, u € S(RY), Ya € RY, (1.70)
D*F{u} = F{(—ix)"u}, u € S(RY), Va € RY.

1.3.3 Quelques transformées de Fourier paires

Nous considérons maintenant quelques transformées de Fourier paires, définies sur

RY, qui utilisent les définitions (1.60) et (1.61). Pour la fonction de Dirac ¢ on obtient

que
1
o(z) L , 1.71
05 s (1.7)
L) (1.72)
N _
(2m) %
La fonction exponentielle complexe, pour a € RY, satisfaits
e L, (2m)25(¢ — a), (1.73)
(27)2 6(z + a) L <. (1.74)
Pour la fonction cosinus nous avons
F (27?)%
cos(a.x) — 5 (0(§ —a)+0(E+a)), (1.75)
(2m)2 F
5 (0(§ —a)+0(§+a)) — cos(a.f), (1.76)
et pour la fonction de sinus nous avons
(27)%
sin(a.z) - (06— a) = 8(¢ + a)), (1.77)
21)% .
( 23 (5(¢ +a) — 6(¢ — a)) L sin(a.£). (1.78)
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pour n € Ny et j € {1,2,..., N}, en obtenant

~ O™

n F =T )
a3 2 in(2m) 3 520 (179
n %8715 Foen

(—i)"(2m) 85}‘(33) £, (1.80)

et, pour le cas général quand o € NY est un multi-indice, on a 2 L, 4o (27) 2 D26 (),

(i)l (2m) 2 Dos(¢) L ¢ (1.81)

1.4 Fonctions de Green et solutions élémentaires

1.4.1 La solution élémentaire

Techniquement, une solution élémentaire pour un opérateur différentiel £, linéaire,
. 2 . . . . !
avec des coefficients constants, et défini sur I'espace des distributions D' (RY), est une

distribution F qui satisfait

LE =06 dans D (RY), (1.82)

ou J est la fonction de Dirac, centrée a ’origine. L’intérét principal d’une telle solution

élémentaire se situe dans le fait que si la convolution a un sens, alors la solution de
Lu= f dans D (RY), (1.83)
pour une fonction donné f, est donnée par
u=Fxf. (1.84)

En fait, en raison de la linéarité de £, puisque E est une solution élémentaire, et
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puisque 0 est I’élément neutre de la convolution, nous avons

Lu=L{Exf}=LExf=6x%f=F. (1.85)

En ajoutant aux solutions non trivales des solutions élémentaires pour le probléme
homogene, de nouvelles solutions fondamentales peuvent étre obtenues. La solution élé-
mentaire pour un probléme bien-posé est unige. Si des conditions additionnelles sont
indiquées pour le comportement de la solution, par exemple, le comportement asymp-
totique a l'infini, étant ces conditions souvent déterminées & travers des considérations
physiques. Dans la construction de la solution élémentaire, il est permis d’utiliser toutes
les méthodes pour trouver les solutions de I’équation, & condition que le résultat soit alors
justifié par des arguments rigoureux.

Nous remarquons aussi qu’a partir de la solution élémentaire, d’autres solutions
peuvent étre construites, dans le sens des distributions , quand les dérivées de la fonction

de Dirac ¢ apparaissent sur le coté droit. Par exemple, la solution de

cF =2 qans D (RM) (1.86)
L
est donné par
Fope 0 _0F oF (1.87)

* 0 = .

1.4.2 La fonction de Green

Dans le cas de la fonction de Green, la solution élémentaire considére aussi des condi-
tions de frontiéres homogeénes, et la fonction delta de Dirac n’est plus centrée a 'origine,
mais & un point fixe de source. Ainsi, une fonction de Green d’un opérateur différentiel
partiel £, avec des conditions de frontiéres homogenes, linéaires, avec des coefficients
constants, par rapport & y, et défini sur I'espace des distributions D’ (RY), est une distri-
bution G tel que

L,{G(z,y)} = 6,(y) dans D'(R") (1.88)
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ou d, est la fonction de Dirac avec la masse de Dirac a centrée au point de source =,
c’est a dire, 0,(y) = d(y — x). La fonction de Green représente ainsi la réponse d’im-
pulsion de l'opérateur £, par rapport a un point de source x, étant donc le noyau
de l'opérateur inverse de L,, noté par L 1 qui correspond & un opérateur intégral, et
G(z,y) = L£,{,(y)} . La fonction de Green, différemment comme solution élémentaire,
est recherchée dans un certain domaine particulier ) satisfait quelques conditions de
frontiére, mais pour la simplicité nous considérons ici juste 2 = R"™.

La solution du probléme aux limites différentiel non homogéne
L, {u(z)} = f(z) dans D'(RY), (1.89)
est donné par
u(r) = G(z,y) * f(y), si la convolution a un sens (1.90)
ou (G est la fonction de Green de 'opérateur L., qui est symétrique, c’est a dire,
G(z,y) = Gy, z). (1.91)
Comme dans la solution élémentaire, nous prenons
Lo{u(z)} = Lo AG(x,y) « f(y)} = 0a(y) * f(y) = f(2). (1.92)

Nous observons que la fonction de Green de I’espace libre ou de tout I’espace, c’est a

dire, sans conditions de frontiére, est liée & la solution élémentaire par la relation

G(z,y) = E(x —y) = E(y — ). (1.93)
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1.4.3 Quelques fonctions de Green dans des espaces libres

La fonction de Green d’espace libre pour ’équation de Laplace au sens des distribu-

tions
A,G(z,y) = 6,(y) dans D'(RY), (1.94)
est donnée par

( |y;x| pour N =1,

=In|y—x| pour N =2

2 ’
Cla,y) = 1 (1.95)

b E— pour N = 3,

——x L(2) pour N >4

o @m) T (N-2)ly—a|V 2 o

ou I' dénote la fonction gamma qui est définie comme

['(z) = /tz_le_tdt (Re z > 0). (1.96)

1.5 Equation aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) d’ordre m dans RY est une équation de

la forme

> aa(z)D* =0, (1.97)

laf<m
ot les fonctions a, sont les coéfficients de a,(x)D*. On désigne par A(x, D) opéra-

teur aux dérivées partielles linéaire d’expression.

Az, D)= > an()D", (1.98)

laj<m
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L’équation caractéristique, quant a elle, est donnée par

laf=m

On dit que A(z, D) est elliptique dans €2, si pour tout z € (2, on a

Z an(z)T™ > 0, pour tout 7 # 0.

|a|=m

Il est fortement elliptique, s’il existe une constante C' telle que

| Z ao ()7 |> C'| 7 |**, pour tout x € Q, k > 0.

|a|=m
1.6 Opérateurs intégraux

a) Définition 1.6.1

(1.99)

(1.100)

(1.101)

On appelle opérateur sur  toute application linéaire continu de ® () dans D' (Q).

D’apreés le théoréme des noyaux de schwartz, étant donné 7' un opérateur "agissant" sur

Q il existe une unique distribution K € D" (Q x Q) telle que

<Tu,v >=< K,v xu> VYu, veD(Q)

On dit que K est le noyau distributionnel de T" ou bien T est 'opérateur de noyau K.

Définition 1.6.2

Un opérateur T' sur € est dit intégral si son noyau K est la distribution associée a une

fonction K € L, (€2,). On dit que K est le noyau de

Iopérateur intégral T .

La théorie des opérateurs intégraux s’identifie a celle de I'integral.
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Etant donné K € L}, (2,Q), on peut définir la fonction Tu € L], par

loc loc

Tu(z) = /K (z,y) u(y) dy, (1.102)

par application du théoréme de Fubini.
Définition 1.6.3
i) Un opérateur linéaire, continu de F dans F, est appelé opérateur de Fredholm,
si la dimension de son noyau et la codimension de son image sont finies.

ii) Le nombre ind T' = dim ker T'— dim coker T' est appelé 'indice de T.

Théoréme 1.6.4
Soit T' un opérateur linéaire continu de E dans F. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
i) T est un opérateur de Fredholm et ind T' = 0.
ii) Il y a un opérateur K, linéaire, continue de E dans F, compact tel que T+ K
est inversible.
Preuve. voir [1] =

b) Comme on l’a mentionné auparavant, plusieurs problémes de la physique mathé-
matique peuvent-étre decrits par dans en équation intégrales. Généralement, les
équations intégrales obtenues sont de différents types. Le caractére d’'une équation

intégrale est déterminé essentiellement par les propriétés de son noyau. En effet, si :

- Le noyau K (z,t) est continue dans {2 ou, au moins, si les discontinuités du noyau sont

//|K2(a:,t)|dx dt < oo,
Q

Q

telles que :
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alors les équations données par :
Tu(e)i= [K(9) ul) dy=f @) (1.103)

ol u est I'inconnue et f (), K (z,y) des fonctions données, sont dites équations de type
de Fredholm. Plus précisément, (1.103) est une équation de Fredholm de premiére

espéce, contrairement & I’équation de Fredholm de deuxiéme espéce définie par :
u@) - [K @) ut) dy =1 @) (1.104)
Q

_ H(zy)
lz—y|*

- Si le noyau K (z,y) ou H (z,y) est borné et o une constante telle que 0 <

a < 1, alors (1.103,1.104) sont des équations intégrales avec une singularité faible.

- Si le noyau K (z,y) = % ou A (z,y) est une équation differentiable en x et y, alors

/K (x,y)u(y) dy diverge.
Q

1.7 Les opérateurs pseudodifférentiels

Les opérateurs pseudodifférentiels peuvent-étre considérés comme une généralisation
des opérateurs différentiels. En effet, soit 'opérateur différentiel linéaire dans R™, a co-
efficients C*°, A (z, D).

Exprimons le, en fonction de la transformée de Fourier et de son inverse F~! :

A, Dyu(z) = Y ao(x)Du(x)=F" ) an(zr)7F[u].  (1.105)

lal<m la|<m

_ @) / ¢ (1) F [u] (7) dr

R’ﬂ
avec a (T,7) = 37,1y Ga (T) 7%, T € RY\ {0}, un élément de la classe des symboles,
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que nous allons définir :

Définition 1.7.1

On appelle S™ (€2), P'ensemble des fonctions a € C* (2 x R") a valeurs complexes
telles que, pour tout compact K C 2 et tout multiindice «, £, il existe une constante C'

telle que
| DD a(z,7) |< Copx (14 | 7)™, \z €K, tout 7 € R". (1.106)

Les éléments dans S™ (2) , sont appelés les fonctions amplitude d’ordre m.

L’espace S™ (§2) est un espace de Fréchet muni du sytéme des semi-normes :

P (a) = sup (1+ | 7 )™ | DD a(w,7) | (1.107)
&
on pose
S*=uUugsm ., §®=ngm
meR meR

Le résultat suivant, concerne le développement asymptotique des éléments de S™ (€2) .
Ceci revient & donner un sens a une serie formelle d’éléments a; d’ordre m;, tendant vers

—0OQ.

1.8 Théorie du potentiel

La méthode des équations intégrales consiste & remplacer un probléme aux limites
par une équation intégrale posée sur le bord I'.

Définition 1.8.1

Soit ¢ € C'(I") une fonction donnée, F (z,y) noyau de Green, les fonctions

S(x) = /go (y) .E (x,y) dUy, € R*\T (1.108)
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et
OF (x,y)

dl',, =€ R*\T 1.109

V(m)z/w(y)-

sont appelées, respectivement, potentiel simple-cauche et double-cauche avec la den-
sité .

Remarque 1.8.2

On pose f (z,y) = ¢ (y) -E (x,y) ou f (z,y) = ¢ (y) e w ¢ T, y €T.

f est continue sur I', donc elle est intégrable.

Lemme 1.8.3

Si f: D xT — C est continue si x # y et satisfait| f (z,y) |< o 0<A<l
alors la fonction g (x) = [ f (x,y) dI'y est continue sur D.

Preuve. voir [3] = '

Théoréme 1.8.4

Soit T' de classe C? et ¢ € C'(T'). Alors le potentiel simple-cauche S avec la densité

@ est continue. Sur la frontiére nous avons

S(z) = /gp(y) E(z,y) dl'y, z €T
r
ou l'intégrale existe.

Théoréme 1.8.5

a) Le potentiel simple cauche S (x) est continue sur R? i.e prolongeable par continuité
de R?\ T a R2

b) Si [ ¢ (y) dl', = 0, alors | ‘lim S (z) =0.
T r|—+00
Preuve.

a) OnaS(z)= [¢(y).E(x,y)dly, v € R2\T

r
On prend

[ y) =9 ) E(r,y)
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avec

1
ZN%y%=§ﬂ%|w—y!

donc

[lloo
<e
If@wﬂ_ﬂx_y|

d’apres lemme 1.8.3 lim - S (x) existe et ne dépend pas de la direction.
rT—2zE

alors S est continue sur R2.

b) Supposons que [ ¢ (y) d', =0. On a
r

1
S@ﬂz/@@)E@wﬂ%=5;/¢@)bmx—yWB

T T
d’ou

1S (@) <~ mes (T) gl = o (i)

KA e | @ |
donc
lim S(z)=0
[~

[ |

Eximinons maintenant la trace du potentiel de double cauche

V(x)—/go(y).agn(—g?) dly, = €R*\T, o € C (D)

Lemme 1.8.6

Soit I' de classe C2. Alors il existe une constante positive L tel que
L|l<z—yn() ><L|lz—y}z,yel

2. [n(@)—n() |<Llz—-ylz,yel

Preuve. voir [3] =
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Lemme 1.8.7

-1 sizeD
OF (z,y)
—— 2 dl, =< -1 g
/ on () Y 5 sizel
r 0 sizd¢D

Pour la preuve de ce lemme on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.8.8
Soit v € C? (D), harmonique (Av = 0) dans D. Alors

v
T

Preuve. On utilise la 1¢¢ formule de Green

/uAv + VuVou = /u@ dar
on

D r

on prend u = 1 et comme Av = 0 alors

ov
%dF—O

r

Maintenant la preuve de lemme 1.8.7

Preuve.
1) 2 ¢ D (z € R?\ D)
d’aprés (1.111), on prend v = E (AE = 0)
= [SEdr =0

r

2) x € D on utilise la réprésentation

ww) = [ (Grw) B —ul) 5 ) ar,

r
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en prenant u = 1

alors

/0E (z,y) ir, — —1
I

3) x €T, Q(x,¢e) est un sphére de centre z et de rayon e.
Soit H (z,e) = Q(z,e)N D

On applique la formule (1.111) (v =E, [ ‘g—’i = 0) )
r

0E 0E
/ o ary, + / n ar, =0
H

{yerl:|ly—zx|>c} (z,€)

on a Ik %dFyzo(xéD)

{yel:ly—z|>¢}

/ OB@Y) p i [ OEEY e L

ony e—0 on, 2
H(z,e) H(ze)

Théoréme 1.8.9
Soit T' € C?, le potentiel double cauche V (x) avec la densité ¢ € C (T') est prolon-
geable par la continuité de D a D et de R?/D a R?/D avec les limites

V4 (2) = /go(y) .ag;—fy’;y) dT, + %gp(m); el (1.112)

ol

VE = hlimo V(z+hn(x))

ou l'intégrale existe.

Preuve. voir [3] =

40



Théoréme 1.8.10
Soit ' € C2. Alors pour le potentiel simple cauche S (x) avec la densité ¢ € C (T

(Bg—ni(w):/sﬁ(y)-ai(—af) dFyZF%

satisfait

e(x), zel (1.113)

ol

95+ () := lim n(x).VS (x + hn(x))

on h——0
ou l'intégrale existe.

Preuve. voir 3] =

1.9 Alternative de Fredholm

Nous allons étudier les équations de Fredholm de deuxiéme espéce, c’est-a-dire les
équations de la forme

u(zr) = /K(:p,t)u(t)dt + f(x) (1.114)

Q

La fonction K, appelée noyau de cette équation, sera supposée mesurable et appar-

//|K(33,t)|2dxdt<oo.

Q Q

tenant a la classe Ly sur €2 :

Dans I'équation (1.114) f est une fonction donnée et ¢ est la fonction inconnue, toutes
les deux appartenant a Ly (2) . Les noyaux appartenant a la classe Ly s’appellent noyaux
de Hilbert-Schmidt.

Associons a I'équation (1.114) 'opérateur 1" défini par ’égalité

Tu:=(I—-C)u= fdans H (1.115)
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avec

Cu= [ K y)uts)dy

Q
ou C est un opérateur linéaire compact . Nous adaptons ici 'opérateur duale C* :

H — H de C qui est défini par
(Cu,v)y = (u,C*v), pout tout u, v € H.

En plus de (1.115), nous introduisons aussi I’équation adjointe

T*v:= (I —C")v =g dans H. (1.116)

Théoréme 1.9.1

Pour I’équation (1.115) et I’équation (1.116), respectivement, l'alternative suivante
est valable :

Soit 0 < dim N(T) = dim N(T*) < co.

i) N(T)={0}et R(T)=H

ou

ii) 0 < dim N (T) = dim N (T*) < oc.

Dans ce cas, les équations non homogenes (1.115) et (1.116) ont des solutions si et

seulement si f et g satisfaissent les conditions d’orthogonalité
(f,v0) = 0 pour tout vy € N (T™) (1.117)

et
(1o, 9)y = 0 pour tout ug € N (T') (1.118)

respectivement. Si (1.117) est satisfaite, alors la solution générale de (1.115) est de la

forme

k
u=u"+ Z Co()
=1
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ol u* est une solution particuliere de (1.115) .
et on a :

lu* ||z < c|lflla tq c est constant.

upy pour [ =1, ...,k sont linéairement indépendants.

De méme, si (1.118) est réalisé, la solution de(1.116) a la représentation

k
v=10" + Z dl'UO(l)
=1

ol v* est une solution particuliére de (1.116) , et vy pour [ = 1, ..., k sont linéairement
indépendants.

Lemme 1.9.2

La suite des ensembles N (77) pour j = 0,1,2,... avec T° = I = l'identité est une

suite croissante, i.e N (T7) C N (T7F1). 1l existe un plus petit indice m € Ny tels que

N (T7) = N(T™) pourtout j>m et N(T7) C N (I'"") pourtout j <m.

Lemme 1.9.3
R;j:= R(T?) =TYH pour j =0,1,2,... avec Ry = H, forment une suite décroissante

de sous-espaces fermés de H, i.e R;1; C R;.Il existe un plus petit indice r € Ny tels que
R, = R; pour tout j > r et R;;; C R; pour tout j <.

Lemme 1.9.4

Soit m et r les indices dans les lemmes précédents. Alors, nous avons :

iy m=r.

ii) H = N(T") & R,, ce qui signifie que tous les © € H admet une décomposition

unique :u = ug +u; ot ug € N (17) et uy € R,.
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Preuve. ( théoréme 1.9.1)
i)

a) Si la solution de (1.115) est unique alors I’équation homogéne
TUU =0

n’admet que la solution triviale uo = 0. Par conséquent, r = m = 0, H = H et
T (H) = H dans le lemme 2. Ce dernier implique f € T (H) qui donne l'existence du
u € H avec (1.115), i.e solvabilité et que 7' : H — H est un isomorphisme.

b) Supposons que (1.115) admet une solution u € H pour chaque donnée f € H.
Alors T (H) = H et le lemme 2 implique 7 = m = 0 et N (T') = {0}, i.e 'unicité . et
T : H — H est un isomorphisme. m

Corollaire 1.9.5

Soit @ C R? et soit K un noyau continu ou faiblement singulier. Alors, soit les

équations intégrales homogénes

u(zx) — /K(x,y)u(y)dy =0, z€f,

et
U($> - K(l‘,y)’l)(y)dy = 07 S Q?
/

ont seulement des solutions triviales u = 0 et v = 0 et les équations integrales non

homogeénes

et

o(z) - / K(e.y)oy)dy = g (x), o€,

ont une solution unique u € C' () et v € C' (L) pour chaque coté droit f € C () et
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g € C (), respectivement, ou les équations intégrales homogénes ont le méme nombre
m € N fini des solutions linéairement indépendantes et les équations integrales non homo-
geénes ont des solutions si et seulement si f et g satisfaissent les conditions d’orthogonalité.

Définition 1.9.6

Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. L’opérateur linéaire borné A : H; — Hs
est appelé un opérateur de Fredholm si les conditions suivantes sont vérifiés :

i) La dimension de noyau N (A) de A est finie,

ii) Le rang R (A) de A est un sous-espace fermé de H,

iii) La codimension de R (A) est finie.

Le nombre

ind T =dim N (A) —dim coker (A)

est appelé l'indice de Fredholm de A.
Téoréme 1.9.7
L’opérateur linéaire borné A : H; — Hs est un opérateur de Fredholm si et seulement

si il existe des opérateurs linéaires continus ()1, Q2 : H1 — Hs tels que

QlA:I—CletQQA:[_CQ

avec C7 et (5 sont des opérateurs lineaires compactes dans H; et Hy respectivement.
SiB:H, — Hyet A: Hy — Hj sont des opérateurs de Fredholm, alors A o B est

également un opérateur de Fredholm de H; — Hj et

ind (Ao B) =1ind (A)+ind (B)

Pour un opérateur de Fredholm A et un opérateur compact C', la somme A + C' est

un opérateur de Fredholm et

ind (A+ B) =ind (A).
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1.10 Meéthode des opérateurs monotones :
Soient X un espace normé séparable réel, X* le dual de X, A : X — X™ un opérateur
non linéaire, D(A) = X, R(A) C X*. On dit que 'opérateur A est monotone si
(A(z) — A(y),z —y) 20, VayeX

Si cette inégalité devient stricte pour x # y, on dit que A est strictement monotone.
S’il existe une fonction ¢(t) continue et positive pour ¢ > 0 telle que ¢(0) = 0, ¢(¢) > 0

pour t > 0, ¢(t) — oo pour t — oo et telle que

(A(z) — A(y),z —y) > cllz —yll |z — yll

on dit que A est fortement monotone. L’opérateur A est dit coercif s’il existe une
fonction (t) définie pour ¢ > 0, qui tend vers +oo quand t — +oo et qui pour tout
x € X vérifie 'inégalité
(A(@), ) = 7 ||l ||
On dit que A est demi continu en zy € X si la convergence de z,, vers zy pour la
norme de X implique A(x,) — A(xg) (n — oo) faiblement , c-a dire

(A(zp), z) — (A(xo),2) (n —00) VreX

Théoréme 1 Soit un opérateur A qui applique un espace de Banach séparable réel X
dans ’espace X*. Supposons que A soit fortement monotone et demi continue . Alors

léquation A(z) =y a une solution x et une seule pour tout y € X*.
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Chapitre 2

Méthode des équations intégrales

pour quelques problémes linéaire :

2.1 Introduction :

La résolution des problémes linéaires aux limites pour 'opérateur de Laplace peut étre
remplacées, d’aprés la théorie du potentiel, par la recherche de la solution des équations
intégrales dans des espaces de fonction défini au bord d’un ouvert de R .

Les équations intégrales correspondantes aux problémes linéaires considérés sont in-
terprétées difféeremment. Par contre, la théorie des opérateurs pseudo-différentiels nous
permet de formuler des propriétés communes.

Dans la premiére section la méthode indirecte des équations intégrales pour le La-
placien dans un domaine borné simplement connexe de R?, appliquées aux problémes
de Dirichlet et de Neumann en utilisant les potentiels de simple et de double couche,
et la méthode directe appliquée au probléme mixte de type Dirichlet- Neumann pour
le Laplacien dans un domaine borné doublement connexe de R2, et, en effet, comme on
le verra plus loin, ce probleme donne lieu a un systéme d’opérateurs intégraux regrou-

pant les opérateurs S, D, D',T" aprés 'utilisation de la méthode du potentiel. On établit
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I’existence et 'unicité de la solution pour les problémes réduits sur le bord.

Dans la deuxiéme section, on applique la méthode des équations intégrales pour le
Bi-Laplacien avec les conditions de Dirichlet dans un domaine ouvert et borné,. L’objectif
est d’établir un systéme d’équations intégrales en appliquant la formule de Green. On

montre alors que ce systéme est fortement elliptique a I'aide de I'inégalité de Gading.

2.2 Meéthode du potentiel pour le Laplacien dans un

domaine régulier pour Dirichlet :

2.2.1 Formulation du probléme

Présentons ici le probléme de Dirichlet intérieur pour 'opérateur de Laplace.
Soit 2 C R? un domaine ouvert ,borné ,simplement connexe, dont la frontiére I' est
réguliere (I' € C*)

On cherche & déterminer une fonction u dans H'(Q) vérifiant :
Au = 0 , dans ()
u = f , surl

ou A est 'opérateur de Laplace, f € H 2 (I") est donnée.
Le probléme (P;) constitue le probléme de Dirichlet pour le Laplacien. Il modélise,

entre autres, les phénomeénes stationnaires.

2.2.2 Etude variationnelle

Pour énoncer une formulation variationnelle du probléme traité, nous devons définir
correctement les espaces des fonctions dans lequel on cherche la solution. Pour le probléme

(P1) nous considérons 'espace classique de Sobolev
H' (Q,A):={ue H' (Q), Au=0}, (2.1)
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qui est un espace de Hilbert muni de la norme

1
|l o) = (HUH%Q(Q) + ”VUH%Q(Q))2'

L’espace H' (Q, A) est important dans la formulation variationnelle, car il nous per-
met d’étendre la seconde formule de Green pour des fonctions "non régulieres" de H' (€2).
En effet, on a le

Lemme 2.2.1

Soit u € H' () avec Au € L*(Q) et soit v € H' (Q) de support borné, alors d,u |p
est definie par :

(Au,v) + (Vu, Vo) =< dyu |r,v [r>r (2.2)
ici <,>r est la dualité entre H~2 (') et H2 (T') donnée par :
<k Sp= / h(y) k(y) dT (2.3)
T

pour des fonctions h et k réguliéres.

Preuve. L’équation (2.2) est obtenue en intégrant par parties la trace v |r appartient
aHz (T') pour tout v € H' (Q) de support borné d’aprés le théoréme des traces. La partie
gauche de (2.2) est bornée d’apres les hypothéses faites sur u, v. =

On introduit ensuite le sous-espace de Hilbert V' un sous espace des fonctions de

H' (Q) qui satisfont dans le sens des traces la condition essentielle d’homogénéité.
V={veH" (Q), v=0surT'}:= Hj(Q) (2.4)

Soit maintenant v € H} () . En multipliant la premiére équation de (P;) par v et en

intégrant sur €, la formule de Green nous permet d’écrire

—/VU.VU o + /8nu.v dl' =0 (2.5)
Q T
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Posons alors

ay (u,v) = /VU.VU aQ (2.6)

et

Tout d’abord, on a la

Définition 2.2.2

Soit f (s) la trace de w € H' () telle que w |r= f. La fonction v € H'(Q) est
appelée solution faible du probléme (P;) si :

Hu—weV

ii) Pour tout v € V, la condition (2.5) est vérifiée.

Maintenant, le probléme (P;) devient équivalent au probléme variationnel suivant :

trouver v € Hy () telle que : 28)
ai (u,v) = Ly (v) pour tout v € H} (Q)

Théoréme 2.2.3

i) H} (Q2) est un espace fermé dans H' (Q).

ii) Ly (.) est une forme linéaire continue.

iii) a4 (.,.) est une forme bilinéaire continue.

iv) a; (.,.) est HJ (Q)-coercive.

Preuve. i) Soit (v;) une suite de fonctions dans I'espace H} (2) qui converge vers un
¢élément v € H' (Q).

D’apres le théoréme des traces, on a ||vy — v|| 2y < ¢(Q) [|[vr — v||51(q), c’est a dire
que la suite (T'r v;,) converge vers Tr v dans l'espace L2 (T"). Alors, il existe une sous
suite qui converge presque partout vers T'r v mais puisque 1T v = 0 sur I', ceci implique
que v € Hj (Q).

ii) Evident.
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iii) La bilinéarité de a; (.,.) est évidente. Pour la continuité, on a
| ay (u,v) |< [[Vull2]| Vol 2 < cte [|ullv[|v]lv

iv) 1l suffit de trouver a > 0 tel que a; (u,u) > a ||u|? . On a alors,
2 2 2
o ) = [ Vu o= Julfyy =l
Q

D’ot le résultat aveca =1. m

Ce théoreme nous permet d’établir le résultat suivant :

Théoréme 2.2.4

Le probléme (2.8) posséde exactement une seule et unique solution faible w € H' (Q, A).
Preuve.

Evident d’aprés le théoréme 2.2.3 et le théoréeme de Lax-Milgram . m

Pour interpréter maintenant le probléme (2.8), considérons la solution faible du pro-

bléme (P;) et I’équation
/Vu.Vv dr =0 , VoeV (2.9)
Q

Par application inverse de la formule de Green & son terme de gauche, on obtient :
—/VU.VU dr = /Au.v dr — /8nu.v ar , vevVv (2.10)
Q Q r

Prenons en compte que v = 0 sur I' et substituons (2.10) dans (2.9), on aura
< Au,v >=0 , clest a dire que Au € D'(Q) est nul.

mais comme Au € L? (2), alors on a Au = 0 p.p dans 2, qui est la premiére équation

de (Pl)
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Enfin, d’aprés la définition 2.2.2, on a (u — f) € Hj (), ce qui fait que
u—f=0surl,

d’ou la deuxiéme équation de (Py).
Ainsi, le probléme aux limites correspondant & la formulation variationnelle (2.8), est

le probléeme (Py).

2.2.3 Reéduction en équations intégrales

D’une maniére générale, le probléme de Dirichlet pour le Laplacien est réduit en une
équation intégrale, en supposant que la solution s’écrit sous la forme d’un potentiel de
double cauche.

L’intérét de cette procédure est que les équations intégrales obtenues sont des équa-
tions de Fredholm de deuxiéme espéce. Ainsi les théorémes de Fredholm peuvent étre
appliqués [41], [33].

La démarche, qui consiste a représenter, la solution du probléme de Dirichlet par un
potentiel de simple cauche, conduit quand & elle, a d’autre types d’équations intégrales

ou la théorie de Fredholm n’est pas applicable [31].

Formules de représentations

Les outils fondamentaux pour construire les équations intégrales au bord sont la

solution élémentaire de I’équation de Laplace donnée par

1
E(z) = %log | z | (2.11)

et la propriété de simple et de double cauche.
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Définition 2.2.5

Pour p,v € C*°(€2),0n définit Sq et Dg par les potentiels logarithmiques de simple
cauche (P.S.C) et de double cauche (P.D.C'), respectivement par

Sop(x) == E () * p o = /u(y)E(x —y)dly, z € Q (2.12)
Dav(z) i= B (a) * (-0, () = [vio)f—p)dl,, €@ (213

oll dr est la masse de Dirac sur I'.
Lemme 2.2.6
Soit I' € C* et v, p € C (T'). Alors on a les relations suivantes du saut pour (P.S.C)

et (P.D.C'), quand un point = de I'intérieur tend vers un point sur la frontiére.

(OuS @) b= +4u(2) + [0(0) B E@=y) dT, |z yeT (2.14)
(Dav () o= ~4v (@) + [v ()00, Elz=y) T, , o yeT (2.15)

Preuve. On remarque que pour toutes fonctions u,v : I' — C assez réguliéres, les

potentiels de simple et de double cauche satisfont ’équation de Laplace, a savoir
ASqu =0 dans €,

ADqr =0 dans Q.

Calculons donc, en un point = € I', 'expression du gradient de Sg, on a d’abord

_ r—y
2w |a—y

V.E(zx)
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alors on a

VaSan(@) =5 [uln) =2

Cette expression n’a pas de limite quand x tend vers la courbe I' car la fonction ﬁ

n’est pas intégrable pour x sur I'. On peut donc exprimer la valeur de 9,Sq pour un sens

faible par une fonction test ® dans D(R?). Et d’apres la formule de Green on a

(OnSq, ®) = /&LSQ ()@ (z) dI'y = —/VSQ (2) VO (z) dQ2

- / / VT< 2 ar, a0

Cette expression est intégrable sur le produit I' x {2. Nous pouvons donc permuter les

deux intégrations, d’aprés le Théoréeme de Fubini. D’ou

/ 0.8 () (2) dTy = —— [ 1 (y) / W=2)-VE) o) ar, (2.16)

2 |y —z
I

Maintenant pour r > 0, notons par €2, = QN B,, la partie de {2 contenue a l'intérieur

de la boule B, du rayon r et de centre y, alors

[T oy, [ DTG

|y — 2|2 = |y — 2z |?

r

Par application de la formule de Green & nouveau on obtient

/(yTyZEVzTQ(Z)dQ:‘/(m—;P @)l /|x—

T T
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Quand r — 0, nous obtenons donc :

/(y —2).Vo(z) dQ = —7® (y) + /Mq; (z) dT,.

|y — 2z [?

D’ou, en reportant cette expression dans (2.16), on aboutit a
1
/8nSQ () ® () dT', = —i—§/u ()P (x // | |2 (y) @ (x) dl'ydl',
I‘ —
r r y
alors
DS (@) = + 2 )+/(y_m)'”w (y) dr
r

au sens faible, donc on en déduit (2.14). De la méme maniére on obtient (2.15). m
Théoréme 2.2.7
Pour toute fonction p, v : I' — C assez réguliére, les équations intégrales liées aux

probléme (P;) sont données par :
Sp=—-2f, (I+D)v=-2f (2.17)

ou les opérateurs intégraux aux bord S, D sont donnés par

—1
Sp(z) - =7//~b(y)-10glx—y\dFy
T
—1
Dv (z) :7/V(y)0nylog|x—y|dl"y
T

avec z, y € I'.
Preuve. On cherchera la solution de probléme (P;) sous la forme d’un potentiel de
simple cauche.

Concernant le probléme de Dirichlet (P;), la premiére étape consiste a exprimer u (z)
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sous la forme d’un potentiel de simple cauche, a savoir :

1
u(z):E(m)*uép:%/u(y).log]x—y\df‘y , v€Q , yel (2.18)
T

En passant a la limite dans (2.18), la continuité de la simple cauche nous permet

d’avoir pour (P;) une équation intégrale de premiére espéce
1
u(@) fr=f=o-[u(y).logle—y[dly), =z yel (2.19)
r

Si on écrit u () sous la forme d’un potentiel de double cauche, a savoir :

u(z) = E(z)* (=0, (vr)) (2.20)
_ % v(y) Oy log |z —y|dl,, z€Q, yel (2.21)

la propriété de saut de double cauche, nous donne pour (P;) une équation intégrale de

deuxiéme espéce

—1 1
u(x) |p:f:TV(x)—i—%/y(y)any.log]x—y\dFy , x,yel
r

Propriétés des opérateurs intégraux au bord

Ainsi, & un seul probléme aux limites, on peut construire différentes équations in-
tégrales lesquels, en général, ont différentes propriétés impliquant certains avantages ou
inconvénients sur les schémas de la résolution numérique.

La résolution de la deuxiéme équation intégrale dans (2.17) est classique. Tandis que
pour 'analogue d’équation intégrale (2.17), c’est seulement en 1973, et en 1978, qu'un

cadre variationnel approprié a été présenté pour discuter 1’éxistence et 'unicité de leur
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solution grace aux travaux de Nedelec—Planchard [35], [51].

Dans ce travail, notre approche est totalement différente. En effet, les opérateurs
intégraux définis dans (2.17) sont interprétés comme des opérateurs pseudo-différentiels.
Ceci nous a permis d’obtenir la coercivité moyennant le calcul symbolique des opérateurs
pseudo-différentiels.

Pour mettre en évidence, 'élégance de cette technique, commencons par présenter
brievement les travaux de Nedelec et Planchard.

Pour la premieére équation intégrale donnée par

le but est de définir un opérateur qui associe f a u. Pour cela, les auteurs introduisent
le probléme de Dirichlet exterieur et construisent leur opérateur par composition selon

le schéma suivant :
peH () —ueH (Q) x WHQ,) — feH: () (2.22)
avec
W (Q,) = {v eD (W'(Qe)) wv; rlogr e L*(Q.), Dve L? (Qe)}

Maintenant, le deuxiéme opérateur dans (2.22) est défini et continu.
En vertu de 'unicité du probléme (P;) dans Q et €., ils obtiennent I'isomorphisme

Jo de K sur Hz (T'), ol
K:={veW"(R?), supp(Av) CT}. (2.23)

Concernant le premier opérateur dans (2.22), opérateur u — p est défini, continue

de K sur Hz (T).
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Par analogie, ils montrent que I'opérateur

K X H=
qui & u fait correspondre p est lui aussi un isomorphisme. Ainsi (2.22) est réécrite de

la maniére suivante :

1

peH 3 (D) 2 ue HY Q) x W Q) 2% u|re HE ()

Ce qui fait que l'isomorphisme J = Jy o J; ! est représente par la premiére équation
de (2.17).
Enfin, ils établissent le résultat suivant :

Théoréme 2.2.8 [35] [51]

i) le probléme variationnel lié¢ & (2.17) est donné par

b(,u,;/):<f,;/> , V;/EH%(F) ;

avec

b (wn) =5 [ [ 1082 =y D) s (@) i) ar. ar,

T
ii) La forme bilinéaire symétrique b (p, p') est coercive sur H 2 (I) clest a dire, il

existe une constante ¢ > 0, tel que :
b ' 2 Y € H_1
> _ . 2 I‘
(/%N) =z C ”“”H%(F) 3 Vi o> (I

A présent, comme on I’a mentionné auparavant, dans cette étude on présente une
approche différente, qui consiste a interpréter les opérateurs S, (I + D) comme des opé-
rateurs pseudo-différentiels pour obtenir des propriétés communes.

Maintenant, & chaque opérateur intégral, on associe par la transformée de fourier,

ce qu’on appelle le symbole complet. Aprés, on exige que celui-ci, admet une expansion
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asymptotique pour 7 treés grand avec pour premier terme d’ordre supérieur en 7, le
symbole principal (section (1.9)).

Si on désigne I'ordre du symbole principal par 2« alors 'opérateur intégral est appelé
opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2. Ainsi, on est en mesure de formuler le

Théoréme 2.2.10

i) Les opérateurs S, (I + D) sont des opérateurs pseudo-différentiels de symbole prin-
cipal | 7 |7, 1 et d’ordre —1, 0 respectivement.

ii) Ils sont fortement elliptiques : c’est a dire, il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Re o (x,7)>c>0

pour tout | 7 |= 1 et = € T avec ¢ indépendant de z et T et o est le symbole principal.

Preuve. i1) La partie principale dans (I + D) est donnée par 1'opérateur [

[u(z) = p(z) = /e%p

Ceci implique que o7 (z,7)=1=| 7 |°.

i2) Pour l'opérateur S, on considére, la représentation paramétrique de I' suivante :

D’aprés la formule de Taylor on peut écrire :

z(t) —x <t> - <t - t’) () +R (t, t’)

d’ou

By
ol

|z (t) — @ (t) = (B2 (1) + 32 (8) + R(£,9))? = (2 (1+ Ry (7))
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avec

P2 (t)+42(t)=1,t=t—t et Ry = Rt 2

ou

| Ry |=| RE2|<c|T|L L.

Ainsi
|z —y|= [P+ R (t,D)]% =[] (1 + Ry (t,0)7 =| [| [1+ Ry/2 — R2/8+ ...
Ce qui fait que

log | w—yl=log|z(t)—x(!)|=log(I 7| (1+R)?)
_o1 _ 1
= log | 1| +§log |1+ Ry |=log | 1| +§10g [Ri — RI/2+ ..
on a 3[Ry — R?/2 + ..] indéfiniment différentiable car | Ry |< 1
Soit maintenant une fonction de troncature X telle que X' (| ¢ |) = 1.

Alors,
Sp(t) = A (t) + Aop (t) , avec

Aurlt) = =2 [ (2] 10| 7] (r) af

—+00

_ / exp (itf) F {1 (£)} pa (t.7) dF,

—00

A, est un opérateur régularisant, c’est a dire, de noyau C'* et p, (¢,¢) donné par

1 _ o
P (1,1) =——/exp<itf>.x<|t|>‘1og|t|dt,
T

qui représente le symbole complet de S.
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Sachant que

—

X(|T]) =X (0)+LX (0)+...

alors le symbole principal sera donné par
1 T -1
o5 (t,7) = —=FAX O)log | T} =| 7,

F {.} étand désigne la transformation de Fourier. Ce qui fait que l'ordre de 'opérateur
S est égal & —1.

ii) évident d’apres la définition. m

Le symbole principal de chaque opérateur pseudo-différentiel, nous est nécessaire, afin
de montrer certaines propriétés concernant ces opérateurs et en particulier, la propriété
de forte ellipticité, qui a son tour, nous permet d’avoir une inégalité de type énergétique.

Lemme 2.2.11

Les opérateurs

sont continus.

Preuve. i) On a :

1Sul? y = [ A7) | F{Su(n)} [*dr
HZ (D)

r

et
F{Su(r)} =0sF{u(r)}, avec o5 (z,7) < 1 (1—|— Ka |2)71
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Ce qui fait que

| osF{u(m}y P<ler (14 |7 P) T F{u(r)} P
< EH| TP Flu)
Ceci implique alors que

1

1 —2
IS0y < @[ (k17 P (i 17 )7 R g
I

IN

e [ (k17 P)E (U | 7)Y F ) P dr

IN

allul?_y

ii) La démonstration pour I'opérateur D se fait d’'une maniére analogue. m

2.2.4 Existence et Unicité

La coercivité pour les opérateurs est satisfaite dans la forme de I'inégalité de Garding
(voir théoréme 1.15). En effet, on a le théoréme suivant :
Théoréme 2.2.12

Il existe une constante ¢; > 0 telle que pour tout p € H —2 (I') on a:

<S>z alpll g = <S> (2.24)

ou Sy : H 2 (I') — H2 (T') est compact.
Preuve. Soit 4 € H~2 (T'). En utilisant la transformation de Fourier. On réduit la

situation au cas I' = R. D’apres 1’équation de Parseval, on a

<Su,u>=/5u~udfv=/F{Su}-F{u} dCEZ/ITIl-IF{uH2 dr
R R

R
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Soit maintenant un opérateur pseudo-différentiel Sy de symbole principal og, =

1\ —2
(1+171%)

On a alors :

S=5 —5S+5=5 -5
avec Sp un opérateur d’ordre —2, d’ott compact de H -3 (") dans H 2 (I") . Sy est défini
positif, c’est-a-dire, il existe une constante ¢ positive telle que :

< Sop, p > = CHMH?{’%(F) (2.25)

En effet,
1 -2
c(1+|7|2)7§§<1+|7|é> VreR

Ce qui fait que

1\ 2 -1
J1mB) 1 pw Parze [ (e 7P E ) Par
R R
Dot (2.25).
D’ou

= — < Sy, p >

<S>z el y

Maintenant, pour la suite de notre étude, on a besoin de la propriété suivante de €2

voir pagel39 dans [50], & savoir
diametre () < 1 (2.26)

Cette condition revient a dire que la capacité analytique ou bien le rayon conforme
de I' est inferieur de I'unité.

Dans ce cas, on a le

63



Théoréme 2.2.13

Soit 1 € H™2 (I') donné. Alors

i) Su(x) = 0 implique que p = 0.
ii) 'opérateur

S:H 2 (T) — Hz (T)

est bijectif.

Preuve. i) L’unicité est assurée d’aprés l'unicité du probléme (P;). En effet, si
S (z) = 0, alors le probléme de Dirichlet (P;) devient un probléme avec une condition
homogene et celui-ci posséde une seule solution triviale p () = 0. D’out le résultat.

ii) D’apres i. lopérateur S est injectif. Maintenant, d’aprés 'inégalité de Garding,
chaque opérateur different de 'opérateur défini-positif par une perturbation compacte.

Ainsi, cet opérateur est un opérateur d’indice zéro. D’ou la surjection de S. =

2.2.5 Propriété d’équivalence

On veut montrer que la solution faible v € H! (2, A) pour f € H 2 (T") satisfait aussi
I'équation intégrale de premiére espéce (2.17). On a alors le

Théoréme 2.2.14

Soit f € Hz (I') donné. Alors

Le probléme (P;) pour u € H' (2, A), la formulation variationnelle (2.6) et I'intégrale
de premiére espéce (2.17) pour p € H —3 (I"), ont chacun exactement une solution et sont
équivalents.

Preuve. Chaque solution de (P;) donne une solution de I’équation intégrale de pre-
miére espéce (2.17). Cette solution est unique et a son tour prouve que la solution de
(2.17) définit une solution de (P;). L’équivalence entre (P;) et (2.6) pour u € H! (2, A)

a été discutée. m
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2.3 Meéthode du potentiel pour le Laplacien dans un

domaine régulier pour Neumann

2.3.1 Formulation du probléme

Soit 2 un domaine ouvert borné de R? simplement connexe, de frontiére I' € C*°. On
aura besoin des espaces de Sobolev.

Considérons maintenant le probléme suivant pour une fonction u € H*(Q)

Au = 0 , dans ()
ou = ¢g , surl

g€ H 2 (') est donnée.
Le probléme (P3) constitue le probléme de Neumann pour le Laplacien. Ce probléme
modélise, par exemple, le mouvement d’un corps solide dans un fluide incompressible

parfait en hydrodynamique.

2.3.2 Etude variationnelle

Comme pour le probléme de Dirichlet, I’étude est faite dans le cas ot €2 est un domaine
intérieur. L’espace dans lequel on cherche la solution de probléme (Py) est H* (Q, A) et

I’espace de Hilbert V' est donné cette fois-ci par
vV =H"(Q)

car la condition au bord 0, u est une condition naturelle.
Soit maintenant v € H' () . Par analogie avec le probléme (P;), la formule de Green

nous permet d’avoir

/VU.VU Q) = /g.v ar (2.27)

Q r

65



Si on pose :

as (u,v) = ay (u,v)

et
Lz(v):/g.vdf’, ve H (),
T

le probléeme (Ps), se réduit alors au probléme variationnel suivant :

trouver u € H'(Q2) telle que :
as (u,v) = Lo (v) pour tout v € H' (Q) .

Théoréme 2.3.1

i) Lo (.) est une forme linéaire continue.

ii) as (.,.) est une forme bilinéaire continue.

un « > 0 tel que :

az (u,u) > allullfpp,,

avec Py I'espace des polyndémes d’ordre zéro.

Preuve. i) et ii) sont évidents.

(2.28)

(2.29)

iii) as (.,.) n’est pas H'-elliptique, mais elle est H'/Py-elliptique, c’est a dire qu’il existe

(2.30)

iii) On montre d’abord par un contre exemple que (2.6) n’est pas H!—elliptique. Pour

cela, supposons le contraire et soit u = X alors, Xo € H' (Q) et || Xo||g = mes () # 0.

Or az (Xa, Xo) = a2 (1,1) = 0 > a|Xo||3:- Ce qui imlpique que a > 0 et ceci est une

contradiction.

Pour montrer maintenant (2.30), considérons 'espace Py des polynémes d’ordre zéro :

Py={po€ H (Q), po=C" dans Q}
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et soit Q un sous espace de H' () défini comme suit :
Q:={ve H (Q), (v,po) =0dans L* (Q)} .

Notons que (v, pg) est égal a (v,1) = 0.

Q est le complément orthogonal de Py dans H! (2) . C’est a dire que pour tout élément
ue H (Q),onau=v+py,veEQetp €.

Ainsi, ’ensemble des solutions de (2.29) est donnée par v+ pg ol v est solution unique

dans ). En effet, pour tout v € @), on a
as (v,v) = / | Vo |? da. (2.31)
Q

Or d’apres I'inégalité de Poincaré, on a

2

[v][F0) < B / | Vo |? d + /v dx ,
Q Q

Ce qui fait que
1 1
/ |V P do > Zlolfn = 5lolf,
Q

car (v,1) = 0 et @ est un sous espace fermé de H' (). Ainsi, (2.31) devient

1 2
az (v,v) 2 Z||vllg,

—_

c’est & dire la Q—coercivité de as (.,.) avec = 5. =
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Théoréme 2.3.2
Le probleéme (2.29) posséde une seul et unique solution faible dans H' () /P, avec la

condition de solvabilité suivante :

/ g dl =0 (2.32)

T
Preuve. voir [20]. =

Pour interpréter le probleme (2.29), nous considérons 1’équation

/VU.VU dx = /g.v dar, (2.33)

Q r

par application inverse de la formule de Green & son terme de gauche et par analogie

avec le probléeme (Py), on trouve la premiére équation du probléme (P3) & savoir
Au = 0 dans €.
Ceci a son tour implique que

/Au.v dex =0 , pour tout v € V.
Q

En appliquant la formule de Green a cette équation, on obtient :

/VU.VU dx = /8nu.v al', YveV. (2.34)
Q r

Si on retranche maintenant (2.34) de (2.33), on obtient :
/(8nu —g)wdl =0, YveH (Q)
T

Ceci implique & son tour d,u = g sur I', d’apres la densité des traces de H' (Q2) dans
L2 (T).
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Ainsi, le probléme équivalent au probléme variationnel (2.29) est le probléme (Ps).

2.3.3 Reéduction en équations intégrales
Formules de représentations

Théoréme 2.3.3

Les équations intégrales liées au probléme (P3) sont données par :
(I _ D’) p=2,  Tv=-2g, (2.35)

AN / P
ou D, T sont données par

Dp(z) + =— [nu(y).On,log|z—y]dl,
T
—1
Tv(z) : =— [v(y).0n,0p,log|2z—y|dl,
m
T

avec x, y € I et Popérateur D" désigne I’adjoint de D.

Preuve. On cherchera la solution de probléme (P3) sous la forme d’un potentiel de
double cauche.

En considérant la dérivée normale de (2.18) et aprés passage a la limite, on obtient

une équation intégrale de deuxiéme éspéce pour (P3), & savoir :

2 2
r

1 1
(e =g =+ (@) + 5 [1) B, g | o~y [Ty, 5 yeT (230

Si par contre, on prend la dérivée normale de (2.20), on obtient aprés passage a la
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limite une équation définie comme une valeur principale, a savoir :

1
Opu () [r=9g = %/V (y) -OnyOn, log | x —y | dI'y, x, yel (2.37)
T

On remarque que le noyau associé a 'opérateur 7' dans (2.35), est

1
On, O, log | x —y IZO(—Q),
|z —y|

Ce noyau est donc non intégrable, alors cette expression doit étre éxprimée a 'aide

de distributions qui sont des parties finies.

Propriétés des opérateurs intégraux au bord

Concernant la deuxieéme équation intégrale donnée par
Tv = —2g,
les auteurs introduisent comme pour 1’équation de premiére espece, I’espace
K = {1/ € (H' (Q,A) /Ry) x W (Q/,A> / Supp (Av) C T, [0,0] = O}

Soit & présent, application J qui associe v € H2 (') /Py a g € H2 (') et qui vérifie
la condition d’existence

< g,1 >p=0.

Alors Dapplication liant g € H~2 () a v € H2 (T') /Py est un isomorphisme.

Pour I’étude variationnel du probléme au bord, ils établissent le résultat suivant :
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Théoréme 2.3.4 [28]

i) le probléme variationnel lié¢ & (2.35) est donné par

I

b(l/,l/l) :/g(y) v (y) dl'y V' € H2 () /Py

b <u, /L/> = —%// (v(z) —v(y)) (I/l () — v (y)) OnyOn,log | —y | dIl', dT'y

pour tout v, v’ € Hz (') / P,.

Théoréeme 2.3.5

i) Les opérateurs (I — D') , T sont des opérateurs pseudodifférentiels de symbole
principal 1, | 7 | et d’ordre 0, 1 respectivement.

ii) Ils sont fortement elliptiques : c’est a dire, il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Re o (z,7) >c>0

pour tout | 7 |= 1 et x € I avec ¢ indépendant de z, 7. ¢ étant le symbole principal.

Preuve. i1) La partie principale dans (I + D) est donnée par l'opérateur [

In(@) = u(x) = 5~ / exp™ F{u(r)} dr

Ceci implique que o7 (z,7) =1=|71°.

i2) Pour l'opérateur T, on sait que

1

On,On, log |z —y|=0 (—2
|z —y|

) =0(]t]™?). (2.38)

Considérons maintenant une fonction de troncature X (| ¢t |) = 1 dans un voisinage

fixe de zéro.
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Alors 'opérateur T' s’écrit

Tv(t) = —%/X(| t )00, log | x —y | v(t) dt
P (2.39)
_%/(1 — X(| )00, log | & —y | v(t) dt
T

Remplacons (2.38) dans (2.39), on obtient

Tu(t) = Buv(t) + Bov(t), (2.40)
Bty = % [X(TD- 17 i) a (2.41)
_ / exp(it) F {v(7)} Pr(t.7) dF,

et By un opérateur régularisant, c’est a dire, de noyau C* et Pr(t,t) donné par
_ 1 P
Pr(t,t) = —— [ exp(itt)X (| t |)t “dt, (2.42)
T

représente le symbole complet de T'. Sachant que

- ’

X(|t])=X0)+tX(0)+..., (2.43)
alors le symbole principal sera donné par
1 2
o (t,7) = —=F{X O F 2} =| 7,

et on déduit 'ordre de T', qui est égale a 1.
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ii) évident d’aprés la définition . m

Lemme 2.3.6

Les opérateurs

D' : Hz(I')— H2(I)
() — H™z (D)

~

sont continus.

Preuve. Pour 'opérateur 7', on a :
or(z,7)=|7].

Alors
|orF{v )} P=l7 Pl Fv @)} P< (|7 P) [ F{v @)} P

Ce qui implique que

_1
Ty < ef (o 17 )7 (o 7 P) |7 ) P ar
r
< bR,
HZ(T)

.o 4 . 4 ! . o
ii) La démonstration pour 'opérateur D' se fait d’une maniére analogue. m

2.3.4 Existence et Unicité

L’inégalité de coercivité pour les opérateurs est satisfaite dans la forme de I'inégalité

de Garding. En effet, on a le théoréme suivant :
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Théoréme 2.3.7

Il existe une constante c; > 0 telle que pour tout v € H 2 (T') on a:
> 2, - :
<Tv,v> > ClHVHH%(F) <Tv,v> (2.44)

ouT: H2 (I') — H~ 2 (') est compact.
Preuve. Pour montrer (2.44), considérons alors v € Hz (I') , et procédons de la méme

maniére que pour l'opérateur S.

< Tv,v>= /Ty.ydx:/f{Tz/}.}"{y} dr:/|7|.|}“{y} 2 dr

R

Soit maintenant un opérateur pseudo-différentiel 7y de symbole principal op =

2
<1+ K |%) .
On a alors :

T=Ty-To+T =Ty —T)

avec T} un opérateur pseudo-différentiel d’ordre zéro, d’ou compact de H > (I') dans

1

H—2(T).
Ty est défini positif, c’est & dire , il existe une constante c telle que :

<Tww> =z vl

D’ou
<Tv,v> > CIHV“Z%(F)_ <Tv,v>.
Remarquons que pour les opérateurs (I+ D) et (I —D'), D et D' ce sont les opérateurs
qui constituent les perturbations compactes. m

Pour la suite de notre étude, on a besoin de la condition (2.26).

Dans ce cas, on a le
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Théoréme 2.3.8

Soit v € Hz (T') donné. Alors

i) Tv (z) = 0 implique que v = cte.
ii) 'opérateur

T:H>(T) — H2/P,

est bijectif.

Preuve. i) d’apres (2.35) si Tv (z) = 0, le probléme de Neumann devient un probléme
avec une condition homogeéne et ceci posséde une solution & une constante pres.

ii) Popérateur T est injectif. Maintenant, d’aprés I'inégalité de Garding, chaque opé-
rateur differe de I'opérateur défini positif par une perturbation compacte. Ainsi, cet

opérateur est un opérateur d’indice zéro. D’otul la surjection de 7. m

2.3.5 Propriété d’équivalence

On veut montrer que la solution faible u € H' (2, A) pour g € H™= (I') satisfait aussi
I’équation intégrale de premiére espéce (2.35). On a alors le

Théoréeme 2.3.9

Soit g € H~2 (') donné. Alors

Le probléme (P3) pour v € H! (2, A), la formulation variationnelle (2.29) et I'inté-
grale de premiére espece (2.35) pour v € H 2 (I'), ont chacun exactement une solution et
sont équivalents.

Preuve. En ce qui concerne la démonstration de ce théoréme est identique a la

démonstration utilisée dans le probléme de Dirichlet. m
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2.4 Meéthode directe pour le Laplacien dans un do-

maine régulier pour le probléme mixte :

2.4.1 Formulation du probléme mixte

Le domaine d’étude est notée €2, c’est un domaine ouvert, borné, doublement connexe
de R2. Le bord I est constitué¢ de deux parties disjointes I'; et I'y suffisamment lisses. I'
et I'y sont deux courbes C* telles que : ' Uy =T et I'1 NIy = .

On considére le probléme aux limites mixte intérieur pour le Laplacien, & savoir :

Trouver u dans H'(Q) telle que :

Au(z) = 0 r e
u(z) = f(x) rely (P3)
Ohu(r) = glx) wely

ou f e H2(I'y), g € H 2(I';) sont données.

2.4.2 Etude variationnelle

Le cas le plus générale ou (P3) peut étre transformé en un probléme variationnel est
le suivant :

Oou € H 2(I'y) € H 2(T) est defini par la formule de Green du Lemme 2.2.1.

Définition 2.4.1

Soit u € H'(Q) avec Au € L*(). Alors les données de Cauchy

(v,w) € H2(T') x H2(T),
sont définies comme étant les traces
(v,w) == (U, Opuyy) (2.45)
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Maintenant, I’espace dans lequel on cherche la solution de probleme (P3), est donné
par (2.1).
Prenons comme espace V, I'espace des fonctions de H' () qui satisfont, dans le sens

des traces, la condition aux limites essentielle homogéne correspondant, c’est-a-dire
V= {v € HY(Q), v, = o} (2.46)

Ce qui fait que si v € V, alors le Lemme 2.2.1 donne :

/VU.VU dfl =< g,vp, > g-Y CoyxHd () (2.47)
Q
Notons que
U, € H(I)
car
v € H2(T) et v, =0
Posons alors
a(u,v) = /Vu.Vv dQ
Q
et
L(v) =< g,vr, >= /g.v dr.
I
Le probléme (P3), se réduit alors au probléme variationnel suivant :
Trouver u € H'(2) avec u, = f
telle que pour tout v € V (2.48)

a(u,v) = L(v) soit vraie
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Théoréme 2.4.2

i) V est un sous espace fermé¢ dans H' (Q).
ii) L (.) est une forme linéaire continue.

iii) a(.,.) est une forme bilinéaire continue.
iv) a(.,.) est V-coercive.

Preuve. Evidente d’aprés les résultats de la méthode indirect. m

Théoréme 2.4.3

Le probléme (2.48) posséde exactement une seule et unique solution faible u €
HY(Q,A).

Preuve. Evident d’apres le théoréme 2.4.3 et le théoréme de Lax-Milgram. m

L’inverse est aussi vrai. Le probléme correspondant au probléme variationnel (2.48)
est exactement le probléme (Pj3). Cela se traite d’une maniére tout & fait analogue aux
probleme (P) et (Py).

En effet, la premiére équation de (P3) est obtenue par application inverse de la formule
de Green a (2.47), ce qui fait que Au = 0 dans D'(Q2). Ceci implique (Au, v) = 0 pour
tout v € V.

La deuxiéme équation s’obtient d’apres la définition de la solution faible qui spécifie
que (u— f) € V, tandis que la troisiéme équation découle du lemme 2.2.1 et de la densité

des traces de H'(Q) dans L*(T).

2.4.3 Systémes des équations intégrales
Formules de repésentations

Dans les sections précédents, on avait introduit les opérateurs S et Dg. On va les
réutiliser ici, pour une distribution arbitraire v sur I', afin de rassembler les résultats
standards sur les formules de représentations et les opérateurs intégraux au bord dans

les espaces de Sobolev correspondant & la solution faible.
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Définition 2.4.4
Soit u € C*°(I"), déja définit au (2.12) et (2.13)
Lemme 2.4.5

Pour u € H'(2, A) avec les données de Cauchy (v, w) et pour x € Q on a :
u(x) = — [Dqu(z) — Sqw(x)] (2.49)

Opu(z) = — [0, Dou(x) — 0p,Squw(z)] (2.50)

Preuve. Pour montrer les formules de représentaions (2.49) et (2.50), on définit €2,
le domaine 2 sans QN By, ot B}, est la boule de centre 2 € Q et de rayon h, c’est a dire,

pour h assez petit on a

Q, =0\ (AN By), (2.51)

ou

By={yeR*:|y—z|<h}. (2.52)

On applique la troisiéme formules de Green aux fonctions u et E(z,.) dans le domaine

borné €2, on a alors

ue) = [(@ul)B.) - ul), B )dy (2.53)
Qp
- [ GroBey - a5 ),
- [ GrwEE.y) — w5,
+ [ GrwE.) = ) S @),

Comme u est une fonction réguliére, pour h assez petit, le premier terme de I'intégrale
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sur I';, est limité par

\ / E(z,y)dl', |[< hlogh sup | —( ) | (2.54)

yEBy, an

et tend vers zéro. Et le second terme d’intégrale sur I';, est limité par

| / (z,y)dly |< hosup | u(y) | (2.55)

1
yEBy, h

qui tend vers u(x).
En conclusion, par passage a la limite, quand h — 0, alors (2.53) donne la formule

de représentation suivante pour la solution v du probléme (P3)

ule) = [Gr B o)y, — [ul) 5 (@), €0 (256)

T r

qui en terme et devient
u(z) = (Sqw(x) — Dau(z)). (2.57)

On montre (2.50) de la méme maniére on trouve que

oot = () - 5P ).

Redéfinissons a présent les opérateurs intégraux au bord suivants
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Définition 2.4.6

Soit u € C*°(I"). Alors pour z € I', on définit les opérateurs intégraux aux bord

Suw) = -2 [uly). Bz (2.58)
Du(z) = —%/uwl&wE@awdF (2.59)
Du(e) = =2 [uly)d,, Blz,y)dr 2.60)
Tu(z) = —2 /u(y).(’?nzanyE(w,y)dF (2.61)

Pour une distribution u, on définit D' 'adjoint de D par dualité

<D'u, ¢>F = (u, Dg)p Vg e D) (2.62)

La généralisation aux distributions a un sens, puisque les opérateurs (2.58), (2.59),
(2.60), (2.61) sont des opérateurs pseudodifférentiels, d’ordre —1, 0, 0, 1 et de symboles
principales | 7 |71, 1, 1, | 7 | respectivement (théoréme 2.2.10), (théoréme 2.3.5).

Lemme 2.4.7

Soient (v, w) € Hz(T') x H~2(T). Alors les opérateurs Squv et Dow appartiennent a
HY(Q,A) et on a :

v = % [(I — D)v + Sw) (2.63)
w = % To+ (I + D/)w] (2.64)

Preuve. Nous avons noté que malgré le probléme posé par la définition de 'intégrale
sur I' de 0, log |  — y |, celle-ci a un meilleur comportement pour y € I, voisin de .

En effet, la droite z — y tend vers le plan tangent a I', de sorte que le produit scalaire
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ny.(r —y) est un O(| x —y |), ce qui suffit & assurer 'intégrabilité de 9, logz —y | sur I

Ainsi, lorsque h — 0, nous pouvons assimiler la courbe I', supposée réguliére, a son
plan tangent, de sorte que I'intersection de boule B, et du domaine ) est & la limite une
demi-boule de centre x et de rayon h.

Maintenant, de la méme maniere que précédemment, on applique la troisiéme formule
de Green dans le domaine 2, de frontiere (I'\I';) U T, ou I', est un voisinage de z et
I';, est la frontiére de la demi-boule Bj,.

Ici aussi, on a Au =0, Av = Alog | x — y |= 0 dans €,. Ce qui fait que analogue a

(2.53), devient dans ce cas
0= / {Ohu.log |z —y | —u.d,log |z —y |}dl (2.65)
(F\Fx)UFh
Maintenant
hlimo/{ﬁnu.log |z —y| —ud,log |z —y|}dl'y, = —mu(x)
'y
ainsi, (2.65) devient
1 1
u(z)p = v(r) = %/mu.log |z —y|dl' — ;/u.@nlog |z —y|dl
T T

qu’on peut écrire sous la forme demandée (2.63). En ce qui concerne 'équation (2.64),
on procede de la méme maniere. m
Projecteur de Calderon
Nous pouvons écrire les traces définies dans (2.63) et (2.64) par
v 1 I—-D S v

1
= , =-(I+0C)
w 2 T I+D w 2 w

avec
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-D S
T D

C =

D’apres le Lemme 2.2.11 et Lemme 2.3.6, il est évident que

C:=H>(T')x H2() — H*(I') x H 2(T)

est continu. ou (v, w) sont les donnés de Cauchy de la solution faible, dans H*(2, A).
Définition 2.4.8

L’opérateur de projection égal a %(I + C), c’est appelé le "projecteur de Calderron".
Dans notre cas, le projecteur de Calderon projette Hz(I') x H~2(I) sur les données

de Cauchy de la solution faible, dans H*(£2, A).

Propriétés des applications des opérateurs aux bords

Dans cette section on commence par présenter les systémes des équations intégrales
sur I'1 et I's. Ensuite, on s’intéressera aux propriétés des applications des opérateurs aux
bords, ainsi qu’a la solvabilité de ces systémes.

Dans la section précédente, on a obtenu le systéme suivant pour les données de Cauchy
ujet Opuy., & savoir

u=1[(I—D)u+ So,ul

, (2.66)
Opu =% [Tu+ (I + D)opul]
Si on introduit maintenant dans ce systéme, les fonctions données sur I'; et I's, c’est-

a-dire :
u(x) = f(z) surl}y

Opu(z) = g(x) surly
et les fonctions inconnues aux bords I'y et I'y telles que :
u(z) = o(x) surly

Opu(z) = w(x) sur F17
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on aura alors, différents systémes d’équations intégrales de premiére et deuxiéme

especes. En effet, si on :

a) restreint la premiére équation de (2.66) sur I'y et la deuxiéme équation de (2.66) sur

I'; on obtient :

Surle bord I'y: z €1

(I — D11)f — Da1v + Stiw + Sa19]

N | —

U|F1 g f g

Surle bord I';: . €Ty

1 , ,
O, =9 = 5 [Tuf + Toov + (I + Do) g + Dyqw
C’est-a-dire le systéme des équations intégrales de premiére espéce pour v et w, qu’on

écrira sous la forme matricielle suivante :

Ty D, v | | “Te [I-Dj f (267)
—Dy1 Si w I'+Dyy =59 g

b) restreint la premiére équation de (2.66) sur I'; et sur I's on obtient :

Sur le bord I'; : z € T’y

1
up, = f= 3 [({ = D11)f — Dyv + Stiw + Sag]
Sur le bord I'; : z € Ty
1
Up, =V=75 [v = Dayv — Dia f + Siow + Saa9]

C’est-a-dire le systéme des équations intégrales de deuxiéme espéce pour v , qu’on
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écrira sous la forme matricielle suivante :

I+ Dyy —512 v —Dso Sa9 f (2.68)
—Dyy St w I'+ Dy =959 g

c) restreint la deuxiéme équation de (2.66) sur I'; et sur I's on obtient :

Sur le bord I'y : z € I’y

1 ’ /

Sur le bord I'y : x € Ty

1 , ,
Opuy, =g = 5 [Tnf + Toov + (I + Do) g + Duw}

C’est-a-dire le systéme des équations intégrales de deuxiéme espéce pour w , qu’on écrira

sous la forme matricielle suivante :

Tho D, v ~Tyy, I— D, f (2:60)

~Ty I—Dy, w Ty, Dy, g

d) restreint la premiére équation de (2.66) sur I'; et la deuxiéme équation de (2.66) sur
I';y on obtient :

Surle bord I'y: z €Iy

1
u|F2 = = 5 ['U — D22U — D12f + Sle + 522g]

Sur le bord I'; : z € I'y
1 ! !
8nU|F1 =w = 5 Tllf + T21U +w + Dllw -+ D21g

C’est-a-dire le systéme des équations intégrales de deuxiéme espéce pour v et w , qu’on
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écrira sous la forme matricielle suivante :

I+ Dy =519

, , (2.70)

L’opérateur Sj; (j, k = 1, 2) est défini par

1
Sipu(zr) = —;/u(y).log |z —y|dly, zel}%

Ly

P Y . / P . LN
Les autres opérateurs, a savoir Dy, D, et Tj, sont définis d’une maniére analogue.
Maintenant, afin de décrire la solvabilté des systémes, on donne les résultats concer-

nant la propriété des applications des opérateurs Sji, Dy, D;-k, Ti (J,k=1,2)
Lemme 2.4.9

Les applications suivantes sont continues pour chaque s réel et j, k =1, 2
Sjk + H*(Ty) — H**Y(Ty) , Djp: H*(T;) — H*"H(Ty) (2.71)
Ty s HHUDy) — HA(TR) Dl s HE(Dy) — H*H(T) |

Preuve. Par définition de H*(I'y), on peut prolonger v sur I :

. v sur I'y

, appartient a H*(T).
0 sur I'y

Cependant, la continuité des applications (2.71), est obtenue en évaluant les symboles
des opérateurs pseudo-différentiels S, D, D', T.

En effet, le lemme 2.2.11 assure que

o< ¢ wt s

| Sw* |

Si on restreint ceci a I'y et I'y, on aura le résultat voulu pour l'opérateur Sj;. Les
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autres assertions dans (2.71) sont montrées de la méme maniére. m

Pour I’étude proprement dite, il suffit d’étudier un des systémes obtenus auparavant.
Les autres se font par analogie.

Considérons le premier systéme, a savoir le systéme (2.67). Pour pouvoir appliquer
le Lemme 2.4.9, réécrivons (2.67) sous une forme plus appropriée. Pour cela, soit les
extensions Lf et Lg dans H*(I') pour f € H*(I';) et g € H*(I').

Substituons v = v° + Lf et w = w® + Lg dans (2.67).

On aura :

’

Ty Dy v° ~Ti2 (I = Dy) Lf
—D21 Sll w° (] + Dll) —521 Lg

qu’on écrira sous la forme matricielle suivante
AU = BLG (2.72)

avec

o L
v | g | ¥

w Lg

Ici T veut dire qu’on intégre sur I'y et qu’on évalue sur I's etc.
Théoréme 2.4.10

Les applications

A o H*(Dy) x HYTy) — H*YTy) x H*(Ty) (2.73)

B : H(T) x HYT) — H*YTy) x H*(T,)

sont continues pour chaque réel s.
Preuve. A est une application continue d’aprés le Lemme 2.4.9. La continuité de B
suit directement de la continuité des extensions Lf, Lg et les propriétés des applications

des potentiels de simple et double couche et de leur dérivée normale respective. m
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Maintenant, pour I’étude de coercivité du systéme (2.72), on doit valider une inégalité
de type énergétique.

Jusque 14, le calcul symbolique des équations intégrales interprétées en tant qu’opéra-
teurs pseudo-différentiels, nous a permis d’avoir les espaces de Sobolev appropriés. On va
voir, qu’il est aussi nécéssaire a la coercivité, en utilisant le concept de la forte ellipticité.

Seulement, pour le cas d’un systéme d’équations, la notation de la forte ellipticité
difféerent complétement de celle d’une seule équation.

En effet, on a la

Définition 2.4.11 [12], [39]

Un systéme d’opérateurs pseudo-différentiels est fortement elliptique s’il existe une

matrice 0(x) & valeurs complexe et une constante 5 > 0 telle que :
Re {a"b(z)o(z,7)a} > B |al? (2.74)

pour tout z € I', 7 € R? avec | 7 |= 1 et pour tout a € C2.

Lemme 2.4.12

Le systéme (2.72) est fortement elliptique.

Preuve. Si on prend pour (z), la matrice identité, avec a = (a;, az) € C?, alors
(2.74) s’écrit dans notre cas

wed (. apraw). | 700 TV Sap
0 || a3

d’ott le résultat avec =1 m

Maintenant on a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.13

L’opérateur

0A: H2(Ty) x H 2(Ty) — H2(Ty) x H2(T;)
est continu.
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Preuve. Les opérateurs pseudodifférentiels 15, et S7; sont continus d’apres le Lemme

2.4.9. Pour les autres opérateurs, on a :

’

Dy, : H 3(Ty) <% H3(Ty) C L3(Ty) <% C=(Ty) € H 2 (Ty)

— Dy H2(Ty) C LA(Ty) <% 0=(Ty) ¢ H2(Iy)

d’ou le résultat. m

On va définir & présent, la forme bilinéaire appropriée et mettre en évidence 1’espace
d’énergie. On a donc la :

Définition 2.4.14

Soient U = (v, w) et U = (v', w") appartenant & H*(I"), avec H*(T") I'espace d’énergie

donné par Hz(T'y) x H~2(T';). On a alors la forme bilnéaire suivante

(AU, U) = <T220 + Dllgw, v,> + <—D211) + Spiw, w/> (2.75)
L2(T2) L2(T'y)

Cette forme bilinéaire est équivalente a la forme bilinéaire du probléme variationnel
(2.48) au sens de [12].

Un autre point qui differe complétement de celui d’une seule équation est la ques-
tion de compacité. On a vu que chaque opérateur intégral du chapitre deux crée une
perturbation compacte.

Pour un systéme, les choses sont encore plus compliquées car d’autres perturbations
apparaissent et rien ne garantie, a priori leur compacité.

Lemme 2.4.15

Les opérateurs

sont compacts.
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, / N . L2 2z, \
Preuve. Les opérateurs D, et —Ds; sont compacts d’apres la continuité de théoreme

de Rellich.

’ comp

Dy, : H 2(Ty) - H3([y) 2% H3(T,)

—Dy : H3([y) C L3(Ty) - C=(Ty) € H3(Iy) 2% H3(Ty)

d’ou le résultat. m

2.4.4 Existence et Unicité

L’inégalité de coercivité est satisfaite par notre systéme dans la forme de 'inégalité
de Garding. En effet on a le :
Théoréme 2.4.16

Il existe une constante 5 > 0, telle que pour tout U = (v°, w°) on a :
(BAU, U) > 810 ey — (KU, D), (2.76)

ou K : H*(T') — H (") est compact et fA := A
Preuve. Considérons (v°, w®) € H2(T'y) x H~3(I';) et prenons leurs extensions par
zéro (v*, w*) € H2(T') x H 2(T) sur la partie complémentaire dans I’ et utilisons la
transformée de Fourier. On réduit la situation au cas I'. Maintenant, d’aprés le Théoréme
2.3.7 on obtient :
(Tv*, v") = B

|U*H2%(F) — (", o))

et ainsi
<T22UO7 UO> > 61HUOHZ

by~ D% ey

De la méme maniére, on a pour Sy :

(Snw®, w®) > 52”“1(7”2_%( — (S, wo>L2(F1)

')

90



A présent, les opérateurs

H
S, : H:() — H2(I)
créent une perturbation compacte K, a savoir
<K1U, U> = <TIUO, UO>L2(F2) =+ (Slwo, w°>Lz(p1)

D’autre part, les opérateurs du Lemme 2.4.15 créent une seconde perturbation com-

pacte K, a savoir
<K2U, U> = <D,12wo, ?JO>L2(F2) + <—D211)O, U)O>L2(F1)

Ces deux perturbations nous donnent maintenant la compacité de K.
Ainsi, 'opérateur A est décomposé en deux parties, A; définie positive et K compacte.

En effet :

(AU,U) = (Tpov° + Diyw®, v°) 2(ry) + (= Darv® + Snw®, w®) 2y
= (Tyv°, v°) + (Spw®, w°) + (Djyw®, v°) + (—Dgyv°, w°)

> ofl2 2
> Bl o+ Bl

— [(T1v°, v°) + (S1w°, w°) — (Diyu®, v°) — (—Dav°, w°)]
> Bllvell? y A+ lw?l2 )

H2(T2) H™2(T1)
— [(T1v° = Diyw°, v°) + (Dagv° + Sjw°, w®)]

C’est-a-dire

avec

B = min(f}, 5,)
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et

2

A

HUHJ%I&(F) = ||"Uo||2%(F2)

Pour "unicité, on suit les idées de [31], pour établir le :
Théoréme 2.4.17
Soit U = (v°, w°) € Hz(T's) x H~2(I';) la solution de I'équation homogéne

AU = 0. Alors v =w’=0

Preuve. Soit (v°, w°) la solution de AU = 0 et v*, w* leurs extensions respectives

par zéro. Définissons u dans 2 par (2.49)
u(z) = —[Dqv*(z) — Squw*(z)] ,x € (2.77)
D’autre part, u € H'(Q, A) et d’aprés le Lemme 2.4.5, la formule de représentation
u(z) = —[Dou(z) — Sqoyu(z)] ,x € (2.78)

est vraie.

De plus le Lemme 2.4.7 donne
1 R S
u‘p:—i(D—I)v +§Sw ,x el (2.79)
De la méme maniére, pour la dérivée normale on a :

1 1
O = §TU* + §(D +Hw* ,zxel (2.80)

Or Au = 0. Ce qui revient a dire que

!/

Tv* = —-Dw* et Dv* = Sw*
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Remplagons ceci dans (2.79) et (2.80), on obtient alors

* 1 *
up = 51} et Opur = éw
Ceci a son tour implique que
ur, =0 et Ohur, =0

C’est-a-dire que u est solution du probléme aux limites mixte homogéne. L’unicité de
sa solution variationnelle donne u = 0 dans €2, qui & son tour donne v° = w° =0. m

La coercivité et 'unicité nous donnent le résultat suivant :

Théoréme 2.4.18

L’opérateur

A:H2(Ty) x H 2(Ty) — H2(Ty) x H2(Ty)

est bijectif.

Preuve. L'opérateur A est injectif (unicité). La coercivité de l'opérateur A nous
assure la surjection de notre opérateur, car d’aprés I'inégalité de Garding, cet opérateur
different de l'opérateur défini positif par une perturbation compacte. Ainsi, c’est un
opérateur de Fredholm d’indice zéro.

Or IndA = dim ker A — dim coker A.

D’oul la surjection. m
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2.4.5 Propriété d’équivalence

On veut maintenant montrer que la solution faible v € H'(Q2,A) avec (f,g) €
Hz(T'y) x H™2(T',) satisfait aussi le systéme aux équations intégrales (2.72).

Lemme 2.4.19

Soit u € H' (2, A). Alors les valeurs au bord ur € Hz(T) et d,u € H_%(F), satisfont

le systéme des équations intégrales :

, (2.81)
([ — D )anUH" = TU|1’*

Preuve. Pour u € H(Q,A), on utilise la formule de représentation (2.49) et on
exprime upr et J,ur & 'aide de (2.63) et (2.64). Ce qui donne (2.81).

Inversement, définissons u € H'(, A) en insérant (v, w) dans (2.50). Alors d’apreés
(2.63) et (2.64), les données ujr et O,ur de u satisfont le systéme (2.81). m

Enoncgons maintenant le :

Théoréeme 2.4.20

Soient (f, g) € Hz(I'y) x H~2(T'y) donnés. Alors le probléme mixte (P3) pour
u € HY(Q,A), la formulation variationnelle sous les méme hypotheses et les équations
intégrales (2.72) pour (v°, w°) appartenant & H %(Fg) x H ’%(Fl), ont une seule solution
et sont équivalents.

C’est-a-dire

v® =ur, — Lfir, et w® = Opur, — Lygr,

ol inversement u dans () est donné par

u= [—Dvl + Sw/}
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avec

, v°+ Lf sur Iy , w®+ Lg sur I
f sur Iy g sur I’y

Preuve. On a 'unicité de la solution de ces trois problémes et d’aprés le Lemme
2.4.19, chaque solution de (P3) donne une solution du systéme (2.81). Cette solution est
unique et a son tour montre que la solution de (2.81) définit une solution de (Pj).

L’équivalence entre (P3) et la formulation variationnelle (2.48) pour u € H'(Q, A) a

été discutée. m
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2.5 Meéthode des équations intégrales pour le Bi-
Laplacien dans un domaine régulier dans le plan :

Soit 2 un domaine ouvert borné de R? simplement connexe, de frontiere I' € C°.

Considérons maintenant le probléme intérieur suivant pour une fonction u € H?(2)

Ay=0, 2€0Q

w(z)=f (x), z€l (P4)
g—g(x) =g(z), z€T

Les fonctions f et g sont définies sur I' . On suppose que f € H2(I) et g € Hz(T').
Le probleme (P,) modélise entre autre ’étude de flexion d’une plaque mince par la

quelle 'hypotheése de Kirchoff est supposée satisfaite.

2.5.1 Formulation Variationnelle :

L’espace dans lequel nous cherchons la solution du probléme (P,) est défini par :

H*(Q,A?) = {u € L*(Q) Tq A*u =0}

Supposons que u € H?(, A?) est solution du probléme (P,) avec

(= f 0ty = g) € (HE(D) x HA(D))

Prenons comme espace V', I'espace des fonctions de H?(f2) qui satisfont au sens des

traces a des conditions aux limites essentielles homogéenes correspondantes, c’est-a -dire :

V={ue H Q) :u, = Ou, =0} = H}(Q)

Cet espace est fermé dans H?((2). Cosidérons la forme bilinéaire a(u,v) associée a

A%y = 0 . Cette forme est donnée par :
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a(u,v) = /AuAvda:, Yo € HZ(Q)

Q
a(u, v) est continue et coercive sur H3 (). Alors, d’apres le théoréme de Lax-Milgram,

la solution faible du probléme (p4) existe et est unique.

2.5.2 Formules représentatives et opérateurs intégaux au bord :

Nous avons besoin de la solution fondamentale du biharmonique que nous notons :

1
B(z,y) = oo = y|*log |z — y|

Définition 2.5.1 Soit u € C°°(I") . Nous définissons les opérateurs suivants :

Agu(z) :© =2 /F W) AE(r, y)ds,, €9 (2.82)
Bou(z) : = —2 /F W) AE(z, y)ds,, @ €0
Coulz) : =2 /F w(y)OnE (. y)ds,, €
Dou(x) : =2 /F a(y)E(z, y)ds,, €0 (2.83)

Ces mémes définitions restent valables pour une distribution arbitraire v sur I' puisque
pour z ¢ I', les noyaux des opérateurs( 2.82 )sont des fonctions C*sur T

Les opérateurs dans( 2.82 )donnent la formule représentative suivante :

Lemme 2.5.2 Pour u € H%(Q) avec (v, w, ®, ) € H2(I')xHz(I)xH 2 ([)x H = (T

nous avons :
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u(r) = %[Agv(m) + Bow(z) + Co¥(x) + Do®(z)], z€Q (2.84)

ou

1
o = SOeAav(@) - Aju(e) + 0,.Ca¥(@) + Cho(@)], T €Q

avec Aqw () = —0n Bow(x) et CHP(x) = Ope Da®(z).
Preuve. La formule de Green pour I'opérateur biharmonique appliquée a la solution

élémentaire nous donne :

/(A2uE — ulA*E)dx = /(E(?nAu — O EAu+ 0,uAE — u0,AE)ds (2.85)
Q

T

avec A’E = § (la mesure de Direc) et [, u A*Edy = u(x).

De plus, on a A?u = 0 dans 2, en remplagant( 2.85), on obtient la premiére formule
représentative de v = u,., w = Jpu, ¥ = Au, ® = —0,Au,..Ces fonctions sont régu-
lieres car les opérateurs dans (2.82) ont des noyaux C'* . Ceci nous donne la premiére
formule représentative dans (2.84). Et par dérivation, on obtient la deuxiéme formule
représentative.

A présent, afin de formuler les équations intégrales, nous définissons les opérateurs au
bord suivants. m

Définition 2.5.3 Soit u € C*°(I"). Nous déffinissons les opérateurs suivants :

Au(z) : = 2/Fu(y)8nAE($, y)ds,, xe€Tl
Bu(z) @ =-— /Fu(y)AE(:c,y)dsy, zel
Cu(z) : =2 [ u(y)o,E(x,y)ds,, zeTl

Du(z) : =2 [ u(y)E(z,y)ds,, xe€l

J
J
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Ku(z) : = -0 Au(z)
Au(z) © =2 /F ()0 AE (2, y)ds,
Vu(z) : = uCulz)

Crule) + =2 [ w0l )is,

Pour une distibution u, nous définissons Au, Bu, C'u et Du en approximant u par des

fonctions régulieres. A*u, C*u sont définis par dualité :

(A", )y = (u, A)
(Cu, Pr) = (u, CY)

I’extension aux distributions a un sens puisque les opérateurs définis ci-dessus sont

, Ve o)

des opérateurs pseudo-différentiels.
Lemme2.5.4 Les opérateurs A, B,C et D sont des opérateurs pseudo-différentiels

d’ordre :0, —1, —2, —3 respectivement et nous avons :

A : H>T)— H*() , C:H 2()— H?(I) (2.86)
H2(T) — H2(T) , D:H 2(I') — H2(T)

ainsi que :

OneA © H2([)— H2(T) , A*:H2(T)— H2(T) (2.87)
8,C : H3([)— Hz(T) , C*:H 2(I') — H*(I)

sont continus.
Preuve. Nous donnons explicitement le mode de calcul du symbole principal de I'un

des opérateurs intégraux au bord et pour les autres une simple equisse. Pour D, nous
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avons :

1
Du(x) = Q/Fu(y)E(x,y)dsy == /1“ |z — y\zlog |z — y|u(y)ds,

I est une courbe qui peut étre donnée par une représentation paramétrique réguliere :
T = I’(t), Yy = x(tO)
D’apres la formule de Taylor, nous pouvons écrire :
2 2 2 1, 1o
|x —y|"log |z — y| = 7°log |T| + Ri7°log || + 37 (1+ Ry)(Ry — §R1 +..)

aveCT:tO—t,m’f—i—x’; =let |Ry <c|t| <1

Soit x(|7|) = 1 dans le voisinage de zéro. Alors,

1
Du(t) = . / x |7 72 log || u(to)dty + Rul(t)
r

ot Ru(t) est un opérateur de noyau C'*°. Donc d’ordre (—o0)

Soit la transformée de Fourier de u(tp) :

ulto) = = / " explitoy) Fluy)ldy

21 J_ o

remplagons cette représentation de u(tg) dans Du(ty) nous obtenons :

Dutto) = o= [ Polt,y) expliton) Flutw)ldy + Butt)

21 J_ o

ou

1 [T ,
Polt.s) =5 [ explitap)x(lrl)r* logl el dr

De plus nous avons :

2

x(I7]) = x(0) + 7x'(0) + 7—?X//(O) + .o +o(7")

100



Donc le symbole principal sera vu comme la transformée de Fourier de
x(0)7*log ||
C’est-a-dire :
(t.9) = 4= Flrloglr] = 5 1ol
op 7y_4ﬂ_ T log|T —29

d’ot Du(z) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (—3) sur I'.

La partie principale de 'opérateur B est du type convolution . De la méme maniere,
nous démontrons que B est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (-1) et de symbole
principal

op(t.y) =1yl

Ku = —0,, Au est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (1) et de symbole principal

ok(t,y) = ly|

Tandis que les opérateurs A, A* sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0
infinitisémal ainsi ils sont d’ordre (-1). Enfin pour les opérateurs V., C' et C*, nous utilisons

les résultats de [37]. Ainsi

o / 8§yE(x, y)u(y)ds,
T'y(y)

est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre j4+k-3 et de symbole principal o,;. Nous
avons en particulier

1.
o =ovy(te) = 2 le] !

tandis que les opérateurs C' et C* ont un symbole d’ordre (-2) infinitisémal ce qui fait

qui’ils sont d’ordre (-3). Nous savons qu’un opérateur pseudo-différentiel est continu de :
HS(F) N Hs—?a(l—\)
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ou bien de

H* () — H**(T)

pour tout s € R. 2« est I'ordre de 1'opérateur ce qui donne (2.86). Pour démontrer

(2.87) nous avons :—0,, A est composé de I'application continue

A:H3(T) — HX(Q)

et de

Oy : H(Q) — H(T)
De méme 0,,,C est composé de 'application continue
C:H=(T)— HXQ)
et de
on décompose A* et C* par dualité. m

Revenons maintenant au Lemme 2.5.3 et citons la deuxiéme formule représentative
suivante.

Lemme2.5.5 Soient (v,w,®, ) € H2([') x Hz(I') x H= (') x H= (I') Alors :

1-Les opérateurs Aqu, Bow,CoV¥, Do® € H?(Q).

2-nous avons pour x — I.

%[(1 + A)u(z) + Boyu(z) + CAu(x) + DO Au(z)) (2.88)
uu(z) — %[&ucAu(x) F (I = A0 u(x) + 0 CAU(E) + By DO Au(z)

Preuve. Les opérateurs Aq, Bq, Cq et Dq satisfont dans €2, I’équation différentielle de

102



problémes auxiliairs & savoir A?u = 0 car pour x € €, les noyaux de ces opérateurs sont
égaux a zéro. De plus, Agq, Bq,Cq et Do appliquent continuement H*(T') dans H?((Q)
avec s:%, %, ’73, ’71 respectivement. Pour montrer (2.88) nous considérons le procéder aux
limits dans (2.84) dans lequel = approche de l'intérieur dans le sous domaine €2, un point
arbitraire x sur le bord I', et avec la continuité du potentiel de simple cauche Sg , et la
discontinuité de la double cauche Dg. En suivant la méme méthode dans [12, 54] nous

avons pour x € I':

c(r)u(z) = /F [W(Y) Oy AE — Opyu(y)AE + Au(y)Ony £ — OnyAu(y)E] ds

d(x)0u(zr) = / (U0 Opy AE — Oryu0ry AE + Au0p;0py B — Oy A0y, E ds
r

ou le coefficient ¢(z) dépend seulement de la propriété géométrique du bord au point x.

Nous le calculons par la formule :

d(x)=c(z)=1+1lm | —0,,AEdl,

y—0 Ty

I', est le cercle de centre x et de rayon y. Pour un bord régulier, c(z) = %
Nous pouvons écrire le systéme des équations intégrales sur le bord I' dans (2.88) et
pour l’équation intégrale sur le bord, on considére la deuxiéme équation dans (2.84) et

on suit la méme démarche pour aboutir au résultat. m

2.5.3 Reduction du Probléme en Equation Intégrale :

Nous considérons u € H?() satisfaisant les conditions aux limites du probléme (P)
ou (f,g) € H3(T') x H2(T') sont données.
Dans le Lemme 2.5.4 nous avons pu extraire les équations intégrales au bord I' sui-

vantes :
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CAu(z) — DO, Au(z) = (I — A)u(x) — Bou(x) (2.80)
VAu(z) — C*0,Au(x) = Ku(z) + (I + A*)d,u(x) .
Si nous introduisons maintenant dans le systéme (2.89) les fonctions données sur I":

w(z) = f(z), zel
Opu(r) = g(z), zel

et les fonctions inconnues sur I' Tq :

—0hAu(z) = ®(x), z €T
Au(z) =¥ (z), z €T

On a alors le bord T :

CV(zx)+ DP(z) = (I — A)f(x) — Bg(x)
VU(x)+ C*®(z) = Kf(z) + (I + A*)g(x)

Ce qui donne sous forme matriciel I'equation :

D C d(x) _ (I —A) -B f(x) (2.90)
c* Vv U(x) K (I + A¥) g(z)
pour z € I". Que l'on écrit :
MU = LG sur T’
(2.91)

U= (d,V)

Maintenant nous allons décrire la solvabilité du systeme ci dessus, on donne en premier
les résultats concernant les propriétés des opérateurs :

AA*, B,D,C,C*,V et K

Nous voulons utiliser le fait que les opérateurs définis par (2.90) sont des opérateurs

pseudo-différentiels.
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Lemme2.5.6 Les opérateurs suivantes sont continues pour chaque réel s.

H*(T) — H*T(T), C:H*T)— H*™(T)
H*(T) — H*'Y(T), D:HT)— H™(T)

ainsi que :

H() — H5(T), A*: H*T)— H*™ ()
vV : HYT)— H*'™YT), C*:H*T)— H*"()

Preuve. Considérons par exemple 'opérateur pseudo-diftérentiel D qui a pour symbol
principal

1, -
op(t2) = 5 ||

Cet opérateur est continu de
H*(D) — H*3(T)
En effet, on a par définition
lon(t,e)] < el + [e*)
ce qui fait que

|1D®

by 0 [ (1 P IPRE de = o [91Fr

Les autres sont montrés de la méme maniére m

Soit le résultat suivant :
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Thoeréme2.5.7 Soient M, L définis dans(2.91) alors les applications :

M : H*3)x H*T) — H*T') x H* YT

L : HT)x H"YT') — H*YT) x H(T)

sont continues pour chaque réel s.

Preuve. M, L sont des applications continues comme conséquence du Lemme 2.5.5 .

Maintenant nous allons montrer que le systéme d’équations intégrales est fortement
elliptique et satisfait une inégalité de coersivité.
Lemme2.5.8 Le systéme (2.90) est fortement elliptique.

Preuve. M est une matrice d’opérateurs pseudo-différentiel de symbole principal :

1el™ 0
O-M(‘Iag) = 1 1
0 3¢
Soit
10
O(z) =
01

Ceci implique que
t ~_ 1 2 1 2
7'O(x)op(x,e)T = 5 |71]” + 3 725 le] =1
d’ou
1
Re {Tt@(:z:)aM(x,éf)? > 3 \T|2}

d’on le résultat pour tout x € T et ¢ € R? avec |¢| = 1 et pour 7 € C%. =
Notons que M est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2« tel que oo = (v, vg) =
(—%, _71), ici 2ap, 29, sont les ordres respectives des opérateurs D, V. Nous avons alors

le :
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Theoréme2.5.9 'opérateur

1

M:H 2(T')x H2(T') — H#(T") x H2(T).

est continu
Preuve. La démonstration que celle déja vu au (théoréme 2.5.7) m

Définition2.5.10 Soit : U = (3) et U’ = (J,) appartenant a H~2(T) x H 2(I).

Nous avons la forme bilinéaire :

a(U,U") := (MU, U") o 1

= (DD + CT, ) oy,

H(C D+ V) gy

D’apres le théoréme 2.5.9 |, cette forme bilinéaire est continue.

|a(U, U <y U sy 1071 oy (2.92)

ol

1N ey = N0 gy + 152

Montrons & présent un résultat de compacité.

Lemme2.5.11 Les opérateurs :

C:H () — H2()

sont compacts.
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Preuve. Le résultat découle du théoréme de I'injection de Rellich. m

Notre forme bilinéaire satisfait une inégalité de coercivité & savoir 'inégalité de Gar-
ding.

Théoreme2.5.12 1l existe une constante v > 0, telle que pour tout

U=(®,¥)e H2T)x H () := H*T) on a :

(MU,U)y =y IU 360y — (TU,U) (2.93)

et
T:HI) — HA(I)

est compact.
Preuve. Démontrer (2.93) revient a la décomposition de 'opérateur M de la maniére
suivante :

M=M+T

M est un opérateur défini positif
et
T : H(I') — HP(D)

est un opérateur compact.
Ainsi pour (®,¥) € H?(T) nous utilisons sur le bord I la transformée de Fourier. On

réduit la situation au cas I' = R. D’aprés ’équation de Parseval nous avons :
L3 2
(DB, ®) 25y = [ 5161 |Fl2)*dC

1 -
VW) 1y = [ 5167 WP G
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Soient Det V des opérateurs pseudo-différentiels de symbole principal :

o5(,0) = F+1cH)

orl(e,¢) = F+1h

respectivement. Nous avons alors,

S
Sl
_l’_

S

D=D-D+D=

<l
I
<l
+
=<

V=V-V4+V

ot V et D sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre —6, —2 respectivement,

Ainsi ils sont compacts.

et D,V sont définis positifs. On a alors :

2 ==
(D2, 2)zry = m |2y, — (DO, @)

>, |91y — (VO 0)

L2(T)

(Vo,d)

L2(T) L2(I)

Les opérateurs D et V créent une perturbation compacte T;. D’autre part, les opéra-
teurs du lemme précident créent une seconde perturbation compacte 7. Regroupons T}
et Ty

on obtient

T=T+T,: H (') — H (")

compact. D’otu le résultat. m

109



UNICITE

A présent, suivant les idées de [12, 54] nous déduisons l'unicité de la solution du
systeme des équations intégrales aux bords.

Théoreme2.5.13 Soit U = (&, ¥) € H~2(T') x H~2(T'). La seule solution de 'équa-
tion homogeéne MU =0 est U = 0.

Preuve. pour la preuve de l'injection de M, on a MU = 0 sur I', équivalent a dire

D C LiiJ 0
c* v \
Ceci implique d’apres (2.89)
Au, =0=T
-0, Au, =0=7

pour plus de détails voir[12] m
A présent, on peut utiliser 'unicité et la coercivité pour prouver la bijectivité de notre
systeéme.

Théoreme2.5.14 L’opérateur

M:H 3T) x H2(T') — H2(T) x H2(T).

est bijectif.
Preuve. 1l suffit de reproduire la démonstration du ( Théoreme 2.5.12) et (T'héoreme

2.5.13) pour obtenir la bijection de opérateur M. m
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Chapitre 3

Méthode des équations intégrales
pour quelques Problémes non

linéaires :

3.1 Introduction

Dans la premiére section, est consacré a 1’étude du probléeme de laplace avec des condi-
tions non linéaire dans un domaine Simplement connexe comme dans [7, 8] . L’approche
se résume a résoudre une équation intégrale non linéaire avec des donnés inconnues au
bord, moyennant des hypotheses appropries sur la partie non linéaire.

Ensuite dans la deuxiéme section, on traite le probléme de laplace avec des conditions
non linéaire dans un domaine doublement connexe . On étend la téchnique déja utilisée
en [4, 5, 18] pour une équation intégrale non linéaire & un systéme d’équations intégrales.

Puisque les opérateurs intervenant dans le systeme obtenu sont monotones, on établie
leur résultat d’existence et d’unicité de la solution par le Théoréme de Browder et Minty.

A la fin du chapitre, on use de approche vu en [7, 8] pour résoudre I’équation bi-
harmonique. Les équations bi-harmoniques sont une classe importante qu’on rencontre

en physique, dynamique des fluides, I’élasticité.
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3.2 Probléme du Laplacien avec des conditions non

linéaires dans un domaine simplement connexe :

3.2.1 Formulation du probléme :

Soit 2 un domaine ouvert borné de R?, de frontiére I' € C'*°. Considérons maintenant

le probléme aux limites non linéaires
Au=0, €

Su = —g(x,u(x) + f(x), z€l

On note

G(u) = g(z,u(x))

G:H:(I)— H2(I) FfiT >R
donc le probléme(3.1) devient :
Au=0, €
—% =G(u) — f(z), z€Tl
3.2.2 Représentation de la solution du probléme aux limites
non linéaires :
Nous cherchons une représentation de u, défini dans € et satisfaisant

Au=0, €

—Z—Z:G(u)—f, zeTl

Nous allons écrire la deuxiéme formule de Green dans €2, pour un x dans €). on obtient :
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1 [ Ou 1 0

u(z) = 5 Tlog |z —y|dd, + %/u(x)a—nylogw—md&y
y

T

Par passage a la limite, v — I':

,x € )

1 0 1 [ Ou
- — 1 _ S el | _ T
u(z) 7T/u(y) og |z —yldd, W/anyoglw y|do, e
T

on,
r

Introduisons les notations suivantes :

1
Ku(z) := —/u(y)a%log |z —y|dé,, zeTl
v

1
SU(z) = —%/\If(y)log |z —y|dé,, vl
T

En peut écrire 'equation (3.3) :

ou

(I = Kyu=5(5")

(3.4)

Il est clair que si u € H'(Q) est la solution de le probléme (3.1), Alors les donnés de

Cauchy
ou
(u\r’ %h“)

satisfont 1’équation(3.4)
Alors,on a la condition au bord :

ou

" —G(u) -
=Gl -1

En remplace dans (3.4) :
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(I — K)u+ SG(u) =Sf (3.5)

Pour étudier la solvabilité de I'equation intégrale non linéaire (3.5), on a besoin des
hypothéses suivantes :

—(H,) La fonction ¢ est une fonction carathéodory c-a-dire : g(.,u) : I' x R — R est
mesurable Yu € R et g(x,.) est continue Vo € T’

—(Hs3) g—g(:p, u) est Borel mesurable satisfait :

o)
0<l§%g(x,u)§[/<oo ,u€eR (3.6)

La condition (3.6) équivalent & dire que lopérateur G : L*(T') — L*(T") défini par

G(u)(z) = g(z,u(x)) est Lipschitziene continu et fortement monotone :

(G(u) — G(),u—v) >cllu—vl; ,VYu,ve L*T) (3.7)

V u,v € L*(T).
Les propriétés des opérateurs intégraux obtenus dans (3.5) sont données par le théo-
reme suivant :

Théoreme 3.2.1 Vs € [0, 1], 'opérateur
u— —Ku+ SG(u)

est Lipschitziene continu de H*(T") dans H*(T).

3.2.3 Existence et Unicité :

Théoreme 3.2.2 Vf € H2(T'), il existe une unique solution u € Hz(T') Tq :

(I —K)u+ SG(u)=S5f
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Preuve. D’abord lopérateur S : H~2(I') — Hz(I') est un isomorphisme. Alors
I’étude de Dexistence et I'unicité de (3.5) revient a I’étude de 1’équation intégrale non
linéaire suivante :

D(u) = S'(I - K)u+G(u) = f (3.8)

1l suffit montrer que lopérateur D : H2(I') — H~2(I') est continu et fortement
monotone.
La continuité est claire pour S, K, G d’aprés le theoréeme 3.2.1, il reste & montrer que
D est fortement monotone.
Soit la fonction U € H~2(T') définie par :
U=5"I-K)u . VYue H2(T)

la dérivé normale de la fonction harmonique

1 0 1
O(z) = — u(y)—an log |z — y| ds, — %/\If(y) log |z — y| ds, (3.9)
y
T

:27r
r

D’apres la formule de Green :
—1 oo 2
(ST I —K)u ,u) = [ —u(y)ds, = [ (V®)’dz
on,
r Q
donc pour u,v € Hz(I)

(STMI-K)(u —v) ,u—v) = /(VF)de (3.10)
Q

Ici, F' est la fonction harmonique de couchy u — v et S™(I — K)(u —v).

Autrement dit on a, en tenant compte de (3.7) :

(G(u) = G(v),u = v) > 1lu— vl (3.11)
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Il reste a preuver que :

[ =vllg 2 e[| Fll 12 (3.12)

Par conséquent, compte tenu de (3.10), on obtient :

(D(u) = D(v),u—v) = || Fllzn g = ¢ lu—li

d’apres le théoréeme de trace.

Pour montrer (3.12), observons qu'il existe y € H~2(I') Tq :

Sy=u—v dansT

1
Vre, ona: — 2—/x(y) log |z — y|ds, = F(x) (3.13)
T

Le potentiel de simple cauche
- [xwogls—yld
- —— oglz —yl|ds
X o X\y)log Y| asy
T
est continue de H*(T') dans H**2(Q) ,Vs € R. Pour s = 0 voir [22, 42], on obtient :

1FlL a0y < elllyg ey < € llu ol g g < € vl

Donc 'inégalité (3.12). m
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3.3 Probléme du Laplacien avec des conditions non

linéaires dans un domaine doublement connexe :

3.3.1 Formulation du Probléme :

Le domaine étude est noté €2, C’est un domaine ouvert borné doublement connexe
de R2. Le bord I' est constitu¢ de deux parties disjointes I'yet 'y, Tq :ThU I'y = T et
hNnly=90

Considérons maintenant le probléme aux limites non linéaires suivant pour une fonc-

tion u € H*(Q).

Au(z) =0, z€Q
u(@) = fo(r) , v €Ty (3.14)

Ou(r) + g(w,u(x)) = go(x) , = €Iy

ou fo € H %(Fl) et go € H %(Fz) sont définies dans I'jet I'y respectivement .
3.3.2 Formules représentatives et opérateurs intégaux au bord :

Nous avons besoin de la solution fondamentale du Laplacien que nous notons :
1
E(r) = 5—log|z|

21

Définition 3.3.1[3, 5, 18]

Soit u € C*(I"). Nous définissons les opérateurs suivants :

Sou(z) = /F u(y)E(z,y)ds, , €0 (3.15)

Dqu(x) = /Fu(y)ﬁnE(x,y)dsy , T €S (3.16)
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Lemme 3.3.2
Pour u € H'(Q) avec (v,w) € H2(T') X H=(T),V z € Q nous avons :

u(z) = = [Dauv(x) — Sqw(z)]

(3.17)
Ou (1) = [0, Dou(x) — 8, Squw(x)]

Preuve. La formule de Green pour I'opérateur A appliquée a la solution élémentaire

nous donne :

/(AuE —ud)dxr = / [E0,u — O, FEu)ds
Q

r

avec AE = ¢ (la mesure de Dirac) et [, uAFEdx = u(x).

On obtient la premiére formule représentative de v = u),,, w = 9 u .. Par dérivation
on obtient la deuxieme formule représentative.

A présent, afin de formuler les équations intégrales, nous définissons les opérateurs au

bord suivant. m

Définition 3.3.3

Pour = € T, soit u € C*°(T"), Nous déffinissons les opérateurs suivants :

I~

(3/)anyE(5Ea 3/>d3y
u(y)E(z,y)ds,
w(Y)One B, y)ds,

W(Y) OpaOny B (2, y)ds,
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Lemme 3.3.4 [3, 5, 18]

Les opérateurs S, D, D’ et T définis par :

() — H¥(T) , [+D:H¥T) — Hi(T) (3.18)

sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre -1,0,0,1 respectivement et sont conti-
nus.

En utilisant le lemme 3.3.2 et on en déduit la deuxiéme formule représentative.

Lemme 3.3.5

Soient (v,w) € Hz(I') x H= (T'). Alors :

1-Les opérateurs Squ, Dow € H(Q, A).

2-On a:
u(z) = % (I = D)u(z) + Sdpu(z)], xeT (3.19)
D) = % Tu() + (I + D)yu(z)], zel (3.20)

Preuve. Les opérateurs Squ, Dow satisfont dans €2, ’équation différentielle de deux
problémes auxiliaires & savoir Au = 0
car pour x € €2, les noyaux de ces opérateurs sont égaux & zéro. De plus, Sqv, Dow

appliquent continuement. m

3.3.3 Représentation du probléme en équations intégrales au

bord (F = Fl U FQ) .

Nous considérons u € H'(, A) satisfaisant les conditions aux limites du probléme

(3.14) .
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Si nous introduisons dans le systéme (3.19) et (3.20) les fonctions données et les

fonctions inconnues dans I'; et 'y telles que :

u(z) = fo(x) ) (fonction connue)

, T € Fl
Opu(x) =w(x) , (fonction inconnue)
et
u(z) = v(x) ,  (fonction inconnue)
, ey
Ohu(z) = —g(x,u(z)) + go(w) , (fonction connue)

Sur le bord I'y, 'équation (3.19) s’écrit sous la forme :

[(I = Dag)u(x) = Dizfo(x) + S1aw(x) + Saa(—g(2, u(x)) + go(2))]

DN | —

w(z), =v(z) =
On peut écrire :

(I + DQQ)U(I) — Slgw(I) —+ SQQGU(JI) == —Dlgf()(I) -+ 52290(1’) (321)

avec

Gu(z) == g(z,v(x))

Sur le bord I'y, I'équation (3.20) s’écrit sous la forme :

1

Onul@)pe, = w(z) = 3 [T folw) + Torv(e) + (I + Diy)w(@) + Dy (=g(z, u(2)) + go(2))]
On peut écrire :
—Tov(x) + (I — Dyy)w(x) + Dy Gu(z) = Thy fo(z) + Dy go(x) (3.22)

Par conséquent, on obtient :
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(I + Da)v(x) — Sipw(z) + SeeGu(x) = —D1afo(x) + Saago(x)

(3.23)
—Torv(x) + (I = Diy)w(z) + Dy Go(x) = Tha fo(w) + Da1go(x)
Le systéme des équations intégrales s’écrit dans(3.23) sous la forme :
I + D22 + SQQG —512 v(x) . —Dlg 522 fo(l’)
T+ DG I —Dyy w(z) Tvw Dy 90(x)
A(U)+ N(U) = B(Fy) (3.24)
telle que :
_ I+ Dy —512 CN= SaG 0 C B= —D12 S
Ty [I—-D} D, G 0 Ty, Dy
et
v(z x
RO e
w(z) go()

Ici, S;; (i, j =1, 2) sont les opérateurs appliqués a une fonction avec le support dans
I'; et qu’on évalués sur I';, avec les autres opérateurs a savoir D;; , T;; et ng sont définis
d’une maniere analogue.

Lopérateur S;; (i, j = 1, 2) est définit par

Siu(z) = —Q/F uw(y)E(x,y)ds, , zeljy
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3.3.4 Solvabilité du systéme d’équation intégrale(3.24) au bord
(P = Fl U FQ) .

Pour I’étude de la solvabilité de ’équation intégrale non linéaire (3.24), nous donnons
quelques hypothéses a faire ici :
-(H1) Nous supposons que diam(£2) < 1.
-(H2) La fonction g(.,.) est une fonction de Carathéodory.
dg(z,u)

-(H3) Nous supposons que “%2= est mesurable et satisfait :

O<a<

8 =

U
ou a, b sont des constantes.

Remarque 3.3.6

1)L’opérateur S peut avoir des fonctions propres voir [3, 5], en vertu de ’hypothese

(H1) on peut verifier que 1'opérateur intégral

S: H) — H*™()
est un isomorphisme Vs € R.
2)L’hypothese (H3) traduit le fait que 'opérateur de Nemytski G :L*(T") — L*(T) est
Lipschitziene continu et fortement monotone :

(Gu — Gu,u—v) >alu—o|2 ,VYu,v e L*) (3.25)

3)Les opérateurs intégraux Das, Sia, To1 et D, sont continus suit au lemme 3.3.4

Sy : H73(Ty) — H3(Ty) , I+ Da: H3(Ty) — H3(Dy)

() — H 2([y) , Ty : H2(Ty) — H 2(Ty)

VI

I-D,, : H
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4)Pour le domaine borné €2, chaque opérateur intégrale qui défini ci-dessus est borné

Vs € [—3,3] voir [3, 5].

272

S+ H:T)— H:*T) , I+D:H:™T) — H:™T) (3.26)

[—-D . H™T)— H 2T, T: H2t*() — H2t(D)

Le potentiel de simple cauche S est coercive c-a-d :

2

Vie H2(T) et ¢y >0 .

L’opérateur intégrale T est coercive

2

Yu € HO%(F) et cp >0, [5] . Avec

Crol=

H;(T):=<que H%(F), /u(y)dsy =0

r

Les opérateurs

[-D':H3T)— H3T), [+D:H3T)— H3(T)

sont bijectifs [3, 5].

Ce qui permet de considérer la solvabilité de (3.24).

Théoreme 3.3.7

V(fo. g0) € H2(I'y) x H™2(Ty), il existe une unique solution U = (v, w) € Hz(I'sy) x
H~2(Iy) Tq :
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A(U) + N(U) = B(F)

Preuve. On applique le théoréme de Browder et Minty sur les opérateurs monotones
2, 6].

Nous allons démontrer que I'opérateur
A+ N:H2(Ty) x H 3(T'y) — H 3(Ty) x H3(Ty)

est continu et fortement monotone.

i)Dans la premiére partie,nous montrons que A + N est continu:

1

Il est clair que I’ opérateurs A est défini de H%(Fz) X H*%(Fl) a H*%(I‘g) x Hz (')
est continue.
D’autre part, en tenant compte de I’hypothese (H3) et des opérateurs G, Sas et Db

que est continu. Par conséquent I'opérateur intégrale au bord
A+ N:H2(Ty) x H2(Ty) — H 2(T'y) x H2(Ty)

est continu.
i1)Dans le seconde partie, nous montrons que l'opérateur intégrale A+ N est fortement
monotone . YU = (v,w) , U’ = (v/,w') € Hz2(Ty) x H 2(I'y)

L’opérateur linéaire A est coercif

(AU =U"),U=U") = ((I+ Dxn—Tn)(v—20),v=20)+({—Djy — Siz)(w—w'),w—u)

2
> clv—v HH? Iy) e flw — o H™3 ()

> min{cy, e} (Hv —v “m(r + |lw —w HH—é(Fl))
> c|U-U|?,

H2 FQ xH™ 2(F1)

avec la constante positive ¢ = min {¢y, ¢ })0.
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Pour 'opérateur nonlineaire N, on a :

(NU - NU" U -U") = (S2Gv — SpGv',v—1")+ (D,Gv — D1,Gv' ;v — ')

> esally— vy, +eoal = oI,

2(I'2)

alors, on obtient I'inégalité :

(AU-U)+NU—-NU,U-U) > ¢||U- U’||H2 a3y T+ (s epallo = [ b )

AV

!
c|U-U ||H§ o)< H™ 3 (I'1)

avec la constante positive ¢c> 0. D’ou le résultat. m

3.4 Probléme du Bi-Laplacien avec des conditions

non linéaires dans un domaine régulier :

3.4.1 Formulation du Probléme :

Soit 2 un domaine ouvert borné de R?, de frontiere I' € C'*°. Considérons maintenant

le probléme intérieur aux limites non linéaire suivant pour une fonction v € H?(1Q)

ANu=0, 2€0
Mu+ f(z,u,2) = fofw) , 7 €T (3.27)
NU—I—g(I’ uaan)_gﬂ(x)7 I’EF

O A? est opérateur Bi-Laplacien.

Les fonctions fo € H™2(T') et gy € H™2(T') et

W

() x H2(T) — H™3(T)

<
=
Wl

f:H(T) x H3(T) — H (D),
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sont définies sur I' . et Mu € H™2(I') et Nu € H 2(T)

9% 0% 9%u 0? 0%u 9% 0%u 9%u
APy = 2(1 —
" z? (61’% * V@xg) 2 V)axl(?:@ (&Cl@xQ) * 013 (81,’% * V@x%)
et
0%u 9%u 0%u
Mu = vA 1— — n2yo- Zn2 9
ui=vhu+t(l1-v) [fh% et 0x101 minz + 013 n2] (3.28)
0 o [ 0%u J*u 0%
Nui= 2 Aut (1- )2 LY T, — 22 P
Y o +(1-v) 0s {(837% 8x§)n1n2 0x101 (m n2)} (3.29)

Tq la constante v est dite coefficient de ratio 0 < v < 1, qu’on rencotre dans la

théorie de I’élasticité nous avons. Les dérivées normale et tangentielle sont définies par :

on " lom 202y
et

oo o

ds = nl@xg n28x1

Nous allons écrire la premiére formule de Green dans €2, pour = dans 2. On obtient :

/(A2uvdaz = a(u,v) — / {@Mu + vNu} ds, z € (3.30)
Q r 871

telle que la forme bilineaire a(u, v) est définie par :

2

P*u 0%
a(u,v) = g vAuAv + (1 — V)Z(Maxax) dx (3.31)
1Udy UL g

i,j=1

L’espace dans lequel nous cherchons la solution du probléme est défini par :

H2(Q, A?) = {u € HYQ), AuecH *2(9)}
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3.4.2 Formules représentatives et opérateurs intégaux au bord :

La solution fondamentale du biharmonique est d’expression :

1
E(z,y) = & |z — y|*log | — |

La formule représentative de la solution du probléme(3.27) est:

o) = [{Beivatn + (5w fas,

- [{onEea Sie + B s, @ en

g—z = /F {%jﬂ;wm(y) + ( 05:5% (, y)Mu(y)> } ds,

_/F { (%Mﬂ(z,@) 5—72 + (%NyE(w,y)) U(y)} dsy

Par passage a la limite, x — I :

o) = [ {Ewnvut) + (G i) fds, + Juto

Ty

- [{ o) 2 s 4 ) s

g_z _ /F {8%(;6; y)Nu(y) + (8:?:5% (z, y)Mu(y)) } ds, + %%(w)

_ /F { <ai%MyE(a:,y)) 5—72 + (%NyE(fE,yO U(y)} ds,
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On peut écrire u(z) la forme suivante
uw(z) =V (Mu, Nu) — W(u, —) ,z €% (3.36)
de terme potontiel de simple cauche et double cauche :

V:H :T)x H2(T) - HXQ) et W:H:() x H2(T) — H*(Q)

sont des opérateurs continus et définis par :

V(Mu, Nu)(z) = /

A {E(x, y)Nu(y) + a—E(x,y)]\fu(y)} ds,, =€ R*\T (3.37)

on,

W(u, %)(x) _ /F {MyE(x,y)g—:y +N,E(s, y)u(y)} ds, w€RAL  (3.38)

A présent, afin de formuler les équations intégrales, nous définissons les opérateurs

aux bords.
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Définition 3.4.1

Soit u € C*°(T"). Nous définissons les opérateurs suivants tels que pour tout z € I'

Kju(zr) = /FNyE(%?J)U(y)dSy

ou
ViaOhu(z) = —/MyE(J:,y)%dsy
r y

0
D21u(:v) = /a NyE(x,y)u(y)dSy
r Olg
Kgganu<l’) = an‘/128nu(x)
OFE

VisMu(z) = aT(w,y)]\/[u(y)dsy
r Y

ViaNu(z) = /E(x, y)Nu(y)ds,
r

VoasMu(z) = 0,VisMu(x)

VoaNu(z) = 0,VigNu(z)

Lemme 3.4.2 [3, 5, 9, 39]

Les opérateurs suivants ainsi définis sont continus pour chaque réel s :

Ky, : HYT)— H*(T), Vig :H*(T') — H**}(T)

Doy @ H*(T) — H*Y(I), Viz :H*(T) — H*t3(T)
ainsi que :

Viea : H(T) — H*P(T), Vay :H*(T) — H*3(T)

‘/23 : HS(F) — HSJrl(F), K22 : HS<F) — HS(F)

Preuve. Considérons par exemple 'opérateur pseudo-différentiel Vi3 qui a pour sym-
bole principal

L, =3
O-V13(t75) = 5 |5|
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Cet opérateur est continu de
Vig : H(T') — H*™(I)
En effet, on a par définition

|0V13(ta5)| < C(l + |5|)_3

Ce qui fait

Vs ey < co (14 | [P de = o [0y (339)
Iy

Les autres sont montrés de la méme fagon. m
Lemme 3.4.3
Soit (u,v, Mu, Nu) € H2(T') x Hz(T') x H= (T') x H=2 (T) , alors :
1+ Kyyu, Vi20,u, VisMu, ViuNu € H*(Q).

2-nous avons pour x — I

1

u(r) = l(—] — Kqp)u(z) + Vig0nu(x) + VigNu(z) + V13Mu(x)] (3.40)

2

Opu(z) = |:D21U(l') + (%I + Ka9)Ohu(x) + VagNu(z) + V23Mu(x)]

Dans le lemme 3.4.3 nous avons pu extraire les équations intégrales au bord I' sui-

vantes :

(%I + Kqp)u(z) — Vig0,u(z) = VigNu(x) + VisMu(x)

(3.41)
—Doru(z) + (%[ — Ko)Ohu(x) = VogNu(z) + VasMu(z)

Si nous introduisons maintennant dans le systéme( 3.41 ), les fonctions inconnues sur

I, définies par :
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{ u(z) =v(x), v el

Opu(z) =w(z), v €T

Ce qui donne sous forme matriciel I'equation :

%I + K1y —Via
—Dyy 31— Ky

avec les fonctions données sur I :

Mu(z) + f(z,u, %) = fo(z) , z €T
Nu(w) +g(z,u, §) = go(w) , €T

On a alors sur le bord T :

(31 + Kn)v(x) — Vigw(z) = Vis(—g(z,v,w) + go(x)) + Vis(—f(z,v,w) + fo(x))
—Daiv(z) + (3] — Kp)w(z) = Vas(—g(z,v,w) + go(z)) + Vas(— f(z,v,w) + fo())

donc

(31 + K1)v(z) — Visw(a) + Viag(x, v, w) + Visf(z, v,w) = Viage(z) + Vi fo(x)
—Dyyv(z) + (51 — Kap)w(z) + Vasg(x, v, w) + Vag f(x,v,w0) = Vasgo(x) + Vas fo(x))

Ce qui donne sous forme matricielle I’équation :

v(x)

w(z)

Via. Vs
Voa Vas

%] + Kny — V12

— Dy %I — Ko Vog Vas

go()
fo(2))
(3.42)

pour z € I'. Que l'on écrit :
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LU)+V(F(U))=V(Fy) sur T (3.43)

Tq
lra g _V Via Vi Z,v,w
_ | 2 11 12 V= 14 Vi3 P = 9( )
—Doyy %f — Ky Vas Vo3 [z, v,w)
et
v
U= ) FO - %
w Jo

3.4.3 Solvabilité du systéme d’équation intégrale (3.43) au bord

Pour étudier la solvabilité de systéme intégral non linéaire (3.43), on introduit les

hypothéses suivantes :

—(H1) f,g: T xR xR — R sont des fonctions de carathéodory c-a-d :
f(,v,w) et g(.,v,w) : ' x R x R — R sont mesurables V(v,w) € R x R et f(z,.,.)
et g(z,.,.): I' x R x R — R sont continues Vz € I'

—(H2)Les fonctions f(.,v,w) et g(.,v,w) admettent partout des dérivées partielles

of 9f 0g 9g

5y s o0 5 et que pour tout (v, w) € R x R

0
0 < ag—fﬁll < 400,
ov

9,

Ll <

0 ‘_B

0 < a§@§12<+oo, 99 <p
ow ov

ou «, (3,11, lset sont des constantes positives Tq : a > 3.
Les hypothéses sur f et g nous assure que l'opérateur F' ' matricieles

est fortement monotone et lipschitziene continu.

Remarque 3.4.4
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1)Compte tenu de la formule des accroissement finis de Lagrange, il existe (;, (, tels

que :
(f(v,w) = f(', ') = (flv,w) = f(v",w)) + (f(v",w) = f(v, )
_ af(Cla ’LU) (U _ ?Jl) f( C2)< w/)
ov ow
Donc :
(=), f.w) — g ) = e gy STy )
> alv—v]P=Bv—1||w—w
> Oz]v—'v']2—%B\v—v’ﬁ—%ﬁ]w—w’z
De méme :

1 1
(1w = ', g(v,w) = gt w) = =5 w —w/* = ZBJo — o + afw —w|’

Additionnant ces inégalités, on obtient par intégration sur le bord I :

U-UFU)-FU) = ((v=2),f(v,w) = f(, ') + ((w —w'), g(v,w) = g(v/, w"))

> (a=B) (o= +|w—u'])
> (a=B)IU=U",
v v’
Tq:U = U = € L*(T") x L*(T").Nous avons donc montré que 'opéra-
w w’

teur F'(U) est fortement monotone.
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[f(v,w) = f(, )] = [f(v,w) = f(0',w)) + (f(V',w) = [/, ')
_ af(g;’ )<U—U/>+af(U’C2)
Lo =2+ |lw—w|

IN

A

Maz(ly, B)(Jo = | + |w — w'l)

IN

h(lo =o'+ [w —w'])

Alors

[f(U) = F(U)]
)= fO° < BIU-UT

/\f FUN) ds

</rf<U)—f(U'>|2ds>%ds < l1(/|U—U’|2)5ds

IF(U) = fON < L|U=U'l,

A
S
|
<

YA\
—
d
|
S|

De méme, on obtient :

lg(U) = g(U) < L U = U,

En additionnant ces inégalités, on a

I1F(U) = FUII < (b + 1) U= U,

,UI

v
Tq:U = U = ( ) € L*(T') x L*T") Nous avons donc montré que 'opéra-
w w'

teur I’ est Lipschitziene continu.

Ce qui permet de considérer la solvabilité de (3.43) .
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Théoreme 3.4.5
V Fy = (fo,90) € H2(T') x H2(I'), il existe une unique solution U = (v,w) €
H3(T) x H2(T') Tq :
L(U) + V(F(U)) = V(Fy)sur T (3.44)

Preuve. On applique le théoréme de Browder et Minty sur les opérateurs monotone

voir [2, 6], Popérateur :
V:H 3() x H2(I) — H2(T') x H2(T)

est un isomorphisme, alors I’étude de l'existence et l'unicité de la solution (3.44)

revient & I’étude de I’équation intégrale non linéaire suivante :
TU)=V'L{U)+ FU) = Fy sur T

Il suffit montrer que 'opérateur

[V

T:H3(T) x H2(T) — H 3(T) x H2(T)
est continu et fortement monotone
La continuité de V et L est évidente

De méme

3 1

VL H3(T) x H2(T) — H3(T) x H 2(T)

est continu en vertu de ’hypothése (Hs).

L’opérateur

1

(I) x H2([') — H 2(T') x H™2(T)

Njw

F:H

est aussi continu
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Par conséquent 'opérateur intégral au bord

Njw

T:H2(T) x H2(T) — H 2(T') x H 2(T)

est continu.

Il reste & montrer que 7' est fortement monotone.

Soit ¥ = (W, U,) € H~2(T'") x H2(T") définie par :
U(z) =V 'LU(z) , VU = (v,w) € H2(') x H%(T) (3.45)

Pout tout (v, w) et (Mp, N¢) d’une fonction biharmonique d’éxpression :

O¢)

p(z) = V(Mso(x),Nw(x))—W(so(x),an

= VU(z)-WU(2)
Vo € Q, il est facile de voir que (z) satisfait au probléme

Ap(z) =0, z€Q
plx)=v ,zel

g—i(x):w,xeF

D’aprés la formule de Green :

(V'LU,U) = / Tyvds + / Vowds
r r

= /N¢¢d8+/M¢a—¢ds
T r 871

= a(p, )
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donc

(VTILU,U) = alp,¢)

(VLU -U",U-U") = /Q{V(A(w—go’))Q—i-(l—u)Z <828<i—(;;fl)> }daz

= alp—¢,p—¢)
D’autre part, nous avons :
o — 90,“1{2(9) <c|U - UIHHf%(r)XH*%(r) <cllU-=U",
Par conséquent :

(TU —=TU .U -U") = (FU—FU,U—-U")+ (VLU -U"),U-U")

> (a=B) U =U'llg+alp - ¢, 0~ )
> (a=B) U -U

> Sa=A)lle = ¢l

> =AU~ U ey

d’aprés le théoréme de trace [3, 5] , D’ou le résultat. m
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Conclusion générale et perspective

Notre étude montre que la méthode des équations intégrales au bord, pour étudier
I’équation de Laplace et de Bi-Laplace avec des conditions non linéaires sur le bord est
concluante. Le but de notre étude est d’examiner si on peut étendre les techniques d’ap-
proche vu au [4, 5, 18] , au ’équation intégrale non linéaire a un systéme d’équations
intégrales. Le systéeme obtenu admet une solution unique garantie par le Théoreme de
Browder et Minty pour les opérateurs monotones. Nous envisageons d’appliquer cette
technique pour résoudre numériquement un systéme non linéaire, comme on peut ’ap-
pliquer & un probleme de poly-harmonique avec des conditions non linéaires dans un

domaine doublement connexe. par exemple :

APu(z) =0, z€Q
Mu+ f(z,u,%%) = fo(z) , z €Ty
Nu+g(w,u, 5%) = goz) , @ €Ty
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