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Résumé  

 
Une algèbre n-aire est un espace vectoriel sur lequel est définie une multiplication sur n 

arguments. Classiquement les multiplications sont binaires, mais depuis l'utilisation en 

physique théorique de multiplications ternaires, comme les produits de Nambu, de nombreux 

travaux mathématiques se sont focalisés sur ce type d'algèbres. Deux classes d'algèbres n-aires 

sont essentielles : les algèbres n-aires associatives et les algèbres n-aires de Lie. 

Les algèbres de Nambu ont été étudiées comme une généralisation naturelle d’une algèbre de 

Lie pour les opérations algébriques d’ordre supérieur.  

Par définition, une algèbre de Nambu d’ordre n sur un corps IK de caractéristique nulle se 

compose d’un espace vectoriel V sur IK avec une opération IK -multilinéaire antisymétrique

  VV n :.,...,. , appelé le crochet de Nambu, qui satisfait la généralisation suivante de 

l’identité de Jacobi. A savoir, pour tout Vxxx n ,...,, 21  

 

        

  . x, x..., ,x, x..., , x,x + ... +                                             

  x..., ,x, x, x..., ,x,x+ x..., , x, x, x..., ,x =  x..., ,x, x..., ,x 

1-2n1-n12-2n1+nn

1-2n2+n1+n1-n1n1-2n1+nn1-n11-2nn1-n1

 

Cette dernière notion, très important dans l'étude de la mécanique de Nambu-Poisson où lorsque 

n = 2, l’identité fondamentale devient l’identité de Jacobi et nous obtenons une définition d’une 

algèbre de Lie. 

 Différents aspects de la mécanique de Nambu, y compris la quantification, la déformation et 

diverses constructions algébriques pour les algèbres de Nambu ont été récemment étudiés. En 

outre, une généralisation twisté, appelé algèbres Hom-Nambu. Ce type d’algèbres appelé Hom 

algèbres apparu comme la déformation des algèbres de champs de vecteurs en utilisant  -

dérivations. 

 Dans cette thèse, on s’intéressé aux algèbres n-aires de Nambu-Poisson, particulièrement les 

algèbres ternaires de Nambu-Poisson, on a introduit les algèbres ternaires (non-commutative) 

de Nambu-Poisson et le type Hom de ces derniers, on a défini aussi la somme directe et le 

produit tensoriel de deux algèbres ternaires (non-commutatives) Hom-Nambu-Poisson, en 

fournissant les théorèmes de constructions des algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson en 

utilisant le principe de twist, Ce processus est utilisé pour construire des algèbres ternaires 

Hom-Nambu-Poisson correspondante à l’algèbre des polynômes ternaire où le crochet est défini 

par le Jacobien. On a établi la classification en dimension trois des algèbres ternaires non-

commutatives de Nambu-Poisson. En outre nous avons proposé une procédure de construction 

d’une algèbre ternaire de Nambu-Poisson à partir d’un crochet binaire d’une algèbre de Poisson 

et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compatibilité. Nous avons trouvé 

beaucoup d’exemple en dimension 4, en utilisant cette procédure de construction qui nous a 

permis d’établir une classification en dimension 4 des algèbres de Poisson à partir des algèbres 

de Lie résolubles. 

 On appliquant la procédure de la construction décrite ci-dessus, on a établi une classication des 

algèbres ternaires de Nambu-Poisson construite à partir des algèbres de Poisson résolubles en 

dimension 4. La même procédure de construction a été appliquée pour construire des algèbres 

ternaires Hom Nambu-Poisson à partir des algèbres Hom-Poisson. Enfin Nous avons introduit 

la cohomologie des algèbres Hom-Poisson et la cohomologie des algèbres ternaire Hom-

Nambu-Poisson. 

 

 

 



 

 

 

Abstract  
 

An n-ary algebra is a vector space on which is defined a multiplication of n arguments. 

Classically multiplications are binary, but since the use of theoretical physics ternary 

multiplications like Nambu products, many mathematical works has focused on this type of 

algebra. Two n-ary algebra classes are essential: the associative algebra n-ary and Lie algebra 

of n-ary. 

Nambu algebras have been studied as a natural generalization of a Lie algebra for higher- order 

algebraic operations. By definition, Nambu algebra of order n over a field IK of characteristic 

zero consists of a vector space V over IK together with a IK-multilinear skew-symmetric 

operation  VV n :.,...,. , called the Nambu bracket that satisfies the following generalization 

of the Jacobi identity. Namely, for any Vxxx n ,...,, 21  

 

        

  . x, x..., ,x, x..., , x,x + ... +                                             

  x..., ,x, x, x..., ,x,x+ x..., , x, x, x..., ,x =  x..., ,x, x..., ,x 

1-2n1-n12-2n1+nn

1-2n2+n1+n1-n1n1-2n1+nn1-n11-2nn1-n1

 

Cette dernière notion, très important dans l'étude de la mécanique de Nambu-Poisson où  

 

 

When n = 2, the fundamental identity becomes the Jacobi identity and we get a definition of a 

Lie algebra.  

Different aspects of Nambu mechanics, including quantization, deformation and various 

algebraic constructions for Nambu algebras have recently been studied. Moreover, a twisted 

generalization called Hom-Nambu algebras.  This kind of algebras called Hom-algebras 

appeared as deformation of algebras of vector fields using  -derivations.  

In this thesis, we were interested by nary Nambu-Poisson algebras, particularly by the ternary 

Nambu-Poisson algebras we introduced (non-commutative) ternary Nambu-Poisson algebras 

and a Hom type of (no-commutative) ternary Nambu-Poisson algebras, we also define direct 

sum and the tensor product of two (non-commutative) ternary Hom-Nambu-Poisson algebras, 

providing theorems of construction of ternary Hom-Nambu-Poisson algebras using the twisting 

principle, This process is used to construct ternary Hom-Nambu-Poisson algebras 

corresponding to the ternary algebra of polynomials where the bracket is defined by the 

Jacobian.We provide a classification of 3-dimensional ternary Nambu-Poisson algebras and 

then compute corresponding Hom-Nambu-Poisson algebras using twisting principle. In 

addition, we proposed a construction procedure of a ternary Nambu-Poisson algebra from a 

binary bracket of a Poisson algebra and a trace function that satisfies some conditions of 

compatibility. 

 We found many examples in dimension 4, we had a lot of algebra which gave us the idea to 

establish a classification of Poisson algebras from Solvable Lie algebras. Applying the 

construction procedure described above, we have established a classification of ternary Nambu-

Poisson algebras constructed from solvable Poisson algebras in dimension 4. The same 

procedure of construction is applied to construct ternary Hom Nambu-Poisson algebras from 

Hom-Poisson algebras. Finally, we introduced cohomology of Hom-Poisson algebras and 

cohomology of ternary Hom-Nambu-Poisson algebra. 

 

 



 

 

 

 

 

 ملخص

 
 ثنائية، عملية لضربا اكلاسيكي. حجة ذات ن ضربعملية  تعريف عليه يتم يالذ الشعاعي الفضاء هو بعد نذات  الجبر

 ةالرياضي عما الا من الكثير ركزت قد نامبو، عمليات ضرب مثل نظريةال الفيزياء في الثلاثي الضرب استخداممنذ  ولكن

درس وقد بعد. ن ذات ليوجبر  بعد نذات  الجمعي الجبر: بعد نذات  الجبرأساسيتين من  فئتين. الجبر من النوع هذا على  

.أكبرذات بعد  جبرية لعمليات لي لجبر طبيعي كتعميم نامبو جبر   

عملية خطية  ،       ىذات خاصية معدومة يتكون من الفضاء الشعاعي       عل         الحقل ىبعد عل نذات  نامبو جبر

تحقق التعميم  و التي   ،بقوس نامبو ىالتي تتميز بغير التماثل                              تدع        الحقلى ذات بعد ن عل

   لكل التالي لخاصية جاكوبي. 

        

  . x, x..., ,x, x..., , x,x + ... +                                             

  x..., ,x, x, x..., ,x,x+ x..., , x, x, x..., ,x =  x..., ,x, x..., ,x 

1-2n1-n12-2n1+nn

1-2n2+n1+n1-n1n1-2n1+nn1-n11-2nn1-n1           

الخاصية الأساسية تصبح هي تماما  ،، و عندما           ن، جد مهمة لدراسة ميكانيك نامبو بواسوهذه الخاصية الاخيرة

تعريف جبر لي. ىخاصية جاكوبي و نحصل عل  

بما في ذلك التقدير الكمي والتشوه ومختلف الانشاءات الجبرية  ،ميكانيك نامبو مختلف جوانب تفي الآونة الأخيرة قد درس

جبر هوم  ىا النوع من الجبر يدعذ. هنجبر نامبو بواسو ىمشوه يدعمغير او ذلك تم تقديم تعميم  وبالإضافة الىلنامبو. 

.     ظهر كتشوه حقو  اشعة جبرية باستخدام اشتقاق  

الثلاثي  وعرضنا الجبر ،نبشكل خاص الجبر الثلاثي لنامبو بواسو ،ذات ن بعد نفي هذه الاطروحة اهتممنا بجبر نامبو بواسو

 المباشرعرضنا أيضا الجمع  ،نغير التبادلي( لنامبو بواسو)الثلاثي جبر لل والنوع هوم نغير التبادلي( لنامبو بواسو)

نظريات بناء هذه الجبريات الثلاثية  وهذا بتقديم ،ننامبو بواسوهوم غير التبادليين( ل)ثلاثيين لجبريين  والضرب تونسوريال

 الثلاثيللجبر الموافقة  نغير التبادلي( لهوم نامبو بواسو)الثلاثي . هذه العملية المستخدمة في بناء الجبر نلهوم نامبو بواسو

د حيث القوس معرف بمصفوفة جاكوبي                                                                                    لكثيرات الحدو  

 لاثيث جبر انشاء طريقة اقترحنا ذلك إلى وبالإضافة. في ثلاث ابعاد نتم انشاء تصنيف الجبر الثلاثي التبادلي لنامبو بواسو

 من العديد وجدنا لقد. التوافق من معينة بشروط تفي التيتراس  تطبيقو بواسون جبرل ثنائي قوس خلا  من بواسون نامبول

جبر ليخلا   من بواسون لجبر 4 البعد في تصنيف وضعب لنا سمحت التي البناء عملية باستخدام وذلك ،4 البعد في الأمثلة  

 خلا  من بنيت التي بواسون-نامبول تصنيف جبريات ثلاثية أنشأت قد ،المذكورة اعلاهالقابلة للحل. بتطبيق عملية الانشاء 

 ياتجبرخلا   من بواسون نامبو يات ثلاثية لهومجبرطبقت لبناء  لبناءا نفس عملية. 4 البعد في للحل قابلةال بواسون ياتجبر

 .                              .بواسون نامبو لهوم الثلاثيةللجبريات و بواسون هوم جبرل الكومولوجيا قدمنا وأخيرا. بواسون هوم

  

IKVIK

IK  VV n :.,...,.
Vxxx n ,...,, 21
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Introduction. . .

Durant les dernières décennies, il y a eu un intérêt croissant pour les
applications de diverses généralisations n-aires de la structure d’algèbre
de Lie ordinaire à des problèmes de physique théorique, qui a culminé
dans les dernières années. Les opérations n-aires algébriques sont, cepen-
dant, très anciennes : les opérations ternaires sont apparues pour la pre-
mière fois associées à des matrices cubiques qui ont été introduites par A.
Cayley au milieu du XIX ème siécle et qui ont aussi été considérées par J.J.
Sylvester une quarantaine d’années plus tard. En dépit de cela, le travail
mathématique moderne sur les multiopérateurs d’anneaux et des algèbres
commence plus tard avec une série d’articles par Kurosh (voir [33]). En
particulier, les algèbres linéaires sont données par un espace vectoriel sur
lequel certaines opérations multilinéaires sont définies. Cette classe gé-
nérale des algèbres est, cependant, plus grande que les deux principales
généralisations des algèbres de Lie à discuter dans cette thèse, qui sera
désigné d’une façon générique comme algèbres n-aires. Dans ceux-ci, le
crochet de Lie standard est remplacé par le crochet n-aire qui est multi-
linéaire avec n > 2. La structure de l’algèbre étant définie par l’identité
caractéristique satisfaite par le crochet n-aire.

Dans les années 70, Nambu a proposé un système hamiltonien gé-
néralisé fondé sur un produit ternaire, le crochet de Nambu-Poisson, qui
permet d’utiliser plus d’un hamiltonien [36]. La motivation la plus récente
pour les crochets ternaires est liée à la théorie des cordes et M-branes, les
structures ternaires de type Lie ont été étroitement liée à la super symé-
trie et les transformations symétriques de Gauge et ont été appliquée à
l’étude de la théorie de Bagger-Lambert. En outre les opérations ternaires
apparues lors de l’étude de certains modèles de quarks. En 1996, la quan-
tification des crochets de Nambu-Poisson a été étudiée dans [21], elle a été
présentée dans une nouvelle approche de Zariski.
La formulation algébrique de la mécanique de Nambu a été discutée
dans [42] et les algèbres de Nambu ont été étudiées dans [22] comme
une généralisation naturelle d’une algèbre de Lie pour les opérations
algébriques d’ordre supérieur. Par définition, une algèbre de Nambu
d’ordre n sur un corps K de caractéristique nulle se compose d’un es-
pace vectoriel V sur K avec une opération K-multilinéaire antisymé-
trique [., · · · , .] : ΛnV → V, appelée le crochet de Nambu, qui satis-
fait la généralisation suivante de l’identité de Jacobi. A savoir, pour tout
x1, ..., xn−1 ∈ V on définit une action adjointe ad(x1, ..., xn−1) : V → V par
ad(x1, ..., xn−1)xn = [x1, ..., xn−1, xn], xn ∈ V. Ensuite, l’identité fondamen-
tale est une condition affirmant que l’action adjointe est une dérivation

1



2 Introduction. . .

par rapport au crochet de Nambu, i.e. pour tout x1, ..., xn−1, y1, ..., yn ∈ V

ad(x1, ..., xn−1)[y1, ..., yn] =
n

∑
k=1

[y1, ..., ad(x1, ..., xn−1)yk, ..., yn]. (1)

Lorsque n = 2, l’identité fondamentale devient l’identité de Jacobi et nous
obtenons une définition d’une algèbre de Lie.

Différents aspects de la mécanique de Nambu, y compris la quan-
tification, la déformation et diverses constructions algébriques pour les
algèbres de Nambu ont été récemment étudiées. En outre, une généra-
lisation twistée, appelée algèbres Hom-Nambu, ont été introduites dans
[9]. Ce type d’algèbres appelé Hom-algèbres sont apparues dans les dé-
formations quantiques des algèbres de champs de vecteurs, utilisant les
σ-derivations. Le premiers exemples de q-déformations ont concerné les
algèbres de Witt et Virasoro. Puis Hartwig, Larsson et Silvestrov ont in-
troduit un cadre général et étudié les algèbres Hom-Lie [30], dans les-
quelles l’identité de Jacobi est twistée ou déformée par un homomor-
phisme. Les algèbres associatives correspondantes, appelés les algèbres
Hom-associatives ont été introduites par Makhlouf et Silvestrov dans [35].
Les algèbres non-commutative Hom-Poisson ont été discuté dans [48]. De
même les algèbre n-aires de type-Hom ont été introduites dans [9], voir
aussi [3, 2, 6, 49, 47].

Ce travail de thèse est divisé en cinq chapitres. Dans le premier cha-
pitre on revoie les définitions et les généralités sur les algèbres n-aires, en
s’intéressant à quelques types d’algèbres n-aires, les algèbres n-aires asso-
ciatives et les algèbres n-Lie ou les algèbres n-aires de Nambu-Lie où on
donne des définitions et quelques exemples fondamentaux, ainsi que les
representations. Dans le deuxième chapitre, on se penche sur les algèbres
n-aires de Nambu-Poisson et on présente la solution récemment obtenue
combinant la quantification par déformation avec une «seconde quanti-
fication. L’approche est appelée quantification de Zariski parce qu’elle
est basée sur la factorisation des polynômes (réels) irréductibles, et ça
nécessite d’aller un peu plus loin (développements de Taylor de poly-
nômes sur polynômes)[21]. Dans le troisième chapitre, on introduit les
algèbres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson et le type-Hom
des algèbres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson, on définit
aussi la somme directe et le produit tensoriel de deux algèbres ternaires
(non-commutatives) Hom-Nambu-Poisson. On donne quelques construc-
tions d’algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson et on généralise le prin-
cipe de twist à ce type d’algèbres. Par ailleurs, on établit une classification
en dimension trois des algèbres ternaires non-commutatives de Nambu-
Poisson.

Cependant, dans le quatrième chapitre, on porte notre interêt sur la
construction des structures ternaires à partir des structures binaires, plus
précisément, on propose une procédure de construction d’une algèbre ter-
naire de Nambu-Poisson à partir d’un crochet binaire d’une algèbre de
Poisson et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compati-
bilité. Pour illustrer cette approche, nous avons cherché des exemples. On
montre qu’il n’y a pas d’algèbre de Nambu-Poisson ternaire construite à
partir des algèbres de Poisson en dimension 3. En revanche, en dimen-
sion 4, il existe de nombreux exemples. Cela nous a conduit à établir une
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classification en dimension 4 des algèbres de Poisson à partir des algèbres
de Lie résolubles puis en appliquant la procédure de construction décrite
ci-dessus, on a établi une classification des algèbres ternaires de Nambu-
Poisson construite à partir des algèbres de Poisson résolubles en dimen-
sion 4. La même procédure de construction est appliquée pour construire
des algèbres ternaires Hom Nambu-Poisson à partir des algèbres Hom-
Poisson.

Dans le cinquième chapitre, on introduit les ingrédients de l’algèbre
homologique, la (co)homologie de Hochschild des algèbres associatives et
la cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algèbres de Lie. On rappelle
par ailleurs la cohomologie des algèbres ternaires de type Lie et des al-
gèbres de Nambu ternaires, ceci en utilisant le procédé de Takhtajan. On
donne quelques résultats sur la cohomologie des algèbres Hom-Poisson et
la cohomologie des algèbres ternaires Hom-Nambu- Poisson.





1Algèbres n-aires

1.1 Généralités et définitions

Soit K un corps commutative de caractéristique zéro et A un K-espace
vectoriel. Soit n ∈N où n ≥ 2.

Définition 1.1 Une structure d’algèbre n-aire sur A est donnée par une application n-linéaire

µ : A⊗n → A,

on note par(A, µ) chaque algèbre n-aire.

Les algèbres classiques (les algèbres associatives, les algèbres de Lie,
les algèbres de Leibniz par exemple) sont des algèbres binaires données
par un produit 2-aire.

Définition 1.2 Une sous-algèbre d’une algèbre n-aire (A, µ) est un sous-espace vectoriel W de A
tel que la restriction de µ vers W⊗n satisfait µ(W⊗n) ⊂W.

Dans ce cas (W, µ) est aussi une algèbre n-aire.

Définition 1.3 Soit (A, µ) une algèbre n-aire. Un ideal de (A, µ) est une sous-algèbre (I, µ)
satisfaisant :

µ(A⊗p ⊗ I ⊗ A⊗n−p−1) ⊂ I,

pour tout p = 0, ..., n− 1, et où A⊗0 ⊗ I = I ⊗ A⊗0 = I.

Définition 1.4 Soit (A1, µ1) et (A2, µ2) deux algèbres n-aires. Un morphisme des algèbres n-
aires est une application linéaire φ : A1 → A2 satisfaisant

µ2 ◦ φ⊗n = φ ◦ µ1.

Dans ce cas, le noyau kerφ du morphisme φ est un idéal de (A1, µ1).
En effet, si x ∈ kerφ, alors

φ(µ1(x1 ⊗ ...⊗ x⊗ ...⊗ xn−1))

= µ2(φ(x1)⊗ ...⊗ φ(x)⊗ ...⊗ φ(xn−1)) = 0. (1.1)

5
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1.1.1 Algèbres n-aires commutatives et symétriques

Une algèbre n-aire (A, µ) est dite symétrique si elle satisfait

µ(xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(n)) = µ(x1 ⊗ ...⊗ xn),

pour tout x1, ..., xn ∈ A et pour tout σ ∈ Sn, où Sn est le groupe de
permutation.

L’algèbre (A, µ) est dite antisymétrique si

µ(xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(n)) = (−1)ε(σ)µ(x1 ⊗ ...⊗ xn),

pour tout σ ∈ Sn, où Sn est le groupe de permutation et (−1)ε(σ) est le
signe de permutation de σ.

L’algèbre (A, µ) est dite commutative si

∑σ∈Sn
(−1)ε(σ)µ(xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(n)) = 0, pour tout x1, ..., xn ∈ A.

Remarque 1.1 Toute algèbre n-aire symétrique est commutative.

1.1.2 Dérivations

Soit (V, µ) une algèbre n-aire.

Définition 1.5 Une dérivation d’une algèbre n-aire (V, µ) est une appilication linéaire D : V →
V vérifiant

D(µ(x1, ..., xn)) =
n

∑
i=1

µ(x1, ..., D(xi), ..., xn), (1.2)

pour tout x1, ..., xn ∈ V.

Toutes les dérivations de (V, µ) génèrent une sous-algèbre de l’algèbre
de Lie gl(V). On l’appelle l’algèbre des dérivations de V et elle est dési-
gnée par Der(V).

Remarque 1.2 Pour tout x1, ..., xn−1 dans V, Soit ad(x1, ..., xn−1) une application linéaire don-
née par

ad(x1, ..., xn−1)(x) = µ(x1, ..., xn−1, x),

Alors, cette application linéaire est une dérivation (intérieure) si et seulement si
le produit µ satisfait

µ(x1, ..., xn−1, µ(y1, ..., yn)) =
n

∑
i=1

µ(y1, ..., µ(x1, ..., xn−1, yi), ..., yn). (1.3)

Nous allons étudier un tel produit pour les algèbres n-Lie. Si n = 2, ce
qui montre que les l’applications ad(X) sont des dérivations de (V, µ) si
et seulement si le produit binaire satisfait

µ(x1, µ(y1, y2)) = µ(µ(x1, y1), y2) + µ(y1, µ(x1, y2))

et (V, µ) est une algèbre de Leibniz ([16]). Ainsi, pour tout n, une
algèbre n-aire (V, µ) satisfaisant l’équation (1.3) est appelée algèbre n-
Leibniz.
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1.2 Algèbres n-aires associatives

L’intérêt de la classe des algèbres associatives dans le cas binaire est
bien connu. Il est naturel de généraliser l’associativité au cas n-aire. Il
existe deux façons usuelles de leur généralisation, appelées associativité
partielle et totale (voir [28]) et plus récemment les notions d’associati-
vité σ-partielle et associativité σ-totale ont été introduites dans ([37]). Les
algèbres partiellement et totalement associatives de type n-aires, ont été
aussi considérées par Gnedbaye.

Définition 1.6 Une algèbre (A, µ) est
– partiellement associative si µ satisfait

n

∑
i=1

µ(x1, ..., xi−1, µ(xi, ..., xn+i−1), xn+i, ..., x2n−1) = 0 (1.4)

– totallement associative si µ satisfait

µ(µ(x1, ..., xn), xn+1, ..., x2n−1) = µ(x1, µ(x2, ..., xn+1), xn+2, ..., x2n−1)

= µ(x1, x2, µ(x3, ..., xn+2), xn+3, ..., x2n−1)

.

.

.
= µ(x1, x2, ..., xn−1, µ(xn, ..., x2n−1))

pour tout x1, ..., x2n−1 ∈ A

Exemple 1.1 Le produit de Gerstenhaber Soit A une algèbre associative (binaire)
et H∗(A, A) sa cohomologie de Hochschild. L’espace des k-cochaines est
Ck(A) = HomK(A⊗k, A). Gerstenhaber [27] a défini une algèbre pré-Lie
graduée ⊕kCk(A) avec le produit

•n,m : Cn(A)× Cm(A)→ Cn+m−1(A) (1.5)

donnée par

( f •n,m g)(X1 ⊗ ...⊗ Xn+m−1) =
m

∑
i=1

(−1)(i−1)(m−1) f (X1 ⊗ ...⊗ g(Xi ⊗ ...⊗ Xi+m−1)⊗ ...⊗ Xn+m−1).

Le k-cochaine µ qui satisfait l’identité µ •k,k µ = 0 construit avec A une structure
k-aire partiellement associative.

1.3 Algèbres Nambu-Lie (n-Lie)

Plusieurs notions d’algèbres n-Lie (Nambu-Lie) ont été présentées
pour généraliser des algèbres de Lie pour des algèbres n-aires. La pre-
mière généralisation est dûe à Filippov [22]. Ces algèbres ont été étudiées
d’un point de vue algébrique (classification, simplicité, nilpotence, repré-
sentations) et en raison de leurs relations avec la mécanique de Nambu.
La seconde généralisation est la notion introduite avec le point de vue
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d’homotopie d’algèbre. Dans cette thèse Nous sommes intéressés par la
première approche appelée algèbre n-Lie (Nambu-Lie). Dans cette section,
nous présentons les définitions et étudions les propriétés des algèbres n-
Lie introduites par Filippov.

1.3.1 Définitions

Définition 1.7 Une algèbre n-aire antisymétrique est une algèbre n-aire de Nambu-Lie si la gé-
néralisation de l’identité de Jacobi suivante est satisfaite :

{{x1, ..., xn}, y1, ..., yn−1} =
n

∑
i=1
{x1, ..., xi−1, {xi, y1, ..., yn−1}, xi+1, ..., xn},

(1.6)
pour tous µ1, ..., µn, v1, ..., vn−1 ∈ A.
La condition 1.6 est appelée l’identité fondamentale, pour n = 2 l’identité devient
l’identité de Jacobi, et on retrouve la définition d’une algèbre de Lie.

L’algèbre n-aire de Nambu-Lie est aussi appelée n-Lie.

Définition 1.8 Soient (A, {., ..., .}) et (B, {., ..., .}) deux algèbres n-aires de Nambu-Lie. Un mor-
phisme d’algèbres n-aire de Nambu-Lie est une application linéaire f : A → B
vérifiant :

f ({x1, ..., xn}) = { f (x1), ..., f (xn)}, ∀x1, ..., xn ∈ A.

Définition 1.9 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie, et soit f : A → A une
application linéaire. On dit que f est une dérivation de A si elle vérifie la condition
suivante, pour tout x1, ..., xn ∈ A :

f ({x1, ..., xn}) =
n

∑
i=1
{x1, ..., f (xi), ..., xn}.

1.3.2 Exemples fondamentales

1. Cet exemple a été donné par Fillipov. Soit A un espace vectoriel de
dimension n sur K. Soit {v1, ..., vn+1} une base de A. Le produit
suivant

{v1, v2, ..., v̂i, ..., vn+1} = (−1)n+1+ivi, (1.7)

pour i = 1, ..., n + 1, fournit avec A une structure d’algèbre n-aire de
Nambu-Lie. On note cette algèbre An+1.

Théorème 1.1 Si K = C, toute algèbre n-aire de Nambu-Lie simple est de dimension n+ 1
et elle est isomorphe à An+1

2. Soit A = K[X1, ..., Xn] des algèbres associatives de n polynômes in-
déterminés. Nous considérons le produit

{P1, ..., Pn} = Jac(P1, ..., Pn), (1.8)

où Jac désigne la jacobienne, qui est le déterminant de la matrice ja-
cobienne des dérivées partielles de P1, ..., Pn. A muni avec ce produit
est une algèbre n-aire de Nambu-Lie de dimension finie.
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3. Les crochets de Nambu généralisent directement l’exemple précé-
dent. Soit A = C∞(R3) l’algèbre des fonctions différentielles sur R3.
Cette algèbre est considérée comme des observables classiques sur
l’espace de dimension trois R3 de coordonnées x, y, z. Nous considé-
rons sur A le produit

{ f1, f2, f3} = Jac( f1, f2, f3). (1.9)

Ce produit est un produit de l’algèbre ternaire de Nambu-Lie qui
généralise le crochet de Poisson usuel des opérations binaire à des
opérations ternaires.

4. Toute algèbre n-aire de Nambu-Lie de dimension n est abélienne.

5. Soit V = R4, un espace euclidien orienté de dimension 4, et le cro-
chet de trois vecteurs −→x ,−→y ,−→z égal au déterminant suivant

[x, y, z] = −→x ×−→y ×−→z =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 e1
x2 y2 z2 e2
x3 y3 z3 e3
x4 y4 z4 e4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

où {e1, e2, e3, e4} est la base orthonormale de R4 et −→x =
3
∑

i=1
xi
−→ei ,

−→y =
3
∑

i=1
yi
−→ei et−→z =

3
∑

i=1
zi
−→ei . Alors (V, [., ., .]) est une algèbre ter-

naire de Nambu-Lie.

1.3.3 Représentations

Nous introduisons les notions d’objet fondamental et d’algèbre de
Leibniz de base d’une algèbre n-aire de Nambu-Lie. Ces dernières seront
utiles pour les représentations des algèbres n-aires de Nambu-Lie ou les
algèbres n-Lie.

Définition 1.10 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et L(A) = ∧n−1A la
(n − 1)-ème puissance extérieure de A. Les éléments L(A) sont appelés objets
fondamentaux. Pour X = x1 ∧ ... ∧ xn−1, Y = y1 ∧ ... ∧ yn−1 ∈ L(A), on défi-
nit :

– L’action des objets fondamentaux sur A par :

∀z ∈ A, X · z = adX(z) = {x1, ..., xn−1, z}.

– La multiplication (composition) de deux objets fondamentaux par :

[X, Y] = X ·Y =
n

∑
i=1

y1 ∧ ...∧ X · yi ∧ ...∧ yn−1.

On prolonge les définitions précédentes à tout l’espace L(A) par linéa-
rité.

Proposition 1.1 Les deux opérations définies ci-dessus vérifient :
– X · (Y · Z) = (X ·Y) · Z + Y · (X · Z), (Règle de Leibniz)



10 Chapitre 1. Algèbres n-aires

– adX·Y = −adY·X,
– adX·Y = adX ◦ adY − adY ◦ adX.

Proposition 1.2 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie. Les applications adX pour
X ∈ L(A) sont des dérivations de A, elles sont appelées dérivations intérieures
de A.

Proposition 1.3 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie. L’espace L(A) muni de la
composition d’objets fondamentaux est une algèbre de Leibniz. Elle est appelée
algèbre de Leibniz de base de l’algèbre A.

Remarque 1.3 Il est possible de montrer que la composition des objets fondamentaux est antisy-
métrique, en effet, soit X = x1 ∧ ...∧ xn−1 ∈ L(A), alors on a :

[X, X] =
n−1

∑
i=1

x1 ∧ ...∧ X · xi ∧ ...∧ xn−1

=
n−1

∑
i=1

x1 ∧ ...∧ [x1, ..., xi, ..., xn−1, xi] ∧ ...∧ xn−1

=
n−1

∑
i=1

x1 ∧ ...∧ 0∧ ...∧ xn−1 = 0.

Il est aussi à noter que dans [27], l’auteur considère comme acquis le fait que
l’algèbre de Leibniz de base d’une algèbre n-aire de Nambu-Lie soit antisymé-
trique.

Nous donnons maintenant quelques exemples d’algèbres de Leibniz
de base

Exemple 1.2 (27) - On considère l’algèbre n-aire de Nambu-Lie de dimension n + 1, notée
An+1, dont le crochet est donné, dans la base (ei)1≤i≤n+1, par :
[e1, ..., ei−1, ei+1, ..., en+1] = (−1)iei. L’algèbre de Leibniz de base de cette
algèbre est isomorphe à l’algèbre de Lie son+1(K).

- L’espace K[x1, ..., xn] des polynômes à n variables, muni du jacobien est une
algèbre n-aire de Nambu-Lie. Son algèbre de Leibniz de base est isomorphe
à l’algèbre des champs de vecteurs sans divergence Sn−1.

Remarque 1.4 En utilisant la notion d’objets fondamentaux, il est possible de réécrire l’identité
fondamentale comme suit :

X · (Y · z) = (X ·Y) · z + Y · (X · z), ∀X, Y ∈ ∧n−1A, ∀z ∈ A.

Nous introduisons, maintenant, les notions de représentation d’algèbre
n-aire de Nambu-Lie et de module n-aire de Nambu-Lie , ainsi que le lien
entre les deux notions.

Définition 1.11 Soit (A, [·, ..., ·]) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un espace vectoriel.
Une représentation de A dans V est une application linéaire ρ : ∧n−1A →
End(V) vérifiant la condition suivante :

∀X, Y ∈ ∧n−1A, ρ(X ·Y) = ρ(X) ◦ ρ(Y)− ρ(Y) ◦ ρ(X). (1.10)

Autrement dit, ρ est un morphisme d’algèbre de (L(A), ·) dans End(V) muni du
commutateur.
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Exemple 1.3 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et L(A) son algèbre de Leibniz
de base. Une représentation de A dans K est une application linéaire ρ : L(A)→
gl1(K) ' K telle que :

ρ([X, Y]) = [ρ(X), ρ(Y)] = 0.

Exemple 1.4 Soit (A, [., ..., .]) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et L(A) son algèbre de Leibniz
de base. L’application ad : L(A) → End(A) qui à un objet fondamental X
associe l’opérateur adjoint correspondant adX : A → A; adX(z) = X · z est une
représentation de (A, {., ..., .}) dans son espace vectoriel sous-jacent.

Définition 1.12 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soient ρ : L(A) → V et
ρ′ : L(A)→W deux représentations de A. On dit que les représentations ρ et ρ′

sont équivalentes s’il existe un isomorphisme f : V ⇒W tel que

f (ρ(X)(y)) = ρ′(X)( f (y)), ∀X ∈ L(A), y ∈ A.

Définition 1.13 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit ρ : L(A) → V une
représentation de A. La représentation ρ est dite triviale si kerρ = L(A), elle est
dite fidèle si kerρ = 0.

Définition 1.14 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un espace vectoriel.
On dit que V est un A-module n-aire de Nambu-Lie si on a sur B = A + V une
structure d’algèbre n-aire de Nambu-Lie telle que A soit une sous-algèbre de B et
V un idéal abélien de B (au sens de Kuz’min, c’est-à-dire {V, V, B, ..., B} = 0).
Dans ce cas, on dit que B = A + V est le produit semi-direct de A et V, son
crochet est donné, pour tout y1, ..., yn ∈ B où yi = xi + vi avec xi ∈ A et vi ∈ V,
par :

{y1, ..., yn} = {x1, ..., xn}+
n

∑
i=1

(−1)n−i{x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn, vi}.

Proposition 1.4 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un A-module. On
définit pour tout X = x1 ∧ ... ∧ xn−1 ∈ ∧n−1A une application linéaire ρ(X) :
V → V par ρ(X)(v) = X · v = [x1, ..., xn−1, v] puis on prolonge ρ à ∧n−1A par
linéarité. L’application ρ est une représentation de A dans V , de plus, elle vérifie
la propriété suivante :

ρ([x1, ..., xn] ∧ y2 ∧ ...∧ yn−1) =
n

∑
i=1

(−1)i+1ρ(xi ∧ y2 ∧ ...∧ yn−1) ◦ ρ(x1 ∧ ...∧ xi−1 ∧ xi+1 ∧ ...∧ xn). (1.11)

La réciproque de cette proposition est vraie, à savoir :

Proposition 1.5 [27] Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit ρ : L(A) →
End(V) une représentation de A. Si ρ vérifie la condition (1.11) alors V est un
A-module, où le crochet de A est étendu à A + V par :

{x1, ..., xn−1, v} = ρ(x1 ∧ ...∧ xn−1)(v), ∀x1, ..., xn−1 ∈ A, v ∈ V,

et
{y1, ..., yn−2, v, w} = 0, ∀y1, ..., yn−2 ∈ V + A, v, w ∈ V.
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Remarque 1.5 - Le crochet construit dans la proposition 1.5, que la condition (1.11) soit satisfaite
ou non, définit un module de Lie sur L(A), l’algèbre de base de A. La
condition (1.11) permet d’assurer que A + V muni de ce crochet soit une
algèbre n-aire de Nambu-Lie .

- La définition d’une représentation donnée par Kasymov dans [45] exige aussi la
condition (1.11). Ainsi, au sens de cette définition, la donnée d’une repré-
sentation d’algèbre n-aire de Nambu-Lie équivaut à la donnée d’un module
n-aire de Nambu-Lie.

- Dans le cas d’une algèbre de Lie (n = 2), la condition (1.10) est suffisante car,
dans ce cas, la condition (1.11) lui est équivalente.

Exemple 1.5 (27) L’algèbre de Leibniz de base de l’algèbre An+1 (exemple 2.1.35) est isomorphe
à son+1(K). L’isomorphisme entre L(A) et son+1(K) est donné par :

ei ∧ ...∧ êi ∧ ...∧ êj ∧ ...∧ en+1 7→ (−1)i+j+n+1eij, i < j,

où eij est la matrice d’ordre n + 1 définie par :

(eij)ij = 1; (eij)ji = −1; (eij)kl = 0si(k, l) 6= (i, j).

Cet isomorphisme définit une représentation de An+1 dans Kn+1. D’autre part,
toute représentation ρ de An+1 dans un espace vectoriel V peut être définie par
un morphisme d’algèbre de Lie de son+1(K) dans End(V). De plus, une telle
représentation vérifie la condition (1.11) si et seulement si

ρ(Rijks)(v) = 0, ∀v ∈ V,

où
Rijks = eijesk + eisekj + eikejs.

Nous présentons maintenant quelques propriétés des modules n-aires
de Nambu-Lie [27].

Définition 1.15 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire de
Nambu-Lie sur A. On appelle sous-module n-aire de Nambu-Lie de V tout sous-
espace vectoriel W ⊂ V tel que {x1, ..., xn−1, w} ∈W, pour tout x1, ..., xn−1 ∈ A
et pour tout w ∈W.

Définition 1.16 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire
de Nambu-Lie sur A. - On dit que V est simple, ou irréductible, si ses seuls
sous-modules sont 0 et lui-même. - On dit qu’il est semi-simple, ou complète-
ment réductible, s’il est une somme directe de sous-module simples, ou de manière
équivalente si tout sous-module admet un supplémentaire.

Proposition 1.6 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire de
Nambu-Lie sur A. Tout sous-module de V et tout module quotient de V est un
module n-aire de Nambu-Lie sur A. De plus, si V1 et V2 sont deux modules n-aire
de Nambu-Lie, alors V1 ⊕V2 est un module n-aire de Nambu-Lie sur A.

Proposition 1.7 Soit (A, {., ..., .}) une algèbre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire de
Nambu-Lie sur A. Le module V est simple (resp. semi-simple) si et seulement s’il
est simple (resp. semi-simple) en tant que module de Lie sur L(A).



1.4. Autre généralisation des algèbres de Lie 13

1.4 Autre généralisation des algèbres de Lie

Les algèbres n-aires de type Lie sont les généralisations au cas n-aire
des algèbres de Lie. Les deux principales généralisations découlent de
deux interprétations de l’identité de Jacobi :

– Les algèbres n-aire de Nambu-Lie, présentées précédemment, où
l’identité de Jacobi est vue comme étant le fait que les applications
adjointes (multiplications à gauche) soient des dérivations.

– Les algèbres de Lie généralisées, où l’identité de Jacobi est vue
comme le fait que la somme sur S2n−1 des crochets imbriqués soit
nulle. Il existe aussi d’autres types d’algèbres n-aires liées aux al-
gèbres de Lie, notamment les algèbres n-Leibniz qui sont la version
non-antisymétrique des algèbres n-aires de Nambu-Lie, ainsi que
les systèmes triples de Lie qui sont partiellement antisymétriques.
Nous donnerons les définitions et quelques propriétés de bases de
ces algèbres.

Définition 1.17 Une algèbre de Lie généralisée d’ordre n (G, [., ..., .]) est un espace vectoriel
G muni d’une opération n-aire [., ..., .] antisymétrique et vérifiant, pour tout
x1, ..., x2n−1 ∈ G, la condition suivante :

∑
σ∈S2n−1

[[xσ(1), ..., xσ(n)], xσ(n+1), ..., xσ(2n−1)] = 0 (1.12)

La condition (1.12) s’appelle identité de Jacobi généralisée. Lorsque n = 2,
on retrouve l’identité de Jacobi.

Définition 1.18 Une algèbre n-Leibniz (gauche) (L, [., ..., .]) est un espace vectoriel L muni d’une
opération n-aire [., ..., .] vérifiant, pour tout x1, ..., xn−1, y1, ..., yn ∈ A, l’identité
suivante :

[x1, ..., xn−1, [y1, ..., yn]] =
n

∑
i=1

[y1, ..., [x1, ..., xn−1, yi], ..., yn]. (1.13)

L’identité (1.13) peut s’écrire :

G(x1, ..., xn−1)([y1, ..., yn]) =
n

∑
i=1

[y1, ..., G(x1, ..., xn−1)(yi), ..., yn],

où G(x1, ..., xn−1) = [x1, ..., xn−1, .] est l’opérateur de multiplication à gauche,
si on le remplace par celui de multiplication à droite D(x1, ..., xn−1) =
[., x1, ..., xn−1], l’algèbre définie est alors appelée algèbre n-Leibniz droite.

Remarque 1.6 Les algèbres n-Leibniz sont la version non antisymétrique des algèbres n-Lie.
Aussi, dans le cas antisymétrique, les identités n-Leibniz gauche et droite sont
équivalentes.

Définition 1.19 Un système triple de Lie (T, [., ., .]) est un espace vectoriel T muni d’une opéra-
tion ternaire [., ., .] vérifiant les conditions suivantes :

– Pour tout x, y, z ∈ T

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 0,
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– Pour tout x, y, z ∈ T
[x, y, z] = −[y, x, z],

– Pour tout x, y, z1, z2, z3 ∈ T

[x, y, [z1, z2, z3]] = [[x, y, z1], z2, z3] + [z1, [x, y, z2]] + [z1, z2[x, y, z3]].

Nous allons présenter maintenant deux résultats qui permettent de
construire des algèbres n-aires de type Lie à partir d’algèbres n-aires de
type associatif, généralisant le fait qu’une algèbre associative munie du
commutateur soit une algèbre de Lie.

Proposition 1.8 Soit (A, m) une algèbre n-aire partiellement associative. On définit sur A l’opé-
ration n-aire [., ..., .] par :

[x1, ..., xn] = ∑
σ∈S2n−1

m(xσ(1), ..., xσ(n))

∀x1, ..., xn ∈ A.
L’algèbre (A, [., ..., .]) est une algèbre de Lie généralisée.

La construction suivante est une autre généralisation du commutateur,
elle est due à Yau.

Définition 1.20 On considère l’ensemble X = a1, ..., an de cardinal n ≥ 2. On définit l’ensemble
Wn comme étant l’ensemble des mots de X de longueur n donné par :

W2 = a1a2,−a2a1

et
Wn = Zan,−anZ : Z ∈Wn−1 pour n > 2.

Définition 1.21 Soit V un espace vectoriel, et soit w = ±ai1 ...ain ∈ Wn. On définit l’application
w : A⊗n → A⊗n par :

w(v1, ..., vn) = ±vi1 ⊗ ...⊗ vin .

En utilisant l’application w définie ci-dessus, on définit une générali-
sation du commutateur, le n-commutateur :

Définition 1.22 Soit (A, m) une algèbre n-aire. On définit sur A le n-commutateur [∆, ..., ∆] :
An → A par :

[x1, ..., xn] = ∑
w∈Wn

m(w(x1, ..., xn))

∀x1, ..., xn ∈ A.

Par exemple, pour n = 2 on retrouve le commutateur usuel, à savoir :

[x1, x2] = m(x1, x2)−m(x2, x1).

Pour n = 3, le n-commutateur prend la forme suivante :

[x1, x2, x3] = m(x1, x2, x3)−m(x3, x1, x2) + m(x3, x2, x1)−m(x2, x1, x3).

Proposition 1.9 Soit (A, m) une algèbre n-aire totalement associative. Alors (A, [., ..., .]), où
[., ..., .] est le n-commutateur, est une algèbre n-Leibniz. En particulier, l’algèbre
ainsi obtenue pour n = 3 est un système triple de Lie.



2Algèbres n-aires de

Nambu-Poisson

2.1 Algèbres n-aires de Nambu-Poisson

Définition 2.1 Une algèbre n-aire de Nambu-Poisson (A, µ, {., ..., .}) est un espace vectoriel A
muni d’une application bilinéaire µ : A× A → A et une application n-linéaire
{., ..., .} : An → A tel que

1. (A, µ) est une algèbre binaire associative commutative,

2. (A, {., ..., .}) est une algèbre n-aire de Nambu-Lie (n-Lie),

3. et la régle de Leibniz

{µ(x1, x′1), x2, ..., xn} = µ(x1, {x′1, x2, ..., xn}) + µ({x1, x2, ..., xn}, x′1),

pour tout x′1, x1, x2, ..., xn ∈ A.

Une algèbre n-aire de Nambu-Poisson est une algèbre n-aire non-
commutative de Nambu-Poisson si la multiplication µ n’est pas néces-
serement commutative.

Définition 2.2 Soient (A, µ, {., ..., .}) et (A′, µ′, {., ..., .}′) deux algèbres n-aires de Nambu-
Poisson. Une application linéaire f : A → A′ est un morphisme d’algèbre si
les conditions suivantes sont satisfaites pour tout x1, x2, ..., xn ∈ A

f ({x1, ..., xn} = { f (x1), ..., f (xn)}′ (2.1)
f ◦ µ = µ ◦ f⊗2 (2.2)

Exemple 2.1 Soit C∞(Rn) l’algèbre C∞ des fonctions sur Rn à valeurs dans Rm et x1, x2, ..., xn
les coordonnées sur Rn. Nous définissons le crochet n-aire par la fonction jaco-
bienne suivante

{ f1, ..., fm} =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ f1
δx1

... δ f1
δxn

...
. . .

...
δ fm
δx1

... δ fm
δxn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (2.3)

alors (C∞(Rn), {., ..., .}) est une algèbre n-aire de Nambu-Lie. De plus si
le crochet satisfait la régle de Leibniz : { f g, f2, ..., fm} = f {g, f2, ..., fm} +
{ f , f2, ..., fm}g où f , g, f2, ..., fm ∈ C∞(Rn) et la multiplication point par point
qui est f g(x) = f (x)g(x). Par conséquent, l’algèbre est une algèbre n-aire de
Nambu-Poisson.

15
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2.2 Mécanique de Nambu

Nambu a proposé sa généralisation de la mécanique hamiltonienne
[36] en ayant à l’esprit une généralisation des équations de Hamilton de
mouvement qui permet la formulation d’une mécanique statistique sur
R3. Il a souligné que la seule caractéristique de la mécanique hamilto-
nienne que l’on doit conserver à cet effet, est la validité du théorème de
Liouville. Dans cet esprit, il a considéré l’équation de mouvement sui-
vante :

d−→r
dt

= ∇g(−→r ) ∧∇h(−→r ),−→r = (x, y, z) ∈ R3 (2.4)

où x, y, z sont les variables dynamiques et g, h sont des fonctions de
−→r . Puis le théorème de Liouville découle directement de l’identité :

∇ · (∇g(−→r ) ∧∇h(−→r )) = 0

qui nous dit que le champ de vitesse dans l’équation(2.4) est divergent.
Comme une motivation physique pour Eq.(2.4), Nambu a montré que les
équations d’Euler pour le moment cinétique d’un corps rigide peuvent
être mises sous cette forme si les variables dynamiques sont considérées
comme les composantes du vecteur de moment angulaire

−→
L = (Lx, Ly, Lz)

et g et h sont considérées comme étant, respectivement, l’énergie cinétique
totale et le carré du moment cinétique. En outre, il a remarqué que l’équa-
tion d’évolution pour une fonction f sur R3 induite par l’équation du
mouvement (2.4) peut être écrite sous la forme :

d f
dt

=
∂( f , g, h)
∂(x, y, z)

(2.5)

où le terme à droite est la jacobienne de ( f , g, h) par rapport à (x, y, z).
Cette expression a été facilement généralisée à n fonctions sur Rn. Le Jaco-
bien peut être interprété comme une généralisation du crochet de Poisson :
il est antisymétrique par rapport à f , g et h et la dérivation de l’algèbre des
fonctions continues sur R3, c’est à dire, la règle de Leibniz est vérifiée pour
chaque argument. Il y a donc une complète analogie avec la formulation
du crochet de Poisson d’équations de Hamilton, sauf, à première vue,
pour l’équivalent de l’identité de Jacobi, qui semble faire défaut. En fait,
dans la formulation de Poisson habituelle, l’identité de Jacobi est la forme
infinitésimale du théorème de Poisson qui précise que le crochet de deux
intégrales du mouvement est aussi une intégrale du mouvement. Si nous
voulons un théorème similaire pour la Mécanique de Nambu il doit y avoir
une forme infinitésimale qui fournira une généralisation de l’identité de
Jacobi. Notons par { f , g, h} le Jacobien apparaissant dans l’équation (2.5).
Soit φt : −→r 7→ φt(

−→r ) le flux de l’équation (2.4) . Puis une généralisation
du théorème de Poisson qui impliquerait que φt est une "transformation
canonique" pour le crochet généralisé :

{ f1 ◦ φt, f2 ◦ φt, f3 ◦ φt} = { f1, f2, f3} ◦ φt

La différenciation de cette égalité par rapport à t donne la généralisa-
tion souhaitée de l’identité de Jacobi
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{{g, h, f1}, f2, f3}+ { f1, {g, h, f2}}+ { f1, f2, {g, h, f3}}
= {g, h, { f1, f2, f3}}, ∀g, h, f1, f2, f3 ∈ C∞(R3)

Cette idéntité et sa génaralisation dans Rn, appelée identité fondamen-
tale (IF), a été introduite par Flato, Fronsdal et Takhtajan[42] comme une
condition de cohérence pour la mécanique de Nambu (cette condition de
cohérence a également été formulée dans[38]) et déduite du théorème gé-
néralisé de Poisson : le crochet généralisé de n intégrales de mouvement
est aussi une partie intégrante du mouvement. Il s’avère que la jacobienne
sur Rn satisfait l’IF. On est donc amener à la généralisation suivante.

2.3 Variétés algébriques de Nambu-Poisson

Le concept de variété de Nambu-Poisson a été introduit par Takh-
tajan [42]. Takhtajan a remarqué que le crochet canonique de Nambu
est n-linéaire, antisymétrique et satisfait l’identité de Jacobi généralisée.
Un exemple intéressant a été fourni par Filippov [22]. Les structures de
Poisson ternaires sont en particulier des algèbres de Nambu-Lie ternaires
avec un crochet ternaire compatible avec la multiplication.

Soit M une variété C∞ de dimension m. Notons A l’algèbre des fonc-
tions réelles de M. Sn représente le groupe de permutations de l’ensemble
{1, ..., N}. Nous notons par ε(s) le signe de la permutation σ ∈ Sn

Rappelons qu’un crochet de Nambu-Poisson d’ordre n (2 ≤ n ≤ m)
sur M est défini par une application n-linéaire à valeurs dans A

{., ..., .} : An → A,

tel que les relations suivantes sont vérifiées ∀ f0, ..., f2n−1 ∈ A :

a) Antisymétrie

{ f1, ..., fn} = ε(σ){ fσ1 , ..., fσn}, ∀σ ∈ S\;

b) la règle de Leibniz

{ f0 f1, f2, ..., fn} = f0{ f1, f2, ..., fn}+ { f0, f2, ..., fn} f1; (2.6)

c) l’identité fondamentale

{ f1, ..., fn−1, { fn, ..., f2n−1}}
= {{ f1, ..., fn−1, fn}, fn+1, ..., f2n−1}

+ { fn, { f1, ..., fn−1, fn+1}, fn+2, ..., f2n−1}
+ ... + { fn, fn+1, ..., f2n−2, { f1, ..., fn−1, f2n−1}}. (2.7)

Les propriétés a) et b) impliquent qu’il existe un n-champ de vecteur
η sur M tel que :

{ f1, ..., fn} = η(d f1, ..., d fn), ∀ f1, ..., fn ∈ A. (2.8)
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Bien entendu, L’identité fondamentale impose des contraintes sur η,
analysées dans [42]. Un n-champ de vecteur sur M est appelé un tenseur
de Nambu, si son crochet de Nambu associé défini par l’équation (2.8)
satisfait l’IF cela nous amène à

Définition 2.3 Une variété de Nambu-Poisson (M, η) est une variété M sur laquelle est défini
un tenseur de Nambu η. Alors M est munie d’une structure de Nambu-Poisson.

La dynamique associée à un crochet de Nambu sur M est défini par
n− 1 Hamiltoniens H1, ..., Hn−1 ∈ A et l’évolution temporelle de f ∈ A est
donnée par :

d f
dt

= H1, ..., Hn−1, f . (2.9)

Supposons que le flux φ(t) associé à l’équation (2.9) existe et soit Ut le le
groupe à un paramètre agissant sur A par f → Ut( f ) = f ◦ φt . Il résulte
de l’IF que :

Théorème 2.1 Le groupe à un paramètre Ut est un automorphisme pour le crochet de Nambu sur
l’algèbre A.

Définition 2.4 f ∈ A est appelée une intégrale du mouvement pour le système défini par l’équa-
tion (2.9) si elle satisfait {H1, ..., Hn−1, f } = 0.

Il résulte de l’IF qu’un théorème semblable de Poisson existe pour les
variétés de Nambu-Poisson :

Théorème 2.2 Le crochet de Nambu de n intégrales du mouvement est aussi une partie intégrante
du mouvement.

Pour le cas n = 2, l’IF est l’identité de Jacobi et on récupère la défi-
nition habituelle d’une Variété de Poisson. Sur R2, Le crochet de Poisson
canonique de deux fonctions P( f , g) est tout simplement leur Jacobien et
Nambu a défini son crochet sur Rn comme un jacobien de n fonctions
f1, ..., fn ∈ C∞(Rn) de n variables x1, ..., xn :

{ f1, ..., fn} = ∑
σ∈S\

ε(σ)
∂ f1

∂xσ1

...
∂ fn

∂xσn

, (2.10)

qui donne le crochet de Nambu canonique d’ordre n sur Rn. D’autres
exemples de Structures de Nambu-Poisson ont été trouvés dans [15]. L’une
d’eux est une généralisation des structures linéaires de Poisson et est don-
née par le crochet de Nambu suivant d’ordre n sur Rn+1 :

{ f1, ..., fn} = ∑
σ∈Sn+1

ε(σ)
∂ f1

∂xσ1

...
∂ fn

∂xσn

xσn+1 , (2.11)

En général, toute variété munie d’une structure de Nambu-Poisson
d’ordre n est localement feuilletée par les variétés de Nambu-Poisson de
dimension n munie d’une structure de Nambu-Poisson canonique [25]. En
particulier, il est montré dans [25] que tout tenseur de Nambu est décom-
posable (ce fait, a été conjecturé par Takhtajan [42], a finalement été dé-
couvert comme une conséquence d’un vieux résultat [44] reproduit dans
un manuel par Schouten [39] Chap. II sect. 4 et 6, la formule (6.7)).
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2.4 Quantification par déformation

C’est un point de vue développé par Moshé Flato et ses collaborateurs
dans un article fondateur de 1977 [13]. La piste explorée consiste à voir la
mécanique quantique comme une déformation de la mécanique classique,
le groupe de Lorentz est une déformation du groupe de Galilée ou inver-
sement le groupe de Galilée est une contraction du groupe de Lorentz.
Bien que la notion de perturbation soit bien connue des physiciens, cette
interprétation ne s’est développée que tardivement, la connaissance de la
cohomologie a permis peut être d’avoir des résultats substantiels.
La quantification des variétés de Poisson a été établie par Kontsevich.
Néanmoins, la recherche de formules exactes pour une structure de Pois-
son donnée est un autre problème tout aussi intéressant. On connait de
nombreux exemples de formules explicites du star-produit, le plus connu
est le produit de Moyal quantifiant la structure de Poisson donnée par la
structure symplectique standard sur R2. Un autre exemple est la quantifi-
cation standard du crochet de Kirillov-Kostant-Souriau sur l’espace dual
g∗ d’une algèbre de Lie g (Gutt, 1983).
Dans la suite, on rappelle la notion de star-produit associée à une structure
de Poisson, ainsi que le théorème de Kontsevich qui en assure l’existance
dans le cas général.
Dans la théorie de quantification par déformation (voir [13]), on considère
des déformations formelles particulières d’une algèbre associative et com-
mutative :

Le premier problème de quantification par déformation consiste à
montrer l’existence et l’unicité pour une variété de Poisson donnée. Ce
problème se décline en un problème local qui consiste à construire un
star-produit correspondant à une structure de Poisson sur un voisinage
de l’origine d’un espace vectoriel de dimension finie, ensuite en un pro-
blème global où on cherche à recoller les star-produits données sur des
ouverts réalisant un recouvrement de la variété.
Dans le cas des variétés symplectiques, le théorème de Darboux permet de
les voir localement comme l’espace tangent TRn muni de la structure sym-
plectique canonique, L’espace TRn admet le star-produit de Moyal-Weyl.
Le problème de globalisation a été résolu par De-Wilde et Lecompte en
1983 et par Fedosov en 1985 en donnant une preuve géométrique. La cor-
respondance entre les classes d’équivalence de star-produits et les classes
d’équivalence des déformations d’une structure de Poisson donnée a été
établie dans les travaux de Nest-Tsygan, Deligne, Bertelsson-Cahen-Gutt.
Le résultat général pour les variétés de Poisson est dû à Kontsevich.

Théorème 2.3 (Kontsevich). Toute structure de Poisson complexe admet un star produit.

Nous présentons ici un très bref aperçu de la quantification par défor-
mation et le star-produit (voir aussi [12]). Soit M une variété de Poisson,
on note par A l’algèbre des fonctions C∞ de M et par P( f , g) le crochet de
Poisson de f , g ∈ A. Soit A[[ν]] l’espace des séries formelles dans le para-
mètre ν et à coefficients dans A. ∗ν-Le produit sur M est une déformation
associative (généralement non abélienne) du produit usuel de l’algèbre A
définie sur A par :
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Définition 2.5 Un ∗ν-produit sur M est une application bilinéaire ( f , g) 7→ f ∗ν g de A × A
sur A[[ν]], définie par :

f ∗ν g = ∑
r≥0

νrCr( f , g), ∀ f , g ∈ A

où C0( f , g) = f g, f , g ∈ A, et Cr : A× A→ A (r ≥ 1) sont des opérateurs
bidifférentiable (opérateurs bipseudodifferentiables peuvent parfois être considérés)
sur A satisfont :

a) Cr( f , c) = Cr(c, f ) = 0, r ≥ 1, c ∈ R, f ∈ A ;

b) C1( f , g)− C1(g, f ) = 2P( f , g), f , g ∈ A ;

c) ∑r+s=tr,s≥0 Cr(Cs( f , g), h) = ∑r+s=tr,s≥0 Cr( f , Cs(g, h)),

∀t ≥ 0, f , g, h ∈ A.

Par linéarité, ∗ν se prolonge à A[[ν]]× A[[ν]]. La condition a) veille à ce
que c ∗ν f = f ∗ν c = c f , c ∈ R (et peut être omis, dans le cas où un produit
star équivalent le vérifiera). La condition c) est équivalente à la condition
d’associativité ( f ∗ν g) ∗ν h = f ∗ν (g ∗ν h). La condition b) implique que le
crochet star

[ f , g]∗ν ≡ ( f ∗ν g− g ∗ν f )/2ν,

est une déformation d’algèbre de Poisson-Lie sur M. Ainsi le produit star
sur M déforme à la fois les deux structures classiques sur A, i.e. l’algèbre
abélienne associative pour le produit point par point des fonctions et la
structure d’algèbre de Lie donnée par le crochet de Poisson. Cela conduit
à :

Définition 2.6 Une quantification par déformation d’une variété de Poisson (M, P) est un star-
produit sur M.

Définition 2.7 Deux star-produits ∗ et ∗′ sont dits équivalents s’il existe une application T :
A[[ν]]→ A[[ν]] ayant la forme :

T = ∑
r≥0

νrTr,

où Tr(r ≥ 1) sont des opérateurs différentiels qui s’annulent sur les
constantes et T0 = Id, tel que

T f ∗ Tg = T( f ∗′ g), ∀ f , g ∈ A[[ν]].

Remarque 2.1 Un star-produit qui est équivalent au produit point par point des fonctions est dit
trivial.

Pour les applications en physiques, le paramètre de déformation ν est
pris égal à ih̄/2. Sur R2n l’exemple de base d’un star-produit est le produit
de Moyal définie par :

f ∗M g = exp(
ih̄
2
P)( f , g). (2.12)

Il correspond à l’ordre de Weyl des opérateurs (symétrique totale) en
mécanique quantique. Sur R2n muni de son crochet de Poisson cano-
nique, d’autres ordres peuvent être considérés et ils correspondent aux
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star-produits équivalents au produit de Moyal. Par exemple, le produit
star classique (qui est l’exponentielle de "la moitié du crochet de Poisson"
dans les variables p± iq) qui est équivalent au produit de Moyal. A par-
tir de maintenant, nous considérons implicitement ν = ih̄/2. Une donnée
hamiltonienne H ∈ A détermine l’évolution temporelle d’une observable
f ∈ A par l’équation de Heisenberg :

d ft

dt
= [H, ft]∗ν (2.13)

correspondante à un paramètre du groupe de l’évolution temporelle asso-
cié à l’équation (2.13) est donnée par l’exponentielle star définie par :

exp∗(
tH
ih̄

) ≡ ∑
r≥0

1
r!
(

t
ih̄
)r(∗H)r, (2.14)

où (∗H)r = H ∗ ... ∗ H (r facteurs). Alors la solution de l’équation (2.13)
peut être exprimée comme :

ft = exp∗(
tH
ih̄

) ∗ f ∗ exp∗(
−tH

ih̄
)

Dans de nombreux exemples, l’exponentielle star est convergent comme
une série dans la variable t dans certains intervalles (|t| < p pour l’oscilla-
teur harmonique dans le cas de Moyal) et converge comme une distribu-
tion sur M pour t fixe. Alors il est logique d’envisager un développement
de Fourier-Dirichlet de l’exponentielle star

exp∗(
tH
ih̄

)(x) =
∫

exp(
λt
ih̄
)dµ(x; λ), x ∈ M, (2.15)

la "mesure" µ étant interprétée comme la transformée de Fourier (dans
le sens de distribution) de l’exponentielle star de la variable t. L’équation
(2.15) permet de définir le spectre de l’Hamiltonien H comme le crochet
de la mesure µ. Dans le cas discret où

exp(
tH
ih̄

)(x) = ∑
λ∈Λ

exp(
λt
ih̄
)Πλ(x), x ∈ M,

les fonctions Πλ sur M sont interprétées comme des états propres de H
associés aux valeurs propres λ, et satisfont

H ∗Πλ = Πλ ∗ H = λΠλ, Πλ ∗Πλ′ = δλλ′ , ∑
λ∈Λ

Πλ = 1.

Dans le cas Moyal, l’intégrale du chemin de Feynman peut être exprimée
[40] comme la transformée de Fourier sur l’espace des impulsions de l’ex-
ponentielle star. Dans la théorie des corps, où le produit star classique est
pertinent, l’intégrale de chemin de Feynman est donnée (jusqu’à un fac-
teur multiplicatif) [20] par l’exponentielle star.
De ce qui précède, il doit être clair que la quantification par déformation
fournit un schéma de quantification totalement autonome d’un système
hamiltonien classique et nous allons l’utiliser pour la quantification des
structures de Nambu-Poisson.
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2.5 Quantification de la mécanique de Nambu (Quan-
tification de Zariski)

2.5.1 Produit de Zariski

Le point de départ est une simple remarque : le jacobien de n fonctions
sur Rn est un crochet de Nambu parce que le produit usuel des fonctions
est abélien, associative, distributive et respecte la règle de Leibniz. C’est
ce qui permet de travailler sur le déterminant fonctionnel et les proprié-
tés requises d’un crochet de Nambu (y compris l’identité fondamentale)
seront satisfaites. Par conséquent, si on remplace le produit usuel dans la
jacobienne par un nouveau produit ayant les propriétés précédentes, on
obtient une "modification jacobienne" qui est aussi un crochet de Nambu
dans le sens de la définition 2.3.

2.5.2 Déformation de la loi du produit usuel

On commence avec N = R[x1, x2, x3] et considérer S(N) =
⊕∞

n=1 Nn
⊗,

son algèbre tensorielle symétrique sans scalaire (une sorte d’espace de
Fock sur N). On désigne par N1 le semi-groupe des polynômes normali-
sés, ceux pour lesquels le monôme maximal (le total du plus haut degré
alors le maximal e par rapport à l’ordre lexicographique des variables
(x1, x2, x3) à coefficient 1, avec la convention 0 ∈ N1. Dans N[ν] on consi-
dère de même, le semi-groupe (sous le produit usuel) Nν

1 des polynômes
normalisés, ceux pour lesquels le coefficient de non-disparition de plus
bas degré dans ν appartient à N1.
On définit une application α : Nν

1 → S(N) par α(P) = P1 ⊗ ...⊗ Pn où
P1 · · · Pn est la décomposition en facteurs irréductibles du coefficient de
degré 0 dans ν de P ∈ Nν

1 et ⊗ désigne le produit tensoriel symétrique.
Afin d’obtenir la construction de quantification on utilise maintenant une
application d’évolution

T : S(N)→ N[υ] (2.16)

définie par le remplacement du produit tensoriel symétrique par un pro-
duit symétrisé de Moyal. Le résultat de tout ceci est :

T(α(P)) =
1
n! ∑

σ∈Sn

Pσ1 ∗ ... ∗ Pσn . (2.17)

Le produit (2.5.2) est une application de Nν
1 × Nυ

1 → Nν
1 et si P, Q ∈ N1,

alors
P ×α Q|ν=0 = PQ. Dans ce sens, ×α est une déformation généralisée du
produit usuel sur le semi-groupe N1, mais c’est loin d’être une DRG-
déformation (Gerstenhaber deformation of an algebra) de l’algèbre de N.
On a seulement une déformation abélienne de la loi du semi-groupe, et si
on remplace cette loi dans la jacobienne alors la règle de Leibniz et l’iden-
tité fondamentale ne seront plus satisfaites. Ce qui manque est la distribu-
tivité de ×α par rapport à l’addition. En fait, il s’ensuit à partir des résul-
tats généraux de la cohomologie d’Harrison que DRG-déformations abé-
liennes des algèbres de polynômes sont triviales. Pour surmonter cette dif-
ficulté et de restaurer la distributivité ils utilisent une astuce inspiré par la
procédure de seconde quantification [21]. L’approche utilise les fonctions
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sur N1 (par exemple des séries formelles). Intuitivement, ils ont obtenu un
co-produit déformé et sur le dual de cet espace de fonction (polynômes
sur les polynômes) nous aurons un produit et un produit déformé, il sera
distributive par rapport à l’addition d’espace vectoriel. Le produit des po-
lynômes est encore un polynôme. Donc à la fin ils obtiennent certains
produits déformés sur une algèbre engendrée par les polynômes.

2.5.3 L’algèbre de Zariski et ses déformations

L’algèbre de "Zariski" engendrée par les polynômes n’est autre que
l’algèbre Z0 du semi-groupe N1. C’est à dire l’algèbre abélienne libre
engendrée par l’ensemble des polynômes réels normalisés irréductibles.
Nirr

1 ⊂ N1 comme éléments de base.
Si on désigne par Zu l’élement de Z0 défini par u ∈ N1, le produit classique
de Zariski •z dans Z0 est donné par

Zu •z Zv = Zuv, u, v ∈ N1 (2.18)

définissant Zcu = cZu pour c ∈ R, nous pouvons étendre le produit ci-
dessus à tous les u ∈ N et obtenir une injection multiplicative de N en Z0
qui est non additif, c’est à dire : Zu+v 6= Zu + Zv (l’addition dans Z0 n’est
pas liée à l’addition dans N). C’est l’algèbre Z0 qui va être quantifiée. Ils
ont considéré l’espace Zν = Z0[ν] des polynômes dans ν à coefficients dans
Z0 et injecter Nν

1 dans Zν par ζ : (∑r≥0 νrur) 7→ (∑r≥0 νrZur) avec u0 ∈ N1
et ui ∈ N, i ≥ 1. En utilisant cette injection, on peut définir un produit
déformée de Zariski •z

ν basé sur ×α premièrement dans les éléments de
base Zu, u = u1...um, uj ∈ Nirr

1 , j = 1, ..., m, et Zv, par Zu •z
ν Zv = ζ(u)×α v

puis ils ont prolongé par linéarité à tout l’ensemble de Zv en tenant compte
de l’exigence que le produit •z

ν annule les puissances non nuls de ν :

(∑
r≥0

νr Ar) •z
ν (∑

s≥0
νsBs) = A0 •z

ν B0, ∀Ar, Bs ∈ Z0, r, s ≥ 0. (2.19)

Le produit •z
ν est évidement associatif (car ×α l’est), distributif par rapport

à l’addition dans Zν et abélien. Sa limite pour ν = 0 est •z. Il s’agit de la
première étape

Théorème 2.4 L’espace vectoriel Zν muni du produit •z
ν est une algèbre abélienne qui est une

déformation (généralisée) de l’algèbre abélienne (Z0, •z)

l’étape suivante est de déformer le crochet de Nambu sur R3, de définir
les dérivées δi,1 ≤ i ≤ 3, sur Z0 et de les prolonger à Zν. Cela permettrait
de définir d’abord le crochet classique de Nambu sur Z0. Comme la déri-
vée usuelle par rapport à xi, définie comme suit δiZu = Zδiu, ∀u ∈ N ne
satisfait pas la règle de Leibniz, alors ils ont utilisé cette dérivée pour les
polynômes irréductibles u ∈ Nirr

1 et postulant la règle de Leibniz sur le
produit v = v1v2 · · · vm des polynômes irréductibles :

δiZv1v2···vm = Z(δiv1)v2···vm + Zv1(δiv2)···vm + ... + Zv1v2···(δivm)

Les applications δi sont des dérivations sur l’algèbre Z0, mais qui ne sont
pas commutatives i.e. : la propriété de frobenius n’est pas vérifiée, cela
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vient du fait que lorsque l’on prend les dérivées d’un polynôme irréduc-
tible u les polynômes δiu, 1 ≤ i ≤ 3 ne sont pas nécessairement à factori-
ser au même nombres de facteurs. Une conséquence de ce fait est : si l’on
définit le crochet classique de Nambu sur Z0 par le remplacement dans
la jacobienne le produit usuel •Z et les dérivées usuelles partielles par
les applications δi, ce nouveau crochet ne satisfera pas l’IF, il y’aura des
anomalies dans l’IF. Pour cela, nous devons étendre l’algèbre sur laquelle
sera défini le crochet de Nambu classique. Cette algèbre des polynômes
consistera en une série de Taylor dans les variables (y1, y2, y3) notée par
ε = Z0[y1, y2, y3] à coefficients dans Z0. Les translations x 7→ u(x + y)
peuvent maintenant être écrites comme suit :

u(x + y) = u(x) + ∑
i

yi∂iu(x) +
1
2 ∑

i,j
yiyj∂iju(x) + ...,

Ces polynômes translatés sont multipliés par (uv)(x + y) = u(x + y)v(x +
y), ils sont regardé plutôt comme des séries de Taylor dans ε, pour u ∈ N1 :

J(Zu) = Zu + ∑
i

yiZ∂iu +
1
2 ∑

i,j
yiyjZ∂iju + ... (2.20)

= ∑
n

1
n!
(∑

i
yi∂i)

n(Zu), (2.21)

où ∂iu, ∂iju, etc sont des dérivées usuelles de u ∈ N1 ⊂ N par rapport
aux variables xi et xj, etc., ∂iZu ≡ Z∂iu et depuis, en général les dérivées de
u ∈ N1 sont dans N, l’un doit se factoriser en tenant compte des constantes
appropriées dans Z∂iu, Z∂iju, etc.(i.e :Zλu ≡ λZu, u ∈ N1, λ ∈ R).

J définit une application additive de Z0 vers ε (pour dire que J est
multiplicatif équivalent à la propriété de Leibniz).
Soit l’algèbre A0 la sous-algèbre de ε engendrée par des éléments de la
forme (2.20). On désigne par • le produit dans A0 qui est naturellement
induit par le produit dans ε. Dans le but de définir la structure de Nambu-
Poisson (classique) sur A0, on note la dérivée ∂iu(x)+∑j yj∂iju(x)+ .... On
doit ainsi définir la dérivée ∆a, 1 ≤ a ≤ 3, d’un élément de la forme (2.20)
par l’extension naturelle vers A0 de la définition précédente "triviale", i.e :

∆a(J(Zu)) = J(Z∂au) = Z∂au + ∑
i

yiZ∂ai u +
1
2 ∑

i
yiyjZ∂aij u

+ ..., (2.22)

pour u ∈ N1, 1 ≤ a ≤ 3. On peut regarder la définition de ∆a comme
la restriction au sous-ensemble des éléments de la forme J(Zu) de la dé-
rivée formelle par rapport à ya dans l’anneau ε = Z0[y1, y2, y3]. Puisque
∆a(J(Zu)) = J(Z∂au), nous avons ∆a(A0) = A0 et on obtient une famille
d’applications ∆a : A0 → A0, 1 ≤ a ≤ 3, la restriction à A0 des dérivées
par rapport à ya, 1 ≤ a ≤ 3, dans ε. On résume les propriétés de ∆a dans
ce qui suit :

Lemme 2.1 L’application ∆a : A0 → A0, 1 ≤ a ≤ 3 définie par l’équation (2.22) constitue
une famille de dérivées commutative (satisfaisant la régle de Leibniz) de l’algèbre
A0.

La définition de dérivées sur A0 conduit à la définition naturelle des
crochets de Nambu-Poisson sur l’algèbre abélienne A0 suivante.
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Définition 2.8 Le crochet classique de Nambu-Poisson sur l’application A0 qui est trilinéaire
prenant des valeurs dans A0 donnée, ∀A, B, C ∈ A0, par :

(A, B, C) 7→ [A, B, C]• ≡ ∑
σ∈S3

ε(σ)∆σ1 A • ∆σ2 B • ∆σ3 C (2.23)

Théorème 2.5 Le crochet de Nambu-Poisson classique donné dans la définition 2.8, défini une
structure de Nambu-Poisson sur A0.

Maintenant que nous avons une structure classique de Nambu-Poisson
sur A0, on construit une structure quantique de Nambu-Poisson par la
définition d’une déformation abélienne généralisée (Aν, •ν) de (A0, •).
La construction est basée sur l’application α introduite dans la section 2.5.2
et on prolonge la définition du produit •Z

ν défini dans la section 2.5.3 pour
la structure de Nambu-Poisson sur A0[21].
Soit ε[ν] l’algèbre des polynômes dans ν avec les coefficients dans ε. On
considère le sous-espace de Aν de ε[ν] composé des séries ∑r≥0 νr Ar pour
lesquelles le coefficient A0 est dans A0.
Alors une application •ν : Aν × Aν → ε[ν] est définie en prolongeant le
produit •Z

ν défini précédemment, avec u, v ∈ N1 :

J(Zu) •ν J(Zv) = Zu •Z
ν Zv + ∑

i
yi(Z∂iu •

Z
ν Zv + Zu •Z

ν Z∂iv) + ... (2.24)

Actuellement •ν défini un produit sur Aν. En outre pour A = ∑r≥0 νr Ar
et B = ∑s≥0 νsBs dans Aν, on a A •ν B = A0 •ν B0 et le coefficient de ν0 de
ce dernier est de la forme A0 • B0 qui est dans A0 car A0, B0 ∈ A0. Cela
montre que •ν est en fait un produit sur Aν qui est abélien par définition.
Finalement, pour ν = 0 on a A •ν B|ν=0 = A0 • B0. Par conséquent

Théorème 2.6 L’espace vectoriel Aν muni du produit •ν est une déformation (généralisée) de
l’algèbre abélienne (A0, •).

Les dérivées ∆a, 0 ≤ a ≤ 3, sont naturellement prolongées à Aν.
Chaque élément A ∈ Aν peut être écrit comme A = ∑I yI AI où I =
(i1, ..., in) est un multi-indice et AI ∈ Zν. Alors, on a pour A, B ∈ Aν,
A •ν B = ∑I,J yIyJ AI •Z

ν BJ . Comme (Zν, •Z
ν ) est une algèbre abélienne et la

dérivée ∆a agit comme une dérivée formelle par rapport à ya sur le produit
A •ν B, les propriétés usuelles (linéarité, Leibniz, Frobenius) d’une dérivée
sont encore vérifiées sur Aν et on peut définir le crochet de Nambu quan-
tique sur Aν.

Définition 2.9 Le crochet quantique de Nambu sur Aν est une application trilinéaire à valeurs
dans Aν définie par :∀A, B, C ∈ Aν,

(A, B, C) 7→ [A, B, C]•ν ≡ ∑
σ∈S3

ε(sigma)∆σ1 A •ν ∆σ2 B •ν ∆σ3 C. (2.25)

Il est maintenant facile de montrer

Théorème 2.7 Le crochet quantique de Nambu (2.25) confère à Aν une structure de Nambu-
Poisson, qui est une déformation de la structure classique de Nambu(généralisée)
sur A0.





3Algèbres non-commutatives

ternaires de Nambu-Poisson

et algèbres ternaires de

Hom-Nambu-Poisson

Dans ce chapitre, on introduit les algèbres de Nambu-Poisson ternaires
non nécessairement commutative ainsi que la version Hom de ces struc-
tures. On établit quelques propriétés et fournit des exemples.

3.1 Algèbres ternaires (non-commutatives) de Nambu-
Poisson

On rappelle certaines définitions de base et notations. Dans la suite,
A désigne un K espace vectoriel, où K est un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle. Soit µ : A × A → A une application bilinéaire,
on note par µop : A×2 → A l’application opposée, i.e., µop = µ ◦ τ où
τ : A×2 → A×2 est un échangeur de deux variables. Une algèbre ternaire
est donnée par le couple (A, m), où m est une opération ternaire dans
A, qui est une application trilinéaire m : A× A× A → A, que l’on note
parfois par un crochet.

On introduit la notion d’algèbre ternaire (non-commutative) de
Nambu-Poisson

Définition 3.1 Une algèbre ternaire non-commutative de Nambu-Poisson est le triplet
(A, µ, {., ., .}) où A est un K-espace vectoriel, µ : A × A → A est une ap-
plication bilinéaire et l’application trilinéaire {., ., .} : A ⊗ A ⊗ A → A tel
que

1. (A, µ) est une algèbre binaire associative,

2. (A, {., ., .}) est une algèbre ternaire de Nambu-Lie,

3. la règle de Leibniz suivante

{x1, x2, µ(x3, x4)} = µ(x3, {x1, x2, x4}) + µ({x1, x2, x3}, x4)

satisfaite pour ∀ x1, x2, x3, x4 ∈ A.

Une algèbre ternaire de Nambu-Poisson est une algèbre non-
commutative ternaire de Nambu-Poisson (A, µ, {., ., .}) pour lequel µ
est commutative, alors µ est commutative sauf indication contraire.
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Chapitre 3. Algèbres non-commutatives ternaires de Nambu-Poisson et
Hom-Nambu-Poisson

Pour une algèbre ternaire (non-commutative) de Nambu-Poisson, le cro-
chet ternaire {., ., .} est appelé le crochet de Nambu-Poisson.
De même, une algèbre n-aire non-commutative de Nambu-Poisson est
un triplet (A, µ, {., · · · , .}) où (A, {., · · · , .}) définit une algèbre n-Lie qui
satisfait la règle de Leibniz par rapport à µ.
Un morphisme d’une algèbre (non-commutative) ternaire de Nambu-
Poisson est une application linéaire qui est un morphisme d’algèbre
ternaire de Nambu-Lie et d’algèbre associative.

Exemple 3.1 L’algèbre des polynômes de 3 variables x1, x2, x3 munie de l’opération ternaire
définie par le Jacobien fonctionnel

{ f1, f2, f3} =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

∂ f1
∂x3

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

∂ f2
∂x3

∂ f3
∂x1

∂ f3
∂x2

∂ f3
∂x3

∣∣∣∣∣∣∣ , (3.1)

est une algèbre ternaire de Nambu-Lie, et c’est une algèbres ternaire de Nambu-
Poisson avec la multiplication usuelle des polynômes.

Exemple 3.2 Soit C∞(R3) l’algèbre des fonctions C∞ sur R3 et x1, x2, x3 sont les coordonnées
dans R3. Nous définissons les crochets ternaires par le jacobien fonctionel (3.1),
alors (C∞(R3), {., ., .}) est une algèbre ternaire de Nambu-Lie. De plus le cro-
chet satisfait la règle de Leibniz : { f g, f2, f3} = f {g, f2, f3} + { f , f2, f3}g où
f , g, f2, f3 ∈ C∞(R3) et la multiplication est bien la multiplication usuelle des
fonctions tel que f g(x) = f (x)g(x). Par conséquent, l’algèbre est une algèbre
ternaire de Nambu-Poisson.
Cette algèbre était déjà considérée en 1973 dans [36] comme une possibilité de pro-
longer le crochet de Poisson de la mécanique hamiltonienne standard aux crochets
des trois fonctions définies par la jacobienne. Il est clair que le crochet de Nambu
peut être généralisée en outre en Nambu-Poisson pour permettre un nombre arbi-
traire d’entrées.
En particulier, l’algèbre des polynômes de variables x1, x2, x3 avec l’opération ter-
naire définie par la fonction Jacobienne dans (3.1), est une algèbre ternaire de
Nambu-Poisson.

Remarque 3.1 L’algèbre ternaire de Nambu-Lie en dimension n de l’exemple 3.1 ne possède pas
une structure d’algèbre non-commutative de Nambu-Poisson, sauf celle donnée
par une multiplication triviale.

3.2 Le type Hom des algèbres ternaires (non-
commutatives) de Nambu-Poisson

Dans cette section, on présente diverses structures algébriques de type
Hom. La principale caractéristique des structures de Hom-algèbre est le
fait que les identités classiques sont déformées par un endomorphisme et
on retrouve la structure usuelle de l’algèbre quand l’endomorphisme est
l’application identité.
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Une Hom-algèbre (resp. Hom-algèbre ternaire) est un triplet (A, ν, α)
où A est un K-espace vectoriel, ν : A× A → A une application bilinéaire
(resp. une application trilinéaire ν : A × A × A → A) et α : A → A est
une application linéaire. Une Hom-algèbre (A, µ, α) est dite multiplicative
si α ◦ µ = µ ◦ α⊗2 et elle est commutative si µ = µop. Une Hom-algèbre ter-
naire (A, m, α) est dite multiplicative si α ◦m = m ◦ α⊗3. Les algèbres clas-
siques (resp. algèbre ternaire) sont considérées comme des Hom-algèbres
(resp. Hom-algèbre ternaire) avec l’identité comme twist. On utilisera sou-
vent l’abréviation xy pour µ(x, y). Pour l’endomorphisme α : A → A, on
note par αn la composition de n copies de α, avec α0 ≡ Id.

Définition 3.2 Une Hom-algèbre (A, µ, α) est une Hom-algèbre associative si elle satisfait la
condition de Hom-associativité

µ(α(x), µ(y, z)) = µ(µ(x, y), α(z)) for all x, y, z ∈ A.

Remarque 3.2 On retrouve l’algèbre associative usuelle et la condition de l’associativité classique
quand α est l’application identité.

Définition 3.3 [9] Une Hom-algèbre ternaire de Nambu est un triplet (A, {., ., .}, α̃) où A est
un K-espace vectoriel, {., ., .} : A × A × A → A une application ternaire et
α̃ = (α1, α2) une paire d’applications linéaires où α1, α2 : A→ A , vérifiant

{α1(x1), α2(x2), {x3, x4, x5}} = {{x1, x2, x3}, α1(x4), α2(x5)}+
{α1(x3), {x1, x2, x4}, α2(x5)}+ {α1(x3), α2(x4), {x1, x2, x5}}.

(3.2)

Cette dernière condition est appelée l’identité Hom-Nambu.

Plus généralement, les algèbres n-aires Hom-Nambu sont définies par
des crochets n-aires et les applications α1, · · · , αn−1, vérifiant l’identité
Hom-Nambu suivante

{α1(x1), ..., αn−1(xn−1), {xn, ..., x2n−1}}

=
2n−1

∑
i=n
{α1(xn), ..., αi−n(xi−1), {x1, ..., xn−1, xi}, αi−n+1(xi+1)..., αn−1(x2n−1)}

pour tout (x1, ..., x2n−1) ∈ A2n−1.

Remarque 3.3 Une algèbre Hom-Nambu est une algèbre Hom-Nambu-Lie si les crochets véri-
vient l’antisymétrie.

Nous introduisons maintenant la définition d’une algèbre non-
commutative ternaire Hom-Nambu-Poisson dans sa forme générale,
avec trois applications linéaires. Ensuite, nous allons discuter de la classe
dans laquelle ces trois applications sont égales. Ce cas particulier convient
pour fournir une construction par twist.

Définition 3.4 Une algèbre ternaire non-commutative Hom-Nambu-Poisson est un triplet
(A, µ, β, {., ., .}, α̃) où A est un K-espace vectoriel, {., ., .} : A× A× A → A
est une opération ternaire, µ : A× A→ A une opération binaire, une paire d’ap-
plications linéaires α̃ = (α1, α2) où α1, α2 : A → A, et une application linéaire
β : A→ A tel que :
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1. (A, µ, β) est une algèbre binaire Hom-associative,

2. (A, {., ., .}, α̃) est une algèbre ternaire Hom-Nambu-Lie,

3. {µ(x1, x2), α1(x3), α2(x4)} = µ(β(x1), {x2, x3, x4})+µ({x1, x3, x4}, β(x2)).

La dernière condition est appelée identité de Hom-Leibniz.
Quand, toutes les applications linéaires sont égales α = α1 = α2 = β,

Nous référons à une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson par le quadruple
(A, µ, {., ., .}, α).

Remarque 3.4 Notons que µ n’est pas supposée être commutative. Lorsque µ est une multi-
plication commutative, alors (A, µ, β, {., ., .}, α̃) est dite algèbre ternaire Hom-
Nambu-Poisson.

On retrouve l’algèbre ternaire (non-commutative) de Nambu-Poisson clas-
sique quand α1 = α2 = β = Id.

De même, une algèbre n-aire non-commutative Hom-Nambu-Poisson est un
5-uplet

(A, µ, β, {., · · · , .}, α̃) où (A, {., · · · , .}, α̃) avec l’application linéaire α̃ =
(α1, · · · , αn−1) qui définit une algèbre n-aire Hom-Nambu-Lie satisfaisant la
régle de Leibniz similaire par rapport à (A, µ, β).

Dans la suite nous allons principalement s’intéresser à la classe des algèbres
non-commutatives ternaires de Nambu-Poisson où α = α1 = α2 = β.

Définition 3.5 Soit (A, µ, {., ., .}, α) une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-
Poisson. Cette algèbre est multiplicative si

α({x1, x2, x3}) = {α(x1), α(x2), α(x3)},
α ◦ µ = µ ◦ α⊗2.

Si de plus α est bijective alors elle est dite régulière.

Définition 3.6 Soit (A, µ, {., ., .}, α) et (A′, µ′, {., ., .}′, α′) deux algèbres ternaires (non-
commutatives) Hom-Nambu-Poisson. Une application linéaire f : A → A′

est un morphisme d’algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson s’il satisfait pour tout
x1, x2, x3 ∈ A :

f ({x1, x2, x3}) = { f (x1), f (x2), f (x3)}′, (3.3)
f ◦ µ = µ′ ◦ f⊗2, (3.4)
f ◦ α = α′ ◦ f . (3.5)

Il est dit morphisme faible s’il satisfait les deux premières conditions.

3.3 Somme directe et produit tensoriel

Dans cette section, nous discutons la somme directe et le produit tenso-
riel d’algèbres ternaires (non-commutatives) Hom-Nambu-Poisson et d’al-
gèbres symétriques totalement Hom-associative. Dans ce qui suit, nous dé-
finissons la somme directe de deux algèbres ternaires (non-commutatives)
Hom-Nambu-Poisson.

Théorème 3.1 Soient (A1, µ1, {., ., .}1, α1) et (A2, µ2, {., ., .}2, α2) deux algèbres ternaires (non-
commutatives) Hom-Nambu-Poisson. Soit µA1⊕A2 une application bilinéaire sur
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A1 ⊕ A2 définie pour tout x1, y1, z1 ∈ A1 et x2, y2, z2 ∈ A2 par

µµA1⊕A2
(x1 + x2, y1 + y2) = µ1(x1, y1) + µ2(x2, y2),

{., ., .}A1⊕A2 une application trilinéaire définie par

{x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2}A1⊕A2 = {x1, y1, z1}1 + {x2, y2, z2}2

et αA1⊕A2 une application linéaire définie par

αA1⊕A2(x1 + x2) = α1(x1) + α2(x2).

Alors
(A1 ⊕ A2, µA1⊕A2 , {., ., .}A1⊕A2 , αA1⊕A2)

est une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson.

Démonstration. La commutativité de µA1⊕A2 est évidente puisque µ1 et
µ2 sont commutatives. L’antisymétrie du crochet résulte de l’antisymétrie
des crochets {., ., .}1 et {., ., .}2. Donc, il reste à vérifier la condition de la
Hom-associativité, l’identité Hom-Nambu et l’identité Hom-Leibniz. Pour
la condition de la Hom-associativité, nous avons

µA1⊕A2(µA1⊕A2(x1 + x′1, x2 + x′2), αA1⊕A2(x3 + x′3))
= µA1⊕A2(µ1(x1, x2) + µ2(x′1, x′2), α1(x3) + α2(x′3))
= µ1(µ1(x1, x2), α1(x3)) + µ2(µ2(x′1, x′2), α2(x′3))
= µ1(α1(x1), µ1(x2, x3)) + µ2(α2(x′1), µ2(x′2, x′3))
= µA1⊕A2(α1(x1) + α2(x′1), µ1(x2, x3) + µ2(x′2, x′3))
= µA1⊕A2(αA1⊕A2(x1, x′1), µA1⊕A2(x2 + x′2, x3 + x′3)).

Maintenant, nous prouvons l’identité Hom-Nambu

{αA1⊕A2(x1 + x′1), αA1⊕A2(x2 + x′2), {x3 + x′3, x4 + x′4, x5 + x′5}A1⊕A2}A1⊕A2

= {α1(x1) + α2(x′1), α1(x2) + α2(x′2), {x3, x4, x5}1 + {x′3, x′4, x′5}2}A1⊕A2

= {α1(x1), α1(x2), {x3, x4, x5}1}1 + {α2(x′1), α2(x′2), {x′3, x′4, x′5}2}2

= {{x1, x2, x3}1, α1(x4), α1(x5)}1 + {α1(x3), {x1, x2, x4}1, α1(x5)}1

+ {α1(x3), α1(x4), {x1, x2, x5}1}1 + {{x′1, x′2, x′3}2, α2(x′4), α2(x′5)}2

+ {α2(x′3), {x′1, x′2, x′4}2, α2(x′5)}2 + {α2(x′3), α2(x′4), {x′1, x′2, x′5}2}2

= {{x1, x2, x3}1 + {x′1, x′2, x′3}2, α1(x4) + α2(x′4), α1(x5) + α2(x′5)}A1⊕A2

+ {α1(x3) + α2(x′3), {x1, x2, x4}1 + {x′1, x′2, x′4}2, α1(x5) + α2(x′5)}A1⊕A2

+ {α1(x3) + α2(x′3), α1(x3) + α2(x′3), {x1, x2, x5}1 + {x′1, x′2, x′5}2}A1⊕A2

= {{x1 + x′1, x2 + x′2, x3 + x′3}A1⊕A2 , αA1⊕A2(x4 + x′4), αA1⊕A2(x5 + x′5)}A1⊕A2

+ {αA1⊕A2(x3 + x′3), {x1 + x′1, x2 + x′2, x4 + x′4}A1⊕A2 , αA1⊕A2(x5 + x′5)}A1⊕A2

+ {αA1⊕A2(x3 + x′3), αA1⊕A2(x4 + x′4), {x1 + x′1, x2 + x′2, x5 + x′5}A1⊕A2}A1⊕A2 .
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Enfin, pour l’identité Hom-Leibniz nous avons

{µA1⊕A2(x1 + x′1, x2 + x′2), αA1⊕A2(x3, x′3), αA1+A2(x4, x′4)}A1⊕A2

= {µ1(x1, x2) + µ2(x′1, x′2), α1(x3) + α2(x′3), α1(x4) + α2(x′4)}A1⊕A2

= {µ1(x1, x2), α1(x3), α1(x4)}1 + {µ2(x′1, x′2), α2(x′3), α2(x′4)}2

= µ1(α1(x1), {x2, x3, x4}1) + µ1({x1, x3, x4}1, α1(x2))

+ µ2(α2(x′1), {x′2, x′3, x′4}2) + µ2({x′1, x′3, x′4}2, α2(x′2))
= µA1⊕A2(αA1⊕A2(x1, x′1), {x2 + x′2, x3 + x′3, x4 + x′4}A1⊕A2)

+ µA1⊕A2({x1 + x′1, x3 + x′3, x4 + x′4}A1⊕A2 , αA1⊕A2(x2, x′2)).

Ceci termine la preuve.

Proposition 3.1 Soient (A1, µ1, {., ., .}1, α1) et (A2, µ2, {., ., .}2, α2) deux algèbres ternaires (non-
commutatives) Hom-Nambu-Poisson. Une application linéaire φ : A1 → A2 est
un morphisme d’algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson si et
seulement si Γφ ⊆ A1 ⊕ A2 est une sous-algèbre Hom-Nambu-Poisson de

(A1 ⊕ A2, µA1⊕A2 , {., ., .}A1⊕A2 , αA1⊕A2)

où Γφ = {(x, φ(x)) : x ∈ A1} ⊂ A1 ⊕ A2.

Démonstration. Soit φ : (A1, µ1, {., ., .}1, α1) → (A2, µ2, {., ., .}2, α2) un mor-
phisme d’algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson.
Nous avons

{x1 + φ(x1), x2 + φ(x2), x3 + φ(x3)}A1⊕A2 = {x1, x2, x3}1 + {φ(x1), φ(x2), φ(x3)}2

= {x1, x2, x3}1 + φ{x1, x2, x3}1.

Alors Γφ est stable par le crochet {., ., .}A1⊕A2 .
Nous avons aussi

(α1 + α2)(x1 + φ(x1)) = α1(x1) + α2 ◦ φ(x1) = α1(x1) + φ ◦ α1(x1),

ce qui implique que (α1 + α2)Γφ ⊆ Γφ.
En outre, Γφ est stable pour la multiplication, en effet

µA1⊕A2(x1 + φ(x1), x2 + φ(x2)) = µ1(x1, x2) + µ2(φ(x1), φ(x2))

= µ1(x1, x2) + φ ◦ µ1(x1, x2) ⊆ Γφ.

Inversement, si le graphe Γφ ⊆ A1 ⊕ A2 est une Hom-sous-algèbre de

(A1 ⊕ A2, µA1⊕A2 , {., ., .}A1⊕A2 , αA1⊕A2),

alors nous avons

{φ(x1), φ(x2), φ(x3)}2 = φ{x1, x2, x3}1,

et

(α1 + α2)(x + φ(x)) = α1(x) + α2 ◦ φ(x) ∈ Γφ

= α1(x) + φ ◦ α1(x).
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Finalement

µA1⊕A2(x1 + φ(x1), x2 + φ(x2)) = µ1(x1, x2) + µ2(φ(x1), φ(x2))

= µ1(x1, x2) + φ ◦ µ1(x1, x2) ⊆ Γφ.

Par conséquent φ est un morphisme d’algèbre ternaire (non-commutative)
Hom-Nambu-Poisson.

Maintenant, nous définissons le produit tensoriel de deux Hom-
algèbres ternaires. En outre, nous considérons le produit tensoriel d’une
algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson et d’une Hom-algèbre symétrique
totalement associative.
Soit A1 = (A, m, α), où α = (αi)i=1,2 et A2 = (A′, m′, α′) où α′ = (α′i)i=1,2
deux Hom-algèbres ternaires (non-commutatives) d’un type donné, le pro-
duit tensoriel A1 ⊗ A2 est une Hom-algèbre ternaire définie par le triplet
(A⊗ A′, m⊗m′, α⊗ α′) où α⊗ α′ = (αi ⊗ α′i)i=1,2 avec

m⊗m′(x1 ⊗ x′1, x2 ⊗ x′2, x3 ⊗ x′3) = m(x1, x2, x3)⊗m′(x′1, x′2, x′3), (3.6)

αi ⊗ α′i(x1 ⊗ x′1) = αi(x1)⊗ α′i(x′1), (3.7)

où x1, x2, x3 ∈ A1 et x′1, x′2, x′3 ∈ A2.
Rappelons que (A, m, α) est une Hom-algèbre ternaire totallement as-

sociative si

m(α1(x1), α2(x2), m(x3, x4, x5)) = m(α1(x1), m(x2, x3, x4), α2(x5))

= m(m(x1, x2, x3), α1(x4), α2(x5)).

pour tout x1 · · · , x5 ∈ A, et la multiplication ternaire m est symétrique si

m(xσ(1), xσ(2), xσ(3)) = m(x1, x2, x3). (3.8)

pour tout σ ∈ S3, x1, x2, x3 ∈ A.

Lemme 3.1 Soient A1 = (A, m, α) et A2 = (A′, m′, α′) deux Hom-algèbres ternaires d’un
type donné (Hom-Nambu, totallement Hom-associative). Si m est symétrique et
m′ est antisymétrique alors m⊗m′ est antisymétrique.

Démonstration. Simple.

Théorème 3.2 Soit (A, µ, β, {., ., .}, (α1, α2)) une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-
Nambu-Poisson, (B, τ, (α′1, α′2)) une algèbre symétrique totallement Hom-
associative, et (B, µ′, β′) une algèbre Hom-associative, Alors

(A⊗ B, µ⊗ µ′, β⊗ β′, {., ., .}A⊗B, (α1 ⊗ α′1, α2 ⊗ α′2))

est une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson si et seulement
si

τ(µ′(b1, b2), b3, b4) = µ′(b1, τ(b2, b3, b4)) = µ′(τ(b1, b3, b4), b2). (3.9)
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Démonstration. Comme µ et µ′ sont des multiplications qui vérifient la
condition de Hom-associativité alors le produit tensoriel µ⊗ µ′ est Hom-
associative. De même la commutativité de µ ⊗ µ′, l’antisymmétrie du
crochet {., ., .} et la symétrie de τ implique l’antisymétrie de {., ., .}A⊗B.
Par conséquent, il reste à vérifier l’identité Hom-Nambu et l’identité
Hom-Leibniz.

Nous avons

LHS ={α1 ⊗ α′1(a1 ⊗ b1), α2 ⊗ α′2(a2 ⊗ b2), {a3 ⊗ b3, a4 ⊗ b4, a5 ⊗ b5}A⊗B}A⊗B

= {α1(a1)⊗ α′1(b1), α2(a2)⊗ α′2(b2), {a3, a4, a5}A ⊗ τ(b3, b4, b5)}A⊗B

= {α1(a1), α2(a2), {a3, a4, a5}}︸ ︷︷ ︸
a

⊗ τ(α′1(b1), α′2(b2), τ(b3, b4, b5))︸ ︷︷ ︸
b

,

et

RHS ={{a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2, a3 ⊗ b3}A⊗B, α1 ⊗ α′1(a4 ⊗ b4), α2 ⊗ α′2(a5 ⊗ b5)}A⊗B

+ {α1 ⊗ α′1(a3 ⊗ b3), {a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2, a4 ⊗ b4}A⊗B, α2 ⊗ α′2(a5 ⊗ b5)}A⊗B

+ {α1 ⊗ α′1(a3 ⊗ b3), α2 ⊗ α′2(a4 ⊗ b4), {a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2, a5 ⊗ b5}A⊗B}A⊗B

= {{a1, a2, a3}A ⊗ τ(b1, b2, b3), α1(a4)⊗ α′1(b4), α2(a5)⊗ α′2(b5)}A⊗B

+ {α1(a3)⊗ α′1(b3), {a1, a2, a4}A ⊗ τ(b1, b2, b4), α2(a5)⊗ α′2(b5)}A⊗B

+ {α1(a3)⊗ α′1(b3), α2(a4)⊗ α′2(b4), {a1, a2, a5}A ⊗ τ(b1, b2, b5)}A⊗B

= {{a1, a2, a3}, α1(a4), α2(a5)}︸ ︷︷ ︸
c

⊗ τ(τ(b1, b2, b3), α′1(b4), α′2(b5))︸ ︷︷ ︸
d

+ {α1(a3), {a1, a2, a4}, α2(a5)}︸ ︷︷ ︸
e

⊗ τ(α′1(b3), τ(b1, b2, b4), α′2(b5))︸ ︷︷ ︸
f

+ {α1(a3), α2(a4), {a1, a2, a5}}︸ ︷︷ ︸
g

⊗ τ(α′1(b3), α′2(b4), τ(b1, b2, b5))︸ ︷︷ ︸
h

En utilisant l’identité de Nambu du crochet {., ., .} nous avons a = c + e +
g, et b = d = f = h en utilisant la symétrie de τ et la Hom-associativité de
µ′, alors le coté droit est égale au coté gauche d’où l’identité Hom-Nambu
du crochet {., ., .}A⊗B est vérifiée.

Pour l’identité Hom-Leibniz, nous avons

LHS ={µ⊗ µ′(a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2), α1 ⊗ α′1(a3 ⊗ b3), α2 ⊗ α′2(a4 ⊗ b4)}A⊗B

= {µ(a1, b1)⊗ µ′(a2, b2), α1(a3)⊗ α′1(b3), α2(a4)⊗ α′2(b4)}A⊗B

= {µ(a1, b1), α1(a3), α2(a4)}A︸ ︷︷ ︸
a′

⊗ τ(µ′(a2, b2), α′1(b3), α′2(b4))︸ ︷︷ ︸
b′
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et

RHS =µ⊗ µ′(β⊗ β′(a1 ⊗ b1), {a2 ⊗ b2, a3 ⊗ b3, a4 ⊗ b4}A⊗B)

+ µ⊗ µ′({a1 ⊗ b1, a3 ⊗ b3, a4 ⊗ b4}A⊗B, β⊗ β′(a2 ⊗ b2))

= µ⊗ µ′(β(a1)⊗ β′(b1), {a2, a3, a4} ⊗ τ(b2, b3, b4))

+ µ⊗ µ′({a1, a3, a4} ⊗ τ(b1, b3, b4), β(a2)⊗ β′(b2))

= µ(β(a1), {a2, a3, a4})︸ ︷︷ ︸
c′

⊗ µ′(β′(b1), τ(b2, b3, b4))︸ ︷︷ ︸
d′

+ µ({a1, a3, a4}, β(a2))︸ ︷︷ ︸
e′

⊗ µ′(τ(b1, b3, b4), β′(b2)︸ ︷︷ ︸
f ′

.

avec l’identité Hom-Leibniz nous avons a′ = c′ + e′, et en utilisant (3.9)
nous avons b′ = d′ = f ′, donc le côté droit est égale au côté gauche et
l’identité Hom-Leibniz est prouvée. Alors

(A⊗ B, µ⊗ µ′, β⊗ β′, {., ., .}A⊗B, (α1 ⊗ α′1, α2 ⊗ α′2))

est une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson.

3.4 Construction des algèbres ternaires Hom-Nambu-
Poisson

Dans cette section, nous fournissons les constructions des algèbres ter-
naires Hom-Nambu-Poisson en utilisant le principe de twist.

Théorème 3.3 Soit (A, µ, {., ., .}, α) une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-
Poisson et β : A → A un morphisme faible de Hom-Nambu-Poisson, alors
Aβ = (A, {., ., .}β = β ◦ {., ., .}, µβ = β ◦ µ, βα) est également une algèbre ter-
naire (non-commutative) de Hom-Nambu-Poisson. De plus, si A est multiplica-
tive et β est un morphisme d’algèbre, alors Aβ est une algèbre (non-commutative)
de Hom-Nambu-Poisson multiplicative.

Démonstration. Si µ est commutative, alors µβ l’est aussi. Le reste de la
preuve s’applique si µ est commutatif ou non. L’antisymétrie découle de
l’antisymétrie du crochet {., ., .}. Il reste à prouver la condition de Hom-
associativité, l’identité de Hom-Nambu et l’identité Hom-Leibniz. En effet

µβ(µβ(x, y), βα(z)) = µβ(β(µ(x, y), βα(z))) = β2(µ(µ(x, y), α(z)))

= β2(µ(α(x), µ(y, z))) = µβ(βα(x), µβ(y, z)).

Nous vérifions l’identité Hom-Nambu

{βα(x1), βα(x2), {x3, x4, x5}β}β = β2{α(x1), α(x2), {x3, x4, x5}}
= β2({{x1, x2, x3}, α(x4), α(x5)}+ {α(x3), {x1, x2, x4}, α(x5)}
+ {α(x3), α(x4), {x1, x2, x5}})

= {{x1, x2, x3}β, βα(x4), βα(x5)}β + {βα(x3), {x1, x2, x4}β, βα(x5)}β

+ {βα(x3), βα(x4), {x1, x2, x5}β}β.
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Ensuite, il reste à montrer l’identité Hom-Leibniz

{µβ(x1, x2), βα(x3), βα(x4)}β = β2({µ(x1, x2), α(x3), α(x4)})
= β2(µ(α(x1), {x2, x3, x4}) + µ({x1, x3, x4}, α(x2)))

= µβ(βα(x1), {x2, x3, x4}β) + µβ({x1, x3, x4}β, βα(x2)).

Donc Aβ = (A, {., ., .}β, µβ, βα) est une algèbre ternaire (non-
commutative) Hom-Nambu-Poisson. Pour l’assertion de la multiplicati-
vité, supposons que A est multiplicative et β est un morphisme d’algèbre.
Nous avons

(βα) ◦ (µβ) = βα ◦ β ◦ µ = µβ ◦ α⊗2β⊗2 = µβ ◦ (βα)⊗2,

et

βα ◦ {., ., .}β = βα ◦ β ◦ {., ., .} = {., ., .}β ◦ (βα)⊗3.

Alors Aβ est multiplicative.

Corollaire 3.1 Soit (A, µ, {., ., .}, α) une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-
Poisson multiplicative. Alors

An = (A, µ(n) = αn ◦ µ, {., ., .}(n) = α(n) ◦ {., ., .}, αn+1)

est une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson multiplicative
pour tout entier n ≥ 0.

Démonstration. La multiplicativité de A implique que αn : A → A est un
morphisme d’algèbre de Nambu-Poisson. Par le Théorème 3.3 Aαn = An

est une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson multi-
plicative.

Corollaire 3.2 Soit (A, µ, {., ., .}) une algèbre ternaire (non-commutative) Nambu-Poisson et
β : A→ A un morphisme d’algèbre de Nambu-Poisson. Alors

Aβ = (A, µβ = β ◦ µ, {., ., .}β = β ◦ {., ., .}, β)

est une algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson multiplicative.

Remarque 3.5 Soient (A, µ, {., ., .}, α) et (A′, µ′, {., ., .}′, α′) deux algèbres ternaires (non-
commutatives) de Nambu-Poisson et β : A → A, β′ : A′ → A′ des endomor-
phismes d’algèbres ternaires de Nambu-Poisson. Si ϕ : A→ A′ est un morphisme
d’algèbre de Nambu-Poisson qui satsfait ϕ ◦ β = β′ ◦ ϕ, alors

ϕ : (A, µβ, {., ., .}β, βα)→ (A′, µ′β′ , {., ., .}′β′ , β′α′)

est un morphisme d’algèbre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson.
En effet, nous avons

ϕ ◦ {., ., .}β = ϕ ◦ β ◦ {., ., .} = β′ ◦ ϕ ◦ {., ., .} = β′ ◦ {., ., .}′ ◦ ϕ×3 =
{., ., .}′β′ ◦ ϕ×3

et
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ϕ ◦ µβ = ϕ ◦ β ◦ µ = β′ ◦ ϕ ◦ µ = β′ ◦ µ′ ◦ ϕ×2 = µ′β′ ◦ ϕ×2.

Dans la suite, nous allons construire la version Hom-type d’une
algèbre ternaire de Nambu-Poisson des polynômes de trois variables
(R[x, y, z], ·, {., ., .}), définie Dans l’exemple 3.2. Le crochet de Poisson de
trois polynômes est défini dans (3.1).

La version twistée est donnée par la structure d’algèbre ternaire
Hom-Nambu-Poisson (R[x, y, z], ·α = α ◦ ·, {., ., .}α = α ◦ {., ., .}, α) où
α : R[x, y, z] → R[x, y, z] est un morphisme d’algèbre qui satisfait pour
tout f , g ∈ R[x, y, z]

α( f · g) = α( f ) · α(g)
α{ f , g, h} = {α( f ), α(g), α(h)}.

Théorème 3.4 Un morphisme α : R[x, y, z] → R[x, y, z] qui donne une structure d’algèbre
ternaire Hom-Nambu-Poisson (R[x, y, z], ·α = α ◦ ·, {., ., .}α = α ◦ {., ., .}, α)
satisfait l’équation suivante :

1−

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂α(x)

∂x
∂α(x)

∂y
∂α(x)

∂z
∂α(y)

∂x
∂α(y)

∂y
∂α(y)

∂z
∂α(z)

∂x
∂α(z)

∂y
∂α(z)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.10)

Démonstration. Soit α un morphisme d’algèbre de Nambu-Poisson, alors il
satisfait pour tout f , g, h ∈ R[x, y, z]

α( f · g) = α( f ) · α(g),
α{ f , g, h} = {α( f ), α(g), α(h)}.

La première égalité montre qu’il est juste suffisant pour mettre α sur x, y
et z. Pour la deuxième égalité, nous supposons par linéarité que

f (x, y, z) = xiyjzk,
g(x, y, z) = xlymzp,
f (x, y, z) = xqyrzs.

Ensuite, nous pouvons écrire la deuxième équation comme suit

α

∣∣∣∣∣∣∣
∂ f
∂x

∂ f
∂y

∂ f
∂z

∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂z

∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

∂α( f )
∂x

∂α( f )
∂y

∂α( f )
∂z

∂α(g)
∂x

∂α(g)
∂y

∂α(g)
∂z

∂α(h)
∂x

∂α(h)
∂y

∂α(h)
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

qui peut être simplifiée pour

1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂α(x)

∂x
∂α(x)

∂y
∂α(x)

∂z
∂α(y)

∂x
∂α(y)

∂y
∂α(y)

∂z
∂α(z)

∂x
∂α(z)

∂y
∂α(z)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.11)

Exemple 3.3 Nous avons les polynômes :
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α(x) = P1(x, y, z) = ∑
0≤i,j,k≤d

aijkxiyjzk,

α(y) = P2(x, y, z) = ∑
0≤i,j,k≤d

bijkxiyjzk,

α(z) = P3(x, y, z) = ∑
0≤i,j,k≤d

cijkxiyjzk,

où P1, P2, P3 ∈ R[x, y, z], et d le plus grand degré pour chaque variable. on sup-
pose que a0 = b0 = c0 = 0.

cas des polynômes de degré 1 Nous prenons

P1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z,
P2(x, y, z) = b1x + b2y + b3z,
P3(x, y, z) = c1x + c2y + c3z.

L’equation (2.5) devient

1−

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂P1(x,y,z)

∂x
∂P1(x,y,z))

∂y
∂P1(x,y,z)

∂z
∂P2(x,y,z)

∂x
∂P2(x,y,z)

∂y
∂P2(x,y,z)

∂z
∂P3(x,y,z)

∂x
∂P3(x,y,z)

∂y
∂P3(x,y,z)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.12)

d’où

1−

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.13)

Les polynômes P1, P2 et P3 prenent une de ces formes

1. P1(x, y, z) = xa1 + ya2 + za3, P2(x, y, z) = b2y− z
a1c2

, P3(x, y, z) = c2y.

2. P1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = 1+a1b3c2
a1c3

y + b3z,
P3(x, y, z) = c2y + c3z.

3. P1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = b1x + 1
a2c1

z, P3(x, y, z) =
c1x.

4. P1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = −1+a2b3c1
a2c3

x + b3z,
P3(x, y, z) = c1x + c3z.

5. P1(x, y, z) = a2b1c3+b2
c3x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = b1x + b2y + b3z,

P3(x, y, z) = c3z.

6. P1(x, y, z) = 1
b2c3

x+ a2y+ a3z, P2(x, y, z) = b2y+ b3z, P3(x, y, z) = c3z.

7. P1(x, y, z) = a1x+ 1
b1c3

y+ a3z, P2(x, y, z) = b1x+ b3z, P3(x, y, z) = c3z.
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8. P1(x, y, z) = a1x + a2y + 1
b1c2

z, P2(x, y, z) = b1x, P3(x, y, z) =
c1x + c2y.

9. P1(x, y, z) = a1x + −1
b1c3+a3c2c3

y + a3z, P2(x, y, z) = b1x,
P3(x, y, z) = c1x + c2y + c3z.

10. P1(x, y, z) = a2b1
b2

+ 1
b2c3−b3c2

x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = b1x + b2y + b3z,
P3(x, y, z) = b1c2

b2
x + c2y + c3z.

11. P1(x, y, z) = −c3+a2c1c2
b3c2

2
x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = b3z,

P3(x, y, z) = c1x + c2y + c3z.

12. P1(x, y, z) = a1x + a2y + 1
b1c2−b2c1

z, P2(x, y, z) = b1x + b2y,
P3(x, y, z) = c1x + c2y.

13. P1(x, y, z) = 1+a2b1c3−a3b1c2−a2b3c1+a3b2c1
b2c3−b3c2

x + a2y + a3z,
P2(x, y, z) = b1x + b2y + b3z, P3(x, y, z) = c1x + c2y + c3z.

14. P1(x, y, z) = a1x + b2
b3
(a3 − 1

b1c2−b2c1
)y + a3z, P2(x, y, z) = b1x + b2y +

b3z, P3(x, y, z) = c1x + c2y + b3c2
b2

z.

Cas particulier des polynômes de degré 2 Nous prenons un des polynômes
de degré 2 suivants

P1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z
P2(x, y, z) = b1x + b2y + b3z

P3(x, y, z) = c1x + c2y + c3z + c4x2

Les polynômes P1, P2 et P3 prenent une de ces formes

1. P1(x, y, z) = a2b1
b2

+ 1
b2c3−b3c2

x + a2y + a2b3
b2

z, P2(x, y, z) = b1x + b2y +
b3z,
P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y + c3z.

2. P1(x, y, z) = a2x + a3b2
b3

y + a3z, P2(x, y, z) = b2y + b3z,

P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y +
1

a1
+b3c2

b2
z.

3. P1(x, y, z) = a2x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = b2y,
P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y + 1

a1b2
z.

4. P1(x, y, z) = ( a2b1
b3
− 1

c2b3
)x + a3z, P2(x, y, z) = b1x + b3z,

P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y + c3z.
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5. P1(x, y, z) = − 1
b3c2

x + a3z, P2(x, y, z) = b3z,
P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y + c3z.

6. P1(x, y, z) = a1x− 1
b1c3

y + a3z, P2(x, y, z) = b1x,
P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c3z.

7. P1(x, y, z) = a1x + −1
b1c3

+ a3c2
c3

y + a3z, P2(x, y, z) = b1x,
P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y + c3z.

8. P1(x, y, z) = a1x + a2y + 1
b1c2

z, P2(x, y, z) = b1x,
P3(x, y, z) = c4x2 + c1x + c2y.

9. P1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, P2(x, y, z) = (1+a2b3c1)
a2c3

x + b3z,
P3(x, y, z) = c1x + c3z.

3.5 Classification des algèbres ternaires non-
commutatives de Nambu-Poisson en dimension 3

Dans cette section, nous fournissons la classification en dimension 3

des algèbres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson. Par des cal-
culs simples et en utilisant un logiciel de calcul formel "Mathematica", on
obtient les résultats suivants

Théorème 3.5 Toute algèbre ternaire de Nambu-Lie en dimension 3 est isomorphe à l’algèbre
définie, par rapport à la base {e1, e2, e3} ou par le biais de l’antisymétrie du crochet
défini par

{e1, e2, e3} = e1.

En outre, elle définit une algèbre ternaire non-commutative de Nambu-Poisson
(A, {., ., .}, µ) si et seulement si µ est l’une des algèbres non-commutatives asso-
ciatives suivantes

1.

µ1(e2, e1) = ae1 µ1(e2, e2) = ae2 µ1(e2, e3) = ae3

µ1(e3, e1) = be1 µ1(e3, e2) = be2 µ1(e3, e3) = be3,

où a, b sont des paramètres.
2. L’algèbre inverse de (1).

Les multiplications qui ne sont pas mentionnées sont égales à zéro.

Le premier énoncé du théorème est dû à Filippov [22]. Les deux fa-
milles ne sont pas isomorphes.

Remarque 3.6 L’algèbre ternaire de Nambu-Lie en dimension 3 est munie d’une structure d’al-
gèbre commutative de Nambu-Poisson que lorsque la multiplication est triviale.

En utilisant le principe de twist décrit dans le théorème 3.3, on obtient
dans ce qui suit les algèbres ternaires non-commutatives Hom-Nambu-
Poisson.
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Proposition 3.2 Toute algèbre ternaire non-commutative Hom-Nambu-Poisson de dimension 3
(A, {., ., .}α, µα, α) obtenue par le principe de twist définie par rapport à la base
{e1, e2, e3} par le crochet ternaire {e1, e2, e3}α = ce1, où c est un paramètre,
est donnée par l’une des algèbres binaires Hom-associatives définies par µαi et
l’application α de la structure correspondante

1.

µα1 (e2,e1)=ace1, µα1 (e3,e1)=bce1,

µα1 (e2,e2)=a(de1+e2), µα1 (e3,e2)=b(de1+e2),

µα1 (e2,e3)=a(he1+ge2+e3), µα1 (e3,e3)=b(he1+ge2+e3),

avec

α1(e1)=ce1,α1(e2)=de1+e2,α1(e3)=he1+ge2+e3.

2.

µα2 (e1,e2)=ace1, µα2 (e3,e1)=bce1,

µα2 (e2,e2)=a(de1+e2+le3), µα2 (e3,e2)=b(de1+e2+le3),

µα2 (e2,e3)=a(he1+e3), µα2 (e3,e3)=b(he1+e3),

avec

α2(e1)=ce1,α2(e2)=de1+e2+le3,α2(e3)=he1+e3e3.

3.

µα3 (e2,e1)=ace1, µα3 (e3,e1)=bce1,

µα3 (e2,e2)=a(de1+ f e2+
a
b (1− f )e3), µα3 (e3,e2)=bde1+b f e2+a(1− f )e3,

µα3 (e2,e3)=ahe1+b( f−1)e2+
a(b−ga)

b e3), µα3 (e3,e3)=bhe1+
b2( f−1)

a e2+(b−ga)e3,

avec

α3(e1)=ce1,α3(e2)=de1+ f e2+
a
b (1− f )e3,α3(e3)=he1+

b
a ( f−1)e2+

(b−ga)
b e3.

4.

µα4 (e1,e2)=ace1, µα4 (e2,e3)=b(de1+e2),

µα4 (e1,e3)=bce1, µα4 (e3,e2)=a(he1+ge2+e3),

µα4 (e2,e2)=a(de1+e2), µα4 (e3,e3)=b(he1+ge2+e3),

avec

α4(e1)=ce1,α4(e2)=de1+e2,α4(e3)=he1+ge2+e3.

5.

µα5 (e1,e2)=ace1, µα5 (e2,e3)=b(de1+e2+le3),

µα5 (e1,e3)=bce1, µα5 (e3,e2)=a(he1+e3),

µα5 (e2,e2)=a(de1+e2+le3), µα5 (e3,e3)=b(he1+e3).

avec

α5(e1)=ce1,α5(e2)=de1+e2+le3,α5(e3)=he1+e3.
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6.

µα6 (e1,e2)=ace1, µα6 (e2,e3)=bde1+b f e2+a(1− f )e3),

µα6 (e1,e3)=bce1, muα6 (e3,e2)=ahe1−b( f−1)e2+
a(b−ag)

b e3,

µα6 (e2,e2)=a(de1+ f e2+
a
b (1− f )e3), µα6 (e3,e3)=bhe1− b2( f−1)

a e2+(b−ag)e3,

avec

α6(e1)=ce1,α6(e2)=de1+ f e2+
a
b (1− f )e3,α6(e3)=he1+

−b
a ( f−1)e2+

b−ag
b e3.

7.

µα7 (e1,e3)=ace1,

µα7 (e2,e3)=a(de1+ f e2+le3),

µα7 (e3,e3)=a(he1+ge2+
1+g+l

f e3),

avec

α7(e1)=ce1,α7(e2)=de1+ f e2+le3,α7(e3)=he1+ge2+
1+g+l

f e3.

8.

µα8 (e1,e3)=ace1,

µα8 (e2,e3)=a(de1+e2),

µα8 (e3,e3)=a(he1+ge2+e3),

avec

α8(e1)=ce1,α8(e2)=de1+e2,α8(e3)=he1+ge2+e3.

9.

µα9 (e1,e3)=ace1,

µα9 (e2,e3)=a(de1− 1
g e3),

µα9 (e3,e3)=a(he1+ge2+re3),

avec

α9(e1)=ce1,α9(e2)=de1− 1
g e3,α9(e3)=he1+ge2+re3.



4Algèbres ternaires de

Nambu-Poisson (resp.
algèbres ternaires

Hom-Nambu-Poisson)
induites par des algèbres de

Poisson (resp. algèbres

Hom-Poisson)

4.1 Algèbres ternaires de Nambu-Poisson induites par

des algèbres de Poisson

Dans cette section, nous fournissons une façon de construire des al-
gèbres ternaires de Nambu-Poisson à partir des algèbres de Poisson. Nous
rappelons quelques définitions de base.

Définition 4.1 Une algèbre de Poisson désigne un triplet (A, µ, {., .}) dans lequel A est
un K-espace vectoriel , µ : A × A → A est une application bilinéaire et
{., .} : A× A→ A est un crochet binaire tel que :

1. (A, µ) est une algèbre commutative binaire associative,

2. (A, {., .}) est une algèbre de Lie,

3. pour tout x, y, z dans A

{µ(x, y), z} = µ(x, {y, z}) + µ({x, z}, y). (4.1)

la condition 4.1 est dite identité de Leibniz.

Une algèbre non commutative de Poisson est définie par un produit µ
qui n’est pas commutative.

Définition 4.2 Une algèbre ternaire de Nambu-Poisson désigne un triplet (A, µ, {., ., .}) dans
lequel A est un K espace vectoriel, µ : A× A→ A est une application bilinéaire
et {., ., .} : A⊗ A⊗ A→ A une application trilinéaire telles que

1. (A, µ) est une algèbre commutative binaire associative,
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2. (A, {., ., .}) est une algèbre ternaire de Nambu-Lie,

3. la règle de Leibniz suivante

{x1, x2, µ(x3, x4)} = µ(x3, {x1, x2, x4}) + µ({x1, x2, x3}, x4),

pour tout x1, x2, x3, x4 ∈ A.

Une algèbre non commutative ternaire de Nambu-Poisson est définie
par un produit µ qui n’est pas commutative.
Pour des raisons de simplification nous avons finalement choisi la notation
de la multiplication x · y au lieu de µ(x, y).

Définition 4.3 Soit ϕ : An → A une application n-linéaire et soit τ : A→ K une forme linéaire.
ϕτ : An+1 → A est défini par

ϕτ(x1, ..., xn+1) =
n+1

∑
k=1

(−1)kτ(xk)ϕ(x1, ..., x̂k, ..., xn+1),

où x̂k signifie que xk est exclue.

En particulier

{x, y, z}τ = τ(x){y, z}+ τ(y){z, x}+ τ(z){x, y}.

Nous prenons τ qui possède une propriété généralisant celle de l’ap-
plication trace qui est

Définition 4.4 Nous appelons une forme linéaire τ : A→ K une ϕ-trace (ou fonction trace) si

τ(ϕ(x1, ..., xn)) = 0,

pour tout x1, ..., xn ∈ A.

Lemme 4.1 Soit ϕ : An → A une application n-linéaire antisymétrique et τ : A → K une
forme linéaire. Alors ϕτ est une application (n + 1)-linéaire totalement antisy-
métrique. De plus, si τ est une ϕ-trace alors τ est une ϕτ-trace.

Nous proposons une procédure de construction d’une algèbre ternaire
de Nambu-Poisson à partir d’un crochet binaire d’une algèbre de Poisson
et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compatibilité.

Théorème 4.1 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson unitaire (resp. algèbre non-commutative
de Poisson unitaire), supposons que τ est une {., .}-trace sur A i.e. τ({x, y}) = 0
pour tout x, y ∈ A. Alors (A, ·, {., ., .}τ) est une algèbre ternaire de Nambu-
Poisson, est nous disons qu’elle est induite par l’algèbre de Poisson (A, ·, {., .}),
si et seulement si

(τ(x · y)1− τ(y)x− τ(x)y) · ({z, u}) = 0, (4.2)

Remarque 4.1 Si l’algèbre (A, ·) n’est pas commutative la condition 4.2 s’écrit sous la forme

τ(x · y){z, u} = τ(y)x · {z, u}+ τ(x){z, u} · y (4.3)

pour tout x, y, z, u ∈ A.
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Démonstration. [10] Le crochet ternaire {., ., .}τ est antisymétrique du
Lemme 4.1, alors on a seulement à prouver que l’identité de Nambu et
l’identité de Leibniz sont satisfaites. D’abord on développe l’identité de
Nambu

{x, y, {z, u, v}τ}τ−{{x, y, z}τ, u, v}τ−{z, {x, y, u}τ, v}τ−{z, u, {x, y, v}τ}τ = 0,

qui donne 36 termes, 12 termes s’annulent car τ est une fonction trace i.e.
τ({x, y}) = 0, pour tout x, y ∈ A. Les 18 termes restants sont les suivants

τ(x)τ(z)({y, {u, v}} − {{y, u}, v} − {u, {y, v}}) +
τ(y)τ(z)({{u, v}, x} − {{u, x}, v} − {u, {v, x}}) +
τ(x)τ(u)({y, {v, z}} − {v, {y, z}} − {{y, v}, z}) +
τ(y)τ(u)({{v, z}, x} − {v, {z, x}} − {{v, x}, z}) +
τ(x)τ(v)({y, {z, u}} − {{y, z}, u} − {z, {y, u}}) +

τ(y)τ(v)({{z, u}, x} − {{z, x}, u} − {z, {u, x}}).

Ces termes s’annulent en utilisant l’identité de Jacobi. Les 6 termes res-
tants peuvent être écrite comme suit

τ(u)τ(z)({v, {x, y}} − {{x, y}, v}) +
τ(u)τ(v)({{x, y}, z} − {z, {x, y}}) +

τ(v)τ(z)({{x, y}, u} − {u, {x, y}})

qui s’annulent en utilisant l’antisymétrie du crochet {., .}. Par consé-
quent l’identité de Nambu est satisfaite.
Deuxièmement, nous allons prouver l’identité de Leibniz qui s’écrit

{x · y, z, u}τ = x · {y, z, u}τ + {x, z, u}τ · y.

En développant, la partie gauche

LHS =τ(x · y){z, u}+ τ(z){u, x · y}+ τ(u){x · y, z}
=τ(x · y){z, u}+ τ(z)(x · {u, y}+ {u, x} · y)
+ τ(u)(x · {y, z}+ {x, z} · y))

=τ(x · y){z, u}+ τ(z)x · {u, y}+ τ(z){u, x} · y
+ τ(u)x · {y, z}+ τ(u){x, z} · y,

et la partie droite

RHS =x · τ(y){z, u}+ x · τ(z){u, y}+ x · τ(u){y, z}
+ τ(x){z, u} · y + τ(z){u, x} · y + τ(u){x, z} · y,

l’identité de Leibniz pour le crochet ternaire est satisfaite, si et seule-
ment si la condition 4.2 est vérifiée.

Corollaire 4.1 Si (A, ·) est unitaire et il existe z ∈ {A, A} et x · z 6= 0, ∀x ∈ A, alors

τ(x · y)1− τ(y)x− τ(x)y = 0. (4.4)
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Proposition 4.1 Soient (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson et τ une {., .}-trace. S’il existe z ∈
{A, A} et x · z 6= 0, ∀x ∈ A, et (A, ·) est une algèbre unitaire commutative
associative alors τ(x) = 0, pour tout x ∈ A.

Démonstration. Comme l’algèbre est unitaire commutative et il existe z ∈
{A, A} et x · z 6= 0, ∀x ∈ A

(4.2)⇔ τ(x · y)1− τ(y)x− τ(x)y = 0

Soient x 6= 1 et y = x, alors

τ(x · x)1− 2τ(x)x = 0.

Comme x et 1 sont linéairement indépendant, il en résulte τ(x · x) = 0 et
τ(x) = 0 pour tout x in A.

Proposition 4.2 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson unitaire, τ une {., .}-trace et il existe
z ∈ {A, A} et x · z 6= 0, ∀x ∈ A. Si e est un idempotent non proportionnel à 1
alors τ(e) = 0.

Démonstration. Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson, τ une {., .}-trace
et il existe z ∈ {A, A} et x · z 6= 0, ∀x ∈ A, alors d’après le théorème (4.1)
et le corollaire (4.1)

τ(x · y)1− τ(y)x− τ(x)y = 0 (4.5)

si e est un idempotent i.e. e2 = e alors (4.5) peut être écrite comme suit

τ(e · e)1− τ(e)e− τ(e)e = 0,

comme
τ(e)1− 2τ(e)e = 0,

on a
τ(e)(1− 2e) = 0,

qui implique τ(e) = 0.

Remarque 4.2 En dimension 3, τ(x) = 0 pour tout x ∈ A. i.e. Toutes les algèbres ternaires
de Nambu-Poisson induites à partir des algèbres de Poisson en dimension 3 sont
triviales.

4.1.1 Exemples

Dans cette section, nous présentons des exemples d’algèbres ternaires
de Nambu-Poisson induites à partir des algèbres de Poisson en utilisant
le théorème 4.1, dans les dimensions 5 et 6. Nous n’avons pas réussi à
obtenir des exemples en dimension 3, pour cela nous avons des exemples
d’algèbres de Poisson binaires recherchées sur la base de la classification
des algèbres de Lie nilpotente en dimension 5 et 6.[19].

Exemple 4.1 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson définie sur un espace vectoriel de dimen-
sion 5, A engendré par {e1, e2, e3, e4, e5}. Le crochet binaire qui est antisymétrique
est défini par
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{e1, e2} = e3,
{e1, e3} = e5,
{e2, e4} = e5,

et la multiplication commutative est définie par

e1 · e1 = ae5, e1 · e2 = be5,
e1 · e4 = ce5, e2 · e2 = de5,
e2 · e4 = f e5, e4 · e4 = ge5,

pour tout a, b, c, d, f , g des paramètres dans K. Les autres produits et crochets
sont obtenus par commutativité (resp. antisymétrie) ou égaux à zéro.

Soient

τ(e1) = γ1, τ(e2) = γ2, τ(e4) = γ3, τ(e3) = τ(e5) = 0,

pour tout γ1, γ2, γ3 ∈ K.
La condition 4.2, est satisfaite, selon le théorème (4.1) nous obtenons une algèbre
ternaire de Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire suivant

{e2, e1, e3}τ = γ2e5,
{e1, e2, e4}τ = γ1e5 + γ3e3,
{e1, e3, e4}τ = γ3e5,

les autres produits sont obtenus par antisymétrie ou égaux à zéro.
Alors (A, ·, {., ., .}τ) est l’algèbre ternaire de Nambu-Poisson induite.

Exemple 4.2 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson définie sur un espace vectoriel A de
dimension 6 engendré par {e1, e2, e3, e4, e5, e6}. Le crochet binaire qui est antisy-
métrique est défini par

{e1, e2} = e3, {e1, e3} = e4,
{e1, e4} = e6, {e2, e3} = e6,

{e2, e5} = e6,

et la multiplication commutative définie par

e1 · e1 = ae6, e1 · e2 = be6,
e1 · e5 = ce6, e2 · e2 = de6,
e2 · e5 = f e6, e5 · e5 = ge6,

pour tout a, b, c, d, f , g des paramètres dans K. Les autres produits et crochets
sont obtenus par commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux à zéro.
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Soient

τ(e1) = γ1, τ(e2) = γ2, τ(e5) = γ3, τ(e3) = τ(e4) = τ(e6) = 0,

pour tout γ1, γ2, γ3 ∈ K.
La condition (4.2), est satisfaite, selon le théorème (4.1) nous obtenons une algèbre
ternaire de Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire suivant

{e1, e2, e3}τ = γ1e6 − γ2e4,
{e1, e2, e4}τ = −γ2e6,
{e1, e2, e5}τ = γ1e6 + γ3e3,
{e1, e3, e5}τ = γ3e4,
{e1, e4, e5}τ = γ3e6,
{e2, e3, e5}τ = γ3e6,

les autres produits sont obtenus par antisymétrie ou égaux à zéro.
Alors (A, ·, {., ., .}τ) est l’algèbre ternaire de Nambu-Poisson induite.

Nous présentons un exemple d’algèbre non-commutative ternaire de
Nambu-Poisson intuite par une algèbre non-commutative de Poisson.

Exemple 4.3 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre non-commutative de Poisson, définie sur un espace
vectoriel A de dimension 3 engendré par {e1, e2, e3}. Le crochet binaire qui est
antisymétrique est défini par

{e3, e4} = e1, {e1, e3} = e2,

et la multiplication non-commutative définie par

e4 · e3 = ae2, e4 · e4 = be2,

pour tout a, b des paramètres dans K. Les autres crochets sont obtenus anti-
symétrie ou égal à zéro, et les autres multiplications sont égale à zéro.

Soient
τ(e1) = τ(e2) = 0, τ(e3) = γ1, τ(e4) = γ2,

pour tout γ1, γ2 ∈ K.
La condition (4.2), est satisfaite, selon le théorème (4.1) nous obtenons une al-
gèbre non-commutative ternaire de Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire
suivant

{e1, e3, e4}τ = γ2e2,

les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux à zéro.
Alors (A, ·, {., ., .}τ) est l’algèbre ternaire non-commutative de Nambu-

Poisson induite.
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4.2 Classification des algèbres de Poisson-Lie réso-
lubles en dimension 4

Nous donnons ci-dessous la liste des algèbres de Lie résolubles de
dimension 4, les algèbres résolubles de Poisson-Lie en dimension 4 sont
classées, on calcule toutes les fonctions traces et les algèbres de Poisson
ternaires induite en utilisant ces fonctions trace.

Théorème 4.2 (Algèbre de Lie résoluble de dimension 4 [32][18]) Soit L une algèbre de Lie réso-
luble, et {e1, e2, e3, e4} sa base sur L, alors L est isomorphe à l’une des algèbres
suivantes : (Les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux à zéro)

1.L’algèbre de Lie abélienne {x, y} = 0, ∀x, y ∈ g.

2.M2 : {e1, e4} = e1; {e2, e4} = e2; {e3, e4} = e3.

3.M3
a : {e1, e4} = e1; {e2, e4} = e3; {e3, e4} = −ae2 + (a + 1)e3.

4.M4 : {e2, e4} = e3; {e3, e4} = e3.

5.M5 : {e2, e4} = e3.

6.M6
a,b : {e1, e4} = e2; {e2, e4} = e3; {e3, e4} = ae1 + be2 + e3.

7.M7
a,b : {e1, e4} = e2; {e2, e4} = e3; {e3, e4} = ae1 + be2(a = b 6= 0 ou a = 0 ou b = 0).

8.M8 : {e1, e2} = e2; {e3, e4} = e4.

9.M9
a : {e1, e4} = e1 + ae2; {e2, e4} = e1; {e1, e3} = e1; {e2, e3} = e2(X2 − X− a

n′a pas de racine sur K).

10.M11 : {e1, e4} = e1; {e3, e4} = e3; {e1, e3} = e2.

11.M12 : {e1, e4} = e1; {e2, e4} = 2e2; {e3, e4} = e3; {e1, e3} = e2.

12.M13
a : {e1, e4} = e1 + ae3; {e2, e4} = e2; {e3, e4} = e1; {e1, e3} = e2.

9.M14
a : {e1, e4} = ae3; {e3, e4} = e1; {e1, e3} = e2.(M14

a est isomorphe M14
b si et

seulement si a = α2b pour un scalaire α 6= 0).

Nous donnons dans ce qui suit, la classification des algèbres de
Poisson-Lie en dimension 4.

Proposition 4.3 Étant donné une algèbre de Lie M, nous construisons toutes les multiplications
associatives qui munissent M d’une structure d’algèbre de Poisson. On note
P(M, i) la structure de Poisson correspondante (Les autres multiplications sont
obtenues par commutativité ou égales à zéro)

1. P(M2, 1) La multiplication correspondante est l’algèbre nulle.

2. – P(M3
0, 1) : e4 · e4 = a1e2 − a1e3.

– P(M3
0, 2) : e2 · e2 = a2e2 − a2e3; e2 · e4 = a3e2 − a3e3; e4 · e4 =

a2
3

a2
e2 − a2

3
a2

e3.

– P(M3
0, 3) : e1 · e2 = a5e1; e1 · e4 = a6e1; e2 · e2 = a5e2 + a5e3; e2 · e3 =

a5e3; e2 · e4 = a6e3 + a5e4; e3 · e4 = a6e3; e4 · e4 = 2a6e4 −
a2

6
a5

e2 +
a2

6
a5

e3.

3. – P(M4, 1) : e1 · e2 = a0e1; e1 · e4 = a1e1; e2 · e2 = a2e1 + a0e2 +
a0e3; e2 · e3 = a0e3; e2 · e4 = a1a2

a0
e1 + a1e3 + a0e4; e4 · e4 =
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a10e1 −
a2

1
a0

e2 +
a2

1
a0

e3 + 2a1e4;

– P(M4, 2) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e3; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 =
a4e2 − a4e3 + a3e4; e2 · e2 = a5e2 − a5e3; e2 · e4 = − a4a5

a3
e2 + a6e3; e3 ·

e4 = (a6 − a4a5
a3

)e3; e4 · e4 = (a4a5−a3a6)
2

a3 e1 + a4(2a3a6−a4a5)
a2 e2 +

a4(a4a5−2a3a6)
a2 e3 + 2(a6 − a4a5

a3
)e4;

– P(M4, 3) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 = a3e4;
e2 · e2 = a2e1 + a5e2 − ηe3;
e2 · e3 = 1

2 (a5 − η)e3;
e2 · e4 = a11e1 +

(a5+η)a11
2a2

e2 + a6e3 +
1
2 (a5 − η)e4;

e3 · e4 = ( (a5+η)a11
2a2

+ a6)e3;
e4 · e4 =
(−8a2

3a2
2a2

11+a5(a5+η)(a5a11+a2a6)
2+2a3a2(3a2

5a2
11+2a2a6(2ηa11+a2a6)+2a5a11(ηa11+2a2a6)))

(2a3a2
2
√

η)
e1 +

a2
6

η e2 − a2
6

η e3 + ( (a5+η)a11
2a2

+ a6)e4.

– P(M4, 4) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 = a3e4;
e2 · e2 = a2e1 + a5e2 + ηe3; e2 · e3 = 1

2 (a5 + η)e3;
e2 · e4 = a11e1 +

(a5−η)a11
2a2

e2 + a6e3 +
1
2 (a5 + η)e4;

e3 · e4 = ( (a5−η)a11
2a2

+ a6)e3;
e4 · e4 =
(−8a2

3a2
2a2

11−a5(a5−η)(a5a11+a2a6)
2−2a3a2(3a2

5a2
11−2a2a6(2ηa11−a2a6)−2a5a11(ηa11−2a2a6)))

(2a3a2
2
√

η)
e1−

a2
6

η e2 +
a2

11
η e3 + ( (a5−η)a11

2a2
+ a6)e4.

avec η =
√

4a3a2 + a2
5

– P(M4, 5) : e1 · e1 = a3e1;
e1 · e2 = a0e2 + a3e3;
e1 · e3 = a3e3;
e1 · e4 = a1e1 − a3a1

a0
e2 +

a3a1
a0

e3 + a3e4;
e2 · e2 = a2e1 + (a0 − a3a2

a0
)e2 + (a0 +

a3a2
a0

)e3;
e2 · e3 = a0e3;
e2 · e4 = a1a2

a0
e1 − a3a1a2

a2
0

e2 + a6e3 + a0e4;

e3 · e4 = (a6 − a3a1a2
a2

0
)e3;

e4 · e4 =
(a2

3a2
2a2

1+a3a2
0a1a2(a1−2a6)+a4

0(a1−a6)
2))

a3a4
0

e1 +
1
a3

0
a1(a3a1a2 + a2

0(a1 −
2a6))e2 − 1

a3
0
a1(a3a1a2 + a2

0(a1 − 2a6))e3 + 2(a6 − a3a1a2
a2

0
)e4.

– P(M4, 6) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3;
e1 · e2 = a0e1 + a7e2 − a7e3;
e1 · e4 = a1e1 + a4e2 − a4e3;
e2 · e2 = a0a7

a8
e1 +

(a8a0−a3a7+a2
7)

a8
e2 − (a8a0−a3a7+a2

7)
a8

e3;
e2 · e4 = a0a4

a8
e1 − 1

t (−a8a1 + (a3 − a7)a4)e2 + 1
t (−a8a1 + (a3 −

a7)a4)e3;

e4 · e4 =
(a3a0a2

4+a8a1(−a7a1+2a0a4))
(a8(a8a0−a3a7))

e1 +
(a2

8a2
1+a3(a3−a7)a2

4+a8a4(−2a3a1+a0a4))
(a8(a8a0−a3a7))

e2−
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(a2
8a2

1+a3(a3−a7)a2
4+a8a4(−2a3a1+a0a4))

(a8(a8a0−a3a7))
e3.

– P(M4, 7) :e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3;
e1 · e2 = a0e1 + a7e2 +

1
2 (a3 − α− a7)e3;

e1 · e3 = 1
2 (a3 − α + a7)e3;

e1 · e4 = a1e1 +
1

2a0
(−a3 + α + a7)a1e2 − 1

2a0
(−a3 + α + a7)a1e3 +

1
2 (a3 − α + a7)e4;

e2 · e2 = a0a7
a8

e1 +
a8a0−a3a7+a2

7
a8

e2 +
1
a8
(a8a0 − αa7)e3;

e2 · e3 = 1
2a8

(2a8a0 − a3a7 − αa7 + a2
7)e3;

e2 · e4 = a7a1
a8

e1 +
(a7(−a3+α+a7)a1)

2a8a0
e2 + a6e3 +

1
2a8

(2a8a0 − a3a7 − αa7 +

a2
7)e4;

e3 · e4 = ( (a7(−a3+α+a7)a1)
2a8a0

+ a6)e3;
e4 · e4 = ((a4

3a3
7a2

1 + a6
7(a7 + β)a2

1 − a3
3a2

7a1(4a2
7a1 + a7a7βa1 +

2a8a0a6) + 2a8a0a7a4
7a1(β(2a1 + a6) + a7(3a1 + s)) + a2

8a2
0a2

7(βρ1 +
a7(7a2

1 + 10a1a6 + a2
6)) + 2a3

8a3
0(β(a1 − a2

6) + a7(−2a2
1 + 4a1a6 +

2a2
6)) + a2

3a7(3a3
7(2a7 + β)a2

1 − a2
8a2

0σ + 2a8a0a7a1(βa6 + 3a7(a1 +
a6))) − a3a7(a4

7(4a7 + 3β)a2
1 + 2ta0a2

7a1(2β(a1 + a6) + 3a7(2a1 +
a6)) + a2

8a2
0(β(a1 − a6)2 − 2a7ρ2)))/γ)e1

+(−a4
3a2

7a2
1 − a5

7(a7 + β)a2
1 + a3

3a7a1(4a2
7a1 + a7βa1 + 2a8a0s) +

4a3
8a3

0σ − 2a8a0a3
7a1(β(2a1 + a6) + a7(3a1 + a6)) − a2

8a2
0a7βρ1 +

a7(7a2
1 + 10a1a6 + a2

6))+ a2
3(−3a3

7(2a7 + β)a2
1− a2

8a2
0σ+ 2a8a0a7a1(βa6 +

3a7(a1 + a6))) + a3(a4
7(4a7 + 3β)a2

1 + 2a8a0a2
7a1(2β(a1 + a6) +

3a7(2a1 + a6))− a2
8a2

0(β(a1 − a6)2 + 2a7ρ2)))/γ)e2
+((−a4

3a2
7a2

1 + a5
7(a7 + β)a2

1 − a3
3a7a1(4a2

7a1 + a7βa1 + 2a8a0a6) −
4a3

8a3
0σ + 2a8a0a3

7a1(β(2a1 + a6) + a7(3a1 + a6)) + a2
8a2

0a7(βρ1 +
a7(7a2

1 + 10a1a6 + a2
6))+ a2

3(3a3
7(2a7 + β)a1a2

1− a2
8a2

0σ+ 2a8a0a7a1(βs+
3a7(a1 + a6))) + a3(−a4

7(4a7 + 3β)a2
1 − 2a8a0a2

7a1(2β(a1 + a6) +
3a7(2a1 + a6)) + a2

8a2
0(β(a1 − a6)2 + 2a7ρ2)))/γ)e3

+2( (a7(−a3+α+a7)a1)
2a8a0

+ a6)e4

– P(M4, 8) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3;
e1 · e2 = a0e1 + a7e2 +

1
2 (a3 + α− a7)e3;

e1 · e3 = 1
2 (a3 + α + a7)e3;

e1 · e4 = a1e1 − 1
2a0

(a3 + α− a7)a1e2 − 1
2a0

(a3 + α− a7)a1e3 +
1
2 (a3 +

α + a7)e4;

e2 · e2 = a0a7
a8

e1 +
a8a0−a3a7+a2

7
a8

e2 +
1
a8
(a8a0 + αa7)e3;

e2 · e3 = 1
2a8

(2a8a0 − a3a7 + αa7 + a2
7)e3;

e2 · e4 = a7a1
a8

e1 − (a7(a3+α−a7)a1)
2a8a0

e2 + a6e3 +
1

2a8
(2a8a0 − a3a7 + αa7 +

a2
7)e4;

e3 · e4 = (−( (a7(a3+α−a7)a1)
2a8a0

) + a6)e3;
e4 · e4 = ((a4

3a3
7a2

1 + a6
7(a7 − β)a2

1 + a3
3a2

7a1(−4a2
7a1 + a7βa1 −

2a8a0a6) + 2a8a0a4
7a1(−β(2a1 + a6) + a7(3a1 + a6)) − 2a3

8a3
0(β(a1 −

a2
6 + 2a7σ)+ a2

8a2
0a2

7(−βρ1 + a7(7a2
1 + 10a1a6 + a2

6))+ a2
3a7(3a3

7(2a7−
β)a2

1 − a2
8a2

0σ + 2a8a0a7a1(−βa6 + 3a7(a1 + a6))) + a3a7(a4
7(−4a7 +

3β)a2
1 + 2a8a0a2

7a1(2β(a1a0 + a6) − 3a7(2a1 + a6)) + a2
8a2

0(β(a1 −



52

Chapitre 4. Algèbres ternaires de Nambu-Poisson (resp. Hom-Nambu-Poisson) induites par
des algèbres de Poisson (resp. Hom-Poisson)

a6)2 − 2a7ρ2)))/γ)e1

+(−a4
3a2

7a2
1 − a5

7(−a7 + β)a2
1 + a3

3a7a1(4a2
7a1 − a7βa1a0 + 2a8a0a6) +

4a3
8a3

0σ + 2a8a0a3
7a1(β(2a1 + a6) − a7(3a1 + a6)) + a2

8a2
0a7(βρ1 −

a7(7a2
1 + 10a1a6 + a2

6))+ a2
3(3a3

7(−2a7 + β)a2
1 + a2

8a2
0σ+ 2a8a0a7a0(βa6−

3a7(a1 + a6))) + a3(a4
7(4a7 − 3β)a2

1 + 2a8a0a2
7a1(−2β(a1 + a6) +

3a7(2a1 + a6)) + a2
8a2

0(β(a1 − a6)2 + 2a7ρ2)))/γ)e2

+((a4
3a2

7a2
1 + a5

7(a7 − β)a2
1 + a3

3a7a1(−4a2
7a1 + a7βa1 − 2a8a0a6) −

4a3
8a3

0σ + 2a8a0a3
7a1(−β(2a1 + a6) + a7(3a1 + a6)) + a2

8a2
0a7(−βρ1 +

a7(7a2
1 + 10a1a6 + a2

6))+ a2
3(3a3

7(2a7− β)a2
1− a2

8a2
0σ+ 2a8a0a7a1(−βa6 +

3a7(a1 + a6))) − a3(a4
7(4a7 − 3β)a2

1 + 2a8a0a2
7a1(−2β(a1 + a6) +

3a7(2a1 + a6)) + a2
8a2

0(β(a1 − a6)2 − 2a7ρ2)))/γ)e3

+2(− (a7(a3+α−a7)a1)
2a8a0

+ a6)e4
avec
α =

√
4a8a0 + (a3 − a7)2;

β =
√
(a3 + 4a8a0 − 2a3a7 + a2

7);

σ = (a2
1 − 2a1a6 − a2

6);
γ = (2a8a0(−a3

3a7 + a8a0(4a8a0 + a2
7) + a2

3(a7a0 + 2a2
7)− a3(6a8a0a7 +

a3
7)));

ρ1 = a2
1 + 6a1a6 + a2

6;
ρ2 = a2

1 − 6a1a6 − a2
6

– P(M4, 9) : e2 · e2 = a2e1 + a5e2 + a5e3; e2 · e3 = a5e3; e2 · e4 =

a11e1 + a6e3 + a5e4; e3 · e4 = a6e3; e4 · e4 = a6(2a5a11−a2a6)
a2

5
e1 −

a2
6

a5
e2 +

a2
6

a5
e3 + 2a6e4.

– P(M4, 10) : e1 · e1 = a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a7e2; e1 · e3 = a7e3; e1 · e4 =

a1e1 − a8a1
a7

e2 + a8a1
a7

e3 + a7e4; e2 · e2 =
a2

7
a8

e2 +
a2

7
a8

e3; e2 · e3 =
a2

7
a8

e3; e2 · e4 = a7a1
a8

e1− a1e2 + a6e3 +
a2

7
a8

e4; e3 · e4 = (a6− a1)e3; e4 · e4 =

2a1
(a6−a+a6)

a7
e1 +

a8(a2
1−a2

6)

a2
7

e2 − a8(a2
1−a2

6)

a2
7

e3 + (2a6 − a1)e4.

– P(M4, 11) : e1 · e1 = a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a7e2 − a7e3; e1 · e4 =

a4e2 − a4e3; e2 · e2 =
a2

7
a8

e2 +
a2

7
a8

e3; e2 · e4 = a7a4
a8

e2 − a7a4
a8

e3; e4 · e4 =

a10e1 + (
a2

4
a8
− a8a10

a7
)e2 − (

a2
4

a8
− a8a10

a7
)e3.

– P(M4, 12) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 =
a3e4; e2 · e2 = a5e2 − a5e3; e2 · e4 = a9e2 + a6e3; e3 · e4 = (a9 +

a6)e3; e4 · e4 = − (a9+a6)
2

a3
e1 +

a2
6

a5
e2 − a2

6
a5

e3 + 2(a9 + a6)e4.

– P(M4, 13) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 =
a3e4; e2 · e2 = a5e2 + a5e3; e2 · e3 = a5e3; e2 · e4 = a11e1 − a3a11

a5
e2 +

a6e3 + a5e4; e3 · e4 = (a6 − a3a11
a5

)e3; e4 · e4 = a11(2a5a6−a3a11)
a2

5
e1 −

a2
6

a5
e2 +

a2
6

a5
e3 + 2(a6 − a3a11

a5
)e4.

– P(M4, 14) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 =
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a3e4; e2 · e2 = a2e1 − 2λe2; e2 · e3 = −λe3; e2 · e4 = a11e1 − λa11
a2

e2 −
λe3 + a5e4; e3 · e4 = −λa11

a2
e3; e4 · e4 = a10e1 +

λ(a2
11−a2a10)

a2
2

e2 −
λ(a2

11−a2a10)

a2
2

e3 − 2λa11
a2

e4.

– P(M4, 15) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 = a3e3; e1 ·
e4 = a3e4; e2 · e2 = a2e1 + 2λe2; e2 · e3 = λa2e3; e2 · e4 = a11e1 +
a11λ

a2
e2 + λe3 + a5e4; e3 · e4 = a11λ

a2
e3; e4 · e4 = a10e1 −

λ(a2
11−a2a10)

a2
2

e2 +

λ(a2
11−a2a10)

a2
2

e3 +
2λa11

a2
e4.

avec λ = ı
√

a2a3

– P(M4, 16) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a0e1; e1 · e4 = a1e1; e2 · e2 = a2e1 +
(a0 − a3a2

a0
)e2 − (a0 − a3a2

a0
)e3; e2 · e4 = a11e1 + (a1 − a3a11

a0
)e2 − (a1 −

a3a11
a0

)e3; e4 · e4 =
(a2

1a2−2a0a1a11+a3a2
11)

(−a2
0+a3a2)

e1 +
(a0a1−a3a11)

2

a3
0−a3a0a2

e2− (a0a1−a3a11)
2

a3
0−a3a0a2

e3.

– P(M4, 17) : e1 · e1 = a3e1; e1 · e2 = a0e1; e1 · e4 = a1e1; e2 · e2 =
a2e1 + (a0 − a3a2

a0
)e2 + (a0 − a3a2

a0
)e3; e2 · e3 = (a0 − a3a2

a0
)e3; e2 ·

e4 = a1a2
a0

e1 + a6e3 + (a0 − a3a2
a0

)e4; e3 · e4 = a6e3; e4 · e4 =
a3a1a2(a1−2a6)−a2

0(a1−a6)
2)

(a3(−a2
0+a3a2))

e1 +
a0a2

6
−a2

0+a3a2
e2 +

a0a2
6

a2
0−a3a2

e3 + 2a6e4.

– P(M4, 18) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e4 = a1e1 +
a8a1
a3

e2 −
a8a1
a3

e3; e4 · e4 =
a2

1
a3

e1 + a12e2 − a12e3.

– P(M4, 19) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a3e2; e1 · e3 =
a3e3; e1 · e4 = a4e2 − a4e3 + a3e4; e2 · e4 = a3a4

a8
e2; e3 · e4 =

a3a4
a8

e3; e4 · e4 =
−a3a2

4
a2

8
e1 + a12e2 − a12e3 + 2 a3a4

a8
e4.

– P(M4, 20) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a3e2 −
a3e3; e1 · e4 = a1e1 + a4e2 − a4e3; e2 · e4 = a1e2 − a1e3; e4 · e4 =
a2

1
a3

e1 − a1(a8a1−2a3a4)
a2

3
e2 +

a1(a8a1−2a3a4)
a2

3
e3.

– P(M4, 21) : e1 · e1 = a3e1 + te2 − te3; e1 · e2 = a7e2 + (a3 −
a7)e3; e1 · e3 = a3e3; e1 · e4 = a4e2 − a4e3 + a3e4; e2 · e2 =

− a7(a3−a7)
a8

e2 + a7(a3−a7)
a8

e3; e2 · e4 = a7a4
a8

e2 + a6e3; e3 · e4 =

( a7a4
a8

+ a6)e3; e4 · e4 =
(

a7a4
a8

+a6)
2

a3
e1 +

(
a7a2

4
a8

+2a4a6−
a8(

a7a4
a8

+a6)
2

a3
)

(a3−a7)
e2 +

((a7a4+a8a6)
2−a3a4(a7a4+2a8a6))

(a3a8(a3−a7))
e3 + 2( a7a4

a8
+ a6)e4.

– P(M4, 22) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a0e1 + (a3 −
2µ)e2 + µe3; e1 · e3 = (a3 − µ)e3; e1 · e4 = a1e1 − µa1

a0
e2 +

µa1
a0

e3 +

(a3 − µ)e4; e2 · e2 = (a3−2µa0)
t e1 + (− 2µa3

a8
− 3a0)e2 + a0e3; e2 · e3 =

(− µa3
a8
− a0)e3; e2 · e4 = (a3−2µa1)

a8
e1 − (2 + µa3

a8a0
)be2 + a1e3 + (− µa3

a8
−

a0)e4; e3 · e4 = (−1− µa3
a8a0

)a1e3; e4 · e4 = a10e1 + (
µa3a2

1
a2

0a8
+

a2
1−µa10

a0
)e2 +

(µ(−a3a2
1+µa2

1+a8a0a10))

(a2
0a8

e3 + 2(−1− µa3
a8a0

)a1e4.
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– P(M4, 23) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a0e1 + (a3 +
2µ)e2− µe3; e1 · e3 = (a3 + µ)e3; e1 · e4 = a1e1 +

µa1
a0

e2− µa1
a0

e3 + (a3 +

µ)e4; e2 · e2 = (a3+2µa0)
a8

e1 + ( 2µa3
a8
− 3a0)e2 + a0e3; e2 · e3 = ( µa3

a8
−

a0)e3; e2 · e4 = (a3+2µa1)
a8

e1 − (2− µa3
a8a0

)a1e2 + a1e3 + ( µa3
a8
− a0)e4; e3 ·

e4 = (−1 + µa3
a8a0

)a1e3; e4 · e4 = a10e1 + (− µa3a2
1

a2
0a8

+
a2

1+µa10
a0

)e2 +

(µ(a3a2
1+µa2

1−a8a0a10))

(a2
0a8

e3 + 2(−1 + µa3
a8a0

)a1e4.

avec µ = ı
√

a0a8

– P(M4, 24) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e2 = a0e1 +
a8a0
a3

e2 −
a8a0
a3

e3; e1 · e4 = a1e1 + a8a1
a3

e2 − a8a1
a3

e3; e2 · e2 =
a2

0
a3

e1 +
a8a2

0
a2

3
e2 −

a8a2
0

a2
3

e3; e2 · e4 = a0a1
a3

e1 +
a8a0a1

a2
3

e2 − a8a0a1
a2

3
e3; e4 · e4 = a10e1 + (− µa3a2

1
a2

0a8
+

a2
1+µa10

a0
)e2 −

((1+ a8a0
a2
3
)a2

1−a3a10)

a0
e3.

– P(M4, 25) : e1 · e1 = a3e1 + a8e2 − a8e3; e1 · e2 =
−a2

3
a8

e1 + 3a3e2 −
a3e3; e1 · e3 = 2a3e3; e1 · e4 = a1e1 − a8a1

a3
e2 +

a8a1
a e3 + 2a3e4; e2 · e2 =

−3a3
3

a2
8

e1 +
5a2

3
a8

e2 − a2
3

a8
e3; e2 · e3 =

2a2
3

a8
e3; e2 · e4 = 3a3a1

a8
e1 − 3a1e2 +

a1e3 +
2a2

3
a8

e4; e3 · e4 = −2a1e3; e4 · e4 = a10e1 −
a8(2a2

1+a3a10)

a2
3

e2 +

a8(2a2
1+a3a10)

a2
3

e3 − 4a1e4.

4. – P(M5, 1) : e2 · e2 = a0e1 + a1e3; e2 · e4 = a2e1 + a3e3; e4 · e4 =
a4e1 + a5e3;

– P(M5, 2) : e1 · e2 = a6e3; e1 · e4 = a7e3; e2 · e2 = a0e1 + a1e3; e2 · e4 =
a7a0
a6

e1 + a3e3; e4 · e4 =
a0a2

7
a2

6
e1 + a5e2.

– P(M5, 3) : e1 · e1 = a8e1 + a9e3; e1 · e2 = a8e2 + a6e3; e1 · e3 =

a8e3; e1 · e4 = a7e3 + a8e4; e2 · e2 = − a8a2
6

a2
9

e1 +
2a8a6

a9
e2 + a1e3; e2 · e3 =

a8a6
a9

e3; e2 · e4 = − a8a6a7
a2

9
e1 +

a8a7
a9

e2 + a3e3 +
a8a6
a9

e4; e3 · e4 = a8a7
a6

e3; e4 ·

e4 = − a8a2
7

a2
9

e1 + a5e3 +
2a8a7

a9
e4.

– P(M5, 4) : e1 · e4 = a7e3; e2 · e2 = a1e3; e2 · e4 = a3e3; e4 · e4 =
a8e1 + b1e3.

– P(M5, 5) : e1 · e1 = a8e1; e1 · e4 = a10e1; e2 · e2 = a1e3; e2 · e4 =

a3e3; e4 · e4 =
a2

10
a8

e1 + a5e3.

– P(M5, 6) : e1 · e1 = a8e1; e1 · e2 = a8e2; e1 · e3 = a8e3; e1 · e4 =
a8e4; e2 · e2 = a1e3; e2 · e4 = a11e2 + a3e3; e3 · e2 = a11e3; e4 · e4 =

− a2
11

a8
e1 + a5e3 + 2a11e4.

– P(M5, 7) : e1 · e1 = a8e1; e1 · e2 = a8e2; e1 · e3 = a8e3; e1 · e4 =
a8e4; e2 · e2 = a0e1 − 2µe2 + a1e3; e2 · e3 = −µe3; e2 · e4 = a2e1 −
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µa2
a0

e2 + a3e3 − µe4; e3 · e4 = − µa2
a0

e3; e4 · e4 =
a2

2
a0

e1 + a5e3 − 2µa2
a0

e4.

– P(M5, 8) :e1 · e1 = a8e1; e1 · e2 = a8e2; e1 · e3 = a8e3; e1 · e4 =
a8e4; e2 · e2 = a0e1 + 2µe2 + a1e3; e2 · e3 = µe3; e2 · e4 = a2e1 +

µa2
a0

e2 +

a3e3 + µe4; e3 · e4 = µa2
a0

e3; e4 · e4 =
a2

2
a0

e1 + a5e3 +
2µa2

a0
e4.

avec µ = ı
√

a0a8

– P(M5, 9) : e1 · e1 = a8e1; e1 · e2 = a12e1; e1 · e4 = a10e1; e2 · e2 =
a2

12
a8

e1 + a1e3; e2 · e4 = a12a10
a8

e1 + a3e3; e4 · e4 =
a2

10
a8

e1 + a5e3.

5. – P(M6
0,0, 1) : e1 · e1 = a0e2− a0e3; e1 · e4 = a1e2− a1e3; e4 · e4 = a2e2−

a2e3.
– P(M6

0,b, 2) : e4 · e4 = a3e1 +
a3
a4

e2 − a3
a4

e3.
– P(M6

0,b, 3) : e1 · e1 = a5e1 − a5
a4

e2 +
a5
a4

e3; e1 · e2 = a5e2; e1 · e3 =
a5e3; e1 · e4 = a1e2 − a1e3 + a5e4; e2 · e4 = −a4a1e2; e3 · e4 =

−a4a1e3; e4 · e4 = − a2
4a2

1
a5

e1 −
a2

4a2
1

a5
e2 +

a2
4a2

1
a5

e3 − 2a4a1e4.

– P(M6
0,b, 4) : e1 · e1 = a5e1 +

a5
a4

e2 − a5
a4

e3; e1 · e4 = a6e1 +
a6
a4

e2 −
a6
a4

e3; e4 · e4 =
a2

6
a5

e1 +
a2

6
a4a5

e2 − a2
6

a4a5
e3.

6. – P(M7
0,b, 1) : e4 · e4 = a3e1 − a3

a4
e3.

– P(M7
0,b, 2) : e1 · e1 = a5e1 − a5

a4
e3; e4 · e4 =

a2
6

a5
e1 −

a2
6

a4a5
e3.

– P(M7
0,b, 3) : e1 · e1 = a5e1 + a5

a4
e3; e1 · e2 = a5e2; e1 · e3 =

a5e3; e1 · e4 = a7e3 + a5e4; e2 · e4 = a4a7e2; e3 · e4 = a4a7e3; e4 · e4 =

− a2
7a2

4
a5

e1 +
a4a2

7
a5

e3 + 2a7e4.

7. P(M8, 1) La multiplication correspondante est l’algèbre nulle.

8. P(M9
− 1

4 ,b
, 1) : e1 · e3 = a0e1 − 1

2 a0e2; e1 · e4 = 1
2 a0e1 − 1

4 a0e2; e2 · e3 =

2a0e1 − a0e2; e2 · e4 = a0e1 − 1
2 a0e2; e3 · e3 = −2a0e3 + 4a0e4; e3 · e4 =

−a0e3 + 2a0e4; e4 · e4 = − 1
2 a0e3 + a0e4.

9. P(M11, 1) : La multiplication correspondante est l’algèbre nulle.

10. P(M12, 1) La multiplication correspondante est l’algèbre nulle.

11. P(M13
0 , 1) : e1 · e4 = a0e2; e3 · e4 = a0e2; e4 · e4 = −a0e1 + 2a0e3.

12. – P(M14
0 , 1) : e3 · e3 = a0e2; e3 · e4 = a1e2; e4 · e4 = a2e2.

– P(M14
a , 2) : e4 · e4 = a2e2.

avec a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12 des paramètres dans K

Dans ce qui suit, nous donnons toutes les traces τ sur les algèbres de
Poisson énumérées ci-dessus.
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Algèbre de Poisson Trace Algèbre ternaire de
Nambu-Poisson induite

Algèbre de Poisson
abélienne

Toutes les formes
linéaires

Algèbre ternaire de
Nambu-Poisson abé-
lienne.

P(M3
0, 1),P(M3

0, 2),
P(M3

0, 3),P(M5, 4),
P(M5, 6),P(M5, 7),
P(M5, 8),P(M5, 9),
P(M6

0,b, 2),P(M6
0,b, 3),

P(M6
0,b, 4),P(M7

0,b, 1)
P(M7

0,b, 2),P(M7
0,b, 3),

P(M13
0 , 1),P(M9

− 1
4
, 1)

P(M4, 10)

τ(x) = 0 Algèbre ternaire de
Nambu-Poisson abé-
lienne

P(M4, 2),P(M4, 3)
P(M4, 5),P(M4, 6)
P(M4, 7),P(M4, 8)
P(M4, 9),P(M4, 11)
P(M4, 12),P(M4, 13)
P(M4, 14),P(M4, 15)
P(M4, 16),P(M4, 17)
P(M4, 18),P(M4, 19)
P(M4, 20),P(M4, 21)
P(M4, 22),P(M4, 23)
P(M4, 24),P(M4, 25)

τ(x) = γ4x4 Algèbre ternaire de
Nambu-Poisson abé-
lienne

P(M5, 1)(a0=a2=a4=0),
P(M5, 2)(a0=0),
P(M5, 3)(a8=0),
P(M5, 3)(a4=0),

P(M5, 7)(a0=a2=a8=0),
P(M5, 8)(a0=a2=a8=0),

τ(x) =
γ1x1 + γ2x2 + γ4x4

{e2, e4, e1} = γ1e3

P(M14
0 , 1),P(M14

a , 2) τ(x) = γ4x4 {e1, e3, e4} = γ4e2

P(M4, 1)(a1=a2=0),
P(M4, 11)(a10=0)

P(M4, 20)(a3=0)

P(M6
0,0, 1)

τ(x) =
γ1x1 + γ4x4

{e1, e3, e4} = γ1e3
{e1, e2, e4} = γ1e3

P(M4, 14)(a3=0),
P(M4, 15)(a3=0),
P(M4, 18)(a8=a12=0)

P(M4, 24)(a8=a10=a1=0)

τ(x) =
γ2x2 + γ4x4

{e2, e3, e4} = γ2e3
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4.3 Algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson induites

par des algèbres Hom-Poisson

Dans cette section, on donne un résultat qui permet de construire
des algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson à partir des algèbres Hom-
Poisson.

Définition 4.5 Une algèbre Hom-Poisson est un quadruple (A, µ, {., .}, α) où A est un espace
vectoriel, µ : A × A → A une application bilinéaire, {., .} : A × A → A un
crochet, et α : A→ A une application linéaire telle que :

1. (A, µ, α) est une algèbre commutative binaire Hom-associative,
2. (A, {., .}, α) est une algèbre Hom-Lie,
3. pour tout x, y, z ∈ A

{µ(x, y), α(z)} = µ(α(x){y, z}) + µ({x, z}α(y)). (4.6)

la troisième condition est dite identité Hom-Leibniz.

Une algèbre non-commutative Hom-Poisson est définie par une multi-
plication qui n’est pas commutative.

Remarque 4.3 Nous obtenons la structure classique de Poisson lorsque α = Id.

Définition 4.6 Une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson est désigné par (A, µ, β, {·, ·, ·}, α̂)
dans lequel A est un espace vectoriel, {., ., .} : A× A× A → A une opération
ternaire, µ : A × A → A une application bilinéaire, une paire d’applications
linéaires α̃ = (α1, α2) où α1, α2 : A→ A, et une application linéaire β : A→ A
tel que

1. (A, µ, β) est une algèbre commutative binaire Hom-associative,
2. (A, {., ., .}, α̃) est une algèbre ternaire Hom-Nambu-Lie,
3. {µ(x1, x2), α1(x3), α2(x4)} = µ(β(x1), {x2, x3, x4})+µ({x1, x3, x4}, β(x2)).

Une algèbre non-commutative Hom-Poisson est définie sauf si la mul-
tiplication n’est pas commutative.

Remarque 4.4 Nous récupérons l’algèbre ternaire de Nambu-Poisson classique lorsque α1 =
α2 = β = Id.
Dans la suite nous allons principalement s’intéressé à la classe des algèbres ter-
naires Hom-Nambu-Poisson où α = α1 = α2 = β, pour laquelle nous les notons
par le quadruple (A, µ, {., ., .}, α).

Nous proposons une procédure de construction des algèbres ternaires
Hom-Nambu-Poisson à partir des crochets binaires des algèbres Hom-
Poisson et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compa-
tibilités.

Théorème 4.3 Soit (A, ·, {., .}, α) une algèbre Hom-Poisson, supposons que τ est {., .}-trace sur
A satisfaisant

τ(α(x))τ(y) = τ(x)τ(α(y)), (4.7)
τ(x · y)α({z, u}) = α(x) · τ(y){z, u}+ τ(x){z, u} · α(y), (4.8)

τ(α(z)) = τ(z), (4.9)
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pour tout x, y, z, u ∈ A.
Alors (A, ·, {., ., .}τ, α) est une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson, et on dit
que c’est une algèbre induite par une algèbre Hom-poisson.

Démonstration. D’après le lemme 4.1, {., ., .}τ est antisymétrique et l’iden-
tité Hom-Nambu est prouvée en utilisant la condition 4.7 voir [6], il suffit
de prouver que l’identité Hom-Leibniz est satisfaite. Ainsi l’identité Hom-
Leibniz est écrite comme suit :

{x · y, α(z), α(u)}τ = α(x) · {y, z, u}τ + {x, z, u}τ · α(y).

En développant, la partie gauche est

LHS =τ(x · y){α(z), α(u)}+ τ(α(z)){α(u), x · y}+ τ(α(u)){x · y, α(z)}
=τ(x · y){α(z), α(u)}+ τ(α(z))(α(x) · {u, y}+ {u, x} · α(y))
+ τ(α(u))(α(x) · {y, z}+ {x, z} · α(y))

=τ(x · y)α({z, u}) + τ(α(z))α(x) · {u, y}+ τ(α(z)){u, x} · α(y)
+ τ(α(u))α(x) · {y, z}+ τ(α(u)){x, z} · α(y),

et la partie droite est

RHS =α(x) · τ(y){z, u}+ α(x) · τ(z){u, y}+ α(x) · τ(u){y, z}
+ τ(x){z, u} · α(y) + τ(z){u, x} · α(y) + τ(u){x, z} · α(y),

en utilisant 4.8 et 4.9 les termes de RHS disparaîtra avec ceux de la gauche.
Par conséquent, l’identité Hom-Leibniz pour le crochet ternaire est satis-
faite, si et seulement si les conditions 4.8 et 4.9 sont vérifiées.

4.3.1 Exemples

En utilisant la classification en dimension 4 des algèbres de Poisson
et le principe de twist, nous avons pu construire des algèbres ternaires
Hom-Nambu-Poisson en dimension 4, à partir de cela et selon la méthode
décrite dans le théorème (4.3) nous fournissons des exemples d’algèbres
ternaires Hom-Nambu-Poisson induites par des algèbres Hom-Poisson.

Exemple 4.4 Soit (A, ·, {., .}, α) une algèbre Hom-Poisson sur un espace vectoriel de dimension
4, A engendré par {e1, e2, e3, e4}. Le crochet binaire qui est antisymétrique est
défini par

{e2, e4} = f 2
2 e3,

et la multiplication commutative par

e2 · e2 = a f 2
2 e3, e2 · e4 = b f 2

2 e3, e4 · e4 = c f 2
2 e3,

pour tout a, b, c ∈ K, les autres multiplications et crochet sont obtenus par
commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux à zéro.
avec
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α(e1) = e1 + f1e3, α(e2) = f2e2 + f3e3,
α(e3) = f 2

2 e3, α(e4) = f4e3 + f2e4,

où f1, f2, f3, f4 des paramètres dans K, avec f2 6= 0.
Soient

τ(e1) = γ, τ(e2) = τ(e3) = τ(e4) = 0,

pour tout γ ∈ K. les conditions 4.7, 4.8 et 4.9 sont satisfaites, selon le théorème
4.3 nous obtenons une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson définie par le crochet
ternaire suivant

{e1, e2, e4}τ = γ f 2
2 e3.

Les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux à zéro.
Nous disons que (A, ·, {., ., .}τ, α) est une algèbre ternaire Hom-Nambu-

Poisson induite par une algèbre Hom-Poisson.

Exemple 4.5 Soit (A, ·, {., .}, α) une algèbre Hom-Poisson sur un espace vectoriel de dimension
4 A engendré par {e1, e2, e3, e4}. Le crochet binaire qui est antisymétrique est
défini par

{e3, e4} = λe1 + βe2, {e1, e3} = e2,

pour tout λ, β ∈ K,

et la multiplication commutative par

e3 · e3 = ae2, e4 · e4 = be2,

pour tout a, b ∈ K, les autres multiplications et crochet sont obtenus par
commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux à zéro.
avec

α(e1) = λe1 + βe2, α(e2) = e2,
α(e3) = αe1 + δe2 + λe3, α(e4) = −ρλe1 + ωe2 + e4,

où λ, β, δ, ρ, ω sont des paramètres dans K.
Soit

τ(e1) = τ(e2) = τ(e3) = 0, τ(e4) = γ,

pour tout γ ∈ K.
les conditions 4.7, 4.8et 4.9 sont satisfaites, selon le théorème 4.3 nous obtenons
une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire suivant

{e1, e3, e4}τ = γe2.

Les autres crochets sont obtenus par antisymmétrie ou égaux à zero.
Nous disons que (A, ·, {., ., .}τ, α) est une algèbre ternaire Hom-Nambu-

Poisson induite par une algèbre Hom-Poisson.
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Un autre exemple en dimension 3

Exemple 4.6 (Jackson sl(2)) L’algèbre sl(2) de Jackson est une q-déformation de l’algèbre de
Lie classique sl(2). Elle est munie d’une structure d’algèbre Hom-Lie (qui n’est
pas une structure d’algèbre de Lie) en utilisant des dérivations de Jackson. Elle
est définie par rapport à une base {x1, x2, x3} par les crochets et une application
linéaire α (non multiplicative)

[x1, x2] = −2qx2, [x1, x2] = −2qx2, [x1, x2] = −2qx2,

α(x1) = qx1, α(x2) = q2x2, α(x3) = qx3,

où q est un paramètre dans K. Si q = 1 on retrouve la structure sl(2) clas-
sique. Cette algèbre est munie d’une structure non-commutative Hom-Poisson si
q = −1 et elle est définie par la multiplication non-commutative suivante

x1 · x2 = ax1, x2 · x1 = −ax2, x1 · x3 = ax3,

où a est un paramètre dans K. Si q 6= −1 la multiplication est nulle. A partir
de cette algèbre non-commutative Hom-Poisson, nous ne pouvons pas construire
un crochet ternaire à partir des crochets binaires définis ci-dessus parce que les
conditions du théorème 4.3 ne peuvent pas être satisfaites.

Théorème 4.4 Soit (A, ·, {., ., .}τ) une algèbre ternaire de Nambu-Poisson induite par une al-
gèbre de Poisson (A, ·, {., .}), et α un endomorphisme d’une algèbre de Poisson-
Lie tel que α : A → A i.e. α(x · y) = α(x) · α(y) et α ◦ {x, y, z}τ =
{α(x), α(y), α(z)}τ. Alors (A, ·α, {., ., .}τ,α, α) est une algèbre Hom-Nambu-
Poisson.

Démonstration. [4]

Exemple 4.7 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre Hom-Poisson sur un espace vectoriel de dimension
4, A engendré par {e1, e2, e3, e4}. Le crochet binaire qui est antisymétrique est
défini par

{e3, e4} = e1, {e1, e3} = e2,

et la multiplication commutative par

e3 · e3 = ae2, e3 · e4 = be2, e4 · e4 = ce2,

pour tout a, b, c ∈ K, les autres multiplications et crochets sont obtenus par
commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux à zéro.
avec

α(e1) = e1 + a1e2, α(e2) = e2,
α(e3) = a2e1 + a3e2 + e3, α(e4) = −a1e1 + a4e2 + e4,
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où a1, a2, a3, a4 sont des paramètres dans K, (A, ·, {., .}, α) est une algèbre Hom-
Poisson.
En utilisant le théorème 4.1 et le théorème 4.3 nous obtenons une algèbre ternaire
de Nambu-Poisson (A, ·, {., ., .}τ) et une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson
(A, ·, {., ., .}τ, α) respectivement définie par le crochet ternaire suivant

{e1, e3, e4}τ = γ2e2.

Les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux à zéro.
avec

τ(e1) = τ(e2) = τ(e3) = γ1, τ(e4) = γ2,

pour tout γ1, γ2 ∈ K. On peut exprimer cet exemple par le diagramme suivant

(A, ·, {., .}) α //

τ
��

(A, ·, {., .}, α)

τ
��

(A, ·, {., ., .}τ) α
// (A, ·, {., ., .}τ, α)





5Cohomologie

L’algèbre homologique fournit des invariants aux structures algè-
briques et aux variétés. L’homologie est apparue dans les années 50

en topologie (Hurewicz, Holf, Eilenberg, Maclane, Freudenthal). La
(co)homologie joue un rôle essentiel dans des nombreux domaines des
mathématiques. La définition de la cohomologie à valeur dans un module
a été introduite par Eilenberg et Maclane 1947. La cohomologie des al-
gèbres associatives est dûe à Hochschild et la cohomologie des algèbres
de Lie a été développée par Koszul, Chevalley et Eilenberg. Une synthèse
de ces théories a été faite par Cartan et Eilenberg, en 1956, dans le cadre
des catégories, basée sur le concept de catégorie dérivéee et des foncteurs
dérivés (Ext et Tor).
Dans ce chapitre, on s’intéresse aux cohomologies des algèbres ternaires
de type Lie et de Poisson. Dans le cas des algèbres ternaires de type Lie, on
rappelle la cohomologie des systèmes triples de Lie et celle des algèbres
de Nambu-Lie. Par ailleurs, on rappelle la construction de Takhtajan qui
permet d’obtenir la cohomologie des algèbres de Nambu-Lie à partir de
la cohomologie des algèbres de Lie binaires, ainsi que la cohomologie de
Poisson pour une algèbre de Poisson. On donne aussi quelques résultats
originaux sur la cohomologie des algèbres Hom-Poisson et la cohomologie
des algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson.

63
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5.1 Généralités

Les concepts de base de l’algèbre homologique sont ceux d’un com-
plexe et des homomorphismes de complexes, définissant la catégo-
rie des complexes. Un complexe ({, d) est un ensemble indexé { =
{{i}i∈Z de K-modules ainsi qu’un ensemble indexé d = {di}i∈Z des R-
homomorphismes

di : {i → {i−1

tels que
di−1 ◦ di = 0

pour tous i.
Un complexe chaîne { est une suite de groupes abéliens et d’homo-

morphismes

· · · dn+1−→ {n
dn−→ {n+1

dn−1−→ · · ·

avec la propriété
dn ◦ dn+1 = 0

pour tout n.
Un complexe chaîne peut-être considéré comme complexe cochaîne en

renversant l’énumération

{n = {−n, dn = d−n

Un complexe cochaîne { est une suite de groupes abeliens et d’homo-
morphismes

· · · dn−1

−→ {n dn
−→ {n+1 dn+1

−→ · · ·

avec la propriété
dn+1 ◦ dn = 0

pour tout n.
Les homomorphismes dn s’appellent opérateurs cobords ou codiffé-

rentiels.
Une cohomologie d’un complexe cochaîne { est donnée par les groupes

Hn({) = Kerdn/Imdn−1. Les éléments de {n sont les n-cochaînes, les élé-
ments de Zn := Kerdn sont les n-cocycles et les éléments de Bn := Imdn−1

sont les n-cobords. Nous avons Imdn−1 ⊂ Kerdn, c’est-à-dire Bn ⊂ Zn.

Complexes d’algèbres ternaires Nous présentons dans la suite une no-
tion de p-cochaînes pour une algèbre n-aire.

Définition 5.1 Nous appelons p-cochaîne n-aire une application p-linéaire

ϕ : V×(2p+1) −→ V.

L’ensemble des p-cochaînes sur V est

{p(A, A) = {ϕ : V×(2p+1) = V ×V × ...×V︸ ︷︷ ︸
2p+1 f ois

−→ V}.
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Remarque 5.1 L’ensemble {p(A,A) est un groupe abélien.

On a un complexe cochaîne pour une algèbre n-aire s’il existe une suite
de groupes abéliens et d’homomorphismes

· · · δn−1

−→ {n δn
−→ {n+1 δn+1

−→ · · ·

tel que
δn+1 ◦ δn = 0,

pour tout n.
Soient (C, d) et (C′, d′) deux complexes, un homomorphisme de C dans

C′ est un ensemble α = {αi : i ∈ Z} d’homomoprphismes αi : Ci → Ci−1
tel que le diagramme

Ci
di //

αi
��

Ci−1

αi−1

��
C′i d′i

// C′i−1

soit commutatif.

5.2 (Co)homologie de Hochschild

On rappelle dans ce paragraphe la définition de l’homologie (resp. la
cohomologie) de Hochschild introduite dans [31]. Elles concernent les al-
gèbres associatives et s’étendent naturellemnt aux algèbres de Hopf. Soit
A une algèbre associative sur le corps K, µ sa multiplication (on note par-
fois µ(x, y) par xy) et M un A-bimodule (A-A-bimodule qui est équivalent
à A⊗ Aop-module à droite et un A⊗ Aop-module à gauche).

5.2.1 Homologie de Hochschild

On considère, pour n > 0, les modules Cn(A, M) := M⊗ A⊗n. Un bord
de Hochschild est donné par des K-homomorphismes d : M ⊗ A⊗n →
M⊗ A⊗n−1 définies par

d(m, a1, ..., an) := (ma1, a2, ..., an)+ ∑n−1
i=1 (−1)i(m, a1, ..., aiai+1, ..., an)

+(−1)n(anm, a1, ..., an−1).

On définit le complexe de Hochschild par C(A, M) = C∗(A, M) et

...Cn(A, M) //d // Cn−1(A, M)... d // C1(A, M)
d // M.

Les groupes d’homologie (qui sont en fait des K-modules) sont définis
par Hn = Zn/Bn, avec Zn = Ker(d : Cn(A, M) → Cn−1(A, M)) et Bn =
Im(d : Cn+1(A, M)→ Cn(A, M)).
En particulier, on a

H0(A, M) = MA = M/[A, M] = M/{am−ma : a ∈ A, m ∈ M},

qui est appelé module des coinvariants de M par A.
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5.2.2 Cohomologie de Hochschild

une cochaine de degré n(ou une n-cochaine) est une application mul-
tilinéaire de A⊗n dans M. Pour n ≥ 1, on pose Cn(A, M) = Hom(A⊗n, M.
En particulier C0(A, M) = M. On pose, pour n < 0,Cn(A, M) = {0}.
L’espace des cochaines de A à valeurs dans M est défini par C(A, M) =
⊕n∈ZCn(A, M). L’opérateur cobord d est défini par ses restrictions dn aux
espaces des n-cochaines(n ≥ 0). Il est donné par les homomorphismes

dn : Cn(A, M) → Cn+1(A, M)

ϕ → δn ϕ

définis par tout (a1, ..., an+1) ∈ A⊗(n+1) et ϕ ∈ Cn(A, M) par

dn ϕ(a1, ..., an+1) = a1ϕ(a2, ..., an+1) + + ∑n
i=1(−1)i ϕ(a1, ..., µ(aiai+1), ..., ap)

+(−1)n+1ϕ(a1, ..., an)an+1.

et d0ϕ(a) = aϕ pour tout ϕ ∈ C0(A, M) = M et a ∈ A.
Ces opérateurs vérifient dn+1 ◦ dn = 0. Les espaces des cobords sont

Bn(A, M) = {ϕ ∈ Cn(A, M) : dn−1( f ), f ∈ Cn−1(A, M)}.

Les espaces des cocycles sont

Zn(A, M) = {ϕ ∈ Cn(A, M) : dn(ϕ) = 0}.

On a Bn(A, M) ⊂ Zn(A, M) car d2 = 0.
L’espace quotient Hn(A, M) = Zn(A, M)/Bn(A, M) est appellé nième

groupe de la cohomologie de Hochschild de A à valeurs dans M. On note
la somme directe par H(A, M) = ⊕n≥0Hn

H(A, M). En particulier, on a

H0(A, M) = MA = {m ∈ M : am = ma, ∀a ∈ A}.

Pour n = 1, les 1-cocycles sont les homomorphismes de K-modules D :
A→ M vérifiant

D(a1a2) = a1D(a2) + D(a1)a2, ∀a1, a2 ∈ A.

On note Z1(A, M) par Der(A, M) et ses éléments sont appelés dérivations.

H1(A, M) = Der(A, M)/{dérivations intérieures}.

Le groupe H1(A, M) est parfois appelé groupe des dérivations extérieures

5.2.3 Cohomologie de Hochschild à valeurs dans l’algèbre

La cohomologie de Hochschild à valeurs dans l’algèbre joue un rôle
important dans la théorie des déformations formelles. On spécifie les for-
mules dans ce cas particulier M = A.
Les opérateurs cobord de Hochschild

dn : Cn(A, A) → Cn+1(A, A)

ϕ → dn ϕ
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sont définis pour tout (a1, ..., an+1) ∈ A⊗(n+1) par

dn ϕ(a1, ..., an+1) = µ(a1, ϕ(a2, ..., an+1)) +

∑n
i=1(−1)i ϕ(a1, ..., µ(ai, ai+1), ..., an) + (−1)n+1µ(ϕ(a1, ..., an), ..., an+1)

Le noyau de dn dans Cn(A, A) est le groupe des n-cocycles :

Zn(A, A) = Kerdn = {ϕ : A⊗n → A : dn ϕ = 0}.

L’image par dn−1 de Cn−1(A, A) est le groupe des n-cobord, qui est nul
pour n = 0 :

Bn(A, A) = Imdn−1 = {ϕ : A⊗n → A : ϕ = dn−1 f , f ∈ Cn−1(A, A)}.

L’espace quotient Hn(A, A) = Zn(A, A)/Bn(A, A) est le n-ième groupe de
cohomologie de Hochschild de l’algèbre A à valeurs dans A.
En particulier,

– H0(A, A) (centre de l’algèbre) :

Z(A) = H0(A, A) = {a ∈ A : µ(a, b) = µ(b, a), ∀b ∈ A}

– H1(A, A) L’algèbre des dérivations :

Der(A) = { f : A→ A, f (µ(a, b)) = µ( f (a), b)+µ(a, f (b)), ∀a, b ∈ A}

On définit deux applications

◦G : Cm(A, A)× Cn(A, A)→ Cm+n−1(A, A)

(ϕ ◦G ψ)(a1, ..., am+n−1) = ∑i≥0(−1)i(n−1)ϕ(a1, ..., ai, ψ(ai+1, ..., ai+n), ...)

et

[., .]G : Cm(A, A)× Cn(A, A)→ Cm+n−1(A, A)

[ϕ, ψ]G = ϕ ◦G ψ− (−1)(n−1)(m−1)ψ ◦G ϕ.

Remarque 5.2 L’espace (C(A, A), ◦G) est une algèbre preLie et (C(A, A), [., .]G) est une algèbre
de Lie graduée. le crochet [., .]G est appelé crochet de Gerstenhaber. Le carré de
[µ, .]G s’annule et définit un opérateur 2-cobord. La multiplication µ de A est
associative si [µ, µ]G = 0.

Les groupe de cohomologie suivants interviennent en théorie des dé-
formations formelles.

– B2(A, A) = {ϕ : A⊗ A→ A : ϕ = d1 f , f ∈ End(A)}
∀a, b ∈ A

d1 f (a, b) = µ( f (a), b) + µ(a, f (b))− f (µ(a, b)).

– Z2(A, A) = {ϕ ∈ C2(A, A) : d2ϕ = 0}
∀a1, a2, a3 ∈ A

d2ϕ(a1, a2, a3) = µ(ϕ(a1, a2), a3)− µ(a1, ϕ(a2, a3)) +

ϕ(µ(a1, a2), a3)− ϕ(a1, µ(a2, a3)).
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– B3(A, A) = {Ψ : A⊗ A⊗ A→ A : ψ = d2ϕ, ϕ ∈ C2(A, A)}
– Z3(A, A) = {ϕ ∈ C3(A, A) : d3ϕ = 0}
∀a1, a2, a3, a4 ∈ A

d3ϕ(a1, a2, a3, a4) = µ(a1, ϕ(a2, a3), a4)− ϕ(µ(a1, a2), a3, a4)

+ϕ(a1, µ(a2, a3), a4)− ϕ(a1, a2, µ(a3, a4)) + µ(ϕ(a1, a2, a3), a4).

5.3 Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Cette cohomologie concerne les algèbres de Lie. Soient g une algèbre
de Lie sur le corps K et M un g-module. Notons Cn

CE(g, M), l’espace
des applications multilinéaires alternées de g⊗n dans M, c’est à dire
Cn

CE(g, M) = Hom(∧ng, M), n ≥ 1, où ∧ng désigne le produit extérieur
de g.
On pose pour n = 0, C0

CE(g, M) = M et pour n < 0, Cn
CE(g, M) = {0}.

Une cochaîne pour la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de g (resp. une
cochaîne de degré n) à valeurs dans M est un élément de CCE(g, M) =
⊕k∈ZCk

CE(g, M) (resp.Cn
CE(g, M)).

L’opérateur cobord de Chevalley-Eilenberg dCE est défini comme suit :
pour n > 0 et φ ∈ Cn

CE(g, M), la (n + 1)-cochaîne dn
CEφ est définie pour

x1, ..., xn+1 dans g par

dn
CEφ(x1, ..., xn+1) = ∑n+1

i=1 (−1)i+1xi · φ(x1, ..., x̂i, ..., xn+1) +

∑1≤i≤j≤n+1(−1)i+jφ([xi, xj], ..., x̂i, ..., x̂j, ..., xn+1).

Le symbole ”x̂” signifie que le terme correspondant à x est omis.
Notons que d0

CEφ(x) = x · φ avec φ ∈ C0
CE(g, M) = M et x ∈ g.

On définit naturellement l’espace des n-cocycles

Zn
CE(g, M) = {φ ∈ Cn

CE(g, M) : dn
CE(φ) = 0}

ainsi que l’espace des n-cobords

Bn
CE(g, M) = {φ ∈ Cn

CE(g, M) : φ = dn−1
CE ( f ), f ∈ Cn−1

CE (g, M)}.

On a bien dn+1
CE ◦ dn

CE = 0, ce qui induit Bn
CE(g, M) ⊂ Zn

CE(g, M). L’espace
quotient Hn

CE(g, M) = Zn
CE(g, M)/Bn

CE(g, M) est le nime groupe de la coho-
mologie de Chevalley-Eilenberg de g à valeurs dans M.
On note HCE(g, M) = ⊕n≥0Hn

CE(g, M)
On a les cas particuliers suivants :

H0
CE(g, M) = {m ∈ M : x ·m = 0, ∀x ∈ g},

est l’ensemble des vecteurs invariants qui se note également par Mg.

H1
CE(g, M) = Der(g, M)/Ider(g, M),

avec Der(g, M) l’ensemble des dérivations de g vers M, c’est à dire des
applications K-linéaires f : g → M vérifiant f ([x, y]) = x · f (y)− y · f (x)
et Ider(g, M) le sous-espace des dérivations intérieurs fm(m ∈ M) définies
par fm(x) = x ·m.
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Remarque 5.3 1. Si g est de dimension finie d, alors Hn
CE(g, M) est nul pour tous les n > d.

2. Si g est une algèbre de Lie abélienne de dimension finie et M un g-
module trivial, les opérateurs cobord sont tous nuls et on a Hn

CE(g, M) =
Cn(g, M) = Λn(g∗)⊗M.

3. (Premier lemme de Whitehead) Si g est une algèbre de Lie semi-simple alors

H1
CE(g, M) = 0.

4. (Deuxième lemme de Whitehead) Si g est une algèbre de Lie semi-simple et
M est un g-module de dimension finie alors

H2
CE(g, M) = 0.

5. Le théorème de Cartan-Eilenberg établit une correspondance entre la coho-
mologie de Chevalley-Eilenberg d’une algèbre de Lie et la cohomologie de
Hochschild de son algèbre enveloppante.

5.4 Cohomologie des algèbres ternaires de type Lie

Dans cette partie, on présente les différentes cohomologies et homolo-
gies liées aux algèbres ternaires de type Lie. La cohomologie des systèmes
triples de Lie a été l’objet d’étude de Yamaguti et Harris, celle des algèbres
de Nambu ternaires et de Nambu-Lie ternaires a été étudiée par Gauthe-
ron et Takhtajan.

5.4.1 Cohomologie des systèmes triples de Lie

Dans ce paragraphe on présente l’essentiel des résultats liés à la co-
homologie des systèmes triples de Lie traitée par Harris [29] et Yamaguti
[45] dans les années soixantes.

Soient T un système triple de Lie et M un espace vectoriel sur K.
L’espace M est appelé un T -module s’il existe une application bilinéaire
µ : (x1, x2) −→ µ(x1, x2) de T × T dans End(M) l’algèbre associative des
transformations linéaires de V satisfaisant les conditions suivantes :

µ(x3, x4)µ(x1, x2)− µ(x2, x4)µ(x1, x3)− µ(x1, [x2, x3, x4]) + D(x2, x3)µ(x1, x4) = 0,
µ(x3, x4)D(x1, x2)− D(x1, x2)µ(x3, x4) + µ([x1, x2, x3], x4) + µ(x3, [x1, x2, x4]) = 0,

où D(x1, x2) = µ(x2, x1)− µ(x1, x2).
Le système triple de Lie T est considéré aussi comme un T -module

par l’action µ(x1, x2)(x) = [x, x1, x2].
On considère un T -module et on désigne par {2n+1(T , V), n ≥ 0 le

K−espace vectoriel des (2n+1)-cochaînes de T à coefficients dans M .
Une cochaîne ϕ ∈ {2n+1(T , M) est la donnée d’une fonction multilinéaire
à (2n + 1) variables

ϕ : T ×...× T −→ M

satisfaisant

ϕ(x1, ..., x2n−2, x, x, y) = 0
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et

ϕ(x1, ..., x2n−2, x, y, z) + ϕ(x1, ..., x2n−2, y, z, x) + ϕ(x1, ..., x2n−2, z, x, y) = 0,

pour tout xi, x, y, z ∈ T .

Proposition 5.1 Le cobord de Yamaguti est donné par

δ2n+1ϕ(x1, ..., x2n+1) =
m(x2n, x2n+1)ϕ(x1, ..., x2n−1)−m(x2n−1, x2n+1)ϕ(x1, ..., x2n−2, x2n)+

n
∑

i=1
(−1)n+iD(x2i−1, x2i)ϕ(x1, ...,

��
x2i−1,

f
x2i, ..., x2n+1)+

n
∑

i=1

2n+1
∑

j=2i+1
(−1)n+i+1ϕ(x1, ...,

��
x2i−1,

f
x2i, ..., [x2i−1, x2i, xj], ..., x2n+1),

telle que

{1( T , M)
δ1

−→ {3( T , M)
δ3

−→ {5( T , M) −→ ...,

vérifie
δ2n+1 ◦ δ2n−1 = 0, pour tout n = 1, 2, ...

Démonstration. Pour la preuve voir [45].

Les groupes de cohomologie de Yamaguti sont donnés par

H•( T , V)=
Z•( T , V)

B•( T , V)
.

Remarque 5.4 Dans le cas où M est un système triple de Lie, l’opérateur δ s’écrit

δ1ϕ(x1, x2, x3) = [ϕ(x1), x2, x3]− [x1, ϕ(x2), x3]+ [x1, x2, ϕ(x3)]− ϕ([x1, x2, x3]).

δ3ϕ(x1, x2, x3, x4, x5)
= [ϕ(x1, x2, x3), x4, x5]− [ϕ(x1, x2, x4), x3, x5]
−[x1, x2, ϕ(x3, x4, x5)]− [x3, x4, ϕ(x1, x2, x5)]
+ϕ([x1, x2, x3], x4, x5) + ϕ(x3, [x1, x2, x4], x5)
+ϕ(x3, x4, [x1, x2, x5])− ϕ(x1, x2, [x3, x4, x5]).

Pour tout x1, x2, x3, x4, x5 ∈ T .

5.4.2 Homologie des algèbres de Nambu-Lie ternaires

Dans ce paragraphe on présente l’essentiel des résultats liés a la géné-
ralisation du complexe de Chevalley-Eilenberg dans le cas des algèbres de
Nambu-Lie ternaires traitée par Takhtajan [43] en 1995.

Soient A = (V, [., ., .]) une algèbre de Nambu-Lie ternaire et

{p(A,A) = V×(2p+1) = V ×V × ...×V︸ ︷︷ ︸
2p+1 f ois

.

On désigne pour simplifier par (x1, ..., x2p+1) l’élément x1 ⊗ ...⊗ x2p+1.
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L’opérateur bord δp : {p → {p−1 est défini par

δp(x1, ..., x2p+1) =
([x1, x2, x3], ..., x2p+1) + ... + (x3, ..., [x1, x2, x2p+1])

−(x1, x2, [x3, x4, x5], ..., x2p+1)− ...− (x1, x2, ..., [x3, x4, x2p+1])
+... + (−1)p+1(x1, x2, ..., [x2p−1, x2p, x2p+1]).

Pour tout (x1, ..., x2p+1) dans V×(2p+1).
On considère les deux applications π(y) : {p → {p et ρ(y) : {p → {p+1

définies par

π(y)(x1, ..., x2p+1) =
2p+1

∑
i=1

(x1, ..., [y1, y2, xi], ..., x2p+1)

et

ρ(y)(x1, ..., x2p+1) = (y1, y2, x1, ..., x2p+1))

où y = (y1, y2) ∈ V ×V.
Rappelons que la dérivée de Lie généralise aux variétés différentielles

la notion de dérivée directionnelle d’une fonction numérique. Si f est une
fonction différentiable de la variété différentielle M dans R, si X est un
champ de vecteurs sur M, la dérivée de Lie de f au point p est donnée par

LX f (p) = Xp · f = d f (p)[X(p)].

La dérivée de Lie d’un crochet de champ de vecteurs X et Y est donnée
par

L[X,Y] = LLXY = LXLY −LYLX = −LLY X.

La formule de Cartan liée à la dérivée de Lie est la suivante

LX = iXd + diX = d f (p)[X(p)].

Application :
L f Xω = f · LXω + d f ∧ iXω.

Lemme 5.1 On a les généralisations des formules de Cartan suivantes :
(1) δnρ(y) + ρ(y)δn−1 = π(y),
(2) π(x)π(y)− π(y)π(x) = π(yx

1) + π(yx
2),

(3) π(x)ρ(y)− ρ(y)π(x) = ρ(yx
1) + ρ(yx

2),
(4) π(x)δn = δnπ(x),
(5) δnδn+1 = 0,
où x = (x1, x2) ∈ V ×V et yx

1 = ([x1, x2, y1], y2), yx
2 = (y1, [x1, x2, y2]) ∈

V ×V.

Démonstration. Cette preuve est basée essentiellement sur l’identité fonda-
mentale sans prendre en considération la propriété de l’antisymétrie du
crochet Nambu-Lie.

Les définitions de l’opérateur δ et des applications π, ρ nous donnent
la propriété (1).
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Pour la propriété (2) et (3) on utilise l’identité fondamentale en consi-
dérant le commutateur [π(x), π(y)] = π(x)π(y)− π(y)π(x) tel que

[π(x), π(y)](z1, ..., zp)

=
p
∑

i=1
(z1, ..., [x1, x2, [y1, y2, zi]]− [y1, y2, [x1, x2, zi]], ..., zp)

= (π(yx
1) + π(yx

2))(z1, ..., zp).

Pour prouver la propriété (4) on utilise les propriété précédentes en l’oc-
curence (1), (2) et (3).

Soit δn−1π(x) = π(x)δn−1 d’où

(δnπ(x)− π(x)δn)ρ(y) = 0,

pour tout (x, y) ∈ V ×V.
On a

(δnπ(x)− π(x)δn)ρ(y) = δnπ(x)ρ(y) + π(x)ρ(y)δn−1 − π(x)π(y)
= δn(ρ(y)π(x) + ρ(yx

1) + ρ(yx
2) + π(x)ρ(y)δn−1 − π(x)π(y)

= −ρ(y)δn−1π(x) + π(x)ρ(y)δn−1 + π(y)π(x)− π(x)π(y)
+π(yx

1) + π(yx
2)− (ρ(yx

1) + ρ(yx
2)δn−1

= (π(x)ρ(y)− ρ(y)π(x)− ρ(yx
1)− ρ(yx

2))δn−1 = 0.

Pour vérifier la propriété (5) il suffit, d’utiliser les deux propriété (1) et (4)
et l’hypothèse d’induction

δnδn+1ρ(x) = δnπ(x)− δnρ(x)δn =

δnπ(x) + ρ(x)δn−1δn − π(x)δn = 0, ∀x ∈ V ×V.

5.4.3 Cohomologie de Takhtajan des algèbres de Nambu et de Nambu-
Lie ternaires

Dans ce paragraphe on donne quelques remarques concernant la co-
homologie des algèbres de Nambu-Lie ternaire introduite par Takhtajan.
La construction suit la procédure décrite dans la section précédente.

Soient A = (V, [., ., .]) une algèbre de Nambu ternaire et W = V × V.
On définit un produit sur W par

(x1, x2) · (y1, y2)
= ([x1, x2, y1], y2) + (y1, [x1, x2, y2]).

Ce produit vérifie la propriété suivante qui est en fait la condition de Jacobi

X · (Y · Z)−Y · (X · Z) = (X ·Y) · Z, ∀X, Y, Z ∈W.

En effet, ce produit est nonassociatif et on ne peut pas doter W d’une
structure d’algèbre de Lie.

Soit H un W−module, on a la propriété suivante :

X · (Y · h)−Y · (X · h) = (X ·Y) · h, ∀X, Y, Z ∈W, ∀h ∈ H.

On considère ϕ : W×p → H une application p-linéaire.
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L’opérateur cobord δ défini par

δp ϕ(X1, ..., Xp+1) =

∑
1≤i<j≤p+1

(−1)i+1ϕ(X1, ..., Xj−1, Xi · Xj, ..., Xp+1)

+ ∑
1≤i≤p+1

(−1)iXi · ϕ(X1, ..., Xp+1).

Vérifie δ2 = 0. Ainsi, la cohomologie des algèbres de Nambu ternaires ou
de Nambu-Lie ternaires découlent de la cohomologie des algèbres de Lie.
Pour H = V∗, cette construction donne le dual du complexe homologique
présenté par Takhtajan [43].

Soient V une algèbre de Nambu ternaire et W = V ×V. On considère
les deux applications linéaires f : V → V et ϕ : W →W tel que

ϕ(y1, y2) = ( f (y1), y2) + (y1, f (y2)).

Notons que l’ensemble des applications linéaires ϕ forme une sous-
algèbre de Lie L.

Soit δ : {p(W)→ {p+1(W) une application linéaire définie par

δh(X1, ..., Xp+1) = ∑
1≤i<j≤p+1

(−1)i+1h(X1, ..., Xj−1, Xi.Xj, ..., Xp+1)+

∑
1≤i≤p

(−1)iXi.h(X1, ..., Xp+1) + (−1)ph(X1, ..., Xp).Xp+1.

où {k(W) est l’espace vectoriel des applications K-linéaires de W dans W.
On a δ2h = 0. Soient A0 = W et Ap l’espace des applications de W⊗p dans
{(V). Toute application ψ de Ap peut s’étendre à une application ψ dans
{i(W) telle que ψ(X1, ..., Xp−1, .) est dans L. On considère δ : Ap → Ap+1,
on obtient l’opérateur cohomologique sur Ai de la manière suivante :

δ0(x1, x2) = [x1, x2, .].

δ1ψ(x1, x2)(x3) = ψ(x1, x2, x3)− [ψ(x1), x2, x3]− [x1, ψ(x2), x3]− [x1, x2, ψ(x3)].

δ2ψ(x1, x2, y1, y2)(x3) = ψ([x1, x2, y1], y2, y3) + ψ(y1, [x1, x2, y2], y3)
+ψ(y1, y2, [x1, x2, y3]) + [ψ(x1, x2, y1), y2, y3] + [y1, ψ(x1, x2, y2), y3]
+[y1, y2, ψ(x1, x2, y3)]− [x1, x2, ψ(y1, y2, y3)]− ψ(x1, x2, [y1, y2, y3]).

5.5 Cohomologie de Poisson

Nous définissons maintenant la Cohomologie de Poisson pour une al-
gèbre de Poisson (A, ·, {., .}) ; Le crochet de Poisson sur A sera également
désigné par π,pour que π(F, G) = {F, G}, pour F, G ∈ A. Pour k ∈ N,
l’espace des k-cochaînes de la cohomologie de Poisson est par définition le
complexe χk(A), l’espace vectoriel sur F des k-dérivations antisymétriques
de A. L’opérateur de cobord de Poisson est le Poisson analogue de l’opéra-
teur de cobord de Chevalley-Eilenberg, où Hom(∧kg, g) a été remplacé par
χk(A), et où le crochet de Lie [., .] est le crochet de Poisson {., .}. A savoir,
l’application linéaire graduée sur F (de degré 1) δp : χ•(A)→ χ•+1(A) est
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défini, pour Q ∈ χq(A), où q ∈ N, par

δ
q
π(Q)[F0, ..., Fq] : =

q

∑
i=0

(−1)i{Fi, Q[F0, ..., F̂i, ..., Fq]}+ (5.1)

∑
0≤i<j≤q

(−1)i+jQ[{Fi, Fj}, F0, ..., F̂i, ..., F̂j, ..., Fq], (5.2)

pour tout F0, ..., Fq ∈ A. Afin d’établir que δ
q
π(Q) est en effet une multi-

dérivation antisymétrique de A et que δ
q+1
π ◦ δ

q
π = 0, pour q ∈ N, nous

relions l’opérateur de cobord au crochet de Schouten. En fait, la formule
explicite pour le crochet de Schouten [., .]S, implique que

δ
q
π(Q) = −[Q, π]S, (5.3)

pour Q ∈ χq(A). Ainsi, δ
q
π(Q) est le crochet de Schouten de deux

multi-derivations antisymétriques, de sorte qu’il est lui-même une multi-
dérivation antisymétrique. Afin de voir que δ

q+1
π ◦ δ

q
π = 0, nous écri-

vons l’identité de Jacobi graduée du crochet de Schouten pour le triplet
(Q, π, π),

(−1)q−1[Q, [π, π]S]S − [π, [Q, π]S]S + (−1)q−1[π, [π, Q]S]S = 0, (5.4)

où nous avons utilisé le degré q décalé d’un q-dérivation est q − 1, en
particulier le degré décalée de p est 1. Etant donné [π, π]S = 0 (car p est
un crochet de Poisson) et comme [Q, p]S = −(−1)q[π, Q]S (l’anti-symétrie
graduée de [., .]S), l’identité (5.4) se réduit à [π, [π, Q]S]S = 0, pour tout
Q ∈ χq(A), montrant que δ

q+1
π ◦ δ

q
π = 0, pour tout q ∈ N. Ainsi, nous

avons un complexe, le complexe de cohomologie de Poisson de A,

...χq−1(A) //δ
q−1
π // χq(A)

δ
q
π // Xq+1(A)

δ
q+1
π // ...

Les éléments de Kerδ
q
π sont appelés les q-cocycles de Poisson, tandis

que les éléments de Imδ
q−1
π sont appelés les q-cobords de Poisson. Les

éléments du q-ième espace de cohomologie de Poisson sont les q-cocycles
de Poisson modulo les q-cobords de Poisson,

Hq
π(A) := Kerδ

q
π/Imδ

q−1
π

Pour q ∈ N∗etH0
π(A) := Kerδ0

π. L’espace vectoriel gradué

H•π(A) :=
⊕
q∈N

Hq
π(A)

est dite cohomologie de Poisson de A.
Dans le cas d’une variété de Poisson (M, π), on remplace dans la construc-
tion au-dessus des multi-dérivations de A par les champs de multivecteur
sur M, ce qui conduit au complexe suivant

...χq−1(M) //δ
q−1
π // χq(M)

δ
q
π // Xq+1(M)

δ
q+1
π // ...
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où l’opérateur de cobord δπ est défini par (5.3), pour Q ∈ χq(M)
(un q-champ vecteur sur M). Ce complexe est appelé complexe de co-
homologie de Poisson de M. Le q-ème espace de cohomologie de Poisson
de(M, π), respectivement la cohomologie de Poisson de (M, π), est dési-
gné par Hq

π(M) respectivement H•π(M).

Remarque 5.5 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson sur F. Oubliant le produit associative,
(A, {., .}) est tout simplement une algèbre de Lie et il est logique de considérer
C•(A, A), avec l’opérateur de cobord de Chevalley-Eilenberg. Cela donne précisé-
ment (5.1), de sorte que l’opérateur de cobord de Poisson (A, ·, {., .}) est l’opéra-
teur cobord de Chevalley-Eilenberg, restreinte aux multi-dérivations de (A, ·).

Pour des valeurs petits de q, l’opérateur cobord de Poisson δ
q
π a une

interprétation naturelle, qui donne une interprétation naturelle pour l’es-
pace de cohomologie de Poisson Hq

π(A). On peut lire facilement décollé
de (5.1) que pour F ∈ χ0(A) = A et V ∈ χ1(A) ,

δ0
π(F) = χF, δ1

π(V) = −lVπ, (5.5)

où nous rappelons que χF est la dérivation hamiltonienne associée à F ∈
A, et lV désigne la dérivée de Lie par rapport à V . En outre, pour Q ∈
χ2(A) et F, G, H ∈ A,

δ2
π(Q)[F, G, H] = {F, Q[G, H]}+ Q[F, {G, H}]+ 	 (F, G, H).

Il résulte de (5.5) que Poisson 0-cocycles sont Casimirs,

H0
π(A) = Cas(A),

les 1-cocycles de Poisson sont des dérivations de Poisson et les 1-cobords
de Poisson sont les dérivations hamiltoniennes. En désignant l’espace de
toutes les dérivations de Poisson de A par P(A), il en résulte que

H1
π(A) =

P(A)

Ham(A)

Les 2-cocycles de Poisson Q ∈ χ2(A) sont des bidérivations anti-
symétrique qui satisfont [π, Q]S = 0, autrement dit, ils sont ceux qui sont
compatibles avec {., .}, les 2-cocycles de Poisson sont les bidérivations, ob-
tenus comme une dérivé de Lie de la structure de Poisson. Il en résulte
que

H2
π(A) =

biderivations anti− symetrique compatible avec{., .}
derivations de Lie{., .}

H2
π(A) et H3

π(A) apparaît naturellement dans la théorie de la déforma-
tion. Il existe un morphisme naturel de la cohomologie de de Rham vers
la cohomologie de Poisson, ce morphisme est défini de la même manière
dans le cas d’une variété lisse. Nous construisons d’abord une application
linéaire

π] : Ω1(A)→ χ1(A)GdF 7→ GχF. (5.6)

Il est clair que cette application est bien définie ; par exemple, on a pour
tout F, G ∈ A qui π](Dd(FG) − FdG − GdF) = χFG − FχG − GχF = 0,
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où nous avons utilisé (3) de la Proposition 1.4 dans la dernière étape.
L’application π] étend naturellement à une Une A-application linéaire

∧•π] : Ω•(A)→ ∧•χ1(A)→ χ•(A),

qui est explicitement donnée par

∧qπ](FdG1 ∧ ...∧ dGq) = FχG1 ∧ ...∧ χGq ,

pour tout F, G1, ..., Gq ∈ A. Elle conduit à un morphisme naturel entre
la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Poisson (A, π).

Proposition 5.2 Soit (A, ·, {., .}) une algèbre de Poisson. Les applications ∧qπ] : Ωq(A) →
χq(A) définir une application de la chaîne à partir de (Ω•(A), d) de (χ•(A), δπ),
soit, pour chaque q ∈ N, le diagramme suivant est commutatif :

Ωq(A)
d //

∧qπ]

��

Ωq+1(A)

∧q+1π]

��
χq(A)

δ
q
π

// χq+1(A)

Elle conduit pour chaque q ∈ N à une application F-linéaire Hq
dR(A) →

Hq
π(A).

5.6 Cohomologie des algèbres Hom-Poisson

Soit (A, ·, {., .}, α) une algèbre Hom-Poisson multiplicative. Pour tout
entier non négatif k, notons par αk la k-ème composition de α, i.e. αk =
α ◦ ... ◦ α(k− f ois).

En particulier, α0 = Id et α1 = α. Si (A, ·, {., .}, α) est une algèbre Hom-
Poisson régulière, on note par αk la k-ème composition de α et α−k l’inverse
de α.

Définition 5.2 Pour tout entier non négatif k, une application linéaire Q : A → A est appelée
αk-dérivation d’une algèbre Hom-Poisson multiplicative (A, ·, {., .}, α), si

Q ◦ α = α ◦Q

et

Q(x · y) = Q(x) · αk(y) + αk(x) ·Q(y)

avec x, y ∈ A.

Généralement αn-n-dérivation est une application n linéaire Q : A ∧
...∧ A→ A tel que

Q(x1 · x′1, α(x2), ..., α(xn)) = αn(x1) ·Q(x′1, x2, ..., xn) + Q(x1, x2, ..., xn) · αn(x′1)
(5.7)

avec x′1, x1, x2, ..., xn ∈ A
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Définition 5.3 Une n-cochaine de Hom-Poisson est une application n linéaire φ :
A ∧ A ∧ ...∧ A︸ ︷︷ ︸

n f ois

→ A qui satisfait

– α ◦ φ = φ ◦ α⊗n

– φ is an αn-(n + 1)-dérivation.

On note par χn(A) l’ensemble des n-cochaines de Hom-Poisson, et
χ(A) =

⊕
n≥0 A .

Pour n ≥ 1, on appelle un opérateur n-cobord d’une algèbre Hom-
Poisson (A, ·, {., .}, α) une application linéaire δn : χn(A)→ χn+1(A) défi-
nie par

δn(Q)(x0, ..., xn) =
n

∑
j=0

(−1)j{αn−1(xj), Q(x0, ..., x̂j, ..., xn)} (5.8)

+ ∑
0≤i<j≤n

(−1)i+jQ({xi, xj}, α(x0), ..., α̂(xi), ..., α̂(xj), ..., α(xn))

(5.9)

Lemme 5.2 Si Q est une αn−1-n-dérivation alors δn(Q) est une αn-(n + 1)-dérivation.

Démonstration. On a

δnQ(x0 · x′0, α(x1), ..., α(xn)) = αn(x0) · δnQ(x′0, x1, ..., xn)+ δnQ(x0, x1, ..., xn) · αn(x′0)

= αn(x0) · (
n

∑
j=0

(−1)j{αn−1(xj), Q(x′0, ..., x̂j, ..., xn)}

+ ∑
0≤i<j≤n

(−1)i+jQ({xi, xj}, α(x′0), ..., α̂(xi), ..., α̂(xj), ..., α(xn)))

+ (
n

∑
j=0

(−1)j{αn−1(xj), Q(x0, ..., x̂j, ..., xn)}

+ ∑
0≤i<j≤n

(−1)i+jQ({xi, xj}, α(x0), ..., α̂(xi), ..., α̂(xj), ..., α(xn))) · αn(x′0)

(5.10)

d’autre part

δnQ(x0 · x′0, α(x1), ..., α(xn)) =
n

∑
j=1

(−1)j{αn(xj), Q(x0 · x′0, α(x1), ..., α̂(xj), ..., α(xn))}+

{αn−1(x0 · x′0), Q(α(x1), ..., α̂(xj), ..., α(xn))}

+ ∑
1≤i<j≤n

(−1)i+jQ({α(xi), α(xj)}, α(x0) · α(x′0), α2(x1), ..., α̂2(xi), ..., α̂2(xj), ..., α2(xn)))

+
n

∑
j=1

(−1)jQ({x0 · x0, α(xj)}, α2(x1), α2(x2), ..., α̂2(xj), ..., α2(xn))

(5.11)
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=
n

∑
j=1

(−1)jαn(x0) · {αn−1(xj), Q(x′0, x1, ..., x̂j, ..., xn)}

+
n

∑
j=1

(−1)j{αn−1(xj), αn−1(x0)} · α(Q(x′0, x1, ..., x̂j, ..., xn))

+
n

∑
j=1

(−1)jαn(x′0) · {αn−1(xj), Q(x0, x1, ..., x̂j, ..., xn)}

+
n

∑
j=1

(−1)j{αn−1(xj), αn−1(x′0)} · α(Q(x0, x1, ..., x̂j, ..., xn))

+ αn(x0) · {αn−1(x′0), Q(x1, ..., x̂j, ..., xn)}
+ {αn−1(x0), Q(x1, ..., x̂j, ..., xn)} · αn(x′0)

+
n

∑
j=1

(−1)jαn(x0) ·Q({x′0, xj}, α(x1), ..., α̂(xj), ..., α(xn))

+
n

∑
j=1

(−1)jQ(α(x0), α(x1), ..., α̂(xj), ..., α(xn)) · {αn−1(x′0), αn−1(xj)}

+
n

∑
j=1

(−1)jαn(x′0) ·Q({x0, xj}, α(x1), ..., α̂(xj), ..., α(xn))

+
n

∑
j=1

(−1)jQ(α(x′0), α(x1), ..., α̂(xj), ..., α(xn)) · {αn−1(x0), αn−1(xj)}

+ ∑
1≤i<j≤n

(−1)i+jαn(x0) ·Q({xi, xj}, α(x′0), α(x1), ..., α̂(xi), ..., α̂(xj), ..., α(xn))

+ ∑
1≤i<j≤n

(−1)i+jQ({xi, xj}, α(x0), α(x1), ..., α̂(xi), ..., α̂(xj), ..., α(xn)) · αn(x′0).

(5.12)

À partir de (5.10), (5.12) et en utilisant le fait que Q est une αn−1-n-
dérivation et l’identité Hom-Leibniz, nous pouvons conclure que δn est
une αn-(n + 1)-dérivation.

Théorème 5.1 Soit (A, ·, {., .}, α) une algèbre Hom-Poisson et δn : χn(A) → χn+1(A) un
opérateur défini par (5.14) alors

δn+1 ◦ δn = 0 (5.13)

pour n ≥ 1.

Démonstration. Voir [1]

Par conséquent, χ(A) avec ces opérateurs on définit un complexe de
cohomologie d’une algèbre Hom-Poisson.



5.7. Cohomologie des algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson 79

L’espace des n-cocycles est défini par

Zn(A) = {Q ∈ χn(A) : δnQ = 0}

et l’espace des cobords est défini par

Bn(A) = {ψ = δn−1Q : Q ∈ χn−1(A)}

On appele le nime groupe de cohomologie d’une algèbre Hom-Poisson
(A, ·, {., .}, α) le quotient

Hn =
Zn

Bn .

5.7 Cohomologie des algèbres ternaires Hom-Nambu-
Poisson

Définition 5.4 On appele une p-cochaine ternaire une application linéaire ψ : A⊗2p+1 → A,
l’ensemble des p-cochaines sur A est

χp = {ψ : A ∧ A ∧ ...∧ A→ A, ψ est une αp drivation}

Définition 5.5 On appele, pour n ≥ 1, l’opérateur n-cobord d’une algèbre ternaire Hom-Poisson
(A, µ, {., ., .}, α) l’application linéaire δn : χn(A)→ χn+1(A) définie par

δn(Q)(x1, ..., x2n+1) =
n

∑
j=1

2n+1

∑
k=2j+1

(−1)jQ(α(x1, ..., {x2j−1, x2j, xk}, ..., α(x2n+1))+

n

∑
k=1

(−1)k−1{αn−1(x2k−1), αn−1(x2k, Q(x1, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., x2p+1))}+

(−1)n+1{αn−1(x2n−1), Q(x1, ..., x2n−1, x2n), αn−1(x2n−1)}+
(−1)n+1{Q(x1, ..., x2n−1), αn−1(x2n), αn−1(x2n−1)} (5.14)

Proposition 5.3 Si Q est une α(n−1)-(n+ 2)-dérivation alors δn(Q) est une αn-(n+ 4)-dérivation
si est seulement si

α ◦ µ(Q⊗ αn−2 ◦ {., ., .}) = (−1)Sgnτα ◦ µ(Q⊗ αn−2 ◦ {., ., .}) ◦ τ. (5.15)

pour tout τ ∈ Sn, où Sn est le groupe de permutation et (−1)Sgn(τ) est le signe
de permutation de τ.



80 Chapitre 5. Cohomologie

Démonstration. On a

δnQ(x1 · x′1, α(x2), ..., α(x2n+1)) = αn(x1) · δnQ(x′1, x2, ..., x2n+1)+ δnQ(x1, x2, ..., x2n+1) · αn(x′1)

= αn(x1) · (
n

∑
j=1

2n+1

∑
k=2j+1

(−1)jQ(α(x′1, ..., {x2j−1, x2j, xk}, ..., α(x2n+1))+

n

∑
k=1

(−1)k−1{αn−1(x2k−1), αn−1(x2k, Q(x′1, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., x2p+1))}+

(−1)n+1{αn−1(x2n−1), Q(x′1, ..., x2n−1, x2n), αn−1(x2n−1)}+
(−1)n+1{Q(x′1, ..., x2n−1), αn−1(x2n), αn−1(x2n−1)})

+ (
n

∑
j=1

2n+1

∑
k=2j+1

(−1)jQ(α(x1, ..., {x2j−1, x2j, xk}, ..., α(x2n+1))+

n

∑
k=1

(−1)k−1{αn−1(x2k−1), αn−1(x2k, Q(x1, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., x2n+1))}+

(−1)n+1{αn−1(x2n−1), Q(x1, ..., x2n−1, x2n), αn−1(x2n−1)}+
(−1)n+1{Q(x1, ..., x2n−1), αn−1(x2n), αn−1(x2n−1)}) · αn(x′1) (5.16)

D’autre part pour n > 1

δnQ(x1 · x′1, α(x2), ..., α(x2n+1)) = −Q({x1 · x′1, α(x2), α(x3)})+ {x1 · x′1, α(x2), Q(α(x3))}+
{x1 · x′1, Q(α(x2)), α(x3)}+ {Q(x1 · x′1), α(x2), α(x3)}+

n

∑
j=2

2n+1

∑
k=2j+1

(−1)jQ(α(x1 · x′1, ..., {α(x2j−1), α(x2j), α(xk)}, ..., α2(x2n+1))−

2n+1

∑
k=3

Q(α({x1 · x′1, α(x2), α(xk)}, ..., α2(x2n+1))+

n

∑
k=2

(−1)k−1{αn−1(α(x2k−1)), αn−1(α(x2k), Q(x1 · x′1, ..., α(x̂2k−1), α(x̂2k), ..., α(x2n+1)))}+

{αn−1(x1 · x′1), αn−1(α(x2), Q(α(x3), ..., α(x2n+1)))}+
(−1)n+1{αn−1(x2n−1), Q(x1 · x′1, ..., α(x2n−1), α(x2n)), αn−1(α(x2n+1))}+

(−1)n+1{Q(x1 · x′1, ..., α(x2n−1)), αn−1(α(x2n)), αn−1(α(x2n+1))} (5.17)

À partir de (5.16), (5.17) et en utilisant le fait que Q est une α(n−1)-
(n + 2)-dérivation, l’identité Hom-Leibniz et la condition , nous pouvons
conclure que δn est une αn-(n + 4)-dérivation.

Théorème 5.2 Soit (A, µ, {., ., .}, α) une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson et δn : χn(A)→
χn+1(A) l’opérateur défini par (5.14) alors

δn+1 ◦ δn = 0 (5.18)

pour n ≥ 1.

D’où χ(A) avec ces opérateurs définie un complexe de cohomologie
d’une algèbre ternaire Hom-Nambu-Poisson.
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L’espace des n-cocycles est défini par

Zn(A) = {Q ∈ χn(A) : δnQ = 0}

et l’espace des cobords est défini par

Bn(A) = {ψ = δn−1Q : Q ∈ χn−1(A)}

On appele le nime groupe de cohomologie d’une algèbre Hom-Poisson
(A, ·, {., .}, α) le quotient

Hn =
Zn

Bn .
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A.1. Classification des algèbres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson en
dimension 3 85

A.1 Classification des algèbres ternaires non-
commutatives de Nambu-Poisson en dimension 3

On considère l’algèbre de Lie engendrée par {e1, e2, e3} avec le crochet
{e1, e2, e3} = e1. On cherche la multiplication µ qui vérifie la condition
d’associativité et la compatibilité. En outre, elle définira une algèbre non-
commutative ternaire de Nambu-Poisson (A, {., ., .}, µ)

A.1.1 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet
de Lie et de la multiplication

Rentrer les constantes de structure du crochet de Lie
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Vérification de l’identité de Nambu

Vérification de la condition d’associativité

Vérification de la condition de compatibilité
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Résolution (rechercher les constantes de structure de la mutiplication
qui vérifient les deux conditions d’associativité et la compatibilité)
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Nombre de résultats trouvés
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Affichage des résultats

Remarque A.1 la multiplication ne doit pas vérifier la commutativité.
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A.2 Classification des algèbres ternaires non-
commutatives Hom-Nambu-Poisson en dimension

3

A partir des algèbres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson
(A, {., ., .}, µ) obtenu dans la classification au dessus, on va chercher les
constantes de structures du morphisme α qui vérifient les deux conditions
suivantes

1. α{x, y, z} = {α(x), α(y), α(z)}, ∀x, y, z ∈ A

2. α ◦ µ = µ ◦ α⊗2

pour obtenir par twist des algèbres ternaires non-commutatives Hom-
Nambu-Poisson (A, {., ., .}, µ, α)

A.2.1 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet
de Lie et de la multiplication

Rentrer les constantes de structure du crochet de Lie

Rentrer les constantes de structure de la multiplication obtenues aupa-
ravent
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Déclarer les constantes de structure du morphisme α

Vérification de la première condition (Multiplicativité par rapport au
crochet)

Vérification de la deuxième condition (multiplicatvité par rapport à la
multiplication)

Résolution
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Affichage des résultats
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A.3 Classification des algèbres de Poisson-Lie réso-
lubles en dimension 4

Étant donnée une algèbre de Lie M définie par

M3
a : {e1, e4} = e1; {e2, e4} = e3; {e3, e4} = −ae2 + (a + 1)e3.

Nous construisons toutes les multiplications associatives qui munissent M
d’une structure d’algèbre de Poisson.

A.3.1 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet
de Lie et de la multiplication

Rentrer les constantes de structure du crochet de Lie

Imposer la condition de commutativité de la multiplication recherchée

Vérification de la condition d’associativité
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Vérification de la condition de compatibilité
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Résolution
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Nombre de résultats

Affichage des résultats
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Titre Déformation et quantification des algèbres n-aires

Résumé Une algèbre n-aire est un espace vectoriel sur lequel est défi-
nie une multiplication avec n arguments. Classiquement les multiplica-
tions sont binaires, mais depuis la mécanique de Nambu et l’utilisation
en physique théorique de multiplications ternaires, comme les produits
de Nambu, de nombreux travaux mathématiques se sont focalisés sur ce
type d’algèbres. Deux classes d’algèbres n-aires sont essentielles : les al-
gèbres n-aires associatives et les algèbres n-aires de Lie. Les algèbres de
Nambu ont été étudiées comme une généralisation naturelle d’une algèbre
de Lie pour les opérations algébriques d’ordre supérieur. Par définition,
une algèbre de Nambu d’ordre n sur un corpsK de caractéristique nulle se
compose d’un espace vectoriel V surK avec une opérationK-multilinéaire
antisymétrique , appelé le crochet de Nambu, qui satisfait la généralisation
suivante de l’identité de Jacobi. A savoir, pour tout x1, ..., xn−1 ∈ V

{x1, ..., xn−1, {xn, ..., x2n−1}} = {{x1, ..., xn−1, xn}, xn+1, ..., x2n−1}
+ {xn, {x1, ..., xn−1, xn+1}, xn+2, ..., x2n−1}

+ ... + {xn, xn+1, ..., x2n−2, {x1, ..., xn−1, x2n−1}}, (A.1)

Cette dernière notion, très importante dans l’étude de la mécanique de
Nambu-Poisson est une généralisation naturelle des algèbres de Lie. Dif-
férents aspects de la mécanique de Nambu, y compris la quantification,
la déformation et diverses constructions algébriques pour les algèbres de
Nambu ont été récemment étudiés. En outre, une généralisation twisté,
appelée algèbres Hom-Nambu, est apparue dans les déformations des al-
gèbres de champs de vecteurs utilisant des σ-dérivations.
Dans cette thèse, on s’est intéressé aux algèbres n-aires de Nambu-Poisson,
particulièrement aux algèbres ternaires de Nambu-Poisson. On a introduit
les algèbres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson et le type
Hom de ces dernières. On a défini et caractérisé aussi la somme directe et
le produit tensoriel de deux algèbres ternaires (non-commutatives) Hom-
Nambu-Poisson. On a établi des théorèmes de constructions des algèbres
ternaires Hom-Nambu-Poisson en utilisant le principe de twist. Ce proces-
sus est utilisé pour construire des algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson
correspondantes à l’algèbre ternaire des polynômes où le crochet est dé-
fini par le Jacobien. On a obtenu la classification en dimension trois des
algèbres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson. En outre nous
avons proposé une procédure de construction d’une algèbre ternaire de
Nambu-Poisson à partir d’un crochet binaire, d’une algèbre de Poisson
et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compatibilité.
De nombreux exemples en dimension 4 sont produits en utilisant cette
procédure de construction qui nous a permis par ailleurs d’établir une
classification en dimension 4 des algèbres de Poisson à partir des al-
gèbres de Lie résolubles. La même procédure de construction a été appli-
quée pour construire des algèbres ternaires Hom-Nambu-Poisson à par-
tir des algèbres Hom-Poisson. Enfin, Nous avons étudié la cohomologie
des algèbres Hom-Poisson et la cohomologie des algèbres ternaires Hom-
Nambu-Poisson.



Mots-clés Algèbre n-aire, algèbre de Nambu-Poisson, algèbre Hom-
Nambu-Poisson, classification, twist, déformation, algèbre non-
commutative de Poisson

Title Quantization and deformation of n-ary algebras

Abstract An n-ary algebra is a vector space on which is defined a multi-
plication of n arguments. Classically multiplications are binary, but since
the use in Nambu Mechanics and theoretical physics of ternary products,
many mathematical works have been focused on this type of algebra. Two
n-ary algebra classes are essential : the associative n-ary algebra and n-ary
Lie algebra. Nambu algebras have been studied as a natural generaliza-
tion of a Lie algebra for higher- order algebraic operations. By definition,
Nambu algebra of order n over a field K of characteristic zero consists of a
vector space V over K together with a K-multilinear skew-symmetric ope-
ration, called the Nambu bracket that satisfies the following generalization
of the Jacobi identity. Namely, for any x1, ..., xn−1 ∈ V

{x1, ..., xn−1, {xn, ..., x2n−1}} = {{x1, ..., xn−1, xn}, xn+1, ..., x2n−1}
+ {xn, {x1, ..., xn−1, xn+1}, xn+2, ..., x2n−1}

+ ... + {xn, xn+1, ..., x2n−2, {x1, ..., xn−1, x2n−1}}, (A.2)

When n = 2, the fundamental identity becomes the Jacobi identity and we
get a definition of a Lie algebra. Different aspects of Nambu mechanics,
including quantization, deformation and various algebraic constructions
for Nambu algebras have recently been studied. Moreover, a twisted ge-
neralization called Hom-Nambu algebras have been also developed. This
kind of algebras called Hom-algebras appeared as a deformation of alge-
bras of vector fields using σ-derivations.
In this thesis, we were interested by n-ary Nambu-Poisson algebras, par-
ticularly by the ternary Nambu-Poisson algebras. We introduced (non-
commutative) ternary Nambu-Poisson algebras and a Hom-type of (non-
commutative) ternary Nambu-Poisson algebras. We also defined direct
sum and tensor product of two (non-commutative) ternary Hom-Nambu-
Poisson algebras, provide construction theorems of ternary Hom-Nambu-
Poisson algebras using the twisting principle. This process is used to
construct ternary Hom-Nambu-Poisson algebras corresponding to the ter-
nary algebra of polynomials where the bracket is defined by the Jaco-
bian. We provide a classification of 3-dimensional ternary Nambu-Poisson
algebras and then computed corresponding Hom-Nambu-Poisson alge-
bras using twisting principle. In addition, we proposed a construction
procedure of a ternary Nambu-Poisson algebra from a binary bracket of
a Poisson algebra and a trace function that satisfies some compatibility
conditions. We established a classification of Poisson algebras from Sol-
vable Lie algebras (binary). Applying the construction procedure descri-
bed above, we have established a classification of ternary Nambu-Poisson
algebras constructed from solvable Poisson algebras in dimension 4. The



same construction procedure is applied to construct ternary Hom-Nambu-
Poisson algebras from Hom-Poisson algebras. Finally, we studied cohomo-
logy of Hom-Poisson algebras and cohomology of ternary Hom-Nambu-
Poisson algebra.

Keywords n-ary algebra, Nambu-Poisson algebra, Hom-Nambu-Poisson
algebra, classification, twisting, deformation, non-commutative Poisson al-
gebra
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