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Résumeé

Une algebre n-aire est un espace vectoriel sur lequel est définie une multiplication sur n
arguments. Classiquement les multiplications sont binaires, mais depuis l'utilisation en
physique théorique de multiplications ternaires, comme les produits de Nambu, de nombreux
travaux mathématiques se sont focalisés sur ce type d'algébres. Deux classes d'algebres n-aires
sont essentielles : les algebres n-aires associatives et les algébres n-aires de Lie.

Les algebres de Nambu ont été étudiées comme une généralisation naturelle d’une algebre de
Lie pour les opérations algébriques d’ordre supérieur.

Par définition, une algébre de Nambu d’ordre n sur un corps IK de caractéristique nulle se
compose d’un espace vectoriel V sur IK avec une opération IK -multilinéaire antisymétrique

{1}V >V, appelé le crochet de Nambu, qui satisfait la généralisation suivante de
I’identité de Jacobi. A savoir, pour tout X, X,,..., X, €V

{Xl’ R Xn—l’ {Xn L X2n—1}}: {{XI’ R Xn—l’ Xn }’ Xn+l' Tt X2n—l}+ {Xn ! {Xl’ Tt Xn—l’ Xn+1}’ Xn+2’ T X2n»1}
toot {Xn ' Xn+11 ) X2n-2’{X1' e Xn-l' X2n-l}}'

Cette derniere notion, tres important dans I'étude de la mécanique de Nambu-Poisson ou lorsque
n = 2, I’'identité fondamentale devient I’identité de Jacobi et nous obtenons une définition d’une
algébre de Lie.

Différents aspects de la mécanique de Nambu, y compris la quantification, la déformation et
diverses constructions algébriques pour les algébres de Nambu ont été récemment étudiés. En
outre, une generalisation twiste, appelé algébres Hom-Nambu. Ce type d’algebres appelé Hom
algébres apparu comme la déformation des algébres de champs de vecteurs en utilisant o -
dérivations.

Dans cette thése, on s’intéressé aux algébres n-aires de Nambu-Poisson, particulierement les
algebres ternaires de Nambu-Poisson, on a introduit les algébres ternaires (non-commutative)
de Nambu-Poisson et le type Hom de ces derniers, on a défini aussi la somme directe et le
produit tensoriel de deux algebres ternaires (non-commutatives) Hom-Nambu-Poisson, en
fournissant les théorémes de constructions des algebres ternaires Hom-Nambu-Poisson en
utilisant le principe de twist, Ce processus est utilisé pour construire des algébres ternaires
Hom-Nambu-Poisson correspondante a I’algébre des polyndmes ternaire ou le crochet est défini
par le Jacobien. On a établi la classification en dimension trois des algébres ternaires non-
commutatives de Nambu-Poisson. En outre nous avons proposé une procédure de construction
d’une algebre ternaire de Nambu-Poisson a partir d”un crochet binaire d’une algébre de Poisson
et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compatibilité. Nous avons trouvé
beaucoup d’exemple en dimension 4, en utilisant cette proceédure de construction qui nous a
permis d’établir une classification en dimension 4 des algebres de Poisson a partir des algebres
de Lie résolubles.

On appliguant la procédure de la construction décrite ci-dessus, on a établi une classication des
algébres ternaires de Nambu-Poisson construite a partir des algébres de Poisson résolubles en
dimension 4. La méme procédure de construction a été appliquée pour construire des algébres
ternaires Hom Nambu-Poisson a partir des algebres Hom-Poisson. Enfin Nous avons introduit
la cohomologie des algébres Hom-Poisson et la cohomologie des algébres ternaire Hom-
Nambu-Poisson.



Abstract

An n-ary algebra is a vector space on which is defined a multiplication of n arguments.
Classically multiplications are binary, but since the use of theoretical physics ternary
multiplications like Nambu products, many mathematical works has focused on this type of
algebra. Two n-ary algebra classes are essential: the associative algebra n-ary and Lie algebra
of n-ary.

Nambu algebras have been studied as a natural generalization of a Lie algebra for higher- order
algebraic operations. By definition, Nambu algebra of order n over a field IK of characteristic
zero consists of a vector space V over IK together with a IK-multilinear skew-symmetric

operation {.,...,.}:V" —V, called the Nambu bracket that satisfies the following generalization
of the Jacobi identity. Namely, for any X, X,,..., X, €V

{XI’ R Xn—l’ {Xn L X2n—1}}: {{XI’ R Xn—l’ Xn }’ Xn+l' ] X2n—l}+ {Xn ! {Xl’ T Xn—l’ Xn+1}’ Xn+2’ T X2n»1}
toot {Xn ' Xn+1’ e X2n-2’{X1' T Xn-l' X2n-l}}'

Cette derniére notion, trés important dans I'étude de la mécanique de Nambu-Poisson ou

When n = 2, the fundamental identity becomes the Jacobi identity and we get a definition of a
Lie algebra.

Different aspects of Nambu mechanics, including quantization, deformation and various
algebraic constructions for Nambu algebras have recently been studied. Moreover, a twisted
generalization called Hom-Nambu algebras. This kind of algebras called Hom-algebras
appeared as deformation of algebras of vector fields using o -derivations.

In this thesis, we were interested by nary Nambu-Poisson algebras, particularly by the ternary
Nambu-Poisson algebras we introduced (non-commutative) ternary Nambu-Poisson algebras
and a Hom type of (no-commutative) ternary Nambu-Poisson algebras, we also define direct
sum and the tensor product of two (hon-commutative) ternary Hom-Nambu-Poisson algebras,
providing theorems of construction of ternary Hom-Nambu-Poisson algebras using the twisting
principle, This process is used to construct ternary Hom-Nambu-Poisson algebras
corresponding to the ternary algebra of polynomials where the bracket is defined by the
Jacobian.We provide a classification of 3-dimensional ternary Nambu-Poisson algebras and
then compute corresponding Hom-Nambu-Poisson algebras using twisting principle. In
addition, we proposed a construction procedure of a ternary Nambu-Poisson algebra from a
binary bracket of a Poisson algebra and a trace function that satisfies some conditions of
compatibility.

We found many examples in dimension 4, we had a lot of algebra which gave us the idea to
establish a classification of Poisson algebras from Solvable Lie algebras. Applying the
construction procedure described above, we have established a classification of ternary Nambu-
Poisson algebras constructed from solvable Poisson algebras in dimension 4. The same
procedure of construction is applied to construct ternary Hom Nambu-Poisson algebras from
Hom-Poisson algebras. Finally, we introduced cohomology of Hom-Poisson algebras and
cohomology of ternary Hom-Nambu-Poisson algebra.
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INTRODUCTION...

Durant les dernieres décennies, il y a eu un intérét croissant pour les
applications de diverses généralisations n-aires de la structure d’algebre
de Lie ordinaire a des problémes de physique théorique, qui a culminé
dans les derniéres années. Les opérations n-aires algébriques sont, cepen-
dant, trés anciennes : les opérations ternaires sont apparues pour la pre-
miere fois associées a des matrices cubiques qui ont été introduites par A.
Cayley au milieu du XIX éme siécle et qui ont aussi été considérées par J.J.
Sylvester une quarantaine d’années plus tard. En dépit de cela, le travail
mathématique moderne sur les multiopérateurs d’anneaux et des algebres
commence plus tard avec une série d’articles par Kurosh (voir [33]). En
particulier, les algebres linéaires sont données par un espace vectoriel sur
lequel certaines opérations multilinéaires sont définies. Cette classe gé-
nérale des algebres est, cependant, plus grande que les deux principales
généralisations des algébres de Lie a discuter dans cette these, qui sera
désigné d’une fagon générique comme algebres n-aires. Dans ceux-ci, le
crochet de Lie standard est remplacé par le crochet n-aire qui est multi-
linéaire avec n > 2. La structure de l'algebre étant définie par l'identité
caractéristique satisfaite par le crochet n-aire.

Dans les années 70, Nambu a proposé un systéme hamiltonien gé-
néralisé fondé sur un produit ternaire, le crochet de Nambu-Poisson, qui
permet d’utiliser plus d’un hamiltonien [36]. La motivation la plus récente
pour les crochets ternaires est liée a la théorie des cordes et M-branes, les
structures ternaires de type Lie ont été étroitement liée a la super symé-
trie et les transformations symétriques de Gauge et ont été appliquée a
I'étude de la théorie de Bagger-Lambert. En outre les opérations ternaires
apparues lors de 1’étude de certains modeles de quarks. En 1996, la quan-
tification des crochets de Nambu-Poisson a été étudiée dans [21], elle a été
présentée dans une nouvelle approche de Zariski.

La formulation algébrique de la mécanique de Nambu a été discutée
dans [42] et les algébres de Nambu ont été étudiées dans [22] comme
une généralisation naturelle d’une algebre de Lie pour les opérations
algébriques d’ordre supérieur. Par définition, une algebre de Nambu
d’ordre n sur un corps K de caractéristique nulle se compose d'un es-
pace vectoriel V sur K avec une opération K-multilinéaire antisymé-
trique [.,---,.] : A"V — V, appelée le crochet de Nambu, qui satis-
fait la généralisation suivante de l'identité de Jacobi. A savoir, pour tout
X1, ..., Xy—1 € V on définit une action adjointe ad(xy,...,x,—1) : V — V par
ad(x1, ..., Xp—1)Xn = [X1, ..., Xu—1, Xn], X, € V. Ensuite, l'identité fondamen-
tale est une condition affirmant que l’action adjointe est une dérivation
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par rapport au crochet de Nambu, i.e. pour tout x1,..., x,—1,Y1,.... yn €V

ad(x1, oo, Xp—1)[Y1, s Yn] = Z[yl,..., ad(x1, ooy Xy—1) Yy -or Y- (1)
k=1

Lorsque n = 2, l'identité fondamentale devient 1'identité de Jacobi et nous
obtenons une définition d"une algébre de Lie.

Différents aspects de la mécanique de Nambu, y compris la quan-
tification, la déformation et diverses constructions algébriques pour les
algébres de Nambu ont été récemment étudiées. En outre, une généra-
lisation twistée, appelée algebres Hom-Nambu, ont été introduites dans
[9]. Ce type d’algebres appelé Hom-algebres sont apparues dans les dé-
formations quantiques des algébres de champs de vecteurs, utilisant les
o-derivations. Le premiers exemples de g-déformations ont concerné les
algebres de Witt et Virasoro. Puis Hartwig, Larsson et Silvestrov ont in-
troduit un cadre général et étudié les algebres Hom-Lie [30], dans les-
quelles l'identité de Jacobi est twistée ou déformée par un homomor-
phisme. Les algebres associatives correspondantes, appelés les algéebres
Hom-associatives ont été introduites par Makhlouf et Silvestrov dans [35].
Les algebres non-commutative Hom-Poisson ont été discuté dans [48]. De
méme les algebre n-aires de type-Hom ont été introduites dans [g]], voir
aussi [3} 2, 16, 49, [47]-

Ce travail de thése est divisé en cinq chapitres. Dans le premier cha-
pitre on revoie les définitions et les généralités sur les algebres n-aires, en
s’intéressant a quelques types d’algebres n-aires, les algebres n-aires asso-
ciatives et les algebres n-Lie ou les algebres n-aires de Nambu-Lie o1 on
donne des définitions et quelques exemples fondamentaux, ainsi que les
representations. Dans le deuxiéme chapitre, on se penche sur les algebres
n-aires de Nambu-Poisson et on présente la solution récemment obtenue
combinant la quantification par déformation avec une «seconde quanti-
fication. L'approche est appelée quantification de Zariski parce qu’elle
est basée sur la factorisation des polyndmes (réels) irréductibles, et ca
nécessite d’aller un peu plus loin (développements de Taylor de poly-
ndémes sur polyndmes)[21]. Dans le troisiéme chapitre, on introduit les
algebres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson et le type-Hom
des algebres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson, on définit
aussi la somme directe et le produit tensoriel de deux algébres ternaires
(non-commutatives) Hom-Nambu-Poisson. On donne quelques construc-
tions d’algebres ternaires Hom-Nambu-Poisson et on généralise le prin-
cipe de twist a ce type d’algebres. Par ailleurs, on établit une classification
en dimension trois des algebres ternaires non-commutatives de Nambu-
Poisson.

Cependant, dans le quatrieme chapitre, on porte notre interét sur la
construction des structures ternaires a partir des structures binaires, plus
précisément, on propose une procédure de construction d'une algebre ter-
naire de Nambu-Poisson a partir d"un crochet binaire d"une algébre de
Poisson et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compati-
bilité. Pour illustrer cette approche, nous avons cherché des exemples. On
montre qu’il n'y a pas d’algébre de Nambu-Poisson ternaire construite a
partir des algebres de Poisson en dimension 3. En revanche, en dimen-
sion 4, il existe de nombreux exemples. Cela nous a conduit a établir une
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classification en dimension 4 des algebres de Poisson a partir des algebres
de Lie résolubles puis en appliquant la procédure de construction décrite
ci-dessus, on a établi une classification des algebres ternaires de Nambu-
Poisson construite a partir des algebres de Poisson résolubles en dimen-
sion 4. La méme procédure de construction est appliquée pour construire
des algebres ternaires Hom Nambu-Poisson a partir des algebres Hom-
Poisson.

Dans le cinquieme chapitre, on introduit les ingrédients de l'algebre
homologique, la (co)homologie de Hochschild des algebres associatives et
la cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algebres de Lie. On rappelle
par ailleurs la cohomologie des algébres ternaires de type Lie et des al-
gebres de Nambu ternaires, ceci en utilisant le procédé de Takhtajan. On
donne quelques résultats sur la cohomologie des algebres Hom-Poisson et
la cohomologie des algebres ternaires Hom-Nambu- Poisson.
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Définition 1.2

Définition 1.3

Définition 1.4

ALGEBRES 71-AIRES

GENERALITES ET DEFINITIONS

Soit K un corps commutative de caractéristique zéro et A un K-espace
vectoriel. Soit n € IN ot1 n > 2.

Une structure d’algebre n-aire sur A est donnée par une application n-linéaire
A" — A,
on note par(A, u) chaque algebre n-aire.

Les algebres classiques (les algebres associatives, les algébres de Lie,
les algebres de Leibniz par exemple) sont des algebres binaires données
par un produit 2-aire.

Une sous-algebre d'une algebre n-aire (A, u) est un sous-espace vectoriel W de A
tel que la restriction de y vers W™ satisfait u(W®") C W.

Dans ce cas (W, jt) est aussi une algebre n-aire.

Soit (A, u) une algebre n-aire. Un ideal de (A, u) est une sous-algebre (I, u)
satisfaisant :

H(A®p ® I®A®n—p—1) C I,
pour tout p =0,..,n—1, et oit AR =1® A = I.

Soit (A1, p1) et (Ap, pa) deux algebres n-aires. Un morphisme des algebres n-
aires est une application linéaire ¢ : Ay — Ay satisfaisant

o 0 ¥ = ¢ o .

Dans ce cas, le noyau ker¢p du morphisme ¢ est un idéal de (A, j1).
En effet, si x € ker¢, alors

PN Q. QxR ...Qx,-1))
= (P(x1) ® ... P(x) ® .. P(x,-1)) =0. (1.1)
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1.1.1

Remarque 1.1

1.1.2

Définition 1.5

Remarque 1.2

Algebres n-aires commutatives et symétriques
Une algebre n-aire (A, p) est dite symétrique si elle satisfait
U(xo(1) ® . @ Xp(m)) = p(X1 ® ... @ xn),

pour tout xi,..,x, € A et pour tout ¢ € S,, ou S, est le groupe de
permutation.

L'algebre (A, i) est dite antisymétrique si
H(Xo(1) ® oo ® Xg(n)) = (1) Du(x; ® ... ® x,),
pour tout ¢ € S,, ot S, est le groupe de permutation et (—1)¢() est le
signe de permutation de ¢.
L'algebre (A, u) est dite commutative si
desn(—l)e(”)y(xa(l) ® ... ® Xg(ny) = 0, pour tout xy, ..., x, € A.

Toute algeébre n-aire symétrique est commutative.

Dérivations
Soit (V, u) une algebre n-aire.

Une dérivation d'une algebre n-aire (V, i) est une appilication linéaire D : V —
V vérifiant

-

Il
—

D(u(x1, .., xn)) = ¥  u(x1, ., D(Xi), e X1n), (1.2)

pour tout x1,...,x, € V.

Toutes les dérivations de (V, it) génerent une sous-algebre de 1'algebre
de Lie gl(V). On l'appelle 'algebre des dérivations de V et elle est dési-
gnée par Der(V).

Pour tout x1, ..., X,—1 dans V, Soit ad(xy, ..., x,—1) une application linéaire don-
née par

ad(x1, ..., xp—1)(x) = p(x1, ., Xp_1,%),
Alors, cette application linéaire est une dérivation (intérieure) si et seulement si
le produit y satisfait

n
U1 s X1, WY1 e Yn)) = YUY oo (XD, ooy X1, i)y oo Y)- (1.3)
i=1

Nous allons étudier un tel produit pour les algébres n-Lie. Si n = 2, ce
qui montre que les I'applications ad(X) sont des dérivations de (V, i) si
et seulement si le produit binaire satisfait

iy y2)) = w(p(x, ), y2) + plyr, u(x, y2)
et (V,u) est une algebre de Leibniz ([16]). Ainsi, pour tout 1, une
algebre n-aire (V,u) satisfaisant 1’équation est appelée algebre n-
Leibniz.
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1.2 ALGEBRES N-AIRES ASSOCIATIVES

L'intérét de la classe des algébres associatives dans le cas binaire est
bien connu. Il est naturel de généraliser 1'associativité au cas n-aire. Il
existe deux fagons usuelles de leur généralisation, appelées associativité
partielle et totale (voir [28]) et plus récemment les notions d’associati-
vité o-partielle et associativité o-totale ont été introduites dans ([37]). Les
algebres partiellement et totalement associatives de type n-aires, ont été
aussi considérées par Gnedbaye.

Définition 1.6  Une algebre (A, u) est
— partiellement associative si y satisfait

n
Z ]’l(xll v Xi—1, l’l(xi/ iy xn+i—l>l Xiptis oeer xanl) =0 (14)
i=1

— totallement associative si y satisfait

(X1, oes Xn), Xpg1, eos Xon—1) = P2, P(X2, ooy Xnt1), Xnt2, oo X2n—1)

H(XL X2, y(x3, ey Xn+2), X143 s xanl)

= (X1, X2, o0 Xp—1, (X, ooy X2n—1))
pour tout x1,...,X2,—1 € A

Exemple 1.1 Le produit de Gerstenhaber Soit A une algébre associative (binaire)
et H*(A,A) sa cohomologie de Hochschild. L'espace des k-cochaines est
CK(A) = Homy (A%, A). Gerstenhaber [27] a défini une algébre pré-Lie
graduée ®CX(A) avec le produit

oum: C"(A) x C"(A) — C"T=1(A) (1.5)
donnée par

(f ®m g) (X1 &..Q Xnerfl) =

Y (DDA ® .. @ g(Xi @ e ® Xigm1) @ oo @ Xpsm—1)-
=1

Le k-cochaine y qui satisfait I'identité y ey ;. u = 0 construit avec A une structure
k-aire partiellement associative.

1.3 ALGEBRES NAMBU-LIE (n-LIE)

Plusieurs notions d’algebres n-Lie (Nambu-Lie) ont été présentées
pour généraliser des algebres de Lie pour des algebres n-aires. La pre-
miere généralisation est diie a Filippov [22]. Ces algebres ont été étudiées
d’un point de vue algébrique (classification, simplicité, nilpotence, repré-
sentations) et en raison de leurs relations avec la mécanique de Nambu.
La seconde généralisation est la notion introduite avec le point de vue
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1.3.1

Définition 1.7

Définition 1.8

Définition 1.9

1.3.2

d’homotopie d’algebre. Dans cette these Nous sommes intéressés par la
premiére approche appelée algebre n-Lie (Nambu-Lie). Dans cette section,
nous présentons les définitions et étudions les propriétés des algebres n-
Lie introduites par Filippov.

Définitions
Une algebre n-aire antisymétrique est une algebre n-aire de Nambu-Lie si la gé-
néralisation de l'identité de Jacobi suivante est satisfaite :

n
{{xl/ seey xi’l}r y1/ cey }/n—l} = Z{xl/ ey Xi—1, {xi/ yl/ ceey yn—l}r xi+1r sy xi’l}/
i=1

(1.6)
pour tous yq, ..., n, 01, ..., Vn—1 € A.
La condition [1.6|est appelée l'identité fondamentale, pour n = 2 l'identité devient
l'identité de Jacobi, et on retrouve la définition d'une algebre de Lie.
L’algebre n-aire de Nambu-Lie est aussi appelée n-Lie.

Soient (A, {.,...,.}) et (B,{., ...,.}) deux algebres n-aires de Nambu-Lie. Un mor-
phisme d’algebres n-aire de Nambu-Lie est une application linéaire f : A — B
vérifiant :

f{x1, . xn}) ={f(x1), ., f(xn)}, VX1, o0, xn € Al

Soit (A,{.,...,.}) une algeébre n-aire de Nambu-Lie, et soit f : A — A une
application linéaire. On dit que f est une dérivation de A si elle vérifie la condition
suivante, pour tout xi,...,x, € A :

f{x1, ., x0}) = i{xl,...,f(xi),..., Xn '}

i=1

Exemples fondamentales

1. Cet exemple a été donné par Fillipov. Soit A un espace vectoriel de
dimension n sur K. Soit {vy,..., 0,11} une base de A. Le produit
suivant

{01,020, 000, Tiy ooy Vpg1 } = (—1)" 10, (1.7)

pour i =1,..,n + 1, fournit avec A une structure d’algebre n-aire de
Nambu-Lie. On note cette algebre A, 1.

Théoreme 1.1 Si K = C, toute algébre n-aire de Nambu-Lie simple est de dimension n + 1

et elle est isomorphe a A, 41

2. Soit A = K[Xj, ..., X;;] des algebres associatives de n polyndmes in-
déterminés. Nous considérons le produit

{Py, ..., Py} = Jac(Py, ..., Py), (1.8)

ou Jac désigne la jacobienne, qui est le déterminant de la matrice ja-
cobienne des dérivées partielles de Py, ..., P,. A muni avec ce produit
est une algebre n-aire de Nambu-Lie de dimension finie.
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3. Les crochets de Nambu généralisent directement 'exemple précé-

dent. Soit A = C®(IR?) l'algebre des fonctions différentielles sur R>.
Cette algebre est considérée comme des observables classiques sur
I'espace de dimension trois R3 de coordonnées x, y,z. Nous considé-
rons sur A le produit

{f1, fo, f3} = Jac(f1, fa, f3)- (1.9)

Ce produit est un produit de l'algebre ternaire de Nambu-Lie qui
généralise le crochet de Poisson usuel des opérations binaire a des
opérations ternaires.

4. Toute algebre n-aire de Nambu-Lie de dimension 7 est abélienne.

. Soit V = R*, un espace euclidien orienté de dimension 4, et le cro-

chet de trois vecteurs 7, 7, z égal au déterminant suivant

X1 Y1 z21 €

yz =X xyYxZ =2 2 a2

X3 Y3 23 €3
X4 Y4 Z4 €4

3
ou {ej, e, e3,e4} est la base orthonormale de R* et Y = Y xi?i>,
i=1
3 3
Y = Yyie etz = ¥ ze. Alors (V,],.,.]) est une algebre ter-
i=1 i=1

naire de Nambu-Lie.

1.3.3 Représentations

Définition 1.10

Proposition 1.1

Nous introduisons les notions d’objet fondamental et d’algebre de
Leibniz de base d'une algébre n-aire de Nambu-Lie. Ces dernieres seront
utiles pour les représentations des algebres n-aires de Nambu-Lie ou les
algebres n-Lie.

Soit (A,{.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et L(A) = A'"'A Ia
(n — 1)-eme puissance extérieure de A. Les éléments L(A) sont appelés objets
fondamentaux. Pour X = x1 A .. ANxp_1,Y = y1 A . Ayy—1 € L(A), on défi-

nit :

— L’action des objets fondamentaux sur A par :

Vze A X -z=uadx(z) = {x1,..., Xxn_1,2}.

— La multiplication (composition) de deux objets fondamentaux par :

XY =X-Y=Y i A AX-Yi A e Ay
i=1

On prolonge les définitions précédentes a tout ’espace L(A) par linéa-

rité.

Les deux opérations définies ci-dessus vérifient :

X-(Y-Z)=(X-Y)-Z+Y - (X-2Z), (Regle de Leibniz)
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— adxy = —ady.x,
- Eldx.y = leX o ady — (Zdy o adx.

Proposition 1.2 Soit (A,{.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie. Les applications adx pour
X € L(A) sont des dérivations de A, elles sont appelées dérivations intérieures
de A.

Proposition 1.3  Soit (A, {.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie. L'espace L(A) muni de la
composition d’objets fondamentaux est une algebre de Leibniz. Elle est appelée
algebre de Leibniz de base de I'algebre A.

Remarque 1.3 1l est possible de montrer que la composition des objets fondamentaux est antisy-
métrique, en effet, soit X = xqy A ... Ax,_1 € L(A), alorson a :

n—1
(X, X] = Y a AL AX-x A Ax
i=1
n—1
= Z X1 A A [Xl, ceey Xiyaeey xn_l,x,-] N e N Xy
i=1
n—1
= ) 0 ALAOA.LAx,g =0.
i=1
1l est aussi a noter que dans [27], 'auteur considére comme acquis le fait que
I'algébre de Leibniz de base d’une algebre n-aire de Nambu-Lie soit antisymé-
trique.

Nous donnons maintenant quelques exemples d’algébres de Leibniz

de base
Exemple 1.2 (27) - On consideére I'algébre n-aire de Nambu-Lie de dimension n + 1, notée
A1, dont le crochet est donné, dans la base (e;)1<i<p+1, par :
[e1, s €i 1,811, eni1] = (—1)e;. L'algebre de Leibniz de base de cette

algebre est isomorphe a l'algebre de Lie 50,41 (K).

- L'espace K|x1, ..., x| des polyndmes a n variables, muni du jacobien est une
algebre n-aire de Nambu-Lie. Son algebre de Leibniz de base est isomorphe
a l'algebre des champs de vecteurs sans divergence Sy,_1.

Remarque 1.4  En utilisant la notion d’objets fondamentaux, il est possible de réécrire l'identité
fondamentale comme suit :

X-(Yz)=(X-Y)-z+Y-(X-2),VX,Y € A" 1A, Vz € A.

Nous introduisons, maintenant, les notions de représentation d’algebre
n-aire de Nambu-Lie et de module n-aire de Nambu-Lie , ainsi que le lien
entre les deux notions.

Définition 1.11  Soit (A, [, ..., -]) une algeébre n-aire de Nambu-Lie et soit V un espace vectoriel.
Une représentation de A dans V est une application linéaire p : N""1A —
End (V') vérifiant la condition suivante :

VX, Y € A"TIA, (X Y) = p(X) o p(Y) — p(Y) 0 p(X). (1.10)

Autrement dit, p est un morphisme d’algebre de (L(A), -) dans End(V') muni du
commutateur.
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Définition 1.12
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Définition 1.14

Proposition 1.4

Proposition 1.5
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Soit (A, {., ...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et L(A) son algebre de Leibniz
de base. Une représentation de A dans K est une application linéaire p : L(A) —
¢l (K) ~ K telle que :

p([X,Y]) = [p(X),p(Y)] = 0.

Soit (A, ., ...,.]) une algeébre n-aire de Nambu-Lie et L(A) son algebre de Leibniz
de base. L'application ad : L(A) — End(A) qui a un objet fondamental X
associe l'opérateur adjoint correspondant adyx : A — A;adx(z) = X - z est une
représentation de (A, {.,...,.}) dans son espace vectoriel sous-jacent.

Soit (A,{.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soient p : L(A) — V et
o' : L(A) — W deux représentations de A. On dit que les représentations p et o
sont équivalentes s'il existe un isomorphisme f : V.= W tel que

fleX)(y) =" (X)(f(y), VX € L(A),y € A.

Soit (A,{.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit p : L(A) — V une
représentation de A. La représentation p est dite triviale si kerp = L(A), elle est
dite fidele si kerp = 0.

Soit (A,{., ...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit V un espace vectoriel.
On dit que V est un A-module n-aire de Nambu-Lie si on a sur B = A 4V une
structure d’algebre n-aire de Nambu-Lie telle que A soit une sous-algebre de B et
V un idéal abélien de B (au sens de Kuz'min, c’est-a-dire {V,V,B, ..., B} = 0).
Dans ce cas, on dit que B = A + V est le produit semi-direct de A et V, son
crochet est donné, pour tout yy,...,y, € Boity; = x; +v;avecx; € Aetv; €V,
par :

n .
{y1, s Yt = {x1, 0, X0} + Z(—l)”_l{x1,..., Xi 1, Xit1, s X, Ui}
i=1

Soit (A, {.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit V un A-module. On
définit pour tout X = x1 A ... A xy—1 € AN""LA une application linéaire p(X) :
V — Vpar p(X)(v) = X -0 = [x1,..., x,_1,0] puis on prolonge p & N" "1 A par
linéarité. L'application p est une représentation de A dans V , de plus, elle vérifie
la propriété suivante :

p([X1, e Xn| ANY2 AN e A1) =

(=) o(xi Aya A e Ayp1) 0 p(X1 A e AXi g AXip1 Ao Axy). (1.11)

M:

i=1
La réciproque de cette proposition est vraie, a savoir :

[27] Soit (A,{.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit p : L(A) —
End(V') une représentation de A. Si p vérifie la condition alors V est un
A-module, oit le crochet de A est étendua A+ 'V par :

{x1, ., xp—1,0} = p(x1 A e AXy—1)(0), VX1, o, X1 € A, EV,

et
{1, Yn-—2,v,w} =0,Yy1,..., Y2 € V+Av,w e V.
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Remarque 1.5 - Le crochet construit dans la proposition|1.5} que la condition soit satisfaite
ou non, définit un module de Lie sur L(A), I'algébre de base de A. La
condition permet d’assurer que A + V muni de ce crochet soit une
algeébre n-aire de Nambu-Lie .

- La définition d’une représentation donnée par Kasymov dans [45] exige aussi la
condition (1.11). Ainsi, au sens de cette définition, la donnée d’une repré-
sentation d’algébre n-aire de Nambu-Lie équivaut a la donnée d"'un module
n-aire de Nambu-Lie.

- Dans le cas d'une algebre de Lie (n = 2), la condition est suffisante car,
dans ce cas, la condition lui est équivalente.

Exemple 1.5 (27) L’algeébre de Leibniz de base de I'algebre A, 11 (exemple 2.1.35) est isomorphe
a 50,41 (K). L'isomorphisme entre L(A) et s0,,+1(K) est donné par :

e A NGA NG A Aegyr — (1) T e i <,
oiL e;j est la matrice d’ordre n + 1 définie par :

(eij)ij = 1,‘ (61']')]'1' = —1; (el-]-)kl = OSZ(k,l) 7& (l,])

Cet isomorphisme définit une représentation de A,41 dans Ky, 41. D’autre part,
toute représentation p de A1 dans un espace vectoriel V peut étre définie par
un morphisme d’algebre de Lie de s0,.1(K) dans End(V). De plus, une telle
représentation vérifie la condition si et seulement si

p(Rijks)(v) =0,Vo €V,

Rijks = eijesk + eisexj + eixejs-

Nous présentons maintenant quelques propriétés des modules n-aires
de Nambu-Lie [27].

Définition 1.15  Soit (A, {., ...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire de
Nambu-Lie sur A. On appelle sous-module n-aire de Nambu-Lie de V tout sous-
espace vectoriel W C V tel que {x1, ..., x,—1,w} € W, pour tout x1, ..., Xx,_1 € A
et pour tout w € W.

Définition 1.16  Soit (A, {.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire
de Nambu-Lie sur A. - On dit que V est simple, ou irréductible, si ses seuls
sous-modules sont 0 et lui-méme. - On dit qu'il est semi-simple, ou complete-
ment réductible, s'il est une somme directe de sous-module simples, ou de maniére
équivalente si tout sous-module admet un supplémentaire.

Proposition 1.6  Soit (A, {.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire de
Nambu-Lie sur A. Tout sous-module de V et tout module quotient de V est un
module n-aire de Nambu-Lie sur A. De plus, si V; et V, sont deux modules n-aire
de Nambu-Lie, alors Vi @ V5 est un module n-aire de Nambu-Lie sur A.

Proposition 1.7 Soit (A, {.,...,.}) une algebre n-aire de Nambu-Lie et soit V un module n-aire de
Nambu-Lie sur A. Le module V est simple (resp. semi-simple) si et seulement s’il
est simple (resp. semi-simple) en tant que module de Lie sur L(A).
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Définition 1.18

Remarque 1.6

Définition 1.19
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AUTRE GENERALISATION DES ALGEBRES DE LIE

Les algebres n-aires de type Lie sont les généralisations au cas n-aire
des algebres de Lie. Les deux principales généralisations découlent de
deux interprétations de l'identité de Jacobi :

— Les algebres n-aire de Nambu-Lie, présentées précédemment, ol
I'identité de Jacobi est vue comme étant le fait que les applications
adjointes (multiplications a gauche) soient des dérivations.

— Les algebres de Lie généralisées, ou lidentité de Jacobi est vue
comme le fait que la somme sur Sy,_; des crochets imbriqués soit
nulle. Il existe aussi d’autres types d’algebres n-aires liées aux al-
gebres de Lie, notamment les algebres n-Leibniz qui sont la version
non-antisymétrique des algébres n-aires de Nambu-Lie, ainsi que
les systemes triples de Lie qui sont partiellement antisymétriques.
Nous donnerons les définitions et quelques propriétés de bases de
ces algebres.

Une algebre de Lie généralisée d’ordre n (G,[.,...,.]) est un espace vectoriel
G muni d’'une opération n-aire [, ...,.] antisymétrique et vérifiant, pour tout
X1, .oy Xon—1 € G, la condition suivante :

Z on(l)/ ooy Xg(n)],xg(nJrl), ooy xU(anl)] =0 (1.12)

oe§2n—1

La condition s’appelle identité de Jacobi généralisée. Lorsque n = 2,
on retrouve l'identité de Jacobi.

Une algebre n-Leibniz (gauche) (L, |., ...,.]) est un espace vectoriel L muni d’une
opération n-aire |.,...,.] vérifiant, pour tout xq, ..., Xy—1,Y1, .., Yn € A, l'identité
suivante :

n

[xll" Xn—1, ]/1/ /yn Zyll xl/--/xnfllyi]lﬂ'/yn]' (1‘13)
=1

L'identité (1.13) peut s’écrire :
n

G(xll"‘l xn71>([y1/~-'/y71 Z Yi,.. r X1,..., xn—l)(yi)/---/]/n],

i=1

oit G(x1, ..., Xy—1) = [x1,..., Xp_1,.] est opérateur de multiplication a gauche,
si on le remplace par celui de multiplication a droite D(x1,..,xy—1) =
[., X1, ..., Xn_1], I'algebre définie est alors appelée algebre n-Leibniz droite.

Les algebres n-Leibniz sont la version non antisymétrique des algebres n-Lie.
Aussi, dans le cas antisymétrique, les identités n-Leibniz gauche et droite sont
équivalentes.

Un systeme triple de Lie (T, [.,.,.]) est un espace vectoriel T muni d’une opéra-
tion ternaire |[., ., .| vérifiant les conditions suivantes :
— Pour tout x,y,z € T

oy, 2l + 1y 2 6] + [z,0,9] = 0,
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Proposition 1.8

Définition 1.20

Définition 1.21

Définition 1.22

Proposition 1.9

— Pour tout x,y,z € T
[x,y,z] = —[y,x,z2],
— Pour tout x,y,z1,22,23 € T
[x,y, (21,22, 23]] = [[x, ¥, 21), 22, 23] + [21, [%, Y, 22]]) + [21, 22[%, Y, 23] ]

Nous allons présenter maintenant deux résultats qui permettent de
construire des algebres n-aires de type Lie a partir d’algebres n-aires de
type associatif, généralisant le fait qu'une algebre associative munie du
commutateur soit une algebre de Lie.

Soit (A, m) une algebre n-aire partiellement associative. On définit sur A I'opé-
ration n-aire |[., ...,.| par :

[xl,..., xn] = Z m(x‘,(l),..., xo(n))

oesn-l

Vxl,..., x, € A.
L'algebre (A, ., ...,.]) est une algebre de Lie généralisée.

La construction suivante est une autre généralisation du commutateur,
elle est due a Yau.

On considere I'ensemble X = ay, ..., a, de cardinal n > 2. On définit I'ensemble
W, comme étant I'ensemble des mots de X de longueur n donné par :

Wa = ayaz, —axmy
et
Wy = Zay, —anZ : Z € Wy,_1 pour n > 2.

Soit V un espace vectoriel, et soit w = *a,...a;, € Wy. On définit I'application
w: AP — A®" par :

w(vy, .., 0p) = 205, ® ... @V,

En utilisant 'application w définie ci-dessus, on définit une générali-
sation du commutateur, le n-commutateur :

Soit (A, m) une algebre n-aire. On définit sur A le n-commutateur [A, ..., A] :

A" — A par:
(X1, 0] = ) m(w(xy, ..., xn))

weW,
Vx1, ..., xn € A.

Par exemple, pour n = 2 on retrouve le commutateur usuel, a savoir :
[x1,x2] = m(x1,x2) — m(x2,x1).
Pour n = 3, le n-commutateur prend la forme suivante :
[x1, X2, x3] = m(x1,x2,x3) — m(x3,x1,x2) + m(x3, x2,x1) — m(x2, x1,X3).

Soit (A, m) une algebre n-aire totalement associative. Alors (A,[.,...,.]), oit
[., ..., .] est le n-commutateur, est une algeébre n-Leibniz. En particulier, I'algebre
ainsi obtenue pour n = 3 est un systeme triple de Lie.
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Définition 2.1

Définition 2.2

Exemple 2.1

ALGEBRES 71-AIRES DE
NAMBU-POISSON

ALGEBRES 71-AIRES DE NAMBU-POISSON

Une algebre n-aire de Nambu-Poisson (A, u, {.,...,.}) est un espace vectoriel A
muni d’'une application bilinéaire y : A x A — A et une application n-linéaire
{0y .} 1 A" — A tel que

1. (A, ) est une algebre binaire associative commutative,
2. (A {., ...,.}) est une algebre n-aire de Nambu-Lie (n-Lie),
3. et la régle de Leibniz

{u(xr, x1), %2, e X0} = w21, {x1, %2, o, X0 }) + p({x1, X2, ..., X }, X1),
pour tout x,x1,X2, ..., X, € A.

Une algebre n-aire de Nambu-Poisson est une algebre n-aire non-
commutative de Nambu-Poisson si la multiplication u n’est pas néces-
serement commutative.

Soient (A, u,{.,.....}) et (A", u', {.,...,.}') deux algebres n-aires de Nambu-
Poisson. Une application linéaire f : A — A’ est un morphisme d’algebre si
les conditions suivantes sont satisfaites pour tout x1,x2, ..., x, € A

FUR o xa} = (1) )Y (2.1
fou = pof?? (2.2)
Soit C*(IR") I'algebre C™ des fonctions sur R" a valeurs dans R™ et x1, x2, ..., X

les coordonnées sur R". Nous définissons le crochet n-aire par la fonction jaco-
bienne suivante

Sf of
oxq o oxy
{flf---rfm} = : - o (2.3)
Ofm Ofm
oxq oxp

alors (C®°(R"),{.,...,.}) est une algebre n-aire de Nambu-Lie. De plus si
le crochet satisfait la régle de Leibniz : {fg, fo, ... fu} = f{g fo, s fm} +
{f, far s fm}g 0l £,8, fo, ., fn € C®(R") et la multiplication point par point
qui est fg(x) = f(x)g(x). Par conséquent, I'algebre est une algebre n-aire de
Nambu-Poisson.

15



16

Chapitre 2. Algebres n-aires de Nambu-Poisson

2.2

ME£ECANIQUE DE NAMBU

Nambu a proposé sa généralisation de la mécanique hamiltonienne
[36] en ayant a l'esprit une généralisation des équations de Hamilton de
mouvement qui permet la formulation d’une mécanique statistique sur
R3. 1l a souligné que la seule caractéristique de la mécanique hamilto-
nienne que I'on doit conserver a cet effet, est la validité du théoréeme de
Liouville. Dans cet esprit, il a considéré 1’'équation de mouvement sui-
vante :

a7

== V(T)AVR(T), 7 = (x,y,2) € R? (2.4)

ou x,y,z sont les variables dynamiques et g, & sont des fonctions de
7. Puis le théoréme de Liouville découle directement de I'identité :

V- (Vg(7)AVR(T)) =0

qui nous dit que le champ de vitesse dans 1'équation(2.4) est divergent.
Comme une motivation physique pour Eq.(2.4), Nambu a montré que les
équations d’Euler pour le moment cinétique d’un corps rigide peuvent
étre mises sous cette forme si les variables dynamiques sont considérées

comme les composantes du vecteur de moment angulaire L = (Ly, Ly, L)
et ¢ et h sont considérées comme étant, respectivement, 1’énergie c1net1que
totale et le carré du moment cinétique. En outre, il a remarqué que 'équa-
tion d’évolution pour une fonction f sur R® induite par I'équation du
mouvement peut étre écrite sous la forme :

df _ o(f,gh)
dr d(x,y,z) (2.5)

ott le terme a droite est la jacobienne de (f, g, 1) par rapport a (x,y,z).
Cette expression a été facilement généralisée a n fonctions sur IR". Le Jaco-
bien peut étre interprété comme une généralisation du crochet de Poisson :
il est antisymétrique par rapport a f, g et h et la dérivation de 1’algebre des
fonctions continues sur R?, c’est a dire, la régle de Leibniz est vérifiée pour
chaque argument. Il y a donc une complete analogie avec la formulation
du crochet de Poisson d’équations de Hamilton, sauf, & premiere vue,
pour l'équivalent de l'identité de Jacobi, qui semble faire défaut. En fait,
dans la formulation de Poisson habituelle, I'identité de Jacobi est la forme
infinitésimale du théoreme de Poisson qui précise que le crochet de deux
intégrales du mouvement est aussi une intégrale du mouvement. Si nous
voulons un théoréme similaire pour la Mécanique de Nambu il doit y avoir
une forme infinitésimale qui fournira une généralisation de l'identité de
Jacobi. Notons par if g, h} le Jacobien apparaissant dans ’équation (2.5).

Soit ¢ : 7 ¢:(7") le flux de I'équation (2.4) . Puis une généralisation
du théoreme de Po1sson qui impliquerait que ¢; est une "transformation
canonique" pour le crochet généralisé :

{fiodt, oot fsopet = {f1, fa, fa} o Pt

La différenciation de cette égalité par rapport a t donne la généralisa-
tion souhaitée de l'identité de Jacobi
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2.3. Variétés algébriques de Nambu-Poisson

Heh b fo f3} +{fu gl 23} +{fi, f {8 1 f3}}
= {81 {f1. fo. f33}.Y8, 1 f1, fo, f5 € CP(R?)

Cette idéntité et sa génaralisation dans R", appelée identité fondamen-
tale (IF), a été introduite par Flato, Fronsdal et Takhtajan[42] comme une
condition de cohérence pour la mécanique de Nambu (cette condition de
cohérence a également été formulée dans[38]]) et déduite du théoréme gé-
néralisé de Poisson : le crochet généralisé de n intégrales de mouvement
est aussi une partie intégrante du mouvement. Il s’avére que la jacobienne
sur R” satisfait 'IF. On est donc amener a la généralisation suivante.

VARIETES ALGEBRIQUES DE NAMBU-POISSON

Le concept de variété de Nambu-Poisson a été introduit par Takh-
tajan [42]. Takhtajan a remarqué que le crochet canonique de Nambu
est n-linéaire, antisymétrique et satisfait 1'identité de Jacobi généralisée.
Un exemple intéressant a été fourni par Filippov [22]. Les structures de
Poisson ternaires sont en particulier des algeébres de Nambu-Lie ternaires
avec un crochet ternaire compatible avec la multiplication.

Soit M une variété C* de dimension m. Notons A 1’algebre des fonc-
tions réelles de M. S, représente le groupe de permutations de I’'ensemble
{1, ..., N}. Nous notons par €(s) le signe de la permutation ¢ € S,

Rappelons qu'un crochet de Nambu-Poisson d’ordre n (2 < n < m)
sur M est défini par une application n-linéaire a valeurs dans A

{0, J: A" = A,

tel que les relations suivantes sont vérifiées Vfy, ..., fon—1 € A :

a) Antisymétrie

{f1 o fu} = €@ fors oo fo, }, YO € S\

b) la régle de Leibniz
{fofis for s fu} = fol frs for s fu} + {f0o for s fud f5 (2.6)

¢) l'identité fondamentale

{flr ~-rfn71/ {fnr"-ernfl}}
= {{fu, o fu-t1, fu} fus1, s fn-1}
+{fu A fr e foots fus1}s fus2s oo fan1}
+ o+ { s futts oo fon—2, {1 ooor fumts fon—1}}. (2.7)

Les propriétés a) et b) impliquent qu’il existe un n-champ de vecteur
n sur M tel que :

{f1, e fu} =n(df1, ..., dfn),Yf1, ..., fn € A. (2.8)
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Définition 2.3

Théoréme 2.1

Définition 2.4

Théoréme 2.2

Bien entendu, L'identité fondamentale impose des contraintes sur 7,
analysées dans [42]. Un n-champ de vecteur sur M est appelé un tenseur
de Nambu, si son crochet de Nambu associé défini par 1’équation (2.8)
satisfait I'IF cela nous amene a

Une variété de Nambu-Poisson (M, n) est une variété M sur laquelle est défini
un tenseur de Nambu 1. Alors M est munie d'une structure de Nambu-Poisson.

La dynamique associée a un crochet de Nambu sur M est défini par
n — 1 Hamiltoniens Hj, ..., H,_1 € A et I'évolution temporelle de f € A est
donnée par :

d
?{ = H1,..., anl,f. (29)

Supposons que le flux ¢(t) associé a I'équation existe et soit U; le le
groupe a un parametre agissant sur A par f — U;(f) = f o ¢; . Il résulte
de I'IF que :

Le groupe a un parameétre Uy est un automorphisme pour le crochet de Nambu sur
I'algebre A.

f € A est appelée une intégrale du mouvement pour le systeme défini par I'équa-

tion si elle satisfait {Hy, ..., Hy—1, f} = 0.

Il résulte de I'IF qu'un théoréme semblable de Poisson existe pour les
variétés de Nambu-Poisson :

Le crochet de Nambu de n intégrales du mouvement est aussi une partie intégrante
du mouvement.

Pour le cas n = 2, I'IF est l'identité de Jacobi et on récupere la défi-
nition habituelle d’une Variété de Poisson. Sur R?, Le crochet de Poisson
canonique de deux fonctions P(f,g) est tout simplement leur Jacobien et
Nambu a défini son crochet sur R” comme un jacobien de n fonctions
fi, s fn € C°(R") de n variables x, ..., x, :

{fi, o fu} = Z e(0) ofr Ofu (2.10)

,
0€3, 0Xy,  0Xg,

qui donne le crochet de Nambu canonique d’ordre n sur R". D’autres
exemples de Structures de Nambu-Poisson ont été trouvés dans [15]. L'une
d’eux est une généralisation des structures linéaires de Poisson et est don-
née par le crochet de Nambu suivant d’ordre n sur R"*1 :

{fi,nfu} =) elo) of Ofu Xoyirs (2.11)

s Xy 0Xg,

En général, toute variété munie d’une structure de Nambu-Poisson
d’ordre n est localement feuilletée par les variétés de Nambu-Poisson de
dimension # munie d"une structure de Nambu-Poisson canonique [25]. En
particulier, il est montré dans [25] que tout tenseur de Nambu est décom-
posable (ce fait, a été conjecturé par Takhtajan [42], a finalement été dé-
couvert comme une conséquence d'un vieux résultat [44] reproduit dans
un manuel par Schouten [39] Chap. II sect. 4 et 6, la formule (6.7)).
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QUANTIFICATION PAR DEFORMATION

C’est un point de vue développé par Moshé Flato et ses collaborateurs
dans un article fondateur de 1977 [13]. La piste explorée consiste a voir la
mécanique quantique comme une déformation de la mécanique classique,
le groupe de Lorentz est une déformation du groupe de Galilée ou inver-
sement le groupe de Galilée est une contraction du groupe de Lorentz.
Bien que la notion de perturbation soit bien connue des physiciens, cette
interprétation ne s’est développée que tardivement, la connaissance de la
cohomologie a permis peut étre d’avoir des résultats substantiels.

La quantification des variétés de Poisson a été établie par Kontsevich.
Néanmoins, la recherche de formules exactes pour une structure de Pois-
son donnée est un autre probléeme tout aussi intéressant. On connait de
nombreux exemples de formules explicites du star-produit, le plus connu
est le produit de Moyal quantifiant la structure de Poisson donnée par la
structure symplectique standard sur R2. Un autre exemple est la quantifi-
cation standard du crochet de Kirillov-Kostant-Souriau sur I'espace dual
g* d’une algebre de Lie g (Gutt, 1983).

Dans la suite, on rappelle la notion de star-produit associée a une structure
de Poisson, ainsi que le théoréme de Kontsevich qui en assure 1’existance
dans le cas général.

Dans la théorie de quantification par déformation (voir [13]]), on considere
des déformations formelles particulieres d"une algebre associative et com-
mutative :

Le premier probleme de quantification par déformation consiste a

montrer 1’existence et 1'unicité pour une variété de Poisson donnée. Ce
probléeme se décline en un probleme local qui consiste a construire un
star-produit correspondant a une structure de Poisson sur un voisinage
de l'origine d’un espace vectoriel de dimension finie, ensuite en un pro-
bleme global ot on cherche a recoller les star-produits données sur des
ouverts réalisant un recouvrement de la variété.
Dans le cas des variétés symplectiques, le théoreme de Darboux permet de
les voir localement comme 1’espace tangent TIR” muni de la structure sym-
plectique canonique, L'espace TIR" admet le star-produit de Moyal-Weyl.
Le probléme de globalisation a été résolu par De-Wilde et Lecompte en
1983 et par Fedosov en 1985 en donnant une preuve géométrique. La cor-
respondance entre les classes d’équivalence de star-produits et les classes
d’équivalence des déformations d’une structure de Poisson donnée a été
établie dans les travaux de Nest-Tsygan, Deligne, Bertelsson-Cahen-Gutt.
Le résultat général pour les variétés de Poisson est dti a Kontsevich.

(Kontsevich). Toute structure de Poisson complexe admet un star produit.

Nous présentons ici un tres bref apergu de la quantification par défor-
mation et le star-produit (voir aussi [12]). Soit M une variété de Poisson,
on note par A l'algébre des fonctions C* de M et par P(f, g) le crochet de
Poisson de f,g € A. Soit A[[v]] I'espace des séries formelles dans le para-
metre v et a coefficients dans A. x,-Le produit sur M est une déformation
associative (généralement non abélienne) du produit usuel de I'algebre A
définie sur A par :
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Définition 2.5

Définition 2.6

Définition 2.7

Remarque 2.1

Un *,-produit sur M est une application bilinéaire (f,g) — f*,gde A x A
sur A[[v]], définie par :

frug=) VC(f,8)Vf,gcA
r>0
ot Co(f,8) =fg, f,.g€ A etCr: AX A — A(r>1)sont des opérateurs
bidifférentiable (opérateurs bipseudodifferentiables peuvent parfois étre considérés)
sur A satisfont :

a) C(f,c)=Cu(c,f)=0,r>1,ceR, feA;

b) Ci(f,8) —Ci(8, f) =2P(f.8), f.g € A;
C) Zr+s:tr,520 CF(CS (f/ g)/ h) = Zr—i-s:tr,szo CV(f/ CS (gl h))/
Vt>0, f,g,h e A

Par linéarité, *, se prolonge a A[[v]] x A[[v]]. La condition a) veille a ce
quecx*, f = f*,c=cf,c € R (et peut étre omis, dans le cas ot un produit
star équivalent le vérifiera). La condition c) est équivalente a la condition
d’associativité (f *, g) *y h = f *, (g *, h). La condition b) implique que le
crochet star

[f, 8l = (fxvg—g* f)/2v,

est une déformation d’algebre de Poisson-Lie sur M. Ainsi le produit star
sur M déforme a la fois les deux structures classiques sur A, i.e. l'algebre
abélienne associative pour le produit point par point des fonctions et la
structure d’algebre de Lie donnée par le crochet de Poisson. Cela conduit
a:

Une quantification par déformation d'une variété de Poisson (M, P) est un star-
produit sur M.

Deux star-produits * et %' sont dits équivalents s'il existe une application T :
A[[v]] — Al[v]] ayant la forme :

T = Z v'T,,

r>0

oit T,(r > 1) sont des opérateurs différentiels qui s’annulent sur les
constantes et Ty = 1d, tel que

Tf+Tg=T(f+'g),Vf g€ Al[v]].

Un star-produit qui est équivalent au produit point par point des fonctions est dit
trivial.

Pour les applications en physiques, le parametre de déformation v est
pris égal a if1/2. Sur R?" I'exemple de base d"un star-produit est le produit
de Moyal définie par :

frug = exv(%P)(f,g)- (2.12)

I correspond a l'ordre de Weyl des opérateurs (symétrique totale) en
mécanique quantique. Sur R?” muni de son crochet de Poisson cano-
nique, d’autres ordres peuvent étre considérés et ils correspondent aux
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star-produits équivalents au produit de Moyal. Par exemple, le produit
star classique (qui est 'exponentielle de "la moitié du crochet de Poisson"
dans les variables p & ig) qui est équivalent au produit de Moyal. A par-
tir de maintenant, nous considérons implicitement v = i71/2. Une donnée
hamiltonienne H € A détermine 1’évolution temporelle d’'une observable
f € A par I'équation de Heisenberg :

U1, 5., @13

correspondante a un parameétre du groupe de I’évolution temporelle asso-
cié a I'équation (2.13) est donnée par 1'exponentielle star définie par :

exp.() = ¥ (L) (+HY, (214)

720.1

ou (xH)" = H x...x H (r facteurs). Alors la solution de 1’équation (2.13)
peut étre exprimée comme :

= expu () freap ()

Dans de nombreux exemples, I’exponentielle star est convergent comme
une série dans la variable ¢ dans certains intervalles (|t| < p pour 'oscilla-
teur harmonique dans le cas de Moyal) et converge comme une distribu-
tion sur M pour f fixe. Alors il est logique d’envisager un développement
de Fourier-Dirichlet de ’exponentielle star

exp. () (x) = [exp(5)an(xia),x € M, (2.15)

la "mesure" p étant interprétée comme la transformée de Fourier (dans
le sens de distribution) de I'exponentielle star de la variable t. L'équation
permet de définir le spectre de 'Hamiltonien H comme le crochet
de la mesure p. Dans le cas discret ot

tH
exp(— =) exp (x),x e M,
AEA

les fonctions 11, sur M sont interprétées comme des états propres de H
associés aux valeurs propres A, et satisfont

HxII) =)« H = AIL, IT) « Iy = 8y, Y I = 1.
AEA

Dans le cas Moyal, l'intégrale du chemin de Feynman peut étre exprimée
[40] comme la transformée de Fourier sur I’'espace des impulsions de l'ex-
ponentielle star. Dans la théorie des corps, ou le produit star classique est
pertinent, l'intégrale de chemin de Feynman est donnée (jusqu’a un fac-
teur multiplicatif) [20] par I'exponentielle star.

De ce qui précede, il doit étre clair que la quantification par déformation
fournit un schéma de quantification totalement autonome d’un systeme
hamiltonien classique et nous allons l'utiliser pour la quantification des
structures de Nambu-Poisson.
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2.5

2.5.1

2.5.2

QUANTIFICATION DE LA MECANIQUE DE NAMBU (QUAN-
TIFICATION DE ZARISKI)

Produit de Zariski

Le point de départ est une simple remarque : le jacobien de 1 fonctions
sur R" est un crochet de Nambu parce que le produit usuel des fonctions
est abélien, associative, distributive et respecte la regle de Leibniz. C’est
ce qui permet de travailler sur le déterminant fonctionnel et les proprié-
tés requises d'un crochet de Nambu (y compris l'identité fondamentale)
seront satisfaites. Par conséquent, si on remplace le produit usuel dans la
jacobienne par un nouveau produit ayant les propriétés précédentes, on
obtient une "modification jacobienne" qui est aussi un crochet de Nambu
dans le sens de la définition

Déformation de la loi du produit usuel

On commence avec N = R[xy, X2, x3] et considérer S(N) = @;_; NZ,
son algebre tensorielle symétrique sans scalaire (une sorte d’espace de
Fock sur N). On désigne par N; le semi-groupe des polyndmes normali-
sés, ceux pour lesquels le mondme maximal (le total du plus haut degré
alors le maximal e par rapport a l'ordre lexicographique des variables
(x1,x2,x3) a coefficient 1, avec la convention 0 € Nj. Dans N[v] on consi-
dere de méme, le semi-groupe (sous le produit usuel) Ni des polynomes
normalisés, ceux pour lesquels le coefficient de non-disparition de plus
bas degré dans v appartient a Nj.

On définit une application & : N — S(N) par a(P) = P; ® ... ® P, ol
P; - - - P, est la décomposition en facteurs irréductibles du coefficient de
degré 0 dans v de P € Ny et ® désigne le produit tensoriel symétrique.
Afin d’obtenir la construction de quantification on utilise maintenant une
application d’évolution

T:S(N) — N[v] (2.16)

définie par le remplacement du produit tensoriel symétrique par un pro-
duit symétrisé de Moyal. Le résultat de tout ceci est :

T(a(P)) = = ) Pp*..% Py, (2.17)

Le produit est une application de Ny x N} — Ny etsi P,Q € Nj,
alors

P x4 Qly=0 = PQ. Dans ce sens, x, est une déformation généralisée du
produit usuel sur le semi-groupe Nj, mais c’est loin d’étre une DRG-
déformation (Gerstenhaber deformation of an algebra) de 1’algebre de N.
On a seulement une déformation abélienne de la loi du semi-groupe, et si
on remplace cette loi dans la jacobienne alors la regle de Leibniz et I'iden-
tité fondamentale ne seront plus satisfaites. Ce qui manque est la distribu-
tivité de x, par rapport a l'addition. En fait, il s’ensuit a partir des résul-
tats généraux de la cohomologie d’"Harrison que DRG-déformations abé-
liennes des algebres de polyndmes sont triviales. Pour surmonter cette dif-
ficulté et de restaurer la distributivité ils utilisent une astuce inspiré par la
procédure de seconde quantification [21]. L’approche utilise les fonctions
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sur Nj (par exemple des séries formelles). Intuitivement, ils ont obtenu un
co-produit déformé et sur le dual de cet espace de fonction (polynomes
sur les polyndmes) nous aurons un produit et un produit déformé, il sera
distributive par rapport a ’addition d’espace vectoriel. Le produit des po-
lynémes est encore un polyndome. Donc a la fin ils obtiennent certains
produits déformés sur une algebre engendrée par les polynomes.

L'algebre de Zariski et ses déformations

L’algebre de "Zariski" engendrée par les polyndmes n’est autre que
l'algebre Zy du semi-groupe Nj. C’est a dire 1'algebre abélienne libre
engendrée par l'ensemble des polyndmes réels normalisés irréductibles.
NI C N; comme éléments de base.

Si on désigne par Z, 1'élement de Zy défini par u € Nj, le produit classique
de Zariski o* dans Zj est donné par

Zy, o’ Zy = Zup,u,v € Nq (2-18)

définissant Z,, = cZ, pour ¢ € IR, nous pouvons étendre le produit ci-
dessus a tous les u € N et obtenir une injection multiplicative de N en Zy
qui est non additif, c’est a dire : Z,,, # Z, + Z, (I'’addition dans Zj n’est
pas liée a I'addition dans N). C’est 'algebre Zy qui va étre quantifiée. Ils
ont considéré l'espace Z, = Zy[v] des polyndmes dans v a coefficients dans
Zy et injecter Ny dans Z, par { : (L,50 V' tr) = (L0 V" Zy,) avec ug € Ny
et u; € N, i > 1. En utilisant cette injection, on peut définir un produit
déformée de Zariski o2 basé sur x, premiérement dans les éléments de
base Zy, u = uy...uy, uj € N{r’,j =1,..metZ, par Z, 8, Z, = {(u) X0
puis ils ont prolongé par linéarité a tout I'ensemble de Z, en tenant compte
de I'exigence que le produit e annule les puissances non nuls de v :

(Z V'A,) e (Z V°Bs) = Ag ®% By, VA, Bs € Zy, 1,5 > 0. (2.19)

r>0 5>0

Le produit e est évidement associatif (car x, l'est), distributif par rapport
a I'addition dans Z, et abélien. Sa limite pour v = 0 est . Il s’agit de la
premiere étape

L’espace vectoriel Z,, muni du produit e est une algebre abélienne qui est une
déformation (généralisée) de 1'algebre abélienne (Z, o*)

I'étape suivante est de déformer le crochet de Nambu sur IR?, de définir
les dérivées 4;,1 < i < 3, sur Zj et de les prolonger a Z,. Cela permettrait
de définir d’abord le crochet classique de Nambu sur Zy. Comme la déri-
vée usuelle par rapport a x/, définie comme suit 6;Z, = Z;,,Vu € N ne
satisfait pas la regle de Leibniz, alors ils ont utilisé cette dérivée pour les
polynomes irréductibles u € Ni'" et postulant la régle de Leibniz sur le
produit v = v1v; - - - v, des polyndmes irréductibles :

(SiZUIUZ"'Unl = Z((S,‘Ul)vz-'-l)m + ZZJ1 ((51"02)'-"0m + .. + Zvlvz---(divm)

Les applications J; sont des dérivations sur l'algebre Zy, mais qui ne sont
pas commutatives i.e. : la propriété de frobenius n’est pas vérifiée, cela
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vient du fait que lorsque I'on prend les dérivées d’un polynome irréduc-
tible u les polynomes d;u, 1 < i < 3 ne sont pas nécessairement a factori-
ser au méme nombres de facteurs. Une conséquence de ce fait est : si 'on
définit le crochet classique de Nambu sur Zj par le remplacement dans
la jacobienne le produit usuel o7 et les dérivées usuelles partielles par
les applications é;, ce nouveau crochet ne satisfera pas I'IF, il y’aura des
anomalies dans I'IF. Pour cela, nous devons étendre 1'algebre sur laquelle
sera défini le crochet de Nambu classique. Cette algebre des polyndomes
consistera en une série de Taylor dans les variables (y!,? y®) notée par
e = Zo[y',y?, 7] a coefficients dans Z. Les translations x + u(x +y)
peuvent maintenant étre écrites comme suit :

. 1 o
u(x+y)=u(x)+ Zyléiu(x) + 5 Zylyfaiju(x) + ...,
i i

Ces polynomes translatés sont multipliés par (uv)(x +y) = u(x +y)ov(x +
y), ils sont regardé plutot comme des séries de Taylor dans ¢, pour u € Nj :

. 1 .
J(Zy) = Z, +Zy’Za,.u + EZyly]Zaiju + ... (2.20)
1 1]

- ;nl!(lZylai)”(Zu), (2.21)
ou dju,djju,etc sont des dérivées usuelles de u € Ny C N par rapport
aux variables x’ et ¥/, etc., 9;Z, = Zjy,u et depuis, en général les dérivées de
u € Np sont dans N, I'un doit se factoriser en tenant compte des constantes
appropriées dans Zj,,,, Zaiju, etc.(i.e :Zy, = AZy, u € Ni, A € R).

J définit une application additive de Z; vers e (pour dire que | est
multiplicatif équivalent a la propriété de Leibniz).
Soit I'algebre Ap la sous-algebre de ¢ engendrée par des éléments de la
forme (2.20). On désigne par e le produit dans Ay qui est naturellement
induit par le produit dans e. Dans le but de définir la structure de Nambu-
Poisson (classique) sur A, on note la dérivée d;u(x) + ¥; y/9;u(x) +....On
doit ainsi définir la dérivée A,;, 1 < a < 3, d’un élément de la forme
par l'extension naturelle vers Ay de la définition précédente "triviale", i.e :

‘ 1 o
Aa<]<zu)) = ](Zauu> = Zaﬂu + Z]/Zaaiu + E Zylyjzaﬂi].u + ..., (2-22)
i i

pour u € Ni, 1 < a < 3. On peut regarder la définition de A, comme
la restriction au sous-ensemble des éléments de la forme J(Z,) de la dé-
rivée formelle par rapport a y* dans I'anneau ¢ = Zy[y!, y? y°]. Puisque
A(J(Zy)) = J(Zy,4), nous avons A,(Ag) = Ap et on obtient une famille
d’applications A, : Ag — Ag, 1 < a < 3, la restriction a Ag des dérivées
par rapport a y?, 1 < a < 3, dans &. On résume les propriétés de A, dans
ce qui suit :

L'application A, : Ag — Ao, 1 < a < 3 définie par I'équation constitue
une famille de dérivées commutative (satisfaisant la régle de Leibniz) de I'algebre
Ap.

La définition de dérivées sur Ay conduit a la définition naturelle des
crochets de Nambu-Poisson sur 1’algebre abélienne Aj suivante.
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Le crochet classique de Nambu-Poisson sur I'application Ao qui est trilinéaire
prenant des valeurs dans Ao donnée, VA, B,C € Ay, par :

(A,B,C)— [A,B,Cle = Z e(c)Ay,AeA,,Be A, C (2.23)

oES;

Le crochet de Nambu-Poisson classique donné dans la définition défini une
structure de Nambu-Poisson sur Ay.

Maintenant que nous avons une structure classique de Nambu-Poisson
sur Ag, on construit une structure quantique de Nambu-Poisson par la
définition d'une déformation abélienne généralisée (A,, o,) de (Ao, ®).
La construction est basée sur ’application & introduite dans la section[2.5.2]
et on prolonge la définition du produit Z défini dans la section pour
la structure de Nambu-Poisson sur Ap[z1].

Soit ¢[v] l'algebre des polynomes dans v avec les coefficients dans . On
considere le sous-espace de A, de e[v] composé des séries }_,~(v" A, pour
lesquelles le coefficient Ag est dans Ay.

Alors une application e, : A, x A, — ¢[v] est définie en prolongeant le
produit 05 défini précédemment, avec u,v € Nj :

](Zu) o, ](Zv) =7y '5 Zy + Zyi(zam '5 Zy+ Zy '5 Zaiv) +.. (229)

Actuellement e, défini un produit sur A,. En outre pour A = Y gV A,
et B=1Y,.9v°Bsdans A,,ona Ae, B = Age, By et le coefficient de 1Y de
ce dernier est de la forme A e B qui est dans Ag car Ap, By € Ap. Cela
montre que e, est en fait un produit sur A, qui est abélien par définition.
Finalement, pour v =0 on a A e, B|,—9p = A( ® By. Par conséquent

L’espace vectoriel A, muni du produit e, est une déformation (généralisée) de
I'algebre abélienne (Ao, o).

Les dérivées A;, 0 < a < 3, sont naturellement prolongées a A,.
Chaque élément A € A, peut étre écrit comme A = Y ;y'Aj ou I =
(i1,...,in) est un multi-indice et A; € Z,. Alors, on a pour A,B € A,,
AeyB=1}; y'y/ A; Z B;. Comme (Z,, Z) est une algebre abélienne et la
dérivée A, agit comme une dérivée formelle par rapport a y* sur le produit
A e, B, les propriétés usuelles (linéarité, Leibniz, Frobenius) d"une dérivée
sont encore vérifiées sur A, et on peut définir le crochet de Nambu quan-
tique sur A,.

Le crochet quantique de Nambu sur A, est une application trilinéaire a valeurs
dans A, définie par VA,B,C € Ay,

(A,B,C) — [A,B,Cls, = ) €(sigma)A, Ao, Ar,Be,As,C.  (2.25)

0€S3
Il est maintenant facile de montrer

Le crochet quantique de Nambu confere a A, une structure de Nambu-
Poisson, qui est une déformation de la structure classique de Nambu(généralisée)
sur Ay.






Définition 3.1

ALGEBRES NON-COMMUTATIVES
TERNAIRES DE NAMBU-POISSON
ET ALGEBRES TERNAIRES DE
HoMm-NaMBU-Po1ssoN

Dans ce chapitre, on introduit les algebres de Nambu-Poisson ternaires
non nécessairement commutative ainsi que la version Hom de ces struc-
tures. On établit quelques propriétés et fournit des exemples.

ALGEBRES TERNAIRES (NON-COMMUTATIVES) DE NAMBU-
PoissoN

On rappelle certaines définitions de base et notations. Dans la suite,
A désigne un K espace vectoriel, ou K est un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle. Soit 1 : A x A — A une application bilinéaire,
on note par u°? : A*?2 — A l'application opposée, i.e., u? = poT ou
T: A*2 — A*? est un échangeur de deux variables. Une algebre ternaire
est donnée par le couple (A, m), ott m est une opération ternaire dans
A, qui est une application trilinéaire m : A x A x A — A, que l'on note
parfois par un crochet.

On introduit la notion d’algebre ternaire (non-commutative) de
Nambu-Poisson

Une algebre ternaire non-commutative de Nambu-Poisson est le triplet
(A, u,{.,.,.}) ot A est un K-espace vectoriel, y : A x A — A est une ap-
plication bilinéaire et 'application trilinéaire {.,.,.} : AQ AR A — A tel
que

1. (A, ) est une algebre binaire associative,
2. (A {. . .}) est une algebre ternaire de Nambu-Lie,

3. la regle de Leibniz suivante
{x1, 202, 1 (x3, xa) } = p(xs, {x1, 22, xa}) + p({x1, %2, %3}, x4)

satisfaite pour ¥V x1,x2, X3, x4 € A.

Une algebre ternaire de Nambu-Poisson est une algébre non-
commutative ternaire de Nambu-Poisson (A,u,{., .,.}) pour lequel u
est commutative, alors u est commutative sauf indication contraire.
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Exemple 3.1

Exemple 3.2

Remarque 3.1

3.2

Pour une algebre ternaire (non-commutative) de Nambu-Poisson, le cro-
chet ternaire {.,.,.} est appelé le crochet de Nambu-Poisson.

De méme, une algébre n-aire non-commutative de Nambu-Poisson est
un triplet (A, u,{.,---,.}) ou (A, {.,---,.}) définit une algebre n-Lie qui
satisfait la regle de Leibniz par rapport a p.

Un morphisme d’une algébre (non-commutative) ternaire de Nambu-
Poisson est une application linéaire qui est un morphisme d’algébre
ternaire de Nambu-Lie et d’algébre associative.

L’algebre des polyndmes de 3 variables x1,x7,x3 munie de l'opération ternaire
définie par le Jacobien fonctionnel

i 9h A
n Ry

{f11f21f3} = # # ﬁ ’ (31)
9fs  9fs 9fs

ox; 0x; Ox3

est une algebre ternaire de Nambu-Lie, et c’est une algebres ternaire de Nambu-
Poisson avec la multiplication usuelle des polynomes.

Soit C°°(]R3) l'algeébre des fonctions C* sur R3 et x1, x2, x3 sont les coordonnées
dans R3. Nous définissons les crochets ternaires par le jacobien fonctionel (3.1)),
alors (C®(R3),{.,.,.}) est une algebre ternaire de Nambu-Lie. De plus le cro-
chet satisfait la regle de Leibniz : {fg, fo, f3} = f{g fo, fa} + {f, f2, f3}g ot
£,8 fa, f3 € C°(IR®) et la multiplication est bien la multiplication usuelle des
fonctions tel que fg(x) = f(x)g(x). Par conséquent, I'algebre est une algebre
ternaire de Nambu-Poisson.

Cette algebre était déja considérée en 1973 dans [36|] comme une possibilité de pro-
longer le crochet de Poisson de la mécanique hamiltonienne standard aux crochets
des trois fonctions définies par la jacobienne. 1l est clair que le crochet de Nambu
peut étre généralisée en outre en Nambu-Poisson pour permettre un nombre arbi-
traire d’entrées.

En particulier, I'algeébre des polyndmes de variables x1, x2, x3 avec I’opération ter-
naire définie par la fonction Jacobienne dans (3.1), est une algebre ternaire de
Nambu-Poisson.

L’algebre ternaire de Nambu-Lie en dimension n de I'exemple [3.1| ne posséde pas
une structure d’algébre non-commutative de Nambu-Poisson, sauf celle donnée
par une multiplication triviale.

Le TYPE HOM DES ALGEBRES TERNAIRES (NON-
COMMUTATIVES) DE NAMBU-POISSON

Dans cette section, on présente diverses structures algébriques de type
Hom. La principale caractéristique des structures de Hom-algebre est le
fait que les identités classiques sont déformées par un endomorphisme et
on retrouve la structure usuelle de l'algebre quand 1'endomorphisme est
I'application identité.
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3.2. Le type Hom des algebres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson

Une Hom-algebre (resp. Hom-algebre ternaire) est un triplet (A, v, «)
ou A est un K-espace vectoriel, v : A X A — A une application bilinéaire
(resp. une application trilinéaire v : A X A x A = A)eta: A — A est
une application linéaire. Une Hom-algebre (A, i, «) est dite multiplicative
siawop = poa®?etelle est commutative si u = u°f. Une Hom-algebre ter-
naire (A, m,a) est dite multiplicative si a o m = m o a®>. Les algébres clas-
siques (resp. algebre ternaire) sont considérées comme des Hom-algebres
(resp. Hom-algebre ternaire) avec I'identité comme twist. On utilisera sou-
vent 1’abréviation xy pour u(x,y). Pour I'endomorphisme « : A — A, on
note par a” la composition de 1 copies de a, avec a’ = Id.

Une Hom-algebre (A, u, ) est une Hom-algebre associative si elle satisfait la
condition de Hom-associativité

pla(x),u(y, 2)) = p(p(x,y),a(2)) forall x,y,z € A.

On retrouve I'algebre associative usuelle et la condition de I'associativité classique
quand w« est 'application identité.

[gl Une Hom-algebre ternaire de Nambu est un triplet (A,{.,.,.}, &) oit A est
un K-espace vectoriel, {.,.,.} : A X Ax A — A une application ternaire et
& = (aq,ap) une paire d’applications linéaires oit aq, 00 : A — A , vérifiant

{1 (x1), 2(x2), {x3, x4, x5} } = {{x1, %2, x3}, &1 (%), a2 (x5) }+
{a1(x3), {x1, x2, x4}, a2 (x5) } + {a1(x3), 22(xa), {x1, %2, x5} }.

(3-2)

Cette derniére condition est appelée I'identité Hom-Nambu.

Plus généralement, les algebres n-aires Hom-Nambu sont définies par
des crochets n-aires et les applications «y,---,a,_1, Vérifiant l'identité
Hom-Nambu suivante

{041 (xl), ey U1 (xnfl)/ {Xn, ey X2n71}}
2n—1

= Y {aa(xn), e @i (xim1), {201, s X1, Xi b, @i (1) ooy @1 (X20-1) }
i=n

pour tout (x1,..., xp,_1) € A1,

Une algebre Hom-Nambu est une algebre Hom-Nambu-Lie si les crochets véri-
vient I'antisymeétrie.

Nous introduisons maintenant la définition d’une algebre non-
commutative ternaire Hom-Nambu-Poisson dans sa forme générale,
avec trois applications linéaires. Ensuite, nous allons discuter de la classe
dans laquelle ces trois applications sont égales. Ce cas particulier convient
pour fournir une construction par twist.

Une algebre ternaire non-commutative Hom-Nambu-Poisson est un triplet
(A, u,B,{., ...}, &) oit A est un K-espace vectoriel, {.,.,.} : AxXxAXA — A
est une opération ternaire, y : A X A — A une opération binaire, une paire d’ap-
plications linéaires & = (aq,a2) oit a1, 02 : A — A, et une application linéaire
B:A— Atelque:
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1. (A, u, B) est une algebre binaire Hom-associative,

2. (A,{. ..}, &) est une algebre ternaire Hom-Nambu-Lie,

3. {p(x1,x2), 01(x3), @2(xa) } = p(B(x1), {x2, x3, xa}) + p({x1, %3, x4}, B(x2)).

La derniere condition est appelée identité de Hom-Leibniz.
Quand, toutes les applications linéaires sont égales v = a1 = ay = B,
Nous référons a une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson par le quadruple

(A,u{.,. .} ).

Notons que y n’est pas supposée étre commutative. Lorsque p est une multi-
plication commutative, alors (A, u,B,{.,.,.}, &) est dite algebre ternaire Hom-
Nambu-Poisson.

On retrouve l'algebre ternaire (non-commutative) de Nambu-Poisson clas-
sique quand oy = ay = = Id.

De méme, une algebre n-aire non-commutative Hom-Nambu-Poisson est un
5-uplet

(A,u,B,{, - ,.},@)on (A {., - ,.}, &) avec l'application linéaire & =
(a1, ,0n_1) qui définit une algebre n-aire Hom-Nambu-Lie satisfaisant la
régle de Leibniz similaire par rapport a (A, i, B).

Dans la suite nous allons principalement s’intéresser a la classe des algebres
non-commutatives ternaires de Nambu-Poisson olt &« = a1 = ap = .

Soit (A, u,{.,.,.},&) une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-
Poisson. Cette algebre est multiplicative si

a({x1,x2,%3}) = {a(x1) a(x2) a(xs)},

wou = poa®

Si de plus « est bijective alors elle est dite réguliere.

Soit (A, u,{.,.,.},a) et (AW, {,. .}, &) deux algebres ternaires (non-
commutatives) Hom-Nambu-Poisson. Une application linéaire f : A — A’
est un morphisme d’algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson s'il satisfait pour tout
X1,X0,X3 € A:

fUxnxo,x3)) = {f(x1), f(x2), f(x3)}, (3:3)
fou = wof (3.4)
foa = d'of. (3.5)

11 est dit morphisme faible sil satisfait les deux premieres conditions.

SOMME DIRECTE ET PRODUIT TENSORIEL

Dans cette section, nous discutons la somme directe et le produit tenso-
riel d’algebres ternaires (non-commutatives) Hom-Nambu-Poisson et d’al-
gebres symétriques totalement Hom-associative. Dans ce qui suit, nous dé-
finissons la somme directe de deux algebres ternaires (non-commutatives)
Hom-Nambu-Poisson.

Soient (A1, 4u1,{.,.,-}1,01) et (Az, 42, {.,., . }2, a2) deux algeébres ternaires (non-
commutatives) Hom-Nambu-Poisson. Soit ya,q 4, une application bilinéaire sur
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A1 ® A définie pour tout x1,1y1,21 € A1 et x2,Y2, 20 € Ap par

Hiiason, (X1 X2, ¥1 +y2) = pa(x1, y1) + p2(x2,92),

{.,.,.}a,@a, une application trilinéaire définie par

{x14+x,1+v2,21 + 22 aea, = {x1,y1, 2131 + {x2, 12, 22}2

et ap @, une application linéaire définie par

“Al@A2(xl + X2) = le(xl) + DCQ(Xz).

Alors
(Al ® Az, HA @Ay, {-, - ‘}Al@AZ’IXAl@AZ)

est une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson.

Démonstration. La commutativité de pa o4, est évidente puisque p; et
u2 sont commutatives. L'antisymétrie du crochet résulte de 1’antisymétrie
des crochets {.,.,.}1 et {.,.,.}2. Dong, il reste a vérifier la condition de la
Hom-associativité, I'identité Hom-Nambu et 'identité Hom-Leibniz. Pour
la condition de la Hom-associativité, nous avons

Hayoay, (Hayoa, (X1 + X7, X2 +%5), 04,04, (X3 + X3))
= payon, (H1(x1,x2) + pa(x), %5), a1 (x3) + a2(x3))
= pa (1 (31, x2), 1 (x3)) + pra(p2 (%1, x3), 22(x3))
= pa (a1 (1), g1 (22, x3)) + p2(aa(x1), pa(x3, x3))
= payea, (01 (x1) + aa(x)), pa(x2, x3) + pa(x3,%3))
= paea, (®aea, (X1, X1), haea, (X2 + X5, X3 + X3)).

Maintenant, nous prouvons l'identité Hom-Nambu

{aa@a, (X1 +x7), 04,04, (X2 + X3), {23 + X5, X4 + X4, X5 + X5} 4,04, } 410049

= {1 (x1) +aa(x7), a1 (x2) + a2 (x3), {x3, x4, x5 }1 + {23, x4, X5 }2 4,0,

= {1 (x1), a1 (x2), {x3, x4, x5}1 }1 + {@a(x1), a2(x3), {x3, x4, x5 }2 }2

= {{XLx2,x3}1,0€1(x4),061(3€5)}1 + {061(963), {xl,x2, x4}1,1x1(X5)}1

+ {1 (x3), 1 (xa), {x1, %2, x5 11 11 4+ {{x1, %3, x5 }2, 22(x3), a2 (x5) }2

+{aa(x3), {x1, %3, x4 }2, a2 (x5) }o + {aa(x5), a2 (x}), {x1, %3, X5 }2 }2

= {{x1, 22, 23 }1 + {37, %3, X3}, 1 (x4) + aa(x), 1(x5) + a2(x5) } 4,0,

+ {1 (x3) + a2 (x5), {x1, x2, xa b1 + {27, %3, X4 2, 1 (x5) + a2(x5) } 4,04,

+ {1 (x3) + a2 (x5), 1 (x3) + aa(x3), {x1, %2, x5}1 + {1, %3, X5 }2} 4,04,

= {{x1 + 23,00+ x5, X3+ X3} A, 04, XA 04, (X4 + X4), 04 04, (X5 + X5) F Ara,
+{apa, (03 +x3), {x1 + ¥, X2 + X3, X4 + X4} A 04, 04,04, (X5 + X5) Far04,
+{aa,0a, (X3 +x5), 0,04, (Xa + x4), {x1 + %7, X2 + x5, X5 + X5} 4104, } 4,04,



32

Chapitre 3. Algebres non-commutatives ternaires de Nambu-Poisson et
Hom-Nambu-Poisson

Proposition 3.1

Enfin, pour l'identité Hom-Leibniz nous avons

{Hajea, (X1 +x3,00 4+ X3), 04,04, (X3, X3), €A1 4, (X4, X3) } 4004,

= {p1(x1, x2) + pa(x), %3), &1 (x3) + aa(x3), 1 (xa) + a2(x) } 4,0,
= {p1(x1,x2), a1 (x3), &1 (xa) }1 + {p2 (%1, %3), 22(x3), 22 (x4) }2

= p(a1(x1), {x2, %3, x4 }1) + pa({x1, 3, X4 }1, 1 (x2))

+ pa(aa(x1), {9, x5, x4 }2) + pa({x1, X3, X4 }2, 42(x3))

= payen, (®aea, (X1, %7), {x2 + x5, X3 + X3, X4 + X4} A, 04,)

+ payoa, ({x1 + %, X3 + x5, X4 + X4} a0, 804, (X2, X))

Ceci termine la preuve. O

Soient (A1, 1, {.,.,.}1,a1) et (A, p2,{.,.,.}2, a2) deux algebres ternaires (non-
commutatives) Hom-Nambu-Poisson. Une application linéaire ¢ : Ay — Ay est
un morphisme d’algeébre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson si et
seulement si I'y C Ay @ Ay est une sous-algebre Hom-Nambu-Poisson de

(Al ® Ay, HA1®A,/ {'l . '}A]®A2’ DCAlGBAz)
oit Ty = {(x,¢(x)) : x € A1} C A1 © Ap.

Démonstration. Soit ¢ : (A1, u1,{.,.,-}1,41) = (A2, 42,{., .,.}2,42) un mor-
phisme d’algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson.
Nous avons

{x1+¢(x1), 22+ p(x2), x3 + P(x3) b 4,04, = {x1, %2, X3 }1 + {P(x1), (x2), p(x3) }2

= {x1,x2, x3}1 + ¢{x1, 22, 13 }1.

Alors Ty est stable par le crochet {.,.,.} 4,54,
Nous avons aussi

(a1 +a2)(x1 4+ ¢(x1)) = a1 (x1) +az o p(x1) = as(x1) + P oag(x),

ce qui implique que (a1 + a2)T'y C Ty.
En outre, I'y est stable pour la multiplication, en effet

Hawa, (1 + @(x1), 22 + ¢(x2)) = p1(x1, x2) + p2(P(x1), p(x2))
= p1(x1,x2) + poui(x1,x2) CTy.

Inversement, si le graphe I'y C A1 & A; est une Hom-sous-algebre de
(Al 2] AZ/ KA DA,/ {-r s -}Al@Azi D‘Al@Az)/
alors nous avons

{@(x1), ¢(x2), p(x3) }2 = P{x1, x2, X3 }1,

et

(a1 +az)(x +¢p(x)) = ar(x) +az o Pp(x) €Ty
=a1(x) +Poa(x).
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Finalement

Hawa, (X1 +¢(x1),x2 + ¢(x2)) = p1(x1, x2) + pa(¢P(x1), ¢(x2))
= 1(x1,x2) + P o pr(x1, x2) C T

Par conséquent ¢ est un morphisme d’algébre ternaire (non-commutative)
Hom-Nambu-Poisson.
O

Maintenant, nous définissons le produit tensoriel de deux Hom-

algebres ternaires. En outre, nous considérons le produit tensoriel d’une
algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson et d'une Hom-algebre symétrique
totalement associative.
Soit A1 = (A, m,zx), oun = ((Xi)izl,z et A2 = (A/, m’, (X/) ol o/ = (0(;)1':1,2
deux Hom-algébres ternaires (non-commutatives) d"un type donné, le pro-
duit tensoriel A; ® Ay est une Hom-algébre ternaire définie par le triplet
(AA , meom,a@a)ota®a’ = (1;®@al)i—1, avec

m®m' (x] ® x], % @ xp,x3 @ x3) = m(x1,x2,x3) @m’(x],x5,%3), (3.6)

a; @al(x) ®x)) = a;(x1) @ al(x)), (3-7)

ol X1, X2, X3 € Ay et x{, x5, x5 € Ao.
Rappelons que (A,m,a) est une Hom-algebre ternaire totallement as-
sociative si

m(oq (x1), m(xo, x3,x4), %2(x5))

m(aq (x1), 02(x2), m(x3,x4,x5)) =
= m(m(xq,x2,x3),01(x4), 22(x5)).

pour tout xq - -+, x5 € A, et la multiplication ternaire m est symétrique si

m(xn(l)/xa(Z)/xa(C%)) = m(x1,%2,%3)- (3-8)
pour tout o € S3, x1,x2,x3 € A.

Soient A1 = (A,m,a) et Ay = (A',m’,&’) deux Hom-algebres ternaires d'un
type donné (Hom-Nambu, totallement Hom-associative). Si m est symétrique et
m’ est antisymétrique alors m @ m’ est antisymétrique.

Démonstration. Simple. O

Soit (A, u,B,{. ...}, (w1,a2)) une algebre ternaire (non-commutative) Hom-
Nambu-Poisson, (B, T, (a},a5)) une algebre symétrique totallement Hom-
associative, et (B, y', B') une algebre Hom-associative, Alors

(A9Bu@ ', BB, {, .. tacs (1 @ a}, a0 ®ab))

est une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson si et seulement
si

(W' (b1, b2),b3,bs) = y' (b1, T(ba, b3, bs)) = ' (T(by,b3,b4),b2).  (3.9)
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Démonstration. Comme u et y' sont des multiplications qui vérifient la
condition de Hom-associativité alors le produit tensoriel u ® p’ est Hom-
associative. De méme la commutativité de y ® p/, 'antisymmétrie du
crochet {.,.,.} et la symétrie de T implique l'antisymétrie de {.,.,.} ass-
Par conséquent, il reste a vérifier l'identité Hom-Nambu et l'identité
Hom-Leibniz.

Nous avons

LHS ={a; @ &} (a1 @ by), 00 @ ay(az ® ba),{a3 @ b3, a4 @ bs, a5 @ bs} acp } acB

et

= {a1(a1) ® ay(b1), a2(a2) ® ay(b2),{a3,as,a5} 4 @ (b3, ba, bs) } A
= {a1(a1),a2(a2),{as, as,a5} } @ (ay(b1), a3(b2), T(b3, ba, bs)),
a b

RHS ={{a1 ®@ by, @ b3,a3 @ b3} acp, 01 @ &} (as @ by), a2 @ (a5 @ bs) } acp

+ {1 @ (a3 @ b3), {a1 @ by, a2 @ by, 05 @ by} awp, 02 @ ay(a5 @ bs) } acp
+{ag @ &) (a3 @ b3), a2 @ ah(ag @ by), {ay @ by, a2 @ by, a5 @ bs} asB } acB

= {{a1,a2,a3} 4 ® T(b1, b2, b3), 21 (a4) @ ay(bs), a2(as) @ ay(bs) } aws
+ {a1(a3) @ ay(b3), {a1, a2, a1} 4 @ T(b1, b2, bs), a2(as) @ a(bs) } acs
+ {Dél (a3) X ai(bg), 062(614) X (x/z(b4), {Ell, an, a5}A X T(bl, bz, bS)}A@B
= {{a1, 2,83}, 01 (1), a2(a5) } @ T(T(by, by, b3), &1 (ba), a3 (b5))

c d
+ {a1(a3), {a1, 42,04}, a2(a5)} @ T(a(b3), T(b1, b2, ba), a3 (bs))

: 7
+ {a1(as), ax(aq), {a1,a2,a5}} ® (a4 (b3), 23 (bs), T(b1, b, bs))

g I

En utilisant I'identité de Nambu du crochet {.,.,.} nous avons a = ¢+ e +
g, etb =d = f = h en utilisant la symétrie de T et la Hom-associativité de
y', alors le coté droit est égale au coté gauche d’ou 'identité Hom-Nambu
du crochet {.,.,.} axp est vérifiée.

Pour l'identité Hom-Leibniz, nous avons

LHS ={pu @' (a1 @ b1, a0 @ b2), 01 @ & (a3 @ b3), a2 @ ahy(ag @ by) } asp

= {p(a1, b1) @ p' (a2, b2), 1(a3) @ ay (b3), az(as) ® ap(ba) }acs
= {p(a1, b1), a1(a3), a2(a3) } 4 @ T(1' (a2, b2), ) (b3), a5 (bs))

a’ v
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et

RHS =p @ ' (B® B'(a1 @ b1), {a2 © by, a3 @ b3, a4 ® by} acp)
+u @ ({a1 @by, a3 @ b3, a5 @ ba}acp, R P (a2 @ by))
= p @ (Blar) @ B'(br),{az,a3,a4} @ T(b2, b3, by))
+p@p'({a1,a3,a1} @ T(b1, b3, ba), Blaz) @ B/ (b2))
= u(B(a1), {az, a3,a4}) @ p' (B'(b1), T(b2, b3, ba))

¢ d
+ u({a1,a3,a4}, B(a2)) @ p' (T(b1, b3, bs), B’ (b2) -
e f!

avec l'identité Hom-Leibniz nous avons 4’ = ¢’ 4 ¢, et en utilisant (3.9)
nous avons b’ = d’ = f’, donc le coté droit est égale au coté gauche et
lI'identité Hom-Leibniz est prouvée. Alors

(AB,u@ ', BB, {.,.. .} ass (11 ®af, a0 @ a}))

est une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson.
O

CONSTRUCTION DES ALGEBRES TERNAIRES HoM-NAMBU-
PoissoN

Dans cette section, nous fournissons les constructions des algebres ter-
naires Hom-Nambu-Poisson en utilisant le principe de twist.

Soit (A, u,{.,.,.}, &) une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-
Poisson et B : A — A un morphisme faible de Hom-Nambu-Poisson, alors
Ag = (A A{.,...}p=Bo{., ...}, up = Bou, Pua) est également une algebre ter-
naire (non-commutative) de Hom-Nambu-Poisson. De plus, si A est multiplica-
tive et B est un morphisme d’algebre, alors Ag est une algebre (non-commutative)
de Hom-Nambu-Poisson multiplicative.

Démonstration. Si p est commutative, alors g l'est aussi. Le reste de la
preuve s’applique si y est commutatif ou non. L’antisymétrie découle de
’antisymétrie du crochet {.,.,.}. Il reste a prouver la condition de Hom-
associativité, I'identité de Hom-Nambu et l'identité Hom-Leibniz. En effet

up(up(x,y), Ba(z)) = pp(B(p(x,y), Ba(z))) = B (u(p(x,y), a(2)))
= B (u(a(x), u(y,2))) = up(Ba(x), up(y, 2)).

Nous vérifions 'identité Hom-Nambu

{Ba(x1), Ba(x2), {x3, x4, x5} p}p = B*{a(x1), &(x2), {x3, x4, x5} }

= B ({{x1, x2, %3}, a(xa), a(x5) } + {a(x3), {x1, %2, x4}, a(x5)}
+ {a(x3), a(xy), {x1,x2,x5}})

= {{x1, x2, X3}ﬁ,ﬁd(X4),’BDC(X5>}ﬁ + {Ba(x3), {x1, x2, x4}ﬁ,ﬁa(x5)}5
+ {Ba(x3), Ba(xs), {x1,%2, x5} } p-
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Ensuite, il reste a montrer 'identité Hom-Leibniz

{mp(x1,x2), Ba(x3), Bae(x4) }p = B> ({1 (21, x2), a(x3), a(xs) })
= B2 (u(a(x1), {x2, %3, x4}) + p({x1, %3, x4}, a(x2)))
= pup(Ba(x1), {x2, x3,xa}p) + pp({x1, x3, X2}, Pr(x2)).

Donc Ag = (A {., . .}p Hp Ba) est une algebre ternaire (non-
commutative) Hom-Nambu-Poisson. Pour 1’assertion de la multiplicati-
vité, supposons que A est multiplicative et 8 est un morphisme d’algebre.
Nous avons

(Ba) o (up) = Bao oy = pgoa®p® = ugo (Bu)*?,

et

Buo{,.,.}p=paopo{,,}={, . }po (Ba)®S.

Alors Ag est multiplicative.
O

Soit (A, pu,{.,.,.}, &) une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-
Poisson multiplicative. Alors

At = (A,y(”) =a"opu,{., .,.}(”) =a o {,.,.},amh)

est une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson multiplicative
pour tout entier n > 0.

Démonstration. La multiplicativité de A implique que a" : A — A est un
morphisme d’algebre de Nambu-Poisson. Par le Théoreme [3.3| Apn = A"
est une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson multi-
plicative. O

Soit (A, u,{.,.,.}) une algebre ternaire (non-commutative) Nambu-Poisson et
B : A — A un morphisme d’algébre de Nambu-Poisson. Alors

Ap=(Aup=Ppop ., dp=pol, 1 p)
est une algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson multiplicative.

Soient (A, u, {.,.,.}, ) et (A, ), {, ..}, &) deux algebres ternaires (non-
commutatives) de Nambu-Poisson et B : A — A, ' : A — A’ des endomor-
phismes d’algebres ternaires de Nambu-Poisson. Si ¢ : A — A’ est un morphisme
d’algebre de Nambu-Poisson qui satsfait ¢ o p = B’ o ¢, alors

0 (Aips Lo Y g B) = (A iy, L Y Bl)

est un morphisme d’algebre ternaire (non-commutative) Hom-Nambu-Poisson.
En effet, nous avons

po{,,tp=¢opo{,, .} =pogod, . .} =pof{,, Yop3=
{.,.,.}k,ogo“’

et
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popg=gqopou=popou=popu op**=ppoe

Dans la suite, nous allons construire la version Hom-type d’une
algebre ternaire de Nambu-Poisson des polyndmes de trois variables
(R[x,y,z2],-,{.,.,.}), définie Dans 1'exemple Le crochet de Poisson de
trois polyndmes est défini dans (3.1).

La version twistée est donnée par la structure d’algebre ternaire
Hom-Nambu-Poisson (R[x,y,z],« = ao-{.,.,.}a = ao{.,.,.},a) ou
a : R[x,y,z] — R[x,y,z] est un morphisme d’algebre qui satisfait pour
tout f, ¢ € R[x,y,z]

a(f-g) = a(f) alg
a{f, g h} = {a(f) a(g) a(h)}.
Un morphisme « : R[x,y,z] — R[x,y,z] qui donne une structure d’algebre

ternaire Hom-Nambu-Poisson (R[x,y,z],-« = ao-,{.,, .}« = a0 {.., .}, )
satisfait I'équation suivante :

oa(x) oda(x)  da(x)
) oy o)
1-| &Y ayy L =0. (3.10)
oa(z) da(z)  dua(z)
ox ay 0z

Démonstration. Soit & un morphisme d’algébre de Nambu-Poisson, alors il
satisfait pour tout f, g, h € Rx, y, 2]

a(f-g)=a(f) ag),
a{f, g h} ={a(f) a(g) a(h)}.

La premiere égalité montre qu’il est juste suffisant pour mettre a sur x, y
et z. Pour la deuxieme égalité, nous supposons par linéarité que

flay,z) = x'y/,
g(x,y,2) = xy"2,
f(x,y,z) =xTy"z°.

Ensuite, nous pouvons écrire la deuxieme équation comme suit

of of of oa(f) oalf) oa(f)
dx dy Oz Jx 6{ oz

al 8 9% g || o) dalg o)
dx dy 0z ox ay 0z ’
oh b ok oa(l) da(h) oa(h)
ox ay 0z ox ay 0z

qui peut étre simplifiée pour

ox 9 0z
o 0 d
1= | %0 2B B ) G
da(z) da(z)  dua(z)
ox ay 0z

Nous avons les polynomes :
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a(x) =DPi(x,y,z)= ¥ aijkxiyfzk,

0<ijk<d

a(y) =DP(x,y,z) = ¥ byxlyzk,
0<i,jk<d

a(z) =D3(x,y,2) = L cpx'yzt,
0<ijk<d

ot P, Py, P3 € Rlx,y,z], et d le plus grand degré pour chaque variable. on sup-
pose que ag = byp = co = 0.

cas des polyndémes de degré 1 Nous prenons

Pi(x,y,z) = a1x + axy + a3z,
Py(x,y,z) = bix + bay + bz,
P3(x,y,z) = c1x + coy + c32.

L’equation (2.5) devient

oPi(xy,z) oPi(xyz)) O0Pi(xy,z)

ox ay 0z
0P, (x,y,z 0P (x,y,z 0P (x,y,z o
1_ z(axy ) z(ayy ) z(azy ) | — 0, (3.12)
P (xy,z) P (xy,z) P (xy,z)
ox ay 0z
d’oit
ay 4az 4as
1—| by by bz |=0. (3.13)
1 02 C3

Les polynomes Py, P, et P3 prenent une de ces formes
1. Pi(x,y,z) = xar +yaz + zas, Po(x,y,2) = boy — =, P3(x,y,2) = coy.

2. P(x,y,2z) = mx +ay +asz, Po(x,y,2z) = 1+;1£3C2y + bz,
P3(x,y,z) = coy + c3z.

3. Pi(x,y,2) = ;x + apy + azz, Pa(x,y,2) = bix + azclz Ps(x,y,z) =
c1X.

4. Pi(x,y,z) = a1x + agy + a3z, Po(x,y,2) = %ﬁf“lx + b3z,
P3(x,y,z) = c1x + c3z.

5. Py(x,y,2) = 1S 4 goy + a3z, Py(x,y,2) = bix + boy + bsz,

P3(x,y,z) = c3z.
6. Pi(x,y,z) = b263x+a2y+a32 Py(x,y,z) = boy+bsz, P3(x,y,z) = c3z.

7. Pi(x,y,z) = a1x + ﬁyjtagz, Py(x,y,z) = bix+bsz, P3(x,y,2z) = c3z.
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8. Pi(x,y,z) = mx+ ay + ﬁz, P(x,y,z) = bix, P3(x,y,z) =
c1x + coy.

9. Pi(x,y,2) = a1x + my + a3z, Pa(x,y,z) = byx,
Ps(x,y,z) = c1x + coy + ¢32.

axby

10. Pi(x,y,z) = it Mx +ay +azz, Po(x,y,z) = bix + byy + bsz,
Pi(x,y,z) = b%x + ooy + 3z

—C3+axcicp

e X+ ay + a3z, Py(x,y,z) = bsz,
Ps3(x,y,z) = c1x + coy + ¢32.

11. Pi(x,y,2z) =

12. Pi(x,y,z) = a1x + ay + mz, Py(x,y,z) = bix+ byy,
P3(x,y,z) = c1x + coy.

13. Py(x,y,z) = HORasgUaranatohiy + oy +asz,
Py(x,y,z) = bix + boy + b3z, P3(x,y,z) = c1x + cay + c32.

14. Pi(x,y,z) = ;x + Z—;(ag — L)y +asz Po(x,y,2) = bix + by +

b1C2—b2C1
bsc
bsz, P3(x,y,z) = c1x + coy + 2z

Cas particulier des polyndmes de degré 2 Nous prenons un des polyndmes
de degré 2 suivants

Pi(x,y,z) = a1x + apy + asz
Pz(x,y,z) = bix + by + b3z
P3(x,y,2) = c1x + oy + 3z + c4x?

Les polynomes Py, Py et P3 prenent une de ces formes

axby

1. Pi(x,y,z) = T mx + ay + %Z, Py(x,y,z) = bix + by +
b3Z,
P5(x,y,z) = cax® + c1x + cay + c32.

azby

2. Pi(x,y,2) = apxx + LY+ asz, Py(x,y,z) = by + bsz,

1
*+b3C2
P3(x,y,2) = cax® + c1x + coy + 2

3. Pi(x,y,z) = apx + axy + azz, Po(x,y,2z) = bay,
Ps(x,y,2) = cax® + c1x + coy + L.

a1by

4. Pi(x,y,z) = (% — ﬁ)x +asz, Py(x,y,z) = bix + bsz,

P3(x,y,z) = c4x® + c1x + Coy + c32.
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5. Pi(x,y,2z) = —ﬁx + a3z, P(x,y,z) = bz,
P3(x,v,2) = c4x® + c1x + coy + c32.

6. Pi(x,y,z) = ajx — bf—CSy + a3z, Pa(x,y,z) = byx,
P5(x,y,2) = c4x® + c1x + c32.

7. Pi(x,y,2) = aix + = + 22y + a3z, Pa(x,y,2) = bix,
P5(x,y,2) = cax® + c1x + coy + c32.

8. Pi(x,y,z) = mx+ay+ hlszZ' DPy(x,y,z) = bix,
P3(x,v,2) = c4x? + c1x + cay.

(14-azb3¢1)
axcs

9. Pi(x,y,2) = mx + axy + asz, P(x,y,z) = X+ bzz,

Ps(x,y,z) = c1x + ¢c3z.

CLASSIFICATION DES ALGEBRES TERNAIRES NON-
COMMUTATIVES DE NAMBU-POISSON EN DIMENSION 3

Dans cette section, nous fournissons la classification en dimension 3
des algebres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson. Par des cal-
culs simples et en utilisant un logiciel de calcul formel "Mathematica", on
obtient les résultats suivants

Toute algebre ternaire de Nambu-Lie en dimension 3 est isomorphe a I'algebre
définie, par rapport a la base {e1, e, e3 } ou par le biais de I'antisymétrie du crochet
défini par

{e1,e2,e3} =e1.
En outre, elle définit une algebre ternaire non-commutative de Nambu-Poisson

(A, {.,.,.}, u) siet seulement si y est I'une des algebres non-commutatives asso-
ciatives suivantes

1.

pi(ez,e1) =aey pi(ex,e2) =aex pi(er, e3) = aes
pi(es,e1) = ber pa(es, e2) =Dbex pi(es, e3) = bes,
oit a, b sont des parametres.
2. L’algebre inverse de (1).
Les multiplications qui ne sont pas mentionnées sont égales a zéro.

Le premier énoncé du théoreme est dt a Filippov [22]. Les deux fa-
milles ne sont pas isomorphes.

L’algebre ternaire de Nambu-Lie en dimension 3 est munie d’une structure d’al-
gebre commutative de Nambu-Poisson que lorsque la multiplication est triviale.

En utilisant le principe de twist décrit dans le théoreme 3.3 on obtient
dans ce qui suit les algebres ternaires non-commutatives Hom-Nambu-
Poisson.
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Proposition 3.2 Toute algeébre ternaire non-commutative Hom-Nambu-Poisson de dimension 3
(A, {.,., -} pa, &) obtenue par le principe de twist définie par rapport a la base
{e1,€2,e3} par le crochet ternaire {e1,ez,e3}s = ceq, 0il c est un parametre,
est donnée par l'une des algebres binaires Hom-associatives définies par pa, et
I'application « de la structure correspondante

1.
Hay (e2,61)=acey, Hay (e3,e1)=bcey,
Hay (€2,62)=a(der +e2), Hay (€3,62)=b(der+e2),
Hay (€2,63)=a(he+gea+es), Hay (e3,63)=b(he1+gea+es),
avec
a1 (er)=ce1,nq(ex)=des+ea,01 (e3)=he; +ger+e3.
2.
Hay (e1,62)=acey, Hay (e3,e1)=bcey,
Hay (e2,62)=a(de+ex+les), Hay (e3,2)=b(de; +ea+les),
Hay (e2,03)=a(he1 +es3), Hay (e3,03)=b(he1+e3),
avec
ap(e1)=cer,nz(e2)=de1+ez+le3,nz(e3)=he1 +eze3.
3.
Hag (e2,1)=acey, Hag (e3,61)=bcer,
Hag (e2,62)=a(der+fea+7 (1—f)es), Hag (e3,62)=bder+bfer+a(l—f)es,
_ 2(f_
Hagy (82,63):(1]161+b(f—1)€2+a(b7bgﬂ)€3), Has (6’3,(33):bh61+w62+(b—g61)63,
aovec
w3 (er)=cey,az3(e2)=der+fer+¢ (1—f)e3,1x3(63):h61+§ (f—l)ez—&-(h]%gﬂ)e&
4.
Hay (e1,62)=acey, Hay (e2,63)=b(de1+e2),
Hay (e1,63)=bcey, Hay (e3,62)=a(he1+gea+es),
Hay (e2,62)=a(de1+e2), Hay (e3,63)=b(he1+gea+es),
aovec
ag(ey)=cey,oy(er)=dey+ez,04(e3)=hey +ger+es.
5.
Hag (e1,62)=acey, Has (e2,e3)=b(der+ex+le3),
Has (€1,63)=bcer, Has (€3,62)=a(he1+e3),
Has (e2,62)=a(de1+ex+le3), Has (€3,63)=b(he1+e3).
aovec

as(e1)=ceq,us(e2)=der+ey+les,as(e3)=hey +es.
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6.
Hag (e1,2)=acer, Hag (€2,63)=bder+bfer+a(l—f)es),
Hag (€1,63)=bcey, iy, (€3,e2)=ahe;—b(f—1)ea+ @63,

2(f—
Hag (€2,62)=a(der+fea+75 (1—f)es), ymé(e3,e3):hhelfb ( 1)€2+(b711g)€3,

a

avec

wg(e1)=cer,aq(e2) =der + fer + 2 (1 f)es,aq(e3) =he; + =L (f—1)er+ 58 3.

Hay (e1,e3)=ace,
Hay (e2,e3)=a(de1+ fer+les),
oy (e3,03)=a(her+ger+ 5 e3),

aovec

ay(er)=ceq,ny(ep)=de1+ fer+les,az(e3)=he1+ger+ 1+J§+’

es3.

Hag (e1,e3)=acey,
Hag (e2,03)=a(de1+e2),

Hag (33,93):a(h81 +g€2+83),

aovec

wg(eq)=ceq,ag(ex)=de1+ep,a3(e3)=he; +ger+es.

Hag (€1,63)=0ce1,
Jag (€2,03)=a(de1 — e3),

Hag (€3,63)=a(he1+gea+res),

avec

ag(e1)=ceq,a9(e)=de; — (%63,069 (e3)=he1+gea+res.



4.1

Définition 4.1

Définition 4.2

ALGEBRES TERNAIRES DE
NAMBU-POISSON (RESP.
ALGEBRES TERNAIRES
HoM-NAMBU-POISSON)
INDUITES PAR DES ALGEBRES DE
PO1SSON (RESP. ALGEBRES
Hom-Po1ssoN)

ALGEBRES TERNAIRES DE NAMBU-POISSON INDUITES PAR
DES ALGEBRES DE POISSON

Dans cette section, nous fournissons une facon de construire des al-
gebres ternaires de Nambu-Poisson a partir des algebres de Poisson. Nous
rappelons quelques définitions de base.

Une algebre de Poisson désigne un triplet (A, u,{.,.}) dans lequel A est
un K-espace vectoriel , p : A x A — A est une application bilinéaire et
{.,.}: Ax A — A est un crochet binaire tel que :

1. (A, n) est une algebre commutative binaire associative,
2. (A, {..}) est une algebre de Lie,

3. pour tout x,y,z dans A
{n(xy) 2z} = u(x, {y,z}) + u({x,z}, y). (4.1)
la condition [4.1] est dite identité de Leibniz.

Une algebre non commutative de Poisson est définie par un produit y
qui n’est pas commutative.

Une algebre ternaire de Nambu-Poisson désigne un triplet (A, u,{.,.,.}) dans
lequel A est un K espace vectoriel, y : A x A — A est une application bilinéaire
et{.,.,.} : A® A® A — A une application trilinéaire telles que

1. (A, u) est une algebre commutative binaire associative,

43
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des algebres de Poisson (resp. Hom-Poisson)

Définition 4.3

Définition 4.4

Lemme 4.1

Théoréme 4.1

Remarque 4.1

2. (A,{...}) est une algebre ternaire de Nambu-Lie,
3. la régle de Leibniz suivante
{x1,x0, u(x3, x4) } = p(x3, {x1, X2, x4}) + p({x1, X2, %3}, x4),
pour tout x1,x2,X3,x4 € A.

Une algebre non commutative ternaire de Nambu-Poisson est définie
par un produit y qui n’est pas commutative.
Pour des raisons de simplification nous avons finalement choisi la notation
de la multiplication x - y au lieu de u(x,y).

Soit ¢ : A" — A une application n-linéaire et soit T : A — K une forme linéaire.
@r 2 AMY — A est défini par
n+l ‘
Pr(X1, o0y Xpy1) = Z(—l) T(xXk) Q(X1, ooy Xy ey Xni11),
k=1
ol Xy signifie que xy est exclue.

En particulier

{xy,2te = t(){y 2} + T(W){z 2} + T(2){x ¥}

Nous prenons T qui posséde une propriété généralisant celle de 1’ap-
plication trace qui est

Nous appelons une forme linéaire T : A — K une @-trace (ou fonction trace) si

T(p(x1, .., x4)) =0,
pour tout x1, ..., X, € A.

Soit ¢ : A" — A une application n-linéaire antisymétrique et T : A — K une
forme linéaire. Alors ¢ est une application (n + 1)-linéaire totalement antisy-
métrique. De plus, si T est une ¢-trace alors T est une @-trace.

Nous proposons une procédure de construction d’une algebre ternaire
de Nambu-Poisson a partir d'un crochet binaire d'une algébre de Poisson
et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compatibilité.

Soit (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson unitaire (resp. algébre non-commutative
de Poisson unitaire), supposons que T est une {., . }-trace sur Aie. t({x,y}) =0
pour tout x,y € A. Alors (A,-,{.,.,.}r) est une algebre ternaire de Nambu-
Poisson, est nous disons qu’elle est induite par 1'algebre de Poisson (A,-,{.,.}),
si et seulement si

(t(x -y = (y)x = 7(x)y) - ({z u}) =0, (4-2)
Si l'algebre (A, -) n’est pas commutative la condition [q.2|sécrit sous la forme
t(x-yizu} = t(y)x-{zup +t(x){z,u} -y (4.3)

pour tout x,y,z,u € A.
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Démonstration. [10] Le crochet ternaire {.,.,.}r est antisymétrique du
Lemme alors on a seulement a prouver que l'identité de Nambu et
I'identité de Leibniz sont satisfaites. D’abord on développe l'identité de
Nambu

vy Az u vk b —{H{x v 2t w0} —{z {x,y, u}r, 0} —{z,u,{x,y,0}:}: =0,

qui donne 36 termes, 12 termes s’annulent car 7 est une fonction trace i.e.
T({x,y}) =0, pour tout x,y € A. Les 18 termes restants sont les suivants

() t(2)({y, {n,v}} = {y, u}, v} = {u{y,0}}) +
W) (z)({{u, 0}, x} = {{u, x}, 0} — {u, {v,x}})
)

)

,_‘"]

() r@)({y {v,2}} —{o{y 21} - {{y, 0}, 2}

r\l

W) t(w)({{v 2}, x} —{o.{z x}} — {{v,x}, 2}
(@) {y {zut} = {y, 2} u} — {2 {y, u}})
W) t(@)({{z u}, x} = {{z, x},u} = {z, {u,x}}).

Ces termes s’annulent en utilisant 1'identité de Jacobi. Les 6 termes res-
tants peuvent étre écrite comme suit

t(u)t(z)({v, {xyi) = Hxyh o)) +
t)t(@)({xy} 2} = {z {xy}}) +
t(0)t(z)({{x v} u} = {u {xy}})

qui s’annulent en utilisant 1’antisymétrie du crochet {.,.}. Par consé-

quent l'identité de Nambu est satisfaite.
Deuxiemement, nous allons prouver 1'identité de Leibniz qui s’écrit

p—‘

_|_
_|_
_|_
_|_

~

{x-yzute =x-{y,zutr +{xzu}cy

En développant, la partie gauche

LHS =7(x -
(x

yzu} +t(2){u,x -y} + t(u){x-y 2z}
y{zu}+1(2)(x - {wy} +{ux}-y)
+r(u)(x-{y, 2} +{x 2} -y))
(X yH{zup+7(2)x-{uyt +v(2){u x} -y
+r(u)x-{y, 2} +t(u){x 2}y,

et la partie droite
RHS =x-t(y){z,u} +x-t(z){u,y} +x-t(u){y z}
T(x){z,u}t -y +7(2){u x}t -y +v(u){x,z} -y,

I'identité de Leibniz pour le crochet ternaire est satisfaite, si et seule-
ment si la condition [4.2] est vérifiée.
O

Corollaire 4.1 Si (A, ) est unitaire et il existe z € {A, A} et x -z # 0, Vx € A, alors

T(x-y)1 —T(y)x - t(x)y =0, (44
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des algebres de Poisson (resp. Hom-Poisson)

Proposition 4.1

Proposition 4.2

Remarque 4.2

4.1.1

Exemple 4.1

Soient (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson et T une {.,.}-trace. S'il existe z €
{A, A} et x-z #0,Vx € A, et (A,-) est une algebre unitaire commutative
associative alors T(x) = 0, pour tout x € A.

Démonstration. Comme 1’algébre est unitaire commutative et il existe z €
{A,Atetx-z#0,Vxe€ A

STyl —t(y)x —t(x)y =0
Soient x # 1 et y = x, alors
T(x-x)L —27(x)x = 0.

Comme x et 1 sont linéairement indépendant, il en résulte 7(x-x) = 0 et
T(x) = 0 pour tout x in A. O

Soit (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson unitaire, T une {.,.}-trace et il existe
ze€ {A A} etx-z#0,Vx € A. Sie est un idempotent non proportionnel a 1
alors T(e) = 0.

Démonstration. Soit (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson, T une {.,.}-trace
etilexiste z € {A,A} etx-z # 0, Vx € A, alors d’apres le théoreme
et le corollaire

(-l —(y)x —t(x)y =0 (4-5)

2

si e est un idempotent i.e. e* = e alors (4.5) peut étre écrite comme suit

T(e-e)1 —1(e)e —t(e)e =0,

comme
T(e)1 —27(e)e =0,
ona
T(e)(1 —2e) =0,
qui implique t(e) = 0. O

En dimension 3, T(x) = 0 pour tout x € A. i.e. Toutes les algebres ternaires
de Nambu-Poisson induites a partir des algebres de Poisson en dimension 3 sont
triviales.

Exemples

Dans cette section, nous présentons des exemples d’algebres ternaires
de Nambu-Poisson induites a partir des algebres de Poisson en utilisant
le théoreme dans les dimensions 5 et 6. Nous n’avons pas réussi a
obtenir des exemples en dimension 3, pour cela nous avons des exemples
d’algebres de Poisson binaires recherchées sur la base de la classification
des algebres de Lie nilpotente en dimension 5 et 6.[19].

Soit (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson définie sur un espace vectoriel de dimen-
sion 5, A engendré par {ey, ez, €3, es, €5 }. Le crochet binaire qui est antisymétrique
est défini par
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{81,62} = ées3,
{61,63} = €5,
{62, 64} = €5,

et la multiplication commutative est définie par

ej-ep = aes, ej-ey = bes,
ep-ey = ces, e-ey = des,

er-e4 = fes, ey-e4 = ges,

pour tout a,b,c,d, f, g des parametres dans K. Les autres produits et crochets
sont obtenus par commutativité (resp. antisymétrie) ou égaux a zéro.

Soient
T(e1) = 71, T(e2) = 72, T(es) = 73, 7(e3) = T(es) =0,

pour tout 7y1,72,73 € K.
La condition 4.2} est satisfaite, selon le théoreme (4.1) nous obtenons une algebre
ternaire de Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire suivant

{62, €1, es}r = 2és5,
{e1,e2,e4}r = 7165+ 7383,
{61, €3, e4}r = rsés,

les autres produits sont obtenus par antisymétrie ou égaux a zéro.
Alors (A, -, {.,.,.}r) est I'algebre ternaire de Nambu-Poisson induite.

Exemple 4.2 Soit (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson définie sur un espace vectoriel A de
dimension 6 engendré par {e1, ez, e3, e, e5,66}. Le crochet binaire qui est antisy-
métrique est défini par

{er,e2} =e3, {ei,e3} =ey,
{61,64} = €, {62, 63} = €,
{e2,65} = e,

et la multiplication commutative définie par

e1-ep =aes, e1-ey = beg,
e1-es = ces, e3-ey = deg,
ex-es = feg, e5-e5 = ges,

pour tout a,b,c,d, f, g des parametres dans K. Les autres produits et crochets
sont obtenus par commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux a zéro.
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Exemple 4.3

Soient
T(e1) = 11, 7(€2) = 712, 7(e5) = 713, T(e3) = T(es) = t(e6) =0,

pour tout 7y1,7y2,v3 € K.
La condition (4.2), est satisfaite, selon le théoreme nous obtenons une algebre
ternaire de Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire suivant

{er,e2,e3}c = 7166 — 7204,
{er, e, e4}r = —72e6,
{er, ez, e5}c = Y166 + 7363,
{61163, 65}'( = Y364,
{er,eq,e5}c = 366,

{ea, 63,65} = v3es,

les autres produits sont obtenus par antisymétrie ou égaux a zéro.
Alors (A, -, {.,.,.}z) est l'algebre ternaire de Nambu-Poisson induite.

Nous présentons un exemple d’algébre non-commutative ternaire de
Nambu-Poisson intuite par une algebre non-commutative de Poisson.

Soit (A,-,{.,.}) une algeébre non-commutative de Poisson, définie sur un espace
vectoriel A de dimension 3 engendré par {e1, ey, e3}. Le crochet binaire qui est
antisymétrique est défini par

{63,64} =1, {61,63} = €2,

et la multiplication non-commutative définie par

es-e3 =aey, e4-e4=bey,

pour tout a,b des parametres dans K. Les autres crochets sont obtenus anti-
symétrie ou égal a zéro, et les autres multiplications sont égale a zéro.

Soient
T(e1) = t(e2) = 0,7(e3) = 71, T(es) = 72,
pour tout 71,772 € K.
La condition (4.2), est satisfaite, selon le théoreme nous obtenons une al-

gebre non-commutative ternaire de Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire
suivant

{81163/ 34}1— = 22,

les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux a zéro.
Alors (A,-,{.,.,.}z) est l'algeébre ternaire non-commutative de Nambu-
Poisson induite.
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4.2 CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE POISSON-LIE RESO-
LUBLES EN DIMENSION 4

Nous donnons ci-dessous la liste des algébres de Lie résolubles de
dimension 4, les algebres résolubles de Poisson-Lie en dimension 4 sont
classées, on calcule toutes les fonctions traces et les algébres de Poisson
ternaires induite en utilisant ces fonctions trace.

Théoréme 4.2 (Algebre de Lie résoluble de dimension 4 [32][18]) Soit L une algebre de Lie réso-
luble, et {e1,ez,e3,e4} sa base sur L, alors L est isomorphe a 'une des algebres
suivantes : (Les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux a zéro)

1.L’algebre de Lie abélienne {x,y} = 0,Vx,y € g.
2.M?: {e,eq} = ei;{ex,es} = e2; {e3,e4} = e3.
3.M2: {e,eq} = e1;{er, e} = e3;{e3,es} = —aey + (a + 1)es.
4.M*: {ey,e4} = e3;{e3,e4} = e3.
5.M°: {es,e4} = e.
6.Mg/b :{ey,ea} = ep; {ex, es} = e3;{e3,es} = aey + bey + es.
7.MZ/b :{e1,es} =ep;{er,ea} =e3;{es,ea} =aey +bex(a=b#0o0ua=0oub=0).
8.M8 : {e1,e2} = ex;{es,ea} = ey.
9.M : {e,es} = e1 +aex; {er,es} = eq;{e1, ez} =ep;{er, 03} =ea( X2 —X —a
n'a pas de racine sur K).
10.M" - {e1,es} =e1;{e3,es} = e3;{e1,e3} = er.
11.M'2 : {e1,ea} =eq1;{ex, ea} = 2ep; {e3,e4} = e3;{e1,e3} = en.
12.M;3 :{e1,ea} = e +aes;{ex, ea} = er;{ez,ea} = e1;{e1,e3} = en.
.MM : {e1,e4} = aez; {es,eq} = e1;{e1, e3} = er.(M est isomorphe Mi* si et
seulement si a = «*b pour un scalaire x # 0).

Nous donnons dans ce qui suit, la classification des algebres de
Poisson-Lie en dimension 4.

Proposition 4.3 Etant donné une algebre de Lie M, nous construisons toutes les multiplications
associatives qui munissent M d’une structure d’algebre de Poisson. On note
P (M, i) la structure de Poisson correspondante (Les autres multiplications sont
obtenues par commutativité ou égales a zéro)

1. P(M?,1) La multiplication correspondante est I'algebre nulle.

2. — P(Mg,l) €44 = A16p — a1€3.
3 . _ . _ . _
— P(My,2) : ex-ex = agep — apes;ep - €4 = a3ep — A3€3;€4 - €4 =
2 2
4, 1
a2€2 a2€3.

— P(M3,3) :e1-e; = aser;er - es = agey;en - € = asey + Ases;en - €3 =
a2 a2
a5€3;€) - €4 = €3 + (564,63 - €4 = A€3; €4 - €4 = 20664 — éez + ieg.
49y . _ ) _ ) _
3. — P(M*%1) :e1-ex = aper;eq -eg = aje;;ep- e = areq + aper +
. _ . —_ a1 a . _
ages;ep - €3 = ages;ep - ey = p2er + aje3 + apeseq - ey =
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ajper — *6’2 + 133 + 2a1ey4;

— P(M4,2) e1-e1 = aze1;€] -6 = a3e3,€] €3 = (363,61 €4 =
asa
gey — age3 + azey; e - e = Asey — A5€3;€2 - 4 = — =€ + aee3;es -

a,a a4d5—aza, aq(2aza¢—aga
es = (a6 — “t1)ezies - 04 = (45ﬂ336)€ + 4( S i) +

a4(ag05—2a30a6) aza .
84(a45—2030) e es + 2(ag — 335 )ey;

4 ). _ ) _ . _ ) _ )
— P(M*,3) :e1-e1 = azeq;eq - ep = azep;eq - €3 = A3€3; €] - €4 = A3€4;
ey - ep = dpeq + asex — 1es;

1 )
ex-e3 = 5(as —n)es;
+ 1 )
ey -eq = ape1 + %ez + ases + 5 (a5 — 17)es;
_ ((as+n)an .
€364 = (T +ag)es;
€464 =
(— 8ﬂ3ﬂ2ﬂ11+ﬂ5(ﬂ5+’7)(ﬂ5ﬂ11+ﬂ2ﬂ6)2+2a3ﬂ2(35!%%%1+2ﬂzﬂ6(2'7ﬂ11+a2ﬂ6)+2ﬂ51111(’7ﬂ11+2ﬂ2ﬂ6)))e +
(24303 /1) !
a2 a2 as+1)a
?"’62 — 7663 + (7( 2:2) o4 116)64
— P(M*,4) : e - e1 = azey; e1 - e = azey; eq - €3 = azes; €1 - €4 = 434
. 1 .
ey - ey = aze1 + asex +1e3; ey - €3 = *(ﬂ5 +1)es;
a
ey - eq = ape; + wez + ages + 1 (as + 17)es;
o (las—n)an .
€3 ey = (gt +de)es;
€4 €4 =
(f8a§a%a%lfas(u5717)(u5a11+a2a5) 72u3a2(3a5a11 2a2a6(217a117u211(,)72u5a11(17111172@116)))e .
(2a303/7) !
2 2
ag ayy (as—1)an
ser+ Jles+ (gl +ag)es

avec 1] = 1/ 4azay + a

— P(M*,5) :e1 - e1 = azey;
e1 - ey = dpep + ases;
e1 - €3 = a3es;
e1 64 = a6 — Me + Meg, + aszey;
e ey = are1 + (110 — M)EZ + (tflo + a3u2)€3/
€2 - €3 = dpes;
er-eq = "I — %ez + ages + agey;

azaa .
€364 = (a6 — 73‘% 2)63,
(a3ada®+azadayay (a1 —2ag)+ak(a;—ag)?)) 1 2
ey -eg = 221 0 P 0 e1 + fscll (a3a1a2 + a0(611 —

2a¢))ey — al(agalaz + a3(ay — 2a6))es + 2(ag — ”3“;“2)64.

— P(M4, 6) pe1-e1 = azey + agex — ages;
e1 - ey = apej + azex — azes;

e1 - ey = ajey + asey — aqes;

aaz, | (agap—asaz+a3) (agap—azaz+a2)

€62 = as €2 — as €3;

e ey = ey — q(—asar + (a3 — az)as)er + {(—agar + (a3 —
az)as)es;

ey 04 = (a3a0aﬁ+uga1(fa7a1+2a0a4))el 4 (aga%+a3(a3fa7)aﬁ+a3a4(72a3u1+a0a4))ez_

(ag(agao—azaz)) (ag(agag—azay))
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(a3a%+a3(a3—a7)a3+agas(—2a3a1+a0as))
(ﬂs(llsﬂo*%w))

es.

_ 'P(M4, 7) we1 - e1 = azey + agex — ases;
e1-e = ape; + azex + %(a3 Ca— 117)63;
er-e3 = 3(a3 — a+ay)es;
e1-e4 = mer + 2170(—a3 + a + az)arer — 2%0(_613 b ot a)aes +
3(as — a+ay)es; 2
e-e = %el + W
1

e + ;—s(agag — way)es;

ez €3 = 5-(2asao — azay — aay + az)es;

ey -eq = %61 + Wez + age3 + %%(Zagao —azay; — oay +
az)es;

e3-ey = ((W(-ﬂz:;:aﬂal) + ag)es;

es - es = ((a3ada? + aS(ay + B)at — ada2ay(4aday + azazPay +

2agagae) + 2asapazazay (B(2a1 + ag) + a7(3a1 + s)) + azada3 (B +
a7(7a3 + 10aya6 + a2)) + 2a3a3(B(ar — a2) + az(—2a3 + 4ajae +
2a2)) + ada7(3a3(2a7 + B)a3 — agado + 2agaoazar(Bas + 3az(ar +
a¢))) — asaz(a%(4a; + 3B)at + 2tagazay (2B(ar + ae) + 3a7(2a1 +
as)) + agag(B(ar — ae)* — 2a702)))/v)e1

+(—a3adat — a3(ay + B)a3 + adazaq(4a3a1 + azPay + 2agags) +
4a§a80 — Zagaoaial(ﬁ(Zal + ag) + ay(3a1 + ag)) — a%a%aZBp] +
a7(7a% 4+ 10ayae + a2)) + a3(—3a3(2a7 + B)at — a%abo + 2agapazay (Bag +
3a7(a1 + a))) + as(ak(4a; + 3B)a3 + 2agapazay (2B(ar + ae) +
3a7(2a1 +as)) — agag(B(ar — as)* +2a702)))/ 7)e2
+((—a3a2a3 + a3(ay + B)at — adazay(4a2ay + azPay + 2agaoas) —
4a3ado + 2agagazar (B(2a1 + ae) + a7(3a1 + ae)) + a3adaz(Bo1 +
a7(7a% +10aya6 + a2)) + a3(3a3(2a7 + B)ara3 — a3ajo + 2agapazar (Bs +
3a7(ay + a6))) + az(—az(4ay + 3B)a? — 2agapazay (2B(ar + a¢) +
3a7(2a1 + a6)) + agag(B(a1 — as)* +2a702)))/ 7)es
+2( (a7(_a§;;";:‘a7)al) + 116)34

— P(M*,8) :e1 - e1 = aze; + age; — ages;
e e = agey +azex + 1 (a3 + a — az)es;
e -e3 = %(ng. + o +ay)es;
e1-es = aje — ﬁ(ﬂg +a—ay)are; — ﬁ(@ +a —ay)aes + %(a3 +
o+ ay)ey;

2

er-eg = Wy 4 BTG o) 4 L (agag + aaz)es;
ez - e3 = 5i-(2asag — azay + aaz + az)es;

(a7(az+a—ay)ay)

€ ey = %61 - ey + ages + ﬁ(Zﬂgao — asay + aay +

2agag
az)es;
e3-e4 = (_((ﬂ7(1132+’;:(;]ﬂ7)a1)) + a(,)eg,;
ey -4 = ((a%a%a% + a?(a7 — ﬁ)u% + aga%al(—%%al + azBa; —

2agagae) + 2agaoazar (—B(2a1 + ag) + a7(3a1 + ae)) — 2a3ad(B(ar —
a2 +2a;0) + aaia3(—Bp1 + a7 (742 + 10a1a6 + a2)) + a3az (3a3(2a7 —
B)at — adado + 2agapazar (—Bas + 3az(a1 + ag))) + azaz(at(—4a; +
3/3)61% + 2agagazay (2B(a1ao + ag) — 3az(2a1 + ag)) + aga%(ﬁ(ul —
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as)* — 2a702)))/v)e1

+(—a3ata? — a3(—ay + B)a3 + adazar (4a3a; — azBarag + 2agapas) +
4a3adc + 2agagadar (B(2a1 + ag) — az(3a1 + a6)) + adadaz(Bpr —
a7(7a% +10aya6 + a2)) + a3(3a3(—2a;7 + B)a3 + ajado + 2agapazao(Bas —
3az(ay + a6))) + az(as(4ay — 3B)a3 + 2asapadar(—2B(a1 + a¢) +
3a7(2a1 + a6)) + agag(B(a1 — a6)* +2a702)))/ 7)ez

+((a3a3a3 + a5(a; — B)a3 + a3azar(—4a2ay + azPay — 2agapae) —
4a§a8¢7 + 2a8a0a§a1(—ﬁ(2a1 +ag) +ay(3a1 +a6)) + a%a%w(—/ﬁm +
a7(7a% 4+ 10aya6 + a2)) + a3 (3a3(2a7 — B)a3 — a3a3o + 2asapazar (—Pae +
3a7(ay + a6))) — az(a3(4ay — 3B)a3 + 2asapadar (—2B(a1 + a¢) +
3az(2a1 + ag)) + agag(B(ar1 — ag)* — 2a702)))/v)es
+o(— Ll rn) 4 go)e,

avec

a = \/dagag + (a3 — a7)%;

B = \/(613 + dagag — 2a3a7 + a3);

o = (a? —2mya6 — aZ);

v = (Zagao(—agay + agap(4agap + a%) + a%(aﬂzo + 2a%) — az(6agapay +

a3)));

01 = a% + 6a1a¢ + a%;

p2 = at — 6ayag — a2

— P(M*,9) : ex-ey = ape; + asex + ases;er - e3 = ases;er ey =

2
. — . — 6(2a5a11 —a246 a
arier + aes + ases;e3 ey = agexies - ey = o e L — e+

ag
2:63 + 2a¢ey.

4 ) _ . _ i _ ) _
- P(M ,10) €1 €1 — agey — ge3,61 - € — (Ay€p,€1 - €3 — (763,61 * 4 —
2 2
aga aga . _ a a . _
aje; — —27162 + —27163 + azes;er e = lex + eyjer ez =
2 2
a . __ aza a . — . —
s e -ey = They —aier +ages + lesies ey = (ag —a1)es;es - eq =

2_ 2 2_ 2
ag—a, dg ag(ag—azt) ag(az—a2)
20, ! o Loy + L—2ey — =L e3 + (2a6 — a7 )es.

7 7
4 . _ . _ .
— P(M ,11) ;€1 €61 = dagey — dg€3,61 - € = dy€r — Aye3,€1 * €4
2
_ . . __ 4 a7 5 . __ az44 , _ A704 , . X _
aser 514623, €6 = €2z+ 263762 €4 = 70 ag 376464 =
Ay _ asgay _ (% _ aga
ayoer + (g2 — = 0)e2 — (32 — = )es.
4 . _ . _ . _ . _
— P(M*,12) : e1-e; = agzej;e;-ey = asep;eq-€3 = A3€3;€] - €4 =
azes; ey - €y = As5€p — A5€3;€ * €4 = A9y + Ag€3;€3 - €4 = (ﬂ9 +
. _ _ (ag+ae)? ”é “é 2
fg)es; ey - ey = et e — et (a9 + ag)ey.
4 . _ . _ . _ . _
- P(M ,13) ;€161 — dazeq,eq1 €y — d3€p,€1 - €3 — 033,61 - €4 —

. — B — asa
azes; ez - e = Asey + Ase3;ep - €3 = dAses;ey - eq = Aje; — —pttex +

. — a3a . _ 011(2a5a6—a3a1y a
ases + ases; €3 - es = (a5 — 21t )es;es - 04 = ( P Loy — e+

2
ag asaig
%63 + 2(116 e )64.

- P(M4,14) D e]-€6] = azeq;e1 -6y = (362,61 -€3 = (363,61 €4 =
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. — . — . _ Aa
ages; €2 - €y = A2e1 — 2Aep;ep - €3 = —Aeg;ep ey = anje; — ey —
A ay, —axa
Aes + ases;es - ey = —Zlezies ey = A€ + Mey~fato) e g,
2
a2, —azarg 2Aa
naz )63— a1164_
2
4 . _ ) _ i _ )
— P(M*15) : ey -e1 = aze;;eqr-ep = daseyey-e3 = azeseq -

ey = azegex - ey = axer +2Aex;ep - e3 = Aages;er - eqg = ajreq +

apA apA A(a3, —azayp)
o €2 T Aestaseses ey = TResies ey = ajpey — —— et

)‘(”11 7”2”10) 2)\&11
ﬂ% 63 + a 64.

avec A = 1\/a»as

- P(M4 16) le1-e1 = a3e1;61 -6y = ape1;€61 -4 = A1€1,€7 - € = are1 +
(a0 — B2)er — (ag — 22 )es;ex - e = arier + (a1 — M )er — (a1 —

ﬂ31111 (afar— 2“0”1”11+”3”11) (aoﬂl —azan)? (ﬂoﬂl asa11)?
)63’64 €4 = (—a%+azay) e+ —azapay a3 —aza0a;
4 ) _ ) _ ) _ ) _
— P(M*,17) : e1-e1 = aszej;e;-ex = apej;eq - ey = A1€1;€y - € =
asa asa . o asa
mer + (a0 — 52)ex + (a0 — B 2)es;ex - es = (ap — 5 2)es;en -
aia a a
es = “pZer + aees + (a0 — “pt)eses - es = (gezies ey =
aza1ay (a1 —2a6) —a3(a1—ae)?) aga’ agaz 5
(as(—a3+asaz)) e1+ fa%+a3u 2+ a%—aza; €3 + 2a664.
— P(M*18) : ey - = — o1 - = 801 5,
e1 ase1 + agep — ages; ey - ey ae; + o €2
aga
Thyesieseq = 131 + apex — apes.
- P(M*19) : ey -e1 = aze; + ageo — ages;e1 - e = azex ey - €3 =
. _ . _ @, . _
azes;e1 - €4 = A4ey — A4€3 + Azegex - ey = THexe3 ey =
2
—asza
Bles ey eg = —rter +apey — apes +2% e
8
~ P(M*,20) : e;-e; = aze; + asey — ages;ey - en = A3er —
ﬂi%es; e1-e4 = a161 + aqey — A4€3;€p - €4 = A1€) — A1€3;€4 - €4 =
ay , a1(aga1—2a3a,) a1 (aga; —2azay)
a5 P e + P es.
- P(M4,21) pe1-e1 = asel + tep —tes;er e = ayey + (613 —
a7)33;el - €3 = (363,61 - €4 = 46y — (463 + a3€4;€2 - €
_ ay(a3—az) az(a3—az) . _ ama . _
as e + asg )83162 - ey - 5718462 + aces; ez - ey -
2 ag( 7% 4, )
a7 75 _ it a6
(a7u4 + ﬂ6)€3 ey ey = ( ag +a5)? e1 + ( a3 +2a44a6 a3 )62 +
’ a3 (az—ay)
((ayas+asas)®—asas(azas+2asas)) a7ﬂ4
e3+2 a
(a3a8(a3 ﬂ7)) + ( + 6)
— P(M*,22) : e -e; = aze; + ager — ages;e; - ex = dage; + (az —
. — . — 1 i
2u)er + pesser - e3 = (a3 — p)es;eq - eg = aje — ” , 62+ V , €3+
. _ (a3—2pag 2paz . _
(a3 — p)esrer ey = B20)ey 4 (— VS — Bag)ez + aoes;ex - e3 =
pa (013 2W1) pas Vﬂs
(=l —a)esiea e = L Fen — 2+ 0)bes + mes + ( -
. _ H sﬂ Wlo
ap)esez-eqg = (—1— *)ﬂ1€3,€4 e4 = 1081 +( =1 + )6’ +

(n(—aza?+pa2+agagary))
G e3 +2(—1— E2)ases.
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— P(M*,23) : ey -e; = aze; + ageo — ages;e; - ex = age; + (az +
a a
2u)ey — pes; e ez = (az+ u)es; er-eq = aje; + %ez — %63 + (a3 +
az+2ua, 2ua a
Weyer ey = WL 4 (2 _3a0)e) 4 ageser ez = (L2 —
. az+2ua .
aples;en - ey = (36178”1)81 - (2- 5870)61162 + aje3 + ( s —ap)ey;e3 -
_ _ ]/lﬂg,ﬂ a +]x[ﬂ10
es = (—1+ asao)aleg;, ey ey = aper + (— ﬂgl + Jea +

(4(a3a3 +pa3 —agaoar) ) pas
(agas €+ 2( 1+ asao )LZ164.

avec y = 1,/apag

— P(M*,24) : e; -e; = aze; + agey — ages;e; - ey = a061 + & Oez —

a
—”Z‘;Oeg;el ceq = aje; + ”Sﬂle ”Zzleg;ez cey = Oe + 282 0 -
2
asga . __ apa agapa aga Hﬂ3ll
e ey = Gllen + Htey — Wtes;es s eq = aoer + (=5 al +
3 3 8
1+280) a2 —a3a
+W’10)e B ((1+ P )ag—as 10)e
ap 2 ag 3
2
—a
- P(M4,25) ey -e1 = asze; +agey — age3; e - e = 78361 + 361382 —
azes;eq - 63 = 2aze3;e1 - e4 = a1e1 — ‘aZZl ey + ®hey + 2azey;e0 - € =
—343 a2 243
e —|— ez — 363;62 e3 = esier ey = 3%“161 — 3mepy +
8
ag(2a%+aza
mes + 2 e4,es er = —2ameyescey = aye; — DR 4
3
ag(2a’+aza
8( 1; 3 10)63 — daqey.
3
5 . _ . _ . _
4. — P(M ,1) Iep-ep = qagey + a1€3;62 - €4 = ap61 + a3€3;€4 - €4 =

ase1 + ases;

5 . _ . _ . _ . _
— P(M>,2) : e1- ey = ages; e - e4 = ayes;ep - ex = Ageq + A1€3;€3 - €4 =
2
apa
ey + ages;eq - eg = —ore1 + asen.
6

- P(M5,3) pe1-e1 = agey + agez;e1 - e = agey + age3;e1 - €3
aga? 2
ases;e1 - ey = A7e3 + ages;ep - = — 2er + “ater +arez;er 03 =
Woesrer g = — T er + BT e +a363 + “teseses = Besreq
9
2
64 = —%61 + asez + @64.
a9 9
— P(M°,4) : e1-es = ages;e; - e = (1e3;6p - €4 = (36364 - €4 =
age1 + byes.
55y . _ ) _ ) _ ) _
— P(M>,5) : ey -e; = agej;eq e = Qjpei;ep-€x = A1€3;€) - €4 =

2
a
(363;64 - €4 = ﬁel + ases.

5 . _ . _ . _ . _

— P(M?>,6) : e1-e1 = agej;e1-ey = dgep; e - €3 = 0(8€3;61 - €4 =

ﬂ8€4,€2 ey = a163;6x - €4 = (1162 + A3€3;€3 - €) = (11€3;64 * €4 =
“ ey + ase3 + 2ajie4.

— P(M>,7) : e1-e1 = agej;e1-ex = dagexeq - €3 = (ge3;€1 - €4 =
ages;ep - ex = dpe1 — 2Uey + ajez;ex - e3 = —e3;er ey = (201 —
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2
ap . o az . @ k)
M2y +ases — pege3 - ey = —L2egieq - 04 = 2oy +ases — ey,

- P(M>,8) te1-e1 = asej;e;-ex = dgexe;-e3 = dgese; - 64 =
agey; ep - ey = ﬂoel + 2uex + ajez; e - 63 = pes;en - eq = aper + L ez+

. — . — 2
ases + e e - ey = reg;ey e = ey + ases + Lo2e,

avec Y = 1,/apas

5 . _ . _ . _ . _
— P(M>,9) :e1-e1 = agej;e1-ey = Appe1;e1 -4 = A10€1;€2 - € =

2 2
a . _ apa . _
11%;261 +ajez;ep - eq = 71{2181061 + azez;es - e4 = {%;El + ase3.

6 . _ ) _ ) _
5. — P(MO,O’l) fe1-e1 = agey — (pe3;€1 - €4 = 1€y — (1€3;€4 - €4 = (2€) —

azes.
- P(MOb’z) ey eq = azeq —|— 62 — 263.
. _ a . — . —
- P(MOb,3) ce1-e1 = dase; — —562 + —563,61 cey = asepeq -e3 =
asesz; €1 - €4 = 0182 - 0163 + 0564, 62 = —a4a1€y;€3 - €4 =
Il 2 2 2
—aga1e3;ey - €4 = 61 162 + 2 183 — 2a4a16y4.
. _ a a . _ a,
- P(M§,,4) : el e = aser + e — Pesjer ey = el + fer —
2
A pp-0, . _ %
2,634 64 = €1+ a4a5€2 2305 €3

7 . _ a
6. — P(Mo,bfl) Dey ey = azer — 2es.
2

2
M7 . _ as , . — %
- 73( O,b’z) . e1 €61 = aseé1 — 563,64 ey = %61 — a4a5e3

- P(MOb,?)) cep-ep = ase; + 583,81 -ey = aseyey ez =

ﬂ5€§,2€1 €4 = azes + ase4; €2 - 4 = ﬂ4ﬂ7€2, €3 €4 = (407€3;€4 - €4 =
_ﬂ7ﬂ4 114517
el + a5 €3 + 2ayey.

7. P(MB8,1) La multiplication correspondante est I'algebre nulle.

8. 'P(Z\/I9 1 §% ) lep-e3 = apep — %11062;61 ey = %aoe — %aoez;t’z ey =
2age1 — dgex; e - ey = age — 3agex; €3 - €3 = —2ages + 4dges;es - ey =
—age3 + 2apey;eq - eq4 = —%(1083 + agey.

9. P(M"Y,1) : La multiplication correspondante est I'algebre nulle.

10. P(M'?,1) La multiplication correspondante est I'algebre nulle.
11. P(MEP, 1) s e1 - e = agep; e3 - es = dgen; eq - e4 = —ageq + 2apes.
12. — P(M41) s e3-e3 = agez;e3 - e4 = ajen; eq - es = azer.
- 'P(M;Al,Z) D €44 = dpey.
avec ag, ay, A, as, 4, as, ae, 7, ag, 49, A1, 411, 12 des parametres dans K

Dans ce qui suit, nous donnons toutes les traces T sur les algebres de
Poisson énumérées ci-dessus.
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Algébre de Poisson Trace Algébre ternaire de

Nambu-Poisson induite

Algebre de Poisson
abélienne

Toutes les formes
linéaires

Algebre  ternaire
Nambu-Poisson
lienne.

de
abé-

T(x)=0

Algebre  ternaire
Nambu-Poisson
lienne

de
abé-

P(M 2), (M

P(M,5),P(M )
P(M,7),P(M?,8)
P(M4 9),7>(M4 11)
P(M*,12), P(M*,13
P(M*,14), P(M*,15
M*,16), P(M*,17

M*,20), P(M*,21
M?*,22), P(M*,23
M*,24),P(M*,25

VYV VIYIYY

X) = Y4X4

Algebre ternaire
Nambu-Poisson
lienne

de
abé-

he,

P( ), P )
P( ), P( )
( ), P( )
(M*,18), P(M*,19)
( ), P( )
( ), P( )
( ), P )
(

(MS )ao ap=a4=0)s
P(M?,2) (4y=0),
P(M5,3)(a8:0),
P(M 3)( =0)/
(M5 7) ap=a,=ag=0)s

T(x) =
Y1X1 + Y2X2 4 YaXy

{e2, 64,61} = 1103

P (
P(MS’S)(QO =ay=0g= )
P ),

( 6 1 (M14 2) T(x) = YaXs {e1,e3,e4} = Yse2
P(M*, 1) (0y—ar0)s T(x) = {er,es,ea} = 7163
P(M*,11) (4,—0) mxtrxs feyeel =mes
P (M*,20) (4,-0)
P(MS,O'U
P(M*,14) (4,—0), 7(x) = {ea, 3,64} = 7263
P (M*,15) (4,-0), Yox2 + YaXy

P(M4’ 18) (ag=a12=0)
P(M4’ 24) (ag:aw:al:O)
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4.3 ALGEBRES TERNAIRES HOM-NAMBU-POISSON INDUITES
PAR DES ALGEBRES HOM-Po1ssoN

Dans cette section, on donne un résultat qui permet de construire
des algébres ternaires Hom-Nambu-Poisson a partir des algebres Hom-
Poisson.

Définition 4.5 Une algebre Hom-Poisson est un quadruple (A, u,{.,.}, &) oit A est un espace
vectoriel, y : A x A — A une application bilinéaire, {.,.} : AX A — A un
crochet, et &« : A — A une application linéaire telle que :

1. (A, u, ) est une algebre commutative binaire Hom-associative,
2. (A, {., .}, ) est une algebre Hom-Lie,
3. pour tout x,y,z € A

{n(xy), a(z)} = pla(x){y, z}) + n({x z}ta(y)). (4.6)
la troisiéme condition est dite identité Hom-Leibniz.

Une algebre non-commutative Hom-Poisson est définie par une multi-
plication qui n’est pas commutative.

Remarque 4.3 Nous obtenons la structure classique de Poisson lorsque x = Id.

Définition 4.6  Une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson est désigné par (A, u, B, {-,-, -}, &)
dans lequel A est un espace vectoriel, {.,.,.} : A x A x A — A une opération
ternaire, y : A x A — A une application bilinéaire, une paire d’applications
linéaires & = (w1, &) ot &y, 000 : A — A, et une application linéaire p: A — A
tel que

1. (A, u, B) est une algebre commutative binaire Hom-associative,

2. (A {.. .}, &) est une algebre ternaire Hom-Nambu-Lie,
3. {m(x1,x2), 01 (x3), a2 (xa) } = p(B(x1), {x2, %3, x4 }) + p({x1, X3, x4}, B(x2)).

Une algebre non-commutative Hom-Poisson est définie sauf si la mul-
tiplication n’est pas commutative.

Remarque 4.4 Nous récupérons l'algébre ternaire de Nambu-Poisson classique lorsque 1 =
Ny = ‘5 = Id.
Dans la suite nous allons principalement s’intéressé a la classe des algeébres ter-
naires Hom-Nambu-Poisson oit &« = a1 = ap = P, pour laquelle nous les notons
par le quadruple (A, u,{.,.,.}, ).

Nous proposons une procédure de construction des algebres ternaires
Hom-Nambu-Poisson a partir des crochets binaires des algébres Hom-
Poisson et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compa-
tibilités.
Théoréme 4.3  Soit (A, -, {.,.}, ) une algebre Hom-Poisson, supposons que T est {.,.}-trace sur
A satisfaisant

t(a(x)tly) = t(¥)t(ay)), 47)

t(x-ya({zu}) = alx)-ty){zu}t +r(){zu}-aly), 48
t(a(z)) = t(2), (49)
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4.3.1

Exemple 4.4

pour tout x,y,z,u € A.
Alors (A,-,{.,.,.}r, ) est une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson, et on dit
que c’est une algebre induite par une algébre Hom-poisson.

Démonstration. D’apres le lemme {.,.,.}r est antisymétrique et I'iden-
tité Hom-Nambu est prouvée en utilisant la condition voir [6], il suffit
de prouver que l'identité Hom-Leibniz est satisfaite. Ainsi l'identité Hom-
Leibniz est écrite comme suit :

{x-y,a(z) a(u)}e = a(x) - {y,z ute +{x, 2, u}c - a(y).

En développant, la partie gauche est

LHS =t (x - y){a(z),a(u)} + v(a(z) {a(u),x -y} + t(a(u)){x-y,a(z)}
—T(x y){a(z),a(u)} + t(a(z))(a(x) - {u,y} + {u,x} - a(y))
+r(a(u))(a(x) - {y,2} +{x 2} -a(y))
(x y)a({z u}) + t(a(z))a(x) - {u,y} + v(a(z) {2} - ay)
+t(a(u))a(x) - {y,z} + T(a(u)){x 2} - a(y),

et la partie droite est

RHS =a(x) - t(y){z 1} + a(x) - 7(2){u,y} +a(x) - 7(u) {y, 2}
t(x){z,u} - aly) + T(2){u, ¥} - aly) + T(W) {x,2} -a(y),

en utilisant[4.8|et[4.9|les termes de RHS disparaitra avec ceux de la gauche.
Par conséquent, 1'identité Hom-Leibniz pour le crochet ternaire est satis-
faite, si et seulement si les conditions [4.8 et [4.g| sont vérifiées. O

Exemples

En utilisant la classification en dimension 4 des algebres de Poisson
et le principe de twist, nous avons pu construire des algebres ternaires
Hom-Nambu-Poisson en dimension 4, a partir de cela et selon la méthode
décrite dans le théoréme (4.3) nous fournissons des exemples d’algebres
ternaires Hom-Nambu-Poisson induites par des algebres Hom-Poisson.

Soit (A, -, {.,.}, &) une algebre Hom-Poisson sur un espace vectoriel de dimension
4, A engendré par {e1, ey, e3,es}. Le crochet binaire qui est antisymétrique est
défini par

{es,e4} = fes,

et la multiplication commutative par
. — 2 ces — bF2 L Af2
ex-e2 = afyes, ex-es=D0fre3, es-eq =cfies
pour tout a,b,c € K, les autres multiplications et crochet sont obtenus par

commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux a zéro.
avec
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aler) =e1+ fies, «(e2) = frer + faes,
a(es) = f22€3/ a(eq) = faez + faey,

olt f1, fa, f3, fa des parameétres dans K, avec fo # 0.
Soient

T(e1) = v, T(e2) = t(e3) = T(es) =0,

pour tout vy € K. les conditions et [4.9| sont satisfaites, selon le théoreme
l4.3|nous obtenons une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson définie par le crochet

ternaire suivant

{61, €2, 64}7 = ’Yf2233-

Les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux a zéro.
Nous disons que (A,-,{.,.,.}r, &) est une algebre ternaire Hom-Nambu-
Poisson induite par une algébre Hom-Poisson.

Soit (A,-,{.,.}, &) une algebre Hom-Poisson sur un espace vectoriel de dimension
4 A engendré par {eq,es,e3,e4}. Le crochet binaire qui est antisymétrique est
défini par

{es,es} = Aep+Per, {e1,e3} =e,
pour tout A, B € K,

et la multiplication commutative par
e3-e3 = aey, ey-ey=bey,

pour tout a,b € K, les autres multiplications et crochet sont obtenus par
commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux a zéro.
avec

a(er) = Aey + Pez, a(ez) = e,
a(e3) = wer+dex+ Aes, wa(es) = —pAe; +wer + ey,

oit A, B,6,p,w sont des parametres dans K.
Soit
T(e1) = T(e2) = T(e3) = 0,7(es) =7,
pour tout y € K.

les conditions 4.7} [4.8pt [4.9] sont satisfaites, selon le théoreme [4.3| nous obtenons
une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson définie par le crochet ternaire suivant

{e1,e3,e4}r = yer.

Les autres crochets sont obtenus par antisymmétrie ou égaux a zero.
Nous disons que (A,-,{.,.,.}r, &) est une algebre ternaire Hom-Nambu-
Poisson induite par une algebre Hom-Poisson.
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Exemple 4.6

Théoréme 4.4

Exemple 4.7

Un autre exemple en dimension 3

(Jackson s1(2)) L'algebre sl(2) de Jackson est une q-déformation de I'algebre de
Lie classique sl(2). Elle est munie d’une structure d’algébre Hom-Lie (qui n’est
pas une structure d’algebre de Lie) en utilisant des dérivations de Jackson. Elle
est définie par rapport a une base {x1,xp,x3} par les crochets et une application
linéaire « (non multiplicative)

[x1, X2] = —2qx7, [x1, X2] = —2gx2, [x1, X2] = —2gx2,

a(x1) = gx1,a(x2) = §*x2, a(x3) = g3,

oit q est un parametre dans K. Si ¢ = 1 on retrouve la structure sl(2) clas-
sique. Cette algebre est munie d'une structure non-commutative Hom-Poisson si
q = —1 et elle est définie par la multiplication non-commutative suivante

X1+ X2 = a4xy, X3 - X1 = —AaXp, X1 - X3 = 4xs,

ot a est un parametre dans K. Si q # —1 la multiplication est nulle. A partir
de cette algebre non-commutative Hom-Poisson, nous ne pouvons pas construire
un crochet ternaire a partir des crochets binaires définis ci-dessus parce que les
conditions du théoréme |4.3|ne peuvent pas étre satisfaites.

Soit (A,-,{.,.,.}<) une algebre ternaire de Nambu-Poisson induite par une al-
gebre de Poisson (A,-,{.,.}), et & un endomorphisme d'une algebre de Poisson-
Lie tel que « : A — Aide a(x-y) = a(x)-a(y) et ao{x,yz}: =
{a(x),a(y), a(z)}r. Alors (A,-w,{.,., -}t &) est une algebre Hom-Nambu-
Poisson.

Démonstration. [4] O

Soit (A,-,{.,.}) une algebre Hom-Poisson sur un espace vectoriel de dimension
4, A engendré par {ey,ez,e3,es}. Le crochet binaire qui est antisymétrique est
défini par

{63,6’4} = ey, {61,63}26’2,

et la multiplication commutative par

e3-e3 =aey, e3-eq=Dbey, ey4-e4=cey,

pour tout a,b,c € K, les autres multiplications et crochets sont obtenus par
commutativité (resp.antisymétrie) ou égaux a zéro.
avec

a(er) =e1 +ajep, afen) =ey,

a(e3) = age; +azer+e3, wles) = —aje; +asex+ ey,
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oil a1, a, az, ay sont des parametres dans K, (A, -, {.,.}, «) est une algebre Hom-
Poisson.

En utilisant le théoreme|4.1|et le théoréme |4.3| nous obtenons une algeébre ternaire
de Nambu-Poisson (A,-,{.,.,.}r) et une algeébre ternaire Hom-Nambu-Poisson
(A,-,{. ., .}1, &) respectivement définie par le crochet ternaire suivant

{61, €3, 64}1 = 72€2.

Les autres crochets sont obtenus par antisymétrie ou égaux a zéro.
avec

T(e1) = t(e2) = T(e3) = 11, 7(ea) = 712,

pour tout y1,7v2 € K. On peut exprimer cet exemple par le diagramme suivant

(A A ) ——=A{ L)

(A4 de) —= (A {0 Jow)






COHOMOLOGIE

L’algebre homologique fournit des invariants aux structures alge-

briques et aux variétés. L'homologie est apparue dans les années 50
en topologie (Hurewicz, Holf, Eilenberg, Maclane, Freudenthal). La
(co)homologie joue un rdle essentiel dans des nombreux domaines des
mathématiques. La définition de la cohomologie a valeur dans un module
a été introduite par Eilenberg et Maclane 1947. La cohomologie des al-
gebres associatives est dlie a Hochschild et la cohomologie des algebres
de Lie a été développée par Koszul, Chevalley et Eilenberg. Une synthése
de ces théories a été faite par Cartan et Eilenberg, en 1956, dans le cadre
des catégories, basée sur le concept de catégorie dérivéee et des foncteurs
dérivés (Ext et Tor).
Dans ce chapitre, on s’intéresse aux cohomologies des algébres ternaires
de type Lie et de Poisson. Dans le cas des algebres ternaires de type Lie, on
rappelle la cohomologie des systemes triples de Lie et celle des algebres
de Nambu-Lie. Par ailleurs, on rappelle la construction de Takhtajan qui
permet d’obtenir la cohomologie des algeébres de Nambu-Lie a partir de
la cohomologie des algebres de Lie binaires, ainsi que la cohomologie de
Poisson pour une algébre de Poisson. On donne aussi quelques résultats
originaux sur la cohomologie des algebres Hom-Poisson et la cohomologie
des algebres ternaires Hom-Nambu-Poisson.
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Chapitre 5. Cohomologie

5.1

Définition 5.1

GENERALITES

Les concepts de base de l'algebre homologique sont ceux d'un com-
plexe et des homomorphismes de complexes, définissant la catégo-
rie des complexes. Un complexe (C,d) est un ensemble indexé¢ [ =
{C;}icz de K-modules ainsi qu'un ensemble indexé d = {d;};cz des R-
homomorphismes

di : Bi — [:1',1

tels que
di,1 e} di =0

pour tous i.
Un complexe chaine C est une suite de groupes abéliens et d’homo-
morphismes

d d dy
.ﬂ[}n_'g[]nﬂg...

avec la propriété
dn 9} di’l+1 - 0

pour tout .
Un complexe chaine peut-étre considéré comme complexe cochaine en
renversant I’énumération

Ui’l - B_n, d?’l — d—Vl

Un complexe cochaine [ est une suite de groupes abeliens et d’homo-
morphismes
qn-1 P dn+1
AN | KR
avec la propriété
dn-i—l od" =0

pour tout .

Les homomorphismes 4" s’appellent opérateurs cobords ou codiffé-
rentiels.

Une cohomologie d"un complexe cochaine  est donnée par les groupes
H"(C) = Kerd"/Imd"~!. Les éléments de " sont les n-cochaines, les élé-
ments de Z" := Kerd" sont les n-cocycles et les éléments de B" := Imd"~!
sont les n-cobords. Nous avons Imd"~! C Kerd", c’est-a-dire B" C Z".

Complexes d’algebres ternaires Nous présentons dans la suite une no-
tion de p-cochaines pour une algébre n-aire.

Nous appelons p-cochaine n-aire une application p-linéaire
@: V) Ly
L’ensemble des p-cochaines sur V est

CP(AA) ={g: V@) —yxVx. . xV—VL
\———— —
2p+1fois
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L'ensemble 7 (A, A) est un groupe abélien.

On a un complexe cochaine pour une algebre n-aire s’il existe une suite
de groupes abéliens et d’homomorphismes

n—1 n n+1
tel que
5n+1 0d" =0
pour tout .

Soient (C,d) et (C’,d") deux complexes, un homomorphisme de C dans
C’ est un ensemble « = {a; : i € Z} d’homomoprphismes «; : C; = C;_1
tel que le diagramme

di
Ci—=Ciq

! !/

1

soit commutatif.

(Co)HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

On rappelle dans ce paragraphe la définition de ’homologie (resp. la
cohomologie) de Hochschild introduite dans [31]. Elles concernent les al-
gebres associatives et s’étendent naturellemnt aux algébres de Hopf. Soit
A une algebre associative sur le corps K, y sa multiplication (on note par-
fois p(x,y) par xy) et M un A-bimodule (A-A-bimodule qui est équivalent
a A ® A°’-module a droite et un A ® A°’-module a gauche).

Homologie de Hochschild

On considere, pour n > 0, les modules C, (A, M) := M ® A®". Un bord
de Hochschild est donné par des K-homomorphismes d : M ® A®" —
M ® A®"~1 définies par

d(m,ay, ..., ay) := (may, ay, ..., a, )+ f;ll(—l)i(m,al,..., AjAi 11, ey Ay)
+(=1)"(aym,ay, ..., a,_1).

On définit le complexe de Hochschild par C(A, M) = C.(A, M) et

Cu(A, M) —2 Cp 1 (A, M)... 2= C1 (A, M) L M.

Les groupes d’homologie (qui sont en fait des IK-modules) sont définis
par H, = Z,/By, avec Z, = Ker(d : C,(A,M) — C,_1(A,M)) et B, =
Im(d: Cyt1(A,M) = Cu(A,M)).

En particulier, on a

Ho(A,M) =My =M/[A,M]=M/{am —ma:a € A,me M},

qui est appelé module des coinvariants de M par A.
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5.2.2

5.2.3

Cohomologie de Hochschild

une cochaine de degré n(ou une n-cochaine) est une application mul-
tilinéaire de A®" dans M. Pour n > 1, on pose C"(A, M) = Hom(A®", M.
En particulier C°(A, M) = M. On pose, pour n < 0,C"(A, M) = {0}.
L'espace des cochaines de A a valeurs dans M est défini par C(A, M) =
@nezC"(A,M). L’opérateur cobord d est défini par ses restrictions 4" aux
espaces des n-cochaines(n > 0). Il est donné par les homomorphismes

d":C"(A,M) — C""YA,M)
9 — ¢

définis par tout (ay,...,a,41) € A"V et ¢ € C"(A, M) par

d"o(ay, .., ans1) = a19(az, ..., ans1) ++ Y (=1)ep(ay, o (i0341), .p )
+(=1)"o(ay, ..., an)an1.

et d°¢(a) = ap pour tout ¢ € C°(A,M) = Meta € A.
Ces opérateurs vérifient "1 o d" = 0. Les espaces des cobords sont

B"(A,M) = {¢ € C"(A,M) : d"(f), f € C""1(A,M)}.
Les espaces des cocycles sont
Z'A,M) ={¢p e C"(A M) :d"(¢p) =0}.

Ona B"(A,M) C Z"(A, M) car d*> = 0.

L'espace quotient H"(A,M) = Z"(A,M)/B"(A,M) est appellé¢ n'm
groupe de la cohomologie de Hochschild de A a valeurs dans M. On note
la somme directe par H(A, M) = ®,>0H};,(A, M). En particulier, on a

HY(A,M) = M4 = {m € M:am = ma,Va c A}.

Pour n = 1, les 1-cocycles sont les homomorphismes de K-modules D :
A — M vérifiant

D(Fllaz) = ﬂlD(ﬂz) + D(al)az, Vaq,a, € A.
On note Z'(A, M) par Der(A, M) et ses éléments sont appelés dérivations.
H'(A, M) = Der(A, M) /{dérivations intérieures}.

Le groupe H' (A, M) est parfois appelé groupe des dérivations extérieures

Cohomologie de Hochschild a valeurs dans 1’algébre

La cohomologie de Hochschild a valeurs dans 'algebre joue un role
important dans la théorie des déformations formelles. On spécifie les for-
mules dans ce cas particulier M = A.

Les opérateurs cobord de Hochschild

d":C"(A,A) — C'I(AA)
¢ — d'g
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sont définis pour tout (ay, ..., a,1) € A®0*+D) par
d"e(ay, ..., an1) = p(ar, ¢(az, ..., ap1)) +
Y (=D)ip(ar, .. u(ai,aix1), . an) + (=1)" T u(@(ay, ..., an), ., any1)
Le noyau de d" dans C"(A, A) est le groupe des n-cocycles :
Z"(A,A) = Kerd" = {¢: A®" — A:d"¢ =0}.

L'image par d"~! de C""1(A, A) est le groupe des n-cobord, qui est nul
pourn =20:

B"(A,A) =Imd" ' ={¢p: A®" - A:p=d""'f,fcC" (A A)}.

L'espace quotient H" (A, A) = Z"(A, A)/B"(A, A) est le n-iéme groupe de
cohomologie de Hochschild de I'algebre A a valeurs dans A.
En particulier,

— HY(A, A) (centre de l'algebre) :

Z(A)=HY(A,A)={a € A:pu(ab) = pu(ba),vb e A}
— HY(A, A) L'algebre des dérivations :

Der(A) ={f: A= A, f(u(a,b)) = u(f(a),b) +u(a, f(b)), Va,b € A}

On définit deux applications

oc : C™(A, A) x C'(A, A) — C1-1(A, A)
(¢ 06 ) (a1, ooy min—1) = Liso(—1) " Vo(ay, .., ai, p(ais1, s isn), -.)

et

[]c: C"(A,A) x C*(A, A) — C™1=1(A, A)
(9, ¥lc = @ogyp — (—1) " VmVyog ¢,

L’espace (C(A, A), o) est une algebre preLie et (C(A, A),[.,.]c) est une algebre
de Lie graduée. le crochet [.,.]g est appelé crochet de Gerstenhaber. Le carré de
(i, .]Jc s’annule et définit un opérateur 2-cobord. La multiplication u de A est
associative si [y, pt]g = 0.

Les groupe de cohomologie suivants interviennent en théorie des dé-
formations formelles.
- B2(AA)={p: AQRA = A:9=d'f,f € End(A)}
Va,bec A

d'f(a,b) = p(f(a),b) + u(a, (b)) — f(p(a,b)).
~ 7Z%(A,A) = {9 € C}(A,A) : d>¢ = 0}
VYay,ar,a3 € A

d*(ar,az,03) = p(@(ay, a2),as) — (a1, ¢(az,a3)) +
¢(p(ar,a2),a3) — @(ay, u(az, as)).
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_ B3(A,A) = {¥: A®A®A—>A ¢ = 2g, ¢ € CA(A,A)}
— Z3(A,A) = {p € C3(A,A) : d®¢p = 0}
Yai,a,a3,a4 € A

(a1, a,a3,a4) = p(ay, p(az,a3),a4) — @(p(ay, az2),as,a4)
+o(a1, u(az, a3),as) — @(ay, a2, p(az, as)) + p(@(ay, az,a3),as).

COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY-EILENBERG

Cette cohomologie concerne les algebres de Lie. Soient ¢ une algébre
de Lie sur le corps K et M un g-module. Notons C#.(g, M), I'espace
des applications multilinéaires alternées de ¢®" dans M, c’est a dire
Clp(g, M) = Hom(A"g,M),n > 1, ot A"g désigne le produit extérieur
de g.

On pose pour n =0, C2-(g, M) = M et pour n < 0, Clz(g, M) = {0}.
Une cochaine pour la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de g (resp. une
cochaine de degré n) a valeurs dans M est un élément de Ccp(g, M) =
@keZCIéE (g, M) (resp. Cee (8, M)).

L'opérateur cobord de Chevalley-Eilenberg dcp est défini comme suit :
pour n > 0 et ¢ € Cll (g, M), la (n+ 1)-cochaine d}’.¢ est définie pour
X1,..., Xn+1 dans g par

déE(p(xl, ceey an) = Zn—H( )l“xi . 4>(x1, ceey J/C\i, ceey an) +
21§Z§]§n+1( )l+]¢< [xl', x]'], ceey .7/(5\1', ey J/C\]', ceey xn+1).

// o7

Le symbole “Xx” signifie que le terme correspondant a x est omis.
Notons que d2.¢(x) = x - p avec ¢ € C2z(g, M) = Metx € g.
On définit naturellement I'espace des n-cocycles

Zep(g M) = {¢ € Cep(g, M) : dee() = 0}

ainsi que l’espace des n-cobords

Bep(g, M) = {¢ € Cer(g, M) : ¢ = di' (f), f € Clgl (g, M)}

On a bien d'}! o dll, = 0 ce qui induit B (g, M) C Z{£(g, M). L'espace
quotient H2; (g, M) = Z2-(g, M)/Bl:(g, M) est le n'™ groupe de la coho-
mologie de Chevalley-Eilenberg de g a valeurs dans M.

On note Hcg(g, M) = ®n>0HEE (8, M)

On a les cas particuliers suivants :

Hlp(gM)={me M:x-m=0,VYx € g},
est I’ensemble des vecteurs invariants qui se note également par M.
Hip(g, M) = Der(g, M)/ Ider(g, M),

avec Der(g, M) 'ensemble des dérivations de g vers M, c’est a dire des
applications K-linéaires f : ¢ — M vérifiant f([x,y]) = x- f(y) —y - f(x)
et Ider(g, M) le sous-espace des dérivations intérieurs f,,(m € M) définies
par fu(x) = x-m.
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1. Si g est de dimension finie d, alors Hl'; (g, M) est nul pour tous les n > d.

2. Si g est une algebre de Lie abélienne de dimension finie et M un g-
module trivial, les opérateurs cobord sont tous nuls et on a Hl'r(g, M) =
C"(g M) = A"(g") ® M.

3. (Premier lemme de Whitehead) Si g est une algebre de Lie semi-simple alors
Hig(g, M) =0.

4. (Deuxieme lemme de Whitehead) Si g est une algebre de Lie semi-simple et
M est un g-module de dimension finie alors

HCZ:E(SIM) = 0.

5. Le théoreme de Cartan-Eilenberg établit une correspondance entre la coho-
mologie de Chevalley-Eilenberg d'une algeébre de Lie et la cohomologie de
Hochschild de son algébre enveloppante.

COHOMOLOGIE DES ALGEBRES TERNAIRES DE TYPE LIE

Dans cette partie, on présente les différentes cohomologies et homolo-
gies liées aux algebres ternaires de type Lie. La cohomologie des systéemes
triples de Lie a été 1’objet d’étude de Yamaguti et Harris, celle des algebres
de Nambu ternaires et de Nambu-Lie ternaires a été étudiée par Gauthe-
ron et Takhtajan.

Cohomologie des systemes triples de Lie

Dans ce paragraphe on présente I'essentiel des résultats liés a la co-
homologie des systemes triples de Lie traitée par Harris [29] et Yamaguti
[45] dans les années soixantes.

Soient 7 un systeme triple de Lie et M un espace vectoriel sur K.
L'espace M est appelé un 7 -module s’il existe une application bilinéaire
p:(x1,x2) — p(xq,x2) de T x T dans End(M) 'algebre associative des
transformations linéaires de V satisfaisant les conditions suivantes :

i(x3, xq)p(x1, x2) — p(x2, xa)u(x1, x3) — p(x1, [x2, x3, X4]) + D(x2, x3) pt(x1, X4)
w(x3, x4)D(x1,x2) — D(x1, x2) pt(x3, x4) + p([x1, x2, x3], x4) + p(x3, [x1, X2, X4])

ot D(x1,x2) = p(x2,x1) — pu(x1, x2).

Le systeme triple de Lie 7 est considéré aussi comme un 7 -module
par 'action p(x1, x2)(x) = [x, x1, X2].

On considére un 7-module et on désigne par C2**1(7,V),n > 0 le
K—espace vectoriel des (2n+1)-cochaines de 7 a coefficients dans M .
Une cochaine ¢ € [?"+1(T, M) est la donnée d’une fonction multilinéaire
a (2n + 1) variables

Pp:Tx.xT —M

satisfaisant

@(x1, .0, X2n—2,%,%,y) =0

=0,
=0,
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et
(P(-xll e Xon—2,%,Y, Z) + q)(xl/ vy Xon—-2,Y,2, x) + Go(xlz vy Xon—2,2, x/y) = 0/
pour tout x;,x,y,z € T .

Proposition 5.1 Le cobord de Yamaguti est donné par

(52”+1q)(x1, ceey x2n+1) =
m(X2n, X2n41) P (X1, ooy X2n—1) — M(X2n—1, X2041) P(X1, ooy X2n—2, X20) +

1 ; SN
Y (=1)" "D (xi—1, X2i) @(X1, -y X2i—1, X4y ooy X241 )+

i=1
n 2n+1 X AP
Y (D) (x,  Xoi1, X2iy ooy [X2im1, X1, X)), s X2nt1),
i=1j=2i+1

telle que

C(T, M) 5 BT, M) S (T, M) — .,
vérifie

6%t o 52171 =0, pour tout n = 1,2, ...

Démonstration. Pour la preuve voir [45]. O
Les groupes de cohomologie de Yamaguti sont donnés par

H*( T,V):m.

Remarque 5.4 Dans le cas oit M est un systeme triple de Lie, I'opérateur & s’écrit

8 (x1,x2,x3) = [@(x1), X2, %3] — [x1, @(x2), x3] + [x1, X2, @(x3)] — @([x1, X2, x3]).

53¢ (x1, x2, x3, X4, X5)
= [p(x1,x2,%3), X4, x5] — [@(x1, X2, X4), X3, X3]
—[x1, %2, @(x3, x4, x5)] — [x3, x4, p(x1, X2, x5)]
+([x1, %2, x3], x4, X5) + @(x3, [x1, X2, X4], X5)
+¢(x3, x4, [x1, X2, x5]) — @(x1, X2, [X3, X4, X5]).

Pour tout x1,x2,x3,%4,%5 € T .

5.4.2 Homologie des algebres de Nambu-Lie ternaires

Dans ce paragraphe on présente 1'essentiel des résultats liés a la géné-
ralisation du complexe de Chevalley-Eilenberg dans le cas des algébres de
Nambu-Lie ternaires traitée par Takhtajan [43] en 1995.

Soient A = (V,].,.,.]) une algébre de Nambu-Lie ternaire et

Cp(AA) = V) =y x VX .. x V.
—_—
2p+1 fois

On désigne pour simplifier par (x1, ..., X2p;1) I'élément x; @ ... ® x2p41.
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L'opérateur bord 6, : C, — Bp,l est défini par

5p(x1, o x2p+1) =
([21, %2, X3, ooy X2py1) A oo + (X3, 00, [X1, X2, X2p11])
——(xl,xg,[x3,x4,x5L.",x2p+1)-—...——(xl,xz,.",[X3,x4,x2p+1])
%—“.%—(——1)p+1(x1,x2,nv[xzp_l,xzp,x2p+1])

Pour tout (x1, ..., x2p41) dans yx@2p+1),
On considere les deux applications 7(y) : C, — C, et p(y) : C, — Cpia
définies par

2p+1
m(y)(x1, s X2p+1) = Z (%1, .ers []/1,]/2,Xi],~--,xzp+1)
i=1
et

P(]/)(xl,-~-, x2p+l) = (y1,yz, X1y eees x2p+1))

oty = (y1,y2) € VxV.

Rappelons que la dérivée de Lie généralise aux variétés différentielles
la notion de dérivée directionnelle d"une fonction numérique. Si f est une
fonction différentiable de la variété différentielle M dans R, si X est un
champ de vecteurs sur M, la dérivée de Lie de f au point p est donnée par

Lxf(p) =Xp- f=df(p)[X(p)]

La dérivée de Lie d'un crochet de champ de vecteurs X et Y est donnée

par
Lixy) = Leyy = LxLy — LyLx = —Lgyx.

La formule de Cartan liée a la dérivée de Lie est la suivante
Lx =ixd+dix = df(p)[X(p)].

Application :

On a les généralisations des formules de Cartan suivantes :

(1) 6pp(y) + p(¥)0n—1 = (y),

(2) (x)e(y) — m(y)m(x) = 7m(yy) + 7(y3),

(3) (x)p(y) —p(y)7e(x) = p(y7) +p(v3),

(4) (x)6, = d,7t(x),

(5) 6n0n+1 =0,

ot x = (x1,%2) € Vx Vetyi = ([x1,x2, 1], ¥2),¥5 = (y1, [x1,x2,2]) €
VxV.

Démonstration. Cette preuve est basée essentiellement sur 1'identité fonda-
mentale sans prendre en considération la propriété de 1’antisymétrie du
crochet Nambu-Lie.

Les définitions de 1'opérateur ¢ et des applications 7r, p nous donnent
la propriété (1).
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Pour la propriété (2) et (3) on utilise I'identité fondamentale en consi-
dérant le commutateur [7t(x), 7w(y)] = 7t(x)7(y) — 7(y)m(x) tel que

[72(x), ()] (21, -, 2p)

(le seey [xll X2, [yl’ yz’ Zi]] B

I

1

1, y2, [x1, 2, 2], - Zp)
= (m(y}) + (y3)) (21, s Zp)-

Pour prouver la propriété (4) on utilise les propriété précédentes en 'oc-
curence (1), (2) et (3).

Soit §,,_17t(x) = 7t(x)d,—1 d’or

(Gnrt(x) — 70(x)0n)0(y)

pour tout (x,y) € V x V.
On a

0,

(0n7e(x) — 70(x)0n)p(y) = On7r(x)
= dn(p(y)7t(x) + p(y7) + p(y2

- (y)on-
—(p (Y3 )on-—
) —pyi) —p¥3))dn-1=0.

Pour vérifier la propriété (5) il suffit, d'utiliser les deux propriété (1) et (4)
et I'hypothese d’induction

p(y) + m(x)p(y)dn—1— m(x)m(y)
)+ 7t(x)p(y)6n—1 — 7(x) 7T (y)

Tﬂ( y)m(x )—N(X)ﬂ(y)
+

P
—p(y)dn-17(x) + 7(x)p

+7(yi) + 7 (y3)
((x)p(y) —p(y)e(x

1
(v
oy

ondnt10(x) = 6u71(x) = bup(x)6, =

Surt(x) + p(x)6y-10, — m(x)6, =0,Vx € V x V.

O

Cohomologie de Takhtajan des algebres de Nambu et de Nambu-
Lie ternaires

5-4-3

Dans ce paragraphe on donne quelques remarques concernant la co-
homologie des algebres de Nambu-Lie ternaire introduite par Takhtajan
La construction suit la procédure décrite dans la section précédente

Soient A = (V,[.,.,.]) une algébre de Nambu ternaire et W = V x V.
On définit un produit sur W par

(x1,x2) - (¥1,42)
= ([x1, x2, 11, y2) + (1, [x1, %2, 12]).

Ce produit vérifie la propriété suivante qui est en fait la condition de Jacobi

X (Y-Z)=Y-(X-Z)=(X-Y)-Z, VX,Y,ZEW.

En effet, ce produit est nonassociatif et on ne peut pas doter W d’une
structure d’algebre de Lie.

Soit H un W—module, on a la propriété suivante

X-(Y-h) —Y-(X-h)=(X-Y)-h, VX,Y,Z € W,VheH.

On considere ¢ : W*? — H une application p-linéaire
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L'opérateur cobord ¢ défini par

ép?(Xl,..., XP+1) =
1<i<j<p+1(_1)l+ (P(Xlz ey Xj—l/ Xi : X], veey X}H’l)

+ Z (—1)iX1' : (p(Xl,...,Xp+1>.
1<i<p+1

Vérifie 62 = 0. Ainsi, la cohomologie des algebres de Nambu ternaires ou
de Nambu-Lie ternaires découlent de la cohomologie des algebres de Lie.
Pour H = V*, cette construction donne le dual du complexe homologique
présenté par Takhtajan [43].

Soient V une algebre de Nambu ternaire et W = V x V. On considere
les deux applications linéaires f : V. — Vet ¢ : W — W tel que

(1, y2) = (f(y1),y2) + (1, f(¥2))-

Notons que l'ensemble des applications linéaires ¢ forme une sous-
algebre de Lie L.
Soit 6 : Cy(W) — C,41(W) une application linéaire définie par

(X1, Xpp1) = X (=1 R(Xy, ey Xjo1, Xi: Xy ooy X1 )+
- I<i<j<pH
X (1) Xih (X1, ooy Xpi1) + (=1)Ph(X, o0 Xp)-Xp1-
<i<p

ott G (W) est I'espace vectoriel des applications K-linéaires de W dans W.
On a 6%h = 0. Soient Ay = W et A, I'espace des applications de W*? dans
C(V). Toute application ¢ de A, peut s’étendre a une application i dans
Ci(W) telle que (X, ..., Xp_1,.) est dans L. On considere 6 : A, — A, 1,
on obtient I'opérateur cohomologique sur .4; de la maniere suivante :

8 (x1,x2) = [x1,x2, ).

81 p(x1, x2) (x3) = (1, %2, X3) — [1p(x1), %2, X3] — [x1, P (x2), x3] — [x1, X2, P(x3)].

&P(x1, X2, y1,Y2) (x3) = P([x1, %2, 1], y2, ¥3) + ¥ (Y1, [x1, X2, ¥2], y3)
+(y1,y2, (1, x2,y3)) + [ (x1, X2, 1), Y2, y3) + [y1, P(x1, X2, 2), y3]
+y1, y2, (%1, x2,¥3)] — [x1, %2, 9 (Y1, y2,¥3)] — P(x1, X2, [y1, Y2, ¥3])-

COHOMOLOGIE DE POISSON

Nous définissons maintenant la Cohomologie de Poisson pour une al-
gebre de Poisson (A, -, {.,.}); Le crochet de Poisson sur A sera également
désigné par m,pour que 7(F,G) = {F,G}, pour F,G € A. Pour k € N,
I'espace des k-cochaines de la cohomologie de Poisson est par définition le
complexe x*(A), I'espace vectoriel sur IF des k-dérivations antisymétriques
de A. L'opérateur de cobord de Poisson est le Poisson analogue de 'opéra-
teur de cobord de Chevalley-Eilenberg, ott Hom(A¥g, g) a été remplacé par
x*(A), et ot le crochet de Lie [.,.] est le crochet de Poisson {.,.}. A savoir,
I'application linéaire graduée sur F (de degré 1) 5, : x*(A) — x*1(A) est
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défini, pour Q € x7(A), ot g € IN, par

9 . .
6H(Q)[Fo, . Fj] : = Y _(-1){E, Q[Fo, .. i, ..., Fj] } + (5.1)
i=0
Y. (-1)"YQUF,F} F, ... F,... . F)),  (52)
0<i<j<qg

pour tout F, ..., F; € A. Afin d’établir que 67(Q) est en effet une multi-

dérivation antisymétrique de A et que s o5l =0, pour g € N, nous
relions 1'opérateur de cobord au crochet de Schouten. En fait, la formule
explicite pour le crochet de Schouten [, .]s, implique que

5?‘[(Q) = _[Q/ 7-(]5/ (53)

pour Q € x1(A). Ainsi, 67(Q) est le crochet de Schouten de deux
multi-derivations antisymétriques, de sorte qu’il est lui-méme une multi-
dérivation antisymétrique. Afin de voir que 5771 0 51 = 0, nous écri-
vons l'identité de Jacobi graduée du crochet de Schouten pour le triplet

(Q/ 7T, 777)/

(=1)77YQ, [m, 7ls]s — [, [Q, 7ls]s + (=)' [m, [7,Qls]ls =0,  (5.4)

ol nous avons utilisé le degré g décalé d'un g-dérivation est g — 1, en
particulier le degré décalée de p est 1. Etant donné |71, 7t]s = 0 (car p est
un crochet de Poisson) et comme [Q, p]S = —(—1)7[r, Q]s (I'anti-symétrie
graduée de [, .]s), I'identité (5.4) se réduit a [, [T, Q]s]s = 0, pour tout
Q € x7(A), montrant que 6% 0 61 = 0, pour tout g4 € IN. Ainsi, nous
avons un complexe, le complexe de cohomologie de Poisson de A,

sq+1

o1t 5T

q
wxT(A) sy A) s X (A) s

Les éléments de Kerd: sont appelés les g-cocycles de Poisson, tandis

que les éléments de Ims”" sont appelés les g-cobords de Poisson. Les
éléments du g-iéme espace de cohomologie de Poisson sont les g-cocycles
de Poisson modulo les g-cobords de Poisson,

HL(A) := Kerdl / ImsT "
Pour q € N*etHY(A) := Keré. L'espace vectoriel gradué

H;(A) == D Hz(A)
geN

est dite cohomologie de Poisson de A.

Dans le cas d'une variété de Poisson (M, 77), on remplace dans la construc-
tion au-dessus des multi-dérivations de A par les champs de multivecteur
sur M, ce qui conduit au complexe suivant

q—1 q (5;7:—1

ST (M) s (M) = X (M) s
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ou l'opérateur de cobord d; est défini par (5.3), pour Q € x7(M)
(un g-champ vecteur sur M). Ce complexe est appelé complexe de co-
homologie de Poisson de M. Le g-éme espace de cohomologie de Poisson
de(M, 1), respectivement la cohomologie de Poisson de (M, 7t), est dési-
gné par Hi (M) respectivement H2(M).

Soit (A,-,{.,.}) une algebre de Poisson sur IF. Oubliant le produit associative,
(A, {.,.}) est tout simplement une algebre de Lie et il est logique de considérer
C*(A, A), avec I'opérateur de cobord de Chevalley-Eilenberg. Cela donne précisé-
ment (5.1), de sorte que I'opérateur de cobord de Poisson (A,-,{.,.}) est I'opéra-
teur cobord de Chevalley-Eilenberg, restreinte aux multi-dérivations de (A, -).

Pour des valeurs petits de g, 'opérateur cobord de Poisson J7 a une
interprétation naturelle, qui donne une interprétation naturelle pour 1'es-
pace de cohomologie de Poisson H7(A). On peut lire facilement décollé

de que pour F € x°(A) = AetV € x!1(A),
0x(F) = xr,65(V) = ~lym, (5.5)

ou nous rappelons que xr est la dérivation hamiltonienne associée a F ¢
A, et ly désigne la dérivée de Lie par rapport a V . En outre, pour Q €
X>(A)etF,G,H € A,

6%2(Q)[F, G, H] = {F,Q[G, H]} + Q[F,{G,H}]+ © (F,G,H).
Il résulte de (5.5) que Poisson o-cocycles sont Casimirs,
HY(A) = Cas(A),

les 1-cocycles de Poisson sont des dérivations de Poisson et les 1-cobords
de Poisson sont les dérivations hamiltoniennes. En désignant I'espace de
toutes les dérivations de Poisson de A par P(A), il en résulte que

Hr(4) = Hi;gj(llx)

Les 2-cocycles de Poisson Q € x?(A) sont des bidérivations anti-
symétrique qui satisfont |77, Q|s = 0, autrement dit, ils sont ceux qui sont
compatibles avec {.,.}, les 2-cocycles de Poisson sont les bidérivations, ob-
tenus comme une dérivé de Lie de la structure de Poisson. Il en résulte
que

2 biderivations anti — symetrique compatible avec{.,.}
derivations de Lie{.,.}

H2(A) et H3(A) apparait naturellement dans la théorie de la déforma-
tion. Il existe un morphisme naturel de la cohomologie de de Rham vers
la cohomologie de Poisson, ce morphisme est défini de la méme maniere
dans le cas d’une variété lisse. Nous construisons d’abord une application
linéaire

mt: OYA) = x'(A)GAF — Gy (5.6)
Il est clair que cette application est bien définie; par exemple, on a pour
tout F,G € A qui 7t*(Dd(FG) — FAG — GdF) = xrc — Fxc — Gxr = 0,
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Proposition 5.2

Définition 5.2

ol nous avons utilisé (3) de la Proposition 1.4 dans la derniere étape.
L’application 7t* étend naturellement a une Une A-application linéaire

AT O (A) = AxH(A) = x°(A),
qui est explicitement donnée par
N (FAGy A ... AdGy) = Fxg, A . A Xa,,

pour tout F, Gy, ..., G; € A. Elle conduit a un morphisme naturel entre
la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Poisson (A, 7).

Soit (A,-,{.,.}) une algeébre de Poisson. Les applications N1té : Q1(A) —
X1(A) définir une application de la chaine a partir de (Q)*(A),d) de (x*(A), dx),
soit, pour chaque q € N, le diagramme suivant est commutatif :

Q1(A) —- Q71 (A)

A7t l l/\”i+1 nt

X(A) —=x"1(4)

%

Elle conduit pour chaque q € IN a une application F-linéaire Hi,(A) —
HL(A).

COHOMOLOGIE DES ALGEBRES HoM-Po1issoN

Soit (A,-,{., .}, &) une algébre Hom-Poisson multiplicative. Pour tout
entier non négatif k, notons par af la k-eme composition de g, i.e. af =
ao..oa(k—fois).

En particulier, a® = Id et a! = . Si (A, -, {.,.}, a) est une algébre Hom-

Poisson réguliére, on note par a* la k-éme composition de & et a7 I'inverse
de «a.

Pour tout entier non négatif k, une application linéaire Q : A — A est appelée
aX-dérivation d'une algebre Hom-Poisson multiplicative (A, -,{.,.}, ), si

Qoa=ao0Q
et

Qx-y) = Q(x) - a*(y) +a(x) - Qy)
avec x,y € A.

Généralement a"'-n-dérivation est une application 7 linéaire Q : A A
. NA = A tel que

Qlxy - xp,a(x2), o a(xy)) = ™ (x1) - Q(x], X2, e X)) + Q(x1, X2, o0, X)) - & (x]
(5.7)

avec X1, X1, X2, ..., Xy € A
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Définition 5.3 Une n-cochaine de Hom-Poisson est une application n linéaire ¢
ANAN..NA — A quisatisfait

nfois
_ DéO(l):(PODé@n

— ¢ isan a"-(n + 1)-dérivation.

On note par x"(A) l'ensemble des n-cochaines de Hom-Poisson, et
X (A) = @nzo A.

Pour n > 1, on appelle un opérateur n-cobord d'une algebre Hom-
Poisson (A4, -,{.,.},a) une application linéaire 6" : x"(A) — x"*1(A) défi-

nie par
3"(Q)(x0, .y xn) = f(—l)j{oc”_l(xj),Q(xo, coor Xjy oy X)) } (5.8)
j=0
Y (1)MQUxi, X} (X0, e (1), (7)o (1))
0<i<j<n
(5.9)

Lemme 5.2 Si Q est une a""~'-n-dérivation alors 6" (Q) est une a"*-(n + 1)-dérivation.

Démonstration. On a

8" Q(x0 - x4, a(x1), ey a(x)) = &’ (x0) - 6" Q(x0, X1, -y X)) + 6" Q(x0, X1, oy X5 ) - & (7))

n

= a"(x0) - (Z(—l)j{a”’l(xj),Q(xé,..., Xjy ooy X)) }

j=0

+ Y (—0)MQ{xs x (), s €(X), oy (X7, ()

0<i<j<n

+ (Z:(—l)j{txnfl(xj), QX0 wves Xjy ey X)) }

j=0
+ Y (=1 Qi %}, €(X0), oy @(X0), oy (7)o (2))) - ()
<i<j<n
(5.10)
d’autre part
8"Q(x0 - x4, a(x1), (X)) =
}(~1)/{a" (3 Qxo- b, (1) e (7)o (0)) 1
P
(0" (x0 - xb), Q(a(x1), oy (x7), o ()}
Y (—)QUax), a(x) , (x0) - (), €2 (x1), ey 02(57), ey @2 (3, e 02 ()

1<i<j<n

—1—2 ]Q ({x0 - x0, (xj)},az(x1),a2(x2),...,az(xj),...,az(xn))
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=1
+i<—1>fa"<x'>-{a” 1(x7), (X0, X1y By oy 1)}
L

Y (), ()} - Q0 51y B )
=1

+ a”<x0) . {an71<x6>,Q(X1,..., .’)/C\]‘, ey Xn)}
)

a1 (x0), QU1 o Ty Xn) } - 0" (2
n

+ Y (~1)a"(x0) - QU{xD, x;}, &(x1), o €(X)), ooy ()

+ Y (— 1) () - Q({xo, 17}, a(xr), ooy (7)o )

n —

fZ(— Y Q(a(xp), a(x1), ey (7). o () - {7 (x0), 4" (x7)}

+ Y (=D)"a(x0)  Q({xi, xj}, a(x(), a(x1), o a(x1), oy (X)), oy (2
1<i<j<n
+ Y ()QUx i @(x0), K(X1), e £(X), ooy €],y (1)) - 2 ().
1<i<j<n

(5.12)

A partir de (5.10), et en utilisant le fait que Q est une a”"!-n-
dérivation et l'identité Hom-Leibniz, nous pouvons conclure que 4" est
une a"-(n + 1)-dérivation. O

Théoreme 5.1 Soit (A,-,{.,.},a) une algebre Hom-Poisson et 8" : x"(A) — x""1(A) un
opérateur défini par alors

SHlosm =0 (5.13)

pourn > 1.
Démonstration. Voir [1] O

Par conséquent, x(A) avec ces opérateurs on définit un complexe de
cohomologie d"une algebre Hom-Poisson.
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Définition 5.4

Définition 5.5

Proposition 5.3

5.7. Cohomologie des algebres ternaires Hom-Nambu-Poisson
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L’espace des n-cocycles est défini par
Z'"(A)={Q e x"(A):6"Q =0}
et ’espace des cobords est défini par

B'(A)={p=6""0:Qex" (A}

On appele le n'™ groupe de cohomologie d'une algébre Hom-Poisson

(A,-,{. .}, a) le quotient

n Zn
COHOMOLOGIE DES ALGEBRES TERNAIRES HomM-NAMBU-
PoissonN

On appele une p-cochaine ternaire une application linéaire P : A®?P+1 — A,
I'ensemble des p-cochaines sur A est

xXP={v:ANAN..NA—= A, est une af drivation}

On appele, pour n > 1, I'opérateur n-cobord d’une algebre ternaire Hom-Poisson
(A, u,{.,.,.},a) application linéaire 5" : x"(A) — x"T1(A) définie par

n  2n+1 )
§M(Q)(x1, s X2n1) = Y Y (1Y Q(a(xr, ey {Xaj-1, X2, X}, ooy (220 11) )+
=1 k=2j+1
n
Yo (=D (aggen), 0 (ks QU1 ey X1, Xl oo Xop1)) HH

k=1
(—1)%1{0‘”71 (xZn—l)/ Q(XL cer X2n—1, x2n)/ a1 (xzn—1)}+

(=" HQ(x1, o X2n-1), 8" (220), & (x20-1)} (5.14)

Si Q est une «\"~V-(n + 2)-dérivation alors 5" (Q) est une &”-(n + 4)-dérivation
si est seulement si

aou(Q® a" %o {,..})= (—1)Sg’”1x ou(Q® a" %o {,,.})ot. (5.15)

pour tout T € S,, ot S, est le groupe de permutation et (—1)58"(%) est le signe
de permutation de T.
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Démonstration. On a

0" Q(x1 - XY, a(x2), ooy (X2pg1)) = a”(x1) - 6" Q(x], X2, ooy Xopg1) +6"Q(x1, X2, o0 Xop41) -

n  2n+1

= zx”(xl) . (Z 2 (—1)jQ(oc(x§,..., {ijfl,xZ]‘, Xk},...,OC(XQn+1))—|—

j=1k=2j+1

n
2(_1)k_1{“n_1(x2k—l)r“n_l(ka/Q(xir"-rx/Zktl/fZ\k/"'/pr-‘rl))}_f—
k=1

(-1 HH{’X” ! x2n71),Q(xi,-~-,x2n71,x2n),04”71(x2n71)}+

)
( 1)n+1{Q(xi/ s x2n—1)/ “n_l (XQn), “71—1 (x2n—l)})

2n+1 )
+(2 Z (_1)]Q(“(x1/~--/{x2j—1/x2]'/xk}r---r‘x(ererl))"‘
j=1k=2j+1
n
Yo (=D  (agen), " (ks QU1 ey ¥kt Kol ooy Xomg1)) FF

k=1
(—1)%1{“7171 (x2n—1)/ Q(Xl, cey X2—1, x2n)/ a1 (in—l)}+

(=)™ HQ(x1, ooy Xop—1), " (x20), & H(x201)}) - & (%)) (5.16)

D’autre part pour n > 1

o (x7)

0"Q(xr x1, (x2), ooy w(x2041)) = —Q{x1- 17, 2(x2), a(x3) }) + {1 - 17, (x2), Qla(3)) }+

{x1 21, Qa(x2)), w(x3)} + {Q(x1 - 1), a(x2), (x3) b+
n  2n+1

Yo N (—1YQ(a(xr -« o, {a(xoj1), a(x)), a(xi) by ooy 82 (X2 41) ) —

j=2k=2j+1
2n+1

Z Qla({x - xq, a(x2), a(xi)}, oy 0 (2041)) +

i (_1)](71{“1’171 (a(kafl))l ai’l*l (0((.7C2k), Q(xl ' xir ooy “(@)l “(EZ\I()I [y a(X2n+1))) }+

{a" (g 2q), 2" (w(x2), Q(a(x3), oy e (2041))) }+
(=1)" Ha" " (x20-1), Q11 'xﬁr~--r“(x2n71)rﬂé(x2n))z“” Ha(xans)) b+
(=1 HQx - xp, oy a(x20-1)), & (a(x2n)), 2" (a(22041))} (5.17)
A partir de (5.16), et en utilisant le fait que Q est une a("~1-

(n + 2)-dérivation, I'identité Hom-Leibniz et la condition , nous pouvons
conclure que 6" est une a”-(n + 4)-dérivation. O

Théoreme 5.2 Soit (A, u,{.,.,.}, ) une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson et 6" : x"(A) —
X"Y(A) 'opérateur défini par alors

St losm =0 (5.18)
pour n > 1.

D’ot x(A) avec ces opérateurs définie un complexe de cohomologie
d’une algebre ternaire Hom-Nambu-Poisson.
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L’espace des n-cocycles est défini par
Z'"(A)={Q e x"(A):6"Q =0}
et ’espace des cobords est défini par

B"(A)={yp=0""Q:Qex"(A)}
On appele le n'™ groupe de cohomologie d'une algébre Hom-Poisson
(A,-,{. .}, a) le quotient

Zﬂ

H”—ﬁ.
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A.1. Classification des algebres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson en
dimension 3

A.1 CLASSIFICATION DES ALGEBRES TERNAIRES NON-
COMMUTATIVES DE NAMBU-POISSON EN DIMENSION 3

On considere l'algebre de Lie engendrée par {ej, ez, e3} avec le crochet
{e1,e2,e3} = e1. On cherche la multiplication p qui vérifie la condition
d’associativité et la compatibilité. En outre, elle définira une algébre non-
commutative ternaire de Nambu-Poisson (4, {.,.,.}, 1)

A.1.1 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet
de Lie et de la multiplication

n=3;

PP = Flatten[Table[P[i, j, k, s],

{i, 1, n}, {3, 1, n}, {k, 1, n}, {s, 1, n}]];
Flatten[Table[c[i, j, k], {i, 1, n},
{3, 1, n}, {k, 1, n}]];

ccC

Rentrer les constantes de structure du crochet de Lie

For [i=1, i<n, i++,
For [j=1, j<n, j++, For [k=1, k<n, k++,
For [s=1, s<n, s++, P[1, j, k, s] =0]111-

P[1, 2, 3, 1] =1;

For[i=1,i<n-2,i++,For[j=1i, jsn-1, j++,
For [k=3, k<n, k++, For[s=1, ssn, s++,
P[i, k, j, s] =-P[1i, j, k, s];
P[j, i, k, s] =-P[1i, j, k, s];
P[j, k, i, s] =P[1i, J, k, s];
Plk, i, 3, s] =P[1i, 3, k, s];
P[k, j, 1, s] =-P[i, 3, k, s]]]1];



86 A. Annexes

Vérification de l'identité de Nambu

Namb[il , i2 , i3 , i4 , i5 , k_] :=

n
Z(P[i3, i4, i5, s] P[il, i2, s, k] -

s=1
P[il, i2, i3, s] P[s, i4, i5, k] - P[i1, i2, i4, s]
P[i3, s, i5, k] - P[i1, i2, i5, s] P[i3, 14, s, k]);
NambSyst =

Union[Flatten[Table[Namb[i, j, k, 1, s, P],
{1, n}, {3, n}, {k, n}, {1, n}, {s, n}, {P, n}]]]
{0}

Vérification de la condition d’associativité

Asso[i_, j_, k_, 1] :=

Z(C[i, i, plelp, k, 1] -c[3, k, Pl c[i, p, 1])~’
p=1
AssoSyst = Union[Flatten[Table|
Asso[i, j, k, 1], {1, n}, {3, n}, {k, n}, {1, n}]]];

Vérification de la condition de compatibilité

Comp[i_, j_, k_, 1_, t_] :=

Z(P[sr kr 1r t] C[i, jr 5] _P[jf kr 1: 5] c[il s, t] -

s=1

P[i, k, 1, s]le[s, 3, t]);

CompSyst = Union[Flatten[Table[Comp[i, Jj, k, 1, s],
{i, n}, {3, n}, {k, n}, {1, n}, {s, n}]]];



A.1. Classification des algebres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson en

dimension 3 87

Résolution (rechercher les constantes de structure de la mutiplication
qui vérifient les deux conditions d’associativité et la compatibilité)

Syst = Union[Flatten[{AssoSyst, CompSyst}]]

sol = Reduce [Syst == 0, Variables[Syst]]

(c[1, 1, 1] =0&&c[l, 1, 2] = 0 &&
c[l, 1, 3] =0&&c[l, 2, 1] =0&&c[l, 2, 2] = 0 &&
c[l, 2, 3] =0&&c[l, 3, 1] =0&sc[l, 3, 2] = 0&s&
c[l, 3, 3] ==0s&&c[2, 1, 2] =0&&c[2, 1, 3] = 0&s&
c[2, 2, 11 ==0&&c[2, 2, 2] =c[2, 1, 1] &as&
c[2, 2, 3] =0&&c[2, 3, 1] = 0 &s
c[2, 3, 2] ==0&&c[2, 3, 3] =c[2, 1, 1] &&
c[3, 1, 2] =0&&c[3, 1, 3] =0 &&
c[3, 2, 1] =0&&c[3, 2, 2] =c[3, 1, 1] &&
c[3, 2, 3] =0&&c[3, 3, 1] = 0 &&
c[3, 3, 2] =0&&c[3, 3, 3] =c[3, 1, 1]) ||

(c[1, 1, 1] =0s&&c[l, 1, 2] =0&&c[l, 1, 3] = 0 &&
c[l, 2, 2] =0&&c[l, 2, 3] =0&&c[l, 3, 2] = 0 &&
c[l, 3, 3] =0s&&c[l, 2, 1] #0&&c[2, 1, 1] = 0 &s&
c[2, 1, 2] =0&&c[2, 1, 3] =0&&c[2, 2, 1] = 0&s&
c[2, 2, 2] =c[1, 2, 1] &&c[z, 2, 3] = 0as
c[2, 3, 11 ==0&&c[2, 3, 2] =c[1, 3, 1] &as&
c[2, 3, 3] ==0&&c[3, 1, 1] =0&&c[3, 1, 2] = 0 as&
c[3, 1, 3] =0&&c[3, 2, 1] =0&&c[3, 2, 2] = 0 &&
c[3, 2, 3] =c[1, 2, 1] &&c[3, 3, 1] = 0 &&
c[3, 3, 2] =0&&c[3, 3, 3] =c[1, 3, 1]) ||

(c[1, 1, 1] =0s&&c[l, 1, 2] =0s&&c[l, 1, 3] = 0 &&
c[l, 2, 1] =0&&c[l, 2, 2] =0&&c[l, 2, 3] = 0 &&
c[l, 3, 2] =0&&c[l, 3, 3] =0&&c[l, 3, 1] # 0 &&
c[2, 1, 11 ==0&&c[2, 1, 2] =0&&c[2, 1, 3] = 0&s&
c[2, 2, 1] ==0&&c[2, 2, 2] =0&&c[2, 2, 3] = 0&s&
c[2, 3, 1] ==0&&c[2, 3, 2] =c[1, 3, 1] &&
c[2, 3, 3] =0&&c[3, 1, 1] = 0 &&
c[3, 1, 2] ==0&&c[3, 1, 3] =0&&c[3, 2, 1] = 0&s&
c[3, 2, 2] =0&&c[3, 2, 3] =0&&c[3, 3, 1] = 0&s&
c[3, 3, 2] =0&&c[3, 3, 3] =c[1, 3, 1])
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Nombre de résultats trouvés

Length[sol]
3
solRule = Table[ToRules[sol[[i]]], {i, Length[sol]}]
{{c[1, 1, 1] -0, ¢[1, 1, 2] =0, c[1, 1, 3] =0,
cl[l, 2, 1] -0, c[1, 2, 2] -0, c[1, 2, 3] =0,
cl[l, 3, 1] -0, c[1, 3, 2] -0, c[1, 3, 3] =0,
cl2, 1, 2] 0, c(2, 1, 3] -0, c[2, 2, 1] =» 0O,
cl2, 2, 2] »c[2, 1, 1], c[2, 2, 3] =0,
c[2, 3, 1] =0, c[2, 3, 2] =0, c[2, 3, 3] =c[2, 1, 1],
c[3, 1, 2] -0, c[3, 1, 3] =0, c[3, 2, 1] = 0O,
c[3, 2, 2] »c[3, 1, 1], c[3, 2, 3] -0, c[3, 3, 1] =0,
c[3, 3, 2] -0, c[3, 3, 3] =c[3, 1, 1]},
{c[1l, 1, 1] =0, c[1, 1, 2] -0, c[1, 1, 3] -0,
cll, 2, 2) -0, c[1, 2, 3] -0, c[1, 3, 2] -0,
cl[l, 3, 3] -0, c[2, 1, 1] -0, c[2, 1, 2] -0,
cl[2, 1, 31 =0, cl[2, 2, 1] -0, c[2, 2, 2] »c[1, 2, 1],
c[2, 2, 3] -0, c[2, 3, 1] -0, c[2, 3, 2] -»c[1, 3, 1],
cl2, 3, 3] -0, ¢c[3, 1, 1] -0, c[3, 1, 2] » 0O,
c[3,1, 3] -0, c[3, 2, 1] -0, c[3, 2, 2] -0,
cl[3, 2, 3] »c[1, 2, 1], c[3, 3, 1] =0,
cl[3, 3, 2] =0, c[3, 3, 3] =c[1l, 3, 1]},
{c[1l, 1, 1] =0, ¢[1, 1, 2] -0, c[1, 1, 3] =0,
cl[l, 2,11 -0, c[1, 2, 2] =0, c[1, 2, 3] =0,
cl[l, 3, 2] -0, c[1, 3, 3] =0, c[2, 1, 1] - 0O,
cl2,1, 2) -0, c[2, 1, 3] -0, c[2, 2, 1] -0,
cl2, 2, 2) >0, c[2, 2, 3] -0, c[2, 3, 1] -0,
cl[2, 3, 2] »c[1, 3, 1], c[2, 3, 3] -0, c[3, 1, 1] -0,
c[3, 1, 2] -0, c[3, 1, 3] -0, c[3, 2, 1] - 0O,
cl[3, 2, 2] -0, c[3, 2, 3] -0, c[3, 3, 1] =0,
cl[3, 3, 2] =0, c[3, 3, 3] =-c[1, 3, 11}}
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Affichage des résultats

For[g=1, g < Length[sol], q++, Print["Algébre (", g, ")"]:
For [i=1, i<n, i++,
For[j=1, j<n, j++, Print["e", i, "+",6 "e", j, "=",
Sum[ (c[i, j, k] /. solRule[[q]] ) "e"[k], {k, 1, n}]]]]]
Algebre (1)

elxel=0

elxe2=0

elxe3=0

e?2xel=e[1] c[2, 1, 1]
e2«e2=e[2] c[2, 1, 1]
e2+e3=e[3] c[2, 1, 1]
e3xel=e[1] c[3, 1, 1]
e3xeZ2=e[2] c[3, 1, 1]
e3xe3=e[3] c[3, 1, 1]
Algebre (2)

e3+e3=e[3] c[1, 3, 1]

Remarque A.x  la multiplication ne doit pas vérifier la commutativité.
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A.2 CLASSIFICATION DES ALGEBRES TERNAIRES NON-
COMMUTATIVES HoM-NAMBU-POISSON EN DIMENSION

3

A partir des algebres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson
(A, {.,.,.},u) obtenu dans la classification au dessus, on va chercher les
constantes de structures du morphisme a qui vérifient les deux conditions
suivantes

1. af{x,y,z} = {a(x),a(y),a(z)}, Vx,y,z € A
2. aop=pona®?

pour obtenir par twist des algebres ternaires non-commutatives Hom-
Nambu-Poisson (A, {.,.,.}, 1, a)

A.2.1 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet
de Lie et de la multiplication

n=3;
PP = Flatten[Table[P[1i, Jj, k, s],

{i, 1, n}, {3, 1, n}, {k, 1, n}, {s, 1, n}]];

MM = Flatten[Table[M[i, j, k], {i, 1, n}, {3, 1, n}, {k, 1, n}]];

Rentrer les constantes de structure du crochet de Lie

For[i=1,iz<n, i++,
For [J=1, J<sn, J++, For [k=1, ks<n, k++,
For [s=1, s<n, s++, P[i, J, k, s] =0]111]1~

P[1,2,3,1] =1;

For [i=1,i<n-2,1i++, For[j=1i, J<n-1, j++,
For [k=]J, k<n, k++, For [s=1, s<n, s++,
P[i, k, j, s] =-P[i, 3, k, s];
P[j, i, k, s] =-P[i, 3, k, s];
P[j, k, i, s] =P[i, J, k, s];
Pl(k, i, j, s] =P[i, J, k, s];
P[k, 3, i, s] =-P[1i, J, k, s]]]11];

Rentrer les constantes de structure de la multiplication obtenues aupa-
ravent

For [i=1, i<n, i++, For[j=1, j<n,
j++, For [k=1, k<n, k++, M[i, j, k] =0]]11:;

M[2,1, 1] =a; M[2, 2, 2] =a; M[2, 3, 3] =a;
M[3, 1, 1] =b; M[3, 2, 2] =b; M[3, 3, 3] =b;
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Déclarer les constantes de structure du morphisme «

F = Array[£f, {3, 3}]
var = Flatten[F];
{({£(1, 1), £01, 2], £[1, 3]}, {£(2, 1], £[2, 2], £[2, 31}, {£[3, 1], £[3, 2], £[3, 3]}}

Vérification de la premiére condition (Multiplicativité par rapport au
crochet)

Eqli_, j_, s_] := [thi, 3, k] *£[s, k]] - | 22 £le, 41+ £la, 3] #Mlp, q, 5]

k=1 p=1lg=1
liste = Union[Flatten[ Table[Eg[i, j, s], {1, 1, n}, {3, 1, n}, {s, 1, n}]]]

Vérification de la deuxieme condition (multiplicatvité par rapport a la
multiplication)

Eq2[i_, j_, k_, s_] :=

DlBIL, 3.k, mIxfE[s, m]] - [ZZ £lp, 1] *£lq, J] *£[t, k] +[p, q, ¢, 5]

m=1

listel =
Union[Flatten[ Table[Eg2[i, j, k, s], {i, 1, n}, {j, 1, n}, {k, 1, n}, {s, 1, n}]]]

Résolution

Syst = Union[Flatten[{liste, listel}]]
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sol = Reduce[Syst == 0, var]
(b=068a=08&sF[1, 1] =0&&f[2, 1] =0&&f[3, 1] =20) ||

b=0&&a=06&&f[2, 1] =0&&£[3, 1] =0 &&

1+£[2, 3] £[3, 2
£[1, 1] £[2, 2] # 0&& £[3, 3] = [
f[2, 2
(a=0&&f[2, 1] =0&&bf[l, 1] #0&&£f[2, 2] = 1 &&£[3, 1] = 0 &&
£[3,2] =06&&£[3,3] =1) || (a=0&&b#0&&f[l, 1] =0&&
£[2, 1] =0&&£[3, 1] = 0&& £[3, 2] = 0&& £[3, 3] = 1) ||
(b=06&&f[1, 1] =0&&f[2, 1] = 0&&£[2, 2] = 1&&£[2, 3] = 0 &&
£[3,1]1=068a+0) || (b=06&&f[2, 1] =0&&£f[2, 2] = 1&&
£[2, 3] =0&&£[3, 1] = 0&&£([3, 3] = 1&&af[l, 1] #0) ||

[f[l, 1] =0&&f[2, 1] =0&&£[3, 1] = 0&&b # 0 &&

a-af[2, 2] b-af[2, 3]
f[3,2] = ———&&f[3,3] = ————
b b

-b+b£[2, 2]
[f[z, 1] =0s8saf[l, 1] #06&8f[2, 3] = — " "~ g&£[3, 1] = O &&

&&a;ﬁD] N

b#0&&f[3, 2] = ————— && £[3, 3] =

a-aflz, 2] b-af[2, 3]
. - ]H

[b =0&&ka=08&85[2, 1] =0&&f[l, 1] +0&&£[2, 2] = 0 &&

1
£[3, 1] =0&&£[2, 3] #0&&£[3, 2] = - ]I\
£[2, 3]

(£[1, 1] = 0&&£[1, 2] =0&&£[1, 3] =0&&£[2, 1] = 0&&£[2, 2] =0 &&
£[2, 3] =0&&£[3, 1] = 0&&£[3, 2] = 0&& £[3, 3] = 0)

Length[sol]
10

Affichage des résultats

solEqual = Table[{}, {Length[sol]}];
solUnequal = Table[{}, {Length[sol]}];
For[i=1, i < Length[sol], i++,
For[j=1, j<Length[sol[[i]]], J++,
If[Head[sol[[1]][[J]]] == Equal,
solEqual[[i]] = Flatten]
Append[solEqual[[i]], ToRules[sol[[i]][[3]1]]11];/
If[Head[sol[[i]][[J]]] == Unequal, solUnequal[[i]] =
Append[solUnequal[[i]], sol[[1]][[3]]]]
117

For[i =1, i < Length[sol], i++,
Print["Solution ", i, " Conditions ", solUnequal[[i]]];
Print["{a,b}= ", {a, b} /. solEqual[[i]]];
Print[(F /. solEqual[[i]]) // MatrixForm]]
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Solution 1 Conditions {}
{a,b}= {0, 0}

o f[1, 2] f[1, 3]

0 f[2, 2] f[2, 3]

0 f[3, 2] £[3, 3]
Solution 2 Ceonditions {£[1, 1] £[2, 2] # 0}
{a,b}= {0, O}

f[1, 1] f£[1, 2] f[1, 3]

0 £[2, 2] f[2, 3]

o s, 2 Mfiimaa

Solution 3 Conditions {b£f[1l, 1] # 0}

{a,b}= {0, b}

0 1 £[2, 3]

£[1, 1] £[1, 2] £[1, 3]
0 0 1 }

Solution 4 Conditions {b # 0}

{a,b}= {0, b}

0 f[z, 21 £[2, 3]

0 £[1, 2] £[1, 3]
00 1 ]

Solution 5 Conditions {a # 0)
{a,p}= {a, 0}

0 f£[1, 2] £[1, 3]
01 0
0 £(3, 2] £[3, 3]

solution 6 Conditions {a f[1l, 1] # 0}

{a,b}= {a, 0}

0 1 0

£[1, 1] £[1, 2] £[1, 3]
0 £13, 2] 1 }

Solution 7 Conditions {b# 0, a # 0}
{a,p}= {a, b}

0 £[1, 21 £[1, 3]
0 £[2, 21 £[2, 3]

a-af(2,2] b-af(z,3]
0 b b

Solution 8 Conditions {af[1l, 1] # 0, b # 0}

£[1, 1] f£[1, 2] f£[1, 3]

0 £12, 2] -bs+b £(2,2)
a

0 a-af[z,2] b-af[z,3]

b b
Solution 9 Conditions {£f[1, 1] # 0, £[2, 3] # 0}
ta,b}j= {0, 0}
£1, 11 f£[1, 2] £[1, 3]
0 0 f[2, 3]
0 — £13, 3]

£(2,3]

Solution 10 Conditions {}

fap}= {a, b}

000
000
000
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A.3 CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE POISSON-LIE RESO-
LUBLES EN DIMENSION 4

Etant donnée une alggbre de Lie M définie par
M; : {er, e} = er; {er, ea} = e3;{es, ea} = —aer + (a+ 1)es.

Nous construisons toutes les multiplications associatives qui munissent M
d’une structure d’algebre de Poisson.

A.3.1 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet
de Lie et de la multiplication
n=4;

PP = Flatten|
Table[P[i, j, k], {1, 1, n}, {3, 1, n}, {k, 1, n}]];
CC = Flatten[Table[c[i, j, k], {i, 1, n},
{3, 1, n}, {k, 1, n}]];

Rentrer les constantes de structure du crochet de Lie
For [i=1, i<n, i++, For [j=1, j<n,
j++, For [k=1, k=<n, k++, P[i, j, k] =0]111;
P[1, 4, 1] =1; P[2, 4, 3] =1;
P[3, 4, 2] =-a; P[3, 4, 3] =(a+1);

For [i=1, is<n-1, i++,
For [J=41i, Jsn, J++, For [k=1, k<sn, k++,
P[jr ir k] =-P[ir jr k]]]]r

Imposer la condition de commutativité de la multiplication recherchée

For [i=1, i<sn, i++,
For [j=41i, J<n, jJ++, For [k=1, ks<n, k++,

c[j, 1, k] =c[i, j, k]]]]; (*commutativitéx)

Vérification de la condition d’associativité

Asso[i_, j_, k_, 1_]:

D.(eli, 3, plelp, k, 1] -e[3, k, Pl e[i, p, 1]);
p=1
AssoSyst = Union[Flatten[Table|
Asso[i, j, k, 1], {1, n}, {3, n}, {k, n}, {1, n}]]1]1;
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Vérification de la condition de compatibilité
comp[i_, 3_, k_, a_] := ) (c[i, 3, P1 P[P, k, Q] -
p=1
P[], k, plcl[i, p, q] -P[i, k, Pl c[p, ], q])~
CompSyst = Union[Flatten[Table|
Comp([i, j, k, q], {i, n}, {3, n}, {k, n}, {q, n}]]];

Syst = Union[Flatten[{AssoSyst, CompSyst}]]
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Résolution

Reduce [Syst == 0, Variables[Syst]]

0&sc[l, 1, 1)

sol

0&scl[l, 1, 2] = 0 &&

(a
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c[2, 4, 2]°
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—cl4, 4, 2) &&cl4, 4, 4]

cl4, 4, 3]

0&&

0&&c[l, 1, 2]
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Nombre de résultats

Length[sol]
6

Affichage des résultats

solRule = Table[ToRules[sol[[1i]]], {i, Length[sol]}]

For[g=1, g < Length[sol], g++, Print["Algébre (", g, ")"];
For [i=1,i<n, i++, For[j=1, j<sn, j++,

Print["e"’ ir "*"r HelT’ j’ ll:“, Sum[
(c[i, j, k] //. solRule[[q]]) "e"[k], (k, 1, n}]1]]1]1]

Algebre (1)
elxel=0
elxe2=0
elxe3=0
elxed=0
e2xel=0
e2xe2=0
e2xe3=0
eZxed=0
e3xel=0
e3xe?2=0
e3xe3=0
e3xed=0
edxel=0
edxe2=0
edxe3=0
edxed=e (2] c[4, 4, 2] -e[3] c[4, 4, 2]
Algébre (2)
elxel=0
elxe2=0
elxe3=0
elxed=0
eZxel=0
e2xel2=e(2] cl2, 2, 2] -e[3] c[2, 2, 2]
e2xe3=0
e2xeld=0
e3xel=0



A. Annexes

e3xe2=0
e3xe3=0
e3xed=0
eldxel=0
edxe2=0
edxe3=0
edxed=0
Algébre (3)
elxel=0
elxe2=0
elxe3=0
elxed=0
e2xel=0
elxe2=e(2] c|2,
ez2xe3=0
e?2xed=e([2] c[2,
e3xel=0
e3xe2=0
e3xe3=0
e3xed=0
edxel=0
edxe2=e([2] c[2,
edxe3=0

el2]lclz,

2, 2] -e[3] c[2, 2, 2]

4, 2] -e[3]) c[2, 4, 2]

4, 2] -e[3] c[2, 4, 2]

4, 21 e[3]c[2, 4, 2]°?

edxred=

clz, 2, 2] cl2, 2, 2]

Algébre (4)
elxel=0

elxed=e[1] c[1,
e2xel=e[1] c[1,
e2xe2=e(2] c|1,
e?2*e3=e(3] c[1,
e?2xed=e[4] c[1,

-

~

~

NN N
~
H R R e e

-~
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e3xe?2=e (3] c[1, 2, 1]
e3xe3=0

1

;1
1] +e[3] c[1, 4, 1]
1

]
]
]
]

e[2] ¢[1, 4, 1]1° e[3]c[1, 4, 1)°

edxed=2e[d] c[1, 4, 1] - +
cl1l, 2, 1] cl1l, 2, 1]

Algebre (5)
elxel=0
elxe?2=e([1] c[1, 2, 1]

~

+e[3] c[l, 2, 1]

e
~

PR NN
~ =

e

-

e3xe3=0
e3xed=0
edxel=0
edxe2=e([4] c[1, 2, 1]
edxe3=0
edxed=0
Algeébre (6)
elxel=0
elxe2=0
elxe3=0
elxed=0
eZ2xel=0
eZxe?2=0
eZxe3=0
e2xed=0
e3xel=0

e3xe2=0
e3xe3=0
e3xed=0
edxel=0
eldxe?2=0
eldxe3=0
edxed=0
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Titre Déformation et quantification des algebres n-aires

Résumé Une algebre n-aire est un espace vectoriel sur lequel est défi-
nie une multiplication avec n arguments. Classiquement les multiplica-
tions sont binaires, mais depuis la mécanique de Nambu et 1'utilisation
en physique théorique de multiplications ternaires, comme les produits
de Nambu, de nombreux travaux mathématiques se sont focalisés sur ce
type d’algebres. Deux classes d’algébres n-aires sont essentielles : les al-
gebres n-aires associatives et les algébres n-aires de Lie. Les algeébres de
Nambu ont été étudiées comme une généralisation naturelle d"une algebre
de Lie pour les opérations algébriques d’ordre supérieur. Par définition,
une algebre de Nambu d’ordre 7 sur un corps K de caractéristique nulle se
compose d"un espace vectoriel V sur KK avec une opération K-multilinéaire
antisymétrique , appelé le crochet de Nambu, qui satisfait la généralisation
suivante de I'identité de Jacobi. A savoir, pour tout xy,...,.x,_1 € V

{xl/ e Xn—1, {xn/ ceey x2n—l}} - {{xll cer Xn—1, xn}/ Xp417 eoer x21’l—1}
+ {xn/ {xl/ v Xn—1, er—l}/ Xn42s cees x21’l—1}
+ cee + {xn/ xn—l—lr sy x21’172/ {xlr sty xl’l—ll x2n—1}}/ (AI)

Cette derniere notion, trés importante dans 1'étude de la mécanique de
Nambu-Poisson est une généralisation naturelle des algébres de Lie. Dif-
térents aspects de la mécanique de Nambu, y compris la quantification,
la déformation et diverses constructions algébriques pour les algebres de
Nambu ont été récemment étudiés. En outre, une généralisation twisté,
appelée algebres Hom-Nambu, est apparue dans les déformations des al-
gebres de champs de vecteurs utilisant des o-dérivations.

Dans cette these, on s’est intéressé aux algebres n-aires de Nambu-Poisson,
particuliérement aux algebres ternaires de Nambu-Poisson. On a introduit
les algebres ternaires (non-commutatives) de Nambu-Poisson et le type
Hom de ces derniéres. On a défini et caractérisé aussi la somme directe et
le produit tensoriel de deux algebres ternaires (non-commutatives) Hom-
Nambu-Poisson. On a établi des théoremes de constructions des algebres
ternaires Hom-Nambu-Poisson en utilisant le principe de twist. Ce proces-
sus est utilisé pour construire des algebres ternaires Hom-Nambu-Poisson
correspondantes a l'algebre ternaire des polyndmes ot le crochet est dé-
fini par le Jacobien. On a obtenu la classification en dimension trois des
algébres ternaires non-commutatives de Nambu-Poisson. En outre nous
avons proposé une procédure de construction d’une algebre ternaire de
Nambu-Poisson a partir d'un crochet binaire, d'une algébre de Poisson
et une fonction trace qui satisfait certaines conditions de compatibilité.
De nombreux exemples en dimension 4 sont produits en utilisant cette
procédure de construction qui nous a permis par ailleurs d’établir une
classification en dimension 4 des algebres de Poisson a partir des al-
gebres de Lie résolubles. La méme procédure de construction a été appli-
quée pour construire des algébres ternaires Hom-Nambu-Poisson a par-
tir des algebres Hom-Poisson. Enfin, Nous avons étudié la cohomologie
des algebres Hom-Poisson et la cohomologie des algébres ternaires Hom-
Nambu-Poisson.



Mots-clés Algebre n-aire, algebre de Nambu-Poisson, algebre Hom-
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Title Quantization and deformation of n-ary algebras

Abstract An n-ary algebra is a vector space on which is defined a multi-
plication of n arguments. Classically multiplications are binary, but since
the use in Nambu Mechanics and theoretical physics of ternary products,
many mathematical works have been focused on this type of algebra. Two
n-ary algebra classes are essential : the associative n-ary algebra and n-ary
Lie algebra. Nambu algebras have been studied as a natural generaliza-
tion of a Lie algebra for higher- order algebraic operations. By definition,
Nambu algebra of order n over a field K of characteristic zero consists of a
vector space V over K together with a K-multilinear skew-symmetric ope-
ration, called the Nambu bracket that satisfies the following generalization
of the Jacobi identity. Namely, for any x1,...,x,-1 € V

{xll s Xn—1, {xnr ey xanl}} = {{xll s Xn—1, x?’l}/ Xi14-17 +++s xanl}
+ {xn/ {xll v Xn—1, xn+1}l X427 s x2n—1}
+ ..+ {xn/ Xn+41s s X2n—2, {xll s Xn—1, x2n71}}/ (AZ)

When n = 2, the fundamental identity becomes the Jacobi identity and we
get a definition of a Lie algebra. Different aspects of Nambu mechanics,
including quantization, deformation and various algebraic constructions
for Nambu algebras have recently been studied. Moreover, a twisted ge-
neralization called Hom-Nambu algebras have been also developed. This
kind of algebras called Hom-algebras appeared as a deformation of alge-
bras of vector fields using o-derivations.

In this thesis, we were interested by n-ary Nambu-Poisson algebras, par-
ticularly by the ternary Nambu-Poisson algebras. We introduced (non-
commutative) ternary Nambu-Poisson algebras and a Hom-type of (non-
commutative) ternary Nambu-Poisson algebras. We also defined direct
sum and tensor product of two (non-commutative) ternary Hom-Nambu-
Poisson algebras, provide construction theorems of ternary Hom-Nambu-
Poisson algebras using the twisting principle. This process is used to
construct ternary Hom-Nambu-Poisson algebras corresponding to the ter-
nary algebra of polynomials where the bracket is defined by the Jaco-
bian. We provide a classification of 3-dimensional ternary Nambu-Poisson
algebras and then computed corresponding Hom-Nambu-Poisson alge-
bras using twisting principle. In addition, we proposed a construction
procedure of a ternary Nambu-Poisson algebra from a binary bracket of
a Poisson algebra and a trace function that satisfies some compatibility
conditions. We established a classification of Poisson algebras from Sol-
vable Lie algebras (binary). Applying the construction procedure descri-
bed above, we have established a classification of ternary Nambu-Poisson
algebras constructed from solvable Poisson algebras in dimension 4. The



same construction procedure is applied to construct ternary Hom-Nambu-
Poisson algebras from Hom-Poisson algebras. Finally, we studied cohomo-
logy of Hom-Poisson algebras and cohomology of ternary Hom-Nambu-
Poisson algebra.

Keywords n-ary algebra, Nambu-Poisson algebra, Hom-Nambu-Poisson
algebra, classification, twisting, deformation, non-commutative Poisson al-
gebra
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