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Résumé :

La stabilité de solutions d’équations différentielles a retard joue un réle
important dans I'analyse qualitative des équations différentielles a retard. Dans
cette these, nous avons utilisé une technique de point fixe et le concept de
contraction large pour prouver des résultats de stabilité asymptotique de la
solution zéro d'une classe d’équations totalement non linéaires de type neutre a
retard fonctionnel. Cette classe d’équations fait partie du nombre de problemes
qui ont résisté a la méthode directe de Liapounov. Ces résultats de stabilité sont
exclusivement obtenus par le théoreme de Krasnoselskii-Burton.

Mots-clés : point fixe, stabilité, théoreme Krasnoselskii-Burton, contraction
large, équation non linéaire neutre, retard.




Abstract :

Stability of solutions in delay differential equations play an important role in
the qualitative analysis of delay differential equations. In this thesis, we have
used a fixed point technique and the concept of large contractions to prove
asymptotic stability results of the zero solution of a class of a totally nonlinear
neutral differential equation with functional delay. This class of equations has
proved very challenging in the theory of Liapunov’s direct method. The stability
results are exclusively obtained by means of Krasnoselskii-Burton’s theorem.

Keywords : fixed point, stability, Krasnoselskii-Burton theorem, large contrac-
tions, nonlinear neutral equation, delay.
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Introduction iii

INTRODUCTION

& = Létude de la stabilité faite ici repose sur le théoreme de point fixe hybride

de Krasnoselskii-Burton. Selon Smart (c.f. [42, p.31]), Krasnoselskii étudia en 1955 un
article de Schauder et formula le principe suivant :

7 A7 ette théser'_-] adresse le probleme de stabilité par la technique de point fixe pour
q certaines équations fonctionnelles différentielles non linéaires de type neutre.

Linversion d’'un opérateur différentiel perturbé génére la somme d’une contrac-
tion et une application compacte.

Il combina le théoréme de point fixe de Banach et celui de Schauder et établi un
théoréme de point fixe qui porta son nom. Ce théoréme de Krasnoselskii est captivant et
il a été 'objet de plusieurs articles de recherche et possede de nombreuses applications
intéressantes en analyse non linéaire (voir [1], [2], [3], [10], [12], [16]-[18], [21], [27], [28],
[29], [30] [42] et [43]).

La théorie de la stabilité a été crée a la fin du XIXeme siécle par Liapounov. Cette
théorie a trouvé une large application dans divers domaines de la physique et des
sciences mathématiques. D'un point de vue mathématique, la théorie de la stabilité
présente un cas particulier de la théorie qualitative des équations différentielles. Dans ce
domaine la méthode directe de Liapounov a été, pour plus d'un siécle, I'incontournable
outil permettant d’étudier la stabilité pour les équations différentielles et les équations
aux dérivées partielles. Néanmoins, cette méthode a rencontré de sérieux obstacles et il
existe encore un tas de problémes qui résistent a cette méthode.

Dans ce projet on va présenter, en utilisant la technique de point fixe, des résultats
de stabilité et de stabilité asymptotique pour une classe d’équations totalement non
linéaires de type neutre a retard fonctionnel. Cette classe d’équations fait partie
du nombre de problemes qui ont résisté a la méthode de Liapounov. En général,
I'insuffisance de la méthode de Liapounov se manifeste lorsque les fonctions utilisées
dans les équations ne sont pas bornées en temps ([36]), si le délai n’est pas borné ou si sa
dérivée n’est pas petite ([41], [22]). A cela s’ajoute aussi la difficulté traditionnelle celle
de la construction de la fonctionnelle de Liapounov et 'aspect ponctuel, défavorable
pour les calculs, des conditions imposées aux fonctions des équations différentielles.
Cependant les problemes de monde réel avec toutes leurs incertitudes exigent des
conditions en moyennes. Il était donc temps, pour un bon nombre d’investigateurs de
rechercher et d’exploiter d’autres voies et ils tentent la technique de point fixe (voir [2]-
[14], [17]-[27], [31], [32], [45]). La stabilité par la méthode de point fixe repose sur trois
éléments fondamentaux

— Une application de point fixe

— Un espace fonctionnel convenable apte a contenir des solutions souhaitées

— Un théoreme de point fixe.

1. 2000 Mathematics Subject Classification. 47H10, 34K20, 34K20, 34K40.
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Seulement trois éléments pour conclure en une étape l'existence, bornétude et
convergence vers zéro des solutions de problémes sophistiqués qui ont frustré le public
de ce domaine pour des décennies.

En utilisant le théoreme de Krasnoselskii-Burton on va étudier la bornétude et la sta-
bilité asymptotique de solutions d'une classe d’équations différentielles fonctionnelles
totalement non linéaires a retard et de type neutre qui s’écrit sous la forme

O ==a@® @O +cOxX t-r@®)+bO)x3t-r(1), t=0, 1)

avec la donnée d’une fonction initiale continue

xX(8) = (1), te [my,0].

Plusieurs investigateurs se sont penchés sur des cas spéciaux de cette équation dans
I'espoir de réaliser une étude claire et détaillée sur le comportement asymptotique et la
stabilité de ses solutions (voir [18], [21]-[22]).

Hormis le travail accompli par Burton sur un cas particulier de cette équation ([18]),
on peut affirmer, sans hésitation, que I'étude qu’on va faire est originale et constitue une
contribution significative dans le domaine de la stabilité par la technique de point fixe.
Plus précisément, on va démontrer que, pour une fonction ¥ initialement donnée, une
application de point fixe peut étre définie sur un espace métrique complet, dépendant
de v, municieusement choisi dans lequel cette application possede un point fixe offrant
une solution bornée convergeant vers zéro a I'infini pour I'équation (T).

Une telle convergence n'a jamais été réalisée auparavant pour une telle classe
d’équations et avec une telle méthode. On démontre, en outre, que si au départ, la
stabilité de la solution zéro de (1) était le seul objectif alors les restrictions peuvent étre
amoindris. On utilise pour le faire une norme poids qui permet de garantir la compacité
de l'application de point fixe sans encombre en utilisant le théoréme de Krasnoselskii-
Burton sur un espace rendu de Banach grace a cette norme poids. Ces propos ont été
publiés dans ([2]) et forment la substance du chapitre 3 de ce manuscrit.

On a remarqué que, modulo quelques réparations, I’étude faite dans le chapitre 3
peut s’adapter aussi a I'équation plus générale

x'(0)=—a(t) h(x () + c()x' (t - r (1) + G(x(1), x(t — (1)), t =0, )

donnée avec une fonction initiale continue

x(8) = y(8), £ € [mo,0].

Ici aussi on voit une équation fonctionnelle différentielle trés générale de type
neutre totalement non linéaire ne contenant aucun edo terme. Par conséquent,
I'inversion va présenter une certaine difficulté. Pour contourner cette difficulté on va
transformer I'équation dans le but de 'intégrer par la suite. Lintégration produira une
équation intégrale s’exprimant sous forme d'une somme d'une contraction large B
et une application compacte A qui conviennent bien au théoréme de Krasnoselskii-
Burton. 1l suffira pour atteindre l'objectif de construire, avec vigilance un certain
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ensemble Sy, dépendant de v, de sorte que Ax+ By puisse résider dans Sy, toute les fois
que x et y demeurent dans Sy, . Par un choix astucieux de constantes on démontre que
cela est possible et que les hypotheses de Krasnoselskii-Burton sont aussi valides. En
conclusion, on obtient des solutions dans Sy, qui était dés le départ préconcu et préparé
pour réceptionner ces solutions bornées convergeant vers zéro a I'infini. Un résultat de
stabilité est aussi obtenu en utilisant un espace de Banach muni d’'une norme poids. Ces
propos sont publiés dans ([31]) et feront 'objet du chapitre 4.

Le premier chapitre a été consacré pour rappeler les outils dont on a besoin dans ce
projet de these. Le théoréme de point fixe de Krasnoselkii, les équations différentielles
fonctionnelles a retard et de type neutre font partie de ce rappel. D’'importants modéles
d’équations a retard émanant de la biologie, de la physique et de 'économie sont
donnés dans cette partie de la theése.

Le deuxieme chapitre est un exposé sur l'existence de solutions périodiques de
I'équation différentielle (2) obtenue par ce méme théoreme de Krasnoselskii- Burton.




CHAPITRE 1
Point fixe, équations a retard et
applications

Mots clés. Point fixe, Shauder, Krasnoselskii, Contraction large, Equation a retard.

=14 A plupart des phénomenes naturels en physique, en chimie, en économie en
JS biologie ou en mécanique ont un comportement non linéaire. De tels pro-
&5 plemes s’expriment, mathématiquement, sous forme d’équations différen-
tielles non linéaires rendant, ainsi, la branche de I’analyse non linéaire un domaine per-
pétuellement en activité et d’actualité puisqu'’il traite des questions et des applications
de la vie réelle. Les équations différentielles non linéaires et intégro-différentielles, les
inégalités variationnelles et aussi les problémes d’optimisation générale, sont des sujets
importants dans I'analyse non linéaire. De nombreuses questions, liées a I’existence et
a l'unicité de solutions de certains types d’équations (par exemple, des équations dif-
férentielles, des équations intégrales) peuvent étre ramenées a la question d’existence
et d'unicité d’'un point fixe pour une application appropriée définie sur un espace mé-
trique. Un des plus important outils d’existence en analyse non linéaire est le théoreme
dit de Krasnoselskii. C’est un théoréme hybride (combinant géométrie et topologie) éta-
blie en 1955 par Krasnoselskii. Ce résultat est captivant et posséde un domaine d’appli-
cation tres étendu ( voir [16],[17], [21], [42]). Durand ces dernieéres années un nombre
d’'investigateurs ont trouvé dans ce théoreme une issue tres satisfaisante pour I'étude
de la stabilité et le comportement asymptotique de solutions pour certaine équations
différentielles a retard qui ont résisté a la méthode directe de Liapunov.

Dans ce chapitre on va consacrer un important espace pour ce théoreme de point
fixe de Krasnoselskii. Une extension, due a T.A. Burton (c.f., [16], [17], [21]), de ce
théoreme sera aussi discutée. Un rappel sur les équations différentielles a retard et de
type neutre est donné aussi dans cette partie de ce projet.

1.1 Notions préliminaires

Les éléments qu'on va exposer ci-dessous ont été cueilli de plusieurs ouvrages de
I'analyse et certains livres de spécialisés sur les équations fonctionnelles a retard et la
plupart se trouve dans la bibliographie suivante [21], [33], [35], [37], [38], [39], [40], [44].
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Définition 1.1.1 Le couple (S, p) est dit un espace métrique si S un ensemble et p :
S x §— [0,00) une application vérifiant pour tout x, y etz de S
@ p,y)=0,p(x,x)=0,p(x,y)=0=x=},
(b) plx,y)=p(y,x), et
© plx,y)=px,2)+p(z¥).
Un espace métrique (S, p) est dit complet si toute suite de Cauchy dans S converge.

Une suite (x,) c S est dite de Cauchy ssi Ve > 0,3N € N tel que p(x,, x,) < €, pour tout
n,m>N.

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel (S,+,.) est un espace normé si pour tout x,y € S il
existe un nombre réel non négatif || x|| dit la norme de x, satisfaisant

i) x|l =0 si et seulement si x =0,
@) llaxl=lallxll,ack k=R ouC)et
i) [lx+y| <l +[y].
Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définie par p(x, y) :=

||x — y|| Cependant, un espace métrique toujours un espace normé méme s’il possede
une structure vectorielle car une distance n’est pas souvent associée a une norme.

Définition 1.1.3 Un espace de Banach est un espace normé complet pour la distance
associée a sa norme.

Les exemples d’espaces suivants sont tres utilisés dans cette these.

Définition 1.1.4 Exemple 1.1.5 Lespace C = C([a,b],R") de fonctions continues de
[a, b] dans R" est un espace vectoriel . Le nombre ||f|| = ma}g} |f(t)|, oit | .| est la norme
ast<s

dansR", défini une norme rendant (C, || .|1) un espace de Banach.

Exemple 1.1.6 Soity : [a, b] — R" une fonction continue et soit S l'ensemble de fonctions
continues et bornées f : [a,00) — R", avec f(t) = w(t) poura<t<b. Pour f, ge S, on
définit
p(f,@) = sup |f-gw|=|f-gl-
ast<oo

Alors (S, p) est un espace métrique complet.
Définissons

M:={p:[0,00) =R/ 9 C, |p(1)| =1, ¢(t) — 0 lorsque t — oo}

et
Q:={p:10,00) = R/@€C, |p()]=<1}.
Soit || .|l la norme du supremum et soit | .|, une norme poids définie par la donnée
d'une fonction h : [0,00) — [1,00), h(0) =1, h(t) — oo, et pour ¢ € M ou Q, on pose

||, := sup |o®)|/1h()].
t=0



1.1. Notions préliminaires 3

Exemple 1.1.7 (M, || .|l) est un espace de Banach.
Exemple 1.1.8 (Q,|.|;) est un espace de Banach.

Preuve. Supposons que {¢,} est de Cauchy dans cet espace. La restriction de {¢,}
a l'intervalle [0, k] reste de Cauchy et admet donc une limite continue définie sur ce
dernier intervalle. Mais ceci est vrai pour tout k = 1,2,3,...alors on obtient ainsi une
limite continue sur [0,00) qui appartient clairement a Q. ]

Exemple 1.1.9 (M, ]| .|,) nest pas un espace complet.

Preuve. Soit {¢,,} la suite de fonctions continue définie par

bn()=1, O<t<n,

¢$p()=0, n+l=<t<oo,

¢, est linéaire et continue sur [n, n + 1].
Soit € > 0 un nombre choisi arbitrairement. On doit trouver un indice N tel que
n,m= N et t € Rimplique que

|pn() = pm(D)] < eh(t). (1.1)

Choisissons T tel que €h(T) > 2. De toute évidence, pour tout n,m et pour tout
t = T on a (L.I). Le choix de N > T implique que pour n,m = N et 0 <t < N on aura
Gn(t) = P, () =1 de sorte que est valide. Cela démontre que la suite est, en effet,
de Cauchy. Cependant pour un ¢ fixé on a ¢,(#) — 1 lorsque n — oo, or 1 n’est pas un
élément de M. D’ou la conclusion. |

Définition 1.1.10 Une partie M d’'un espace métrique (S, d) est dite compacte si toute
suite {x,} de M admet une sous suite convergeant vers une limite appartenant a M. M
est relativement compacte si toute suite de M admet une sous suite convergeant vers une
limite appartenant a S (i.e. si la fermeture de M est compacte).

Définition 1.1.11 Soit U un intervalle de R et soit {f,} une suite de fonctions avec
fn:U—RP. Soit|.| une norme quelconqueRP.

@ {fn} est uniformément bornée sur U s'il existe un M > 0 tel que |fn(t)| < M pour tout
nettouttey.

(b) {fn} estéquicontinue si pour toute >0 il existe§ > 0 tel quesity, t, € U et|t) — 1| <&
alors, | fa(t1) — fu(12)| < € quelque soit n.

Théoréme 1.1.12 [Ascoli-Arzela]Si {f,} est une suite de fonctions réelles uniformément
bornée et équicontinue définie sur un intervalle [a, b, alors la suite admet une sous suite
convergeant uniformément sur [a, b] vers une fonction continue.
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Mais les problemes qu’on va manipuler dans ce projet sont définis sur des intervalles
infinis en temps, par conséquent une extension du théoréme précédent s'impose. Le
théoréme peut etre étendu par l'utilisation d'une norme poids ou bien en
suivant la procédure donnée ci-dessous (voir [21]).

Théoréme 1.1.13 (21, p. 20, Théoreme 1.2.2]) Considérons R, = [0,00) et soit q : Ry —
R, une fonction continue telle que q(t) — 0 lorsque t — oo. Si {¢pi} est une suite de
fonctions sur R, a valeurs dans RP équicontinue avec |<Pk (t)| < q(t) pour tout t € Ry,
alors il existe une sous suite convergeant uniformément sur Ry vers une fonction ¢ telle
que|p (1| < g (¢) pour t € Ry, oit|.| dénote la norme Euclidienne sur RP.

Exemple 1.1.14 Considérons l'espace de Banach C([a,b],R") muni de la norme du
supremum ||f“ = OIE%Jf(t)

positives « et 3, U'ensemble

, avec |.| une norme de R". Etant données deux constantes

L:={feC(lab,R")/ |fl|l=a |fw-fw)|<plu-vl},
est compact. C'est une conséquence du Théoreme d’Ascoli.

Exemple 1.1.15 Soit (S, p) l'espace de fonctions bornées f : [0,00) — R" muni de la
distance du supremum. (S, p) est un Banach . Le sous ensemble

L={feS/|f|=1 |[fw-fw|=lu-vl},

nest pas compact. Néanmoins, en restreignant L en imposant une condition
supplémentaire celle de existence d’'une fonction g : [0,00) — [0,00) telle que g(t) — 0
lorsque t — oo avec | f (t)| < g(t) pour chaque f € L on peut alors faire usage du Théoreme
pour conclure que L est compact.

Exemple 1.1.16 Soit h : [-r,00) — [1,00), r > 0 une fonction continue et strictement
croissante, avec h(—r) = 1 et h(t) — oo lorsque t — oo. Soit (S, | .|;,) l'espace de fonctions
continues f : [-r,00) — R" pour lesquelles

[Flui=_sup [F0/h(n] <oo
—r<t<oo

Alors, (S, | .|p) est un espace de Banach. En outre, pour des constantes positives M et
K, l'ensemble

L={feSI|f®|=Msur(-r,00), |f(w) - f()| =Klu-vl},

est compact dans (S, | .|p,).

Preuve. En effet, Soit {f,} une suite arbitraire de L. On doit montrer qu'il existe une
fonction f et une sous suite notée encore {f,,} telle que | fn—f | , — 0. 0r, sion considere
{fn} sur un compact [-r,0] on voit qu’elle est uniformément bornée et équicontinue. Le
théoreme d’Ascoli-Arzela implique qu’on peut extraire une sous suite {f,} qui converge
uniformément vers une fonction continue sur [-r,0]. En vérifie aussi que | f (t)| <M
et |f(u) —f(v)| < K|u—v| sur [-r,0]. La suite {f,%} considérée a son tour sur [—r,2] est
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uniformément bornée et équicontinue. Il existe une sous suite {f2} extraite de cette
derniére convergente vers une f sur [—r,0]. En continuant dans ce sens, on obtient une
suite F, = f} qui est extraite de {f,;} et qui converge uniformément sur les compacts de
[—r,00) vers une fonction f € L. On démontre que

Nn=|Fn—fl,:= _rs<utI<)oo|Fn(t) —f@®/h(t)| =0, sin— co.

Vers cette fin, soit € > 0 il existe un 7 > 0 tel que 2M/g(T) < €/2. Ainsi,

Ny < _metle|Fn(t) - f(O/h(@)|+ (€/2)

< (e/2)+ _mztle|Fn(t) -f@|,

puisque la convergence est uniforme sur [—r, T], il existe N tel que n = N implique
€
que max_|F,(0) - f(0)|<=. [ |
—r<t<T 2
En 1922 Stefan Banach établi un théoréme qui s’applique aux fonctions contrac-
tantes définies sur des espaces métriques complets. Ce théoreme a fait preuve d’'une
grande utilité en analyse. En particulier il a donné des résultats concluant dans le do-
maine de I'existence de solutions et le calcul approché pour de nombreux problemes
émanant de I'analyse non linéaire.

Théoréme 1.1.17 (Principe de I'application contractante) Soit (X,d) un espace mé-
trique complet non vide et soit f : X — X une contraction i.e., il existe une constante
O<sk<ltellequed(fx, fy) < kd(x,y), pour tout x,y € X. Alors fadmet un et seul point
fixex* e X (: fx* =x%).

Enregle générale, il est évident que, pour résoudre un probleme de point fixe on doit
identifier trois éléments fondamentaux, a savoir,

1. Un ensemble convenable S apte pour contenir les solutions du probleme;

2. Une application P : S — S ayant la particularité qu'un point fixe est solution du
probléeme;

3. Un théoreme de point fixe qui assure I'existence d’'un tel point fixe de P sur S.

1.2 Théoreme de point fixe de Krasnoselskii

Définition 1.2.1 Soit M un sous ensemble d’'un espace de Banach S et soit A: M — S une
application. Si A est continue et AM est contenu dans un sous ensemble compact de S,
alors on dit que A est une application compacte ( on dit aussi que A est completement
continue).

Théoréme 1.2.2 [Schauder]([21], [42],[44] )Soit M un sous ensemble convexe d’'un espace
de Banach S et A: M — S une application compacte. Alors A possede un point fixe.
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En 1955 Krasnoselskii (voir [21], [42]) a observé que dans un bon nombre de
problemes, 'intégration d'un opérateur différentiel perturbé donne naissance a une
somme de deux applications, une contraction et une application compacte. Il déclare
alors

Principe. Lintégration d’'un opérateur différentiel perturbé peut produire une
somme de deux applications, une contraction et un opérateur compact.

Pour mieux comprendre cette observation de Krasnoselskii on considere I'équation
différentielle suivante.

x' () = —a(t)x(t) — g(t, x), (1.2)

oua(t+T)=al(r) et g(t+T,x)=g(t, x) pour un certain T > 0.
On peut transformer cette équation sous une autre forme en écrivant,

t t t

X (Dexp fa(s)ds =-—a(t)x(t)exp fa(s)ds —g(t,x)exp fa(s)ds .
0 0 0

Par conséquent,

/

t t
x(t)expfa(s)ds =—g(t,x(t))exp fa(s)ds .
0 0

Une intégration de t — T' a t donne

t u
f x(u)expfa(s)ds
-T 0

/

t u
du=- f g(u, x(u)) expfa(s)ds du.
t =T 0

Ainsi,

t t

t
x(t) =x(t-Texp —fa(s)ds - f g(u,x(u))exp —[a(s)ds du. (1.3)
T-t t—T u

t

Si on suppose que exp (— S a(s)ds) =a <1, etsi (S I.[) est 'espace de Banach
Tt
de fonctions ¢ : R — R continues et T—périodique, alors I'équation peut se mettre

sous la forme

(1) = (BY)(t) + (AP)(1) (= Pp(1)),

avec B est une contraction de constante a < 1 et A est une application compacte.

Cet exemple montre bien la naissance de I'application P¢ := B¢ + A¢ qui s'identifie
aune somme d’une contraction et une application compacte.

La recherche d'une solution pour exige donc un théoreme adéquat qui
s’applique a cette opérateur hybride P et qui peut conclure |'existence d'un point fixe
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qui sera, a son tour, solution de ’équation initiale (1.2). Krasnoselskii trouva la solution
en combinant les deux théorémes de Banach et celui de Schauder en un seul théoréeme
hybride mais puissant qui porte son nom. En clair, il établit le résultat suivant ( [42],
[21]).

Théoréme 1.2.3 [Krasnoselskii]Soit (S, || .|l) un espace de Banach, et soit M une partie
non vide, convexe et fermée de S. On suppose A,B: M — S sont deux applications
satisfaisant,
i. Ax+ByeM,Vx,ye M,
ii. A estcontinue et AM est contenu dans un ensemble compact;
iii. B estune contraction de constante a < 1.
Alors3x* e M, Ax™ + Bx* = x*.

Remarque 1.2.4 Si A = 0 alors ce théoréme coincide avec le principe de l'application
contractante de Banach et si B = 0 il coincide avec le théoreme de Schauder.

Les détails de la preuve reposent sur le lemme suivant.

Lemme 1.2.5 Si (S,||.l) est un espace normé, M < S et B: M — S une application
contractante, alors (I-B) est un homéomorphisme de M sur (I-B)M. En outre, si(I-B)M
est précompact, alors M lest également.

Preuve. Il est clair que I — B est continue. Comme B est une contraction, alors pour
toutx,ye M, x#y

|t=Bx—-U-B)y| = (x-y) - (Bx-By|
= [|x—y|| - [|Bx-By]|
= [x-yl|-alx-y]
>(1-a) ||x—y||,

ou a € (0,1). Ceci montre que (I — B) ! existe et est continue. Cette derniére inégalité
montre aussi que si xi, Xz, ..., X, €st un e-net pour M, alors

(I—B)XI, (I_B)x2)~~~» (I_B)xny

estun (1 — a) e-net pour (I — B) M. ]
Preuve. (du théoréme[1.2.3)
Pour chaque y € M fixé, I'application

z=Bz+ Ay

possede une solution unique z € M, puisque z — Bz + Ay définit une contraction
de M dans lui méme. Ainsi, z := (I — B)"! Ay est un élément de M. Par le lemme (1.2.5),
I'application (I — B)~! A est continue et compacte de M dans M. D’aprés le Théoréme
, (I - B)~! A posséde un point fixe y dans M. Ce point y est I'élément cherché. B
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1.3 Théoreéme du point fixe de Krasnoselskii-Burton

Burton ([16]) a remarqué que dans certains problémes la situation ne se présente
pas sous forme d’une contraction. Par exemple, si on considére 'équation x’ = x3 = —x+
(x — x3). Alors le terme (x — x°) est presque une locale contraction. Cependant, lorsque
x voisine 0 (voire x = 0) il y a échec. Par conséquent, si on souhaite surmonter une
telle difficulté on aura besoin d’élargir la notion de contraction pour pouvoir prendre
en charge cet exemple ainsi que des cas similaires. Une telle solution a été pensée et
établie par Burton ([16], [21]) rendant ainsi le théoréme de Krasnoselskii plus apte et
plus captivant.

Définition 1.3.1 (Contraction large) Soit (S,d) un espace métrique et B: S — S Une
application. B est une contraction large si pour tout @,y € S avec ¢ # Y alors d(By, By) <
d(@,y) et si pour tout chaque € > 0 il existe un d < 1 tel que

lp,weS, dp,w)=¢e]l=d(Be,By)<dd(p,v).
Exemple 1.3.2 Si|| .|lest la norme du supremum et si
M:={p:10,00 — R, p€C, || < v3/3},
alors l'application (Bg)(t) := ¢(t) — @>(1), est une contraction large sur M.
Preuve. Pour chaque ¢ € R on a pour ¢, ¥ de M évaluées en t,

|Bp) (1) — BY) ()| = o) — 9> () —w (@) +y3 (1)
= o) —w O] [1- (¢*(O) +e(Ow (@) +y¥*(1)].

Or,
lp(0) —w()|* = 9*(1) 20D + ¥* (1) < 29> (D) + Y2 (1))

et comme @2 () +w>(f) < 1, on obtient

|Bp) (1) — By) ()| = |p@) — ()] [1 - (9> (1) +¥* (1) + |p (DY (1)]]

2 t 2 ¢
<ot ~y0] 120 +y?0) » LTI
2 +yie
S|<p(t)—w(t)|[1—w .

Cette derniere majoration montre que B est ponctuellement (simplement) une contrac-
tion large. Mais I'application B reste une contraction large pour la norme du supremum.
En effet, soit ¢ € (0,1) un nombre donné et soient ¢,y € M avec | —y| = €.

(a) Supposons que pour un certain £ on a
el2< o) —y(1)].

Alors,
€/2)? < |p(0) —w()|* < 2% (1) + 92 (1)),
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D’ou
@ () + (1) = €218.

Pour de tels t on aura

82

|(Bp) (1) = (By) ()| < |op(t) =y (1) [1— =

—_—

2
€
<lo-vl|1-5|.
(b) Supposons que pour certains t on a

lp(t) -y ()] <el2.

Alors,
|(Bp) (1) = By) ()| < |o() —w()| < (1/2) [|p -y

Par conséquent, on obtient pour ¢,

. £
|Bg — By < min|1/2,1 - E] lo-v].

Théoréme 1.3.3 [Burton ([16])]Soit (S, d) un espace métrique complet et soit B: S — S
une contraction large. On suppose qu'il existe x€ Set L>0 tq d(x,B"x) < LVn=1. Alors
B admet un point fixe unique dans S.

Preuve. Soit x € S et engendrons la suite {B" x},>1. de toute évidence si cette suite
est de Cauchy. Alors la limite sera un point fixe pour B.
Supposons alors que {B" x},>1 n'est pas de Cauchy, alors

Je > 0, tel que pour K € N,3ny, my = K avec my. > ny et d(B"*x,B"* x) = ¢.
Ainsi,

e<d(B™x,B™x)<dB™ 1x,B* 1x)

<..<d(B"™ My x)
Comme B est une contraction large, alors pour cet € > 0,36 < 1 tels que

e<d(B™x,B™x)<85dB™ 'x,B* 1x)

<..<8™d(B™ My, x) <6 L,
mais 6 < 1, cela produira, pour ny assez large, une contradiction. D’ou la conclusion. B

Lemme 1.3.4 ([16]) Si (S, |I.l) est un espace normé, si M < S et B: M — S une contraction
large, alors (I — B) est un homéomorphisme de M dans (I — B)M.
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Preuve. De toute évidence I — B est continue. D’autre part, pour tout x, y € M avec
X # ¥, on voit que

|U=Bx-U-Byy| =[xy -Bx-By|
= |x-y| - [ Bx-By|
> |-y -lx=yl=o0.
En conclusion I — B est injective et donc (I — B)™! existe. Si (I - B)"! n’était pas

continue, alors 3(I — B)y et (I — B)x;, — (I — B) y mais x; - .
Or, pour

Ve>0,ANeNtelquen=N=> (1.4)
e2 U~ Bixy— U~ By 2 |x—y] - |Bx.~ By

comme x, 7/~ y,3eg > 0 et {x}, telle que |x, —y| = €o, et comme B est une
contraction alors
36 <1 avec |Bxp, —By|| <6 || xn, - ¥ -

Ainsi, en utilisant (1.4), on obtient
ez |(I-B)xp, —I-B)y|
2 || xuk =y = || B = By|
2 || =yl =0 | xn =y
= (1=0) oen, ~
= (1 - 6)o.

Mais g est fixé, § < 1, par conséquent on aura une contradiction lorsque € — 0. I — B est
bien un homéomorphisme. u

Pour de amples informations sur le théoréme suivant on conseille de voir ( [16], [18]
et [21]).

Théoréme 1.3.5 [Krasnoselskii-Burton ([16])]Soit S un espace de Banach, et soit M une
partie non vide, convexe, bornée et fermée de S.
On suppose A, B: M — M sont deux applications telles que
i Ax+ByeM,Vx,ye M,
ii A estcontinue et AM est contenu dans un compact;
iii B estune contraction large.
Alors3ax* e M, Ax* + Bx™ = x*.

Preuve. Pour chaque y € M fixé 'application Hz = Bz+ Ay est une contraction large
sur M possédant un point fixe unique z (comme M est bornée I'existence du nombre
L du Théoreme est assurée). Donc z = Bz + Ay possede une unique solution.
Ainsi, (I - B)z = Ay. Par le Lemme Py:=(1- B)_lAy est continue de M dans M.
Mais, AM est contenu dans un sous ensemble compact de M et (I — B)~! est continue
de AM dans M, il est alors bien connu que (I — B)"'AM est contenu dans un sous
ensemble compact de M. Selon le Théoreme de Schauder, il existe un point fixe
x*=(I-B)'Ax* i.e, Ax* + Bx* = x*. [
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1.4 Equations fonctionnelles différentielles a retard

Qu’est-ce qu'une équation différentielle a retard 2.

Une équation différentielle a retard est une équation différentielle dont la dérivée
par rapport au temps présent de la solution dépend d’'une donnée (de cette solution)
sur un temps postérieurs. Une équation différentielle a retard est un model spécifique
d’équations différentielles fonctionnelles, dans lesquelles la partie fonctionnelle de
I’équation est I'évaluation d’'une fonctionnelle sur une étape postérieur (le passé) du
processus ([33], [35], [40]).

1.4.1 Equations différentielles a retard

Ftant donné un nombre r > 0, R = (—oo,00), R” est un R-espace vectoriel de
dimension n muni de la norme euclidienne [.|, C([a, b],R") est I'espace de Banach
des fonctions continues définies sur [a, b] a valeur dans R” muni de la topologie de
la convergence uniforme. Si [a, b] = [-1,0] on pose C = C([-1,0],R™) et on désigne la
norme d’'un élément ¢ € C par ||(p|| = SUP_r<t<0 |<p| Si

HeR A=0etxeC([to—r, 1o+ Al,R")
alors pour t € [ty, fp + A] on définit x; € C par x;(s) := x(s+ ) pour tout se€ [-1,0].

Définition 1.4.1 Si D est un sous ensemble deR x C, et f : D — R" une fonction donnée,
la relation

x'(0) = f(t, %) (1.5)

ou

x:(8):=x(t+s), se[-r0]

est une équation différentielle fonctionnelle a retard sur D notée parfois EDR(f). Le
nombre r est appelé le retard. En clair, le cas r = 0 correspond au cas des équations
différentielles ordinaires.

Il est évident qu'une condition initiale appropriée au temps t = f; exige la
détermination de la fonction x sur tout l'intervalle [ty — 1, o], i.e.,

x()=w(), telto—r tl.

Ou v : [ty—r,ty] — R" est une fonction donnée supposée continue appelée la
condition initiale de I’équation a retard (1.5). Ainsi, 'équation (1.5) peut se mettre sous
la forme

x,(t) = f(t) xl)) r= tO
x(t) :1//(t)y e [tO_ T, tO])
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avec ¥ une fonction donnée continue sur tout l'intervalle [#, — 1, fo] .

L'équation (1.5) est dite linéaire si f(z,¢) = L(t)¢p, ol L(¢) est linéaire en chaque ¢ :
Léquation est dite non homogene si f(t,¢) = L(t)p + h(t), ou h(f) # 0. Léquation
(1.5) est dite autonome si f(¢,¢) = g(¢), g indépendante de ¢.

A titre d’exemple, les équations suivantes sont des équations différentielles a retard

xX'(t)=2x(t) +5x(t—1), (1.6)

X'(H) = alt)x(t) + b X' (t—r(t) + h(D), (1.7)
0

x'() :fx(t+s)ds, (1.8)

—r

a(t), b(r), r(t) sont des fonctions continues. L'équation (1.6) représente une
équation différentielle linéaire autonome a retard constant r = 1,’équation (1.7) est une
équation différentielle linéaire a retard fonctionnelle non homogéene non autonome et
I'équation (1.8) représente une équation intégro-différentielle linéaire a retard.

Définition 1.4.2 Etant donnés v € C et ty € R, une solution de I'Equation est une
fonction notée x(t) telle que x(t) =y (&) sit € [to—T; to] et satisfaisant (L5) si t € [ty; to+ Al;
A >0. Une telle fonction x(t) est dite solution de a travers (1, ) et est notée souvent
par x(t) = x(t, to, ¥).

Lemme 1.4.3 (/35]) Etant données une fonction w € C, tp e R et f (t, 1//) une fonction
continue. La recherche d’'une solution de l'équation (I.5) a travers (to, ) est équivalente
a la résolution de l'équation intégrale

Xt =V,

t
x(1) =1//(0)+ff(u,xu)du, t= 1.
[4)

Définissons l'application Ax par l'expression

Ax(t) = f(tyxt)) = tO’
.X[O :'(//.

Pour démontrer l'existence d’'une solution a travers (to,u/) e R x xC, on considere un
nombre o > 0, et toutes les fonctions définies sur [ty — 1, to + 0] qui sont continues et qui
coincident avec v sur [ty — 1, to], qui est, x;,, = ¥. On demande que les valeurs de ces
fonctions sur [ty, ty + o] répondent a la condition \x(t) —w(0)| < B. La fonction usuelle
obtenue A correspondant a l'équation intégrale est définie et on démontre que o et p
peuvent étre choisis de sorte que A envoie cette classe (de fonctions continues) dans elle-
méme, qu’elle est continue et a image compacte. Dans ce contexte, le théoreme du point
fixe de Schauder peut s'appliquer et implique l'existence d’'une solution (pour de amples
détails on renvoi aux livres ([35] et [40)).
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Théoreme 1.4.4 (Existence) Pour l'équation (1.5), supposons que Q0 est un sous en-
semble ouvert de R x C et f(t,¢) une application continue sur Q. Si (to,v) € Q, alors
il existe une solution de l'équation passant par (t, ).

Définition 1.4.5 On dit que la fonction f (t, ) est Lipschitzienne par rapport a ¢ sur un
compact K de R x C s'il existe une constante x > 0 telle que, pour tout (t,¢;) € K,i=1,2
ona

|f (1) = F(t,902)| <x |1 — 2] (1.9)

Théoréme 1.4.6 (Unicité) Supposons queQ est un sous ensemble ouvertdeRxC, f : Q —
R” est continue, f(t, ) est Lipschitzienne par rapport a ¢ sur tout sous ensemble compact
de Q. Si (to,y) € Q, alors il existe une unique solution pour l'équation (1.5) passant par

(o, ¥).

Dans I'exemple suivant on va utiliser la méthode dites des étapes pour résoudre une
équation a retard.

Exemple 1.4.7 Considérons I'équation différentielle a retard suivante

X(t)=2x(t=7), t=to.

Comment résoudre une telle équation ?.

Il existe une méthode appelée la Méthode des étapes et elle fonctionne de la facon
suivante. On suppose par exemple que fp = 0. Si on veut résoudre le systéme au temps
t =0, il est clair qu'on aura besoin de connaitre la valeur du systeme au temps ¢ = —7.
Pour connaitre le systéme au temps ¢ = 7, il est indispensable de savoir sa valeur au
temps ¢ = 0. Par conséquent, pour avoir une solution complete de t =0a ¢t =7, on est
obligé de connaitre toute une solution initiale de = =7 a ¢ = 0. Ainsi donc, on doit
se doter d'une fonction initiale définie sur [-7,0]. Soit alors ¥ une donnée initiale et
supposons que ¥ (t) = 4, t € [-7,0]. Maintenant, on a suffisamment d’informations pour
trouver une solution, disant x(#,0,v), sur [0,7]. Or 0 < ¢t < 7 implique -7<t-7<0et
donc x(t-7)=yw(t-7) =4.

L'équation devient x'(#) = 8 et la solution générale sera

x(t)=8t+c, c=constante.

En remplacant ¢ par zéro dans cette derniere équation, on constate que ¢ = 4. Ainsi,
on aura

x(t)=8t+4 tel0,7].
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Maintenant, on peut exploiter ces informations pour progresser et résoudre
I'équation pour des temps futurs, par exemple pour ¢ € [7,14]. Ici on voit que

X'(6)=28(t-7)+4)
=16¢—103.

Elle posséde la solution générale

x() = 812 —103¢+ d, d=constante.

En utilisant la solution que nous avons trouvé pour ¢ € [0,7], et exactement en ¢ =7
on obtient la valeur d = 389. Par conséquent,

x(t) =9t> — 841 +389, t€[7,14].

On peut progresser dans ce sens et résoudre I'équation a retard comme une série
infinie d’EDO.

1.4.2 Equations différentielles de type neutre

On donne ici la définition d'une équation différentielle de type neutre et on donne
quelques exemples. Ici aussi on conseille de voir ([35] et [40]) pour plus d’'informations
sur ce type d’équations.

Définition 1.4.8 Supposons que Q est un sous ensemble ouvert deR x C d’éléments (t, @).
Une fonction D : Q — R”" est dite atomique au point 3 de Q si D est continue ainsi que
sa premiere et seconde dérivée au sens de Fréchet par rapport a ¢ et Dy, sa dérivée par
rapport a @, est atomique en 5 de Q.

Définition 1.4.9 Supposons que Q est un sous ensemble ouvert deR x C, D : Q — R" et
f:Q — R" sont deux fonctions données continues avec D atomique en zéro. La relation

dD(t )= f(t 1.10
E )xt _f( rxt)r ( . )

est dite une équation différentielle de type neutre EDTN.

Définition 1.4.10 Une fonction x est dite solution de I'équation sur[ty—r,to+0l,
silexisteun to e R et o > 0 tels que

X € C([to_ oy +U])Rn)y (t)xt) EQ’ re [IO) 1) +U])

D(t, x;) est continument différentiable et satisfait sur [y, ty + ol. Etant donnés
reR, yeCet(to,w) € Q on dit que x(t,to, ) est une solution de passant par
(to,y) s'il existe o > 0 telle que x(t, ty, V) est une solution de sur(to—r,ty+ o) et
X1, (to, W) = w; on dit que x(t, ty, ) est une solution de sur [ty — r,00) si pour tout
o >0, x(t, ty, W) est une solution de sur[ty—r,to+ 0 et x4, (to, V) = .
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Théoréme 1.4.11 (Existence) Si Q est un sous ensemble ouvert de R x C et (ty,y) € Q,
alors il existe une solution pour l'équation passant par (ty, V).

Théoreme 1.4.12 (Existence et Unicité) Si Q est un sous ensemble ouvert de R x C et
f(t, ) est Lipschitzienne sur tout sous ensemble compact Q, alors pour tout (ty, V) € Q
il existe une unique solution pour l'équation passant par (ty, V).

Par exemple

x'(0)=-x"(t=1),

X'(0) =x(t -1+ [x'(t-3) +1°,

X" = x(é) +x'(t-1)—-x'(t-3),

sont des équations différentielles a retard de type neutre.

1.5 Modeles avec retard

Lutilisation des équations différentielles et des équations aux dérivées partielles
pour modéliser les phénomeénes naturelles physiques ou biologiques possede une
longue histoire et remonte a Lokta et Volterra. Les équations différentielles sont faites
pour un but, celui de mieux comprendre les phénomenes compliqués de la nature.
Il s'est avéré, par I'expérience, que les simples modeles n’arrivent pas a cerner la
variété riche de la dynamique observée dans les systemes naturels. Il est devenu
clair que pour bien comprendre ces phénomenes un terme avec retard doit étre
inclus. Dans une équation différentielle, un retard peut représenter I'arrivé a maturité
d’un produit, une période d’incubation, temps de gestations, délais de transport ou
simplement représenter des processus compliqués qui mettent un temps pour réagir
apres une action. Les problemes a retard sont innombrables en littérature. Certains de
ces problémes ont connu un intérét particulier. On a choisi dans cette thése quelques
modeles intervenant dans des domaines différents monde réel.

1.5.1 Un probléme en économie

Le probleme s’inspire d’'une situation réelle. Il est tiré du livre sur les équations
différentielles de Boyce et DiPrima (c.f., [15]).

Une jeune personne sans capital initial investi k dollars par an pour un taux r
d’intérét annuel. On suppose que ses investissements sont faits continument et que les
intéréts sont composés continument. Si r = 7,5%, on souhaite déterminer k pour qu’'au
bout de quarante ans cette personne encaissera un million de dollars.

Le probleme est formulé par I’équation

S§'=0,075S+ k avec S(0) =0

et la solution est donnée en calculant S(40).
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Maintenant les quarante années sont achevées. On suppose que cette personne pos-
sede une somme d’argent et souhaite I'investir et vivre au dépend de son investissement
bancaire. Pendant les mauvaises périodes de taux d’'intéréts réduits, un conseiller finan-
cier recommande aux clients des certificats bancaires qui arrivent a maturité apres 90
jours et qui sont systématiquement renouvelés (réinvestis) au taux d’intérét existant. In-
térét et principal sont donc réinvestis. Cette procédure permettra aux investisseurs de
prendre de I'avantage pendant les périodes a taux d’intérét élevés. On s’apercoit que
cette procédure devient aussi un réinvestissement continu comme dans le cas de k dol-
lars par an.

Si la valeur totale est S(t), alors de I'investissement pur on aura

St = b(t)S(t—i).

Le facteur S(t — (1/4)), est le montant total qui a été investi trois mois auparavant
et qui arrive a maturité aujourd’hui. Le facteur b(f) est le taux d’intérét offert en ce
temps. En outre notre homme retire continument un pourcentage du total S(¢) pour
ses dépenses et ses besoins courants. Il en résulte une équation

S’(t):—a(t)S(t)+b(t)S(t—i), S(1) = (1) pour —1/4<t<0.

Ici la condition initiale est une fonction donnée v : [-1/4,0] — R ou w(f) est
exactement le montant S(¢) investi au temps ¢.

On peut tracer plusieurs conclusions pour cette personne. Premiérement, si
les solutions sont bornées alors le temps va vraisemblement devenir difficile car
I'inflation va éroder les valeurs, et les factures de soins vont augmenter avec le temps.
Actuellement, quelques études ont montré que les retraités qui ont un salaire qui voisine
trois fois ses dépenses courants au début de sa retraite arrivent au désespoir au bout de
quinze ans. En revanche, si les solutions ont tendance a s’approcher de zéro, alors la
destinée de cette personne sera la pauvreté. Les retraités, au moins, auront I'avantage
d’ajuster leurs dépenses avec les exigences de 'époque.

Evidemment, cet exemple garde le sens si a et b varient. Par exemple a(t) peut étre
négatif le jour o1 on percgevra des (taxes de) remboursements et b(f) peut étre négatif le
jour ou la banque subira un échec.

1.5.2 Contrdle d’'un Bateau de Minorsky

En 1962 Minorsky (voir ([20])a congu un dispositif pour le contréle automatique de
la direction pour un bateau. Le modele se décrit comme suit. Soit x(f) une position
angulaire fixée du gouvernail de direction du bateau et supposons qu'il existe une force
de frottement proportionnelle a la vitesse, —cx’(¢). On suppose qu'il existe un dispositif
qui indique la direction du mouvement du bateau en temps réel et qu’il existe aussi
un autre dispositif qui pointe la direction désirée. Ces deux instruments sont reliés a
un appareil connecté a un moteur électrique qui produit une certaine force agissant
sur le gouvernail dans le but de le faire pivoter (orienter) pour ramener le bateau sur
le chemin désirée. De toute évidence il y a un décalage (retard) de magnitude h > 0 en
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temps entre le moment ou le moteur électrique exerce la force pour redresser le bateau
et le moment ou le bateau réagit pour se réorienter. Minorsky décrit cela par I'’équation
suivante donnée sur x(f)

x"(6)+cx' (1) + g(x(t—h)) =0, (1.11)

ou il considere que xg(x) > 0, si x # 0 et ¢ une constante positive. Lobjectif du
probleme est de chercher des conditions qui assurent le maintien de x(¢) prés de zéro de
sorte que le bateau suivra étroitement son cours approprié pour arriver a sa destination
fixé.

1.5.3 Epidémiologie et croissance d’'une population de Cooke-Yorke

En 1973 Cooke et Yorke (([20]) présentent un modele d’épidémiologie traduit en
termes d'une équation différentielle a retard. Plus précisément, le croquis du probleme
est le suivant. Si x(¢) représente le nombre d’individus dans une population au temps ¢,
le nombre de nouveaux nés B(t) est une certaine fonction de x(¢), disant B(#) = g(x(t)).
Supposons que chaque individu posséde une durée de vie notée L, une constante.
Comme chaque individu meurt a I'age L, alors le nombre de déces par unité de temps
est g(x(t— L)) : La différence

g(x(1))—gx(t—-1L))

représente le taux de change de cette population par unité de temps. Ainsi, la
croissance de cette population est donc gouvernée par I'équation différentielle a retard

x'(1) = g(x() — g(x(t - L)), L>0,

ol g est une certaine fonction différentiable. Sous des conditions convenables trois
propriétés dominantes émergent,

(i) Toute fonction constante est solution

(ii) 1'équation possede une premiere intégrale i.e.,

x(t) =

t

gx(s)ds+c

t
-L

ol on prend, pour des considérations biologiques, ¢ =0,

(ii) toute solution tend vers une constante.
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1.5.4 Guerre et paix de Richardson

Certains modeles de guerre et de paix ont été considérés par L.R. Richardson (1881-
1953, voir ([20]). 11 a affirmé que les hommes, selon ses propos, sont guidés par leurs
traditions qui sont fixés et leurs instincts qui sont mécaniques.

11 suppose que les guerres commencent lorsque la course aux armements prend
fin et il a estimé que la dynamique internationale pourrait étre modélisée mathéma-
tiquement en raison des motivations humaines. Il estime que sur une grande échelle
de temps les hommes sont incapables de distinguer le bien du mal. Avec ces idées, Ri-
chardson essaya de développer une théorie sur la dynamique internationale pour servir
de guide aux hommes d’état pour ajuster et bien gérer la politique intérieure et exté-
rieure. Soient X et Y deux nations qui se suspectent mutuellement. Supposons que X et
Y créent des stocks d’armes x et y respectivement. En général, x et y représentent " les
menaces moins la coopération" de sorte que des valeurs négatives possedent aussi un
sens.

Trois choses affectent 'accumulation des armes de X ;

1. la charge économique,

2. la menace observée (lors des manifestations nationales) de y (1),

3. les soupcons etla peur de Y .

La méme chose s’applique, bien stir, a Y.

Richardson admit que chaque c6té X comme Y posséde une connaissance parfaite
etinstantanée de I’arsenal militaire que détient I'adversaire et que la réaction de chaque

coté peut se faire instantanément.
De (1) il obtient

dx
dt

car la charge est proportionnelle a la taille x, et de (2) il soutient que

=—-a1 X,

dx
& e _ax+hyy,
dr | axToy

puisque la terreur est proportionnelle a la taille y. En conclusion, Richardson aboutit
au systeme

!
X =—arx+b1y+gi,

Y =—ay+byx+g.

avec a;, b;, et g; i = 1,2 sont des constantes positives ou g; représentent la méfiance
constante et ol a;, b; sont affectées et fixées par la politique intérieure et extérieure. En
1978 Hill, a révisé ce probleme et a reconnu des lacunes dans le modeéle de Richardsons.
Il a estimé que ca va prendre du temps pour répondre a une situation observée et
propose le modele suivant
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X =—arx(t-T)+b1y(t-T)+g
y’ =—ay(t—T)+bx(t—T)+ g,

ou T est une constante positive choisie de sorte que les solutions du systeme
s’approchent de I'équilibre.

1.5.5 Proies prédateurs de Lokta-Volterra

Le modele prédateur-proie classique a été proposé par Volterra et Lotka en 1920,
dans un ouvrage intitulé "Théorie mathématique de la lutte pour la vie "qui est
probablement le premier traité d’écologie mathématique. Le modeéle s’écrit sous la
forme

x (1) = a1x(8) — b1 x(0) y(2) (1.12)
y'(t) =apy(t) - bax()y(1),

avec la condition initiale

x(0) = xo, y(0) = yp, (1.13)

ol x(t) représente la population de proies et y(t) la population de prédateurs a
I'instant ¢ et ay, ay, by, b, sont des constantes positives. Si on suppose que le fait d'un
changement dans la population de proies n’affectera pas immédiatement la population
des prédateurs et, inversement, le systeme avec la condition initiale devient
une équation différentielle a retard de la forme

X (1) = a1x(6) = by x() y(t — 1)

Y (1) = azy (1) — byx(t — 1) y(1),

avec des conditions initiales

x(0) = xp, x(s) =w(s), y(0) =yo,y(s) =¢(s), —T<s<0,

ol r; > 0 et r, > 0, sont des retards et les fonctions ¥ (.) et ¢(.) sont les fonctions
initiales de I'histoire antérieure, 7 = max{ry, 2} (pour de amples détails, exemple et
informations, on conseille de consulter ([33], [34], et [40]).
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1.5.6 Lemodele de tournesol de Somolinos

La fleur de la plante de tournesol tourne d'un coté vers 'autre d'une facon
périodique. Ceci est due a une hormone qui réagit au contact de rayon solaire. En 1978
Somolinos modélisa ce mouvement par I’équation

X"+ (alnx' +blr)sinx(t—r) =0,

dit 'équation de tournesol. Il obtient des résultats intéressants sur l'existence de
solutions périodiques ([20]).



CHAPITRE 2

Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles non
linéaires de type neutre

Mots clés. Point fixe, Contraction large, Solution périodique, équation totalement
non linéaire, équation de type neutre.

f’“‘;"ﬁ% Ans ([18]), Burton a considéré I’équation différentielle a retard
i

(0 =—a®x} )+ b (- r ), 2.1)

pour étudier les conditions de la stabilité et de la stabilité asymptotique de sa
solution triviale par la méthode de point fixe. Motivé par ce dernier travail Deham et
Djoudi ont présenté dans [29] des hypotheses pour I'existence de solutions périodiques
la classe élargie

(6 =-a®x3@) + G, X3t - (). 2.2)

Plus tard, dans une autre publication Deham et Djoudi ont présenté dans [30] le
model plus générale exprimé par I'’équation non linéaire de type neutre suivante

(0 =—a®x3@) + ()X (t—r(0) + G, X3 (¢t - r (D). 2.3)

Il est clair que s’obtient de I'équation lorsqu’on laisse c(t) = 0. Cette
équation a présenté un vrai défi aussi bien pour I'étude de la stabilité de sa solution
nulle (lorsque G(t,0) = 0) que pour I'étude de I'existence et la périodicité de probables
solutions. La difficulté provient du fait que (comme d’ailleurs ) est totalement
non linéaire en x. La présence du terme a(t)x>(f) empeche la méthode de variation de
parametres de s’appliquer dans ce cas. Burton, dans ([18]), a fait recours a une méthode
classique qui consiste a ajouter aux deux membres de un terme linéaire a(t)x(t)
avant de la transformer pour y appliquer la technique de point fixe et aboutir a des
résultats de stabilité jamais atteints avant la parution de cette oeuvre ([18]). Cependant,
I'addition d'un tel terme détruit, au voisinage de zéro, toute chance pour qu'une
contraction puisse exister. Néanmoins la transformation de I'’équation en une équation
intégrale a, par bonheur, produit une application pas tout a fait une contractante mais
un autre type nouveau de fonctions que Burton lui attribua le nom de contraction large
[16]-[18], [23]. Deham et djoudi (voir [29]) obtiennent, en utilisant le théoreme ,
I'important résultat suivant.
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Théoréme 2.0.1 Soit (S,|.Il) l'espace de Banach de fonctions réelles continues
T—périodique et soit M = {pe S/ |¢| <L, ¢' bornée}, oit L = V3/3. On suppose
que

a(t+T)=a(t), c(t+T)=c(t), Gt+T,x) =G(t,x), r(t+ T) =r(1),

que G(t,.) est Lipschitzienne i.e., il existe une constante positive k telle que,
|G(t,x) - G(t,y)| s k|x—y|,
et
T
f a(s)ds > 0.
0
On suppose en outre que les conditions suivantes sont satisfaites
(KL®+|G(1,0)| < BLa(t), |h(1)| <8alD),

c(1) B
1-r'@®)|

’

max
te[0,T]

et
JB+a+6)=<1,

oita, B, & et J sont des constantes avec J = 3 ol

_ ((w - atew) (1 - r'(u) + cr” @)
(1-r'(w)?

L 0<u<T, r'(w#1.

Alors l'équation admet une solution périodique @ appartenant au sous ensemble

Dans le chapitre 3 on va appliquer le théoreme pour établir la stabilité
asymptotique de la solution triviale de 'équation (2.3). Mais ici on va commencer
par présenter une étude sur l'existence de solutions périodiques d'une équation
différentielle un peu plus étendu que I'équation (2.3). Cette étude est un travail due
a E. Yankson [43] qui s’est inspiré des articles ([29]-[30], [1]). Yankson ([43]) considere
I’équation

X =—a@®hx@®)+cOx t-1r®)+G(t,x(),x(t-r1(), t=0, (2.4)

Cette équation possede une longue histoire et a présenté un vrai défi aussi bien pour
I'étude de la stabilité de sa solution nulle lorsque G(z,0,0) = 0, que pour I'étude de la
périodicité de ses solutions. En clair I’équation est totalement non linéaire en x. La
présence du terme a(t)h(x(¢)) rend difficile 'application de variation des parametres.
Burton, dans ([18]), a surmonté cet obstacle en faisant recours a une méthode classique
qui consiste a rajouter aux deux membres de I'’équation un terme linéaire a(t)x(#) pour
transformer I'équation avant son intégration. Mais 'addition d'un tel terme détruit,
au voisinage de zéro, toute chance pour qu'une contraction puisse exister. Pour mieux
comprendre, considérons |’exemple simple de I'’équation scalaire suivante
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x=-x=—x+(x-x°).
Le terme (x—x3) est presque une contraction locale mais qui cesse de I'étre au
voisinage x = 0 car

(x=2%) = (y=5°) = (x=y) [1 - (& + 2y + ¥°)].

Ceci est une difficulté typique que 'on rencontre assez souvent et on aura donc
besoin d’'une contraction qui prend en charge cette situation. La transformation en
rajoutant a(t)x(t) n'a pas que de mauvaises conséquences elle produit, néanmoins,
une application pas tout a fait contractante mais presque une contraction et Burton
lui attribua le nom de contraction large (voir [16]-[18], [23]) dont on va rappeler la
définition et donner quelques propriétés dans ce chapitre.

Apres la transformation on va inverser pour produire une nouvelle équation
intégrale, mais équivalente ayant les méme propriétés. Cette équation se met sous
forme d’'une somme de deux applications, une contraction et une application continue
aimage compact. Cette écriture avantageuse convient pour définir une application dont
le point fixe est solution de notre probleme. On va voir que le théoréme de Krasnoselskii-
Burton s’adapte bien cette équation de sorte qu'une solution périodique existe sur
un ensemble que 'on précisera. Malheureusement, on est incapable de trouver des
conditions convenables pour 'unicité de cette solution.

2.1 Transformation et inversion de 'équation

Considérons I'équation différentielle et supposons que a(.) est une fonction
continue a valeurs réelles, ¢(.) une fonction continuement différentiable, r(.) une
fonction positive de classe C?, h : R — R une fonction continue et G: RxRx R — R
une fonction continue par rapport a ses arguments.

Soit T > 0 et définissons le sous espace

Pr:={peCR,R), (t+T) =1},

ol C(R, R) est I'espace de fonctions réelles continues. Muni de la norme

loll:= max [o(n],

Py estun espace de Banach.
Nous supposons que a, ¢, G et r sont des fonctions périodiques en ¢. Plus
explicitement,

a(t+ T =at), ct+T)=c), rt+T)=r), r()=r*>0, (2.5)

ol r* est une constante,
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Nous supposons aussi que,

T
f a(s)ds >0, (2.6)
0

que G(t, x, y) est continue, périodique en ¢ et Lipschitzienne en x et y, respective-
ment, i.e.,

G(t+T,x,y)=G(t,x,y) 2.7)
et qu’il existent certaines constantes positives K et E telles que,
|G(t,x,y) - G(t,z,w)| < Klx—zl +E|y-w]|. 2.8)
Aussi, on suppose que pourtout s, 0<t<T,
r'() #1. (2.9)
Comme r(t) est périodique, la condition implique que r'(r) < 1.

Lemme 2.1.1 Supposons que les conditions (2.5), (2.6) et (2.9) sont vérifiées. Si x(t) € Pr,
alors x(t) est une solution de (2.4) si seulement si

x(f) = c() x(f =1 (1) + (1 — e~ Jir@©dsy=1
1-r'(1)
t
Xf T{a(u)H(x(u))—g(u)x(u—r(u))
t_
+ G, x(w), x(u—r(w)) Yo~ @995 qy, 2.10)
ol ( , ) .
c(w—-awew)A-r (u))+0(u)r’(u)
glu) = 0= w2 (2.11)
et
Hx(0):=x() = h(x(D). (2.12)

Preuve. Soit x(¢) une solution de (2.4). Premiérement, réécrivons (2.4) sous la forme

x'(0)+a(®)x(t) = a(®Hx(D) + c()x' (t—r®) + G(t, x(1), x(t — r (). (2.13)
ja(s)ds
Multiplions les deux membres de (2.13) par e° et puis en intégrons de t— T a

t. On obtient,

fa(s)ds
f x(u)eo du
a(s)ds

= f [u(u)H(x(u))+c(u)x'(t—r(u))+G(u,x(u),x(u—r(u)))]e{ du.
t—-T
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Par conséquent, nous arrivons a

ta(s)ds' [_Ta(s)ds’
x(t)e{ —x(t—T)e{
i }a(s)ds
= f [a(u) H(x(w) + c(w)x' (t - r(w) + G(u, x(u), x(u—r(w))] e du.

—T
t
En divisant les deux membres de 1’équation ci-dessus par exp( f a(s)ds), et en tenant
0

compte du fait que x(¢) = x(t — T), on arrive 3,

t -1
— [a(s)ds
x(t) = (l—et£ )

t
><f{a(u)H(x(u)) +cwx (t-r(uw)

t—-T
t
- [a(s)ds

+Gu,x(u),x(u—r(w)) e« du. (2.14)

Ecrivons
t t

- [a(s)ds
f c(w)x' (u—ruw)e « du

t-T
ft cw)x'(u—-rw)A-r'(w) ftfa(s)ds

= eu du
2. 1 -r"(w)

En effectuant une intégration par partie avec

—t a(s)d
c(u) e uf © sdu etdV=x'(u-—rw)1-r'(w)du
1-r'(w)

on obtient

, —lfa(s)ds
f clw)x (u—-r(uw)e u du= (2.15)
—T

—t a(s)ds
c(®) x(t—r(t))(l—et£ )

1-r'()

’ —[fa(s)ds
- fg(u)e u x(u—-r(w)du,
—T

ou g(u) est donnée par I'expression (2.11). Alors la substitution de (2.15) dans (2.14)
acheve la démonstration. |
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2.2 Existence de solutions périodiques

Définissons I'application P : Pr — Py comme suit

c(t)
1-r'(1)

t
f T{ a(w)H(p(w) — g(we(u—ru)

(Po)(1) = Q(t—r(D) + (1 — e Jiralds)=1y

+ G, o), p(u—r(w)) } e u®ds gy, (2.16)

ou g et H sont données respectivement par (2.11) et (2.12). Pour étudier 'existence
de solutions on va appliquer le Théoréme (1.3.5) de Krasnoselskii-Burton. Pour cela,
on aura besoin de définir un sous ensemble convexe et bornée M de Py. Pour cela, on
choisit

M:={pePr: || <L}, avec L>0.

Aussi, nous devons construire deux applications, une contraction large et une
application continue dont I'image est contenue dans un ensemble compact. Exprimons,
alors, '’équation (2.16) sous la forme

(Pe) (1) = (Ap) (1) + (By) (1),

avec A, B: Pt — Pt sont définies par

t t t
(Bp)(1):=(1- e‘fz—T“(”ds)‘lf ’ [a(w) H(pw)] e Ju ¥ qy, (2.17)

et

t -1
A o ) —_{a(s)ds
(Ap)(0):= T plt—r() +|1-e

t
x f {—gwe(u—r(uw)

t—=T

—tfa(s)ds
+G(u, (), p(u—r(u)) e« du. (2.18)

On suppose en outre que les conditions suivantes sont satisfaites

(K+E)L+|G(t,0,0)| < BLal(y), (2.19)
lg(n)] =baln), (2.20)
c(1)
max |[——m——| = a’ (2.21)
te[0,T1| (1 =7 (1))
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et
JB+a+06)<1, (2.22)

ol a, 3,0 et ] sont des constantes avec J = 3.

Dans le lemme suivant on montre que I'application H donnée par (2.12) est une
contraction large sur M. Pour cela, on suppose les hypothéses suivantes sont vérifiées
pour la fonction &

h:R — R est continue sur [—L, L] et différentiable sur (-L, L), (2.23)
h est strictement croissante sur [—L, L], (2.24)
sup (K'(9)<1. (2.25)

se(—L,L)

Lemme 2.2.1 Soit h:R — R une fonction satisfaisant [2.23)-(2.25). Alors pour L > 0,
Vapplication H est une contraction large sur l'ensemble M.

Preuve. Soit ¢, p € Sy avec ¢ # ¢. Alors ¢(1) # (1) pour certains f € R.
Dénotons I'ensemble de tels point par D (¢, ¢) i.e.,

D(¢, ) :={teR: (1) # (1)}
Pour chaque t € D(¢, ), ona

|Hp () — Hp(0)| = | (1) — h(d(1) — (1) + h(p(D))]

h(p(1) — hip(D) )‘
= H—e)||1- . 2.26
[0 W)M ( o0 — (D) 220
Comme § est une fonction strictement croissante, on a
@) - hp®) > 0 pour chaque ¢t € D(¢, ). 2.27)

() — (1)
Pour chaque t € D(¢, ¢) fixé, définissons I'intervalle U; < [-L, L] par

.o | (00,00) si¢n>ew,
T (B0, 00) si () < ().

Le théoréme des accroissements finis implique que pour chaque ¢ € D(¢, ¢) fixé, il
existe un nombre réel c; € U; tel que

h(p(1)) — hp(1))

=Hh'(cp).
o) - (1) '
par (2.24) et (2.24), ona
0< inf )h'(u)s inf ' (w) < h'(c;) <suph’(w)< sup h(u)=<1. (2.28)

ue(—L,L ueU; uel, ue(-L,L)
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Ainsi, par(2.26) et (2.28), on obtient

|Hop(1) - Hp(1)| = lp() — ()], (2.29)

1- inf H(w
ue(—L,L)

pour tout les t € D(¢, ). Ceci montre bien que H est une contraction large pour la
norme du supremum. En effet, soit € € (0, 1) un nombre donné et supposons que ¢ et ¢,
sont deux fonctions dans M telles que

e< sup |p0)—p@)]=]¢@®-@®)].
teD($,p)

a) Supposons que pour certain ¢ € D(¢, @) on a
€
|¢m—¢ﬂﬂsg
Alors, par les expressions (2.28) et (2.29), on obtient
1
[He(0) — Hop0)| <o) o) < S ¢ -] (2.30)
Comme /1 est continue et strictement croissante, la fonction

h(u+ g) — h(w),

atteint son minimum sur 'intervalle fermé et borné [-L, L].
b) Supposons que pour certains ¢ € D(¢, @) ona

€
5 =lom-e].
Alors, par les hypotheses et , on conclut que

> h(p(1)) — h(p(1) S
o) — (1)

1
A= ﬁmin{h(u+ g) —h(w:ue [—L,L]} > 0.
Par conséquent, I'expression (2.26) on en déduit
|Hp(1) - Hp()| < 1= 1) [|p -] (2.31)
De et on conclut que pour tout ¢

|Hp() - Hp)| <& |-,

<l1.

1
oﬂg*:max[i,l—/l
La démonstration est achevée. [ |

Il est clair que, d’apres le Lemme (2.1.I), que si on arrive a démontrer que
I'application P admet un point fixe alors celui-ci sera solution de I'équation (2.4).
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Lemme 2.2.2 Supposons que les hypotheses (2.5)-(2.7) et [2.19)-{2.22) sont vérifiés. Alors
Papplication A: M — M définie par est continue pour la norme du supremum et
envoie M dans un sous ensemble compact de M.

Preuve. Un changement de variable dans montre que (A@)(t+ T) = ¢(1).

Montrons d’abord que A envoie M vers lui-méme. Pour cela, pour chaque ¢ € M, on

c(Dp(t—r(1)) + (1 B e_ft{Ta(s)ds)—l

|(Ap)(1)] < g

! t
Xf |g(u)(P(Ll—r(u))|e_full(5)dsdu
t-T

¢
+ (1 _ e—f,t,Ta(s)ds)_l f |G(u,(p(u),(p(u— r(u)))| e—flf ads g,
t—-T

-1 t
<alL+ (1 - e_ftiT“(s)dS) Sa(wLe JaWdsqy
~T
t

-1
+(1—e*ff—r“‘s)d5) f (KL+EL+|G(t,0,0)) e« 495 gy,
t—T

- t
< aL+5L(1 — e—ff_Ta(s)ds) lf a(u)e—fu’a(s)dsdu
t-T

— t
+BL (1 _ e-ff,Ta(s)ds) 1/ alwelia®ds gy,
t—T

s(a+6+ﬁ)Ls§<L.

Ceci montre bien que A envoi M vers lui-méme.

Montrons que A est continue. Pour cela, considérons ¢,y € M, et posons

o = max (1 _ e—f,t,Ta(s)ds—l)_l f = max e~ Jua®)ds
t€[0,T] ’ uelt—T,1] ’
0 = max i, p= max |G(t0,0)],
1[0, T] 80}, p te[O,T]l ( ) (2.32)
c'(®) (e ()
U= max |————|, (= max |———|.
rel0, 71| (1 —r'(1)) €l0,T1| (1 — 7/ (1))

Etant donné € > 0, posons 6 := — ou F:= a+ Ta'f' [0+ K+ E] avec K et E sont les

™
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constantes données par , Alors, si ||(p - w” < 6, on aura

| (Ap) (1) — (Ap) (0
c(et—r(@) cyt-r()
1-r'(1) 1-r'(1)
t -1
+1{ (1 _ e—fFTa(s)ds)

< [ |Gl p(w), @ — (W) = Glut, w(w), w(u— r(w)| e e ®Oas gy}

=<

t
+ (1 - e_f‘t’Ta(S)ds)_l f g )| | (@ —r@) —yu—rw)|e fi@9esgqy
=T

t
=allo-v| +a’ﬁ’f [Lllo-yl+Ele-v]+ofe-v]]du

SF||(,0—1//|| <Ee.

Ainsi, A est une application continue.
Montrons maintenant que A est compacte. Soit {(pn}ne,\, C M une suite. Compte
tenu de la condition (2.8) nous avons

|G(t,x,y)| = |G(t,x,y) - G(2,0,0)| +1G(¢,0,0)]
<KlxI+E|y|+p,

ol p est donné par (2.32) . Un calcul directe montre que
[Apn| = L. (2.33)

Ceci montre que (A@,) est uniformément borné. De I'autre coté, avec un calcul non
compliqué, on s’apercoit que

(App) (1) = G(t, (1), 0n(t—1(1))) — g(O)pp(t—T1(1))
t -1
~{a(®)(1- e rrawds)
x [ (Gl (1), (=1 (W) = g (u— r(u))] e fu @45y}
+C’(t)<pn(t)+0(t)<pn’(t) N ") c () pn(1)
1-7'(0) a-rm?
En invoquant les conditions (2.8), (2.19)-(2.21), (2.32) et (2.33) on obtient,

|(Apn)' ()| < KL+EL+p+6lalL+lalL+vL+aL +uL
<D,

pour une certaine constante D. Ainsi, la suite {A(pn} est uniformément bornée et
équicontinue. Le Théoréme d’ Ascoli-Arzela implique que la suite {A¢,} admet une
sous suite {A@,, } qui converge uniformément vers une fonction continue périodique
de période T. En conclusion, A est une application continue et AM est un ensemble
compact. ]
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Lemme 2.2.3 On suppose que les conditions (2.5)-(2.8) et (2.19-(2.22) sont vérifiées. Si
¢, € M sont arbitraires, alors

Ap+By:M— M.

ol A, B sont les applications définies par [2.8) et respectivement. En outre, B est une
contraction large sur M avec un point fixe unique appartenant a M.

Preuve. Soient ¢, € M quelconques. En utilisant la définition de B, et le résultat du
Lemme (2.2.2), on obtient

|(Ap) (1) + (By) (1)

c(t) _ _ o= [lrads -1
ptdG r(t))‘+(1 e )

=

x f [| g u—r@w)|+|Gu, ), pu—rw)|] e a9 qy

t—-T
(Ll e -J- Ta(s)ds) T |a(u)H(<p(u))| a(s)dsdu
L J- I)L

B ] J

Ainsi, Ap+ By € M.

On démontre que B est une contraction large avec un point fixe unique dans M. On
sait depuis Le lemme que H = ¢ — h(y) est une contraction large admettant un
point fixe unique dans M. Pour € > 0 fixé arbitrairement, soit ¢ < 1 le nombre dépendant
de cet € déterminé dans la démonstration du Lemme (2.2.1). Alors pour ¢ et y telles que
[¢-vw|=cona

|(Be) (1) — (By) (1)

<1 —e—ff—r“(s)‘“) S aw) | Hip(w) — Hapw)| e i @99 qy,
=¢ 1— E(f)ff_ﬁls)ds
=¢flo-vl.

Ainsi, pour tout € > 0; il existe un ¢ < 1 tel que

flf_T alue” Jua®ds gy,

lo-vlze=|Bo-By|=<¢lo-vwl.

B est aussi contractive et en conclusion une contraction large. |

Théoréme 2.2.4 Soit (Pr,|.ll) l'espace de Banach de fonctions réelles continues T -
périodique et soit M = {p € Pr: ||p| < L}, oit L > 0. On suppose que (2.3)-{2.7) et {2.19)-
sont vérifiés. Alors l'équation admet une solution périodique ¢ appartenant
au sous ensemble M.
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Preuve. Par le Lemme (2.1.1), ¢ est une solution de (2.4) si

@ =A@+ By,

ol A et B sont données par et respectivement.

Par le Lemme (2.2.2), A: M — M est continue et AM est contenu dans un sous
ensemble compact de M.

Du Lemme (2.2.3), Ap+ B¢ € M pour tout ¢, € M et B: M — M est une contraction
large. En clair que toute les hypothéses du Théoreme de Krasnoselskii-Burton
sont vérifiées. Ainsi, il existe un point fixe ¢ € M tel que ¢ = Ap + By, et par conséquent
solution aussi pour (2.4). u



CHAPITRE 3

Stabilité par le théoreme de
Krasnoselskii-Burton pour une
équation différentielle a retard

Mots clés.Point fixe, Stabilité, Equation non linéaire, Fonctionnelle de Liapunov,

Théoreme de Krasnoselskii’s-Burton.
~=q ob]ectlf principal de ce chapitre est de présen-
V‘J le travail qu'on a publié dans [31], a sa-
< Mg
&0 voir,

Derrardjia, 1., Ardjouni, A., and Djoudi, A. Stability by krasnoselskii’s theorem in
totally nonlinear neutral differential equations, Opuscula Mathematica, VoL. 33, No.
2,2013, pp. 255-272,

La théorie de la stabilité a été crée a la fin du XIXéme siecle par Liapounov . Cette
théorie a trouvé une large application dans divers domaines de la physique et des
sciences mathématiques. D'un point de vue mathématique, la théorie de la stabilité
présente un cas particulier de la théorie qualitative des équations différentielles. La
méthode de Liapounov a été I'ultime objet permettant d’étudier la stabilité pour les
équations différentielles et les équations aux dérivées partielles. Néanmoins, cette
méthode a rencontré de sérieux obstacles et il existe encore un tas de probléemes qui
résistent a cette technique. Ce travail contient des résultats de stabilité pour une classe
d’équations totalement non linéaires de type neutre a retard fonctionnel.

Cette classe d’équations fait partie du nombre de problemes qui ont résisté a la
méthode directe de Liapounov. En général I'inefficacité de la méthode de Liapounov
se manifeste lorsque les fonctions utilisées dans les équations ne sont pas bornées en
temps ([36]), sile délai n’est pas borné ou si sa dérivée n’est pas petite ([41], [18]).

Récemment, un nombre d’investigateurs spécialistes dans ce domaine, comme
Burton, Furumuchi, Zhang, Hatvani, Djoudi, Ardjouni et autres, se sont penchés sur le
probleme dans I’espoir de trouver une autre issue pour contourner ces difficultés. Ils ont
constaté, en utilisant des exemples concrets, que la technique de point fixe peut servir
pour alternative a la méthode directe. Ils ont remarqué aussi que cette derniére méthode
ne résout pas uniquement des problémes qui ont jusque la frustré les investigateurs en
fréquentant la méthode directe de Liapounov, mais la méthode possede aussi d’autres
avantages. En particulier, les conditions de la derniére méthode sont souvent exprimés
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en moyenne par contre ceux de Liapounov se présentent sous des formes ponctuelles
(voir [3]- [14], [18], [20]-[23], [25]-[27], [31], [32], [45]).

3.1 Stabilité pour les équations différentielles fonctionnelles a
retard

Pour r > 0, considérons C = C([—r,0],R™) 'espace de fonctions continues sur [-7,0]a
valeurs dans R". Ce dernier espace est de Banach lorsque on le muni de la norme |||
= SUP_r<t=0 |(,b(t) | , ¢ € C. On considere le probléme a valeur initiale a retard (voir 2.5 )

x'(t) = f(t,x;), pour £ = fy, (3.1
x()=w()pourfp—r<t=<t (3.2)

ol v : [ty —r, ] — R”" est une fonction donnée, supposée continue et f: Rx C —
R” une fonction continue. La fonction f(f,x) est supposée satisfaire les conditions
nécessaires qui garantissent l'existence de la solution x(t,fy,¥) a travers (fp,y) du
probleme (B.1I)-(3.2) et d’étre continue en (t, fp, %) du domaine de définition de f (voir
Hale [35]).

Définition 3.1.1 Supposons que f(t,0) = 0 pour tout t € R. La solution triviale x = 0 de
est dite stable en ty (ty € R) si pour tout € > 0 il existe un nombre § = 6 (g, ty) > 0
tel que si ||y < 6, la solution {3.1)-(3.2) existe sur [ty — r,00) et |x(t, o, ¥)| < € pour tout
t = ty. Dans le cas contraire on dira que la solution est instable en ty. La solution x =0 de
est dite uniformément stable si le nombre § est indépendant de t,.

Définition 3.1.2 La solution triviale x = 0 de est dite asymptotiquement stable en t,
si elle est stable en ty et si il existe 5, = 61 (tp) > 0 tel que toutes les fois que ||| < 61, la

solution du probleme (3.1)-(3.2) satisfait

limx(t, to,y) =0.
t—00

La solution triviale x = 0 de est dite uniformément asymptotiquement stable si
elle est uniformément stable et si il existe un 8, > 0 (indépendant de ty) tel que pour tout
to et || < 61 la solution x du probleme (3.1)-{3.2) satisfait la condition x(t, to, ) — 0
lorsque t — oo de la maniere suivante : pour toutn > 0 il existe un T = T(n) > 0 tel que
|x(t, t0,1//)| <npourt=ty+T.

Exemple 3.1.3 Considérons, pour t = 1, I'équation différentielle a retard

Xt = 2x(n - 2L x3(i2)
Tt (t+2)3 3
1 3
=-x(0)- x°(t—-1(1),

t (t+2)3
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2
avec 1(t) = §(t — 1), avec la condition initiale x(1) = xy. On vérifie facilement que la

solution unique de ce probleme est

2
x(t) = xote UV r>1.

Ainsi, gimx(t) = 0 pour tout xy. Supposons que | xy| =, alors
— 00

x(l+%) :1(5+l)22.

e 0 e
. . 2
Par conséquent, pour tout 6 la solution se trouve en dehors de la boule |x| = — en
e

1 . .
tempst=1+ 52 et la solution est donc instable.

3.2 Stabilité par la méthode directe de Liapounov

Supposons que V : R x C — R est fonction continue et que x(t, fy, ) est la solution,
a travers (%, ) de I'équation a retard

x'(t):= f(t,x), f:RxC—R" (3.3)
(voir équation[3.1). On définit

1
V'(t,p)=1lim sup m [V(t+h xpn(t,9) = V(E,@)].
h—0%

V'(t, ) estla dérivée supérieure a droite de V le long de solution de I'équation (3.3).

Théoreme 3.2.1 (voir [35]) Supposons que la fonction f : R x C — R" transforme R x
{borné} deR x C en un borné deR", et que u, v, w :R* — R* sont des fonctions continues
non décroissantes telles que u(s), v(s) sont positives pour s > 0 et u(0) = v(0) = 0. Alors il
existe une fonction V:R x C — R telle que

u(lpO)) = VL, @) < v(|¢)),
V'(t,0) = —w(|p0)]),

alors, la solution x = 0 de l'équation est uniformément stable. Si w(s) > 0 pour
§>0, alors x = 0 est uniformément asymptotiquement stable.

3.3 Stabilité par la méthode de point fixe

Lorsqu’on veut étudier la stabilité de la solution triviale d'une équation différentielle
aretard par la méthode de point fixe il va falloir procéder comme suit

(i) Une équation différentielle a retard exige avant tout une donnée (une fonction)
initiale définie sur un intervalle initiale approprié I, i.e. ¥ : I;; — R". On doit
choir aussitot apres un espace convenable S de fonctions ¢ : I;, U [fy, +00) — R”
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qui coincident sur I;, avec ¥. Selon les cas de besoins on peut toujours ajouter
d’autres restrictions aux fonctions ¢ de S comme la bornétude par exemple ou
la condition ¢(t) — co lorsque t — oo : Cette derniére condition s'impose si on
souhaite étudier la stabilité asymptotique.

(ii) Ensuite on doit inverser I’équation différentielle pour définir ce qu'on appelle une
application de point fixe i.e., une application P : S — S dont le point fixe est
solution de I’équation a retard donnée ('équation originale). Néanmoins, cette
inversion peut s’avérer une tache délicate dans plusieurs cas. Par exemple si
I’équation ne possede pas un EDO terme linéaire dans sa structure on ne pourra
pas utiliser la variation des parametres. Il est donc indispensable d’agir autrement
et essayer si une transformation de cette équation est possible.

(iii) A I'image de I'application P : S — S obtenu en ii., un théoreme de point fixe doit
étre choisi permettant al’équation Px = x d’avoir une solution. En particulier si P
est une contraction on pourra appliquer le théoréme de point fixe de Banach, si P
est compacte alors on appliquera le théoreme de Schauder ou Schaeffer et si P se
met sous forme d’'une somme d'une contraction et d’'une application compacte
alors le théoréeme hybride de Krasnoselskii peut donner satisfaction. 11 devient
donc clair que la méthode de stabilité par la méthode de point fixe repose sur
trois choses essentielles, la variation des parameétres, un espace complet et un
théoreme de fixe. En une étape on peut conclure I'existence (voire 'unicité) et
la stabilité. En outre, on verra que cette méthode exige toujours des conditions
en moyenne cependant les conditions de la méthode de Lyapounov sont toujours
ponctuelles.

3.4 Liapounov ou point fixe, une comparaison

Ci-dessous on va rappeler des exemples de comparaison des deux méthodes copiés
de 'article de Burton ([22]).

Soient a : [0,00) — R une fonction continue et bornée, r une constante positive, et
considérons

xX'(0)=-a)x(t-r), (3.4)

Cherchons la solution x(t) = x(t,0,y) de cette équation avec ¥ : [-r,0] — R une
fonction initiale continue telle que x(#,0,v) = y(¢) sur [-r,0]. On sait d’apres la théorie
d’existence qu’il existe une unique solution continue x(¢) satisfaisant pour £ >0 et
telle que x(t) = w(¢) sur [—r,0].

Avec une telle donnée v, on peut mettre sous la forme

t
x'(0)=-a(t+r)x(0)+(dldp) f a(s+r)x(s)ds. (3.5)
t-r
Lutilisation des variations de parametre suivies par une intégration par partie on
obtient
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7ja(s+r)ds
x(t) = x(0)e o© + fa(u+r)x(u)du

i-r
i 0
—[a(u+r)du
—e 0 fa(u+ rNx(wdu
-r
r

—}a(u+r)du y
—fa(s+ re s fa(u+ rx(wduds. (3.6)

0 S—r

On souhaite définir un espace convenable et une application extraite de (3.6) qui
soit contractante si nombre a < 1 est correctement défini. Pour cela, admettons que

t t —ja(u+r)du y
fla(u+r)|du+f|a(s+r)|e s fla(u+r)|dudssa. 3.7
-r 0 s—r

Mais on souhaite conclure la stabilité asymptotique pour cela on exige que

t
fa(s +r)ds — 0lorsque t — oco. (3.8)
0

Dans [22], Burton se base, dans sa comparaison, sur la définition de I'application de
point fixe et celle de la fonction de Liapounov. On sait qu'une fonctionnelle, d'un certain
type, existe derriére toute stabilité forte d'un quelconque systéme. Le fait qu’on ne soit
pas capable de fabriquer ou trouver une fonctionnelle de Liapounov ouvre la voix pour
une telle comparaison. Ceci en esprit, de il est facile de constater un des avantages
de la méthode de point fixe sur celle de Liapounov. La derniére exige a(t +r) > 0.
Cependant, si a(t + r) = 0, alors une bonne borne est obtenue de avec peu d’effort
(voir Exemple 4.4.1). Si a(t + r) change de signe alors peut toujours tenir, malgré la
relative difficulté d’avoir une borne pour la seconde intégrale (voir Exemple 4.4.3).

Burton a essayé, dans [22], de prouver le résultat suivant mais en vain et se contenta
de laisser la difficulté essentielle comme hypothese. C’était insatisfaisant et pourtant il
existe une preuve simple.

Théoreéme 3.4.1 Supposons valides (3.7) et (3.8). Alors, pour toute fonction initiale
continue Y : [—1,0] — oo la solution x(t,0,) est bornée et tend vers zéro lorsque t — oo.

Preuve. Soit (B, |.|l) 'espace de fonctions bornées continues et bornées ¢ : [-r,00) —
R muni de la norme du supremum. Soit (S, ||.||) 'espace de Banach de fonctions ¢ € B
telles que

(1) =y (t) sur [-r,0] et () — 0sit— oo.

Définissons P: S — S par

(Po) (1) =y(2) sur [-r,0],
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t
—[a(s+r)ds

t
(Pp) (1) =w(0)e © + fa(u+r)<p(u)du

t—r

—}a(u+r)du ¢
—e 0 fa(u+r)w(u)du
-r
t

—}a(u+r)du
—fa(s+ re s fa(u+r)(p(u)duds.

0 s—r

N

En clair, P¢ est continue, (P¢$)(0) = (0), et de on voit que P¢ est bornée. Aussi, P
est une contraction selon (3.7).

On démontre que le dernier terme tend vers zéro. Soit ¢ € S et soit 0 < T < t.
Dénotons le supremum de || par |[¢|| et le supremum de |¢| sur [T,00) par |[¢|| 7q-

Considérons et (3.8).Ona

t

t -fa(u+r)du 1
fla(s+r)|e s f|a(u+r)¢)(u)’duds
0 s—r

T

T t
—fa(u+r)du T —fa(u+r)du

5[|a(s+r)|e s fld(u+r)|dUd5||‘P||e !

0 S—r

t t
—fa(u+r)du r

+/|a(s+r)|e s fIa(u+r)|duds||<p||[T_rloo)
T s—r

—ja(u+r)du
<algfle + ] 700

Pour € > 0 prenons T assez grand tel que a ||(/)|| (T—ro0) < €/2. Pour le T fixé, choisissons

t
—[a(u+r)du

t* assez grand de sorte que @ ||(,b|| er < €/2 pour tout ¢ > ¢*. On voit donc que
le dernier

terme est plus petit que pour tout ¢ > t* . Ainsi, P : S — S est une contraction
possédant un point fixe dans S. |

L'exemple suivant est a comparer avec son analogue Exemple 4.4.4 qui traite la
question en utilisant la méthode de Liapounov.

Exemple 3.4.2 Sidans @), on pose
a(t)=1,1+sint,
alors les conditions du Théoreme|3.4. 1| sont satisfaites si
2L, 1r+2sin(r/2)) <1.

Ceci donne approximativement 0 < r < 0,2. On obtient la conclusion de Théoréme
i.e la solution zéro de (3.4) est asymptotiquement stable.
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Exemple 3.4.3 Sidans @, on remplace
a(t) =1+ sint,
alors les conditions du Théoreme|3.4. 1| sont satisfaites si
2(r+2sin(r/2)) <1.

Ceci est approximativement équivalent a r < 1/4. i.e la solution zéro de (3.4) est
asymptotiquement stable.

Exemple 3.4.4 Si on pose dans (3.4),
a(t) = (1+2sint),
avec0 < r < 1. Alors les conditions du Théoreme|3.4.1| sont satisfaites si
(r+4sin(r/2)) (2 +26*) < 1. (3.9)

Ceci est approximativement donné par 0 < r < 0.02. i.e la solution zéro de (3.4) est
asymptotiquement stable.

L'équation (3.4) peut etre mise sous la forme

t
X (O =-alt+rx@®+d/dt) | als+r)x(s)ds. (3.10)
t—r

Cette derniere est équivalente a
t !
x(t) — f a(s+r)x(s)ds| =—a(t+r)x(1),
t—r

Choisissons la fonctionnelle de Liapounov V (t, x;) = Vi (t, x¢) + Va(t, x1),

ou
; 2
Vit xy) = x(t)—fa(s+ r)x(s)ds
—r
0 [ ¢
+f fa(u+r)x2(u)du ds,
—r \i+s
et

r
Valt,xp) =7y xz(t)+fa(s+r)x2(s)ds .

t—r
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Théoréme 3.4.5 Supposons que
[e.e]
a(t+r) =0, pourtoutt=0, etfa(s)dszoo (3.11)
0
et qu'il existe € > 0 avec

t
a(t+ r)fa(s+ r)ds—2+r < —¢& pourtoutt=0, (3.12)

t—r
et qu'il existey > 0 tel que
vla(®)+a(t+r)] < (e/2)a(t+r) pourtoutt =0, (3.13)

alors la solution zéro de (3.4) est asymptotiquement stable.

Exemple 3.4.6 Sion laisse

a(t)=1,1+ sint,

alors I'équation devient
X)) =Q,1+sin )x(t—r)
Le Théoreme[3.4.5 reste valide s'il existe € > 0 vérifiant
2.1(1,1r+2sin(r/2))—2+r < —e¢.

En prenant sin (r/2) = (r/2), on obtient de la derniere inégalité I'estimationr < 0,37 :
Dong, sir < 0,37 la solution zéro de est asymptotiquement stable.

Remarque 3.4.7 Dans Exemple on a vu que la solution de l'équation avec
a(t) = 1,1+ sin t est asymptotiquement stable si r < 0,2 avec la méthode de point fixe.
Cependant la méme conclusion s'obtient avecr < 0,37 par la méthode de Laipounov selon
l'exemple (3.4.6). En outre 1+ 2sin t change de signe pour t = 0 et par suite Théoreme
relatif a la méthode de Liapounov n'est pas applicable dans ces conditions pour cet
exemple. Cependant, d'apres l'exemple on obtient par la méthode de point fixe la
stabilité asymptotique de la solution triviale de I'équation si(r+4sin(r/2))(2+2e2) <
1.

En plus de cela on sait aussi que la construction de fonctionnelles de Liapounov n’est
pas une chose facile. Il n'y a pas une méthode générale valable pour toutes les équations
différentielles. Pour plus d'informations et exemples de cette comparaison on réfere au
livre de Burton ([21]).
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3.5 Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton pour une
équation différentielle non linéaire de type neutre

L'étude de la stabilité qu'on va faire concerne une classe d’équations différentielles
totalement non linéaires de type neutre avec retard fonctionnel. Dans notre situation, il
est nécessaire d’inverser 1'équation pour obtenir une équation intégrale qui produira
une application de point fixe. Malheureusement, notre équation ne contient aucun
terme non trivial qui soit linéaire.

Donc, la méthode de variation des parametres ne peut étre utilisée. On va devoir
recourir a une méthode classique celle de rajouter un terme linéaire et puis le
soustraire. Néanmoins, cette procédure n’est pas sans effet, car rajouter puis soustraire
un terme linéaire va affecter 'équation en détruisant une contraction qui existe déja.
Heureusement, cette action va, néanmoins, faire naitre un autre type d’applications
celui de contraction large.

Notre équation s’identifie sous la forme suivante

X =-a® 2O +cO)xX t-r@)+b®O)x3(t—-r(r), t=0, (3.14)

avec une condition initiale

x(t) =y(0),t€[myp,0], (3.15)

et
y e C([myg,01,R),[m,0] ={u<0|u=rt-r(1),t=0}.

On suppose que a, b € C (R, R) avec a(t) =0, ce C! (R,,R) et r € C* (R4, R) tel que

') #1,reR,. (3.16)

Des cas particuliers de 1'équation (3.14) ont été considéré et examiné sous
conditions différentes et avec plusieurs méthodes. En particulier, lorsque c(t) = 0 on
obtient I'équation a retard suivante

dO=-a@x2O+b@) x> (t-r), t=0. (3.17)

Dans la page 117 de ([35]), J. Hale a utilisé la méthode de Liapunov pour I'équation
lorsque a(t) et b(t) sont deux fonctions bornées et r(¢) = r, r correspond a une
constante. Dans ([18]), Burton a reconsidéré cette équation en supposant que a(f) est
non bornée mais que b(f) est bornée. Plus précisément, il supposa

b(t) borné, r(t) =r, r une constante et a(t) = |b(t+r)| + k,

avec k > 0 une constante. Il définit la fonctionnelle de Liapunov suivante

t
V(t,xt):lx(t)|+f|b(s+ Nl|x*(s)| ds.

t—r
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Cette fonctionnelle admet une dérivée le long des solutions de (3.17) satisfaisant

V/(t,x0) < —a(®) | 0] +1b@)] | (- 1)
+1b(t+ 01> @ |- b | (- 1)

< —k|x*|.

11 obtient, en utilisant des arguments se trouvant dans ([18]) la stabilité asympto-
tique de la solution nulle.

On peut obtenir encore ce méme résultat de stabilité pour en considérant b(r)
non bornée. Mais cela n’est possible que si on augmente les conditions sur a(t). En clair
si r(f) = r une constante et si il existe k > 0 tel que

1
—a(n+ Ib(O1*+1 < —k,
pour tout ¢ = 0, alors si on définit la fonctionnelle de Liapunov par

t

V(t,x;) = ;lx‘l(t) +fx6(s)ds

alors sa dérivée donne

140l

V'(t,x;) < —a(t)x6+(7

)|x3| V2|3 t-n|+x®-x-n
<—ax®+ i b xS+ x8(t—-r+x5-x8t=r)
6

=

—a(t)+zll|b(t)|2+1

— kxS,

IA

La méme conclusion de stabilité asymptotique s’obtient de facon analogue a la
précédente.

La technique de point fixe qui sera utilisée ci-dessous sera beaucoup moins exi-
geante que celle de Liapounov. On va admettre que r(f) = 0 et pas nécessairement
constante et permettre a a(t) et b(t) de n’étre pas bornées et on demandera, simple-
ment, a ce que ces dernieres répondent a la condition supplémentaire b(t)/a(t) — 0
lorsque t — oo.

Dans son livre [21], Burton a consacré plusieurs pages pour cette équation et
I'a étudié sous diverses hypotheses. Burton a réussi a montrer a 'aide d'une nouvelle
version du théoréeme de point fixe de Krasnoseskii, développée par lui, comment
surmonter certaines difficultés. Il a pu éviter la dérivée r'(¢) du retard qui, en général,
complique le travail. Plus précisément, il a établi le théoréme suivant (voir [18] ou [21],
théoreme 2.8.1, p.196) affirmant la stabilité asymptotique de la solution zéro de (3.17).
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Théoréme 3.5.1 (Burton). Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées
t
f a(u) du = oo lorsque t — oo,
0

JIb ()| < a(t), avec] >1,

et que

b(1)
—— — 0 lorsque t — oco.
a(t)

SiL= 5 et siy est une fonction initiale continue telle que

ol (252 ¢ (45 <t

alors il existe une solution x(t,0,v) de , avec |x(t,0,9)| < L pour tout t = 0 et
x(t,0,9) — 0 quand t — oo.

Motivé par ce travail de Burton on a présenté dans [31] une étude plus avancée de
bornétude et de stabilité asymptotique de la solution zéro qui concerne une classe plus
sophistiquée d’équations différentielles fonctionnelles de type neutre décrite par (3.14).

3.5.1 Transformation et inversion de ’équation

Nous allons inverser (3.14) et au cours de cette procédure une intégration par partie
va étre effectuée sur le terme neutre x'(¢ — r(t)). Malheureusement, en faisant cela, une
dérivée r'(t) du retard va apparaitre sur le chemin et nous devons donc la supporter.

Lemme 3.5.2 Supposons que la condition (3.16) est vérifiée. Si x(t) est solution de

l'équation surun intervalle [0, 0) et satisfait la condition x(t) = y(t) pour t € [my,0]

alors x(t) est solution de l'équation intégrale
c(0)

x(t) = [W(O) - T’(O)w (=7 (0))

e fot a(uw)du

c(p) 4

+mX(t—r([))—ﬁ

! t
+f b(s)x3(s = r(s))eJs awdu g ¢
0

w(S)x(s—r(s) e~ Jatwdu g

t t
+f a(s)[x(s) - x3 (s)] e~ Js awdugg, (3.18)
0

sur[0,0) ot
! 1—¢ "
) = (d+amec®)(1-r ;t))+c(t)r (1) 3.19)
1-r'(0)
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Inversement, si une fonction continue x(f) est égale a w(t) sur[my, 0] et est solution
de sur un intervalle [0, o) alors x(¢) est solution de I'équation (3.14) sur [0, 7).

Preuve. Supposons que x(t) est une solution de I'équation (3.14) sur [0, 0). Mettons
I'équation (3.14) sous la forme

YO+a®x®=a®x®)—a@®x3®)+ct)x (t-r)+bE)x>(t—r(D)
En multipliant les deux cotés de cette équation par els awydu o puis en intégrant de

0ate[0,0), onobtient

x () = (0) e~ o atwdu,
t . ¢ .
f a(s) [X(S) -x3 (s)] e_fs “(u)dud5+f c(s)x' (s—r(s)) e_fs adu g
0 0
t t
+f bs)x3(s — r(s)e™ s gy (3.20)
0
Réécrivons
t t
f c(s)x' (s = r(s) e~ Js aWdu g
0
Loc(s) Catwd
:fo 1-7'(s) (1-r'(®) X' (s—r(s) e~ s W dugs,

En effectuant une intégration par partie on obtient

! t
f c(8)x' (s—r(s)) e~ Jsawdu g o
0

- ﬂ _ _ ﬂ _ - Jy alwdu
—1_r,mx(t r (1) =7 ©) (=r()e
t t
—f w(s)x (s—r(s) e Js awdugg, (3.21)
0

ol u(s) est donnée par 'expression (3.19). Enfin, en substituant dans
on arrive a la conclusion souhaitée. Inversement, supposons qu'une fonction continue
x(r) est égale a (1) sur [my, 0] et est solution de sur un intervalle [0, 7). Alors, x(7)
est différentiable sur [0, 7). La dérivé de redonne (3.14). [ |

Compte tenu de la théorie d’existence vu au premier chapitre, on conclut que pour
chaque fonction initiale continue v : [mg, 0] — R, il existe une solution x(z,0, ) sur un
intervalle [0,0) ol 0 > 0 avec x(¢,0,w) = w(t) sur [myg,0].

3.5.2 Bornétude et convergence vers zéro des solutions

Soit S I'espace de Banach des fonctions continues bornées ¢ : [my,00) — R avec la
norme supremum |.|| .Définissons I'ensemble

Su, :={@ e S/ @estLipschitzienne, |(p(t)| <L, te[myo00),

. (3.22)
@)=y (t) si te[my,0] et p(t)—0lorsquet—oo}.
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3
oulL= £
3

On affirme que si {¢,} est une suite de fonctions k-lipschitzienne convergeant vers
une fonction ¢ alors

lp(w) — ()| < |@W) — 9 (V)| +|@n W) — 9 (V)| +|@n(w) —p )|
<|lo—@n| +klu-vi+|o-@a|.
Par conséquent, lorsque n — co, nous voyons que ¢ est k-lipschitzienne. Il est clair

que I'ensemble Sy, est convexe, bornée et complet par rapport la norme supremum |.| .
Pour ¢ € Sy et t = 0, on définit les applications A et B sur Sy, respectivement par

— c(® _ ! 3e_ - [lawdu
A(p(t).—l_r,(t)(p(t r(t))+f0 b(s)p~(s—r(s)e ds
t t
+[ W)@ (s—r(s) e Jsawdugg (3.23)
0
— _ c(0) _ —fota(u)du
B (1) = [w(m Vo) e
t t
+f a(s) [@(s) — @3 (s)] e~ fs adugs, (3.24)
0
et
Fo (1) := Ap (1) + Bo (1). (3.25)

D’apres le lemme (3.5.2) si on sera capable de prouver que l'application F de
(3.25) admet un point fixe ¢ sur Sy alors x(£,0,9) = y(#) sur [myg,0] et x(£,0,y) va
satisfaire(3.14) lorsque elle est dérivable et x(#,0,%) — 0 si t — oo.

c
Posons a (t) := = et supposons qu'’il existe des constantes ki, kz, k3 > 0 telles
-r
quepour0<f;<tona
2]
f awdu|<kilt-14l, (3.26)
5]
[r (&) —r(B)| <k lta—11l, (3.27)
et
la () —a(t)l < ksl —1l. (3.28)

On suppose aussi que pour tout ¢ =0

lu@|=éa), (3.29)
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()| L* < Ba(p), (3.30)
supla ()| =a, (3.31)
=0
et
J(a+p+6)<1, (3.32)

ol a, B, 6 et J sont des constantes avec J > 3.
Choisissons y > 0 assez petit tel que

(1+‘&U73_f°ta(u)du+£+gSL- (3.33)
1-7'(0) J 3

Le choix de y dans I'expression (3.33) va servir dans le lemme (4.5.3), pour montrer

3
quesie= % et si ||1//|| <Y, alors la solution de (3.14) vérifie |x(t,0,1//)| <E€.

Supposons en outre que les conditions suivantes sont satisfaites

t
t—r(t)—oolorsquet—ooet f a(u)du — oo lorsque t — oo, (3.34)
0
a(t)—0lorsque t — oo, (3.35)
t
a0} — 0 lorsque t — oo, (3.36)
al(t)
et
b (1)
—— —0lorsque t — oo. (3.37)
a(t)

Proposition 3.5.3 Soit||.||, la norme de supremum et
V3
M:={(p:R—>IR, (pEC,”(pH S? )

alors lapplication (He) (1) : = ¢ (1) — @3 (1) est une contraction large sur I'ensemble
M.

Preuve. voir (1.3.2). [ ]

Dans une série d’étapes on va démontrer que les conditions i, ii. et iii. du théoreme

(1.3.5) sont vérifiées.

Lemme 3.5.4 Supposons que (3.29) - 8.32) et (3.34) sont satisfaites. Si ¢ € Sy, alors
|A(p(t)| < L/] < L out A est l'application définie par En outre, Ap(t) — 0 quand

t — oo.
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Preuve. En utilisant les conditions(3.29) - (3.32) et I'expression (3.23) de 'applica-
tion A, on obtient

t
|A(p(t)|s‘L<p(t—r(l‘))

t
3(e_ - flawdu
11— (1) +f0 |b(s)p” (s—r(9)]e ds

! t
+[ |:u(5)(P(S— r(s))| o~ Js awdu g ¢
0
t . , ,
< aL+Lf L2 |b(s)| e s a(u)dudS+Lf |,u(s)|e*fs atidu g,
° 0

t : t .
< L{a +f Ba(s)e )s “(”)d”ds+f Sa(s)e s “(”)d“ds}
0 0

<L(a+p+6)<LIJ<L.

Ceci montre bien que ASy, est bornée par L.

D’autre part, soit ¢ € Sy, fixée, et montrons que A¢ () — 0 quand ¢ — co. Compte
tenu des conditions t—7 (f) — oo lorsque t — oo dans et (3.31), on voit clairement
que le premier terme de la partie droite de I'application A définie par tend vers 0
quand t — oo, i.e.,

Sa|(p(t—r(t))| —0quand t — oco.

t
’ W —rw

1-r'(p)

Reste a prouver que les deux autres termes intégraux de A tendent aussi vers zéro
quand ¢ — oo. Pour cela, soit € > 0 donné. Choisissons T tel que |cp (t—r (t))| < g, pour
t=T.Alors,on a

! t
'f pS)p(s—r(s) e—fs a@du g ¢
0

T r t .
Sfo () (s—7(s)] e s “(”)d“ds+fT (s (s— 1 ()] e~ 5 a0 gg
T
SLe_tha(u)duf |ﬂ(s)|e_fg“(”)d”ds+gft|,u(s)| e~ J atwdu g
0 T

< Loe~Jrawdu o5

t
Lorsque ¢ — oo, le terme Le™ /1444 et arbitrairement petit en raison de (3.34). Le
terme intégral qui reste dans A tend vers zéro par une procédure analogue. Ceci acheve
cette preuve. ]

Lemme 3.5.5 On suppose que les conditions (3.29)-(3.32) et (3.34) sont vérifiées. Sip, ¢ €
Sy sont arbitraires, alors pour A, B données par et on a l'inégalité

|Bp + A¢| < L.

En outre, B est une contraction large sur Sy, avec un point fixe unique dans Sy, et By (t) —
0 guand t — oco.
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3
Preuve. Notons d’abord que la condition |¢(1)| < % implique que |@ (1) —@(1)3| <

2v3 2
28k

Maintenant, en utilisant les définitions (3.23) et de A et B respectivement et
appliquant les conditions (3.29) - (3.32), on obtient

|Bp (1) + A (1)]

c® - Jy awdu ft -} atwadu
s(1+’1_r,(0)D||w||e tal+L| |u(s)| e ds

2L (! . . ,
+?f a(s) e Js a(u)duds-i—f |b(s)|L3e—fs atwdu g
o 0
c(0)

<145
1-77(0)

_c@ - fyatwdu , L | 2L
S(1+‘1_r,(0)‘)||w||e oty (3.38)

Il e et @ proyLe’s

Ainsi, sil'on choisit ||| <, alors d’apres 3:33) il vient,

|Bo (1) + Ap(0)| = [1+

1 C((/)) ‘)Ye_fo’a(u)du+£ 2L
-r'(0) J 3

<L

De plus, Puisque 0 € Sy, on a, en remplacant ¢ par 0, démontré aussi que |B<p( t)| <L

Pour vérifier que B est une contraction large avec un point fixe unique dans Sy, on
sait de la proposition que ¢ — ¢ est une contraction large admettant un point
fixe unique dans M. Ainsi, pour € > 0 de la démonstration de la Proposition (3.5.3), on a
trouvé un nombre 7 tel que

|Bo (1) - B (1)

! t
Sf a(S)|F<p(s)—F(p(s)|e—L awdu g ¢
0 . [
Snfo a(s) ”(P—(,b”e_fsa(”)d”ds
<nle-¢].

Pour voir que By (t) — 0lorsque t — oo, on utilise la condition (3.34) pour le premier
terme de B et pour le second terme on suit le méme raisonnement que celui utilisé dans
la preuve du lemme (3.5.4) appliqué a A. [ |

Lemme 3.5.6 Supposons que les conditions (3.29)-(3.32) sont valides. Alors l'application
A est continue sur Sy.
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Preuve. Soient ¢, ¢ € Su,, alors
|Ap (1) — Ag (1)
<{alpt-r@®)-¢—r)|
t t
+ f b(s) [@® (s — 1 () = ¢° (s— 1 (5))] e~ s @@t g g
0
t t
+ fo ) [@s=r($)—d(s—r(s)] e Jsawdug gy
t t
<alp-¢| +3[0 L21b(9)| @ (s — T (5) = p (s — 1 (s))] e~ Js AWt g
t ot atnd
+||(p_(/)||f0 lus)] e @wdugg
t t
<(a+3B+96) ||(p—(,b||f a(s)e Js awdu g
0
<(a+36+96)|o-9|
=@/ ]e-o.
Soit € > 0 arbitraire. Définissons 77 = %] Alors si ||(p - ng <7, 0onaura
3
|49 —A¢l < 7 lo-o] e
Par conséquent, A est continue. ]

Lemme 3.5.7 Supposons que les hypotheses (3.26)-(3.31) et (3.35)-(3.37) sont valides.
La fonction Ag est Lipschitzienne et l'application A envoie Sy, dans un sous ensemble

compact de Sy .

Preuve. Soit ¢ € Sy, et soient 0 < f; < . Alors,

|Ag (2) — Ag (1)

c (1) c(f)
= ‘m‘l’(fz —r(t))— T’(tl)(p(tl —r(t))
2]

|| ups—r(s)e L awdugy
0

5]

— | u©ps—r(s) ek awdugs
0

t ,
+ b(s)p? (s— 1 (s) e Js* awdugy
0

n B
- b(s)g> (s— r(s)) e st awdu g
0

(3.39)
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Par les hypothéses (3.27)-(3.28), on aura

|a ()@ (82— 1 (1)) —a (1) @ (11 — 7 (1))

<la ()l |@ (-1 () —¢(n —rn)]

+|o (0 —r ()| la () —a(n)l (3.40)
sakl|(tz—1n)—(r(t)—rn)+Lk3ltz - fl

< (ak+akk;+ Lk3)|t: — 1],

ol k est la constante de Lipschitz de ¢. Par les hypotheses (3.26) et (3.29),

153 t h n
‘ () (s—r(s) e " awdugg f () (s—r(s)) e~ Js' adugg
0 0
h 51 _ (2
=1 [ @ (s—r(s) el awdn (g lietdn _q) g
g ty
+ ,u(s)cp(s—r(s))e‘fs awdu g |

151

<L

2 151 ¢ 2] ¢
oI a(u)du_1|f 5as) e_fsla(u)du+Lf ()| e atwdu g
0 h

t 12 1 N
<Lé a(s)ds+Lf el “(”)dud(f |H(v)|dv)
5] 51 n
[2)
<L6 a(s)ds+ L{

h

t i S
+/ a(s)e”): “(”)d”f |u(w)| dvds}
51 5]

2]

(3.41)

P N
e_fsz a(u)du |H(U)| dU
151

5]

2]

[2 l’2 t
<L6 a(s)ds+Lf |u(s)|ds(1+f a(s)e‘fs a(u)duds)
h

5] 5]

tz tZ
<Lb a(s)ds+2Lf || ds
t t
1[2 1 L
<L6 a(s)ds+2Ld a(s)ds

5] 5]

<3Lokilt,—1l.
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De méme, par les conditions et (3.30), on en déduit
’ Ozz b(s)9* (s— () eI a(u)duds_fo’l b($)® (s =1 (s)) o ST awdu g ¢
=1 Otl bs)g® (s—r () & e (i atidu _y) g
+ . b(s)gp> (s—1(s)) e~ atwdugg

151

<L

_ 7] [l t t2 1
e le a(u)du_l‘f ,Ba(s) e—fsla(u)du_'_LS[ |b(S)|e_f32a(u)d”ds
0

151
12 i I S
<Lp a(u)du+L3f e ks “(“)d“d( Ib(v)ldv)
151 151 151
1]
<LB| awdu+IL3{
151

I

1 s
e_f“ a(u)duf |b(U)| dv
t

1

(3.42)
5]

1] P s
+[ a(s)e_fsza(”)d” |b(v)|dvds}
3] h
[2) 3 [2) [2) 1 d
<LB| awdu+L f |b(s)|ds(1+f a(s)e s aw ”ds)
t t t
11‘2 1 . 1
<Lp a(u)du+2L3f \b(s)|ds
3] h
t b
sLB| awdu+2LB| a(s)ds
5] 5]

<3LBk 1t —t1l.
Ainsi, en substituant (3.40) - (3.42) dans (3.39), on obtient

| A (12) — Ag ()]
< (ak+ akk2+Lk3)|t2— tl+3Loky |t — t1|+3L,Bk1 |t — f| (3.43)
<Kl —tl,

pour une certaine constante positive K. Cela montre que si ¢ est lipschitzienne, A¢p l'est
également et que ASy, est équicontinu. La preuve que By est lipschitzienne se démontre
de la méme maniere a celle effectuée pour I'application A¢g.
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D’autre part, notons que pour ¢ € Sy, arbitraire, nous avons

| A (1)

S‘&q)(t—r(t))

t
3e_ - [lawdu
1-7'(0) +L |b(s)(P (s r(s))|e ds

+f0t|u(S)<p(s— r(s)|e s atdu gy
sLa(t)+L3f0ta(s)[|b(s)|/a(s)]e‘ff“(“)d“ds
+Lf0ta(s) (|| 7a(s)] e Ji atwdu g

=q(1),

puisque par les hypotheses (3.35) et (3.37) et en utilisant une procédure analogue a
celle effectuée pour 'application A, on s’apercoit que g (t) — 0 quand ¢ — oco.
Lapplication du théoreme (1.1.13), montre que ASy réside dans un compact. |

3
Théoréme 3.5.8 Soit L = \/?_ et supposons que les conditions (3.16) et (3.26)-(3.37) sont

valides. Si v est une fonction initiale continue et suffisamment petite, alors il existe une
solution x(t,0,y) de telle que | x(1,0,)| < L et x(,0,9) — 0 quand t — co.

Preuve. D’apreés les lemmes et (3.5.7), on en déduit que A est bornée par L,
Lipschitzienne et A¢ (f) — 0 si £ — co. Donc, A applique Sy, vers Sy. D’apres le lemme
et le lemme (3.5.7), on a, pour ¢, ¢ € Sy, arbitrairement, Bg + A¢ € Sy, car A¢p
et By sont Lipschitzienne, A¢ + By bornée par L et By (t) — 0 quand t — co. Enfin
le lemme et le lemme (3.5.7), montrent que A est continue et ASy réside dans
un compact. Il est clair que toute les hypothéses du Théoreme de Krasnoselskii-
Burton sont vérifiées. Ainsi, il existe une solution de avec |x(t,0,w)| < L et
x(#,0,%) — 0 quand ¢ — oo. [

3.5.3 Compacité et stabilité

Faisant fois a Burton (voir [18], [21]), apart la technique de point fixe, on ne connait
pas d’autre moyen pour prouver la convergence vers zéro des solutions de I’équation
(et en particulier (3.17)).

Cependant, si tout ce qu’'on cherche est seulement la stabilité et non pas la stabilité
asymptotique, alors on peut éviter les conditions (3.35)-(3.37) et encore utiliser le
théoréme Krasnoselskii-Burton sur un espace de Banach muni une norme pondérée.

Soit & : [mp,00) — [1,00) une fonction continue et strictement croissante telle que
h(mp) =1, h(s) — oo quand s — oo (par exemple h(t) = t+1).

Considérons S I'espace de Banach de fonctions continues ¢ : [my,00) — R telles que

||, == sup @ (£) 1h(1)] < co.
r=my
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(S,I.1n) est un espace de Banach. On continuera d’utiliser la norme du supremum
||(p|| lorsque ¢ € S est bornée. Aussi, ||(p|| symbolisera la norme de la fonction initiale
w. En outre, on peut, modulo quelques réparations, prouver que ¢ — ¢° reste une
contraction large relativement a la norme |.|},.

Théoreme 3.5.9 Si les hypotheses du Théoreme (3.5.8) sont satisfaites, sans méme que les
conditions et soit vérifiées, alors la solution triviale de I'équation (3.14) est
stable.

Preuve. On démontre la stabilité en ¢, = 0.Vers cette fin. Soit € > 0 un nombre donné
telque 0 < ¢ < V/3/3. Alors pour |x| < €, on peut trouver un nombre y* satisfaisant
|x = x*| = y*. Choisissons y > 0 tel que

y+y*+(e1]) <e. (3.44)

En vérité, puisque la fonction x — x est croissante sur ] - ‘/75, \/?g on peut prendre y*

comme suit 0 < x — x> < £ — €% =: y*. Ainsi, I'inégalité (3.44) permet y d’étre positif.

Maintenant, on retire la condition ¢ (f) — 0 lorsque ¢ — 0 de S, défini précédem-
ment et on consideére I'ensemble

My :={@€eS /@ Lipschitzienne, |(p(t)| <g, t € [mgy,00)
et @ (1) =y (1) si te[mp0] }.

Définissons sur My, les applications A, B respectivement, comme précédement, par
(3.23), (3.24).

On vérifie sans difficulté que sig € My, alors |Ap (1)| < ¢, et que B est une contraction
large pour la norme |.|;, admettant un point fixe unique appartenant a My,. En outre, en
choisissant ||u/|| <y et en invoquant la condition , s’apergoit que pour @, € My,
|[Bo (1) + A (1)| < e et|Bo (1)| <e.

Ainsi, AM,, est équicontinu. Dans (S, |.|,), compte tenu de I'exemple (1.1.16), AMy,
réside dans un sous ensemble compact de My,.
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En outre, I'application A : My, — My, est continue. En effet, si ¢, ¢ € Sy, alors

|Ap (1) — Ap (0)| 1 h (1)
<A/ {alp—r@®)-d—r @)

! 13
+ f b(s)[(Ps(s_r(s))—(PS(S—r(s))]e_fS“(”)duds
0

+

! t
fo u(s) [‘P(S—F(S))—(p(s—r(s))]e—fs a(wdu g ¢ )

4 t
sa|(p—<p|h+3f L2bs)l | (s =T () = p(s—r ()] [ h (1) e~ s a0t g
0
t t
+f0 || |@ (s =1 (8) = p(s—r ()| /h(r) e fs dWd gy
4 t
Salw—¢|h+3ﬁ|w—¢|hf0 a(s) (h(s—r(s)/hB]e s “Wgs

! t
+5|<P—¢|hf a(s)[h(s—r(s) /h(p]e Js awdug
0
<@/Dlp-9e,,-

Toutes les conditions du Théoreme (1.3.5) de Krasnoselskii-Burton sont satisfaites
et par conséquent il existe une solution de (3.14) qui appartient a My,. [ |



CHAPITRE 4

Stabilité par le théoreme de
Krasnoselskii-Burton pour une
classe d’équations différentielles
fonctionnelle a retard, la suite

Mots clés. Théoreme de Krasnoselskii’s-Burton, Stabilité, Point fixe, Large
contraction, équation non linéaire neutre.

"’%«“\3]“" e but de ce chapiter est dexposer les travaux publiés

)
N A

A. Ardjouni, I. Derrardjia, A. Djoudi
Stability in totally nonlinear neutral differential equations with variable delays,
Acta. Math. Univ.Comenianae. Vol. LXXXIII, 1 (2014), pp. 119-134.

L'étude de la stabilité de certaines équations différentielles fonctionnelles qui ne
possédent pas un terme linéaire non trivial par la méthode directe de Liapounov s’est
avéré tres délicate voire méme sans issue parfois. Les équations différentielles a retard
ont montré une grande résistance a cette méthode lorsque les fonctions utilisées dans
I’équation sont non bornées en temps, sile retard est non borné ou sila dérivée du retard
n’est pas petite. A tout cela s’ajoute aussi la difficulté de construire la fonctionnelle de
Liapounov et I'aspect ponctuel, défavorable dans les calculs, des conditions imposées
aux fonctions des équations différentielles. Cependant les problemes de monde réel
avec toutes leurs incertitude exigent des conditions en moyennes. Il était donc temps,
pour un bon nombre d’investigateurs clairvoyants, de rechercher et d’exploiter d’autres
voies et ils tentent la technique de point fixe.

Le contenu de ce chapitre va montrer, une fois de plus, I'efficacité de la technique
de point fixe dans le domaine de la stabilité. Elle surmonte, en effet, des problemes qui
ont jusque la frustré les investigateurs qui fréquentent la méthode directe de Liapunow.

Concretement, ce travail concerne une classe d’équations qui s’exprime sous la
forme suivante

X' (1) = —a(t) h(x (D) + c(t)x' (t—r(8) + b(D)G(x(1), x(t — (1)), =0, (4.1

avec une condition initiale
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x(t) = W(t)) re [mOrO] ’

et
'(//EC([m(),O],R),[m(),O]:{MSO | u:t_r(t)»t20}~

On suppose que a,b € C(R4,R) avec a(t) =0, ce C!(R,,R), h:R— R une fonction
continue par rapport a ses arguments, on suppose aussi que k(0) =0 et r € C? (R,,R) tq

r'(6) #1,teR,. (4.2)

On suppose aussi que G(t, x, y) est globalement Lipschitzienne par rapport a x et y,
i.e., il existe des constantes positives N; et N, telles que

|G(t,x,y)-G(t,z,w)| < N1 lx—zll+ N2 ||y —w].

Il est clair que cette équation est totalement non linéaire car elle ne contient aucun
terme linéaire non trivial et donc la méthode de variation de parametres ne peut étre
utilisée dans ce cas pour définir une application de point fixe pour pouvoir utiliser la
théorie de point fixe.

En s’appuyant sur le théoreme de point fixe de Krasnoselskii-Burton sous des
hypothéses que 1'on précisera plus bas, des conditions nécessaires et suffisantes pour
la bornétude et la stabilité asymptotique de la solution zéro de I'’équation seront
élucidées. En arrivant a cette fin beaucoup de travaux antérieurs, comme ([2], [18], [31])
deviennent corollaires.

Comme pour le cas de I'équation (4.1) étudiée dans le chapitre précédent, on va
devoir recourir a la méthode classique celle de rajouter un terme linéaire et puis le
soustraire. Néanmoins cette procédure n'est pas sans effet. Car rajouter puis soustraire
un terme linéaire va infecter I'équation en détruisant une contraction qui existe déja
mais, heureusement, elle va la remplacer par un autre type d’applications semblable
a une contraction celui de contraction large. On va, dans une premiére étape inverser
l.équation pour définir notre trio : une application de point fixe, un espace et un
théoréme de point fixe.

4.1 Transformation et inversion de I'équation

On doit donc inverser (4.1). Pour le faire, on val'écrire sous une forme plus attractive
afin d’exprimer I'équation sous une forme d’'une équation intégrale a partir d laquelle
on va définir une application de point fixe qui convient au théoreme de point fixe de
Krasnoselskii-Burton. Au cours de cette procédure une intégration par partie va étre
effectuée sur le terme neutre x'(¢ — r(t)) et une dérivée r/(t) du retard apparaitra sur
le chemin et nous devons donc la supporter.

Lemme 4.1.1 Supposons vraie la condition (4.2). Si x(t) est solution de l'équation (4.1)
sur un intervalle [0, 0) et satisfait la condition x(t) = w(t) pour t € [my,0] alors x(t) est
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solution de l'équation intégrale

c(0)
-1 (0)

x(t_r(t))—f u(s)x(s_r(s))e f a(u)duds

— fawdu

x(0)= |y -

c(t)

— v (=r(0)

1— r' ()
+f b(s)G(x(s), x(s— r(s)))e_fs a(wdu g ¢
0
t t
+/ a(s) Hix (e s 4dugs, 4.3)
0
ol
cd+a@®c))(1-r'@®)+cr" (v
.U(t)=( )( ( ) | wn
1-r" (1)
et
H(x(1)) = x(£) — h(x(1)). (4.5)

Inversement, si une fonction continue x(t) est égale ay (t) sur{my,0] et est solution de
sur un intervalle [0,7) alors x(t) est solution de I'équation sur(0,7).

Preuve. En rajoutant aux deux membres de l’équation le terme a(f)x(f) on aura
(O +a®x@)=a)x(@)—at)h(x(@)+c@)x' (t—r0)+bH)Gx(1), x(t—r(D))
Multiplions les deux cotés de par (efot atwd ”) et puis en intégrant de 0 a ¢ on obtient,

x (1) =y (0) e~ o Aty

t p t t
[ a(s) [H(x(s)] e Js “(u)d”ds+f c(8)x' (s—r(s) e~ Js atwdu g ¢
0 0

! t
+f b($)G(r(s),r(s—r(s)e Js 4dugg, ws
0
On réécrit
! t
f c(s)x' (s—r(s) e~ Jsatwdu g ¢
0

t t
=/0 % (1-1'(8)) x' (s—r(s)) e~ s AW gy

En effectuant une intégration par partie on obtient

! t
f c(8)x (s—r(s) e Js awdu g
0

__cw o - Jy awdu

—1_r,mx(t r (1) 1_r,(o)u/( r(0)e
t t

—f w(s)x(s—r(s)) e~ Jsatwdu g e 4.7)
0

ou u(s) estdonnée parl'expression (4.4). Enfin, en substituant (4.7) dans (4.6) on aboutit
a (4.3). Inversement, supposons qu'une fonction continue x(#) est égale a w(z) sur
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[my,0] et est solution de sur un intervalle [0, 7). Alors, x(t) est différentiable sur
[0, 7). La dérivé de redonne (4.1). [ ]

Compte tenu de la théorie d’existence vu au premier chapitre, on conclut que pour
chaque fonction initiale continue v : [mg, 0] — R, il existe une solution x(z,0, ) sur un
intervalle [0,0) ol1 0 > 0 avec x(¢,0,v¥) = w(t) sur [my,0].

4.2 Bornétude et convergence vers zéro des solutions

Pour appliquer le théoréeme [1.3.5} on doit choisir un un espace de Banach
convenable dépendant sur la donnée initiale ¥ et construire deux applications,
une contraction large et une application compacte qui obéissent aux conditions du
théoreme. Pour cela, considérons S l'espace de Banach de fonctions continues et
bornées ¢ : [mg,00) — R muni de la norme du suprémum ||.||.

Soit L > 0 et définissons 'ensemble

Sw :={@e S/ ¢ Lipschitzienne, |(p(t)| <L, te€[myo00),

. . (4.8)
@)=y (t) site[mpy0] etep(t) > 0sit—o0}.
On vu (voir 2.3.2) que S est convexe, borné et de Banach avec la norme |.|.
Pour ¢ € Sy et t = 0, définissons les applications A, B et F sur Sy, par
c (1) t — ' a(wdu
Ap () = ————@(t—T1(1)) +[ b(s)G(p(s),p(s—r1(s))e ’s ds
1-r'(1) 0
t t
+f W) (s—r(s)) e~ Jsawduge (4.9)
0
c(0) - Jfawdu
B = -—y (- 0
@) [W(O) - r’(O)w( r(0)|e
1 t
+f a(s) H(gp(s)e Js awdugg (4.10)
0
et
Fo(t):=Ap(t)+Bo (). (4.11)

Si on sera capable de montrer que F possede un point fixe ¢ sur 'espace Sy, alors
ce point ¢ va vérifier automatiquement, x(¢,0,%) = ¢(¢) pour ¢ = 0, x(£,0,¥) = () sur
[my, 0], x(£,0,v) et sera solution de (4.1) et aussi x(¢,0,¥) — 05si t — co.

Soit

c(1)
1-r'(1)
et supposons qu'il existe des constantes ki, k2, k3 > 0 qui, pour 0 < f; < £, vérifient

2]
f a(wdu

5]

a(t):=

skl-nl, (4.12)
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Ir () —r ()l < k2|82 — 11l (4.13)
et

la () —a (t)] < ksl — 1. (4.14)

Supposons que pour ¢ =0,
lu@)|<éa(r), (4.15)
(N1 + N2) [b(0)| = Ba(D), (4.16)
supla (1) = a, (4.17)

t=0
et que
J(a+p+6)<1, (4.18)
2L

max(|H(-LD)I,|H(L)]) < - (4.19)

avec a, 3, 6 et J sont des constantes avec J > 3.
Choisissons y > 0 assez petite de sorte que

(1+‘ﬂ’)76_ﬁa(u)du+% =L (4.20)
1-7'(0) J

Ce choix de y dans la relation (4.20) sera utilisé dans le lemme 5.2.2 pour prouver
que, sie = Letsi ||1//|| <7, alors les solutions vont satisfaire |x (z, 0,1//)| <E.
Supposons aussi que

t
t—r(t)—oolorsquet—ooet f a(u)du — oo lorsque t — oo, 4.21)
0
a(t)—0lorsque t — oo, (4.22)
% — 0 lorsque t — oo, (4.23)
et que
b() 0lorsquet (4.24)
—_— — OQ. .
a(t) q

Nous rappelons que l'application H définie par I'équation (4.5) est une large
contraction sur Sy, lorsque la fonction 4 : R — R vérifie

(H.1) h:R — R est continue sur [—L, L] et différentiable sur (—L, L),

(H.2) h est strictement croissante sur [-L, L],
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(H3) sup (W'(®)=1.
te(-L,L)

voir le lemme (3.2.1).

Par plusieurs étapes on va montrer que les conditions (i), (ii) et (iii) du théoreme

(1.3.5) sont vérifiées.

Lemme 4.2.1 Supposons que @.15) - @.18) et (4.21I) sont valides. Si ¢ € Sy alors
|A(p (t)| < L/] < L out A est l'application donnée par (4.9). En outre, Ap (t) — 0 lorsque
t — oo.

Preuve. En utilisant les conditions (4.15) - (4.18) et I'expression (4.9) de A, on obtient

c(1)
-1’1

f (s (s—r (s))| e~ s awdugg

|Ap (D] < | ——=¢(t-

[ [b(s)] |G(<p(s) p(s— r(s)))| S atwdu g

r t P
<aL+ f (N + No) |b(s)| Le™ s @@du gy | f |u(s)| e Fs awdug
0 0

t ‘ t .
< L{a+[ Ba(s)e )s “(”)d”ds+f Sa(s)e s “(”)d”ds}
0 0

<L(a+p+6)<LIJ<L.

Par conséquent, AS,, est bornée par L comme prévu.

Soit ¢ € Sy un élément fixée. On démontre que Ag (f) — 0 si ¢ — oo. Il est clair que,
due aux conditions t—r () — oo si t — co de et (4.1I7), le premier terme sur le coté
droit de A tends vers 0 lorsque t — oo.

C’est a dire

' c (1)

pU—r@)|<alp-r@)|—0quand t— oco.

1-r1'(1)

Il reste 2 montrer que les deux autres termes intégraux de A tendent vers 0 lorsque
t — oo. Vers cela, soit € > 0 donné. Choisissons T de telle facon que |(p(t— r (t))| <E,
pour ¢ = T. Il vient

! t
U S s—r(s) o~ atwdu g ¢

5Le—fra(u)duf |u(s)|e s a(u)duds+8f |H(5)| a(u)duds
0

< L5e~Jrawdu o5

t
Le terme Loe™ J/radu ggp. lorsque t — oo, arbitrairement petit due a la condition (4.21).
Le terme intégral restant de A converge vers zéro par une procédure similaire. Ceci
acheve la démonstration. |
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Lemme 4.2.2 Supposons que les conditions (4.15)-(4.19) et (4.21) sont valides. Pour A, B
définies par et on a, si ¢, € Sy sont arbitraires, alors

|Bop+Ap| < L.

En outre, B est une contraction large sur Sy, possédant un point fixe unique dans Sy, et
B (t) — 0 lorsque t — oo.

Preuve. En utilisant les définitions (4.9) et (4.10) de A et B et en appliquant (4.15) -
(4.19), on obtient

|Bop (1) + A (1)]

c(0) - L awdu ft - J{awadu
S(1+‘—1_r,(0)‘)||1//||e +al+L A |p(s)|e ds

t t 2L t ¢
+[ (Ny + No) |b(s)| Le™ Js awdu g g 4 7[ a(s)e” s awdu g
0 0

< (1 + ’&D [ e Joawdu y (o4 B4 5) L+ %

1-r'(0)
c(0) ~ffawadu | L 2L
S(H’l—r'(O)D”w”e AN

Par conséquent, en choisissant une fonction initiale ¥ avec une amplitude assez
réduite, disant ||| <y, alors, de I'inégalité précédente et faisons référence a (4.20), on
obtient

|Bo (1) + Ap (1)] < (1+

—r'(0) J

Mais 0 € Sy, on a aussi prouvé que |B(p(t)| < L. La preuve que B est Lipschitzienne
est similaire a celle de I'application A¢ ci-dessous. Pour s’en convaincre que B est une
contraction large sur Sy ayant un point fixe unique, on sait depuis le lemme que
H(p) = ¢ — h(yp) est une contraction large en intégrale. Ainsi, pour € de la preuve de ce
dernier lemme, on a trouvé ¢ tel que

|Bo (1) - Bo (1)

! t
= [ a9 |(Ho) - (1) 9] s

14 t
Séfo a(s) ||(p—(/>||e_f8 a(u)duds
<¢llo-¢].

Pour démontrer que B () — 0 si t — oo, on applique {4.21) pour le premier terme
et pour le deuxieme terme on argumente par une méthode analogue a celle utilisée pour
A. ]

Lemme 4.2.3 Si les conditions (4.15)-({4.18) sont satisfaites. Alors, l'application A est
continue sur Sy.
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Preuve. Soient ¢, ¢ € Su,, alors

|Ag (1) — Ap (1)
<{alp-r@)-¢—r)]

+

13 t
fo b(s) [Gl@(s), (s —1(5))) — G((s), (s — r(s))] e~ s AU g

+ }

! t
fo P [@(s=1 () =P (s—1(s)] o= Js awdu g ¢
! t
saH<P—¢||+f0 (N + N) |B(s)] [ — || e~ 40 g
t t
+||<P—¢>||f0 |u(s)| e~ K awdu g

<(a+pro)lo-o] [ atseFeas
0
<(a+p+6)|o-d|</D]o-9|.

Pour ¢ > 0 arbitraire, définissons n = £]. Alors si || — ¢|| <7, on aura

1
[ 49— A¢] =S llo-9] se.

Cela montre bien que A est continue. |

Lemme 4.2.4 Supposons que les conditions (4.12)-(4.17) et (4.22)-(4.24) sont satisfaites.
Alors, la fonction Ag est Lipschiizienne et l'application A envoie Sy dans un sous
ensemble compact de Sy, .

Preuve. Soit ¢ € Sy, et soient 0 < 1; < fp. Alors

|Ag (12) — A (17)]

S‘ c(t) c(f)

T,(tz)(ﬁ(tz—r(fz))—m +

@t —r(H)

1)

1y n [1
+ | pees-riye s a(u)duds_f W) (s —r () e~ K atwdu g
0 0

12 1

+| b(s)G(p(s),p(s— r(s))e” s awdu g
0

I "
— | b)G(s), pls—r(s))e s eWdugg (4.25)
0

Des hypotheses (4.13)-(4.14), on a

|a () @ (12— 7 (1)) — @ (1) @ (11 — 7 (17))]

<la ()l |@ (-1 () —@ -1 1)

+o (-1 ()] la () — a(t)

sakl(t—t)—(r () —r ()| +Lkslta — 1l

< (ak+akky+ Lk3) |t — 1], (4.26)
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ol k est la constante de Lipschitz de ¢. Des hypothéses (4.12) et (4.15), on en déduit

‘ tz

) h n
| ps)ps—r(s)e s “(“)d”ds—fo P (s —r(s) ek awdugy

51 ¢ l;
— |f u(s)(p(s_r(s)) e—fsla(u)du (e_ftlzﬂ(u)du_l) ds
0

173 1

+ B (s—r(s) e s

151

a(u)duds |

5 t
SL)e_ﬁ‘Z “”‘””*U datge ) u(u)du”f | s)| e atwdu g
0 n

[2)

t i N
<Ld a(s)ds+Lf e s “(”)d”d(f |,u(v)|dv)
151

151 3|

t 1)
<L6 a(s)ds+ L{

5]

) §
e~ Ji* atwdu |u)|dv
I

5]

t t N
+/ a(s) e_fs a(u)du/ |‘u(U)|dUdS}
51 5]

5] t f B
<15 [“atoase 1 [l as(1+ [ atg e et
tl t1 tl

123 t
<L§ a(s)ds+2Lf lus)|ds
h

5]

t [2)
<Ld a(s)ds+2L6 a(s)ds
51 n

<3Loky|t, — t1].
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De méme, de (4.12) et (4.16), on obtient

f & f o
f b($)G(@(s), (s — r(s))eJs" awdugg_ f b(s)G(p(s),p(s— r(s))eJs awdugg
0 0

h N o
=| b(s)G(p(s),p(s— r(s)))e‘fs awdu (e St awdu _ 1) ds
0
f )
+ b($)G(p(s),p(s— r(s) e s- awduge

151

<L

r 5] t
e - l‘f Bals)e™ R AW 4 (N} + Np) L f |b(s)] e~ " awdi g
0

151

t t 1 S
<L a(u)du+(N1+N2)Lf e‘fxz“(”)d”d( Ib(v)ldv)
h n O

t s 5]
—Jatdu [ pw) do

5]

<Lp
5]

I

5] P s
+f a(s) e~ Ji* awdu |b(v)|dvds}
5]

5]

t:
<Lp 2a(u)du+(N1+N2)Lf |b(s)|ds(1+f a(s)e” [ atw d”ds)
t t 15
1t2 1 t2 1
<Lp a(u)du+2(N1+N2)Lf |b(s)|ds
51 151
L t
sLB| awdu+2LB| a(s)ds
4 h

< 3Lﬁk1 |[to — 171]. (4.27)
Ainsi, en substituant (4.26) - (4.27) dans (4.25), il vient
|Ag (2) — Ag (1)
< (ak+akky+ Lk3)|to — 11 +3Lok1 |t — £ +3Lﬂk1 l[to — f|
<K|t -1, (4.28)
Pour une certaine constante positive K > 0. Ceci montre bien que Ag est lipschitzienne
si ¢ T'est et que ASy est équicontinue. Aussi, on remarque que pour une fonction
arbitraire ¢ € Sy, on aura
| A (1)]
c(1)
<
—r' (1)
f |1(s)p (s = r ()| e~ A g

— e

flb(s)||G(<p(s) Ppls—r(s))]e - [ atwdu g

SL(X(I’)+[ (N1+N2)Lf a(s)[|b(5)|/a(s)]e—f;a(u)duds
0 0

! t
L[ a(s)[|uls)| 1a(s)] el “wdu g
0
=q(0),
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En raison de (4.22) et (4.24) et en adoptant une méthode analogue a celle utilisée
pour I'application A on voit que g (t) — 0 lorsque t — oco. Par le théoréme (1.1.13) on
conclut que I'ensemble ASy, réside dans un ensemble compact. |

Théoréme 4.2.5 Soit L > 0. Supposons que les conditions (H.1) — (H.3), et (4.12)-
sont satisfaites. Siy est une fonction initiale d’amplitude assez petite alors il existe
une solution x (t,0,y) pour satisfaisant |x(£,0,)| < L et telle que x(t,0,) — 0
lorsque t — oco.

Preuve. Du lemmes et on a vu A est bornée par L, Lipschitzienne et
A¢ (1) — 0si t — oco. Donc, A envoie Sy dans Sy. Des lemmes et (4.2.4), on a,
pour des fonctions arbitraire ¢, ¢ € Sy, Bo+A¢p € Sy, car A¢p et Bg sont Lipschitziennes,
A¢ + B bornées par L et Bo(t) — 0 si t — oo. Des lemmes et (4.2.4), on a
démontré que A est continue et ASy réside dans un ensemble compact. Ainsi, toutes
les conditions du Théoreme sont remplies. Par conséquent, il existe une solution
pour vérifiant |x(2,0,y)| < L et telle que x(¢,0,9) — 0'si ¢ — co. [ |

Remarque 4.2.6 Le théoreme améliore le théoreme

4.3 Compacité et stabilité

Selon les propos de Burton ([18], [21]), hormis la méthode de point fixe, on ne
connait aucune autre méthode pour prouver la convergence vers zéro des solutions de
(4.1). Néanmoins, si c’est seulement la stabilité qu'on cherche alors on peut s’en passer
des conditions (4.22)-(4.24) et continuer d’utiliser le théoréme de Krasnoselskii-Burton
sur un espace de Banach muni d'une norme poids.

Soit g : [my,00) — [1,00) une fonction strictement croissante avec g (myp) =1, g(s) —
oo lorsque s — oco. Soit (S, |.| g) I'espace de Banach de fonctions continues ¢ : [ny,00) — R
pour lesquelles

ol == sup |o (1) /g (1)] < o0,
t=my

existe. On continue d’utiliser |.|| la norme du supremum si ¢ € S, et ¢ est bornée.
Aussi, || w” indique la norme de la fonction initiale donnée. Aussi, on peut, modulo des
modifications mineurs, prouver que la fonction H(¢) = ¢ — h(¢p) est une contraction
large relativement a |.|g .

Théoreéme 4.3.1 Si toutes les conditions du Théoreme [@:2.5) sont vérifiées sauf (4.22)-
{4.24), alors la solution zéro de (@.1) est stable.

Preuve. On démontre la stabilité de la solution zéro en ¢y = 0. Pour cela, soit € > 0 un
nombre tel que 0 < € < L. Alors pour |x| < €, on peut trouver y* avec |x — h(x)| < y*, et
choisir y tel que

Y+y*+(el)) <€ (4.29)

En vérité, puisque la fonction x — h(x) est croissante sur ]-L, L[ on peut prendre

£
Y= R Ainsi, I'inégalité (4.29) permet a y d’étre positive i.e., y > 0.
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Maintenant, si on retire de I'espace Sy, la condition ¢ (#) — 0lorsque ¢ — 0 on obtient
le sous espace suivant

My:={@p€S /¢ Lipschitzienne, |¢ (1| <¢, t € [mg,00)
et () =y (1) si te€[myp,0] }.

Définissons A, B on My, comme dans (4.9), (4.10). On vérifie aisément que, si ¢ € M,
alors |A(p (t)| < g, et que B est une contraction large sur My, Aussi, en choisissant ||1//|| <
y et en faisant référence a (4.29), on vérifie que pour @, ¢ € My, | By (1) + A (1)| < € et
|B<p(t)| < £. AMy est équicontinu. Compte tenu de I'exemple , Dans I'espace
(S, .| g), AM,y, réside dans un sous ensemble compact de My,. Aussi, 'application A :
My, — My, est continue. En effet, pour ¢, ¢ € Sy, alors

|Ag (1) - Ap (1)| /g (1)
<(Ugm)ialp—rm) -¢E—r@)|

! t
+ fo b(s)[G((p(s)’(p(s_r(s)))—G(¢(S),¢(S—r(s)))]e‘fs awdu j ¢

+

' t
fo s) [p(s—71(s) =P (s—r(s)] e fs aWduggly

<alp-¢|,

t
*fo DI [N [ (9)-¢(9)] /8 (1]
+[N2|(P(S—F(S))—(P(S—r(s))|/g(t)] }e—ffa(u)duds

' t
+f0 )| @ s=7 () —p(s—7(s)| /g (1)e)s AWdugs

sa|<p—¢>|g
t N _
+ [Civse| TDRCOIC
0 g g
+ [NZW(S_MS)) —pis—r(s)| gls- r(s))] o L atwdu g
g(s—r(s) g1

! t
+/ ||| (s—7 () —p(s—7 ()| /g (1) e aWdtgs
0

g N +Nog(s— .
Sa|g0—gb|g+|(p—¢|gf() |b(s)|[ 18(8) + Nog (s I’(S))]e_fsa(u)duds

g (1)
! t
+5|(P—(P|g‘/(; a(s) [g(s—r(s))/g(t)]e—L a(u)duds

t . ¢ .
sa|<p—gb|g+ﬁ|<p—¢|gf0 a(s)e_fsa(u)dud5+5|‘l"¢|gfo a(s) e~ atwdu g
=/ D]p-¢l,.

Les conditions du théoreme sont réunies sur My, et par suite il existe un point
fixe qui résoud (4.1) et qui appartient a My, . [ |

Remarque 4.3.2 Le théoreme[4.3.1 améliore et généralise le théoreme[3.5.9



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail de recherche on a abordé des questions sur la stabilité par la
technique de point fixe. Appliquée aux problemes a retard non borné, la méthode
s’est montrée efficace et avantageuse dans la mesure ou ses conditions sont donnés
en moyennes contrairement a ceux de Liapunov qui sont ponctuelles. Cette remarque
est fondamentale, car les problemes du monde réel sont incertains et chaotiques et
par conséquent, des conditions en moyennes semblent plus convenables. Aussi, les
espaces utilisés par la méthode sont des espaces fonctionnels de dimension infinie
permettant de contenir des solutions raisonnables pour ces problémes de vie courante.
La littérature contemporaine montre aussi que la méthode reste applicable pour les
problémes a retard perturbés pour des termes stochastiques. De ce point de vue 13, cette
technique semble avoir de bon jours devant elle.
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