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Notations

Q : ouvert de RY, N € N*.

0 : frontiére topologique de €.

x = (11, 2y, ...,zy) : point générique de RY.

dx = dxidx,...dxy : mesure de Lebesgue sur €.

Vu : gradient de u.

fT:max(f,0), f~ :min(f,0).

D () : espace des fonctions différentiables et a support compact dans 2.

DT () : espace des fonctions positives de D.

Co (€2) : espace des fonctions continues nulles au bord de .

C> () : espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Q.

LP () : espace des fonctions de puissance p—eéme intégrables sur @ pour la
mesure dz.

lull, = (Jy lul? da)

Soit p(.) : [1, +00] une fonction mesurable.

LP@) (Q) = {u Q—=R: [, |u[P™) da < +oo}.

[ull ) := inf {)\ >0: [, ‘#' dr < 1} : norme de Luxembourg.

W) () = fu € 1§ (Q); Vu € 170 (Q)}
lully iy = Nullyy + 1Vl

RSl

p(u) = [, ) dz : le mog(uiaire.
o { M sip< N
400 sip>N
Br : Boule de RV de rayon R centrée & I’origine.
Apzyu = div <|Vu|p(3&)_2 Vu) : p(x) —Laplacien de u.

OF
e . dérivée partielle de F' par rapport a u.
U

u, — u : convergence forte de u, vers u.

: Exposant critique de p.

u, — u : convergence faible de u,, vers u.
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Résumé

Résumé

Etude des problémes elliptiques
non-linéaires dans des ouverts non
bornés
Par
ABDELMALEK Brahim

Nous étudions quelques équations aux dérivées partielles non linéaires du type
elliptiques faisant intervenir des opérateurs non homogenes. Les difficultés sont
de deux sortes : perte de compacité dans les injections type Sobolev et intro-
duction des espaces fonctionnels non classiques. Il s’agit dans la premiere par-
tie d’étudier un probléme elliptique & un paramétre faisant intervenir ’opérateur
p(r)—Laplacien dans R". Nous établissons un résultat d’existence sous certaines
conditions sur la non linéarité, notamment au voisinage de zéro et a l'infini. L’ap-
proche utilisée reste la théorie des points critiques. Nous montrons que la fonction-
nelle d’énergie associée au probléme vérifie les conditions géométriques du théo-
reme de Passe-Montagne, que les points critiques sont précisément les solutions
a déterminer. Ensuite nous faisons une extension de ces résultats aux problémes
du type p(x)—Kirchhoff, & savoir une classe de systémes elliptiques non-linéaires
avec un terme non local dans RY. L’idée essentielle réside dans la décomposition
de I'espace RY en quatre sous domaines et 'utilisation d’inégalités élémentaires
dans RY. Cela permet des estimations sur des quantités intégrales et 1a encore,
nous montrons que la fonctionnelle d’énergie associée au systéme admet des points

critiques.

Mots clés : systémes elliptiques non-linéaires ; probléme du type p(x)—Kirchhoff;
p(z)—Laplacien ; Théorie des points critiques ; théoréme de Passe-Montagne ; condi-

tion de Palais-Smale ; norme de Luxemburg; espaces de Sobolev généralisés.
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Abstract

Abstract

Study of nonlinear elliptic problems in
unbounded domain
By
ABDELMALEK Brahim

We study some nonlinear elliptic partial differential equations involving non-
homogeneous operators. There are two difficulties : loss of compactness in Sobolev
injections and the introduction of non classical functional spaces. In the first part,
we deal with parameter elliptic problem involving the p(x)—Laplacian operator in
RY. We establish the existence result under some conditions on the nonlinearity,
namely in the neighborhood of zero and infinity. The approach remains the critical
point theory. We show that the energy functional associated with the problem
verifies the geometric conditions of the Mountain Pass Theorem, so the critical
points of the functional are precisely the solutions to be determined. In the second
part, we extend these results to the p(z)—Kirchhoff-type problem, precisely a class
of nonlinear elliptic systems with nonlocal term in RY. The essential idea is the
decomposition of space R into four subdomains and using elementary inequalities
in RY. This allows one to estimate integral quantities and, again we show that the

energy functional associated with the system admits critical points.

Keywords : nonlinear elliptic systems ; p(x)—Kirchhoff-type ; p(z)—Laplacian
operator ; critical point theory ; Mountain-Pass theorem ; Palais-Smale condition ;

Luxemburg norm ; generalized Sobolev spaces.
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Plan de Travail

Nous étudions des problémes elliptiques non-linéaires faisant intervenir ’'opéra-
teur p(z)—Laplacien défini sur des ouverts non bornés de R™. La non homogénéité
de lopérateur rend I’étude délicate et fait appel & des espaces fonctionnels non
classiques. Ces espaces sont des cas particuliers des espaces d’Orlicz dits espaces
de Sobolev généralisés et notés W, dont la topologie est induite par une norme
de manipulation ardue, appelée norme du Luxemburg. Les techniques d’approche
restent la théorie des points critiques.

Dans le chapitre I, nous donnons plus de détails sur les propriétés de ces es-
paces. On apprend précisément que les inégalités type Poincaré, Holder et certaines
immersions type Sobolev sont conservées.

Le chapitre II porte sur la résolution d’une équation elliptique de la forme

—Apyu = AV (@) [u| P u + f(z,u), =eRN

(1)
u#0ueW

Ici nous montrons que si f vérifie certaines conditions au voisinage de zéro et &
I'infini, la fonctionnelle d’énergie correspondant au probléme (1) satisfait les condi-
tions géométriques du théoréme de Passe-Montagne, d’ou 'existence de solution
non triviale.

Le chapitre IIT est consacré a un systéme elliptique du type p (x) —Kirchhoff :

( 1 OF
My ([ —= IVul""? da ) Apayu = —— dans RV
1(11@[ p(z) [Vl x) p(x)U 9u (x,u,v) dans

, (2)

1 OF
— M. N q(x) _or N
? (/ q(x) Vol da:) AVOL o (x,u,v) dans R

\ RN
La encore nous utilisons le théoréme de Passe-Montagne pour montrer ’exis-
tence de solution non triviale. Les difficultés qui apparaissent sont d’ordre tech-

nique car il s’agit de décomposer I'espace R™ en quatre sous domaines selon que
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les exposants p(x) et g(x) sont supérieurs ou inférieurs a 2. Ce faisant, 'utilisation

de certaines inégalités dans R™ permet d’établir des estimations.
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Introduction

Introduction

‘étude des équations aux dérivées partielles date du XVIIIe siécle. On dé-
Lnombre une grande variété de modeles physiques introduits dans les travaux
de Cauchy, d’Alembert, Euler, Hamilton, Jacobi, Lagrange, Laplace. Le milieu du
XIXe siecle se trouve étoffé par les travaux de Riemann, Poincaré, Hilbert. A partir
de 14, les EDP recoivent leur titre de noblesse car elles répondent & beaucoup de
questionnements que les scientifiques se posent.

Le champ d’applications des équations aux dérivées partielles non linéaires est
assez large. L’un des principaux sursauts pour le développement des EDP non
linéaires a été ’étude de la propagation des ondes. Viennent ensuite les équations
liées aux phénomeénes chimiques et biologiques, et plus tard les équations liées
a la mécanique des solides, la dynamique des fluides, I'acoustique, 'optique non
linéaire, la physique des plasmas, la théorie quantique des champs et 'ingénierie.
L’étude de ces équations est une tache ardue car il n’y a pas de méthodes générales
pour leurs résolutions. Chaque probléme nécessite une approche appropriée selon
le type de linéarité.

En ce qui nous concerne, nous traitons des équations aux dérivées partielles
avec des exposants non standards. Une multitude de résultats ont vu le jour ces
derniéres années. Cet intérét grandissant est di au fait que de nombreux problémes
concrets peuvent étre modélisés par ces équations. On cite par exemple les travaux
de Chen [13], Ecerbi [3], L. Diening [18], Halsey [14], Ruzicka [44], S. Samko [43] et
Peter Hasto.

En clair, ces équations gouvernent des situations liées a la théorie des fluides
¢électro-rhéologiques, qui ont une vaste application dans plusieurs domaines, no-
tamment dans la mécanique, 1’électronique flexible et le robotisme (pour rendre
les écrans et les claviers enroulables plus rigides a ’emploi mais facile a rétracter
pour le stockage lorsqu’ils ne sont pas utilisé) [6]

Historiquement, les espaces de Lebesgue & exposent variable ont été introduits
par Orlicz en 1931. Il a défini espace LP(®) (]RN ) et établi 'inégalité de Holder. Au
cours des années qui ont suivi, ces espaces ont été considérés comme une classe des

espaces Musielak-Orlicz, eux méme cas particulier d’espaces modulaires. D’autre



Introduction

part, les espaces de Lebesgue a exposent variables ont été découverts de facon in-
dépendante par le mathématicien Russe Tsenov, et largement développés d’abord
par Sharapudinov, puis par Zhikov. Ces mathématiciens ont été les premiers a uti-
liser ce cadre fonctionnel pour examiner des problémes liés a I’analyse harmonique
et le calcul des variations. Ensuite est apparu le papier fondamental de Kovacik et
Rakosnik [34] en 1991. A la lumiére de cet article, une pléiade de publications ont
été éditées. Sans étre exhaustif, nous mentionnons les travaux de Fan et Zhao sur
le calcul des variations; Edmunds [23] sur les espaces de Sobolev & exposent va-
riable. Viennent ensuite I’étude d’équations elliptiques gouvernées par ’opérateur
p () — Laplacien dans des ouverts bornés [29], [26] et [41], ..., dans des domaines
non bornés [47], [30] et [31], ... et enfin les systémes elliptiques [20], [21] et [22], ....

Ces derniéres années, divers problémes de type Kirchhoff ou p (x) — Kirchhoff
ont été largement étudiées par de nombreux auteurs en raison de leur importance
théorique et pratique. De tels problémes sont souvent désignés comme étant non
locaux en raison de la présence d’un terme intégrale sur Q ou RY tout entier. Il est
bien connu que ce probléme est analogue au probléme stationnaire d’un modéle
introduit par Kirchhoff [37]

L
P U — %—l— % uidm Upy = 0.
0

Plus précisément, Kirchhoff a proposé ce modéle comme une extension de
I’équation d’onde de la classique d’Alembert en considérant les effets des variations
de la longueur des cordes pendant les vibrations. Les paramétres de I’équation ci-
dessus ont les significations suivantes : F est le module de Young du matériau, p la
densité de masse, L la longueur de la chaine, h la zone de section et P, la tension
initiale.

Notre approche pour résoudre ce type de probléme est basée sur la théorie des
points critiques. En clair, les solutions faibles de ces équations sont exactement
les points critiques de la fonctionnelle d’énergie associée & ces équations. Dans un
premier temps, nous étudions une équation elliptique non-linéaire & une inconnue

u de la forme
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—Ayyu = AV (@) [u|" P u+ f(z,u), xRN

u#0,ueW

ol Ay, représente l'opérateur p (x) — Laplacian d’expression
= Apwyu = div(|Vu"" > Vu). f est une fonction réelle définie sur RN x R; u
est la fonction inconnue définie dans RY ; \ est un parameétre positif et p est une
fonction réelle positive, bornée telle que 1 < p(x),q(z) < N (N > 2) pour tout
x € RN, Au contraire, dans la seconde partie, nous nous intéressons aux couples
de solutions d’un systéme elliptique non-linéaire de deux fonctions inconnues u et

v de la forme

' 1 . OF
_Ml(/p(l’) |Vu|p( )dgg> Ap(x) = % (ZE,U, 1}) dans RY

RN

1 oF
—M2(/m]Vv\q(x)dx> Ayw) = B (z,u,v) dans RY
Icil <p(x),q(x) <N (N >2) pour tout x € RY. M; et M, sont des fonctions
continues, bornées; et F' € C! (RN X ]R2) )

L’outil principalement utilisé tout au long de ce travail demeure une variante
du théoréme de Passe-Montagne d’Ambrosetti et Rabinowitz (1973, [5]).

\ RN



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

1 Espaces de Lebesgue généralisés

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces
de Lebesgue-Sobolev & exposant variable dits communément espaces de Sobolev
généralisés (voir par exemple [17],[25],[24] et [34])

Nous définissons I’espace de Lebesgue généralisé LP(*)(Q) par

LPD(Q) = {u:Q — R: u mesurable a valeurs réelles, / lu (x)|p(x) dr < 0o
Q

ot € est un ouvert de RV et p~ > 1.

Nous notons par L (€2) le sous ensemble de L> (£2), d’expression :
LT () ={pe L>*(Q): infessp>1}.

Nous désignons par modulaire p la quantité

p(u) = / " dz.

Q

Soient p~ = infess p, p* = supess p.

1



1. Espaces de Lebesgue généralisés

Proposition 1.1 Pour tout u,v € LP®)(Q), on a

(a) p(u) =0 si et seulement si u = 0

(b) p(=u) = p(u);

(c)p(tu+ (1 —t)v) <tp(u)+ (1 —1t)p(v), pour toutt € [0,1]; autrement dit
p est une fonction conveze.

(@) p(u+v) <27 (p(u) +p(v)).
(e) Si A > 1, alors

p(u) < Ap(u) SN plu) < p(ru) <N p(u).
et si0<A<1,ona

Moo (u) < p(u) <N p(u) < Mp(u) < p(u).

(f) Pour tout u € LP@(Q)\ {0} et A € [0, +00), p (Au) et une fonction croissante,

continue et convexe.
Preuve. Soit u,v € LP®)(Q).
(a) On a

plu) = 0< |u(@)]"™ =0 dans Q

<= |u(z)| =0 dans Q <= u(x) = 0 dans €.

(b) Evidente, de la définition de p.

(¢) Nous considérons la fonction ¢ : Q x R — R d’expression ¢ (z, s) = |s["™) .

Il est clair que ¢ est convexe par rapport & s. D’apres la propriété de l'intégrale
de Lebesgue, nous concluons que p est convexe.

(d) Nous avons
u @)+ @)P <20 (ju @ + o (@) sur @

Par intégration de I'inégalité ci-dessus, nous obtenons le résultat.



1. Espaces de Lebesgue généralisés

(e) Si A > 1, alors

[ ()" < A (@) <N Ju (@) < (@) <N Ju (@) dans Q
Si0< A< 1, alors

A Ju () < P (@) <N fu (@) < A () < fu (@) dans ©

En intégrant, dans les deux cas, les inégalités ci-dessus nous obtenons (e).
(f) Pour A1, Ay € [0, 00), telles que \; < Ay, fixons u € LP®(Q)\ {0}, alors

A @) = AP u @ < Da u @) = au ()P, dans ©
Par intégration de I’inégalité ci-dessus, nous obtenons

p(Au) < p(Aau).

Par conséquent

p (A\u) est croissante pour A € [0, 00).

Montrons la continuité. Pour cela soit A, — A et soit la suite
o= Pt (@)

Bien évidemment ¢, est une suite convergente vers la quantité |Au (z)["”) . D’aprés

le Théoreme de Convergence Monotone
p(Ant) = p(du).

Par conséquent p (Au) est continue pour A € [0, 00).

Comme la fonction
oz, \) = | u (m)|p(x),/\ >0

est convexe pour rapport a A, 'application p (Au) reste convexe pour A € [0, o).



1. Espaces de Lebesgue généralisés

Soit la quantité définie sur I’espace LP*) () par

On définit pour tout u € LP@ (Q), I'intervalle I, de R par

=) <)

il est facile de voir que

I, =(0,00), u=0
I,=]a,0), u#0eta>0

Proposition 1.2 L’espace LP™)(Q) est un espace vectoriel.

Nous allons définir une norme dans I'espace LP(®) (Q), notée ||.|| ()

Proposition 1.3 L’ezpression ||.|,,, est une norme sur LP@) (Q), dite norme de

Luxembouryg.

Preuve. Soient u,v € LP@ (Q) et a € R, alors on a :

() flullz) > 0.

(i) [lull, ) =0 <= u=0.

() flaul 0y = lol

() o+ vy = ol + ol

En effet, (i) est évident. Si u = 0, alors I, = (0, 00), donc [|ul[,(,, = 0. Suppo-
sons maintenant que [[uf ) = 0. Il existe (A,) C (0,1) telle que

An —>Oetp<>\)<1Vn€N

n

donc

1>p( >—Q/( )W ()P d > (%ﬂ)/!u(m)\p(m)dm

4



1. Espaces de Lebesgue généralisés

Ceci n’est possible que si p (u) = 0, car sinon

U
p (—> — +00, lorsque n — oo,
An
ce qui contredit I'inégalité ci-dessus. Par conséquent u = 0.

(iii) Si @ = 0, le résultat est immédiat. Si a # 0, nous avons

laull,,y = inf{)\ >0:p (%) < 1}
= inf{|a|/\>0:p(§)§1}
= |a|inf{/\>0:p(§)§1}

= ol [lull -
(iv) Soit I’ensemble défini dans LP(®) par
C={ue LY (Q) : p(u) < 1}.

L’ensemble C' est convexe puisque p est convexe. Posons ||ul|,,,,

par conséquent
U v
———,—— € (C, pour tout € > 0,
a+e b+e
ontat+e€el,etb+ecl,.

Nous avons aussi

t 1—1t
U +( Jvu

e C, pour tout t € [0,1].
a-+e b+e P 0,1]

En particulier, en choisissant

B a—+ €
a4+ b+2’
on obtient
U+ v
— e (.
a+b+ 2
Ainsi

a+b+2 €,

= a, [l @) = 0,



1. Espaces de Lebesgue généralisés

d’ou

[+ vl ) < Nullyy + [Vl + 2¢, pour tout £ > 0.

p(z) p(z)

Ce qui entraine 'inégalité triangulaire

[0+ 0l pay < Nttllyiay + 101l

p(z) p(z)

Proposition 1.4 Les propriétés (a)-(f) et la proposition 1.3, en font de l’espace
LP@)(Q), un espace de Banach.

Proposition 1.5 Si la fonction p(z) = p € [0,+00], alors ||.||, est la norme
usuelle de 'espace LP ().
En effet, comme c’est évident pour u = 0, nous supposons que u # 0. Par

définition, on a :

. u
lull, ) zlﬁ{x>ow(x)g1}
1

A>oymmgA}

Proposition 1.6 Siu € LP® (Q)\ {0}, alors
u
—a si et selment sip (=) =1,
[ull o) = @ st et selment si p "

Preuve. (=) Supposons que [|ul|,,, = a, alors

I, =la,00) et p(g) <1.
a



1. Espaces de Lebesgue généralisés

Supposons que
U
p (—) <1
a

u
Pour tout ¢t > 0, le modulaire p (;) est continue, convexe et décroissante. Il existe

alors 0 > 0, tel que

p(%) <1, pour tout t € (a — J,a+9).

Ainsi, nous aurons a — 3 € I,, ce qui est absurde. En conséquence

(2)-

(«<=) Nous supposons que p (g) =1 et a € I,. Par suite |ul|,,) < a. Supposons

que ||ul| ., < a. Il existe alors \g € I,, satisfaisant

p(z)

P(%)S/)()%) <1,

ce qui est évidemment absurde, donc [Ju|,,, = a. Ceci achéve la démonstration.

Autrement dit

Proposition 1.7 Si u € L*® (Q) alors,
(1) llull,my < 1(=1;>1) siet seulement si p(u) <1(=1;>1)
) - +
(2) Siflully@y > 1, alors [Jull5,) < p(u) < lullyy,,

. + -
(3) Sl < 1. alors ullle, < p(e) <

Preuve. Le cas u = 0 est trivial. Nous supposons donc que u # 0.
D’aprés la proposition ci-dessus |[ufl,,) = 1 < p(u) = 1. Maintenant si

ull ) = @ < 1, alors 1 < —. En vertu de la croissance de p(Au),on obtient
a

pour A € [0,00) :
p(u) < p(%) <L

Réciproquement si p (u) < 1, alors 1 € [,,. On en déduit de la proposition 1.6, que

7



1. Espaces de Lebesgue généralisés

[y < 1.
Les autres inégalités se démontrent de maniére similaire.

(2) Si on suppose que ||ull,,y = a > 1, alors

()=t
a
Puisque — < 1, nous obtenons d’apres la propriété (e) de la proposition 1.1,
a

1 U 1
) <p(5) =1<—=p),
c’est-a-dire

- +
[ullpy < o (u) < llullye -

Pour le point (3), on adapte de maniére analogue la démarche de (2). =

Proposition 1.8 Soit la suite (u,) C LP® (Q) et soit u € LP@ (Q), alors les
affirmations suivantes sont équivalentes :
p) = 0

(2) lim p(u, —u) =0.

(1) T fup — ull

Preuve. (1) = (2). Nous supposons que lim |u, — uf,) = 0. Par définition de

la limite, pour tout ¢ € |0, 1[, il existe ny € N tel que si n > ng on a

[t — ull oy <€ <1

p(z

Il s’en suit que

p(un —u) < lu, — u”i(;) <&’ <e,

et par voie de conséquence

lim p (u, —u) = 0.

n—oo

(2) = (1). La réciproque est toute aussi évidente car si lim p (u,, —u) = 0, alors

n—oo

p(u, —u) < e’ pour n suffisamment grand.



1. Espaces de Lebesgue généralisés

En tenant compte de la proposition 1.7, (1) , on obtient
s~y < 1.

Il vient en vertu des résultats de la proposition 1.7, (2),

lam = ullyy < ot =) <

ou bien

Tim [ — ]y = 0.

Ceci achéve la démonstration. ®

Proposition 1.9 (/20])L espace dual de L' (RY) est LV'@ (RY) | avec

1 1
—— +

OGN

—

En outre, pour tout (u,v) € Lr(®) (RN) x LV () (]RN) , NOUS AVONS

1 1
uvdx| < (——l——)\u| 1 < 20Ul oy 1] -
/ () p(z) 71p'(x) p(z) V1p'(x)

N

1.1 Propriétés des espaces L@ (Q) = W) (Q)

Dans cette section nous introduisons de maniére succinte quelques résultats
principaux des espaces de Sobolev généralisés W@ (Q) . Nous allons insister sur
le fait que ’ensemble des propriétés déja rencontrer dans les espaces de Sobolev
classiques restent vraies, notamment 'inégalité de Poincaré, I'inégalité de Holder

et quelques immersions.

Théoréme 1.1 Soit la suite (u,) C LP® (Q) convergente vers u, alors il existe
une sous-suite (uy, ) telle que

(@) tup, (x) — u(x) dans S,

(b) |ty (7)] < h(z) dans Q, avec h € LP@) (Q).



1. Espaces de Lebesgue généralisés

Proposition 1.10 (Inégalités de Holder) Soient p~ > 1 et ¢ € LY (Q) tels

que
1

p@ (w)

Soient v € LP@ (Q) et v € L@ (Q), alors

1 1

Preuve. Posons |[uf|,,, = a et ||

=1, pour tout x € €.

= 0. D’apres 'inégalité de Young, nous

q(z)
avons
JECECI T TECTH
ab a b
Q Q
p(z) q(x)
< / 1 |u(x) dx—i—/ 1 |v(z) I
p(z)| a q(z)| b
Q Q
p(z) q(z)
gi/“(x) PRSIE Y ) CIC)
P~ a b
Q
1 1
= —+—=
p q

d’ou le résultat. m
Théoréme 1.2 ([11]) Sip~ > 1, alors LP® (Q) est un espace réflexif.

Soit p~ > 1 et soit ¢ € L (12) tels que

1 1
—_|__

p(z)  q()

Alors, pour tout f € (L™ (Q))* il existe un unique v € L1 (Q) tel que

=1, pour tout x € Q.

= /u z) dz, pour tout u € LP® (Q).
Q

10



2. Opérateur de Nemytskii

En d’autres termes, le dual de LP(*) (Q) peut étre identifié a LI ().

Théoréme 1.3 ([11]) Soit Q@ C RY un ouvert borné.
1) Lespace Cy (Q) est dense dans LP@) ().
2) L'espace C° () est dense dans LP@™ (€2) .
3) L’espace LP®) (Q) est séparable.

2 Opérateur de Nemytskii

Dans cette partie, nous définissons 'opérateur de Nemytskii dans 1’espace
LP@) (). Cet opérateur est intimement lié & la fonction de Caratheodory. Dans

toute la suite ) désigne un ouvert de RY.

Définition 2.1 Soient u : Q - R et f € C (ﬁ X ]R). L’opérateur Ny défini par
(Nyu) (x) = f (z,u(z)) est appelé opérateur de Nemytskii relatif o f.

Sif:Q xR — R, une fonction de Caratheodory vérifiant
p(z)
|f (z,s)] <a(x)+b|s|«® , pour tout x € Q et s € R.

p.g € CL () ae L1 (Q), a(zx) >0etb> 0, alors opérateur de Nemytskii N,

de L@ (Q) dans L9 (Q) est un opérateur continu et borné.

Lemme 2.1 ([7]) Soit (X, M, pn) un espace mesuré tel que p(X) < +oo. On
considére la fonction mesurable

v : X — [0, 400] telle que

pfreX:y(r) =0} =0

Alors, pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que

p(A) <e, YAe M avec /7du<5
A
Proposition 2.1 ([7]) Soit V un espace de Banach uniformément conveze.

11



3. Espaces de Sobolev généralisés

Soit (z,) une suite dans V' telle que z,, — = pour la topologie faible o (V,V")
et

limsup ||z,|| < ||z|| .
Alors x,, — x fortement.

On utilise souvent une inégalité dans R pour estimer certaines intégrales.

Lemme 2.2 Soit £,n € RY et s0it 1 < p < 00, on a
1 1 _9
= &P ==l < |EF7EE =)
p q

L’inégalité suivante est classique.
Lemme 2.3 Soienta >0, b>0 et soit 1 <p < +o00. On a
(a+b)P <2071 (aP +1P).
Remarque 2.1 Sous les conditions 1 < p~ < p™ < 400, nous avons

(a4 b)P™) < 27" 1 (@@ 4 @)

3 Espaces de Sobolev généralisés

Ces espaces vont représenter le cadre fonctionnel dans lesquels nous allons
chercher les solutions.

Notés WP (Q), ils ont pour expression

WP (Q) = {u € LP@(Q), aa—“ c LP(Q), j=1, N}
Tj
Ici £ désigne la dérivée partielle de u et satisfait a ’équation
L
0 0
/ua—de =— a—;igod:z:, pour tout ¢ € Cg°(Q).

12



3. Espaces de Sobolev généralisés

Nous munissons I'espace WP (Q) de la norme

[ellwame @) =l

Lj p(a:

ou Ou ou

8.171 ’ 87527 o (%cN
de maniére équivalente, 'espace W1P(®) () par

En outre, si on note gradient de u par Vu = ( ), on peut définir,

W (Q) = {u € LPW(Q), [Vu| € LP7(Q)}
et le munir de la norme

[l = el gy + 1Vl -

3.1 Propriétés de I’espace W'»(*)(Q)

Théoréme 3.1 L’espace W'P(®)(Q) est un espace de Banach.

0
Preuve. Soit {u,} une suite de Cauchy dans W'»®(Q), alors {u,}, {a—u} Jj =
L
1,..., N sont des suites de Cauchy dans LP(*)(Q).

Comme LP®)(Q) espace de Banach, il existe u,w; € LP((Q) tels que

u
u, — u et — — w; quand n — oo, (1.1)

8xj

j=1,.. N.

Nous utilisons 'inégalité de Holder,

O Oy 0
/(Un —u) 8_a:jdz < Clluy - UHp(x) ‘8_93] o) , pour ¢ € Cg°(9) (1.2)
Q
ou C = p—l_ % D’apres (1,1), (1,2), nous avons
-
(9 ——dr — u—dm pour ¢ € C5°(2), quand n — oo, (1.3)

Q

13



3. Espaces de Sobolev généralisés

donc 5
/ auncpdm — /wjgpdm, pour ¢ € C5°(2), quand n — oo, (1.4)
l"
o Q
car 5 5
¥ Un 0o
/una—xjda: =— / a—xjgodx, pour ¢ € C5°(9). (1.5)
Q 0

Par passage a la limite, compte tenu de (1.3) et (1.4), nous obtenons
Oy o
Upo—dr = — | wjpdz, pour p € Cg°(€2) (1.6)
Q Q

D’apres le lemme du Bois-Reymond en (1.6), nous concluons que (voir théoréme
0.5),

ou
u € W@ Q) et wy;=—=—,7=1,...,N.
J 8:1:j
On a donc
N
ou,  Ou
| tn — UHWLP(@ = flun — qu(m) T ; Oz, - 8_% p(z) O auandin = o

Finalement W'?(*)(Q) est un espace de Banach. m
Théoréme 3.2 ([11]) L’espace W'P@)(Q) est réflexif et séparable pour p~ > 1.
Définition 3.1 On désigne par Wol’p(z)(Q) la fermeture de C3° (Q) dans W) (Q).

Théoréme 3.3 ([11]) L’espace Wy ™ () est aussi un espace de Banach, réflexif

et séparable.

Si de plus €2 est borné, alors :

Théoréme 3.4 ([24]) Pourp,q € LY (), p(z) <q(x), on a
Whr@ (Q) c wha@ (Q)

avec injection continue.

14



4. Théorie des points critiques

Soit p* I'exposant critique de Sobolev associé & p, d’expression

Np ()

p ()= (N-p(z))
+oo  si p(x) > N.

si p(x) <N,

Théoréme 3.5 ([24]) Pour p,q € C (Q), p~.q~ > 1, on a alors
q(x) < p*(z) pour tout v € Q.

De plus
W hp(@) Q) C Li®) (Q),

avec injection continue et compacte.

Théoréme 3.6 ([24]) Sip,q € C () sont tels que1 < p(z) < ¢ (z) < p* (z) ,pour
tout x € Q, alors
W ip@) Q) L) (Q)

avec imjection continue.
Théoréme 3.7 (Inégalité de Poincaré [11]) Pourp € C (), p~ > 1, il existe

C > 0 tel que

1,p(z)
[ullywy < C VUl ¥V ue Wy ()

p(z)

Corollaire 3.1 Les normes ||ul| , [|Vull,,, sont équivalentes sur W, Q).

4 Théorie des points critiques

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.|| usuelle et X* son dual
topologique, muni de la norme duale usuelle. (,) désigne le crochet de dualité
entre X et X™.

Définition 4.1 Un sous ensemble C' de X est dit convexe s’il est stable par com-

15



4. Théorie des points critiques

binaison convexe.
Vu,v € C, YA €10,1], M+ (1—Nv e C.

Définition 4.2 On dit que ¢ : X — R est semi-continue inférieurement (en
abrégé S.C.1) au point u € X, si p(u) = —oo ou bien si a tout a < @(u) on
peut associé un voisinage V,, de u tel que o < p(u) pour u € V, (ou encore, si

0 (o, +o0] est un voisinage de u).En terme de suite, si u,, — u alors
o(u) < liminf @(u,).
La fonction ¢ est dite S.C.I sur X si elle ’est en tout point de X.

Définition 4.3 De maniére similaire, on dit ¢ est faiblement séquentiellement

semi-continue inférieurement
o(u) < liminf @(uy,).

pour toute suite wu, faiblement convergente vers u.

On suppose maintenant que X est un espace de Banach réel et on définit sur X
la fonctionnelle J de classe C*. On rappelle que la dérivée de J au point u, notée

DJ (u), est 'unique opérateur linéaire continu de X dans R satisfaisant
[J (z+h) = J(z) = DJ (x) [h]| = o(||1]]) quand |[A]] — 0.
Définition 4.4 La fonctionnelle J est dite coércive si

J(u) = +oo.

l[ull xx =400

Définition 4.5 Le point u € X est appelé point critique si DJ (u) = 0. La valeur

correspondante J (u) est dite valeur critique.

Lorsque X est un espace de Hilbert, on écrit plus simplement, grace au théo-

réme de Reisz
(VJ (u),h)=DJ(u)[h], Vh e X.

16



4. Théorie des points critiques

D’autre part, étant donné une fonction ¢ : X — R de classe C!, ’ensemble
M=g"(0)={ueX, g(u)=0, Dg(u)# 0}

représente une variété de classe C!. Dans ce cas 'espace tangent a M en u,
s’écrit

T,M ={he X, Dgu)[h]=0}.

Définition 4.6 Le point u € M est appelé un point critique de J contraint o M
si DJ (u) [h] =0, Yh € T, M.
Autrement dit, st X est un espace de Hilbert et u € M est un point critique de

J contraint a M, on a directement
VJ(u) = AVg (u)

pour un certain A € R, appelé multiplicateur de Lagrange.

Le théoreme qui va suivre constitue a bien des égards, 'un des théorémes

fondamentaux de ’analyse fonctionnelle.

Théoréme 4.1 (Weierstrass) Soit K un ensemble compact de X et soit J :
X — R une fonctionnelle semi-continue inférieurement,
alors J est bornée inférieurement et atteint un minimum absolu sur K, c’est-

a-dire qu’ il existe u € K tel que
J (u) = inf J.
(w) in
Comme corollaire, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2 Soit X un espace de Banach réflexif et soit J : X — R une
fonctionnelle coercive et faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement,

alors J est bornée inférieurement et atteint un minimum absolu sur X.

17



4. Théorie des points critiques

4.1 Théoréme de Passe-Montagne

Définition 4.7 (Palais—Smale) (i) La suite u,, € X est appelée suite de Palais—

Smale de niveau ¢ notée (PS). si
J(un) — ¢ and ||DJ(uy)| 5. — 0.

(i1) On dit que la fonctionnelle J : X — R satisfait la condition de Palais-Smale

au niveau ¢ si toute suite de (PS). posséde une sous-suite convergente.

Observons que si J € C! (X, R) satisfait la condition (PS).., toute point d’accu-
mulation 7 d’une suite u,, de (PS). est un point critique de J. On a implicitement
DJ(Z)=0et J(T)=c.

Le principe minimax est mis en évidence dans le théoréme suivant

Théoréme 4.3 (minmax) Considérons J € C* (X,R), ou X est un espace de
Hilbert, supposons que n = —V.J (n) définie parn(t,.) : X — X, Vt > 0.
i) Il existe une famille de sous-ensembles F' C X, est dit F invariant positif,
i.e., si '€ F alorsn(t,F) € F, ¥Vt >0
ii) Le minmazx niveau ¢ = inf sup J (x) est fini
FG]—' J?EF
i11) J satisfait (PS).

Alors ¢ est une valeur critique.

Lemme 4.1 Supposons DJ = L+ K, ot L : X — X* est un opérateur linéaire
inversible a inverse borné, et K : X — X* est compact (i.e., ensemble des opéra-
teurs bornées dans X dans des ensembles précompact dans X*). Alors, toute suite

bornée de (PS). x, € X est précompact.

Un résultat important du principe du minimax est illustré par le théoreme de
Passe-Montagne d’Ambrosetti et Rabinowitz [5]. Avant de I’énoncer, on consideére

I’ensemble I' de tous les chemins joignant I'origine a ug de X :

F:{’VGC([O,H,X), 7(0):0’ V(I)ZUO}a

et on pose

18



4. Théorie des points critiques

¢ = Inf max J (v (s)) -

Théoréme 4.4 Supposons que J € C' (X, R) et satisfaisant les trois conditions

i) J(0)=0,

it) Jp,a >0 tels que J (u) > a pour ||ul|| = p,

i11)  Jug € X avec ||ug|| > p et tel que J (ug) < 0.

On suppose de plus que J satisfait la condition (PS)., alors ¢ est une valeur
critique.

Précisément, il existe v € X, tel que J (v) = c et DJ(v) = 0.

En particulier, v # 0, wuqg.
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CHAPITRE 2

Probléme elliptique non-linéaire faisant intervenir

I'opérateur p (v) —Laplacien dans RV

1 Introduction

Nous traitons dans ce chapitre un probléme elliptique non-linéaire faisant inter-
venir 'opérateur p (z) —Laplacian avec une nonlinéarité soumise & des conditions
de croissances au voisinage de l’origine et au voisinage de I'infini. L’essentiel du tra-
vail consiste & montrer que la fonctionnelle d’énergie associée a I’équation d’Euler
satisfait les conditions géométriques du théoréme de Passe-Montagne.

Soit donc le probléme défini sur RY, de la forme

—Apwyu = AV (@) [u]™ P u+ f(z,u), zeRY
(2.1)
u#0,ueW

Ici Ay est Vopérateur p (x) — Laplacien d’expression := Apyu = div(|Vul? ()2 Vu).
f est une fonction a valeurs réelles définie sur RY x R; u est la fonction incon-
nue & déterminer, définie sur RV et appartenant a un espace approprié; \ est
un parameétre positif; p et ¢ sont deux fonctions réelles positives. Précisément,
p.q € C+ (R").

Le probléme (2,1) est la conjonction de deux travaux de recherche, 1'une
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1. Introduction

concerne le probléme

—Ap@u = f(x,u) dans Q (2.2)

et 'autre, le probléme aux valeurs propres

— Ay = AV () [u" " u, dans © (2.3)

Des résultats d’existence ont été établis pour le probléme (2.2) sur des domaines
bornés de RY par les auteurs [29],[39] et [26], et sur I'espace RY tout entier, par
[30], [10] et [4].

Cependant, du probléme (2.3) émane plusieurs résultats spectraux. Tout d’abord
avec (2 borné, [40] prouve l'existence d’un spectre continue sous les conditions de
Dirichlet homogene, V (z) = 1 et 1 < ming () < minp (z) < maxq ().

Toutefois dans [36], auteur a établi,ﬂen utilisantgle principe %ariationnel d’Eke-
land, qu’il existe A* > 0 tel que toute valeur A € (0, \*) est une valeur propre de
probléme (2.3).

Dans le cas ou p(x) = ¢(x), sous les conditions de Dirichlet, les auteurs dans [28§]
ont montré en utilisant la théorie des points critiques de Ljusternik-Schnirelmann
que le probléme (2.3) admet une infinité de valeurs propres, que les valeurs propres
positives peuvent tendrent vers I'infini.

Dans [27] I’étude est faite sous les conditions de Neumann ; on apprend alors
que la plus petite valeur propre est 0, qu’elle n’est pas simple et que le spectre est
infini.

Une extension du probléme (2.3) est décrite sous la forme := — div (¢ (z, |Vu|) Vu) =
Af (z,u) dans RY. Sous des conditions appropriées sur ¢ et f, les auteurs [33]
ont prouvé 'existence et la positivité de I'infimum de toutes les valeurs propres,
soutenu par un exemple illustratif.

En ce qui nous concerne, nous allons introduire des conditions sur V' et f pour

prouver I'existence de solutions non triviales du probleme (2, 1).
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3. Enoncé du résultat et preuve

2 Hypothéses

Définition 2.1 La fonction u € W est une solution de (2.1) si pour tout v € W,

on a

/ VP2 VuVuds — A / V () |u|™™ "% wuda — /f (z,u)vdx = 0.

RN RN RN

u

Posons F' (z,u) = /f (z,t)dt.
0

(H1) Nous supposons que les fonctions p, ¢ sont continues, p(z) < N, et 1 <

p- < pt < q <q" <p*(r). Assumons de plus que p vérifie la condition

1

faible-Lipschitz, c’est-a-dire |p(z) — p(y)| < S pour |z —y| < —.
[log | — y]| 2

(H2) Nous supposons que f : RY x R — R est une fonction de Carathéodory
p(x)
vérifiant |f (z,u)| < a(2)|u]*® , V(z,u) € RN x R. Ici a € L*® (RY) , est
1
+ =1
a(z)  p(x)
(H3) Nous supposons que 0 < 0F (z,u) < uf (z,u), pt <0 <q.

fonction mesurable non négatif, et telle que

(H4) Nous supposons enfin que le potentiel V' € L (RN ) NL@) (]RN ) est nonnegative,
1

+——=1

r(z)  q(x)
Remarque 2.1 Comme dans [10] Uhypothése (H3) implique que, pour tout
t > 1, F(x,tu) > t°F (x,u). Par ailleurs, tenant compte de (H1), W =

Wwie()

avec

3 Enoncé du résultat et preuve

Théoréme 3.1 Siles hypothéses (H1) - (H4) sont vérifiées alors le probléeme (2.1)

a une solution faible non triviale pour tout X\ > 0.

L’approche étant variationnelle, on définit tout d’abord la fonctionnelle d’éner-
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3. Enoncé du résultat et preuve

gie correspondant au probléme (2.1) par

u) = L ulP® dx — Muq(w) T — x,u)dr
JA()—R[p(x)IVI a R[Aq(x)H d R[Fm)d.

Posons

1
o) = / Vul"® d,

. p(z)
o = [T,
K (u) = /F (x,u)dx.

Lemme 3.1 La fonctionnelle Jy est bien définie et de classe C* (W,R). De plus
(J) (u),v) = / (|Vu|p(x)_2 VuVuv — AV (z) |u|?® 2 uv) dr — /f (x,u)vdz.
RN RN

Le résultat est évident.

Lemme 3.2 ] existe des constantes positives p et « telles que Jy (u) > « sur

Preuve. A l'aide I'inégalité de Holder, nous obtenons

/|F(x,u)|dx < / M|u|q(x) dx
q(x)
RN RN
2 x
< = aly [[ul™
q p(x)
201 i
< - ’a‘|a(a:) ”U’HZ(x) )
io= Esiflull,, =1
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3. Enoncé du résultat et preuve

D’autre part

V) o g < 2 v, [l
.(@) S O e
RN
2 i
q
< q__‘v‘r(x) ’u‘q(d»‘)r'(x)
202 @
< = [Vl 1l

En usant de ce qui précede, on aura

J(u) = /(ﬁ vu|p<x>—A% yu\q“)) dx—/F(:z:,u) do

RN RN
T 2)\02 201 i
> / VP do — Z2 V]l — 2 ol el
1 i 2)\62 201
2)\62 201
> Ll - (q—rvrrwq o >HuHW-

ol ¢1, ¢ sont des constantes positives.
Par conséquent, pour tout A > 0 et ||ull o) = p suffisamment petit, il existe
a > 0 tel que
Jy(u)>a>0

Lemme 3.3 1l existe ug € W, |[uoll,,y > p tel que Jy (ug) <0

Preuve. Nous choisissons v € W, ||v] ) > 1. Pout ¢ suffisamment grand, on
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3. Enoncé du résultat et preuve

obtient

1
Iy (tv) = / <— Viv[P™) — )\M |tv|q(x)> dr — / F (x,tv) dz

p(@) 4(@) J

RN
1 1
< —/yvmp(@ da:—)\—+/V(x) |tv]| ") d
p . q .

trt 2Xct?
el - 2o [V @ el ds
P q*

RN

IN

Il est facile de voir que J (tv) — —oo, quand t — 400, puisque 0 <
T +
fRN V(z) |U0|q( Vda < 2¢9 |V|r(x) ||U’0||;q)(x) -

Lemme 3.4 La fonctionnelle Jy satisfait la condition de Palais-Smale (PS)., pour
tout c € R.

Preuve. Soit (u,) une suite de Palais-Smale (PS). pour la fonctionnelle J, dans
W clest-a-dire J) (u,) — c et J} (u,) — 0, alors la suite u,, est bornée dans W.

En effet, comme J) (u,,) est borné, nous avons

Cy > Jy(u,) = / (L ,Wn‘p(w) — )\m |un\q(w)) dr — /F(x,un) dz
s p(x) s

q(x)

1 V (x)
> S | /7 LICONY Up qw)) dr — /F T, Uy) do
. R[(mas)' T J )

1 V(x) u
> |V, [P®) de — ) Uy, Q(x)) da:—/—n T, Up) dx.
- /(p(:v)’ | Q(ﬂﬁ)’ | g I ()

RN RN
Puisque

(J3 (up) , up) = / VP = AV (2) |un| "™ dz — /f (2, up) upde,

RN RN
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3. Enoncé du résultat et preuve

on a finalement

1 1 1
Cr 2 oo 190l de = [V (@) ol o+ 5 (5 () )
RN RN
1 p() 1 a(a)
~3 |Vu,|" de + i AV () |u, | ™ da
RN RN

11 P(@) 1 1 / a@ Lo
(p+ 9) /\Vun] dx + (9 q_) AV () |up | T dz + 7 (J3 (un) , up)
RN RN

Nous allons raisonner par I’absurde et supposer que (u,) n’est pas bornée dans
W. En particulier, nous pouvons choisir ||u,| > 1 pour n suffisamment grand.

Puisque J§ (u,) — 0, il existe C5 > 0 tel que
—Cs Hun”p(x) < (I (un) s un) < Cs ||uan(x) :

Autrement dit,

11 . 11 N 1
(= 5 llizin + (5= ) [ AV @l o - Galunl,

RN

1 1 + 1
p
> (o5 5) ol — 3G llunle

Ch

v

Ceci implique une contradiction.

Par conséquent la suite (u,) est bornée dans W. Il existe alors une sous-suite,
notée encore (u,), faiblement convergente vers u dans W.

Il reste & montrer que (u,,) est fortement convergente vers u dans WW.

A cette fin, nous considérons ’égalité suivante
(I3 (un) = T3 (u) g — ) = (2.4)

(@' (un) = @' () un — ) = (" (n) = ¢ (u) i — 1) = (K" () = K" (), — 1)

De toute évidence, le terme de gauche tend vers zéro pour n assez grand.
Montrons aussi que (K’ (u,) — K’ (u),u, —u) — 0 quand n — oo.

Pour cela, soit B la boule de RY de rayon R centré a l'origine et soit B}, son
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3. Enoncé du résultat et preuve

complémentaire dans R”. On peut écrire

(K" (un) = K" (), up —u)| = /(f(iv,un)—f(I,U))(un—U)dx

Compte de la proposition 1.7 et de la compacité de I'injection de W@ (Bg)
dans LP@ (Bg), le premier terme du membre de droite de I'inégalité ci-dessus
s’annule quand n — oco. Le second terme aussi s’annule quand R — oco. En effet,

en vertu de (H2) 'opérateur de Nemytskii est borné, par conséquent

g
J 15 ) = £ ) o =l < 2107 ) = £ 0l i = o < 5
Bpg

D’autre part, nous avons

[ @) P+ a o) ™ ul ) P o) [ dr < 5
Br
pour R suffisamment grand. La raison principale est le fait que la fonction-
poids a appartient a L*® (R"). En effet, on peut donner une estimation de chaque
terme de 'intégrale ci-dessus. Tout d’abord, on voit aisément que
| un’p(w)

<

T €
[ @)l do < 21al,[Ju <5,

By

pour R suffisamment grand.

L’utilisation I’inégalité de Young, nous permet d’obtenir la deuxiéme estima-
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3. Enoncé du résultat et preuve

tion, & savoir

Jy 0@l ulde < [y (@) ([P + [P da
< p(@) ) €
< 2laloge) <‘|u”| oo o) S

pour R suffisamment grand. De maniére similaire on montre que les deux der-
. . ra . Y 8
niers termes sont inférieurs a —.

‘|u|p(x)

En reprenant pas a pas les mémes arguments, on en déduit que

(W' (1) — 0 (W), — ) < A / V(@) (a2 = 10l ) | — ] do

Br

“/ V() (Junl“® 4 0l s+l + a2 ) d

Bg

<

V(@) (lual " = a7 )| ol =

+e2 |V (7)), (‘|un|q(w) ) ) <e,
q(z)

La derniére étape consiste a utiliser deux inégalités élémentaires dans RY, &
savoir

(p = 1)1 =nl* (1] + D" < (K2 ¢ =l ") (C=n), pla)>2

(0= IC=nl (¢l + )" < (IKP2C =" n) (C=n), 1<p(z)<2.

11 résulte de (2.4) que (¢’ (un) — ¢’ (u),u, —u) — 0 quand n — oo. Or si
p(z) > 2, nous obtenons a l'aide la premiére inégalité

‘q(:r

+ ‘\u|q<:D

pour n, R assez grand.

- / IV, — VulP' dz <

RN

/ <|Vun|p(z)_2 Vu, — |Vu|p(:‘”)_2 Vu

RN

) (Vu, —Vu)dr — 0 quand n — oc.

Au contraire, si p(z) > 1 il faut considérer les deux ensembles

U—{SBGRN,p >2} {xGRN1<p <2}

et par la suite, appliquer la premiére inégalité sur U, et la deuxiéme inégalité
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3. Enoncé du résultat et preuve

sur V,. m

Proof of theorem 3.1. Selon le lemme 3.2, 3.3 et le lemme 3.4, la fonctionnelle
énergie J, satisfait les conditions géométriques du théoreme de Passe-Montagne.
¢ est donc une valeur critique de J, associée au point critique u € W, qui est

précisément une solution de (2.1). La preuve est terminée. m
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CHAPITRE 3

Systéme elliptique non-linéaire du type p(x)—Kirchhoff

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence de solutions pour une
classe de systémes elliptiques avec un terme non local dans RY. La encore nous
appliquons le théoréme de Passe-Montagne. Le fait de travailler sur 1’espace RY
tout entier rend ’étude plus ardue.

Nous considérons donc le systéme

( ! OF
—M R p(x) A _ RN
RN
NGED
1 OF
- - q(x) _ N
M2 ( / q (.I') |V/U| d.’]}) Aq(z)’U —av (aj7 U, U) dans R
\ RN

ol p et ¢ sont des fonctions a valeurs réelles satisfaisant 1 < p(z),q(x) < N
(N > 2) pour tout = € RN, M et M, sont des fonctions continues et bornées. Pour
simplifier, nous nous limitons au cas M; = My = M . Les résultats restent valables
dans le cas ou M; # M, moyennant des conditions plus fines sur ces fonctions. Le
potentiel F € C* (RY x R?). Le couple de solution (u,v) évolue dans les espaces

de Sobolev généralisés.
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1. Introduction

L’étude de systemes elliptiques dérivant d’un potentiel a été faite pour le Lapla-
cien dans [19], les auteurs ont étudié I'existence de solution du systéme elliptique

de la forme

—Au = D (z,u,v) dans €

F
—Av = g—v (x,u,v) dans Q

Les auteurs dans [21] ont étudié le systéme elliptique faisant intervenir 'opérateur

p—Lapalcien défini dans RY tout entier

OF

—Ayu = rm (x,u,v) dans RY
oF

—A = Fm (z,u,v) dans RY

avec des conditions de croissance sous et sur critiques sur les non-linéarités, 1 <
p,q < N. Il a été établi ici encore 1’existence de solutions non triviales.
Dans [22], 'auteur prouve P'existence et la multiplicité de solutions en traitant
le systéeme
: p(z)—2 OF
—div <|Vu| Vu) = — (z,u,v) dans Q

A q(z)—2 _ Y ,
div <]Vv\ Vv) 5 (x,u,v) dans Q

u=0,v=0 sur 0f)
avec ) un domaine borné de RY, de bord 09, N > 2, p,q € C (ﬁ) ,p(r) >1et
q (z) > 1. La fonction F est supposée continue pour € 2, de classe C! (Q) pour
u,v € R et satisfaisant des conditions de croissance sous-critiques.
En 2012, dans [20], les auteurs ont démontré 'existence de solution pour le

systeme elliptique

F
—App)u = 2_14 (z,u,v) dans RY
—Ay)V = Fm (z,u,v) dans RY

en montrons que la fonctionnelle d’énergie est faiblement semi-continue et co-
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1. Introduction

ércive sur un espace de Banach réflexif.

Dans le papier de [46], ’étude porte sur le probléme

F
_div <|vu’1)(m)—2 Vu) + |u|P(l’)_2 u = aa— (x,u,v) dans RN
Uu

_OF
T o

—div <|Vv|q(x VU) + o] 172y (z,u,v) dans RY
avec N > 2 p(z) et g (x) sont des fonctions de RY. La fonction F est une fonction
de Caratheodory, bornée sur RV et de classe C' par rapport & u et v. L’outil

essentiellement utilisé reste la théorie des points critiques,.

Enfin, pour les équations elliptiques du type p(x)—Kirchhoff , nous citons les
travaux de [12] ,[31], [32], [38], [41] et [47]. Ici les approches sont aussi différentes
les unes que les autres.

En rappel, 'auteur [16], a montré l’existence et la multiplicité des solutions

pour le systeme elliptique

(
1 F
—M /W V) dm) div \Vu\p(x u) = g_u (v,u,v) dans Q
N
1 F
/— V|2 dx) d1V |Vv|q (@)-2 v) _or (x,u,v) dans
q(x) v
N
u=v=0 surdfd

\

ou 2 est domaine borné¢ RY, de bord 99, p(z), q(z) € C4 () avec 1 < p~ =
minp () < p¥ = maxp(z), 1< ¢ = ming(z) < ¢© = maxq(z). M (1),
]\54]2 (t) sont des fonct?ons continues telles que %\/[1 (t) = My (t). ’

Dans [15], les auteurs montrent a l’aide du principe variationnel d’Ekeland

I’existence de solution pour le probléme
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1. Introduction

1 p(o) - -2, - OF
/p @ |Vul" dz | div <|Vu] Vu> = 5. (u,v) + py (x)  dans ©Q,
1 () - a2y, = IF
/q @) (Vo™ dz | div (|VU| Vv) = 0 (u,v) + py (x)  dans Q,
ou Ov
\ % = a_n =0 sur 0f).

Nous allons chercher les solutions de (3.1) dans Iespace produit W) a@) =
wir) (RV) x Whi@ (RV) équipé de la norme :

1, )| pay = [l pay + 1014z

Définition 1.1 On dit que (u,v) € Wyp) @) est une solution faible de (3.1) s

pour tout (z,w) € Wy q@) on a

()

N R

1
/ —  Vu|fdz | | |[Vu[' T VuVade
N

1
+M /(— V| dx /|V1}|q(96)_2 VoVwdz

N

RN
oF oF
—/% (x,u,v) zdr — /% (x,u,v)wdx =0,
RN

RN
La fonctionnelle d’Euler-Lagrange I : W) 4») — R, associée au probléme
(3.1) est définie par
I (u,v) = J(u,v) — K (u,v),

avec
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1. Introduction

J (u

q(z)

2\
’B

1
do | + M /—|Vv\q(m)d:v :
N
et

K(u,v):/F(x,u,v)dx.
Iciﬁ(t):/tM(s) ds.

0

Nous allons énoncé les différentes conditions que doivent satisfaire les non li-
néarités. Grossierement, la fonction F' doit étre assez réguliére, nulle & l'origine et
que ces dérivées partielles vérifient des conditions de croissance polynomiales. En

clair :
(H1) F € C* (RN x R%,R) et F (z,0,0) = 0.

(H2) 1l existe deux fonctions-poids a;, b;, i = 1,2 telles que :

oF _ _
O (e < ar (o) 4 (o) o™
oF _ _
e R TR O

ot 1 < ¥y, 7a, iy, g < inf (p(2),q (), et p(x),q(x) > §, pour tout x € RY.
Les fonctions-poids appartiennent & des espaces bien choisis, c’est-a-dire :

a € L0 (RY); ay, by € L@ (RY); by € Lo2®) (RY),

_ @) g p*(2) q" (x) o () —
weeml) = L1 MY S e @ - w
q(z)

g(r) -1
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1. Introduction

1
(H3) Il existe des constantes R >0, 0 > let up <1 — i et une fonction positive

H :RY x R? — R tel que pour tout x € RY | |u|, |[v| < R et t suffisamment
1 1

grand, nous avons F' <x,tp_+u, tq_+v> >t'H (v, u,v) .
(H4) De plus, F vérifie une variante de la condition de Ambrosetti-Rabinowitz, nous

avons

oF OF
<y — .
0< F(x,u,v) Sug (w,u,v)+vav (z,u,v)

(H5) Il existe my > 0, p € 0, 1] tels que mg < M (t) et ]\7(15) > (1 — p)M(t)t.

M(t
Remarque 1.1 D’aprés (H5), nous savons que la fonction g (t) = § ) est

th—1
décroissante, donc pour tout tog > 0, lorsque t > ty, nous pouvons obtenir

g(t) < g(t)

et
Mt M
(®) < (0),pourt>t0
1 1
-1 -1
tH t#
Mt Mt
= In i) <In (10), pour t >t
tpe—1 t(/;b—l
= InM(t) — Int < InM(t,) — Into, pourt >t
_M JE—
= ln]\/4\(t) Sln]\/i(to)— Int — Inty, pourt > tg
_//L J—
—~ — ) -
= InM(t) <InM(ty) + IntT=+ —Int,™", pourt > tg
d’ot .
— M (t
W (1) < Mokt < oy
to ™"



2. Existence de solutions

2 Existence de solutions

Lemme 2.1 [16/ La fonctionnelle I est bien définie dans Wy(z) ), €t il est de

classe C*, et nous avons
I (u,0) (2,w) = DI (u,0) (2) + Dyl () (w)

ol

DiI (u,v)(2) = M \R/ % IVul™ da / IVulP " VuVzde — DK (u,v) 2
p(z

Dol (u,v) (w) = M \R/ —— |V dx /|Vv|q(x VoVwdzr — Dy K (u,v)w
avec Dy1 (u fRN — (z,u,v) zdx
DI (u fRN — (z,u,v) wdx
v

Lemme 2.2 Sous les hypothéses (H1) - (H5), il existe p, a > 0 tel que I (u,v) >
a si [|[(w, )|,y = p pour tout (u,v) € Wy() ga)-

Preuve. La fonction F' étant réguliére, on peut écrire

8F

F(z,u,v) = s (x,s,v)ds+ F (x,0,v)
0
[ OF [ OF
= 5 (xsv)ds—i—/g(x,O,s)ds+F(x,0,0)
0 0

u v

= /(a1 (@) s + ag (2) 0] 7) ds+/62 (z) |5 ds

0 0
< o fan (@) Jul™ + ag (@) [0 [ul + bs (2) o]2] .

36



2. Existence de solutions

Nous obtenons par intégration

[t4] e ()

1
/F (.T,’LL, U) dx S C2 |:|a’1|a1(17) ||UP1 |p(a:) + |a2|ﬁ(x) ||U|’y2 q*(z)

RN

Suite & l'injection continue de W) dans L*@P@ (RN ), pour s(z) > 1, il

existe ¢; > 0 tel que

[l iy = [l 0y < 1l

Pour les mémes raisons, on a aussi

|72*1

Ig @ = Y W32—1>q @) =6 ”““q(x
et
[l YOl e [

Par conséquent
|K (U, U)| <y [|a1|o¢1(df) |u|'71 () + |a2|ﬁ x) |U 7’32—1) |U p*(2) + |b2|0‘2 (z) |U paq(@) ] ’

Finalement

1
K (u,v)] < ¢ |:|a1|a1(m [RR% ooy T 1920502 HUH;@) [wll iy + 102] ) NIV Z(Qa:)i| ‘

D’autre part, en vertu de la proposition (1.9) on a

37
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2. Existence de solutions

1 1
I(u,v) = /— V" dx | + M /— IVol? dz | — /F(x,u,v) dx
p(x) q(x)
N RN
> @/|Vu|p<x> dm+@/|vv|Q(x) d
p* q*
RN RN
—C |:|a’1|a1(w) HU‘H;(lx) + ‘a2|,8(:p) H’UH’Y Hqu(x ‘b2’a2(x) ||U”Z(2m):|
myo pl mo
z o el + 5 1ol )
= 101y oy I3y + L] HOI2 Hly + 2 ]y I0122

Compte tenu de ’hypothése H2, on voit aisément que [ est strictement positif

pour p assez grand. m

Lemme 2.3 Supposons que (H1) - (H5) vérifient. Alors il existe (€1, e2) € Wy(z)q(x)
avec ||(eq, ea)]| > p tel que I (e1,e2) <0

Preuve. Cette démonstration fait appel aux propriétés de la fonction M. Tout
d’abord, on déduit de ’hypothése (H5) que

— M (to) 1 a1
M(t) < (lo)tliu < CtTE, Vt>ty > 0.
5"
Nous choisissons arbitrairement (ug,vo) € Wy(z)q@): %o, vo > 0 . Un calcul

élémentaire montre que

1 1 — 1
I (tp+U0,tq+’UQ) =M /—
p(x)
N
5 1
M /qm
N

1 1
—fRN a (m,tl’+ ug, ta* vo) dx

p(z)

dx

L
th+ Ug

q(z)
dx

L
Vit at Vo
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2. Existence de solutions

1 1
— Jan F (x,tp+ ug, ta" UO> dx.

1 1
1—p 1—p

1 1
N b N 4
—t'H (2, ug, vo)

< Ctie | L max |Vl
P

—t'H (z, ug, v9) < 0.

11 est facile de voir maintenant que [ (tug,tvg) — —oo quand ¢t — +00. ®

= = L
o 1Fuls |+ max {19ul 19wl )

L
p(z)

Lemme 2.4 La fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale (PS). pour
tout c € R.

Preuve. Soit (u,,v,) est une suite de Palais-Smale de niveau ¢ € R, c’est-a-dire
que I (uy,,v,) — c et I' (u,, v,) — 0. Tout d’abord nous allons vérifier que (u,,, vy,)

est bornée.
En effet, puisque I’ (un, vy,) (tn, v,) < €, pour n assez grand et I (u,,v,) < C,
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2. Existence de solutions

on peut écrire

C+en = 1 (un,vn) (Un,v3) — I (tn, )

1 1
> M / —— V'™ da / IVu"'™) dz + M / — V"™ da / Vo7 da
p(z) q(x)
F I3 _— 1
_ g—u (@, Up, V) updz — g—v (2, Up, Vp) Vpdx — M /m |Vun|p(x) dx
RN RN N
i 1 q(z)
—-M —— |V, | dx | + | F(z,upn,v,)dz
q ()
N RN
F
> myg / ‘Vulp(m) dz + mo / !Vv|q(m) dx — / (z_u (, U, V) upd
RN RN RN
F 1
_ %—U (@, U, V) Updx — (1 — ) mo / o) |vun|p(a:) dr
RN RN
1
—(1—=u)m /— Vv, q(x)dx—l—/F T, Up, V) d
= pma [ (9ol (2,00, 2)
RN RN
L - 1 1— 1
> my (1 _ “)> /— 1V, [P da: + mg (—( “)) / |V, [P daz
P~ p(x) q p(2)
RN RN
F F
+ / F (z,un,v,) dr — g_u (T, Up, Uy) Updx — g—v (2, Up, Uy) Vpdx
RN RN RN

> o (1= 2B s ma (=) ol

Il y a contradiction si nous supposons que la suite (u,,, v,,) est non bornée. Cette
suite est donc bien bornée et admet par conséquent une sous-suite notée encore
(U, v,) convergente faiblement dans Wo(z),q(z)- Maintenant, nous allons montrer
que (un, vy) est fortement convergente dans W) 4(x)- Pour cela, nous faisons appel
aux inégalités élémentaires dans RY déja citées au chapitre II et nous décomposons

I’espace RY en quatre sous domaines.
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2. Existence de solutions

Si p(x) > 2, la premiere inégalité donne

92— pt M (f]RN ‘Vun|l7 (z) dx) (fRN % ’Vumvﬂ(a:) d:l}) fUp \Vun . Vum|p(z) dx
<M (f]RN O] \Vun]p dx) M (fRN 1|
X fU |Vun|p(x)72 Vun (Vun - Vum) dx
—M ( S 55 |vu 7 d) M (fon 5 1Vt " d )
X Ju, |Vt [P 72 Vit (Vg — Vi) da
<M <fRN [V, [P dm) (f]RN 1V 2ty [P d$>
X [an |Vun|p >V, (Vi, — Vi) de
—M <fRN p(z) ’Vun‘p 33) ) (f]RN ]ﬁ |Vum|p(m) dx)
X [on |vum|P(l“ Vit (Vi — V) dz
<M (fRN @) |Vum|p (@) dm) I (U, Uy) (U, — U, 0)
—-M (IRN L |V, [P da:) I (U, V) (U, — Uy, 0)
= M (Jion 55 [V ) I (1, 02) (10 = 1, 0)
M (fRN ﬁ ‘vun|p x) d.I) I, (um7 Um) (un - um> 0)
+M <f]RN [V 2ty [P dx) K’ (tun, vy) (U, — U, 0)
(IRN G [V, [ dx) K' (U, V) (U, — Uy, 0)

Observons que la suite numérique positive
1 p(z)
X, =M — |Vu,|"™" dx
/ p(x)

est bornée de R. On peut alors extraire une sous-suite convergente notée encore
X,. En gros, on peut extraire une sous-suite de u,, (notée encore u,,) telle que X,

est convergente. Ainsi nous pouvons écrire :
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2. Existence de solutions

2-r" X X, fUp YV, — Vum|p(oc) dx
S XmII (uny 'Un) (un — U, O) - XnII (um7 Um) (un — U, 0)

+ X K (U, vy) (U — Uy 0) — X0 K (W, U) (U, — U, 0)
Au contraire si 1 < p(x) < 2, nous utilisons la seconde inégalité (see [42]), pour

obtenir
iy 1Vt = Vit di

< fv |V, — Vg, |p (IVu,| + |V,
(@) p(@)(p(o)=2)
< 2(|vun Vit [P . [Vt + Vit

p(x)(p p(z )2 p(z))
) (|Vun| + | V) dz

P(Z)(2 p(z))

’qun + V|

pz

< QIPZ%EX (fRN Vit — V| [V, + Vum]p(z - dl’)

27;72‘
2

Xmax (fRN |V, + Vum]p(m) dx)
< 2max (p~ — 1)% max [fRN IV, P72 YV, (Vu, — V) do
— Jan |Vum|p(x)72 YVt (Vi, — V) dx} ?

2-p
2

Xmax <fRN |Vu, + Vum|p(z))
En vertu de la Proposition 1.7. et Proposition 1.9., le fait que ||I’ (u,, v,)|| — 0

et la compacité de 'opérateur K’, on obtient

lim IVt — V[P dz = 0.
n,m—00
RN

En utilisant les mémes arguments nous montrons que

lim Vv — Vo' de = 0.

n,m— oo
RN

Par conséquent, (u,,v,) est une suite de Cauchy dans W) 4(z)- La preuve est

terminée. m

Théoréme 2.1 Systéme (3.1) a au moins une solution faible non triviale

Preuve. Tenant Compte des Lemme 2.2, 2.3 et 2.4, nous pouvons appliquer le
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2. Existence de solutions

théoréme de passe montagne (see [21]) pour conclure que le systéme (3.1) a une

solution faible non triviale. m
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CHAPITRE 4

Annexe 1 : Quelques résultats utilisés dans les

démonstrations

Théoréme 0.2 (convergence monotone) Soit { fi.}r une suite de fonctions de

L tel que
sup/fk < 00.
" w

Alors f, (x) converge p.p. sur 2 vers une limite finie notée f (x), de plus f € L*
et

an - fHLl — 0.

Théoréme 0.3 (convergence dominée de Lebesgue) Soit f,, une suite de fonc-
tion de L'. On suppose que

. fn— f p.p. surl,

ii. il existe une fonction g € L' telle que, pour chaque n, |f,| < g(z) p.p. sur
Q. Alors

felr () et |fa—flp—0.

Théoréme 0.4 Soit f une fonction positive intégrable sur E. Pour tout € > 0, il
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CHAPITRE 4. ANNEXE 1 : QUELQUES RESULTATS UTILISES DANS LES
DEMONSTRATIONS

existe n > 0 tel que pour tout sous-ensemble A C E avec m,(A) <n, on a

A/f<e.

Théoréme 0.5 (du Dois-Reymond) Soit Q un ouvert de RY.
Si fe L. () tel que

loc
/fu:O, Vu € Cg° ()
Q
alors f =0 p.p. dans €2

Preuve. Pour la démonstration voir [8] m
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Conclusion

Conclusion

ans cette thése, nous avons étudié des problémes elliptiques non linéaires fai-
Dsant intervenir 'opérateur p (x) —Laplacien. Nous avons établi des théorémes
d’existence a 'aide de la théorie des points critiques, précisément 'utilisation du
théoréeme de Passe-Montagne était concluante. Les difficultés rencontrées sont de

deux natures : équations & exposant variable, définies sur des domaines non bornés.

Ceci nous a amené a travailler sur des espaces de Sobolev non classiques.
En perspective, nous envisageons d’étudier des problémes de méme nature en
appliquant le théoréme de la fontaine. L’établissement de ’existence d’une infinité

de solution reste le résultat escompté.
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