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Résumé

Dans cette thése, nous étudions premiérement les solutions périodiques de

la classe des équations différentielles du troisiéme ordre de la forme
T+ At + h(t) =eF(t,z, &, %)

ol € est un petit paramétre, A > 0, x € R, h(t) est une fonction %—périodique

et I est une fonction non linéaire périodique de période 2%. En utilisant la

%
théorie de la moyennisation, nous donnons des conditions suffisantes pour
I’existence de ces solutions périodiques.

La seconde partie de ce travail est ’étude du nombre maximum des cycles
limites de la classe des systémes différentiels polynomiaux de Liénard généra-
lisés de la forme

i = y2p71
. 2¢—1
g o= —a" —ef(x,y)

ol p et ¢ sont des entiers positifs, € est un petit parametre et f(x,y) est un
polynéme de degré m, en utilisant la théorie de la moyennisation. De plus,
nous allons donner des applications.

M ots clés : cycle limite, théorie de la moyennisation, équation différen-

tielle du troisiéme ordre, systéme polynomial de Liénard généralisé.
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Abstract

In this thesis, first we study the periodic solutions of the class of the third

order differential equations of the form
T+ AE+h(t) =cF(t,z,2,%)

where ¢ is a small parameter, A > 0,z € R, h(t) is a %—periodic function
and F'is a %—periodic nonlinear function. By using the averaging theory we
give sufficient conditions for the existence of these periodic solutions.

The second part of this work is the study of the maximum number of limit
cycles of the class of the generalized Liénard polynomial differential systems
of the form

i o= y2p71
g = —2" —ef(z,y)

where p and ¢ are positive integers, € is a small parameter and f(z,y) is a
polynomial of degree m, by using the averaging theory. Moreover, we give
applications.

K eywords : limit cycle, averaging theory, third order differential equa-

tion, generalized Liénard polynomial system.
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Introduction générale

Les équations différentielles jouent un roéle essentiel pour la modélisation
des systémes physiques, mécaniques, chimiques, biologiques ou économiques.
Cette notion apparait chez les mathématiciens a la fin du 17¢¢ siécle. A cette
époque, les équations différentielles s’introduisent par le biais de problémes
d’origine mécanique ou géométrique comme par exemple : le mouvement du
pendule circulaire, probléme du mouvement de deux corps s’attirant mutuel-
lement suivant la loi de la gravitation newtonienne, probléme du mouvement
des corps élastiques, probléme de I’équation de la courbe décrivant la forme
prise par une corde, suspendue aux deux extrémités et soumise & son propre
poids...

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions
inconnues et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond
au degré maximal de la différentiation auquel I'une des fonctions inconnues a
été soumise.

On remonte le début de I’histoire des équations différentielles au début
de ’analyse avec Ferma, Newton et Leibniz. D’aprés Encyclopédie des
mathématiques, le terme "équation différentielle" est di & G. Leib-
niz (1646-1716) en 1676. Cette notion fait tout d’abord l'objet d’études
en vue d’une résolution algébrique pendant les deux premiers siécles de son
apparition. L’une des premiéres tentatives remonte & Newton (1642-1727)
qui proposa une résolution par des séries infinies et prétendit que cette mé-
thode permettait de résoudre toute équation différentielle. Puis, Bernoulli
(1667-1748) découvrit la méthode d’intégration des équations différentielles
a variables séparables. Cette méthode fut développée et généralisée par la
suite par Leibniz qui aussitot fut capable d’intégrer les équations différen-
tielles homogenes et ensuite les équations différentielles linéaires du premier
ordre. Un peu plus tard, Taylor (1685-1731) utilisa les séries pour résoudre
les équations différentielles.

Dés le début du 18°™¢ siecle et grace aux discussions avec Bernoulli,
Euler et Lagrange (1736-1813) sur ce qu’est une fonction et ce qu’est une

solution d’une équation différentielle, Euler en 1736 développa des méthodes
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de résolution basées sur des séries et certaines fonctions spéciales. Il développa
par ailleurs des stratégies générales pour obtenir des solutions pour beaucoup
de genres d’équations différentielles. A la fin du 18°™¢ siecle, Gauss (1777-
1855) démontra la nécessité de l'introduction des nombres complexes dans
le champ. Cauchy (1789-1857) fut le premier & apprécier 'importance de
ce point de vue. Dans les années 1820, il donne une nouvelle direction & la
théorie en démontrant que dans certaines limites toute équation différentielle
est solvable. Or aux mémes périodes que les travaux d’Abel (1802-1829)
et de Galois (1811-1832) annongant que certaines équations différentielles,
notamment les équations non linéaires n’avaient pas des solutions qui puissent
étre décrites par des formules, Liouville en 1841 montra 'impossibilité de
résoudre certaines équation différentielle méme d’ordre peu élevé. Les théo-
rémes d’existence pour les solutions des équations différentielles du premier
ordre ne furent établis qu’en 1876 par Lipchitz (1832-1903).

Ainsi, le 19°™¢ siecle a été dominé par la problématique d’existence et
d’unicité de solutions et de fonctions de variables complexes mais également
par la naissance de la résolution numérique. Certaines contributions d’Euler
débouchérent en 1840 sur une méthode connue aujourd’hui sous le nom de
"la méthode d’Euler". Les premiéres méthodes numériques datent du 19¢¢
siecle, mais le développement de ’analyse numérique de ces méthodes ne fut
entrepris qu’en 1950 simultanément avec ’apparition des premiers calcula-
teurs électroniques.

Poincaré (1854-1912) introduisa de nouvelles fonctions transcendantes
et se lanca dans 1’étude des comportements globaux des courbes solutions.
Ainsi, la théorie qualitative des équations différentielles fut inaugurée. L’inté-
rét des travaux de Poincaré n’est malheureusement redécouvert qu’au début
des années 60 par Lorenz qui retrouvera le caractére chaotique des condi-
tions météorologiques liées a la sensibilité des conditions initiale. Au début des
années 70, la découverte de Lorenz ouvra la voie de beaucoup de physiciens
et des mathématiciens & I’étude des phénomeénes non linéaires et chaotiques.

Dans les années 1920, le staticien austro-hongrois Lotka et le mathé-

maticien italien Volterra élaborent un modéle qui décrit la dynamique des
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systémes écologiques o cohabitent un prédateur et sa proie (lynx et lievres
des neiges dont les recensements précis ont été établis par la compagnie de
la baie d’Hodson). Ce modele est constitué d’une équation différentielle qui
traduit I’évolution des populations de chaque animal.

Ainsi, quand les lynx sont nombreux, la population des liévres décroit,
ce qui entraine la diminution du nombre des lynx, puis 'augmentation des
lievres libérés de la pression des prédateurs...Aux mémes années, en physique
le Néerlandais Ven der Pol décrit de cette facon les oscillations d’un circuit
électrique doté d’une lampe dont la résistance dépend de ’'intensité du courant
qui y passe.

Dans les deux exemples, & mesure que le temps croit, le comportement
du systéme a tendance & devenir périodique. Graphiquement, les courbes qui
représentent les solutions s’approchent d’un cycle qu’on I'appelle "cycle li-
mite". Que ce qu'un cycle limite donc ?

Les cycles limites sont apparu en 1881, dans le mémoire écrit par Poin-
caré sur les courbes définies par une équation différentielle. Un cycle limite est
une orbite périodique isolée dans ’ensemble de toutes les orbites périodiques
d’une équation différentielle. L’importance de pouvoir déterminer le nombre
des cycles limites fait la seconde partie du 16°™¢ probléme de Hilbert [19]
qui peut étre formulée de la fagon suivante : Quel est le nombre maximum
des cycles limites noté H(n) que peut avoir le systéme polynomial planaire
de degré n

{ & = P(a,y)

y=Q(z,y)
Ce probléme n’est toujours pas résolu 112 ans aprés son énoncé! En 1923,
Dulac [I3] proposa une démonstration assurant que ce nombre est fini pour
tout m, mais cette démonstration comportait une erreur. La résolution du
Dulac a été faite d’une fagon indépendante par Ecalle, Martinet et Mloussu
en 1987, Ilyashenko en 1991 et par Ecalle en 1992. Cette résolution permet
de prouver que le champ de vecteurs polynomial posséde un nombre fini de
cycles limites. Mais ils n’ont pas pu trouver une estimation uniforme de ce

nombre.



Les chercheurs considérent une classe spéciale des équations différentielles.

C’est la classe des équations de Liénard [27]

(1)

j=—a

{ t=y— F(zx)

2n+1 .
ou F(xz) = > a;z' et F(0) = 0. Donc le probleéme de Hilbert affaibli consiste
i=1

& chercher une borne supérieur pour le nombre de cycles limites de I’équation
de Liénard . Mais aucune majoration n’est actuellement connue. En 1997,
Lins, De Melo et Pugh [28] ont prouvé que :
— Pour F(x) = a1z +ax? +azx® et ajag < 0, le systéme a exactement
un cycle limite. Il est stable si a; < 0 sinon il est instable.
— Pour F(z) = a12 + azz® + asz®, le systéme a au plus deux cycles

limites.

En 2001, Perko [39] a démontré que :
2n+1 )
— Pour ¢ suffisamment petit, le systéme avec F(z) = ) a;z" peut
i=1
avoir au plus n cycles limites.

— Le systéme a exactement n cycles limites si et seulement si I’équation

de degré n

a 3a 5a 2n+2 \ a
1+3p+5p3+...+< ) 2ntl n —

2 8 128 n41 | 220t

a m racines positives p; = rjz ot j§ = 1..n. Dans ce cas les cycles limites
tendent vers les cercles de rayons r;j, j = 1..n centrés a ’origine quand

e—0.

Il y a beaucoup de chercheurs qui ont étudié le nombre maximum de cycles
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limites du systéme de Liénard généralisé donné sous la forme

T =y
{ i = —g(z)— fla)y @

ol f et g sont deux polynoémes de degré n et m respectivement. Notons par

H(m,n) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitudes du systéme

(2
En 1984, Blows et Lloyd [2] ont donné les résultats suivant :

Si g est impair, alors fI(m,n) = [%] .

Si f est pair, alors H(m,n) = n.
— Si f est impair, alors fI(m, 2n+1) = [mT_ﬂ +n.
— Si g(x) = x + ge(x) ou g, est impair, alors H(2m,2) = m.

En 1998, Gasull et Torregrosa [17] ont trouvé des bornes supérieurs pour
H(7,6), H(6,7) et H(7,7). En 1999, Lynch et Cristopher [35] ont déve-
loppé une nouvelle méthode algébrique qui permet de déterminer la constante
de Liapunov du systéme . Ils ont donné les résultats suivant :

~ H(m,2) = [2H].

— H(2,n) = [2&1].

~ H(m,3) =2] mE2] pour tout 1 < m < 50.

H(3,n) = 2[3%2] pour tout 1 < m < 50.
H(4,k) = H(k,4), k=6,7,8,9 et H(5,6) = H(6,5).

En 2006, Yu et Han [48] ont obtenu des valeurs précises de H(m,n) =
H(n,m) pour {n = 4,m = 10,11,12,13}, {n = 5,m = 6,7,8,9} et {n =
6,m = 5,6}. Notons par H(m,n) le nombre maximum de cycles limites que
peut avoir le systéme (2). Dumortier, Li et Rosseau (1990-1996) [14] et
[15] ont assuré que H(3,1) = 1. En 1997. En 1998, Coppel [12] a trouvé que
H(2,1) = 1.

Les chercheurs ont obtenu des résultats importants en utilisant des tech-

[N

niques différentes (intégrale abélienne, méthode de moyennisation, la mé-
thode de Melnikov,...) d’ou on a des estimations de la borne inférieure des
nombres de Hilbert : H(2) > 4 [7,[44] 49], H(3) > 13 [24], H(4) > 22 [§],

xii
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En 2009, Libre, Meurew et Teixeira [30] ont obtenu une borne inférieure

de H(m,n) notée Hy(m, n) pour tout m,n > 1 pour le systéme

T =y
g = —o—Y " (N@y+gn(x)

k>1

et de cette estimation ils ont trouvé que Hj, (m,n) < ﬁ(m, n) pour k =1,2,3.

En 2012, en utilisant la théorie de la moyennisation, Badi et Makhlouf [I]
ont étudié le nombre maximum des cycles limites H (m,n) qui bifurquent des
orbites périodiques d’un centre linéaire perturbé dans la classe des équations

polynomiales de Liénard généralisées de degré m et n

T =y

g o= —z— Y (@) +gh(x)
k>1

ott pour chaque k le polynome g%, (z) est de degré m, f¥(z,y) est un polynome
de degré n et ¢ est un petit paramétre. Ils ont trouvé une borne inférieure de

H(m,n) notée Hy(m,n) telle que

Hi(m,n) < H(m,n) < H(m,n).

Plan de la thése : Cette thése se compose de quatre chapitres.

— Le premier chapitre comporte des rappels sur des notions prélimi-
naires classiques et des outils que nous avons utilisé dans ce travail pour
démontrer nos résultats. Nous avons commencé par définir les systémes
dynamiques, la linéarisation, les points d’équilibre et leur nature. Nous
avons défini aussi la notion de cycle limite et 'amplitude d’un cycle

limite.
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— Dans Le deuxiéme chapitre, Nous avons introduit la théorie de la
moyennisation pour chercher les cycles limites des systémes différentiels.
Nous avons illustré les théorémes par plusieurs exemples.

— Dans Le troisiéme chapitre, nous avons donné les conditions suffi-
santes pour l'existence des solutions périodiques d’une classe des équa-
tions différentielles du troisiéme ordre contenant un petit parameétre e
en appliquant le deuxiéme théoréme de la moyennisation du premier
ordre. Ce chapitre a été publié dans le journal "Annals of differential
equations". A. Makhlouf and M. Hamamda. Limit cycles of a third order
differential equation. Ann. of Diff. Eqgs. 30 :4(2014) ; 416-423.

— Le quatriéme chapitre est basé sur la détermination du nombre maxi-
mum des cycles limites d’une classe des systémes différentiels polyno-
miaux de Liénard généralisés. Nous traitons cette étude en utilisant
le théoréme de la moyennisation du premier ordre. Ce chapitre a été
publié au journal "Global Journal of Pure and Applied Mathematics".
M. Hamamda and A. Makhlouf. Limit Cycles of a Class of Generali-
zed Liénard Polynomial Equations. Global Journal of Pure and Applied
Mathematics. ISSN 0973-1768 Volume 12 : 2 (2016) ; 1831-1843.



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales et prélimi-
naires pour ’étude qualitative des systémes dynamiques et des équations dif-
férentielles ordinaires. Ensuite, nous introduisons la notion d’un cycle limite

et 'amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire.

1.1 Problémes a valeur initiale
Soient U un ouvert de R x R% et f : U — R? une fonction continue.

Définition 1.1.1 i) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est

une relation de la forme

o(t) = f(t,2(t))
que l’on note brievement

dx

.t y .o dT
= f(t,z) ou & g7

(1.1)

ii) Pour (to,xo) donné, un probléme & valeur initiale associé a l’équation



1.2. Existence et unicité de la solution

est donné sous la forme
&= f(t,z), z(to) = xo. (1.2)

Définition 1.1.2 i) La fonction x est dite solution de l’équation sur
un intervalle I C R si elle est définie et contindment dérivable sur I, si
(t,xz(t)) € U pour tout t € I et si x satisfait la relation sur I.

i) Soit (to,x0) € U donné, la fonction x est dite solution du probléme a
valeur initiale s’il existe un intervalle I contenant tg tel que x est une
solution de l’équation sur I et vérifie x(tg) = xo.

1.2 Existence et unicité de la solution

Théoréme 1.2.1 (Existence) Soit U un ouvert de R x R, Si f : U — R4
une fonction continue alors pour tout (to,xo) € U, le probléme admet

au moins une solution.

Définition 1.2.1 Soient U un ouvert de R x R et f = f(t,z) : U — R%
f est localement lipchitzienne en x si pour tout fermé et borné (compact) K

dans U, il existe une constante L > 0 telle que
’f(taxl) - f(tan)’ < L ‘1'1 — 2
pour tout (t,x1) et (t,z2) dans K.

Définition 1.2.2 Pour (tg,xzo) € U donné, une solution du probléme a valeur
initiale est dite unique si elle coincide avec toute solution partout o elles

sont toutes les deux définies.

Théoréme 1.2.2 (Unicité) Soit U un ouvert de R x R, Si f = f(t,x) :
U — R? est continue et localement lipschitzienne en x, alors pour tout (to, o) €
U, le probléme admet une solution unique.



1.4. Systémes dynamiques

1.3 Stabilité de la solution

La stabilité est I'un des aspects essentiels dans 1’étude des systémes dyna-

miques. Cette notion a été étudiée par Liapunov (1857-1918).

Définition 1.3.1 Soit le probléme a valeur initiale . Supposons que f
satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la solution. Soit
o(t) une solution du probléme telle que ¢(tyg) = ¢ est dite stable au sens
de Liapunov si Ve > 0,35 > 0 telle que toute solution x(t) de vérifie

[z(to) — ¢oll < & = [[=(t) — d()]| <&, Vi = to.
Si de plus tlim lx(t) — o(t)|| =0 alors la solution ¢(t) est dite asymptotique-
ment stable.
1.4 Systémes dynamiques

Définition 1.4.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : RT x
R"” — R"™ telle que

d

x) i RT — R™ est continue

S S

0,z) ==

(

(t,.) : R™ — R™ est continue

(

U(t+s,z) =U(t,U(s,z)) pour t,s € RT et z € R™.

1.
2.
3.
4.
Exemple 1.4.1 Soit le systéme

= Az, x(0)=xg (1.3)

ot A est une matrice constante, t € RT et x € R™. La solution de est
donnée par
z(t) = ey



1.6. Points d’équilibre et linéarisation

Le systéme engendre un systéme dynamique
U:RT xR" - R"

Ult,z) = ez

1.5 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.5.1 Soit le systéme non linéaire

& = f(z) (1.5)

avec la condition initiale x(0) = xo, xo € E, E est un sous ensemble ou-
vert de R™ et f € CY(E). Soit ®(t,x0) la solution de (1.8). L’ensemble des

applications ®; définies par
Dy (xg) = D(t, 20)
est appelé le flot de I'équation différentielle .
Remarque 1.5.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement
du temps t, sinon il est dit non autonome.
1.6 Points d’équilibre et linéarisation

1.6.1 Point d’équilibre

Définition 1.6.1 Le point xg € R™ est appelé un point critique ou point
d’équilibre du systéme s’il vérifie



1.6. Points d’équilibre et linéarisation

1.6.2 Linéarisation des systémes

Définition 1.6.2 Considérons le systéme . Le systéme

&= Ax ot A= Df(z) = (gﬁ{z (:Bo)) (1.6)
j 1<i,j<n

est appelé le systéme linéarisé du systéme en xg.

Remarque 1.6.1 La linéarisation d’un systéme différentiel nous améne a

l’étude de la nature des points critiques.

Définition 1.6.3 Le point critique xq est dit hyperbolique si aucune des va-

leurs propres de la matrice jacobienne D f(xg) n’a de partie réelle nulle.

1.6.3 Nature des points d’équilibre

Soit le systéme différentiel linéaire ((1.6) ot A est une matrice 2 x 2 et
soient A; et Ag les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents

cas selon ces valeurs propres :

1. Si A1 et Ao sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point

critique * = zp est un point selle, il est toujours instable (voir Figure

1.1)).

=500 ¢

-1000 4

Fic. 1.1 - (0,0) est un point selle

2. Si A1 et Ao sont réelles de méme signe, on a trois cas :
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1.6. Points d’équilibre et linéarisation

(a) Si A1 < A2 <0, le point critique = = zp est un nceud stable (voir
Figure [1.2)).

(b) Si0 < A1 < A2, le point critique z = ¢ est un noeud instable (voir
Figure [1.3)).

(¢) Si A1 = Ag = A, le point critique x = x est un nceud propre, il est
stable si A < 0 et instable si A > 0 (voir Figure [1.4] et [1.5]).

-1000 4

F1G. 1.2 - (0,0) est un noeud stable

1000 4

F1G. 1.3 - (0,0) est un noeud instable

. Si A1 et Ag sont des complexes conjuguées et Im(A; 2) # 0, alors le point

critique « = z est un foyer. Il est stable si Re(A1,2) < 0 et instable si

Re(A1,2) > 0 (voir Figure et .



1.6. Points d’équilibre et linéarisation

-1,5010%

est un noeud propre stable

Fic. 1.4 - (0,0)

1L,%10°9 |

Pt e T

F1c. 1.5 - (0,0) est un noeud propre instable

—(0,0) est un foyer stable

Fi1G. 1.6



1.6. Points d’équilibre et linéarisation

‘‘‘‘‘‘‘‘

F1G. 1.7 - (0,0) est un foyer instable

4. Si A\ et A9 sont imaginaires pures, alors le point critique x = xg est un

centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir Figure[1.8)).

~~~~~~~~

Fic. 1.8 — (0,0) est un centre

1.6.4 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous améne & connaitre le

comportement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Définition 1.6.4 Soit le systéme

d

— = f(t.a), seR"tER. (1.7)
Supposons que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité
de la solution et soit ¢(t) la solution du systéme . On dit qu’un point



1.7. Plan et portrait de phase

d’équilibre p est stable si Ve > 0,35 > 0 tel que si
[6(to) — pll < = [¢(t) — pll <&Vt = to.

S’ il existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage

tlim o(t) =p alors le point d’équilibre p est dit asymptotiquement stable.
— 00

Théoréme 1.6.1 Soit xg un point d’équilibre pour le systéme @)

i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(xo) ont des
parties réelles négatives, alors le point d’équilibre xqy est asymptotiquement
stable.

i) S’il existe au moins une valeur propre de D f(xo) avec une partie réelle
positive, alors le point d’équilibre xq est instable.

iii) Si Df(xo) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et
d’autres avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la sta-

bilité du point d’équilibre .

1.7 Plan et portrait de phase

Pour un systéme dont 1’évolution au cours du temps t est décrite par la
fonction a valeurs réelles z(t), on appelle trajectoire de phase une représenta-
tion géométrique cartésienne dans laquelle on reporte les positions au cours
du temps ¢t d’un point représentatif M d’abscisse x et d’ordonnée & = %.

Cette terminologie est en accord avec celle de la physique statique : le
plan (z, %) ou le plan de phase s’identifie (avec p, = m.&) a 'espace de phase
(x,pz) du probléme, de telle sorte que la représentation au cours du temps
du point M est bien la trajectoire du systéme dans son espace de phase.

Une trajectoire de phase donnée est décrite a partir d’un point My(z, o)
représentatif des conditions initiales de ’évolution considérée. L’ensemble des
trajectoires de phase décrites par le systéme a partir de toutes les conditions

initiales réalisables est le portrait de phase de celui-ci.

10



1.8. Orbites périodiques et cycles limites

Définition 1.7.1 Soit le systéeme différentiel

{ & =Play) (1.8)

Le portrait de phase est [’ensemble des orbites qui représentent les solutions
du systéme (@ dans l’espace des phases ainsi que ces points critiques qui
sont considérés comme des solutions constantes. Le plan (xoy) est appelé plan

de phase.

1.8 Orbites périodiques et cycles limites

Il est toutefois préférable d’envisager le point d’équilibre d’un systéme
différentiel non comme un point de R™ mais plutét comme une solution parti-
culiére intéressante, une solution stationnaire, c-a-d une solution qui n’avance
pas. Mais il existe d’autres solutions remarquables dont 1’étude est trés pro-
fitable, par exemple les solutions périodiques. On va en effet s’intéresser tout

particulierement a ce type de solutions.

1.8.1 Orbite périodique

Définition 1.8.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire ®¢(z) de (@

telle qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant
O(t+T,x) = P(t,z). (1.9)
Le plus petit réel T > 0 qui vérifie est appelé période.

1.8.2 Cycle limite

Définition 1.8.2 Un cycle limite du systéme (@ est une orbite périodique

1solée dans l’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce systéme.

Définition 1.8.3 L’amplitude du cycle limite est la valeur maximale de la

variable x de ce cycle limite.

11



1.8. Orbites périodiques et cycles limites

Exemple 1.8.1 Soit le systéme

{ i =ar—y— azx(z? +y?) (1.10)

y=xz+ay—ay(z®+y?)

tel que o est un parameétre. En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf,

le systéme devient

7= ar(l—r?)
b=

Posons
f(r)=7=ar(l—r?.
Alors si o # 0,
f(r)=0=r=0o0ur=1.

On a donc un point d’équilibre (0,0) et un cycle limite d’amplitude r = 1

(z(t),y(t)) = (cos(t + bp),sin(t + 6p))

ou
z? + y2 = 1.
1. Pour a > 0, on a deux cas :
(a) Si r <1, alors f(r) >0, dour(,/).
(b) Si r>1, alors f(r) <0, dou r(\,).
Donc le cycle limite d’amplitude r = 1 est stable.

2. Pour a <0:
(a) Si r<1, f(r) <0, dour(\).
(b) Si r>1, f(r) >0, dour(").
Donc le cycle limite d’amplitude r = 1 est instable.

3. Sia=0, le systéme a une infinité d’orbites périodiques, et il n’y a pas

de cycle limite.

12



1.9. Systéme hamiltonien

Remarque 1.8.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les sys-

témes différentiels non linéaires.

1.9 Systéme hamiltonien

Définition 1.9.1 Un systéme hamiltonien est un systéme d’équations diffé-

rentielles du types

p(t) = DgH(p(),q(1)) (1.11)
q(t) = —DpH(p(t),q(t)),

ou H € C%(R?"). La fonction H est appelée hamiltonien du systéme. Si (p, q)
est une solution du systéme hamiltonien , alors on calcule

d

S H(0(t),4(t)) = DpH(p(t), a(t))p(t) + DeH (p(t), ¢(t))4(t) = 0.

13



CHAPITRE 2

Théorie de la moyennisation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de la moyennisation et
nous donnons ces différents théorémes. La méthode de la moyennisation est
I’'une des plus importantes méthodes perturbatives utilisées actuellement dans
I’étude des cycles limites des systémes dynamiques. L’idée de cette méthode
comme étant une technique de calcul sans preuve de validité a été commencé
avec les travaux de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justifica-
tion intuitive de la méthode. Ils ont utilisé la procédure de la moyennisation
pour étudier le probléme des perturbations séculaires dans le systéme solaire.

Ensuite, elle a été clairement formulée pour la premiére fois par Fatou
en 1928. Les importantes contributions pratiques et théoriques de la moyen-
nisation ont été faites en 1930 par Bogoliobov et Krylov [3], En 1945 par
Bogoliobov[4] et en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky [5]. Elle a été ensuite
développée par Verhulst [46], Sanders et Verhulst [43], Malkin (1956) [37] et
Roseau (1966) [41].

Dans ce chapitre, on s’intéresse & la méthode de la moyennisation appli-
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2.1. Introduction

quée aux équations différentielles contenant un petit parameétre € de la forme
t=cf(t,x,e)outel CRetzeR"

Le principe de cette méthode est de remplacer & par sa valeur moyenne. Pour

définir la moyenne d’une fonction nous allons donner les résultats suivants.

Définition 2.1.1 On considére la fonction f : R xR™ — R™ qui est continue
et T-périodique en t. On appelle fonction moyenne de f notée f° la fonction

définie par

T
@) =7 [ e
0

Pour donner une idée générale et voir comment cette méthode s’applique,

nous allons commencer par ’équation différentielle suivante
I+zx=cf(x,) (2.1)

oll x € R, € est un petit paramétre et f est une fonction T-périodique. Pour
€ = 0, la solution de cette équation est connue, c’est une combinaison de cost

et de sint. Cette solution peut s’écrire sous la forme
ro cos(t + ¢g)

ou ro est 'amplitude et ¢, est la phase. rg et ¢y sont des constantes déter-
minées par la valeur initiale. Pour étudier la solution pour € # 0, Lagrange
a introduit la technique de la variation des constantes. En effet, I’amplitude

r et la phase ¢ sont maintenant des fonctions du temps. Donc la solution de
I’équation ([2.1]) devient

xz(t) = 7r(t)cos(t+ p(t))
z(t) = —r(t)sin(t+ p(t)).

15



2.1. Introduction

En substituant les expressions de z et £ dans ’équation , on obtient
—7sin(t+¢) —rcos(t+¢)(1+@)+rcos(t+p) = ef(rcos(t+p), —rsin(t+¢)).
D’ou
—rsin(t + @) — ¢reos(t + @) = ef(rcos(t + @), —rsin(t + ¢)). (2.2)
D’autre part on a
7cos(t + @) —rsin(t + ¢)(1 + ¢) = —rsin(t + ¢).

D’ou
7 cos(t + @) — orsin(t + @) = 0. (2.3)
Les équations (2.2)) et (2.3)) peuvent étre considérées comme un systéme algé-

brique de deux équations en 7 et ¢

—rsin(t + ) — preos(t + ¢) = ef(rcos(t + ), —rsin(t + ¢)) (2.4)
7 cos(t + ) — ¢rsin(t + ¢) = 0. '
La solution du systéme ([2.4]) est donnée par
7 = —esin(t + ) f(rcos(t + ¢), —rsin(t + ¢)) (2.5)
b =2 cos(t + ) f(rcos(t + ), —rsin(t + ). |

Remarque 2.1.1 La transformation x, © — r, @ présuppose que r # 0, dans

les probléemes ou r(ty) = 0, on doit proposer d’autre transformation.

Notons que 7 et ¢ sont proportionnels & e, ce qui confirme que 7 et ¢
varient lentement avec le temps. Pour ¢ suffisamment petit, ’approximation
de la moyennisation consiste & remplacer 7(t) et ¢(t) dans par leurs
valeurs moyennes avec une période 27 (r et ¢ sont considérées comme des

constantes en prenant la moyenne).
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2.1. Introduction

Le systéme moyennisé équivalent au systéme (2.5)) est

27
T = ()f sin(t + @) f(rcos(t + ¢), —rsin(t 4+ ¢))dt

27
Q= —5= J cos(t + @) f(rcos(t + @), —rsin(t + ¢))dt.
0

On pose 6 =t + ¢, on aura

7= —5 [ sin(0) f(rcos(f), —rsin())db
o (2.6)
O =—5= ({ cos(0) f(r cos(6), —rsin(0))d6.

Une fois les intégrales trouvées, on aura a résoudre le systéme différentiel dans
R? du premier ordre (2.6) en r(t) et (t) avec la condition initiale déterminée

a l'instant tg = 0 par :

x(0) = r(0) cos p(0)
#(0) = —r(0) sin ¢(0).

Les amplitudes des cycles limites possibles examinés par cette méthode sont

données par les solutions de I’équation algébrique
G(r)=0
ou

2w
G(r)= —;ﬂ/sin(@)f(r cos(#), —rsin(0))do.
0

Supposons que 7 est une solution de G(r) = 0 (c-a-d une amplitude de cycle

limite). Perturbons r; par

r(t) =r1 +n(t). (2.7)
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2.1. Introduction

Pour garantir la stabilité du cycle limite d’amplitude 71, on exige que

n — 0.

t——+o0

Dérivant (2.7)) par rapport a ¢, on obtient
F=1.
D’autre part, on a

o= G(ri+n)
G(r) + T]G/(’m).

1

Comme G(r1) = 0, on obtient
i =nG (r) (2.8)
On résout cette derniére équation , on trouve
n ~ cexp(G (r1)t), ot ¢ = constante.

1. Si G'(r1) < 0, alors le cycle limite d’amplitude 1 est stable.

2. Si G'(r1) > 0, alors le cycle limite d’amplitude r; est instable.

2.1.1 Forme standard de Lagrange

Afin de prouver la validité asymptotique des approximations, nous consi-
dérons généralement une équation différentielle qui varie lentement comme
par exemple ’équation . Nous allons montrer comment obtenir ce type
d’équation par la méthode de la variation des paramétres.

Considérons pour x € R™ et ¢t > 0 le probléme & valeur initiale suivant
= A(t)x +eg(t,x), =(0) = g (2.9)
ou A(t) est une matrice continue n xn et g(¢, z) est une fonction suffisamment
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2.1. Introduction

lisse en t et en x. Le probléme non perturbé (¢ = 0)
i = A(t)z (2.10)

est évidemment linéaire admettant n solutions indépendantes qui forment la

matrice fondamentale ¢(t). Posons

x = ¢(t)y. (Lagrange)

En substituant dans I’équation ([2.9)), nous obtenons

oy + ¢y = A(t)dy + eg(t, py).

Comme ¢ = A(t)¢, nous aurons

oy = eg(t, dy). (2.11)

Remarquons que les équations (2.2)) et ([2.3]) sont des cas spéciaux de I’équation
(2.11)). En utilisant la matrice inverse, nous allons résoudre 1’équation ([2.11))

en g. Il vient que
§=c¢~ (H)g(t. o(t)y) (2.12)
avec
y(0) = ¢~ (0)o.

Nous utilisons maintenant la loi de Gramer, nous aurons

=1 =1,..
yl W(t) 7Z bl 7n
avec W (t) = |¢(t)| est le wronskien (déterminant de ¢(t)) et Wi(t,y) est
le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la i colonne de o(t)
par g. L’équation (2.12) est la soi-disant forme standard de Lagrange.

Plus généralement, la forme standard de Lagrange est donnée par la relation

) = Ef(ta y)
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2.1. Introduction

Remarque 2.1.2 Le probléme non perturbé est linéaire, ce qui facilite
la procédure de la variation des parameétres. Si le probléme non perturbé est
non linéaire cette technique reste valable, mais pratiquement il existe d’autres
techniques simples et faciles tout dépend de notre cas, comme par exemple la
transformation aux coordonnées polaires, ...

2.1.2 Théoréme de la moyennisation

Considérons le probléme a valeur initial suivant
i =cf(t,x) +g(t,x,¢), x(0) = xo. (2.13)

On suppose que f(t,x) est T-périodique en ¢ et on introduit la moyenne

T
) = / F(t,2)dt.
0

Nl

Considérons maintenant le probléme

g =ef(y), y(0)= o (2.14)
ou la solution y(t) représente une approximation de xz(t).

Théoréme 2.1.1 [/5] Soient les problémes aux valeurs initiales et
avec x,y,xo € D C R™ et t > 0. Supposons que

1. f,g et D, f sont continues et bornées par une constante indépendante
de € dans [0,+00) x D.

2. g est lipschitzienne en x € D.

3. f(t,x) est T-périodique en t, T est indépendante de e.
4. y(t) € D sur léchelle du temps %

Alors on a x(t) — y(t) = O(e) sur l'échelle du temps 1/e.

Maintenant, nous sommes entrain de donner un résultat important pour

pouvoir démontrer le Théoréme [2.1.1
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2.1. Introduction

Lemme 2.1.1 (Gronwall [/3]) Supposons que pour to <t <tg+T

B(t) < b(t — to) + o1 / o(s)ds + s,

to

ot ¢(t) est une fonction continue, ¢p(t) >0 Vig <t <tg+T , 01,02 et d3
sont des constantes avec 61 > 0,09 > 0 et 3 > 0. Alors

pourty <t <tg+1T.

Preuve du Théoréme 2.1.1]
Les hypotheses (1) et (2) nous assurent I’existence et 1'unicité de la solution
des problémes aux valeurs initiales (2.13) et (2.14)) sur I’échelle du temps 1/¢.

Définissons
t

ut.y) = [ (FGss) = W)

to

lu(t,y)|| <2MT pour t>tyetye D.

Maintenant, nous introduisons

z2(t) = y(t) + eu(t, y(1))-

Comme y(t) C D ¥Vt > tg, on a I’éstimation

A

lz(@®) —y@I < llz@) — 2@l + [2(£) =y @
() = 2()]] + & [lu(t, y(£)]]
|lz(t) — 2(t)|| + 2e MT.

IN

IN
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2.1. Introduction

Notons que

Calculons

dod
dt dt
ou

—eg, b))

Remplagons % par €f%(y), on aura

= ef(t,z(t)) +xg(t, z(t),e) — —

dy
dt

dy ou
i 55(& y(t).

— — = =cf(t,x(t)) —ef(t,2(t)) + R

dr dz
dt dt
ou
2 20u 0
R=¢e"g(t,x(t),e) —¢ gy(t, y(t))f
On a

(y) —ef(t,y(1)) +ef(t, 2(1)).

1°w)| < M et ng(t,y(t))H < 9MT.

Gréace a la continuité lipschitzienne de f nous avons

Llz(t) —y@)]l
el |lu(t, y(®)]|
2e LMT.

£t 2(8) = ft,y@)] <
<
<
Donc il existe une constante k telle que
|R| < ke
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

C’est clair que

() — ()] < /\ s

dr _ dz
dt dt

< & [ talt) - 1t,2(0) + kel ds
< & [ ftalt) - 120l ds + (e~ 1)
< aL/ () — 2(s)|| ds + ke2(t — o).

to

D’apres le lemme de Gronwall

ko k
_ < 7€(t to)_ —.
()~ 2(0)] < e e e

Par conséquent

Jo(t)  y(o)] < (3 — =y 2nT),

Si eL(t — tp) est borné par une constante indépendante de e, on aura I’ap-
proximation
z(t) =y(t) + O(e) quand € — 0.

2.2 Meéthode de la moyennisation dans le cas pé-

riodique

Maintenant, nous allons citer les théorémes essentiels de la moyennisation

utilisés pour accomplir les travaux de cette thése.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

2.2.1 Théoréme de la moyennisation du premier ordre

Considérons le systéme différentiel
i =eF(t,x) +2G(t, x,¢) (2.15)

avec x € D C R", D est un domaine borné et ¢ > 0. Nous supposons que
F(t,z) et G(t,z,¢) sont des fonctions T-périodiques en t. Le systéme moyen-
nisé associé au systéme (2.15)) est

g =ef"(y), y(0) =z (2.16)
ou 1 .
W=7 [ Fewis (2.17)
0

Théoréme 2.2.1 [/5] Soit le systéme , on suppose que :
1. F, G, D,F, D2F, et D,G sont continues et bornées par une constante
M dans [0,400) x D et —gp < e < gg.
2. F et G sont T-périodiques en t, avec T indépendante de €.

Alors on a :

1. Si le point p est un point d’équilibre pour le systéme moyennisé
telle que
det(D,f(p)) # 0. (2.18)

Alors pour |e| > 0, suffisamment petit, il existe une solution T-périodique

xe(t) du systéme telle que

limz.(t) = p.

e—0

2. Si le point d’équilibre y = p du systéme moyennisé est hyper-
bolique, alors pour |e| > 0 suffisamment petit, la solution périodique
correspondante x.(t) du systéme est unique, hyperbolique et de

méme stabilité que p.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Exemple 2.2.1 Soit I’équation de Van Der Pol
i+ r=e(l—a?)i. (2.19)

L’équation peut s’écrire sous forme d’un systéme o deux équations dif-

{ =y (2.20)

§=—x+e(l—a?)y.

férentielles

En passant aux coordonnées polaires

x=rcosf, y=rsinf.

P = TT+yy
r (2.21)

) Yr—ty
= =5

Alors on aura
i = ersin? §(1 — 72 cos? 0)
0=—1+ ecosfsinf(1 — 72 cos?f).
D’ou
dr esin?0(1 — 72 cos? 0)
df  —1+4ecosfsinf(1 —r2cos?f)’
Pour pouvoir appliquer le théoréme léquation doit s’écrire sous
la forme

(2.22)

i =eF(t,r) + e*R(t, x,¢).

Posons
z=¢ccosfsinf(1 — 12 cos® ).
On sait que
1
§:1+Z+O(22), ‘Z|<1
D’ou
dr 9
— =¢eF(0,r)4+ O(%) (2.23)
de
avec

F(0,7) = —sin?0(1 — 2 cos?h).
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Remarquons que F' est 2m-périodique en 0, donc nous avons

2

fo(r) = /F(Q,r)d@ = g(ﬂ — 4).

0

D’aprés le théoréme le probléme est équivalent au probléme
o = €f0(rq) (2.24)

et on a l'approximation

r(0) = ra(0) = O(e)

ot r(0) et rq(0) sont les solutions des problémes et respective-
ment. Les cycles limite possibles pour [’équation sont donnés par les

racines positives de [’équation
for)y==(?-4)=0. (2.25)

Cette équation algébrique admet une seule solution positive r = 2. Alors
l’équation de Ven Der Pol a un cycle limite d’amplitude r = 2.

1. Pour e > 0 ce cycle limite est stable car E%fo@) < 0 (voir Fig. .
2. Pour e <0 ce cycle limite est instable car 5%]’0(2) > 0 (voir Fig. .

Exemple 2.2.2 Soit le systéme de Liénard

(2.26)

t=y—c¢e(ax+ ...+ apz™)
Y= —x.

Le systéme s’écrit en coordonnées polaires

7 = —er(aj cos? (0) + ... + a,r" L cos™ 1 (6))
0 = —1+esin(0) (acos (0) + ... + anr™ L cos™ (6)).
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2.
P
7o
/W’f/"/'/}
b/ ’ﬁ/w}‘/’/"}p#
Jiirs s ==~
S N A A N
'f’??lfrrflf/’\ (IR W
—ngN?il‘t LI O A
-:MW'W\‘\\M«/;JHHJJ
NN SRy
;\'\‘»\\\v\ T I (//’X;/;’»’:’/
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LRSS a7
""\\““‘*":‘::q,_e,_@;a/ﬂ/g/
MW_E_*_&T:K/M

FiG. 2.1 — Cycle limite stable pour € = 0.01.

. M%hw—qp—ef( Pt
= -
— R

F1a. 2.2 — Cycle limite instable pour € = —0.01.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Ceci donne

dr er(aj cos? (0) + ... + anr™ L cos™ L (0))

d0 1 —esin(0) (a1 cos (0) + ... + apr™Lcos™ (9))

De la méme maniére que dans l’exemple on trouve

do

dr_ er(ay cos® (0) 4 ... + anr™ ! cos™ 1 (0))

+e?rsin (0) cos (0) (a1 cos (0) + ... + anr™  cos™ (0))* + O (%) .

On prend la moyenne

X

2w 2
1
o) = 271_/f (0,7)do = % (a1 cos? (0) + ..... + a,r" L cos™ L (6))db.
0 0

On aura
27
% - ;7:/(% cos? @)+ ... + an—lrn_2 cos™ (0) + anrn_l cos™ ! (0))do
0
ou
dr er T 9 2 7 4
B = 27r(al/cos (0)df + asr /cos (0)do + ...
0 0

27 2
—|—an_1r”_2/ cos™ () do + anrn_l/ cos"T1(0)de).
0 0

1. Sin est impair, on a

dr er

@ = %(CLlIQ’O + a37’21470 + ... + anrnflfn-yl,())-

Ce polynome peut avoir au plus ["Tfl] racines positives. Donc le systéme

2.260|) peut avoir au plus [%‘1] cycles limite.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

2. Sin est pair, on a

dr er

@ —_ %(CHIQ,O + a37“21470 + ... + anr”_QIn,o)dQ-

Ce polynome peut avoir au plus [”7_2] racines positives. Par conséquent

le systéme peut avoir au plus [”52] cycles limite.

Exemple 2.2.3 Soit le systéme

i=—y+e(y®+z2)
y=z+e(—y+yz+2?) (2.27)
i=e(=1+22+y? +yz).

Passant aux coordonnées cylindriques, on obtient

7= —e(—sinhz% +r —rz —r2cosf — rcos? 0 + r2 cos? 0)

.1

0 = =(—er?sinf +er?sinfcos? 0 — ercossind +r + c22 cos 0)
T

t=¢e(—1+712+rzsind)

ou d’une maniére équivalente

gg:f“: (22sin@ — r + 71z +r2cosf + rcos® 0 — r? cos? 0)e + O(£?)
d—z =i=(=14+7r%+rzsinf)e + O(?).

Ce dernier systéme est de la forme

ggz Fi(r,0,2)2 + O()
@z _ 2
0= Fy(r,0,2)e + O(%).

Notons que Fy et Fy sont 2m-périodiques, donc on peut aller au systéme
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

moyennisé
2
fi(r,2z) = 217F/F1(7",0,z)d9 = %r(2z -1)
0
2w
fa(r,z) = 217F/F2(7“,9,z)d0 =—1+47r2
0

Déterminons les solutions du systéme

{ filr;2) =0 (2.28)
fa(r,z) =0,

nous aurons
1

(roa) = (Lg) et (r2m) = (-1, %).

La seule solution qui peut fournir un cycle limite est (r1,21) = (1, %), car
r doit étre positif. Alors on prend le point d’équilibre p = (1, %) du systéme

. On a

Ofi(r,z)  Ofi1(r,z)
Dr,zfo(p) = <8ff(1;’:z) Bff(i,z) )
or 9z (sz):(lvé)
(o1

det(Dr,zfo(p)) =-2#0.

Alors d’aprés le théoréme le systéme a pour || # 0 suffisamment
petit un cycle limite. Les valeurs propres de DmfO (p) sont £v/2. Le point sin-

D’on

gulier du systéme moyennisé p = (1, %) est hyperbolique, alors le cycle limite
est de la méme stabilité que p. Les valeurs propres sont de signe différent,
alors p est un point selle qui est toujours instable. Par conséquent, le cycle

limite est instable.
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2.2.2 Théoréme de la moyennisation du deuxiéme ordre

Considérons les deux problémes aux valeurs initiales
i =cF(t,x) + 2Ryt x) + 3 Fy(t,x,¢), x(0) = zo (2.29)

ou Fy et Fy : [0,+00) x D — R", F3:[0,+00) X D x [0,&9] — R™ sont des

fonctions continues, T' périodiques par rapport a t et D est un ouvert de R™.

g =efy) +e2f%y) +2°(v), y(0) = o (2.30)
ot f0, f19 et ¢° sont les fonctions moyennées de Fy, f! et F respectivement.

Théoréme 2.2.2 [/5] Soit

Fa) = S ) - o)

o

t
/F1 s,z) — fO(x)]ds + z(z)
0

avec z(x) est une fonction de classe C* telle que la moyenne de y' est nulle.
Supposons que :

1. %Fl Fy et F3 sont continues sur leurs domaines de définitions et lip-

chitziennes en x.

2. Fs(t,x,€) est uniformément borné par une constante M dans [0, L) x

D x (0, eg].
3. T est indépendante de e.
4. y(t) € D sur l’échelle du temps %
Alors
z(t) = y(t) + ey’ (t,y(t) + O()

sur l’échelle du temps %
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Corollaire 2.2.1 Si les hypothéses du Théoréme [2.2.9 sont satisfaites et de
plus fO(y) = 0, alors

1. Sip est le point d’équilibre du systéme moyennisé tel que

aay(fm(y) +6°()) Ly O, (2.31)

alors il existe une solution T-périodique x.(t) de l’équation telle

que z(t) — p quand € — 0.

2. Si p est hyperbolique, alors pour || > 0 suffisamment petit, la solution
périodique x(t) de est unique, hyperbolique et de méme stabilité
que p.

Exemple 2.2.4 Soit le systéme différentiel

{ &= —y+e(y? + 8zy — 22%) + c2ax (2.32)

§ =+ dexy + 2ay.
En coordonnées polaires, le systéme peut s’écrire

7 = er(8rcos? @sinf — Trcos® O + 5rcos + ca
0=1—ersind+ 7er cos? 0sin 6 + er8 cos  — 8r cos O

d’ot
dr er(8rcos? sinf — Trcos® § + 5rcos ) + ca
df 1 —ersind+ 7ercos?fsinf + er8cos — 8er cos f
ou bien
d
é = —r2cosf(—8cosfsinf + 7cos? O — 5)e + r(—15r2 cos® fsin 0

+5cos0sin @ + 2212 cos® 0 sin 0 + 11272 cos® § — 16072 cos? 6
+487% cos? 0 + a)e? + O(£?).
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Cette équation est de la forme avec

Fi(0,7) = —r?cosf(—8cosfsinh + 7cos?f — 5)
Fy(0,r) = r(—15r2cos®Osinf + 5cosfsin + 2212 cos® O sin 0
+112r% cos® 6 — 16012 cos® 6 + 4872 cos? 0 + a)
F3(0,r,e) = O().

Donc nous allons appliquer le Théoréme

2
o) = ;/COSH(—SCOSGSinH—}—?COSQG —5)do
™
=0
et SF
5 ! ——=(0,7) = —2rcos §(—8cos fsin + 7 cos? § — 5)
0
2
/F1 (8—8COS 6 — 7sinf cos? 6 + sin 6).
0
1l vient que
8F )
o) = =L /F1 s,7)ds + Fy(0,7)]do
0
= r(a — r2).

L’équation f'(r) = 0 a une seule racine positive r = ++/a et on a 3 d £10(p) =

a—3r2.
1. Si a > 0, alors le systéme différentiel a un cycle limite stable

d’amplitude r = \/a car 3 f1°(\/a) = —2a < 0 (voir FIG. FIG.
et FIG. [2.5).

2. Sia <0, alors Uéquation f19(r) = 0 n’a pas de racine simple positive.
Donc le systeme différentiel n’a pas de cycle limite.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

F1c. 2.3 — Portrait de phase du systéme (2.32)) pour a =1 et € = 0.1.

2.2.3 Un autre théoréme de la moyennisation du premier ordre

On considere le probléme de bifurcation des solutions T-périodiques du

systéme différentiel
i(t) = Fo(t,z) + eFi(t, ) + 2 Fy(t, z,¢) (2.33)

de ¢ = 0 a ¢ # 0 suffisamment petit. Les fonctions Fp, F1 : RxQ — R" et
Fy : RxQ x (—g4,e0) — R™ sont des fonctions C?, T—périodiques en t et Q

est un sous-ensemble ouvert de R™. L’une des principales hypothéses est que
le systéme non perturbé
z(t) = Fo(t,x) (2.34)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.
Soit x(t, z) la solution du systéme non perturbé ([2.34)) telle que x(0,z) = z.
Nous écrivons la linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution

périodique x(¢,z) comme
Y= D:BFO((t7 X(ta Z))y (235)
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Notons par M, (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire
et par £ : R¥ x R" % — RF la projection de R™ sur ses k premicres
coordonnées, c.a.d. {(z1,x2, T3, ..., Tpn) = (T1,22, T3, ..., Tk).

Une réponse au probléme de la bifurcation des solutions périodiques pour
le systéme est donné par le résultat suivant

Théoréme 2.2.3 [37] Soit W un ouvert borné de R¥ et soit 3 : W — Rk
une fonction de classe C2. Supposons que :

- Z2={z4 = (o,8(a)), a € W} C Q et que pour chaque z, € Z la
solution x(t,z,) de est T-périodique.

— Pour chaque zo € Z, il existe une matrice fondamentale My, (t) de
W telle que la matrice M, '(0) — M, *(27) a dans le bloc supérieur
droit une matrice k x (n — k) nulle, et dans le bloc inférieur droit, la
matrice Ag(n — k) X (n — k) avec det(A,) # 0.

On considére la fonction

T

Fl) =€l [ My OFi (. 0(t,20))ie).

0

S’il existe a € W avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une
solution T-périodique p(t,e) du systéme telle que

©(0,¢e) — zo quand € — 0.
Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.

Corollaire 2.2.2 [37] Soit W un ensemble ouvert et borné avec W C Q telle
que pour chaque z, € I/?/ et que pour chaque z, € Z la solution x(t,z,) est
T-périodique. Considérons la fonction F : W — R®

T

Fla) =0 / M () Py (8, x(t, 7)) dt.
0
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Sl existe a € W avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une
solution T-périodique p(t,e) du systéme telle que

©(0,e) — zo quand € — 0.

Application : Bifurcation des cycles limites des orbites périodiques

d’un centre polynémial homogéne cubique

En 2014, C. Li et J. Llibre [23] ont prouvé un résultat important qui
caractérise tous les systémes différentiels polyndémiaux planaires cubiques qui

ont des centres.

Théoréme 2.2.4 [23] Tout systéme différentiel polynomial planaire cubique

ayant un centre peut étre écrit aprés un changement de variables sous la forme

i = ar®+ (b—3ap)z’y — azy® — g
y = ax®+az®y + (b+ 3ap)zy® — ay?

ot a==1,a,b,p eR et p>—1/3.

Puis, ils ont étudié le nombre des cycles limites qui peuvent bifurquer des
orbites périodiques de ces centres polyndmiaux planaires cubiques perturbés

donnés par

i = ax®+ (b—3ap)z®y — axy® — ay® + eP(x,y) (2.36)
y = axd+ax?y + (b+ 3ap)zy? — ay® + eQ(z,y)

ou P et @ sont deux polynoémes de degré 3

P(z,y) = ag+aix+ agy + azz® + aswy + azy® + apz®

+a7x2y + a8$y2 + a9y3
Q(z,y) = by +bix + boy + bsx® + bawy + bsy* + bez®
+b7x2y + bgscy2 + b9y3.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Pour cela, on définit les fonctions suivantes

fO) = 2(a(l—3u))sindcos®d+ (b+ a(3p—1))sinfcosf (2.37)
+2acos?0 — a
g(0) = a(2cos?0(1 —3u+ (3u—1)cos? ) — 1)

0
k@) = exp(/]gcégde)
0

a(@) = f(0)sinf — g(f)cosb
b(#) = f(0)cosO+ g(0)sind.

On définit aussi les nombres suivants

2m
S a(0)(a1 cosf + azsinf) — b(#)(by cos + by sin ) a0
° 9(0)?k(6)?

0

27
. /[a(ﬁ)(aﬁ cos® 0 + ay sin 0 cos? 0 + agsin? 0 cos § + ag sin 0)
2 i
9(0)?

0
b(6) (b cos® O + by sin 0 cos? § + bg sin? @ cos 6 + bg sin 0)

g9(0)?

Théoréme 2.2.5 Les assertions suivantes sont équivalentes

|d6.

1. Considérons le polynome h(z) = co + c22%. Il est clair que ce polynome
a au plus une racine réelle positive. Supposons que zy est une racine
positive de h(z). Alors, pour € # 0 suffisamment petit le systéme diffé-
rentiel posséde un cycle limite qui tend en coordonnées polaires
vers l'orbite périodique k(0)zp du centre polynomial cubique homogéne

pour € = 0.

2. Ils y a des centres polynémiaux cubiques homogénes pour lesquels le

polynome h(z) a une racine positive.
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Preuve Le systéeme différentiel (2.36|) en coordonnées polaires z = r cosf,y =

rsin @ s’écrit

7 = f(0)r®+e(cosOP(rcos,rsinb) + sin@Q(r cosf,rsinh)) (2.38)
. 1
0 = —g(0)r*+e=(cosOQ(rcosb,rsinf) — sin OP(r cosh,rsin f))

T

ou f(0) et g(f) sont données par (2.37)). En considérant la nouvelle variable
indépendante 6 le systéme (2.38]) devient

d
d% = Fy(0,7) + eF1(0,7) + O(?) (2.39)
ou
f(0)
Fy(0,r) = r
Fo.r) = cos P (rcosf,rsinf) + sin 0Q(r cos 0, rsin 9)
9(0)r?
~ f(0)(cos 0Q(r cos @, rsinf) — sin @P(r cos b, rsinf))
9(0)*r? '

En suivant les mémes notations que dans le Théoréeme 2.2.3] on aura x =r, ¢t =
0, T =2m,z = z et V = (—p,p) avec p > 0 choisi arbitrairement grand.
L’équation différentielle (2.39) vérifie les hypotheéses du Théoréme On
peut facilement trouver que la solution périodique x(¢,z,0) = r(6,2,0) de
I’équation différentielle 1' non perturbée % = Fyp(0,r) est

r(6,2,0) = k(0)z = exp(k1(0))k2(0)=
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ou
a
f(0) = " 2Ra
. . tan 0 tan 0
X((R 3u—1) arctan(m) N (R+3u+1) arctan(m))
V3L —R V3p+R

b b
"R Ete

ka(0) = (R—3u) 7@ (R+3p) 5w =

b

X (R — tan? 0 — 3p2)3 (s ~D(tan 0 + R + 3p0) " e,

avec

R=+/9u?—1.

La solution M, (t) = y(0) de I’équation variationnelle
Y(a) = DTFO(ea 7”(0, 2, O))Y(G)

est donnée par

ou

y1(0) = /3u— R(v/3p+ R(4aR + 2aRlog(sec? 0)
—aRlog(R — tan? 0 — 3p) — aRlog(R + tan? 6 + 3u)
+(aR —b)log(R — 3pu) + (R + b) log(R + 3p)
+blog(R — tan? 6 — 3u) — blog(R + tan? 6 + 3u))

tan 6
—2a(R + 3+ 1) arctan(———
(R 3+ 1) axctan( )
tan 0
—2a(R —3p—1)\/3u + Rarctan(%),
M_

y2(0) = 4av/3u — R/3u+ Ry/3pu2 — 1.
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On note que M, (t) ne dépend pas de z, on a donc

Fi(t,r(0,2,0))

y(0)
Fy(0k(0)z)

MY (t)Fy(t, x(t,2,0)) =

229(0)*k(0)?y(0)
_cos@P(rcosf, rsin) + sin 0Q(r cos 0,7 sin )
Z29(0)k(60)%y(0) '

En utilisant le logiciel Maple on obtient le résultat suivant

_c+cez? h(2)
Flz) = 2z 2wz’

C’est clair que h(z) peut avoir un seul zéro positif. Si zy est un zéro réel
positif de F(z) = 0 alors le systéme différentiel (2.36) a un seul cycle limite

qui tend en coordonnées polaires vers 'orbite k(0)zp du systéme différentiel

(2.36)) quand e = 0. W

Exemple 2.2.5 Soit le centre homogéne cubique

i o= —y (2.40)

y = z°.

On perturbe ce centre dans l’ensemble des systémes différentiels polynémiauz

cubiques par

i = -y +e(z—a?) (2.41)

Alors on a

N Vcos46 + 3
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et
1
y(0) = 1(4 + log4 — log(cos 46 + 3)).

Numériquement, on aura

~0.5932194545078 — 0.53276373965207>
z

F(z)
cette fonction n’a qu’un seul zéro positif
zo = 1.055213559.

Par conséquent, le systéme différentiel a un seul cycle limite qui tend
en coordonnées polaires vers 'orbite périodique k(0)zy du systéme différentiel
2.40)).

2.3 Meéthode de la moyennisation via le degré du

Brower

La méthode de la moyennisation donne la relation quantitative entre les
solutions d’un systéme différentiel non-autonome et les solutions d’un systéme
moyennisé équivalent qui est autonome. En utilisant le théoréme de la fonction
implicite, la méthode de la moyennisation réduit le probléme de la recherche
des solutions périodiques d’un systéme différentiel & un probléme équivalent
basé sur la recherche des racines positives d’une fonction non-linéaire, ces
racines fournissent les solutions périodiques pour le systéme différentiel du
départ.

En 2014, Buica et Llibre [6] ont introduit une nouvelle approche de la mé-
thode de la moyennisation, ils ont utilisé des méthodes topologiques basées
sur le degré de Brower pour résoudre des équations d’opérateurs équivalentes
au probléme de la recherche des solutions périodiques d’un systéme différen-
tiel perturbé. En fait, ils ont affaibli les hypothéses du théoréme analogue du
moyennisation du premier et du deuxiéme ordre et ils ont aussi donné des

résultats pour le troisiéme ordre dans le cas des systémes de dimension 1. Les
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brower

auteurs ont considéré que c’est plus facile et transparent d’obtenir des résul-
tats correspondants & un ordre plus élevé de la méthode de la moyennisation
grace & cette nouvelle approche.

Maintenant, nous sommes entrain de donner quelques notions sur le degré

de Brower.

Définition 2.3.1 Soit D un ouvert de R", g € C*(D) et V est un ouvert de
R™ tel que VCD et Zy ={z €V :g(z) = 0}. Supposons aussi Jg(z) # 0
(J4(2) désigne le déterminant de la jacobienne de g en z), Vz € Zg, alors le

degré de Brower de la fonction g par rapport & l'ensemble V et le point O
noté dg(g,V,O) est défini par

dp(9,V,0) = Y sign(Jy(2)).

zE€EZy

Maintenant, nous allons donner le théoréme de la moyennisation du pre-

mier ordre via le degré de Brower.

Théoréme 2.3.1 [6] Soit le systéme différentiel
i =cF(t,x) + 2 Fy(t, z,¢) (2.42)

ot F1 : RxD — R" Fy : RxD X |—¢,e[ — R"™ sont des fonctions continues,
T-périodiques par rapport & la variable t et D est un ouvert de R™. On définit
Fig: D — R" par

T
1
Fio(z) = T/Fl(s, z)ds.
0

Supposons que :
1. Iy et Fy sont localement lipschitziennes par rapport a la variable x.
2. Pour a € D avec Fig(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que
Fio(z) # 0 pour tout z € 17\{@} et dg(Fio,V,0) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit il existe une solution ¢(.,€) du
systéme T-périodique isolée telle que ¢(.,e) — a quand € — 0.
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brower

Remarque 2.3.1 Les hypothéses du Théoréme [2.5.1] sont plus faibles que
celles du Théoréme|2.2.1. Pour plus de détail sur le deuzriéme et le troisiéme

ordre voir [6].
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CHAPITRE 3

Cycles limites d'une classe des équations différentielles du

troisiéme ordre

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre, nous allons donner les conditions suffisantes pour 1'exis-
tence de solutions périodiques de la classe des équations différentielles du

troisiéme ordre perturbées de la forme
T+ A&+ h(t) =eF(t,z,&,%) (3.1)

ol € est un petit parametre, A > 0,z € R, h(t) est une fonction %—périodique
et F' est une fonction non linéaire périodique de période %

La recherche des cycles limites des équations différentielles du troisiéme
ordre est une question étudiée par plusieurs auteurs en utilisant des différentes
techniques par exemple le théoréme de Larey Shauder [16], [38],[40]. Mais nos
résultats sont obtenus en appliquant la méthode de la moyennisation, plus

précisément le Corollaire Nos principaux résultats sont les suivants.

Théoréme 3.1.1 [36] Soit \ = Z—; avec r et s sont des entiers positifs pre-

miers et soit h(t) une fonction qui vérifie les conditions de périodicité sui-
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3.1. Introduction et résultats principaux

vantes
/h(T)dT:(), /h(T) cos(VAT)dr = /h(T)sin(\F/\T)de
0 0 0 (3.2)
Soit
1 A
fl(x07y07Z0) - 27T\/X / (1—cos(\f)\t))F(t,a(t),b(t),c(t))dt
) A
falwngnz0) = o [ sin(VADF( a(t),b0), ()t
0
%
f3(x0ay0730) = \2/5/COS()‘t)F(tva<t)7b(t)7c(t)>dt
0
a(t) = xo—i-\})\yosin(ﬁt)—kizo(l—cosﬁt) (3.3)

4 / h(7)(cos(VA(t — 7)) — 1)dr
0

1
Yo cos(VAL) + —=zp sin(V/At) —

t
h(7) sin( t—T dr
e

—V Ao sin(VAt) + zg cos(VAL) — [ h(T) cos(VA(t — 7))dr.

O\w 5‘ -

Pour chaque solution (x5, Y, 25) du systéme

fl(x()vy()a ZO) = Oa fQ(Z'[), Yo, ZO) = 07 f3($0a Yo, ZO) =0
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3.1. Introduction et résultats principaux

satisfaisant
a(flu f2) f3)
et o)) o an)=(a55,)7 0
l’équation différentielle a une solution %—pém’odz’que x(t,e) qui tend

vers la solution périodique

1
o(t) = zf+ ﬁyg; sin VAt 4

1

7 (1~ cos VAt) +/h(7)(cos(ﬁ(t —7)) = 1)dr
0

de l’équation différentielle non perturbée (¢ =0) quand ¢ — 0.
Corollaire 3.1.1 Considérons l’équation différentielle
T+ 4d + sin(2t) cos(2t) = (az? + bx + ¢) sin 2t (3.4)

ol a,b et ¢ sont des réels avec a # 0. Soit A = —%aQ + 19202 — 768ac. Si
A > 0 alors l’équation différentielle a deux solutions périodiques qui

tendent vers les deux solutions périodiques

1 1 1 1 )
+—VAsin2t — — 4t — — 2t — — b))+ —
51g Y Asin 57 °8 G cos 16a(a+8 )+24

de l’équation différentielle non perturbée

.1

T+ 4z + 531n(4t) =0
quand € — 0.

Corollaire 3.1.2 Considérons l’équation différentielle

T+ i+ sin 2t = e(ax? + bx + c) sin? ¢ (3.5)
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3.1. Introduction et résultats principaux

ol a,b et c sont des réels avec a # 0. Soit

A = —a®+ 36b° — 144ac
B = —2d%+ 36b% — 144ac
-5
C = ?a2+27b2—108ac
43 ., 15, 15
= — a2 p4+ =
@ 31567 64" T 16%
_ -1 3 9 2 9 2
8 = 128(1 16ac—|—64ba.

Alors nous avons les cas suivants :

1. $iA>0,B<0,C<0,(a+3VA)(—a+VA) #0 et (—a+ 3vVA)(a +
VA) # 0 alors I’équation différentielle a deux solutions 2r—périodiques

x1,2 (t,€) qui tendent vers les deuz solutions périodiques

1 1 1
~Zcos2t — —— VA £ -
5 cos t 12&(30,—1-66 )+6

de l’équation différentielle non perturbée
T+ 2 +sin2t =0 (3.6)

quand € — 0.

2.8 A >0 B <0, C >0, (a+3/A)(~a+VA) # 0 et (—a +
3V A)(a + VA) # 0 alors Uéquation différentielle a quatre solu-
tions 2w —périodiques xy (t,€), k = 1,..,4 qui tendent vers les solutions
périodiques

1 1

1
—— 2t — —(3 6b+vVA)+ =
5 o 12a(a—|— % )—1-6

1 1 1 1
:I:%\/asmt — 6COS2t — @ (5(1/+ gb) + 6

de l’équation différentielle non perturbée (@) quand € — 0.

8. 8 A>0,B>0,C>0,(a+3VA)(~a+VA) #0, (—a+3VA)(a+
VA) #0 et a/B+ # 0 alors équation différentielle a huit so-

lutions 2w —périodiques xy, (t,e), k = 1,..,8 qui tendent vers les solutions
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3.2. Preuves des résultats

périodiques

1
—6 COSQt — m(?)a"_ﬁbi \/7)

1
—§C082t:|: f(l—cost):l: \/>_7

2a
\/asmt — 1cos2t— L (5a + 9b) + !
6 18a 6

de l’équation dzﬁerentzelle non perturbée (@) quand € — 0.

3.2 Preuves des résultats

3.2.1 Preuve du Théoréme [B3.1.1]

En introduisant les nouvelles variables (z,y, z) = (z, &, &), ’équation dif-

férentielle (3.1) peut s’écrire sous forme d’un systéme différentielle dans R?

j=2

Z2=—-My—h(t)+eF(t,x,y, 2).

La solution du systéme non perturbé

T=y
Y=z
Z= -y — h(t)

telle que (z(0),y(0), 2(0)) = (o, Yo, 20) est donnée par

t

x(t) = zo + %yo sin(ﬁt) + %zo(l — cos ﬁt) + f h(T)(COS(\/X(t — 7)) —1)dr

0
y(t) = yo cos(vV/At) + fzo sin(v/At) — \lf/\ofth Ysin(V(t — 7))dr
2(t) = —VAyo sin(VAL) + 2o cos(VAt) — fth ) cos(VA(t — 7))dr.
0
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3.2. Preuves des résultats

Pour appliquer le Corollaire la solution (3.7)) doit étre périodique de

période 2—\/’% Pour cela, il faut que v/ soit rationnelle. On choisit VA = N
avec r et s sont des entiers positifs premiers. D’autre part, cette solution est

%—périodique ssi

Alors 33(27}) = x(0) = z ssi

h(7)(cos(VAT) — 1)dr =0 (3.8)

B

La relation (3.8) nous donne la premiére condition nécessaire et suffisante
pour que x(t) soit %—périodique. De la méme maniére nous allons trouver

les deux autres conditions données par (3.2). En suivant la notation introduite
; 2
dans la section on aura x = (z,y, 2), z = (o, %0, 20), T = 77%

0 0
Fo(t,X): z 7F1(t7X): 0 7F2(t7X75): 0
-y — h(t) F(t,x) 0

Notons que la matrice fondamentale M,(t) ne dépend pas de z, on la note
par M (t)

1 sin VAt _cos(VAt)—1
VA A
M@t)=1| o cos VAt L\‘f()‘t

0 —VAsin VAt cos V)t
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3.2. Preuves des résultats

Maintenant, nous allons déterminer les zéros z = (xg, Yo, z0) du systéme algé-
brique

Flz) = MY t)Fy(t,x(t, z,0))dt

Y5
Tk

fl(:EO’va ZU)

TTL
Uf (1 — cos(V ) F(t,a(t),b(t), c(t))dt

Fa(wo,0.20) = 37 [ sin(VAOF (¢, a(t), b(t), c(t))dt

O%;\;@HS\S’

f3(w0, %0, 20) = 32

cos(\E)F(t, a(t), b(t), c(t))dt

\

ou a(t),b(t) et c(t) sont donnés par (3.3). Le reste de la démonstration est
une application directe du Corollaire

3.2.2 Preuve du Corollaire [3.1.1]

Remarquons que ’équation est de la forme avec A =4, h(t) =
sin(2t) cos(2t) et F(t,z,4,%) = (ax? + bz + c)sin 2t. Nous assurons d’abord
que les conditions de périodicité sont vérifiées. A I'aide d’un logiciel de
calcul Maple nous obtenons

1
fi(zo,y0,20) = @yo(él&mo + 15azp + 24b — 7a)
1 3 5 5 1
fo(wo,y0,20) = —Zam% 64ay0 2566128 + (%a - Zb)fﬂo
7 1 1 7 5 1
I AV _ R
H5g® ~ 6% ~ §9%0%0 ~ 15350+ 20 T 1
1
f3(x0, Y0, 20) = —%ayo(3z0—2)

Le systéme fi = fo = f3 = 0 comme étant un systéme algébrique a trois

équations avec trois inconnus xo, Yo et 2o a deux solutions (z{, y5, 23) données
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3.2. Preuves des résultats

par
1 a+8b 1 2
+—VA, -
(- 16 a '~ 12a VA, 3)
ou A est donnée dans le Corollaire Les jacobiens

8(f17f27f3)

(30, 0, 20) (om0 =(et i)

pour ces deux solutions sont

1
D=+——F-—AVA.
4718592

Si A > 0 alors ces déterminants ne sont jamais nuls. Donc, I’équation diffé-
rentielle (3.4) a deux solutions w-périodiques qui tendent vers les solutions

périodiques de ’équation non perturbée. Ce qui termine la démonstration du

Corollaire B.1.11

3.2.3 Preuve du Corollaire [3.1.2]

Considérons I'équation différentielle (3.1)) avec A\ = 1,h(t) = sin2t et

F(t,z,&,&) = (ax? + bz + ¢) sin? ¢. Alors nous avons

f1(z0, %0, 20) = % (z 2+%y3+zz(2))(12a_’b)
(%af 5p )zo+ 2axgzg + 48a b+ 53¢
fa(xo,90,20) = ﬂy0(18a$0 + 18az0 — Ta + 9b)
fa(xo,v0,20) = —izg + %amo + (%a - éb)zo - %amozo - 1—12(61 —b).

Le systeme f; = fo = f3 = 0 a huit solutions (z(, ¥, 2;) données par

1 2
(25,95, 20012 = (=75 (3a+6b+ VA), 0, 2) (3.9)
. s _ 1.1 1 1 1
(25,45, 203456 = (—5-(5a+bEVB), 0, 22+ —VB))

1 1 2
N + =
(70, Yo» %0)7.8 ( 18a(5a+9b), Qa\FC7 3)
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3.3. Applications

ou A, B et C sont donnés dans le corollaire Nous calculons les déter-
minants correspondants aux solutions ([3.9)

Det; = L\/Z(a+3\/ﬁ)(—a+x/2)

27648
1
Dety = ——VA(— A A
eta 27648v (—a+3VA)(a+ VA)
1
Dets = Dety = Dets = Detg = —@aB

D€t7’8 = :tOé\/E—ﬁ.

En examinant ces déterminants nous allons distinguer les trois cas donnés
dans le Corollaire Autrement dit, Pour toute solution réelle bien dé-
finie (xf,yg,23) et qui pour laquelle le déterminant correspondant est non
nul ’équation a une solution 27 —périodique qui tend vers la solution

périodique de I’équation non perturbée.

3.3 Applications

Exemple 3.3.1 Considérons l’équation différentielle aveca = —1/5,b =
2 et ¢ = 3. Alors cette équation vérifie les hypotheéses du Corollaire[3.1.1. Donc

l’équation a deux cycles limites. Voir Figure. .

Exemple 3.3.2 Soit donnée ’équation différentielle avec a = 1,b =
% 146 et ¢ = 1. Dans ce cas notre équation vérifie la condition : A > 0,
B<0,C >0, (a+3VA)(—a+VA)#0 et (—a+3VA)(a+VA) =0. Donc
[’équation a trois cycles limites. Voir Figure. .

Exemple 3.3.3 Considérons l’équation différentielle aveca =1,b=3
et ¢ = 1. Donc la condition 3 du corollaire[3.1.9 est satisfaite. Donc l’équation

différentielle a huit cycles limites. Voir Figure .
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3.3. Applications

F1c. 3.1 — Les deux cycles limites de I’équation (3.1.1) pour a = —1/5,b = 2,
c=3ete=10"3
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3.3. Applications

F1a. 3.2 — Les trois cycles limites de I’équation 1D pour a =1,b= % 146,
c=1lete=10"3
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3.3. Applications

F1c. 3.3 — Les huit cycles limites de 1’équation (3.5) pour a =1,0=3,c=1
et e =1073,
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CHAPITRE 4

\_Nombre maximum des cycles limites d’une classe des

systémes différentiels polynomiaux de Liénard généralisés

4.1 Présentation du probléme et résultats princi-
paux

En 2005, Coll, Gasull et Prohens [11] ont étudié par la méthode de 'in-

tégrale Abélienne (Poincaré-Melnikov) le nombre des cycles limites qui bi-

furquent des orbites périodiques d’un centre d’un systéme différentiel polyno-

mial planaire

T = —y2l*1(1 +bz) +ePy(z,y)
§ = 21+ bx) +Qn(z,y)

ou P,(z,y) et Qn(x,y) sont des polynomes de degré n, 0 < e < let b =0
ou b =1 = 1. En 2014, Llibre et Makhlouf [29] ont prouvé que le systéme
différentiel polynomial de Liénard généralisé

i o=yt (4.1)

o= P ef (!
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4.1. Présentation du probléme et résultats principaux

ol p,q et n sont des entiers positifs, £ est un petit parametre et f(x) est un
polynéme de degré m peut avoir [%] cycles limites. Le systéme avec
p=gq=n=1a été étudié en 1977 par Lins et al. [28]. Lecasp=n=1¢et q
est arbitraire a été traité par Urbina et al. [45] en 1993.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au nombre maximum des cycles
limites noté H (p,q,1) que peut avoir le systéme différentiel polynomial de

Liénard généralisé

i = yr! (4.2)

g = —a" —cf(zy)

ol p et g sont des entiers positifs, € est un petit parametre et f(z,y) est un
polynéme de degré m
m
fla,y) =) aya'y’.
i+j=0

Notons que le systéme (4.2]) est plus général que le systéme (4.1) et que
le nombre maximum des cycles limites obtenu pour le systéme (4.1) dans
[29] en utilisant le théoréme de la moyennisation du premier ordre dépend
uniquement du degré m. Mais notre résultat obtenu pour le systéme (4.2))
en utilisant le méme théoréme dépend de m, p et ¢. Nos résultats sont les

suivants.
Théoréme 4.1.1 [18] Soit

[ { m St m est impair

m —1 sim est pair.

Pour € # 0 suffisamment petit, le nombre maximum des cycles limites du

systéme est borné par fNI(p, q,l) = [%} .
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4.2. Preuves des résultats

Corollaire 4.1.1 Soit p=q =1 et f(x,y) est un polynome de degré m =5

flz,y) = aoo+aoz+any + a21x2y + +a12$y2 + 0Lo3?J3

+agr? + azsr?y® + aszty + agsy®.
ol

apgpp = 2, ajg = —0.25, apglr = 1.9, [V 1.2, as1 = —2.5,

apy = —1.2, agzz = 0.8, aqo = 3.2, aq1 = 0.6, aps = 0.2.

Pour e # 0 suffisamment petit, le systéme a deuzx cycles limites bifurqués
des orbites périodiques du systéme non perturbé (systéme avec e = 0).

Dans ce cas la borne est atteinte.

Corollaire 4.1.2 Considérons le systéme avecp=1,g=2etm==06

f(@,y) = any+anz’y + aozy® + asr’y® + anxly

5 3.3 6 6
+apsy” + a33x”y” + agor” + apsy -
ol

apr = 9.7, ag1 = —T3.7, as3 = —44.26, agz = 28.3,
2, 41 = 14.1, aps = 2.()7, agn — 0.1, apg = 4.

as3

Pour € # 0 suffisamment petit, le systéme a quatre cycles limites bifur-
quant des orbites périodiques du systéme non perturbé. Dans ce cas aussi la

borne est atteinte.

4.2 Preuves des résultats

Dans cette section, nous allons travailler avec les coordonnées polaires gé-
néralisées de Liapunov introduites dans [26] par les fonctions (p, ¢)-trigonométriques

2(0) = Cs(0), w(f) = Sn(f) comme étant des solutions du probléme a valeur
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4.2. Preuves des résultats

initiale

3= 1

W = 229!
2(0) = p~ 5, w(0) = 0.

Pour p = ¢ = 1 ces fonctions ne sont que les fonctions trigonométriques
classiques
Cs(0) = cosf et Sn(f) = sinb.

On peut démontrer facilement que Cs(6) et Sn(6) vérifient la relation

pCs*(0) + q¢Sn*P(h) = 1

et que ces fonctions sont T'—périodiques avec

ou I' est la fonction Gamma.

4.2.1 Preuve du Théoréme 4.1.1]

Le systeme différentiel polynomial de Liénard généralisé (4.2)) avec e = 0

est un systéme Hamiltonien avec Hamiltonien

1 1
H = g% P
(z,y) 20 gy

Le systéme (4.2) non perturbé (¢ = 0) a un centre, c’est l'origine (0,0).

Considérons les (p, g)—coordonnées polaires de Liapunov (r,#) définies par
x=1rPCs(0) et y=riSn(6).

Le systéeme (4.2)) en coordonnées polaires (r, ) peut s’écrire sous la forme
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4.2. Preuves des résultats

o= —ertT1Sn?71(9) f(rPCs(6), r1Sn(0)) (4.3)
0 = —r2pq*p*q—apr*qu(H)f(rpCs(H),ran(H)).

En considérant # comme une variable indépendante, le systéme (4.3|) devient

dr

0 - er= At gn2r=1(9) £ (+PC's(0),r1Sn(6)) + O(£?)

= eF(0,r) +O(?).

Nous appliquons le théoréme de la moyennisation du premier ordre (Théoréme

2.2.1)) avec
x=y=r, t=0, Fi(t,x)=Fi(0,r)

ol

Fy(0,r) = r 2Pt rLgn®=1(6) N~ a;rP I Cs (0)Sn7 (0).  (4.4)

i+j=0
Donc, nous obtenons
m T
F(r) =r 2P0t N gyt / Cs'(0)Sn?T2~1(0)do.
i+§=0 0

Posons

T

Lij= / Cs'(0)Sn? (6)db,
0

nous aurons m
_ —2pgt+p+1 § i+qj
f(’l“) =y “PITP CL,L'j’I“pZ quLjJrgp,l.
i+7=0
Soit
I { m sl m est impair

m — 1 sim est pair.
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4.2. Preuves des résultats

Comme [; j =0 siiou j est impair et I; ; > 0 si et j sont pairs, alors nous

avons

F(r) = r—2patp+l i &Z.jrpquj

1+3=0

1 pair
7 impair

!
—  p2pgtpt2 Z &ij,,,piJrqj*l

1+7=1

1 pair

j s impir

aij = aijlij1op—1-
En simplifiant encore les formules, nous obtenons

l
F(r) = T—qu+p+2(a01rq—l + Z &ijrpquj—l)
t+j=2
1 pair
7 impair
!
= powatrtatlG,, 4 Z aijrpiﬂ(j—l))
1+j=2
1 pair
j impair
l
—  p2pgtptatl Z agrrrau-n),
t+5=1
1 pair

7 s impair
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4.2. Preuves des résultats

Pour répondre & notre question, nous devons savoir combien des racines po-
sitives que peut avoir I’équation algébrique
l
Fry= Y ayrtii <o (4.5)
t+j=1
1 pair

7 impair

Le degré de F(r) est la valeur maximale des puissances pi + ¢(j — 1) sans
oublier que 7 +j < [, ¢ est pair et j est impair. Pour cela, nous avons la

majoration

pi+qj—q < max(p,q).i+ max(p,q).j —q

A

< max(p,q)(i+J) —q

IN

l. max(p, q) — q.

Alors le degré de F(r) est majoré par [.max(p,q) — ¢ . Comme r = 0 n’est
pas une solution qui peut fournir des cycles limites nous devons ’éliminer.
Remarquons que la variable r apparait dans I’équation en 2 car toutes
les puissances pi + ¢(j — 1) sont paires. Donc, Si r* # 0 est une solution de
I’équation alors —r* est aussi une solution. Nous éliminons cette derniére
solution car nous sommes uniquement intéressés par les solutions positives.

Alors I'équation {i peut avoir au plus %} solutions positives.
J

Par conséquent, le systeme différentiel (4.2) peut avoir au plus H (p,q,l) =
[l .maxép,q)—q}

cycles limites. Ce qui termine la preuve de Théoréme [4.1.1

4.2.2 Preuve du Corollaire [4.1.1]

Considérons le systéme différentiel (4.2)) avec p = ¢ = 1 et m = 5. D’apres
le Théoréme le systéme 1) peut avoir au plus [52&} = 2 cycles

limites et nous avons
f(?”) = ag1 + (&21 + 603)7“2 + ([l23 + a4 + (~105)T4
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4.2. Preuves des résultats

ou
aij = aijlijn

T
= aij/Csi(H)Sanrl(H)dH.
0

Pour p = ¢ = 1 nous avons
Cs(0) = cos(0) et Sn(0) = sin(0) avec T' = 2.

Calculons les intégrales, nous aurons

1 3 1 5
Ipp =m, I22 = ik Ipy = T Ioy =142 = 3™ Ipg = 3"
et donc
apr = 5.969026043, a1 = —1.963495409, ag3 = —2.827433388,

ags = 0.3141592654, a41 = 0.2356194490, aps = 0.3926990818.
Dans ce cas ’équation algébrique F(r) = 0 a deux solutions positives

r1 = 1.478399984 et ro = 1.702253454

satisfaisant
dj;(f) | pepy, = —1.98414430 # 0
d
];Y) | mry = 2.28457558 # 0.

Dong, le systéme ([4.2)) a exactement deux cycles limites bifurquant des orbites

périodiques du systéme non perturbé, voir Figure [£.1]
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P R e

Fi1a. 4.1 — Deux cycles limites pour € = 0.001

4.2.3 Preuve du Corollaire [4.1.2]

D’aprés le Théoréeme le systeme (4.2) avec p = 1,g =2 et -m =6

(6—1)x2—2
2

peut avoir au plus [ | = 4 cycles limites et la fonction algébrique est

donnée par
F(r) = ao1 + amr? + (o3 + dar)r* + agsr® + dosr®

Dans ce cas et suivant Liapunov [26], C's(6) et Sn(0) sont les fonctions ellip-

tiques

1
Cs(0) = cn(0) et Sn(0) = sn(f)dn(f) du module 7

avec la période

= 7.416298712.
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A T’aide d’un logiciel de calcul symbolique Maple nous calculons les intégrales

T
T = / en' (60)(sn(0)dn(0))do
0

nous obtenons

Ioo = 2.472099570, Iso = 0.6777704678, Ins = 1.059471244,
Ios = 0.2259234893, I42 = 0.3531570814, Ipe = 0.4815778383.

et puis
agr = 23.97936583, a1 = —49.95168348, ag3 = 29.98303621,
a3 = —9.999373636, a4 = 4.979514848, ags = 0.9968661253.

L’équation F(r) = 0 a quatre racines positives

ry = 0.9989866774,rs = 1.438456003
ry = 1.67128889,ry = 2.042173432.
vérifiant
d
F) L _12.15008498
dr
dF(r)
r—r, = 4.6739814
d?“ ’ 2
dF(r)
vy = —5.9652117
dr | 3
dF(r)
r=r4 — . 2 4 .
- | . = 37.382648

Comme ces dérivées sont toutes non nulles, le systéme (4.2) a exactement

quatre cycles limites, voir Figure
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Fi1G. 4.2 — Quatre cycles limites pour ¢ = 0.001
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CHAPITRE B

Conclusion et perspectives

La deuxiéme partie du 16 probléme de Hilbert consiste & la recherche
de nombre maximum des cycles limites que peut avoir le systéme différentiel

polynomial planaire d’ordre n

© = P(z,y)

Dans ce travail, nous avons étudié ce genre de problémes en utilisant 1'une
des plus importantes méthodes perturbatives, c’est la méthode de la moyen-
nisation. Nous avons donné des conditions suffisantes pour l’existence des
solutions périodiques d’une classe des équations différentielles du troisiéme
ordre. Nous avons perturbé une équation différentielle non homogeéne. Nous
avons illustré notre étude par des exemples.

Nous avons aussi donné des résultats sur le nombre maximum des cycles
limites de certains systémes différentiels polynomiaux de Liénard généralisés
noté I:I(p, q,1). Notre étude montre que ce nombre dépond de p, ¢ et [ . Dans
les exemples que nous avons considéré la borne est atteinte.

Notre futur travail sera une généralisation de ces résultats. Nous allons
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CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

étudier le nombre maximum des cycles limites du systéme différentiel poly-

nomial de Liénard généralisé

i = y? 1 tef(z,y)
g = —2* ! +eh(z,y)

ol p et g sont des entiers positifs, ¢ est un petit parametre, f(x,y) et h(x,y)

sont des polynémes de degrés m et n respectivement.
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