


Résumé

Dans cette thèse, nous étudions premièrement les solutions périodiques de

la classe des équations di¤érentielles du troisième ordre de la forme

...
x + � _x+ h(t) = "F (t; x; _x; �x)

où " est un petit paramètre, � > 0; x 2 R, h(t) est une fonction 2�p
�
-périodique

et F est une fonction non linéaire périodique de période 2�p
�
. En utilisant la

théorie de la moyennisation, nous donnons des conditions su¢ santes pour

l�existence de ces solutions périodiques.

La seconde partie de ce travail est l�étude du nombre maximum des cycles

limites de la classe des systèmes di¤érentiels polynomiaux de Liénard généra-

lisés de la forme

_x = y2p�1

_y = �x2q�1 � "f(x; y)

où p et q sont des entiers positifs, " est un petit paramètre et f(x; y) est un

polynôme de degré m; en utilisant la théorie de la moyennisation. De plus,

nous allons donner des applications.

Mots cl�es : cycle limite, théorie de la moyennisation, équation di¤éren-

tielle du troisième ordre, système polynomial de Liénard généralisé.
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Abstract

In this thesis, �rst we study the periodic solutions of the class of the third

order di¤erential equations of the form

...
x + � _x+ h(t) = "F (t; x; _x; �x)

where " is a small parameter, � > 0; x 2 R, h(t) is a 2�p
�
-periodic function

and F is a 2�p
�
-periodic nonlinear function. By using the averaging theory we

give su¢ cient conditions for the existence of these periodic solutions.

The second part of this work is the study of the maximum number of limit

cycles of the class of the generalized Liénard polynomial di¤erential systems

of the form

_x = y2p�1

_y = �x2q�1 � "f(x; y)

where p and q are positive integers, " is a small parameter and f(x; y) is a

polynomial of degree m; by using the averaging theory. Moreover, we give

applications.

Keywords : limit cycle, averaging theory, third order di¤erential equa-

tion, generalized Liénard polynomial system.
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Introduction générale
Les équations di¤érentielles jouent un rôle essentiel pour la modélisation

des systèmes physiques, mécaniques, chimiques, biologiques ou économiques.

Cette notion apparait chez les mathématiciens à la �n du 17�eme siècle. A cette
époque, les équations di¤érentielles s�introduisent par le biais de problèmes

d�origine mécanique ou géométrique comme par exemple : le mouvement du

pendule circulaire, problème du mouvement de deux corps s�attirant mutuel-

lement suivant la loi de la gravitation newtonienne, problème du mouvement

des corps élastiques, problème de l�équation de la courbe décrivant la forme

prise par une corde, suspendue aux deux extrémités et soumise à son propre

poids...

Une équation di¤érentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions

inconnues et leurs dérivées. L�ordre d�une équation di¤érentielle correspond

au degré maximal de la di¤érentiation auquel l�une des fonctions inconnues a

été soumise.

On remonte le début de l�histoire des équations di¤érentielles au début

de l�analyse avec Ferma, Newton et Leibniz. D�après Encyclopédie des
mathématiques, le terme "équation di¤érentielle" est dû à G. Leib-
niz (1646-1716) en 1676. Cette notion fait tout d�abord l�objet d�études
en vue d�une résolution algébrique pendant les deux premiers siècles de son

apparition. L�une des premières tentatives remonte à Newton (1642-1727)
qui proposa une résolution par des séries in�nies et prétendit que cette mé-

thode permettait de résoudre toute équation di¤érentielle. Puis, Bernoulli
(1667-1748) découvrit la méthode d�intégration des équations di¤érentielles
à variables séparables. Cette méthode fut développée et généralisée par la

suite par Leibniz qui aussitôt fut capable d�intégrer les équations di¤éren-
tielles homogènes et ensuite les équations di¤érentielles linéaires du premier

ordre. Un peu plus tard, Taylor (1685-1731) utilisa les séries pour résoudre
les équations di¤érentielles.

Dès le début du 18�eme siècle et grâce aux discussions avec Bernoulli,
Euler et Lagrange (1736-1813) sur ce qu�est une fonction et ce qu�est une
solution d�une équation di¤érentielle, Euler en 1736 développa des méthodes
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de résolution basées sur des séries et certaines fonctions spéciales. Il développa

par ailleurs des stratégies générales pour obtenir des solutions pour beaucoup

de genres d�équations di¤érentielles. A la �n du 18�eme siècle, Gauss (1777-
1855) démontra la nécessité de l�introduction des nombres complexes dans
le champ. Cauchy (1789-1857) fut le premier à apprécier l�importance de
ce point de vue. Dans les années 1820, il donne une nouvelle direction à la
théorie en démontrant que dans certaines limites toute équation di¤érentielle

est solvable. Or aux mêmes périodes que les travaux d�Abel (1802-1829)
et de Galois (1811-1832) annonçant que certaines équations di¤érentielles,
notamment les équations non linéaires n�avaient pas des solutions qui puissent

être décrites par des formules, Liouville en 1841 montra l�impossibilité de
résoudre certaines équation di¤érentielle même d�ordre peu élevé. Les théo-

rèmes d�existence pour les solutions des équations di¤érentielles du premier

ordre ne furent établis qu�en 1876 par Lipchitz (1832-1903).
Ainsi, le 19�eme siècle a été dominé par la problématique d�existence et

d�unicité de solutions et de fonctions de variables complexes mais également

par la naissance de la résolution numérique. Certaines contributions d�Euler
débouchèrent en 1840 sur une méthode connue aujourd�hui sous le nom de

"la méthode d�Euler". Les premières méthodes numériques datent du 19�eme

siècle, mais le développement de l�analyse numérique de ces méthodes ne fut

entrepris qu�en 1950 simultanément avec l�apparition des premiers calcula-
teurs électroniques.

Poincaré (1854-1912) introduisa de nouvelles fonctions transcendantes
et se lança dans l�étude des comportements globaux des courbes solutions.

Ainsi, la théorie qualitative des équations di¤érentielles fut inaugurée. L�inté-

rêt des travaux de Poincaré n�est malheureusement redécouvert qu�au début
des années 60 par Lorenz qui retrouvera le caractère chaotique des condi-
tions météorologiques liées à la sensibilité des conditions initiale. Au début des

années 70, la découverte de Lorenz ouvra la voie de beaucoup de physiciens
et des mathématiciens à l�étude des phénomènes non linéaires et chaotiques.

Dans les années 1920, le staticien austro-hongrois Lotka et le mathé-
maticien italien Volterra élaborent un modèle qui décrit la dynamique des
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systèmes écologiques où cohabitent un prédateur et sa proie (lynx et lièvres

des neiges dont les recensements précis ont été établis par la compagnie de

la baie d�Hodson). Ce modèle est constitué d�une équation di¤érentielle qui

traduit l�évolution des populations de chaque animal.

Ainsi, quand les lynx sont nombreux, la population des lièvres décroît,

ce qui entraine la diminution du nombre des lynx, puis l�augmentation des

lièvres libérés de la pression des prédateurs...Aux mêmes années, en physique

le Néerlandais Ven der Pol décrit de cette façon les oscillations d�un circuit
électrique doté d�une lampe dont la résistance dépend de l�intensité du courant

qui y passe.

Dans les deux exemples, à mesure que le temps croît, le comportement

du système a tendance à devenir périodique. Graphiquement, les courbes qui

représentent les solutions s�approchent d�un cycle qu�on l�appelle "cycle li-
mite". Que ce qu�un cycle limite donc ?

Les cycles limites sont apparu en 1881, dans le mémoire écrit par Poin-
caré sur les courbes dé�nies par une équation di¤érentielle. Un cycle limite est
une orbite périodique isolée dans l�ensemble de toutes les orbites périodiques

d�une équation di¤érentielle. L�importance de pouvoir déterminer le nombre

des cycles limites fait la seconde partie du 16�eme problème de Hilbert [19]
qui peut être formulée de la façon suivante : Quel est le nombre maximum

des cycles limites noté H(n) que peut avoir le système polynomial planaire

de degré n (
_x = P (x; y)

_y = Q(x; y):

Ce problème n�est toujours pas résolu 112 ans après son énoncé ! En 1923,

Dulac [13] proposa une démonstration assurant que ce nombre est �ni pour
tout n; mais cette démonstration comportait une erreur. La résolution du

Dulac a été faite d�une façon indépendante parEcalle,Martinet etMoussu
en 1987, Ilyashenko en 1991 et par Ecalle en 1992. Cette résolution permet
de prouver que le champ de vecteurs polynomial possède un nombre �ni de

cycles limites. Mais ils n�ont pas pu trouver une estimation uniforme de ce

nombre.

x



Les chercheurs considèrent une classe spéciale des équations di¤érentielles.

C�est la classe des équations de Liénard [27](
_x = y � F (x)
_y = �x

(1)

où F (x) =
2n+1P
i=1

aix
i et F (0) = 0: Donc le problème de Hilbert a¤aibli consiste

à chercher une borne supérieur pour le nombre de cycles limites de l�équation

de Liénard (1). Mais aucune majoration n�est actuellement connue. En 1997,

Lins, De Melo et Pugh [28] ont prouvé que :
� Pour F (x) = a1x+a2x2+a3x3 et a1a3 < 0; le système (1) a exactement

un cycle limite. Il est stable si a1 < 0 sinon il est instable.

� Pour F (x) = a1x + a3x
3 + a5x

5, le système (1) a au plus deux cycles

limites.

En 2001, Perko [39] a démontré que :

� Pour " su¢ samment petit, le système (1) avec F (x) =
2n+1

"
P
i=1

aix
i peut

avoir au plus n cycles limites.

� Le système (1) a exactement n cycles limites si et seulement si l�équation

de degré n

a1
2
+
3a3
8
�+

5a5
128

�3 + :::+

 
2n+ 2

n+ 1

!
a2n+1
22n+1

�n = 0

a n racines positives �j = r
2
j où j = 1::n: Dans ce cas les cycles limites

tendent vers les cercles de rayons rj ; j = 1::n centrés à l�origine quand

"! 0:

Il y a beaucoup de chercheurs qui ont étudié le nombre maximum de cycles
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limites du système de Liénard généralisé donné sous la forme(
_x = y

_y = �g(x)� f(x)y
(2)

où f et g sont deux polynômes de degré n et m respectivement. Notons par

Ĥ(m;n) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitudes du système

(2).

En 1984, Blows et Lloyd [2] ont donné les résultats suivant :
� Si g est impair, alors Ĥ(m;n) =

�
n
2

�
:

� Si f est pair, alors Ĥ(m;n) = n:

� Si f est impair, alors Ĥ(m; 2n+ 1) =
�
m�2
2

�
+ n:

� Si g(x) = x+ ge(x) où ge est impair, alors Ĥ(2m; 2) = m:

En 1998,Gasull etTorregrosa [17] ont trouvé des bornes supérieurs pour
Ĥ(7; 6); Ĥ(6; 7) et Ĥ(7; 7): En 1999, Lynch et Cristopher [35] ont déve-
loppé une nouvelle méthode algébrique qui permet de déterminer la constante

de Liapunov du système (2). Ils ont donné les résultats suivant :

� Ĥ(m; 2) = [2m+13 ]:

� Ĥ(2; n) = [2n+13 ]:

� Ĥ(m; 3) = 2[2m+28 ] pour tout 1 < m � 50:
� Ĥ(3; n) = 2[3n+28 ] pour tout 1 < m � 50:
� Ĥ(4; k) = Ĥ(k; 4); k = 6; 7; 8; 9 et Ĥ(5; 6) = Ĥ(6; 5):

En 2006, Yu et Han [48] ont obtenu des valeurs précises de Ĥ(m;n) =
Ĥ(n;m) pour fn = 4;m = 10; 11; 12; 13g; fn = 5;m = 6; 7; 8; 9g et fn =
6;m = 5; 6g: Notons par H(m;n) le nombre maximum de cycles limites que

peut avoir le système (2). Dumortier, Li et Rosseau (1990-1996) [14] et
[15] ont assuré que H(3; 1) = 1: En 1997. En 1998, Coppel [12] a trouvé que
H(2; 1) = 1.

Les chercheurs ont obtenu des résultats importants en utilisant des tech-

niques di¤érentes (intégrale abélienne, méthode de moyennisation, la mé-

thode de Melnikov,...) d�où on a des estimations de la borne inférieure des

nombres de Hilbert : H(2) � 4 [7, 44, 49]; H(3) � 13 [24]; H(4) � 22 [8];
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H(5) � 28 [24]; H(6) � 35 [47]; H(7) � 50 [25]; H(n) � kn2 lnn [9] et

H(n) � 4(n+ 1)2(1:442695 ln(n+ 1)� 1
6) + n�

2
3 [22]:

En 2009, Libre, Meurew et Teixeira [30] ont obtenu une borne inférieure

de H(m;n) notée ~Hk(m;n) pour tout m;n � 1 pour le système

_x = y

_y = �x�
X
k�1
"k(fkn(x)y + g

k
m(x))

et de cette estimation ils ont trouvé que ~Hk(m;n) � Ĥ(m;n) pour k = 1; 2; 3:
En 2012, en utilisant la théorie de la moyennisation, Badi et Makhlouf [1]

ont étudié le nombre maximum des cycles limites ~H(m;n) qui bifurquent des

orbites périodiques d�un centre linéaire perturbé dans la classe des équations

polynomiales de Liénard généralisées de degré m et n

_x = y

_y = �x�
X
k�1
"k(fkn(x; y)y + g

k
m(x))

où pour chaque k le polynôme gkm(x) est de degré m, f
k
n(x; y) est un polynôme

de degré n et " est un petit paramètre. Ils ont trouvé une borne inférieure de
~H(m;n) notée ~Hk(m;n) telle que

~Hk(m;n) � ~H(m;n) � H(m;n):

Plan de la thèse : Cette thèse se compose de quatre chapitres.
� Le premier chapitre comporte des rappels sur des notions prélimi-
naires classiques et des outils que nous avons utilisé dans ce travail pour

démontrer nos résultats. Nous avons commencé par dé�nir les systèmes

dynamiques, la linéarisation, les points d�équilibre et leur nature. Nous

avons dé�ni aussi la notion de cycle limite et l�amplitude d�un cycle

limite.
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� Dans Le deuxième chapitre, Nous avons introduit la théorie de la
moyennisation pour chercher les cycles limites des systèmes di¤érentiels.

Nous avons illustré les théorèmes par plusieurs exemples.

� Dans Le troisième chapitre, nous avons donné les conditions su¢ -
santes pour l�existence des solutions périodiques d�une classe des équa-

tions di¤érentielles du troisième ordre contenant un petit paramètre "

en appliquant le deuxième théorème de la moyennisation du premier

ordre. Ce chapitre a été publié dans le journal "Annals of di¤erential

equations". A. Makhlouf and M. Hamamda. Limit cycles of a third order

di¤erential equation. Ann. of Di¤. Eqs. 30 :4(2014) ; 416-423.

� Le quatrième chapitre est basé sur la détermination du nombre maxi-
mum des cycles limites d�une classe des systèmes di¤érentiels polynô-

miaux de Liénard généralisés. Nous traitons cette étude en utilisant

le théorème de la moyennisation du premier ordre. Ce chapitre a été

publié au journal "Global Journal of Pure and Applied Mathematics".

M. Hamamda and A. Makhlouf. Limit Cycles of a Class of Generali-

zed Liénard Polynomial Equations. Global Journal of Pure and Applied

Mathematics. ISSN 0973-1768 Volume 12 : 2 (2016) ; 1831-1843.
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CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales et prélimi-

naires pour l�étude qualitative des systèmes dynamiques et des équations dif-

férentielles ordinaires. Ensuite, nous introduisons la notion d�un cycle limite

et l�amplitude d�un cycle limite d�un système planaire.

1.1 Problèmes à valeur initiale

Soient U un ouvert de R� Rd et f : U ! Rd une fonction continue.

Dé�nition 1.1.1 i) Une équation di¤érentielle ordinaire (EDO) sur U est

une relation de la forme

_x(t) = f(t; x(t))

que l�on note brièvement

_x = f(t; x) où _x =
dx

dt
(1.1)

ii) Pour (t0; x0) donné, un problème à valeur initiale associé à l�équation
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1.2. Existence et unicité de la solution

(1.1) est donné sous la forme

_x = f(t; x), x(t0) = x0: (1.2)

Dé�nition 1.1.2 i) La fonction x est dite solution de l�équation (1.1) sur
un intervalle I � R si elle est dé�nie et continûment dérivable sur I; si

(t; x(t)) 2 U pour tout t 2 I et si x satisfait la relation (1.1) sur I.
ii) Soit (t0; x0) 2 U donné, la fonction x est dite solution du problème à

valeur initiale (1.2) s�il existe un intervalle I contenant t0 tel que x est une

solution de l�équation (1.1) sur I et véri�e x(t0) = x0:

1.2 Existence et unicité de la solution

Théorème 1.2.1 (Existence) Soit U un ouvert de R� Rd: Si f : U ! Rd

une fonction continue alors pour tout (t0; x0) 2 U , le problème (1.2) admet
au moins une solution.

Dé�nition 1.2.1 Soient U un ouvert de R � Rd et f = f(t; x) : U ! Rd:
f est localement lipchitzienne en x si pour tout fermé et borné (compact) K

dans U , il existe une constante L > 0 telle que

jf(t; x1)� f(t; x2)j � L jx1 � x2j

pour tout (t; x1) et (t; x2) dans K.

Dé�nition 1.2.2 Pour (t0; x0) 2 U donné, une solution du problème à valeur
initiale (1.2) est dite unique si elle coïncide avec toute solution partout où elles

sont toutes les deux dé�nies.

Théorème 1.2.2 (Unicité) Soit U un ouvert de R � Rd. Si f = f(t; x) :

U ! Rd est continue et localement lipschitzienne en x, alors pour tout (t0; x0) 2
U , le problème (1.2) admet une solution unique.
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1.4. Systèmes dynamiques

1.3 Stabilité de la solution

La stabilité est l�un des aspects essentiels dans l�étude des systèmes dyna-

miques. Cette notion a été étudiée par Liapunov (1857-1918).

Dé�nition 1.3.1 Soit le problème à valeur initiale (1.2). Supposons que f
satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité de la solution. Soit

�(t) une solution du problème (1.2) telle que �(t0) = �0 est dite stable au sens

de Liapunov si 8" > 0;9� > 0 telle que toute solution x(t) de (1.2) véri�e

kx(t0)� �0k < � ) kx(t)� �(t)k < ";8t � t0:

Si de plus lim
t!1

kx(t)� �(t)k = 0 alors la solution �(t) est dite asymptotique-

ment stable.

1.4 Systèmes dynamiques

Dé�nition 1.4.1 Un système dynamique sur Rn est une application U : R+�
Rn ! Rn telle que

1. U(:; x) : R+ ! Rn est continue

2. U(t; :) : Rn ! Rn est continue

3. U(0; x) = x

4. U(t+ s; x) = U(t; U(s; x)) pour t; s 2 R+ et x 2 Rn:

Exemple 1.4.1 Soit le système

_x = Ax; x(0) = x0 (1.3)

où A est une matrice constante, t 2 R+ et x 2 Rn: La solution de (1.3) est
donnée par

x(t) = etAx0
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1.6. Points d�équilibre et linéarisation

Le système (1.3) engendre un système dynamique

U : R+ � Rn ! Rn

U(t; x) = etAx

1.5 Flot d�une équation di¤érentielle

Dé�nition 1.5.1 Soit le système non linéaire

_x = f(x) (1.5)

avec la condition initiale x(0) = x0; x0 2 E; E est un sous ensemble ou-

vert de Rn et f 2 C1(E): Soit �(t; x0) la solution de (1.5). L�ensemble des
applications �t dé�nies par

�t(x0) = �(t; x0)

est appelé le �ot de l�équation di¤érentielle (1.5).

Remarque 1.5.1 Le �ot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement
du temps t, sinon il est dit non autonome.

1.6 Points d�équilibre et linéarisation

1.6.1 Point d�équilibre

Dé�nition 1.6.1 Le point x0 2 Rn est appelé un point critique ou point
d�équilibre du système (1.5) s�il véri�e

f(x0) = 0:
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1.6. Points d�équilibre et linéarisation

1.6.2 Linéarisation des systèmes

Dé�nition 1.6.2 Considérons le système (1.5). Le système

_x = Ax où A = Df(x0) =

�
@fi
@xj

(x0)

�
1�i;j�n

(1.6)

est appelé le système linéarisé du système (1.5) en x0:

Remarque 1.6.1 La linéarisation d�un système di¤érentiel nous amène à
l�étude de la nature des points critiques.

Dé�nition 1.6.3 Le point critique x0 est dit hyperbolique si aucune des va-
leurs propres de la matrice jacobienne Df(x0) n�a de partie réelle nulle.

1.6.3 Nature des points d�équilibre

Soit le système di¤érentiel linéaire (1.6) où A est une matrice 2 � 2 et
soient �1 et �2 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les di¤érents

cas selon ces valeurs propres :

1. Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de signe di¤érent, alors le point

critique x = x0 est un point selle, il est toujours instable (voir Figure

1.1).

Fig. 1.1 �(0,0) est un point selle

2. Si �1 et �2 sont réelles de même signe, on a trois cas :
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1.6. Points d�équilibre et linéarisation

(a) Si �1 < �2 < 0; le point critique x = x0 est un n�ud stable (voir

Figure 1.2).

(b) Si 0 < �1 < �2; le point critique x = x0 est un n�ud instable (voir

Figure 1.3).

(c) Si �1 = �2 = �; le point critique x = x0 est un n�ud propre, il est

stable si � < 0 et instable si � > 0 (voir Figure 1.4 et 1.5).

Fig. 1.2 �(0,0) est un noeud stable

Fig. 1.3 �(0,0) est un noeud instable

3. Si �1 et �2 sont des complexes conjuguées et Im(�1;2) 6= 0, alors le point
critique x = x0 est un foyer. Il est stable si Re(�1;2) < 0 et instable si

Re(�1;2) > 0 (voir Figure 1.6 et 1.7).
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1.6. Points d�équilibre et linéarisation

Fig. 1.4 �(0,0) est un noeud propre stable

Fig. 1.5 �(0,0) est un noeud propre instable

Fig. 1.6 �(0,0) est un foyer stable
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1.6. Points d�équilibre et linéarisation

Fig. 1.7 �(0,0) est un foyer instable

4. Si �1 et �2 sont imaginaires pures, alors le point critique x = x0 est un

centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir Figure 1.8).

Fig. 1.8 �(0,0) est un centre

1.6.4 Stabilité des points d�équilibre

L�étude de la stabilité d�un point d�équilibre nous amène à connaître le

comportement des trajectoires voisines de ce point d�équilibre.

Dé�nition 1.6.4 Soit le système

dx

dt
= f(t; x); x 2 Rn; t 2 R: (1.7)

Supposons que f satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité

de la solution et soit �(t) la solution du système (1.7). On dit qu�un point
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1.7. Plan et portrait de phase

d�équilibre p est stable si 8" > 0;9� > 0 tel que si

k�(t0)� pk < � ) k�(t)� pk < ";8t � t0:

S� il existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage

lim
t!1

�(t) = p alors le point d�équilibre p est dit asymptotiquement stable.

Théorème 1.6.1 Soit x0 un point d�équilibre pour le système (1.6).
i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne Df(x0) ont des

parties réelles négatives, alors le point d�équilibre x0 est asymptotiquement

stable.

ii) S�il existe au moins une valeur propre de Df(x0) avec une partie réelle

positive, alors le point d�équilibre x0 est instable.

iii) Si Df(x0) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et

d�autres avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la sta-

bilité du point d�équilibre x0:

1.7 Plan et portrait de phase

Pour un système dont l�évolution au cours du temps t est décrite par la

fonction à valeurs réelles x(t), on appelle trajectoire de phase une représenta-

tion géométrique cartésienne dans laquelle on reporte les positions au cours

du temps t d�un point représentatif M d�abscisse x et d�ordonnée _x = dx
dt :

Cette terminologie est en accord avec celle de la physique statique : le

plan (x; _x) ou le plan de phase s�identi�e (avec px = m: _x) à l�espace de phase

(x; px) du problème, de telle sorte que la représentation au cours du temps

du point M est bien la trajectoire du système dans son espace de phase.

Une trajectoire de phase donnée est décrite à partir d�un pointM0(x0; _x0)

représentatif des conditions initiales de l�évolution considérée. L�ensemble des

trajectoires de phase décrites par le système à partir de toutes les conditions

initiales réalisables est le portrait de phase de celui-ci.
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1.8. Orbites périodiques et cycles limites

Dé�nition 1.7.1 Soit le système di¤érentiel(
_x = P (x; y)

_y = Q(x; y):
(1.8)

Le portrait de phase est l�ensemble des orbites qui représentent les solutions

du système (1.8) dans l�espace des phases ainsi que ces points critiques qui

sont considérés comme des solutions constantes. Le plan (xoy) est appelé plan

de phase.

1.8 Orbites périodiques et cycles limites

Il est toutefois préférable d�envisager le point d�équilibre d�un système

di¤érentiel non comme un point de Rn mais plutôt comme une solution parti-
culière intéressante, une solution stationnaire, c-à-d une solution qui n�avance

pas. Mais il existe d�autres solutions remarquables dont l�étude est très pro-

�table, par exemple les solutions périodiques. On va en e¤et s�intéresser tout

particulièrement à ce type de solutions.

1.8.1 Orbite périodique

Dé�nition 1.8.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire �t(x) de (1.8)
telle qu�il existe un nombre T > 0; véri�ant

�(t+ T; x) = �(t; x): (1.9)

Le plus petit réel T > 0 qui véri�e (1.9) est appelé période.

1.8.2 Cycle limite

Dé�nition 1.8.2 Un cycle limite du système (1.8) est une orbite périodique
isolée dans l�ensemble de toutes les orbites périodiques de ce système.

Dé�nition 1.8.3 L�amplitude du cycle limite est la valeur maximale de la
variable x de ce cycle limite.
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1.8. Orbites périodiques et cycles limites

Exemple 1.8.1 Soit le système(
_x = �x� y � �x(x2 + y2)
_y = x+ �y � �y(x2 + y2)

(1.10)

tel que � est un paramètre. En coordonnées polaires x = r cos � et y = r sin �;

le système (1.10) devient (
_r = �r(1� r2)
_� = 1:

Posons

f(r) = _r = �r(1� r2):

Alors si � 6= 0;
f(r) = 0 =) r = 0 ou r = 1:

On a donc un point d�équilibre (0; 0) et un cycle limite d�amplitude r = 1

(x(t); y(t)) = (cos(t+ �0); sin(t+ �0))

ou

x2 + y2 = 1:

1. Pour � > 0; on a deux cas :

(a) Si r < 1; alors f(r) > 0; d�où r(%):
(b) Si r > 1; alors f(r) < 0; d�où r(&):

Donc le cycle limite d�amplitude r = 1 est stable.

2. Pour � < 0 :

(a) Si r < 1; f(r) < 0; d�où r(&):
(b) Si r > 1; f(r) > 0; d�où r(%):

Donc le cycle limite d�amplitude r = 1 est instable.

3. Si � = 0; le système a une in�nité d�orbites périodiques, et il n�y a pas

de cycle limite.
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1.9. Système hamiltonien

Remarque 1.8.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les sys-
tèmes di¤érentiels non linéaires.

1.9 Système hamiltonien

Dé�nition 1.9.1 Un système hamiltonien est un système d�équations di¤é-
rentielles du types

_p(t) = DqH(p(t); q(t)) (1.11)

_q(t) = �DpH(p(t); q(t));

où H 2 C2(R2n): La fonction H est appelée hamiltonien du système. Si (p; q)

est une solution du système hamiltonien (1.11), alors on calcule

d

dt
H(p(t); q(t)) = DpH(p(t); q(t)) _p(t) +DqH(p(t); q(t)) _q(t) = 0:
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CHAPITRE 2

Théorie de la moyennisation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de la moyennisation et

nous donnons ces di¤érents théorèmes. La méthode de la moyennisation est

l�une des plus importantes méthodes perturbatives utilisées actuellement dans

l�étude des cycles limites des systèmes dynamiques. L�idée de cette méthode

comme étant une technique de calcul sans preuve de validité a été commencé

avec les travaux de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justi�ca-

tion intuitive de la méthode. Ils ont utilisé la procédure de la moyennisation

pour étudier le problème des perturbations séculaires dans le système solaire.

Ensuite, elle a été clairement formulée pour la première fois par Fatou

en 1928. Les importantes contributions pratiques et théoriques de la moyen-

nisation ont été faites en 1930 par Bogoliobov et Krylov [3], En 1945 par

Bogoliobov[4] et en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky [5]. Elle a été ensuite

développée par Verhulst [46], Sanders et Verhulst [43], Malkin (1956) [37] et

Roseau (1966) [41].

Dans ce chapitre, on s�intéresse à la méthode de la moyennisation appli-
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2.1. Introduction

quée aux équations di¤érentielles contenant un petit paramètre " de la forme

_x = "f(t; x; ") où t 2 I � R et x 2 Rn:

Le principe de cette méthode est de remplacer _x par sa valeur moyenne. Pour

dé�nir la moyenne d�une fonction nous allons donner les résultats suivants.

Dé�nition 2.1.1 On considère la fonction f : R�Rn ! Rn qui est continue
et T -périodique en t. On appelle fonction moyenne de f notée f0 la fonction

dé�nie par

f0(x) =
1

T

TZ
0

f(t; x)dt:

Pour donner une idée générale et voir comment cette méthode s�applique,

nous allons commencer par l�équation di¤érentielle suivante

�x+ x = "f(x; _x) (2.1)

où x 2 R; " est un petit paramètre et f est une fonction T -périodique. Pour
" = 0, la solution de cette équation est connue, c�est une combinaison de cos t

et de sin t. Cette solution peut s�écrire sous la forme

r0 cos(t+ '0)

où r0 est l�amplitude et '0 est la phase. r0 et '0 sont des constantes déter-

minées par la valeur initiale. Pour étudier la solution pour " 6= 0, Lagrange

a introduit la technique de la variation des constantes. En e¤et, l�amplitude

r et la phase ' sont maintenant des fonctions du temps. Donc la solution de

l�équation (2.1) devient

x(t) = r(t) cos(t+ '(t))

_x(t) = �r(t) sin(t+ '(t)):
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2.1. Introduction

En substituant les expressions de x et _x dans l�équation (2.1), on obtient

� _r sin(t+')�r cos(t+')(1+ _')+r cos(t+') = "f(r cos(t+');�r sin(t+')):

D�où

� _r sin(t+ ')� _'r cos(t+ ') = "f(r cos(t+ ');�r sin(t+ ')): (2.2)

D�autre part on a

_r cos(t+ ')� r sin(t+ ')(1 + _') = �r sin(t+ '):

D�où

_r cos(t+ ')� _'r sin(t+ ') = 0: (2.3)

Les équations (2.2) et (2.3) peuvent être considérées comme un système algé-

brique de deux équations en _r et _'(
� _r sin(t+ ')� _'r cos(t+ ') = "f(r cos(t+ ');�r sin(t+ '))
_r cos(t+ ')� _'r sin(t+ ') = 0:

(2.4)

La solution du système (2.4) est donnée par(
_r = �" sin(t+ ')f(r cos(t+ ');�r sin(t+ '))
_' = � "

r cos(t+ ')f(r cos(t+ ');�r sin(t+ ')):
(2.5)

Remarque 2.1.1 La transformation x; _x! r; ' présuppose que r 6= 0, dans
les problèmes où r(t0) = 0; on doit proposer d�autre transformation.

Notons que _r et _' sont proportionnels à ", ce qui con�rme que r et '

varient lentement avec le temps. Pour " su¢ samment petit, l�approximation

de la moyennisation consiste à remplacer _r(t) et _'(t) dans (2.5) par leurs

valeurs moyennes avec une période 2� (r et ' sont considérées comme des

constantes en prenant la moyenne).
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2.1. Introduction

Le système moyennisé équivalent au système (2.5) est8>><>>:
_r = � "

2�

2�R
0

sin(t+ ')f(r cos(t+ ');�r sin(t+ '))dt

_' = � "
2�r

2�R
0

cos(t+ ')f(r cos(t+ ');�r sin(t+ '))dt:

On pose � = t+ ', on aura8>><>>:
_r = � "

2�

2�R
0

sin(�)f(r cos(�);�r sin(�))d�

_' = � "
2�r

2�R
0

cos(�)f(r cos(�);�r sin(�))d�:
(2.6)

Une fois les intégrales trouvées, on aura à résoudre le système di¤érentiel dans

R2 du premier ordre (2.6) en r(t) et '(t) avec la condition initiale déterminée
à l�instant t0 = 0 par :

x(0) = r(0) cos'(0)

_x(0) = �r(0) sin'(0):

Les amplitudes des cycles limites possibles examinés par cette méthode sont

données par les solutions de l�équation algébrique

G(r) = 0

où

G(r) = � "

2�

2�Z
0

sin(�)f(r cos(�);�r sin(�))d�:

Supposons que r1 est une solution de G(r) = 0 (c-à-d une amplitude de cycle

limite). Perturbons r1 par

r(t) = r1 + �(t): (2.7)
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2.1. Introduction

Pour garantir la stabilité du cycle limite d�amplitude r1, on exige que

� !
t!+1

0:

Dérivant (2.7) par rapport à t, on obtient

_r = _�:

D�autre part, on a

_r = G(r1 + �)

' G(r1) + �G
0
(r1):

Comme G(r1) = 0; on obtient

_� = �G
0
(r1) (2.8)

On résout cette dernière équation (2.8), on trouve

� ' c exp(G0
(r1)t); où c = constante:

1. Si G
0
(r1) < 0, alors le cycle limite d�amplitude r1 est stable.

2. Si G
0
(r1) > 0, alors le cycle limite d�amplitude r1 est instable.

2.1.1 Forme standard de Lagrange

A�n de prouver la validité asymptotique des approximations, nous consi-

dérons généralement une équation di¤érentielle qui varie lentement comme

par exemple l�équation (2.5). Nous allons montrer comment obtenir ce type

d�équation par la méthode de la variation des paramètres.

Considérons pour x 2 Rn et t � 0 le problème à valeur initiale suivant

_x = A(t)x+ "g(t; x); x(0) = x0 (2.9)

où A(t) est une matrice continue n�n et g(t; x) est une fonction su¢ samment
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2.1. Introduction

lisse en t et en x. Le problème non perturbé (" = 0)

_x = A(t)x (2.10)

est évidemment linéaire admettant n solutions indépendantes qui forment la

matrice fondamentale �(t). Posons

x = �(t)y: (Lagrange)

En substituant dans l�équation (2.9), nous obtenons

_�y + � _y = A(t)�y + "g(t; �y):

Comme _� = A(t)�; nous aurons

� _y = "g(t; �y): (2.11)

Remarquons que les équations (2.2) et (2.3) sont des cas spéciaux de l�équation

(2.11). En utilisant la matrice inverse, nous allons résoudre l�équation (2.11)

en _y. Il vient que

_y = "��1(t)g(t; �(t)y) (2.12)

avec

y(0) = ��1(0)x0:

Nous utilisons maintenant la loi de Gramer, nous aurons

_yi =
Wi(t; y)

W (t)
; i = 1; ::; n

avec W (t) = j�(t)j est le wronskien (déterminant de �(t)) et Wi(t; y) est

le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la i�eme colonne de �(t)

par g. L�équation (2.12) est la soi-disant forme standard de Lagrange.
Plus généralement, la forme standard de Lagrange est donnée par la relation

_y = "f(t; y):

19



2.1. Introduction

Remarque 2.1.2 Le problème non perturbé (2.10) est linéaire, ce qui facilite
la procédure de la variation des paramètres. Si le problème non perturbé est

non linéaire cette technique reste valable, mais pratiquement il existe d�autres

techniques simples et faciles tout dépend de notre cas, comme par exemple la

transformation aux coordonnées polaires, ...

2.1.2 Théorème de la moyennisation

Considérons le problème à valeur initial suivant

_x = "f(t; x) + "2g(t; x; "); x(0) = x0: (2.13)

On suppose que f(t; x) est T -périodique en t et on introduit la moyenne

f0(x) =
1

T

TZ
0

f(t; x)dt:

Considérons maintenant le problème

_y = "f0(y); y(0) = x0 (2.14)

où la solution y(t) représente une approximation de x(t):

Théorème 2.1.1 [43] Soient les problèmes aux valeurs initiales (2.13) et
(2.14) avec x; y; x0 2 D � Rn et t � 0: Supposons que

1. f; g et Dxf sont continues et bornées par une constante indépendante

de " dans [0;+1)�D:
2. g est lipschitzienne en x 2 D:
3. f(t; x) est T -périodique en t; T est indépendante de ":

4. y(t) 2 D sur l�échelle du temps 1
" :

Alors on a x(t)� y(t) = O(") sur l0échelle du temps 1=":

Maintenant, nous sommes entrain de donner un résultat important pour

pouvoir démontrer le Théorème 2.1.1.
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2.1. Introduction

Lemme 2.1.1 (Gronwall [43]) Supposons que pour t0 � t � t0 + T

�(t) � �2(t� t0) + �1
tZ
t0

�(s)ds+ �3;

où �(t) est une fonction continue, �(t) � 0 8t0 � t � t0 + T , �1; �2 et �3
sont des constantes avec �1 > 0; �2 � 0 et �3 � 0: Alors

�(t) � (�2
�1
+ �3)e

�1(t�t0) � �2
�1

pour t0 � t � t0 + T:

Preuve du Théorème 2.1.1.
Les hypothèses (1) et (2) nous assurent l�existence et l�unicité de la solution

des problèmes aux valeurs initiales (2.13) et (2.14) sur l�échelle du temps 1=":

Dé�nissons

u(t; y) =

tZ
t0

(f(s; y)� f0(y))ds:

On a

ku(t; y)k � 2MT pour t � t0 et y 2 D:

Maintenant, nous introduisons

z(t) = y(t) + "u(t; y(t)):

Comme y(t) � D 8t � t0; on a l�éstimation

kx(t)� y(t)k � kx(t)� z(t)k+ kz(t)� y(t)k

� kx(t)� z(t)k+ " ku(t; y(t))k

� kx(t)� z(t)k+ 2"MT:
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2.1. Introduction

Notons que

x(t)� z(t) =
tZ
t0

(
dx

dt
� dz
dt
)ds:

Calculons

dx

dt
� dz
dt

= "f(t; x(t)) + "2g(t; x(t); ")� dy
dt

�"@u
@y
(t; y(t)):

dy

dt
� "@u

@t
(t; y(t):

Remplaçons dydt par "f
0(y), on aura

dx

dt
� dz
dt
= "f(t; x(t))� "f(t; z(t)) +R

où

R = "2g(t; x(t); ")� "2@u
@y
(t; y(t))f0(y)� "f(t; y(t)) + "f(t; z(t)):

On a 

f0(y)

 �M et





@u@y (t; y(t))




 � 2MT:

Grâçe à la continuité lipschitzienne de f nous avons

kf(t; z(t))� f(t; y(t))k � L kz(t)� y(t)k

� "L ku(t; y(t)k

� 2"LMT:

Donc il existe une constante k telle que

kRk � k"2:
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

C�est clair que

kx(t)� z(t)k �
tZ
t0





dxdt � dzdt




 ds

� "

tZ
t0

kf(t; x(t)� f(t; z(t) + k"k ds

� "

tZ
t0

kf(t; x(t)� f(t; z(t)k ds+ k"2(t� t0)

� "L

tZ
t0

kx(s)� z(s)k ds+ k"2(t� t0):

D�après le lemme de Gronwall

kx(t)� z(t)k � " k
L
e"L(t�t0) � " k

L
:

Par conséquent

kx(t)� y(t)k � "( k
L
e"L(t�t0) � k

L
+ 2MT ):

Si "L(t � t0) est borné par une constante indépendante de ", on aura l�ap-
proximation

x(t) = y(t) +O(") quand "! 0:

2.2 Méthode de la moyennisation dans le cas pé-

riodique

Maintenant, nous allons citer les théorèmes essentiels de la moyennisation

utilisés pour accomplir les travaux de cette thèse.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

2.2.1 Théorème de la moyennisation du premier ordre

Considérons le système di¤érentiel

_x = "F (t; x) + "2G(t; x; ") (2.15)

avec x 2 D � Rn; D est un domaine borné et t � 0: Nous supposons que

F (t; x) et G(t; x; ") sont des fonctions T -périodiques en t: Le système moyen-

nisé associé au système (2.15) est

_y = "f0(y); y(0) = x0 (2.16)

où

f0(y) =
1

T

TZ
0

F (s; y)ds: (2.17)

Théorème 2.2.1 [43] Soit le système (2.15), on suppose que :

1. F; G; DxF; D2xF; et DxG sont continues et bornées par une constante

M dans [0;+1)�D et �"0 � " � "0:
2. F et G sont T -périodiques en t, avec T indépendante de ":

Alors on a :

1. Si le point p est un point d�équilibre pour le système moyennisé (2.16)

telle que

det(Dxf
0(p)) 6= 0: (2.18)

Alors pour j"j > 0; su¢ samment petit, il existe une solution T -périodique
x"(t) du système (2.15) telle que

lim
"!0

x"(t) = p:

2. Si le point d�équilibre y = p du système moyennisé (2.16) est hyper-

bolique, alors pour j"j > 0 su¢ samment petit, la solution périodique

correspondante x"(t) du système (2.15) est unique, hyperbolique et de

même stabilité que p:
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Exemple 2.2.1 Soit l�équation de Van Der Pol

�x+ x = "(1� x2) _x: (2.19)

L�équation (2.19) peut s�écrire sous forme d�un système à deux équations dif-

férentielles (
_x = y

_y = �x+ "(1� x2)y:
(2.20)

En passant aux coordonnées polaires

x = r cos �; y = r sin �:(
_r = x _x+y _y

r
_� = _yx� _xy

r2
:

(2.21)

Alors on aura (
_r = "r sin2 �(1� r2 cos2 �)
_� = �1 + " cos � sin �(1� r2 cos2 �):

D�ou
dr

d�
=

" sin2 �(1� r2 cos2 �)
�1 + " cos � sin �(1� r2 cos2 �) : (2.22)

Pour pouvoir appliquer le théorème 2.1.1, l�équation (2.22) doit s�écrire sous

la forme

_x = "F (t; x) + "2R(t; x; "):

Posons

z = " cos � sin �(1� r2 cos2 �):

On sait que
1

1� z = 1 + z +O(z
2); jzj < 1:

D�où
dr

d�
= "F (�; r) +O("2) (2.23)

avec

F (�; r) = � sin2 �(1� r2 cos2 �):
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Remarquons que F est 2�-périodique en �; donc nous avons

f0(r) =
1

2�

2�Z
0

F (�; r)d� =
r

8
(r2 � 4):

D�après le théorème 2.1.1, le problème (2.23) est équivalent au problème

_ra = "f
0(ra) (2.24)

et on a l�approximation

r(�)� ra(�) = O(")

où r(�) et ra(�) sont les solutions des problèmes (2.23) et (2.24) respective-

ment. Les cycles limite possibles pour l�équation (2.19) sont donnés par les

racines positives de l�équation

f0(r) =
r

8
(r2 � 4) = 0: (2.25)

Cette équation algébrique admet une seule solution positive r = 2. Alors

l�équation de Ven Der Pol (2.19) a un cycle limite d�amplitude r = 2.

1. Pour " > 0 ce cycle limite est stable car " ddrf
0(2) < 0 (voir Fig. 2.1).

2. Pour " < 0 ce cycle limite est instable car " ddrf
0(2) > 0 (voir Fig. 2.2).

Exemple 2.2.2 Soit le système de Liénard(
_x = y � " (a1x+ :::+ anxn)
_y = �x:

(2.26)

Le système (2.26) s�écrit en coordonnées polaires(
_r = �"r(a1 cos2 (�) + :::+ anrn�1 cosn+1 (�))
_� = �1 + " sin (�) (a1 cos (�) + :::+ anrn�1 cosn (�)):
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Fig. 2.1 �Cycle limite stable pour " = 0:01:

Fig. 2.2 �Cycle limite instable pour " = �0:01:
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Ceci donne

dr

d�
=

"r(a1 cos
2 (�) + :::+ anr

n�1 cosn+1 (�))

1� " sin (�) (a1 cos (�) + :::+ anrn�1 cosn (�))
:

De la même manière que dans l�exemple 2.2.1, on trouve

dr

d�
= "r(a1 cos

2 (�) + :::+ anr
n�1 cosn+1 (�))

+"2r sin (�) cos (�) (a1 cos (�) + :::+ anr
n�1 cosn (�))2 +O

�
"3
�
:

On prend la moyenne

f0 (r) =
1

2�

2�Z
0

f (�; r) d� =
r

2�

2�Z
0

(a1 cos
2 (�) + :::::+ anr

n�1 cosn+1 (�))d�:

On aura

dr

d�
=
"r

2�

2�Z
0

(a1 cos
2 (�) + :::::+ an�1r

n�2 cosn (�) + anr
n�1 cosn+1 (�))d�

ou

dr

d�
=

"r

2�
(a1

2�Z
0

cos2 (�) d� + a3r
2

2�Z
0

cos4 (�) d� + :::

+an�1r
n�2

2�Z
0

cosn (�) d� + anr
n�1

2�Z
0

cosn+1(�)d�):

1. Si n est impair, on a

dr

d�
=
"r

2�
(a1I2;0 + a3r

2I4;0 + :::::+ anr
n�1In+1;0):

Ce polynôme peut avoir au plus
�
n�1
2

�
racines positives. Donc le système

(2.26) peut avoir au plus
�
n�1
2

�
cycles limite.
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2. Si n est pair, on a

dr

d�
=
"r

2�
(a1I2;0 + a3r

2I4;0 + :::::+ anr
n�2In;0)d�:

Ce polynôme peut avoir au plus
�
n�2
2

�
racines positives. Par conséquent

le système (2.26) peut avoir au plus
�
n�2
2

�
cycles limite.

Exemple 2.2.3 Soit le système8><>:
_x = �y + "(y2 + xz)
_y = x+ "(�y + yz + z2)
_z = "(�1 + x2 + y2 + yz):

(2.27)

Passant aux coordonnées cylindriques, on obtient8>><>>:
_r = �"(� sin �z2 + r � rz � r2 cos � � r cos2 � + r2 cos3 �)
_� =

1

r
(�"r2 sin � + "r2 sin � cos2 � � "r cos � sin � + r + "z2 cos �)

_z = "(�1 + r2 + rz sin �)

ou d�une manière équivalente8><>:
dr

d�
= _r = (z2 sin � � r + rz + r2 cos � + r cos2 � � r2 cos3 �)"+O("2)

dz

d�
= _z = (�1 + r2 + rz sin �)"+O("2):

Ce dernier système est de la forme8><>:
dr

d�
= F1(r; �; z)"+O("

2)

dz

d�
= F2(r; �; z)"+O("

2):

Notons que F1 et F2 sont 2�-périodiques, donc on peut aller au système
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

moyennisé 8>>>>>><>>>>>>:
f1(r; z) =

1
2�

2�Z
0

F1(r; �; z)d� =
1
2r(2z � 1)

f2(r; z) =
1
2�

2�Z
0

F2(r; �; z)d� = �1 + r2:

Déterminons les solutions du système(
f1(r; z) = 0

f2(r; z) = 0;
(2.28)

nous aurons

(r1; z1) = (1;
1

2
) et (r2; z2) = (�1;

1

2
):

La seule solution qui peut fournir un cycle limite est (r1; z1) = (1; 12), car

r doit être positif. Alors on prend le point d�équilibre p = (1; 12) du système

(2.28). On a

Dr;zf
0(p) =

 
@f1(r;z)
@r

@f1(r;z)
@z

@f2(r;z)
@r

@f2(r;z)
@z

!
(r;z)=(1; 1

2
)

=

 
0 1

2 0

!
:

D�où

det(Dr;zf
0(p)) = �2 6= 0:

Alors d�après le théorème 2.2.1, le système (2.27) a pour j"j 6= 0 su¢ samment
petit un cycle limite. Les valeurs propres de Dr;zf0(p) sont �

p
2. Le point sin-

gulier du système moyennisé p = (1; 12) est hyperbolique, alors le cycle limite

est de la même stabilité que p: Les valeurs propres sont de signe di¤érent,

alors p est un point selle qui est toujours instable. Par conséquent, le cycle

limite est instable.
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2.2.2 Théorème de la moyennisation du deuxième ordre

Considérons les deux problèmes aux valeurs initiales

_x = "F1(t; x) + "
2F2(t; x) + "

3F3(t; x; "); x(0) = x0 (2.29)

où F1 et F2 : [0;+1) � D ! Rn; F3 : [0;+1) � D � [0; "0] ! Rn sont des
fonctions continues, T périodiques par rapport à t et D est un ouvert de Rn:

_y = "f0(y) + "2f10(y) + "2g0(y); y(0) = y0 (2.30)

où f0, f10 et g0 sont les fonctions moyennées de F1; f1 et F2 respectivement.

Théorème 2.2.2 [43] Soit

f1(t; x) =
@F1
@x

y1(t; x)� @y
1

@x
f0(x)

où

y1(t; x) =

tZ
0

[F1(s; x)� f0(x)]ds+ z(x)

avec z(x) est une fonction de classe C1 telle que la moyenne de y1 est nulle.

Supposons que :

1. @F1
@x ; F2 et F3 sont continues sur leurs domaines de dé�nitions et lip-

chitziennes en x.

2. F3(t; x; ") est uniformément borné par une constante Mdans [0; M" ) �
D � (0; "0]:

3. T est indépendante de ":

4. y(t) 2 D sur l�échelle du temps 1
" :

Alors

x(t) = y(t) + "y1(t; y(t)) +O("2)

sur l�échelle du temps 1
" :
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Corollaire 2.2.1 Si les hypothèses du Théorème 2.2.2 sont satisfaites et de
plus f0(y) = 0; alors

1. Si p est le point d�équilibre du système moyennisé (2.30) tel que

@

@y
(f10(y) + g0(y)) jy=p 6= 0; (2.31)

alors il existe une solution T -périodique x"(t) de l�équation (2.29) telle

que x"(t)! p quand "! 0:

2. Si p est hyperbolique, alors pour j"j > 0 su¢ samment petit, la solution
périodique x"(t) de (2.29) est unique, hyperbolique et de même stabilité

que p.

Exemple 2.2.4 Soit le système di¤érentiel(
_x = �y + "(y2 + 8xy � 2x2) + "2ax
_y = x+ 4"xy + "2ay:

(2.32)

En coordonnées polaires, le système (2.32) peut s�écrire(
_r = "r(8r cos2 � sin � � 7r cos3 � + 5r cos � + "a
_� = 1� "r sin � + 7"r cos2 � sin � + "r8 cos � � 8"r cos �

d�où
dr

d�
=

"r(8r cos2 � sin � � 7r cos3 � + 5r cos � + "a
1� "r sin � + 7"r cos2 � sin � + "r8 cos � � 8"r cos �

ou bien

dr

d�
= �r2 cos �(�8 cos � sin � + 7 cos2 � � 5)"+ r(�15r2 cos5 � sin �

+5 cos � sin � + 22r2 cos3 � sin � + 112r2 cos6 � � 160r2 cos4 �

+48r2 cos2 � + a)"2 +O("3):
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Cette équation est de la forme (2.29) avec

F1(�; r) = �r2 cos �(�8 cos � sin � + 7 cos2 � � 5)

F2(�; r) = r(�15r2 cos5 � sin � + 5 cos � sin � + 22r2 cos3 � sin �

+112r2 cos6 � � 160r2 cos4 � + 48r2 cos2 � + a)

F3(�; r; ") = O("3):

Donc nous allons appliquer le Théorème (2.2.2)

f0(r) =
�r2
2�

2�Z
0

cos �(�8 cos � sin � + 7 cos2 � � 5)d�

= 0

et
@F1
@r
(�; r) = �2r cos �(�8 cos � sin � + 7 cos2 � � 5)

�Z
0

F1(s; r)ds =
r2

3
(8� 8 cos3 � � 7 sin � cos2 � + sin �):

Il vient que

f10(r) =
1

2�

2�Z
0

[
@F1
@r
(�; r)

�Z
0

F1(s; r)ds+ F2(�; r)]d�

= r(a� r2):

L�équation f10(r) = 0 a une seule racine positive r = +
p
a et on a d

drf
10(r) =

a� 3r2:

1. Si a > 0, alors le système di¤érentiel (2.32) a un cycle limite stable

d�amplitude r =
p
a car d

drf
10(
p
a) = �2a < 0 (voir FIG. 2.3, FIG. 2.4

et FIG. 2.5).

2. Si a � 0, alors l�équation f10(r) = 0 n�a pas de racine simple positive.
Donc le système di¤érentiel (2.32) n�a pas de cycle limite.
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Fig. 2.3 �Portrait de phase du système (2.32) pour a = 1 et " = 0:1:

2.2.3 Un autre théorème de la moyennisation du premier ordre

On considère le problème de bifurcation des solutions T-périodiques du

système di¤érentiel

_x(t) = F0(t; x) + "F1(t; x) + "
2F2(t; x; ") (2.33)

de " = 0 à " 6= 0 su¢ samment petit. Les fonctions F0; F1 : R�
 ! Rn et
F2 : R�
 � (�"0; "0) ! Rn sont des fonctions C2; T�périodiques en t et 


est un sous-ensemble ouvert de Rn: L�une des principales hypothèses est que
le système non perturbé

_x(t) = F0(t; x) (2.34)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.

Soit x(t; z) la solution du système non perturbé (2.34) telle que x(0; z) = z:

Nous écrivons la linéarisation du système non perturbé le long de la solution

périodique x(t; z) comme

_y = DxF0((t;x(t; z))y: (2.35)
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Fig. 2.4 �Portrait de phase du système (2.32) pour a = 1 et " = 0:08:

Fig. 2.5 �Cycle limite stable du système (2.32) pour a = 1 et " = 0:01:
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Notons par Mz(t) la matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire

(2.35) et par � : Rk � Rn�k ! Rk la projection de Rn sur ses k premières
coordonnées, c.à.d. �(x1; x2; x3; :::; xn) = (x1; x2; x3; :::; xk):

Une réponse au problème de la bifurcation des solutions périodiques pour

le système (2.33) est donné par le résultat suivant

Théorème 2.2.3 [37] Soit W un ouvert borné de Rk et soit � :
�
W ! Rn�k

une fonction de classe C2. Supposons que :

� Z = fz� = (�; �(�)); � 2
�
Wg � 
 et que pour chaque z� 2 Z la

solution x(t; z�) de (2.34) est T -périodique.

� Pour chaque z� 2 Z, il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de

(2.35) telle que la matrice M�1
z� (0)�M�1

z� (2�) a dans le bloc supérieur

droit une matrice k � (n � k) nulle, et dans le bloc inférieur droit, la
matrice ��(n� k)� (n� k) avec det(��) 6= 0:

On considère la fonction

F(�) = �( 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)F1(t; x(t; z�))dt):

S�il existe a 2 W avec F(a) = 0 et det((dF=d�)(a)) 6= 0; alors il existe une
solution T -périodique '(t; ") du système (2.33) telle que

'(0; ")! z� quand "! 0:

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.

Corollaire 2.2.2 [37] Soit W un ensemble ouvert et borné avec
�
W � 
 telle

que pour chaque z� 2
�
W et que pour chaque z� 2 Z la solution x(t; z�) est

T -périodique. Considérons la fonction F :
�
W ! Rn

F(�) = 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)F1(t;x(t; z�))dt:
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S�il existe a 2 W avec F(a) = 0 et det((dF=d�)(a)) 6= 0; alors il existe une
solution T -périodique '(t; ") du système (2.33) telle que

'(0; ")! z� quand "! 0:

Application : Bifurcation des cycles limites des orbites périodiques
d�un centre polynômial homogène cubique

En 2014, C. Li et J. Llibre [23] ont prouvé un résultat important qui

caractérise tous les systèmes di¤érentiels polynômiaux planaires cubiques qui

ont des centres.

Théorème 2.2.4 [23] Tout système di¤érentiel polynômial planaire cubique
ayant un centre peut être écrit après un changement de variables sous la forme

_x = ax3 + (b� 3��)x2y � axy2 � �y3

_y = �x3 + ax2y + (b+ 3��)xy2 � ay3

où � = �1; a; b; � 2 R et � > �1=3:

Puis, ils ont étudié le nombre des cycles limites qui peuvent bifurquer des

orbites périodiques de ces centres polynômiaux planaires cubiques perturbés

donnés par

_x = ax3 + (b� 3��)x2y � axy2 � �y3 + "P (x; y) (2.36)

_y = �x3 + ax2y + (b+ 3��)xy2 � ay3 + "Q(x; y)

où P et Q sont deux polynômes de degré 3

P (x; y) = a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2 + a6x
3

+a7x
2y + a8xy

2 + a9y
3

Q(x; y) = b0 + b1x+ b2y + b3x
2 + b4xy + b5y

2 + b6x
3

+b7x
2y + b8xy

2 + b9y
3:
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Pour cela, on dé�nit les fonctions suivantes

f(�) = 2(�(1� 3�)) sin � cos3 � + (b+ �(3�� 1)) sin � cos � (2.37)

+2a cos2 � � a

g(�) = �(2 cos2 �(1� 3�+ (3�� 1) cos2 �)� 1)

k(�) = exp(

�Z
0

f(s)

g(s)
d�)

a(�) = f(�) sin � � g(�) cos �

b(�) = f(�) cos � + g(�) sin �:

On dé�nit aussi les nombres suivants

c0 =

2�Z
0

a(�)(a1 cos � + a2 sin �)� b(�)(b1 cos � + b2 sin �)
g(�)2k(�)2

d�

c2 =

2�Z
0

[
a(�)(a6 cos

3 � + a7 sin � cos
2 � + a8 sin

2 � cos � + a9 sin �)

g(�)2

b(�)(b6 cos
3 � + b7 sin � cos

2 � + b8 sin
2 � cos � + b9 sin �)

g(�)2
]d�:

Théorème 2.2.5 Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Considérons le polynôme h(z) = c0 + c2z2: Il est clair que ce polynôme

a au plus une racine réelle positive. Supposons que z0 est une racine

positive de h(z). Alors, pour " 6= 0 su¢ samment petit le système di¤é-
rentiel (2.36) possède un cycle limite qui tend en coordonnées polaires

vers l�orbite périodique k(�)z0 du centre polynômial cubique homogène

(2.36) pour " = 0:

2. Ils y a des centres polynômiaux cubiques homogènes pour lesquels le

polynôme h(z) a une racine positive.
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Preuve Le système di¤érentiel (2.36) en coordonnées polaires x = r cos �; y =

r sin � s�écrit

_r = f(�)r3 + "(cos �P (r cos �; r sin �) + sin �Q(r cos �; r sin �)) (2.38)

_� = �g(�)r2 + "1
r
(cos �Q(r cos �; r sin �)� sin �P (r cos �; r sin �))

où f(�) et g(�) sont données par (2.37). En considérant la nouvelle variable

indépendante � le système (2.38) devient

dr

d�
= F0(�; r) + "F1(�; r) +O("

2) (2.39)

où

F0(�; r) =
f(�)

g(�)
r

F1(�; r) =
cos �P (r cos �; r sin �) + sin �Q(r cos �; r sin �)

g(�)r2

�f(�)(cos �Q(r cos �; r sin �)� sin �P (r cos �; r sin �))
g(�)2r2

:

En suivant les mêmes notations que dans le Théorème 2.2.3, on aura x =r; t =

�; T = 2�; z = z et V = (��; �) avec � > 0 choisi arbitrairement grand.

L�équation di¤érentielle (2.39) véri�e les hypothèses du Théorème 2.2.3. On

peut facilement trouver que la solution périodique x(t; z; 0) = r(�; z; 0) de

l�équation di¤érentielle (2.39) non perturbée dr
d� = F0(�; r) est

r(�; z; 0) = k(�)z = exp(k1(�))k2(�)z
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

où

k1(�) = � a

2R�

�(
(R� 3�� 1) arctan( tan �p

3��R)p
3��R

+
(R+ 3�+ 1) arctan( tan �p

3�+R
)

p
3�+R

)

k2(�) = (R� 3�)
�� b

R
4� (R+ 3�)

b
R
+�

4�
jsec �j

�(R� tan2 � � 3�)
1
4
( b
R�
�1)(tan2 � +R+ 3�)�

b
R
+�

4� ;

avec

R =
p
9�2 � 1:

La solution Mz(t) = y(�) de l�équation variationnelle

_y(�) = DrF0(�; r(�; z; 0))y(�)

est donnée par

y(�) = y(�) =
y1(�)

y2(�)

où

y1(�) =
p
3��R(

p
3�+R(4�R+ 2�R log(sec2 �)

��R log(R� tan2 � � 3�)� �R log(R+ tan2 � + 3�)

+(�R� b) log(R� 3�) + (�R+ b) log(R+ 3�)

+b log(R� tan2 � � 3�)� b log(R+ tan2 � + 3�))

�2a(R+ 3�+ 1) arctan( tan �p
3�+R

))

�2a(R� 3�� 1)
p
3�+R arctan(

tan �p
3��R

);

y2(�) = 4�
p
3��R

p
3�+R

p
3�2 � 1:
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

On note que Mz(t) ne dépend pas de z; on a donc

M�1
z (t)F1(t;x(t; z; 0)) =

F1(t; r(�; z; 0))

y(�)

=
F1(�k(�)z)

y(�)

=
f(�)(sin �P (r cos �; r sin �)� cos �Q(r cos �; r sin �))

z2g(�)2k(�)2y(�)

�cos �P (r cos �; r sin �) + sin �Q(r cos �; r sin �)
z2g(�)k(�)2y(�)

:

En utilisant le logiciel Maple on obtient le résultat suivant

F(z) = c0 + c2z
2

2�z
=
h(z)

2�z
:

C�est clair que h(z) peut avoir un seul zéro positif. Si z0 est un zéro réel

positif de F(z) = 0 alors le système di¤érentiel (2.36) a un seul cycle limite
qui tend en coordonnées polaires vers l�orbite k(�)z0 du système di¤érentiel

(2.36) quand " = 0:

Exemple 2.2.5 Soit le centre homogène cubique

_x = �y3 (2.40)

_y = x3:

On perturbe ce centre dans l�ensemble des systèmes di¤érentiels polynômiaux

cubiques par

_x = �y3 + "(x� x3) (2.41)

_y = x3:

Alors on a

k(�) =

p
2

4
p
cos 4� + 3
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brower

et

y(�) =
1

4
(4 + log 4� log(cos 4� + 3)):

Numériquement, on aura

F(z) = 0:5932194545078� 0:5327637396520z2
z

cette fonction n�a qu�un seul zéro positif

z0 = 1:055213559:

Par conséquent, le système di¤érentiel (2.41) a un seul cycle limite qui tend

en coordonnées polaires vers l�orbite périodique k(�)z0 du système di¤érentiel

(2.40).

2.3 Méthode de la moyennisation via le degré du

Brower

La méthode de la moyennisation donne la relation quantitative entre les

solutions d�un système di¤érentiel non-autonome et les solutions d�un système

moyennisé équivalent qui est autonome. En utilisant le théorème de la fonction

implicite, la méthode de la moyennisation réduit le problème de la recherche

des solutions périodiques d�un système di¤érentiel à un problème équivalent

basé sur la recherche des racines positives d�une fonction non-linéaire, ces

racines fournissent les solutions périodiques pour le système di¤érentiel du

départ.

En 2014, Buica et Llibre [6] ont introduit une nouvelle approche de la mé-

thode de la moyennisation, ils ont utilisé des méthodes topologiques basées

sur le degré de Brower pour résoudre des équations d�opérateurs équivalentes

au problème de la recherche des solutions périodiques d�un système di¤éren-

tiel perturbé. En fait, ils ont a¤aibli les hypothèses du théorème analogue du

moyennisation du premier et du deuxième ordre et ils ont aussi donné des

résultats pour le troisième ordre dans le cas des systèmes de dimension 1. Les
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brower

auteurs ont considéré que c�est plus facile et transparent d�obtenir des résul-

tats correspondants à un ordre plus élevé de la méthode de la moyennisation

grâce à cette nouvelle approche.

Maintenant, nous sommes entrain de donner quelques notions sur le degré

de Brower.

Dé�nition 2.3.1 Soit D un ouvert de Rn, g 2 C1(D) et V est un ouvert de

Rn tel que
�
V � D et Zg = fz 2 V : g(z) = 0g: Supposons aussi Jg(z) 6= 0

(Jg(z) désigne le déterminant de la jacobienne de g en z), 8z 2 Zg, alors le
degré de Brower de la fonction g par rapport à l�ensemble V et le point O

noté dB(g; V;O) est dé�ni par

dB(g; V;O) =
X
z2Zg

sign(Jg(z)):

Maintenant, nous allons donner le théorème de la moyennisation du pre-

mier ordre via le degré de Brower.

Théorème 2.3.1 [6] Soit le système di¤érentiel

_x = "F1(t; x) + "
2F2(t; x; ") (2.42)

où F1 : R�D ! Rn; F2 : R�D � ]�"; "[ ! Rn sont des fonctions continues,
T -périodiques par rapport à la variable t et D est un ouvert de Rn: On dé�nit
F10 : D ! Rn par

F10(z) =
1

T

TZ
0

F1(s; z)ds:

Supposons que :

1. F1 et F2 sont localement lipschitziennes par rapport à la variable x:

2. Pour a 2 D avec F10(a) = 0; il existe un voisinage V de a tel que

F10(z) 6= 0 pour tout z 2
�
V nfag et dB(F10; V;O) 6= 0:

Alors, pour j"j > 0 su¢ samment petit il existe une solution �(:; ") du

système (2.42) T -périodique isolée telle que �(:; ")! a quand "! 0:
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brower

Remarque 2.3.1 Les hypothèses du Théorème 2.3.1 sont plus faibles que
celles du Théorème 2.2.1. Pour plus de détail sur le deuxième et le troisième

ordre voir [6].
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CHAPITRE 3

Cycles limites d�une classe des équations di¤érentielles du

troisième ordre

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre, nous allons donner les conditions su¢ santes pour l�exis-

tence de solutions périodiques de la classe des équations di¤érentielles du

troisième ordre perturbées de la forme

...
x + � _x+ h(t) = "F (t; x; _x; �x) (3.1)

où " est un petit paramètre, � > 0; x 2 R, h(t) est une fonction 2�p
�
-périodique

et F est une fonction non linéaire périodique de période 2�p
�
:

La recherche des cycles limites des équations di¤érentielles du troisième

ordre est une question étudiée par plusieurs auteurs en utilisant des di¤érentes

techniques par exemple le théorème de Larey Shauder [16], [38],[40]. Mais nos

résultats sont obtenus en appliquant la méthode de la moyennisation, plus

précisément le Corollaire 2.2.2. Nos principaux résultats sont les suivants.

Théorème 3.1.1 [36] Soit � = r2

s2
avec r et s sont des entiers positifs pre-

miers et soit h(t) une fonction qui véri�e les conditions de périodicité sui-
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3.1. Introduction et résultats principaux

vantes

2�p
�Z

0

h(�)d� = 0;

2�p
�Z

0

h(�) cos(
p
��)d� = 0;

2�p
�Z

0

h(�) sin(
p
��)d� = 0:

(3.2)

Soit

f1(x0; y0; z0) =
1

2�
p
�

2�p
�Z

0

(1� cos(
p
�t))F (t; a(t); b(t); c(t))dt

f2(x0; y0; z0) =
�1
2�

2�p
�Z

0

sin(
p
�t)F (t; a(t); b(t); c(t))dt

f3(x0; y0; z0) =

p
�

2�

2�p
�Z

0

cos(�t)F (t; a(t); b(t); c(t))dt

où

a(t) = x0 +
1p
�
y0 sin(

p
�t) +

1

�
z0(1� cos

p
�t) (3.3)

+

tZ
0

h(�)(cos(
p
�(t� �))� 1)d�

b(t) = y0 cos(
p
�t) +

1p
�
z0 sin(

p
�t)� 1p

�

tZ
0

h(�) sin(
p
�(t� �))d�

c(t) = �
p
�y0 sin(

p
�t) + z0 cos(

p
�t)�

tZ
0

h(�) cos(
p
�(t� �))d� :

Pour chaque solution (x�0; y
�
0; z

�
0) du système

f1(x0; y0; z0) = 0; f2(x0; y0; z0) = 0; f3(x0; y0; z0) = 0
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3.1. Introduction et résultats principaux

satisfaisant

det(
@(f1; f2; f3)

@(x0; y0; z0)
) j(x0;y0;z0)=(x�0;y�0 ;z�0 ) 6= 0;

l�équation di¤érentielle (3.1) a une solution 2�p
�
-périodique x(t; ") qui tend

vers la solution périodique

x(t) = x�0+
1p
�
y�0 sin

p
�t+

1

�
z�0(1� cos

p
�t)+

tZ
0

h(�)(cos(
p
�(t� �))� 1)d�

de l�équation di¤érentielle (3.1) non perturbée (" = 0) quand "! 0.

Corollaire 3.1.1 Considérons l�équation di¤érentielle

...
x + 4 _x+ sin(2t) cos(2t) = "(ax2 + bx+ c) sin 2t (3.4)

où a; b et c sont des réels avec a 6= 0. Soit A = �1
3a
2 + 192b2 � 768ac. Si

A > 0 alors l�équation di¤érentielle (3.4) a deux solutions périodiques qui

tendent vers les deux solutions périodiques

� 1

24a

p
A sin 2t� 1

24
cos 4t� 1

6
cos 2t� 1

16a
(a+ 8b) +

5

24

de l�équation di¤érentielle non perturbée

...
x + 4 _x+

1

2
sin(4t) = 0

quand "! 0.

Corollaire 3.1.2 Considérons l�équation di¤érentielle

...
x + _x+ sin 2t = "(ax2 + bx+ c) sin2 t (3.5)
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3.1. Introduction et résultats principaux

où a; b et c sont des réels avec a 6= 0. Soit

A = �a2 + 36b2 � 144ac

B = �2a2 + 36b2 � 144ac

C =
�5
6
a2 + 27b2 � 108ac

� =
43

3456
a2 � 15

64
b2 +

15

16
ac

� =
�1
128

a3 � 9

16
a2c+

9

64
b2a:

Alors nous avons les cas suivants :

1. Si A > 0; B � 0; C � 0; (a + 3
p
A)(�a +

p
A) 6= 0 et (�a + 3

p
A)(a +p

A) 6= 0 alors l�équation di¤érentielle (3.5) a deux solutions 2��périodiques
x1;2 (t; ") qui tendent vers les deux solutions périodiques

�1
6
cos 2t� 1

12a
(3a+ 6b�

p
A) +

1

6

de l�équation di¤érentielle non perturbée

...
x + _x+ sin 2t = 0 (3.6)

quand "! 0.

2. Si A > 0, B � 0, C > 0, (a + 3
p
A)(�a +

p
A) 6= 0 et (�a +

3
p
A)(a +

p
A) 6= 0 alors l�équation di¤érentielle (3.5) a quatre solu-

tions 2��périodiques xk (t; "), k = 1; ::; 4 qui tendent vers les solutions
périodiques

�1
6
cos 2t� 1

12a
(3a+ 6b�

p
A) +

1

6

� 1

9a

p
C sin t� 1

6
cos 2t� 1

18a
(5a+ 9b) +

1

6

de l�équation di¤érentielle non perturbée (3.6) quand "! 0.

3. Si A > 0, B > 0, C > 0, (a + 3
p
A)(�a +

p
A) 6= 0, (�a + 3

p
A)(a +p

A) 6= 0 et ��
p
B+� 6= 0 alors l�équation di¤érentielle (3.5) a huit so-

lutions 2��périodiques xk (t; "), k = 1; ::; 8 qui tendent vers les solutions
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3.2. Preuves des résultats

périodiques

�1
6
cos 2t� 1

12a
(3a+ 6b�

p
A) +

1

6

�1
2
cos 2t� 1

6

p
B(1� cos t)� 1

6a

p
B � b

2a

� 1

9a

p
C sin t� 1

6
cos 2t� 1

18a
(5a+ 9b) +

1

6

de l�équation di¤érentielle non perturbée (3.6) quand "! 0.

3.2 Preuves des résultats

3.2.1 Preuve du Théorème 3.1.1

En introduisant les nouvelles variables (x; y; z) = (x; _x; �x); l�équation dif-

férentielle (3.1) peut s�écrire sous forme d�un système di¤érentielle dans R3

_x = y

_y = z

_z = ��y � h(t) + "F (t; x; y; z):

La solution du système non perturbé

_x = y

_y = z

_z = ��y � h(t)

telle que (x(0); y(0); z(0)) = (x0; y0; z0) est donnée par

x(t) = x0 +
1p
�
y0 sin(

p
�t) + 1

�z0(1� cos
p
�t) +

tR
0

h(�)(cos(
p
�(t� �))� 1)d�

y(t) = y0 cos(
p
�t) + 1p

�
z0 sin(

p
�t)� 1p

�

tR
0

h(�) sin(
p
�(t� �))d�

z(t) = �
p
�y0 sin(

p
�t) + z0 cos(

p
�t)�

tR
0

h(�) cos(
p
�(t� �))d�:

(3.7)
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3.2. Preuves des résultats

Pour appliquer le Corollaire 2.2.2 la solution (3.7) doit être périodique de

période 2�p
�
: Pour cela, il faut que

p
� soit rationnelle. On choisit

p
� = r

s ;

avec r et s sont des entiers positifs premiers. D�autre part, cette solution est
2�p
�
�périodique ssi

x(
2�p
�
) = x(0); y(

2�p
�
) = y(0); z(

2�p
�
) = z(0):

De (3.7), on obtient

x(
2�p
�
) = x0 +

2�p
�Z

0

h(�)(cos(
p
��)� 1)d� :

Alors x( 2�p
�
) = x(0) = x0 ssi

2�p
�Z

0

h(�)(cos(
p
��)� 1)d� = 0 (3.8)

La relation (3.8) nous donne la première condition nécessaire et su¢ sante

pour que x(t) soit 2�p
�
�périodique. De la même manière nous allons trouver

les deux autres conditions données par (3.2). En suivant la notation introduite

dans la section 2.2.3, on aura x = (x; y; z); z = (x0; y0; z0); T = 2�p
�

F0(t;x) =

0B@ y

z

��y � h(t)

1CA ; F1(t;x) =
0B@ 0

0

F (t;x)

1CA ; F2(t;x;") =
0B@ 0

0

0

1CA :
Notons que la matrice fondamentale Mz(t) ne dépend pas de z; on la note

par M(t)

M(t) =

0BB@
1 sin

p
�tp
�

� cos(
p
�t)�1
�

0 cos
p
�t sin

p
�tp
�

0 �
p
� sin

p
�t cos

p
�t

1CCA :
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3.2. Preuves des résultats

Maintenant, nous allons déterminer les zéros z = (x0; y0; z0) du système algé-

brique

F(z) =

p
�

2�

2�p
�Z

0

M�1(t)F1(t;x(t; z; 0))dt

=

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

f1(x0; y0; z0) =
1

2�
p
�

2�p
�R
0

(1� cos(
p
�t))F (t; a(t); b(t); c(t))dt

f2(x0; y0; z0) =
�1
2�

2�p
�R
0

sin(
p
�t)F (t; a(t); b(t); c(t))dt

f3(x0; y0; z0) =
p
�
2�

2�p
�R
0

cos(�t)F (t; a(t); b(t); c(t))dt

où a(t); b(t) et c(t) sont donnés par (3.3). Le reste de la démonstration est

une application directe du Corollaire 2.2.2.

3.2.2 Preuve du Corollaire 3.1.1

Remarquons que l�équation (3:4) est de la forme (3.1) avec � = 4, h(t) =

sin(2t) cos(2t) et F (t; x; _x; �x) = (ax2 + bx + c) sin 2t. Nous assurons d�abord

que les conditions de périodicité (3.2) sont véri�ées. A l�aide d�un logiciel de

calcul Maple nous obtenons

f1(x0; y0; z0) =
1

384
y0(48ax0 + 15az0 + 24b� 7a)

f2(x0; y0; z0) = �1
4
ax20 �

3

64
ay20 �

5

256
az20 + (

5

96
a� 1

4
b)x0

+(
7

384
a� 1

16
b)z0 �

1

8
ax0z0 �

7

1536
a+

5

192
b� 1

4
c

f3(x0; y0; z0) = � 1

96
ay0(3z0 � 2):

Le système f1 = f2 = f3 = 0 comme étant un système algébrique à trois

équations avec trois inconnus x0; y0 et z0 a deux solutions (x�0; y
�
0; z

�
0) données
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3.2. Preuves des résultats

par

(� 1

16

a+ 8b

a
;� 1

12a

p
A;

2

3
)

où A est donnée dans le Corollaire 3.1.1. Les jacobiens

det(
@(f1; f2; f3)

@(x0; y0; z0)
) j(x0;y0;z0)=(x�0;y�0 ;z�0 )

pour ces deux solutions sont

D = � 1

4718592
A
p
A:

Si A > 0 alors ces déterminants ne sont jamais nuls. Donc, l�équation di¤é-

rentielle (3.4) a deux solutions �-périodiques qui tendent vers les solutions

périodiques de l�équation non perturbée. Ce qui termine la démonstration du

Corollaire 3.1.1.

3.2.3 Preuve du Corollaire 3.1.2

Considérons l�équation di¤érentielle (3.1) avec � = 1; h(t) = sin 2t et

F (t; x; _x; �x) = (ax2 + bx+ c) sin2 t: Alors nous avons

f1(x0; y0; z0) =
1
2a(x

2
0 +

3
4y
2
0 +

7
4z
2
0)(

7
12a�

1
2b)x0

�(78a�
5
8b)z0 +

5
4ax0z0 +

11
48a�

7
24b+

1
2c

f2(x0; y0; z0) = � 1
24y0(18ax0 + 18az0 � 7a+ 9b)

f3(x0; y0; z0) = �1
4z
2
0 +

1
6ax0 + (

7
24a�

1
8b)z0 �

1
4ax0z0 �

1
12(a� b):

Le système f1 = f2 = f3 = 0 a huit solutions (x�0; y
�
0; z

�
0) données par

(x�0; y
�
0; z

�
0)1;2 = (� 1

12a
(3a+ 6b�

p
A); 0;

2

3
) (3.9)

(x�0; y
�
0; z

�
0)3;4;5;6 = (� 1

2a
(
1

3
a+ b� 1

3

p
B); 0;

1

3
(2� 1

2a

p
B))

(x�0; y
�
0; z

�
0)7;8 = (� 1

18a
(5a+ 9b); � 1

9a

p
C;

2

3
)
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3.3. Applications

où A; B et C sont donnés dans le corollaire 3.1.2. Nous calculons les déter-

minants correspondants aux solutions (3:9)

Det1 =
1

27648

p
A(a+ 3

p
A)(�a+

p
A)

Det2 = � 1

27648

p
A(�a+ 3

p
A)(a+

p
A)

Det3 = Det4 = Det5 = Det6 = �
1

6912
aB

Det7;8 = ��
p
B � �:

En examinant ces déterminants nous allons distinguer les trois cas donnés

dans le Corollaire 3.1.2. Autrement dit, Pour toute solution réelle bien dé-

�nie (x�0; y
�
0; z

�
0) et qui pour laquelle le déterminant correspondant est non

nul l�équation (3.5) a une solution 2��périodique qui tend vers la solution
périodique de l�équation non perturbée.

3.3 Applications

Exemple 3.3.1 Considérons l�équation di¤érentielle (3.4) avec a = �1=5; b =
2 et c = 3: Alors cette équation véri�e les hypothèses du Corollaire 3.1.1. Donc

l�équation (3.4) a deux cycles limites. Voir Figure. 3.1.

Exemple 3.3.2 Soit donnée l�équation di¤érentielle (3.5) avec a = 1; b =
1
6

p
146 et c = 1: Dans ce cas notre équation véri�e la condition : A > 0,

B � 0, C > 0, (a+ 3
p
A)(�a+

p
A) 6= 0 et (�a+ 3

p
A)(a+

p
A) = 0. Donc

l�équation (3.5) a trois cycles limites. Voir Figure. 3.2.

Exemple 3.3.3 Considérons l�équation di¤érentielle (3.5) avec a = 1; b = 3
et c = 1: Donc la condition 3 du corollaire 3.1.2 est satisfaite. Donc l�équation

di¤érentielle (3.5) a huit cycles limites. Voir Figure 3.3.
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3.3. Applications

Fig. 3.1 �Les deux cycles limites de l�équation (3.1.1) pour a = �1=5; b = 2,
c = 3 et " = 10�3
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3.3. Applications

Fig. 3.2 �Les trois cycles limites de l�équation (3.5) pour a = 1; b = 1
6

p
146,

c = 1 et " = 10�3
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3.3. Applications

Fig. 3.3 �Les huit cycles limites de l�équation (3.5) pour a = 1; b = 3, c = 1
et " = 10�3:
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CHAPITRE 4

Nombre maximum des cycles limites d�une classe des

systèmes di¤érentiels polynomiaux de Liénard généralisés

4.1 Présentation du problème et résultats princi-

paux

En 2005, Coll, Gasull et Prohens [11] ont étudié par la méthode de l�in-

tégrale Abélienne (Poincaré-Melnikov) le nombre des cycles limites qui bi-

furquent des orbites périodiques d�un centre d�un système di¤érentiel polynô-

mial planaire

_x = �y2l�1(1 + bx) + "Pn(x; y)

_y = x2k�1(1 + bx) + "Qn(x; y)

où Pn(x; y) et Qn(x; y) sont des polynômes de degré n, 0 < " � 1 et b = 0

ou b = l = 1: En 2014, Llibre et Makhlouf [29] ont prouvé que le système

di¤érentiel polynomial de Liénard généralisé

_x = y2p�1 (4.1)

_y = �x2q�1 � "f(x)y2n�1
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4.1. Présentation du problème et résultats principaux

où p; q et n sont des entiers positifs, " est un petit paramètre et f(x) est un

polynôme de degré m peut avoir
�
m
2

�
cycles limites. Le système (4.1) avec

p = q = n = 1 a été étudié en 1977 par Lins et al. [28]. Le cas p = n = 1 et q

est arbitraire a été traité par Urbina et al. [45] en 1993.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au nombre maximum des cycles

limites noté ~H(p; q; l) que peut avoir le système di¤érentiel polynomial de

Liénard généralisé

_x = y2p�1 (4.2)

_y = �x2q�1 � "f(x; y)

où p et q sont des entiers positifs, " est un petit paramètre et f(x; y) est un

polynôme de degré m

f(x; y) =
mX

i+j=0

aijx
iyj :

Notons que le système (4.2) est plus général que le système (4.1) et que

le nombre maximum des cycles limites obtenu pour le système (4.1) dans

[29] en utilisant le théorème de la moyennisation du premier ordre dépend

uniquement du degré m. Mais notre résultat obtenu pour le système (4.2)

en utilisant le même théorème dépend de m, p et q. Nos résultats sont les

suivants.

Théorème 4.1.1 [18] Soit

l =

(
m si m est impair

m � 1 si m est pair.

Pour " 6= 0 su¢ samment petit, le nombre maximum des cycles limites du

système (4.2) est borné par ~H(p; q; l) =
h
l:max(p;q)�q

2

i
:
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4.2. Preuves des résultats

Corollaire 4.1.1 Soit p = q = 1 et f(x; y) est un polynôme de degré m = 5

f(x; y) = a00 + a10x+ a01y + a21x
2y ++a12xy

2 + a03y
3

+a40x
4 + a23x

2y3 + a41x
4y + a05y

5:

où

a00 = 2; a10 = �0:25; a01 = 1:9; a12 = 1:2; a21 = �2:5;

a03 = �1:2; a23 = 0:8; a40 = 3:2; a41 = 0:6; a05 = 0:2:

Pour " 6= 0 su¢ samment petit, le système (4.2) a deux cycles limites bifurqués
des orbites périodiques du système non perturbé (système (4.2) avec " = 0).

Dans ce cas la borne est atteinte.

Corollaire 4.1.2 Considérons le système (4.2) avec p = 1; q = 2 et m = 6

f(x; y) = a01y + a21x
2y + a03y

3 + a23x
2y3 + a41x

4y

+a05y
5 + a33x

3y3 + a60x
6 + a06y

6:

où

a01 = 9:7; a21 = �73:7; a23 = �44:26; a03 = 28:3;

a33 = 2; a41 = 14:1; a05 = 2:07; a60 = 0:1; a06 = 4:

Pour " 6= 0 su¢ samment petit, le système (4.2) a quatre cycles limites bifur-
quant des orbites périodiques du système non perturbé. Dans ce cas aussi la

borne est atteinte.

4.2 Preuves des résultats

Dans cette section, nous allons travailler avec les coordonnées polaires gé-

néralisées de Liapunov introduites dans [26] par les fonctions (p; q)-trigonométriques

z(�) = Cs(�); w(�) = Sn(�) comme étant des solutions du problème à valeur
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4.2. Preuves des résultats

initiale

_z = �w2p�1

_w = z2q�1

z(0) = p
� 1
q ; w(0) = 0:

Pour p = q = 1 ces fonctions ne sont que les fonctions trigonométriques

classiques

Cs(�) = cos � et Sn(�) = sin �:

On peut démontrer facilement que Cs(�) et Sn(�) véri�ent la relation

pCs2q(�) + qSn2p(�) = 1

et que ces fonctions sont T�périodiques avec

T = 2p
� 1
2q q

� 1
2p
�( 12p)�(

1
2q )

�( 12p +
1
2q )
;

où � est la fonction Gamma.

4.2.1 Preuve du Théorème 4.1.1

Le système di¤érentiel polynomial de Liénard généralisé (4.2) avec " = 0

est un système Hamiltonien avec Hamiltonien

H(x; y) =
1

2q
x2q +

1

2p
y2p:

Le système (4.2) non perturbé (" = 0) a un centre, c�est l�origine (0; 0).

Considérons les (p; q)�coordonnées polaires de Liapunov (r; �) dé�nies par

x = rpCs(�) et y = rqSn(�):

Le système (4.2) en coordonnées polaires (r; �) peut s�écrire sous la forme
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4.2. Preuves des résultats

_r = �"r1�qSn2p�1(�)f(rpCs(�); rqSn(�)) (4.3)

_� = �r2pq�p�q � "pr�qCs(�)f(rpCs(�); rqSn(�)):

En considérant � comme une variable indépendante, le système (4.3) devient

dr

d�
= "r�2pq+p+1Sn2p�1(�)f(rpCs(�); rqSn(�)) +O("2)

= "F1(�; r) +O("
2):

Nous appliquons le théorème de la moyennisation du premier ordre (Théorème

2.2.1) avec

x = y =r; t = �; F1(t; x) = F1(�; r)

où

F1(�; r) = r
�2pq+p+1Sn2p�1(�)

mX
i+j=0

aijr
pi+qjCsi(�)Snj(�): (4.4)

Donc, nous obtenons

F(r) = r�2pq+p+1
mX

i+j=0

aijr
pi+qj

TZ
0

Csi(�)Snj+2p�1(�)d�:

Posons

Ii;j =

TZ
0

Csi(�)Snj(�)d�;

nous aurons

F(r) = r�2pq+p+1
mX

i+j=0

aijr
pi+qjIi;j+2p�1:

Soit

l =

(
m si m est impair

m � 1 si m est pair.
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4.2. Preuves des résultats

Comme Ii;j = 0 si i ou j est impair et Ii;j > 0 si i et j sont pairs, alors nous

avons

F(r) = r�2pq+p+1
lX

i+ j = 0

i : pair

j : impair

~aijr
pi+qj

= r�2pq+p+2
lX

i+ j = 1

i : pair

j : impir

~aijr
pi+qj�1

où

~aij = aijIi;j+2p�1:

En simpli�ant encore les formules, nous obtenons

F(r) = r�2pq+p+2(~a01r
q�1 +

lX
i+ j = 2

i : pair

j : impair

~aijr
pi+qj�1)

= r�2pq+p+q+1(~a01 +
lX

i+ j = 2

i : pair

j : impair

~aijr
pi+q(j�1))

= r�2pq+p+q+1
lX

i+ j = 1

i : pair

j : impair

~aijr
pi+q(j�1):
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4.2. Preuves des résultats

Pour répondre à notre question, nous devons savoir combien des racines po-

sitives que peut avoir l�équation algébrique

F(r) =
lX

i+ j = 1

i : pair

j : impair

~aijr
pi+q(j�1) = 0: (4.5)

Le degré de F(r) est la valeur maximale des puissances pi + q(j � 1) sans
oublier que i + j � l; i est pair et j est impair. Pour cela, nous avons la

majoration

pi+ qj � q � max(p; q):i+max(p; q):j � q

� max(p; q)(i+ j)� q

� l:max(p; q)� q:

Alors le degré de F(r) est majoré par l:max(p; q) � q . Comme r = 0 n�est

pas une solution qui peut fournir des cycles limites nous devons l�éliminer.

Remarquons que la variable r apparait dans l�équation (4.5) en r2 car toutes

les puissances pi + q(j � 1) sont paires. Donc, Si r� 6= 0 est une solution de
l�équation (4.5) alors �r� est aussi une solution. Nous éliminons cette dernière
solution car nous sommes uniquement intéressés par les solutions positives.

Alors l�équation (4.5) peut avoir au plus
h
l :max(p;q)�q

2

i
solutions positives.

Par conséquent, le système di¤érentiel (4.2) peut avoir au plus ~H(p; q; l ) =h
l :max(p;q)�q

2

i
cycles limites. Ce qui termine la preuve de Théorème 4.1.1.

4.2.2 Preuve du Corollaire 4.1.1

Considérons le système di¤érentiel (4.2) avec p = q = 1 et m = 5: D�après

le Théorème 4.1.1, le système (4.2) peut avoir au plus [5�1�12 ] = 2 cycles

limites et nous avons

F(r) = ~a01 + (~a21 + ~a03)r2 + (~a23 + ~a41 + ~a05)r4
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4.2. Preuves des résultats

où

~aij = aijIi;j+1

= aij

TZ
0

Csi(�)Snj+1(�)d�:

Pour p = q = 1 nous avons

Cs(�) = cos(�) et Sn(�) = sin(�) avec T = 2�:

Calculons les intégrales, nous aurons

I0;2 = �; I2;2 =
1

4
�; I0;4 =

3

4
�; I2;4 = I4;2 =

1

8
�; I0;6 =

5

8
�

et donc

~a01 = 5:969026043; ~a21 = �1:963495409; ~a03 = �2:827433388;

~a23 = 0:3141592654; ~a41 = 0:2356194490; ~a05 = 0:3926990818:

Dans ce cas l�équation algébrique F(r) = 0 a deux solutions positives

r1 = 1:478399984 et r2 = 1:702253454

satisfaisant

dF(r)
dr

j r=r1 = �1:98414430 6= 0

dF(r)
dr

j r=r2 = 2:28457558 6= 0:

Donc, le système (4.2) a exactement deux cycles limites bifurquant des orbites

périodiques du système non perturbé, voir Figure 4.1.
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4.2. Preuves des résultats

Fig. 4.1 �Deux cycles limites pour " = 0:001

4.2.3 Preuve du Corollaire 4.1.2

D�après le Théorème 4.1.1 le système (4.2) avec p = 1; q = 2 et -m = 6

peut avoir au plus [ (6�1)�2�22 ] = 4 cycles limites et la fonction algébrique est

donnée par

F(r) = ~a01 + ~a21r2 + (~a03 + ~a41)r4 + ~a23r6 + ~a05r8

Dans ce cas et suivant Liapunov [26], Cs(�) et Sn(�) sont les fonctions ellip-

tiques

Cs(�) = cn(�) et Sn(�) = sn(�)dn(�) du module
1p
2

avec la période

T = 2(p)
� 1
2q (q)

� 1
2p
�( 12p)�(

1
2q )

�( 12p +
1
2q )

= 7:416298712:
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4.2. Preuves des résultats

A l�aide d�un logiciel de calcul symbolique Maple nous calculons les intégrales

Ii;j+1 =

TZ
0

cni(�)(sn(�)dn(�))j+1d�

nous obtenons

I0;2 = 2:472099570; I2;2 = 0:6777704678; I0;4 = 1:059471244;

I2;4 = 0:2259234893; I4;2 = 0:3531570814; I0;6 = 0:4815778383:

et puis

~a01 = 23:97936583; ~a21 = �49:95168348; ~a03 = 29:98303621;

~a23 = �9:999373636; ~a41 = 4:979514848; ~a05 = 0:9968661253:

L�équation F(r) = 0 a quatre racines positives

r1 = 0:9989866774; r2 = 1:438456003

r4 = 1:67128889; r4 = 2:042173432:

véri�ant

dF(r)
dr

j r=r1 = �12:15098498

dF(r)
dr

j r=r2 = 4:6739814

dF(r)
dr

j r=r3 = �5:9652117

dF(r)
dr

j r=r4 = 37:382648:

Comme ces dérivées sont toutes non nulles, le système (4.2) a exactement

quatre cycles limites, voir Figure 4.2.
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4.2. Preuves des résultats

Fig. 4.2 �Quatre cycles limites pour " = 0:001
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CHAPITRE 5

Conclusion et perspectives

La deuxième partie du 16�eme problème de Hilbert consiste à la recherche

de nombre maximum des cycles limites que peut avoir le système di¤érentiel

polynomial planaire d�ordre n

_x = P (x; y)

_y = Q(x; y):

Dans ce travail, nous avons étudié ce genre de problèmes en utilisant l�une

des plus importantes méthodes perturbatives, c�est la méthode de la moyen-

nisation. Nous avons donné des conditions su¢ santes pour l�existence des

solutions périodiques d�une classe des équations di¤érentielles du troisième

ordre. Nous avons perturbé une équation di¤érentielle non homogène. Nous

avons illustré notre étude par des exemples.

Nous avons aussi donné des résultats sur le nombre maximum des cycles

limites de certains systèmes di¤érentiels polynomiaux de Liénard généralisés

noté ~H(p; q; l): Notre étude montre que ce nombre dépond de p, q et l . Dans

les exemples que nous avons considéré la borne est atteinte.

Notre futur travail sera une généralisation de ces résultats. Nous allons
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CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

étudier le nombre maximum des cycles limites du système di¤érentiel poly-

nomial de Liénard généralisé

_x = y2p�1 + "f(x; y)

_y = �x2q�1 + "h(x; y)

où p et q sont des entiers positifs, " est un petit paramètre, f(x; y) et h(x; y)

sont des polynômes de degrés m et n respectivement.
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