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Résumé

Motivé par I'utilisation de toutes les données disponibles de portefeuille de I'assurance
non vie, Frees a proposé la crédibilité multivariée, comme étant I'extension des modéles
classiques de la crédibilité de : Biihlmann et Biihlmann-Straub, ayant recu une tres forte
attention par les chercheurs dans le domaine de la théorie de la crédibilité, en vertu de
laquelle I'estimateur de crédibilité est plus utilisé en pratique. Cette thése est dédiée a
la modélisation mathématique de la prime de crédibilité. Plus précisément, on présente
la crédibilité multivariée Frees(2003). Ou, on va rajouter des conditions importantes sur
les variables aléatoires, plus sur quelques matrices utilisées dans article de Frees(2003).

Plus la crédibilité bivariante.

Mots-clés :Credibilité multivariée, modéle de Biihlmann, modéle de Biihlmann -
Straub, matrice Variance-Covariance, variable irréductible, crédibilité bivariante .
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Abstract

Motivated by the use of all available data from non-life insurance portfolio, Frees
proposed the multivariate credibility as the extension of the classic Credibility models :
Biihlmann and Biihlmann-Straub, who received strong attention through researchers in
the field of credibility theory, under which the estimator credibility is used in practice.
This thesis is devoted to the mathematical modeling of the credibility premium. More
specifically, the present multivariate credibility Frees (2003). Where we will add important
conditions on random variables, on some more matrices used in the article by Frees (2003).
Plus bivariate credibility.

Key-words : Multivariate Credibility, Biihlmann model, Biihlmann-Straub model, Variance-
Covariance matrix, Irreducible variable, Bivariate credibility.
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_La théorie de la crédibilité est une méthode de tarification de l'assurance non vie
qui est largement utilisée en particulier en Amérique du nord. Il repose sur l'idée de se

restreindre a la classe des estimateurs qui sont linéaires par rapport aux les observations.
Le modele de la crédibilité multivariée est étendu pour permettre I’age des sinistres pour
influencer I'estimation des futures sinistres. Le modéle est appliqué aux données & partir
d’un portefeuille des lignes commerciales d’activités.

Dans cette thése, le but principal est de faire une condition importante sur les variables
aléatoires ( nombres et montants des sinistres ) utilisé dans la crédibilité multivariée.

En effet, comme 'estimateur de la crédibilité multivariée basé sur la matrice Variance-
Covariance des nombres et montants des sinistres, il faut garantir que cette matrice est
bien inversible, de sorte que les dénominateurs des facteurs de crédibilité sont différents de
zéro. On a établi une condition sur les variables aléatoires, qui nous a permis par la suite
de vérifie I'inversion de cette matrice. On propose également des conditions sur autres
matrices utilisé dans la crédibilité multivariée appliqué au modéle collectif.

Le travail de cette thése est structuré comme suit : le chapitre 1, 'objectif de ce
chapitre est de rappeler l'origine et les notions de base de la théorie de la crédibilité, le
chapitre est organisé comme suit : en premier lieu, une petite histoire sur cette théorie
puis la formalisation bayesienne ol modéle de Biihlmann est la solution des inconvénients
de la prime de Bayes.

Au chapitre suivant, nous avons consacré au modéle de base de la théorie de la cré-
dibilité, c’est le modéle de Biihlmann et leur extension modéle de Biihlmann-Straub. On
donne aussi 'estimation des paramétres de structure pour les deux modéles et I'erreur qua-
dratique moyenne de 'estimateur de crédibilité de Biihlmann-Straub. Chapitre 3, dans ce
chapitre, nous intéressons a la crédibilité multivariée appliquée au modéle collectif pré-
senté dans l'article de (Frees 2003). On introduit I'estimateur de crédibilité pour un seul
secteur d’activité et 'estimateur de plusieurs secteurs d’activité, avec quelques remarques
importantes. Plus I'essentiel de notre travail de recherche o1, on démontre le résultat prin-
cipal qui est le théoréme d’irréductibilité des variables aléatoires, pour vérifier I'inversion

de la matrice variance-covariance de modéle collectif. o o
Finalement, le dernier chapitre contient la nouvelle théorie : la crédibilité bivariante,

o1l nous donnerons le modéle bivariant de Biihlmann et_modéle bivariant de Buhlmann—
Straub ensuite la comparaison entre modele bivariant de Biihlmann et modéle bivariant de

Biihlmann-Straub, aussi estimation des paramétres de structure et finalement les familles
exponentielles.
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Chapitre 1

Préliminaires

I.1 Historique de théorie de crédibilité

La théorie de la crédibilité est la pierre angulaire de la théorie actuarielle de I’assurance
de dommage. La petite histoire suivante, inventée par le Dr Francois Dufresne pour un
cours d’introduction a la théorie de la crédibilité a 1I’'Université Laval, illustre bien comment

cette théorie a pu voir le jour. Vers les années 1910, aux Etats-Unis, la multinationale
General Motors et le petit constructeur indépendant Tucker sont assurés chez Allstate
contre les accidents de travail (workers compensation), avec quelques autres fabricants

d’automobiles. ) ) )
Un taux moyen est calculé a partir de 'expérience de I'ensemble de ces fabricants et

c’est ce taux qui est chargé a chacun. Or, la GM calcule elle-méme son taux et s’aper-
coit qu’il serait, année aprés année, inférieur a celui qu’on lui charge et ce, grace a une
expérience meilleure que celle du groupe.

Exaspérée par une telle situation, elle demande & Allstate qu’on lui charge son propre
taux, ceci sous prétexte que son nombre d’employés important est un gage de stabilité de
Iexpérience entre les années. Les actuaires de Allstate sont intuitivement d’accord avec
Iargumentation de GM, aussi s’apprétent-ils a accéder a sa demande. Un petit probléme
les fait cependant hésiter : si le nombre d’employés de GM est clairement assez gros pour
que 'on se fie & son expérience et celui de Tucker trop petit pour faire de méme, ou
fixera-t-on la limite entre un nombre d’employés fiable et un non fiable ?

Il est généralement reconnu que le premier actuaire a avoir proposé une solution au
probléme dans la littérature est Arthur H. Mowbray, dans le premier numéro, des Procee-
dings de la Casualty Actuarial Society, en 1914 (Mowbray, 1914). En supposant connue
la probabilité ¢ qu’un accident survienne, il désire calculer le nombre minimal d’em-
ployés assurés n de telle sorte que la probabilité que le nombre d’accidents ne s’éloigne
pas de plus de 100 k % de la moyenne (ou du mode) soit supérieure a 100p%. Si 1’ on
note N la distribution du nombre d’accidents, alors I’énoncé précédent s’écrit en langage
mathématique

P[(1 —k)E[N] < N < (14 k)E[N]] > p, (L.1)

ou N ~ Binomiale(n,q). La solution de Mowbray était intéressante car appuyée par des
arguments probabilistes. Elle connut d’ailleurs de multiples adaptations qui lui permirent
de rester d’actualité jusqu’a nos jours. Moyennant la détermination d’une distribution
pour le nombre de sinistres, les praticiens pouvaient désommais résoudre par un calcul
simple le probléme auquel ils faisaient face : fixer un seuil d’admissibilité & la pleine
crédibilité. Les assurés eurent cependant tot fait de soumettre un autre probléme aux
actuaires. Telle que présentée jusqu’a maintenant, la théorie de la crédibilité n’admettait
que deux niveaux : 0 et 1. Or, cette situation pouvait se traduire, pour un employeur
situé tout juste sous le seuil d’admissibilité, en une différence significative dans la prime a
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payer. De plus, la notion méme de pleine crédibilité ne ralliait pas ’ensemble des actuaires,
certains croyant que jamais les données ne sont fiables & 100%. C’est pour répondre & ces
critiques que fut introduit le concept de crédibilité partielle, dont on attribue la premiére
véritable théorie sur le sujet & Whitney (1918).

Dés 1918 donc, Whitney mentionne la «nécessité, par souci d’équité pour I'assuré, de
pondérer d’un coté 'expérience collective et de I'autre ’expérience individuelle». [.’essence
de la crédibilité consistait a calculer cette pondération[12]. A au moins deux reprises dans
I’histoire, la crédibilité de précision (greatest accuracy) a eu la chance de s’imposer avant la
contribution de Biihlmann en 1967. La premiére se trouve dans les travaux de Whitney.
Dans son article, ce dernier retient quatre éléments qui influenceront la pondération a
donner a l'expérience individuelle : 'exposition, le niveau de risque, la crédibilité de la
prime collective et 'homogénéité du groupe. Deld, par un développement mathématique,
il obtient une expression pour la prime individuelle (P) de la forme

P=zX+(1-2)C (1.2)

Ou X est I'expérience individuelle et C' I'expérience collective. Ces valeurs sont pondérées
par le facteur de crédibilité, z, dont Whitney obtient une formule de la forme n/(n + K).
K n’est alors pas une constante arbitraire, mais bien une expression explicite dépendant
des divers paramétres du modéle. Par souci de simplicité,Whitney suggére cependant de
fixer K comme une constante a déterminer au jugement de maniére a éviter les trop
grandes fluctuations entre la prime individuelle et la prime collective. Whitney fut de
plus critiqué par Fisher (1919) pour avoir utilisé une méthode jugée hérétique a I’époque
en statistique, la régle de Bayes. Fischer cite d’ailleurs quelques personnes faisant autorité
s’étant prononcées contre 1'usage de cette régle. En fait, Whitney utilise la version la
plus simple de la régle, celle méme proposée par Bayes, qui suppose qu’apriori tous les
événements sont une chance égale de se réaliser.

En 1945 d’abord, Bailey obtient une expression pour la crédibilité dans ce qui semble
étre 'univers non paramétrique exploré plus tard par Bithlmann. Seulement, une notation
confuse rend le texte difficilement déchiffrable et le condamne & la marginalité. L’article de
1950 avait, lui, davantage le potentiel pour ébranler les acquis en théorie de la crédibilité.

Bailey démontre qu’en minimisant I'erreur quadratique dans un contexte bayesien,
I’estimateur obtenu est une fonction linéaire des observations qui correspond exactement
a la prime de crédibilité, et ce pour les combinaisons de distributions binomiale /béta,
Poisson/gamma et normale/normale.

Hans Biihlmann y redéfinit alors le probléme fondamental en expérience rating et pré-
sente la solution qui allait révolutionner la théorie de la crédibilité. En forcant la prime
bayesienne a étre linéaire, Biihlmann (1967,1969) obtient, dans un cadre non paramé-
trique, un facteur de crédibilité de la forme z = n/(n + K),avec une expression simple
et générale pour K. Le virage sera alors définitivement pris en faveur de 'approche de
précision et 'essentiel de la recherche se fera en Europe|26].

C’est pourquoi 'approche traitant I’hétérogénéité est aujourd’hui souvent appelée
«Crédibilité européenne» malgré qu’elle est originaire des Etats-Unis (notamment dans
les travaux de Bailey). L’approche de stabilité, limited fluctuations, a par conséquent re¢u
I’appellation «crédibilité américaine». On peut sans crainte poser que le célébre modéle
de Biihlmann marque le début de I’histoire contemporaine de la théorie de la crédibilité.
Celle-ci étant bien davantage documentée et connue, on va maintenant se contenter de
présenter chronologiquement les principaux modéles qui suivirent ce lui de Biihlmann.

Le modéle de Biihlmann se décompose lui-méme en deux parties communément ap-
pelées «modéle original» et «modéle classique». Le premier pose les bases de la nouvelle
théorie, tandis que I'apport de la théorie bayesienne empirique fait du second un modéle
plus pratique. La premiére généralisation de ces modéles voit le jour en 1970, alors que
Biihlmann s’adjoint son étudiant au doctorat Erwin Straub pour développer le trés célébre
modéle qui portera leurs noms (Biithlmann et Straub, 1970).

L’ajout de poids aux données et la définition d’estimateurs des parameétres de structure
constituent les principales améliorations au modéle de Biihlmann. Elles sont toutefois de
taille et permettront a la crédibilité de précision de véritablement faire une percée dans la
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pratique de ’assurance. Le modéle de Biihlmann—Straub constitue encore aujourd’hui un
standard et est couramment utilisé dans les compagnies d’assurance, en Europe surtout.

En 1974, Jewell fait la premiére de ses deux plus grandes contributions au développe-
ment de la théorie de la crédibilité. Il démontre (Jewell, 1974) que l'estimateur bayesien est
linéaire pour toute fonction de vraisemblance membre de la famille exponentielle utilisée
avec sa conjuguée naturelle. Ce faisant, Jewell ne fait que confirmer certains des résultats
obtenus avant lui par Bailey (1950) et Mayerson (1964), mais les unifie en une formulation
générale. Les deux années suivantes furent fastes pour la théorie de la crédibilité.

D’abord, Hachemeister (1975) généralise le modéle de Bithlmann-Straub en incorpo-
rant la régression linéaire a la théorie de la crédibilité de précision. Plus tard, on pousera
méme cette idée un peu plus loin en étudiant la régression non-linéaire (De Vylder, 1985).
Puis, non satisfait de la maniére qu’a le modéle de Biihlmann—Straub d’intégrer & la prime
les données collatérales, Jewell (1975) présente sa solution : la crédibilité hiérarchique. Ce
qui est maintenant appelé le modéle hiérarchique de Jewell constitue une importante gé-
néralisation de plusieurs modéles de crédibilité. Toujours en 1975, Gerber et Jones (1975)
définissent les propriétés et les conditions menant a des primes de crédibilité de type «mise
a joury» (up dating type).

En 1976,(De Vylder, 1976b) présente ses modéles de crédibilité semi-linéaire et semi-
linéaire optimal. La méme année, il propose une formulation du probléme de la crédibilité
en termes d’espaces de Hilbert (De Vylder, 1976a). Norberg et Taylor (1977) se sont
également intéressés a I'étude de la théorie de la crédibilité dans le cadre abstrait des
espaces de Hilbert.

Si les années 70 furent celles de I'apparition de nombreux modéles de crédibilité de
précision, les années 80 furent plutot celles de I’étude des estimateurs des parameétres de
structure. DeVylder (1978, 1981, 1984) s’est alors a véré un acteur important, de méme
que Norberg (1980), Gisler (1980) et Dubey et Gisler (1981)[33].

On doit a ces derniers la premiéére étude exhaustive des propriétés asymptotiques des

estimateurs de variance dans le modéle de Biithlmann—Straub. La découverte de nouveaux
estimateurs et leur maitrise va permettre la plus large diffusion de la crédibilité de pré-

cision. Des volumes sur le sujet sont publiés (Goovaerts et colla b., 1990) dont certains
(Goovaerts et Hoogstad, 1987) sont expressément destinés aux actuaires ceuvrant dans les
compagnies d’assurance. De nombreux articles importants en théorie de la crédibilité sont
publiés par des chercheurs au service de compagnies d’assurance : mentionnons Straub,
Sundt, Dubey, Gisler, Reinhard ou méme Goovaerts, a titre de consultant. Cela contribue
donc & populariser 'utilisation de la théorie dans des applications pratiques.

De leur coté, De Vylder et Goovaerts, toujours trés actifs dans le domaine, proposent
dans une série d’articles des estimateurs optimaux sous certaines conditions ( De Vylder
et Goovaerts, 1991, 1992a,b).

Des recherches sont présentement en cours des quelles, nous promet-on, devraient
ressortir de toutes nouvelles facons de trouver des estimateurs pour les principaux modéles
de crédibilité. La grande majorité des intéressés a la théorie de la crédibilité sera lient au
modéle de base proposé par Biithlmann de méme qu’a ses extensions.

[.2 Exemple de Ragnar Norberg

Pour bien clarifient le probléme de la théorie de crédibilité nous proposons cet exemple
Considérons 20 contrats indépendants et a priori homogeéne (la segmentation ne permet
pas de les différencier). Ces contrats peuvent étre touchés par des sinistres de montant 1

dont la survenance annuelle est distribuée selon une loi de Bernoulli. Ces 20 contrats ont
été observés sur une période de 10 ans.

Le tableau suivant représente la sinistralité observée

les 10 années d’observation, on denombre au total 29 sinistre, donc la sinistralité annuelle
moyenne par contrat est donc de 2% 200 = 0, 145. Les contrats n® 9, 11 et 17 représentent a eux
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Années
11213456 |7]18|9] 10| Total
Coutrats

contrat 1

contrat 2
contrat 3 1 1
contrat 4
contrat 5 1 1
contrat 6
contrat 7 1)1
contrat 8
contrat 9 1)1 1111 1
contrat 10 1
contrat 11 1]1 1 1
contrat 12 1 1 1
contrat 13 1
contrat 14 1

contrat 15

contrat 16
contrat 17 1]1 1 1 1
contrat 18 1
contrat 19 1

contrat 20

OC|lR IR ORI R W|IRRPOY|OINO|INODIN|O|CO

TABLE 1.1 : Tableau de Ragnar Norberg.

seuls 15 sinistres, soit plus de la moitié¢ de la sinistralité globale. Sans eux, la prime pure
annuelle moyenne serait de % =0, 083.

Il convient alors de se demander si le portefeuille est réellement homogéne.

Notons p; le paramétre de la loi de Bernoulli duj=®"¢ contrat et p; son estimateur &
partir des observations.

Notons de plus

On cherche a tester Hy : p1 = pa = vne. = Pao.
Sous Hy, la statistique :

Est distribuée selon une loi du X 2 a 19 degrés de liberté.
Comme :
X2%(0,05) = 30,14 < X* = 57,9

On rejette Hy.
A posteriori, le portefeuille n’est pas homogéne.
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La tarification actuelle (méme prime pure p = 0,145 pour tous) n’est pas équi-
table : la plupart des assurés paient trop alors que les assurés 9, 11 et 17 sont sous-
tarifés.

La société est confrontée a une alternative :

1. segmenter davantage pour avoir des portefeuilles plus homogénes ; ou

2. trouver un compromis entre p et p; qui ne soit pas trop volatile au cours du temps.

1.3 Théorie de la fluctuation limitée

Les origines

En 1910, General Motors (GM) assurée chez Allstate pour les accidents de travail
remarque que sa prime d’expérience est sensiblement inférieure a la prime réclamée a
I’ensemble des entreprises assurées. Fin argumentant que sa propre exposition au risque
(nombre de salariés) est suffisamment importante, GM réclame un tarif fondé exclusive-
ment sur sa propre sinistralité et non celle de ensemble des sociétés assurées(voir [5],[34]).
Dans le méme temps, une plus petite entreprise (Tucker) fait une demande identique. Le
probléme est :

- A partir de laquelle une entreprise peut étre tarifée exclusivement sur la base de sa
propre expérience ?

Mowbray (1914) puis Whitney (1918) apportent les premiéres réponses a cette question
en fondant la théorie de la fluctuation limitée ou crédibilité américaine.

L’idée de la fluctuation limitée

La théorie de la fluctuation limitée constitue la premiére approche de crédibilité qui
a été utilisée pour mettre a jour les primes individuelles de la sinistralité individuelle
observée.

L’idée est de tarifer le contrat nj pour la (t + 1)-éme période par :

(L= Z4)p + Zpr, (1.3)

t
Ou jﬁt = % Z jPs

s=1
Le coefficient Z est appelé facteur de crédibilité. La théorie de la fluctuation limitée
consiste a fixer Z de maniére a ce que les variations aléatoires de la prime restent limitées.
Deux situations sont possibles :
-Z =1, on parle de crédibilité totale.
-Z =0, 1], on parle alors de crédibilité partielle.

I.3.1 Crédibilité totale

On parle de crédibilité totale lorsque la prime pour la (t+1)-éme période dépend
exclusivement de la sinistralité propre de 'assuré observée sur les t premiéres périodes|5.
La prime vaut donc ;p;.

Le probléme réside dans la question de 'applicabilité de cette prime : a partir de quelle
exposition au risque, peut-on appliquer & un assuré une prime basée exclusivement sur sa
propre expérience ?

Notons S la charge de sinistres d’un assuré au cours d’une période.

Supposons que
N
S=y %
k=1

ot N ~ P()\) et (Xi) est une suite de v.a.i.i.d. de moyenne p et de variance o

) 2
indépendante de N.
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On accordera a I’assuré une crédibilité totale si la probabilité que la charge de sinistres
s’éloigne de la moyenne est suffisament faible, i.e. si

15— ElS]]

p[w_c]ﬁe

Y

ou ¢ et e sont des constantes fixées a priori (par exemple : ¢ = 5% et € = 5%).
Le théoréme central-limite nous permet d’obtenir 'approximation :

cE[S] _ cAl <
SVarls] N

D’ou 'on déduit

c? * 1
le nombre minimum de sinistres espérés durant la prochaine période pour que l'on
puisse appliquer la crédibilité totale.
Illustration numérique
Dans le cas particulier ot les montants de sinistres sont constants (réparation for-

faitaire), pour ¢ = 5% et € = 5%, le nombre minimum de sinistres espérés durant la
prochaine période doit étre supérieur a

1.
Ap > (5%06)2(1 +(0)?) ~ 1537,

pour que l'assuré se voit appliquer une prime exclusivement fondée sur sa propre
expérience. En pratique, peu d’assurés peuvent répondre & ce genre de critére.

I.3.2 Crédibilité partielle

Lorsqu’un assuré ne dispose pas du volume de risque Ar , la théorie de la fluctuation
limitée permet de déterminer une prime qui sera un barycentre de la prime collective et
de la prime d’expérience. Ainsi on est amené a déterminer le facteur de crédibilité Z tel
que :

S — E[S]]
— 7 >c

En procédant de la méme maniére que précédemment, on obtient la relation

VA )

€, (1.4)

e Ja e VA
Remarque : Si le principal intérét de la fluctuation limitée réside dans sa simplicité de mise en
oeuvre [13] cette théorie souffre d’inconvénients qui en font un outil peu utilisé en pratique :
— Le choix a priori des deux paramétres c et € délicat (quelles justications ?),
— L’approximation central-limite,
— L’approche paradoxale : pour obtenir le facteur de crédibilité, on fait I’hypothése que 'on
connait p1, 0% et A, i.e. que l’on est capable de déterminer la prime pure propre de I’assuré

considéré. Dans une telle situation, pourquoi choisir une autre prime ?
<
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I[.4 Formalisation Bayesienne

I.4.1 Risques individuel et collectif

Considérons un risque individuel qui produit des montants agréés de sinistres (X );j—1,..n
ou X, estle montant correspondant a la période j.

On souhaite déterminer la prime pure £ [X,, 1] pour la période future. Pour cela, on
fait les hypothéses classiques :

Stationnarité : les X; sont identiquement distribués de fonction de répartition
F
Indépendance : les X; sont indépendants.

En pratique, F' est inconnue et varie d’un risque a ’autre.
Définition 1.1. La prime individuelle correcte pour un assuré de profil de risque 0 est :
P0) = X1 10] = p(0).

En pratique, 0 et u(0) sont inconnus. Il faut donc trouver un estimateur [i(0) pour

1(0)-

Les assurés ont des profils de risque 6;(i € {1,...,1}) inconnus de ’assureur qui
prennent leur valeur dans ©.

Remarque : Dans le cas d’un portefeuille réellement homogéne, © est réduit & un singleton. En

revanche, assureur dispose d’informations sur la structure collective du risque (ex : la plupart des
conducteurs sont des bons risques qui ont rarement un accident et un petit nombre a fréquemment
des sinistres)[5]. Cette information peut étre résumée par la distribution de probabilité U(6) sur

o

Définition 1.2. La distribution U(0) est appelée fonction de structure du portefeuille.
La prime collective est donnée par

pcoll — /@M(Q)d[](e) =: lg.

Cette prime correspond au montant moyen de sinistre espéré par risque sur ’ensemble
du portefeuille.

Le probléme évoqué supra se décrit aisément en termes bayésiens. La problématique
peut étre résumée par un modéle a deux urnes. La premiére urne représente le collectif de
risques dont on sélectionne un élément 6 qui conditionne le contenu de la deuxiéme urne
dans laquelle on tire des variables aléatoires Xi; X5;... de fonction de répartition Fj .

Formellement : © est une v.a. de fonction de répartition U ; conditionnellement &
O =40, les v.a. Xq; Xo;... sont i.i.d. de fonction de répartition Fj.

Dans cette interprétation, la prime individuelle devient une v.a. puisque 1’on ne sait
pas distinguer a priori deux risques

P = E[X,41 0] = p(O). (L5)

La prime collective est, en revanche, un montant certain

Pl = g = / w(0)dU () =: E[X,41]. (1.6)
(C)



12 Chapitre I : Préliminaires

Les X7, X5...ne sont indépendants que conditionnellement & © = 6 . Sinon ils sont positi-
vement corrélés :
Cov(Xy1;Xs) = E[Cov(Xy;X,) 0]+ Cov(E[X, |O]; E[X2|O])
= 0+ Cov[u(0); u(©)] = Var[u(©)].

Notre objectif est d’estimer pour chaque risque la prime correcte p(©) aussi précisément
que possible compte-tenu de IhistoriqueX = (Xj;...; X,,)'dont on dispose la meilleure
prime d’expérience.

1.4.2 Prime de Bayes

Considérons une hypothése H et un événement B et notons p[H] notre connaissance
initiale (a priori) de la vraisemblance de ’hypothése H. Alors p|B |H | représente la proba-
bilité conditionnelle de I’événement B sous '’hypothése H ; considérée comme une fonction
de H, p[B|H] est la vraisemblance de B sachant H ; et p[H | B] est la probabilité a pos-
teriori de H (voir[6], [19]).

Le théoréme de Bayes nous permet d’écrire
p[B |H ]p[H]

plH |B] = B

lorsque p[B] > 0.
Ainsi lorsque p[B] > 0, la probabilité a posteriori de H (p[H | B]) est proportionnelle au
produit de la probabilité a priori (p[H]) et de la vraisemblance de B sachant H (p[B|H]).

[.4.3 Meilleure prime d’expérience
Comparaison d’estimateurs

Définition 1.3. (Critére de 'erreur quadratique moyenne)

—%

Un estimateur u(0©) de u(©) est au moins aussi bon qu’un estimateur p(©) si

E[(1(0) — n(©))2] < E[(1(0) — p(©))?),

—

ot E[(@ — wu(©))?] est Uerreur quadratique moyenne de j1(©).

Théoréme 1.4. Au regard du critére de l'erreur quadratique moyenne,

u(©) = Eu(©) [X]. (1.7)

est le meilleur estimateur de (1(©).
Preuve : Soit?(g) un estimateur de p(©) et ;(\67) = E[u(0) | X | 'espérance a posteriori
de 1(©), on a :

— e~ e~ o~

E[(1(©) — n(©))*] = B[E[(1(©) — n(©) + 1(©) — 1(©))* |X]].
El(i— ) (i — p) |X] = AB[@ |X] = Elup|X] - 3* + (%,

— — e/~

E((1(0) — u(9))*] = E[(1(©) — n(©))*] + E[(1(®) — u(O))’].
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Théoréme 1.5. (Erreur quadratique moyenne)
(1) L’erreur quadratique moyenne de la prime de Bayes vaut :

—_~—

E[(1(©) = (©))’] = E[Var(u(©)|X)]. (1.8)
(2) L’erreur quadratique moyenne de la prime collective est donnée par :

El(uo - u(©))’] = Varlu(®)] (L9)
— E[Var(u(©))|X] + Var[E(u(©) [ X)) (1.10)

Remarque : L’erreur quadratique moyenne de la prime de Bayes correspond au premier terme

de décomposition de la variance dans celle de la prime collective.
<&

1.4.4 Construction d’une échelle bonus-malus
Contexte

Fin des années 60, en Suisse, le niveau des primes d’assurance auto dépend uniquement
de la puissance du véhicule. Les assureurs souhaitent augmenter le niveau des primes qu’ils
jugent insuffisant pour couvrir les sinistres. Accord des autorités de controle sous réserve
que le nouveau tarif tienne compte du passé-sinistre des assurés. F. Bichsel est chargé de
mettre au point un systéme de mise a jour des primes mieux adapté aux profils de risques
individuels. Bichsel estime que les différences de profil de risque entre les conducteurs sont
mieux résumées par les nombres de sinistres que par leur taille [2].

[.4.4.1 Tarification a posteriori sans personnalisation a priori

Notons N; le nombre de sinistres engendrés par un conducteur particulier dans I'année
J, X; la charge agrégée de sinistres correspondante. Bichsel fait implicitement I’hypothése
suivante :

(hypothése implicite de Bichsel) Pour tout profil de risque 6,
EX;|©=0]=CE[N,|© =0]

Ot C est une constante qui dépend uniquement de la puissance du véhicule et E[N; |© = 0]
dépend uniquement du conducteur[17].
Sous cette hypothése, il suffit donc de modéliser le nombre de sinistres.

Hypothése 2 (Poisson-Gamma) (PG1) Conditionnellement & © = 0, les v.a.

N;(j = 1;..;;n) sont indépendantes et identiquement distribuées selon une loi de Poisson
de paramétre 6 , i.e.

k

p(N; = k|6 = ) = =07

0
R pour k € N.

(PG2) O est distribué selon une loi Gamma de paramétres v et (3 , i.e. a pour densité

B’Y

B )

—1_-56
0 e ™ pour 6 > 0,
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[(v) = /exx’jldx, pour v > 0.
0

Remarque : Ona E[0] = jet Var [0] = 35 = = Varfe] €St une mesure de ’homogénéité
du collectif.

o
Proposition 1.6. Sous ’hypothése 2, on a pour la fréquence de sinistres (notée F)
Fm = E[N,..110]=0
co g
P~ ple) =1,
FBayes Wﬁ—:_]:f; =aN + (1 - a)%,
Ou a= 15 Ne= ZN et N = %i
L’erreur quadmtzque moyenne de :FB“yesest donnée par :
E[(FBwve —0) = (1 — a)E[(F“" — ©)%] = aE[(N — 0)%. (I.11)

Remarque : La prime de Bayes pP%e = CFB%eest une fonction linéaire des observations
(c’est donc une prime de crédibilité), tel que FB%es est une moyenne pondérée de la fréquence
individuelle observée N et de la fréquence espérée a priori E [O] = %

- = ﬁ est appelé facteur de crédibilité. Il est croissant avec le nombre d’années d’obser-
vation n et décroissant avec , i.e. plus on dispose des informations individuelles, plus on accorde
de crédit au passé-sinistres de ’assuré et plus le collectif est homogéne, plus on accorde de crédit
& la prime collective.

-L’erreur quadratique moyenne de F vaut :

B|(FPe — 0)] = B( ~ ©)’) = Var{e] = 5.

g B2
o
Remarque : L’erreur quadratique moyenne de N vaut :
E[(N-©)] = E[E[(N-0)’|0]]=E[Var(N|0)

_ E6l_ v

- n nB’
E[(FBwes —9)Y] < E[(N-0)Yet E[(N—-0)%"=3 0 donc (1.12)
E[(FBawes — ©)2] "= 0. (1.13)
o

Preuve :
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-Pour obtenir la prime de Bayes, écrivons la densité a posteriori de® sachant N =
(N1, ..., N;). |27]

B py1,-B0 T ,—00Y .
L(v) 7" e jl;[l € N 7+ Nj-1 )
u(0|N) = p m e x @ = e~ (Bn)0
—1,—86 _p0o:
f I'(v) hle=? jl;ll ‘ N_j!de

Le membre de droite est le noyau de la densité d’une loi Gamma de paramétres ' =
v+ N, et ' = 3+n, d’ou I'on obtient FBowes,
-L’erreur quadratique moyenne de FB%¢ est donnée par

B[P -6 = EVar(®|N)] = B[

(6 +n)

[.4.5 Prime de Bayes dans le cadre exponentiel

Famille exponentielle

Définition 1.7. Une distribution de probabilités appartient a la famille exponentielle Fr,,
st sa lot peut s’exprimer sous la forme :

20 — b(6)

dF(x) = exp[W

+ c(z,0? Jw)]dv(z),r € AC R (I.14)

ou v désigne la mesure de Lebesque ou la mesure de comptage, b € C*(O, R), b injective,
c:R?* = R et w et a* constantes[21].

Interprétation des parameétres

— 02 est le paramétre de dispersion
— w le poids a priori associé a I’observation,
— 0 le profil de risque

Notons F{e”;p la famille associée aux fonctions b et ¢ et considérons la famille U”

€.
distributions ayant une densité de la forme

2o — b(6)

72

op des

U,(0) = exp| + d(x0,7%)],0 € ©

Donc en peut conclure le théoreme suivant

. PN b,c
est conjuguée a Foy, .

Théoréme 1.8. La famille szp

Exemple 1.1 :

uelques exemples de classes conjuguées dans la famille exponentielle :
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Poisson - gamma,

— Binomial - béta,

Gamma - gamma,
— Geométrique - béta,

Normal - normal.

Supposons que, pour 6 fixé, les composantes de X = (X7, ..., X,,)’ sont indépendantes, de
distribution Fy € Fif;fp, toutes avec le méme paramétre de dispersion o? et avec les poids
wj,g=1,...,n.

Théoréme 1.9. Pour la famille szp et sa famille conjuguée szp

Pm9) = 1(0), (1.15)
Var[X;|© =0,w;] = b"(8)—, (1.16)

et sous certaines conditions de régularité,

Pl = g, (I1.17)
pPees = aX + (1 — )P, (1.18)
on X =37 UX;ela= gy

La prime de Bayes est linéaire en les observations (voir [14],[15]) : on parlera de
crédibilité exacte
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Modéle de Buhlmann et Buhlmann
Straub

I1.1 Introduction

—_~—

La prime de Bayes p(0) := E[u(0) | X ] est le meilleur estimateur possible
de la prime individuelle E[X,,;1 |0] =: u(0). En général, elle ne peut s’exprimer
de maniére analytique car son calcul nécessite alors I'utilisation de méthodes
numériques. Sa détermination nécessite en outre de spécifier une distribution
conditionnelle et une distribution a priori. La théorie de la crédibilité repose
sur 'idée de se restreindre a la classe des estimateurs qui sont linéaires en les
observations. Comme dans ’approche bayesienne, la qualité de ces estimateurs
sera appréciée par le critére d’erreur quadratique moyenne (voir[3], [25], [29]).

I1.2 Prime de crédibilité

I1.2.1 Introduction dans un contexte simplifié

Hypothése 1 (Modéle de crédibilité simplifié)
(H1) Les variables aléatoires X;(j = 1;..;n) sont conditionnellement & © = 6 , indé-
pendantes et identiquement distribuées selon une loi Fy avec les moments conditionnels :

§(O) = E[X,10=0], (i)
o?(0) = Var[X;|0=0]. (I1.2)

(H2) © est une variable aléatoire de distribution U(0).
Dans ce modéle, on a

P = 1(0) = E[X,10],
P = o= [ wlo)ave)

On souhaite trouver un estimateur de la prime individuelle 1 (©) et l'on va se res-
treindre & ceux qui sont linéaires par rapport aux les observations X,;(j = 1;..; n).
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—

Notons P*? ou p (0) le meilleur estimateur linéaire en X de u (©). L'estimateur de

crédibilité ,u/(g) est de la forme :

n(0) =do+ Y X,

J=1

Ou les coefficients (ag, ay, ..., a,) sont solution de
" 2
(@p, ay,...,a,) = min F || p(0)—ay— g a; X
aQ,a1 ;-5 an€R i1
]:

La distribution de X est invariante par permutations des X, donc
ap = ... = an
Anssi, lestimateur de crédibilité est de la forme

—
—

1(0) = a+bX, (I1.3)
oil @ et b sont solution de

(d,l;) = mink [(/L(@) —a— bY)Z} .

a,beR

Les e.d.p. de ce probléme sont

E[p(©)—a-bX] =
Cov(X,u(0)) —bVar(X) = 0.

En effet, en dérive la formule (3.1) par rapport & a, et nous annulons la dérivé :

G%E [(u(@) —a— by)Q] =0
On a

4 [(u (©) —a— 57)2} — ER2(u(0) —a—bX)(~1)]

da
= E[u(®)—a-0bX]=0.

Aussi, en dérive la formule (3.1) par rapport a b, et nous annulons la dérivé :

jbE [(ﬂ(@) —a-— bY)Z] = E[-2(u(0)X — aX — bX")]
= —2B[Xp(©)] - E[X]E[u(6)] - bE[X]
+H(E[X])* + B[X]E[p (0)] — e EX] - b(E[X])*
= Cov(X,u(0)) —bWar(X) + E[X ]\(E[,u(@)‘—,a—bX]Z

=0

& Cou(X,u () —bVar(X)=0
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Donc
E[u(©)—a-bX] =
Cov(X,pu(0)) —bVar(X) =
Et par la structure de dépendance du modéle, on a
Cov(X,11(0)) = E[Cou(X,u(6)]0)] +Cov [E [X]0] . E[u(6)[6]]
= Var [ (@J =72 B
Var(X) = E[Var (X|0)]+Var [E[X0]]

= [Var ( > |9)] +Var [1(0)]
|

_E %n‘/ar(xﬂ@)} + Var [1(0)]
_ L [”;( Vs varu o))
= —2+72,
Alors '
) 2 n -~

2 o2 o
T+ n+ -3
a = (1-())[&0

Théoréme I1.1. Sous les Hypothéses (H1) et (H2), Uestimateur de crédibilité est donné
par :

w(®) =aX +(1—a)pu (IT.4)
Ou po=FE[p(O) eta=—"m.

Remarque :
-Pe? est une moyenne pondérée de la prime collective et de la prime individuelle observée.

-Le coefficient k£ = ‘;—3 est appelé coefficient de crédibilité.

i ()

En P’écrivant sous la forme

Et en remarquant que

o VEVar(X;]0)
Ho E[Xj] ’
50 — Covlu(0)].

Vk s'interpréte comme le rapport entre la variabilité interne du risque et I’hétérogé-
néité du portefeuille.

Remarque :
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— Le facteur de crédibilité o croit avec le nombre d’années d’obervations n, et avec I’hété-

rogéneéité du portefeuille (mesurée par ﬁ) Et décroit avec la variabilité interne au risque

p o
(mesurée par ).

— La prime de crédibilité fait intervenir les paramétres de structure 72

, 02 et pp. Ces para-

métres pourront étre estimés empiriquement sur le collectif ou fixés a priori (avis d’expert).
$

I1.2.2 Interprétation de la prime de crédibilité

1. Pe*? est une moyenne pondérée de Pet de X.

2. Pl = 1, est le meilleur estimateur a priori, son erreur quadratique moyenne vaut
2
E[(to — 1 (0))] =Var[p(©)] =72

3. X est le meilleur estimateur linéaire et individuellement non biaisé basé uniquement
sur les observations, son erreur quadratique moyenne vaut

@1 _ 7

n n

E[(X-p©)] = E [

I1.2.3 Erreur quadratique moyenne de la prime de crédibilité

—
p———

L’erreur quadratique moyenne de l'estimateur de crédibilité p (©) vaut :
— 2
(#(6) - o)

Preuve : Par un calcul simple, on a :

0.2

=(1— 2 - q—.
( a)T an

E

— 2
B @(@)—M@))] = E[(0(u(®) ~ X) + (1~ ) (1(8) ~ m))’]
= @2 (1 -af
= « - o)’ T
2 2 2

= p) —+ p) T

n+% ) n n+ %

2 2 a2

S — 22040—: 2= (1-a)7r?

n+ % noon+%

L]
Remarque :

— « est le coefficient par lequel est réduite erreur quadratique moyenne lorsque ’on utilise
Peredan lieu de Peot
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— (1 — a)est le coefficient par lequel est réduite i erreur quadratique moyenne lorsque 'on

utilise P ¢dau lieu de X. o

Le principal intérét de la prime de crédibilité réside dans sa simplicité de mise en
oeuvre : il n’est pas nécessaire de spécifier une structure (choix conjoint de I’a priori et de
la distribution conditionnelle) qui ajoute un risque additionnel de modéle. En contrepartie,
la précision de la prime de crédibilité est moindre que celle de la prime de Bayes|4].

I11.3 Modéle de Biihlmann

Jusqu’a présent, on s’est intéressé la tarification d’un risque particulier. On va doré-
navant considérer un portefeuille de I risques similaires.

On notera X; = (X;1;...; Xin)' le vecteur des observations associé au risque ¢ et ©; son
profil de risque. Ces I risques sont similaires dans la mesure ol chaque risque ¢ respecte les
Hypothéses (H1) et (H2). On se retrouve ainsi dans le cadre décrit par Biithlmann [1967].

I1.3.1 Hypothéses du modéle

Hypothése (Modéle de Bithlmann)
(B1)Les variables aléatoires X;;(j = 1;...;n) sont, conditionnellement & ©; = 6, indé-
pendantes et identiquement distribuées selon une loi Fj avec les moments conditionnels

p() = E[X;]0;=0];
o?(0) = Var[Xy|0;=10].

(B2)Les couples (©1; X1); ...; (©r; X;) sont indépendants et identiquement distribués.

Du fait de (B2), le portefeuille est hétérogéne : les profils de risque 1;...; I sont indé-
pendants et ont la méme distribution de structure U(f). Ces risques ont néanmoins en
commun qu’on ne peut les différencier a priori.

11.3.2 Estimateur de crédibilité

L’objectif est de trouver l'estimateur de crédibilité dans le modéle de Biihlmann.
Telque pour chaque risque individuel 4, en souhaite estimer la prime individuelle p (60;)

par Pestimateur p (0;) qui est linéaire en tout les observations(voir [7],[16]). En estime

donc I primes, et 'on supposera que p(0;) est le meilleur estimateur de la classe

{,@:@:Hzibkﬂw ;a,bkjeR} 1)

k=1 j=1

La distribution de X; est invariante par permutations des X;;(j = 1;...;n), donc :

I .
1(0) =@+ Y b,
k=1

On Xy = 2377 Xy,
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Et
) I 2
<C/LE)(Z'), 6;“)) =min F (;U (61) _ a(()z) . Z b](;)yk>
k=1

Les e.d.p. par raport a a(()i) et aux b,(j) donnent

Cov (/L (©,) ,yk) = bl(f)Var [74 )

En remareque que Cov (,u (6;) ,Yk) =0sii#k.
En effet, sii # k

= E[0]+ Cov[po, 1 (0)]
=0

Alors b,(f) = 0 si i # k, donc l'estimateur de crédibilité de p(0;) ne dépend que des
observations associées au risque 1.
Il est de la forme

{u(@l)u(@l):a—i—meXw ;a,bijeR}.
j=1
Pour un i donné, nous souhaitons minimise :

n 2
j=1

En dérive R par rapport a a et b;;, puis nous annulons la dérivé, nous trouvons

0
%R = —2F

j=1

g’ j=1

Par simplification, en obtient :

E

j=1
EtVjy=1,..,n
E {XU, [u (©)—a—>_ bz»inj] } =0 (IL.7)
j=1

En multiplions (I1.3.2) par £ [X;;/] et soustraire le résultat & partir de (IL.7), en trou-
vons :

0 = Cov

Xijr, 1 (0;) —a— Z binij]
j=1

= Cov[X;j, 1 (0;)] — Cov[X;j,al — Cov

Xz'j’; Z ijle]

J=1
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Puisque CO’U[ U/,a] = 0 et Cov [Xij’yz;‘lzl binz'j = Z?:l bijCO’U [Xij’aXij]a On

trouve :

waCOU (X, Xij] = Cov [ (0;) , Xij] (I1.8)

Il faut trouver d’abord :

2. Cov [X X,J}

zy ’
En a
Cov(X,Y)=Cow{E[X|O],E]Y|O]} + E{Cov(X,Y|O)}
En pose X = Xyj et YV =4 (0;) et © = 6,,
L’espérance conditionnelle de 1 (©;) par rapport ©; est i (6;).
Sii=i alors
E1Xi;10:] = 1 (6:).
Inversement, si ¢ # i :
E[Xi; 6] = E[Xi;] = po
Donc :
Cov (o, 1t (©;)) = 0.

Finalement

Cov [ Xy, 11 ()] = Var [ (6,)] = 7°0.

En suite pour Cov [ X, X;j] :
Sion pose X = X, et Y = X;; et © = 0O, (I1.3.2) devient :

Cov [ij ,X ] Cov {E [Xij’ ‘@z] ,E [X” ’@Z]} + E{COU (Xij/7X’ij ’61)}

=Varlu(©)=r

Pour ©; donne Xi; V) = ,n sont conditionnellement indépendants.
Donc si j 7£ 7, la Covarlance Condltlonnelle de X;; et X;; sachant ©; est égal a zéro.
Lorsque j' = j

E{COU (Xij’7Xij |®z)} = E{VCLT (Xij’ |@z)} = 0'2

Donc
Cov [Xij’a ij] = 7'2 + 0-26]']" (119)

Nous routerons a (11.3.2) et (IL.8) , on trouve

0'2bij/ +T22bij = T2 (1111)
=1

Pour Vj' = 1,...,n; le systéme d’équations est symétrique par rapport b;;, on peut
écrire bﬂ = bi2 =..= bzn =b

a+ponb = po
o’b+ b = 77
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Nous trouvons
72 «

b= ——  — =
o24+nt?2 n
n

7. et a=(1—a)pu

n
+%

Telque o =
Finallement, l'estimateur de crédibilité de p (©;) est de la forme

—

1(6;) = aX; + (1 —a) o (I1.12)

I1.3.3 Estimateur de crédibilité homogéne
hom

Définition I1.2. L’estimateur homogéne de crédibilité 11(0;)  de p(0©;) est le meilleur
estimateur de la classe des estimateurs collectivement sans biais [34]

{/ﬁ@\z) (00 = DD Xy S ER(©) ], by € R} - (I1.13)

k=1 j=1

Remarquons que

_—— hom
—

E | p1(6) = Ep(©:) | = E[Xy; | = po,

Pour tous 7, j et k. On en déduit donc la contrainte sur les paramétres
I n
D)L
k=1 j=1

Définition 11.3. Dans le modéle de Biihlmann, ’estimateur homogéne de crédibilité est
donné par :

w(©) =aX;+(1-a)X, (T1.14)
O a:nf%.etyi:% ?lez'j et

o I 1 I n

IR ESDY > (IL.15)

Preuve : Dans le cas non homogéne, a représente la somme des données collectives.
Dans le cas homogéne et si on minimise :

n 2
©(0;) — Z binij]
j=1

Sous la contrainte E [ (0;)] = >0, bijE [Xi;] pour Vb3 = 1,...,n.
La solution devient b;; = %, pour j =1,...,n.

E
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En souhaite que l'estimateur de p(0;) est X, tel qu'il vérifier la contrainte de non
biais, mais cet estimateur n’est pas incorporer toutes les informations sur le collective.

Cependant, pour incorporer toutes les informations sur le collective, il faut reformuler
I’équation de minimisation

1 n 2
%(bkj> =F ,LL(@Z) - ZZbijkj > Vi = 1, ,] et ] = 1, N

k=1 j=1

Puisque en a besoin de non biais de 'estimateur linéaire, il faut que :

Elp(0)] =) biE (X

k=1 j=1

En peut écrire po = po Zi:l > i1 bgj,done 22:1 =1 bgj = 1,par la multiplication
de Zk . Z 1 bi; — 1 par le multiplicateur de Lagrange et soustraire la résultat , %(bk)
J
devient

Rons) =

iibijkjrA liibkj—1] .

k=1 j=1 k=1 j=1

En dérive i)f{( ;) par rapport by, et nous annulons la dérivé, en obtient :

0
—_— —2F
abklj m(bkj ) {

Pour k’=1,....I et j’=1,...,n. Ansi

Z Z b,wX,w] } =0,

k=1 j=1

I n
A
_E e E[Xk/ //,L Z bk]E[Xk/ /ij]
k=1 j=1
1 n
= E[Xppp (0] — g = > > b {E Xy Xig) — 15
k=1 j=1
I n
= Cov [Xk’j ,,LL Z bk]COU Xk’j ,ij] .
k=1 j=1

Dans le cas k = k'

I n
—% = T25k/i — Z Z bkj (T2 + 0'2(5]'/]-)
k=1 j=1
= 7—26k’i — 7'2 Z bk’j — O'Qbk/j/

Puisque Cov [Xpjr, 1t (0;)] = 720k et Cov [Xpjr, Xij] = 72 4+ 025, pour k = k', et
Cov [Xk’j’kaj} =0sik 7é ]{7/.
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Le systéme des équations est symétrique par raport by;, en peut écrire by; comme by,
n
Donc Zj:l bkj = nbk/j/.

A
5 + 7'25]6/1' = 7'2’/”Lbk/j/ + O'Qbk/j/

Alors
’7'25in + /2\

20 + o2

bk/j/ =

En sait que 22:1 > i1 by = 1, il devient
T 5k/ 5

! 2:1 Z m%n + 02

n A In

1 = 2
n+o02  272n+ 02
En pose a = 72;27, donc
A (1-a)
2 Iaj72
Lorsque en remplace 3 dans (/1.3.3), en trouve :
2 (1-a)
b O + Taje®
Wi 2n + o2
i+ (1—a) T/
N T2n 4 o2
_ Tar?pi 4+ (1—a)7?
B (T2n + 0?) [«
Finallement
L& L& Iat?§ (1—«
by Xpwin = M X X i
ZZ KT ZZ(TH+02 Ta M9 +ern+02 Ta i
k'=1j'=1 k'—1;' 1 k=1j5'=1
nT20); (1—a)
= — X 151 X Y
;Zzl 2+ 02) 1;'221 Tn+02 v

= aX;+(1-a)X.

11.3.4 Estimation des paramétres de structure

Théoréme I1.4. Les stimateurs suivants sont sans biais [1]

1 n
~2 ; ¥ 2
~9 1 oo —2 0?2
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Preuve : 1. En sait que E [Xj;] = E [X;], ona:

E [Xk] — 7}42 =Var [ij] + Var Xk] —2Cov [ij,yk]

de plus
Cov [ij/, ij/] = T2 + 0'25]‘]'/

Par conséquent, on a

— 1 &
Cov [ij/,Xk} == EZOOU [ij/,ij/]

Jj'=1
n
Et
_ 1 & _
Var | X = Cov | X, Xi| =— Cov | X1, X
ar [Xy] ov [ X, Xy] n; ov [ Xy, Xy
= T2+U—2
n
Et
Var [ij/] =Cov [ij/,ij/] = 7'2 +O‘2
Ainsi )
n
de plus
I n I n
—1
B)ILARTES D B) PR
k=1 j=1 k=1 j=1 n
= I(n—1)0?
Et
1 K 2 I(n—1)
E[X, —X = 2
1r(n—1)z,Z Xy = X In—1°
k=1 j=1
= o2
D’ou
E[6% = o
Alors Pestimateur 52 est sans biais.
Pour 72 : on a
E [Yk —7]2 = Var Xk] + Var m —2Cov [yk,m ) (I1.18)
En remarquant que
— 1 — — o2
Var [X;] = Cov [ X, Xl = =) Cov [ Xy, Xi| =72+ — I1.19
ar k} ov[ ks k} nz OU[ kj> k} T +n ( )

J=1
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et
1 J
Var m = Cov [7,7} =7 ZC’OU [Y,WX}
k=1
T
— ﬁZZCOU Xkan;’:|
k=1 k'=1
R VPO
T r\" W) T T T
k=1
Et
1 2 2 2
Cov [Xk7 ZOOU Xkan’:| = 7(7’ —|—%> :7—7_’_;__/)1

Lo
d’ott 'on obtient & partir(I1.19 ), (I1.20) et (I1.22)

2 2 2 2 2
E[X,—X]" = = +J—+T—+U——2<T U—)

I In I In
(-0, (1-Io?
= 7 Tt
Et
I 2
S EX X =D+ (-1
k=1
donc
1 ! 2 2 2
E[X,-X| = -
(1—1)Z e X =

Finallement F [7%] = 72

II1.4 Modéle de Bihlmann-Straub

(11.20)

(IL.21)

Dans les années 60, de nombreux modéles de crédibilité avaient été développé mais ils

présentaient deux défauts :

e Certains, comme le modéle des fluctuations limitées manquaient de fondations ma-

thématiques solides

e D’autres modeéles, de type paramétrique, comme le modéle de poisson gamma repo-
saient sur des Hypothéses trés fortes concernant les lois des données. En 1967, Biihlmann
proposa un premier modéle semi paramétrique dont les bases mathématiques étaient ri-
goureuses. Ce modéle comportait un défaut : il supposait tous les contrats identiques a

priori, sans tenir compte de leur taille.

En 1970, Biihlmann et Straub ont amélioré le modéle pour inclure I'information liée
a la taille du contrat. Dans ce chapitre, Considérons la situation d’un portefeuille de

contrats d’assurance non vie qui doivent étre tarifés.

Ce portefeuille a fait I'objet d’'une segmentation qui a conduit a la création de classes
de risque & 'intérieur ou les risques ne peuvent étre diffiérenciés a priori. La théorie de
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la crédibilité va permettre, pour chaque risque, d’enrichir I'information a priori grace au
passé sinistre.
Dans cette optique, le modéle de Biihlmann utilise une Hypothése peu réaliste :

O'2 (@0 = VCLT[XZ']‘ |®2] (1123)

Il apparait en effet assez naturel que cette variance conditionnelle devrait étre décroissante
avec I'exposition du risque 7. Pour cela, le modéle de Biihlmann-Straub vient généraliser le
modéle de Biihlmann en relachant cette Hypothése par 'introduction de poids. Ce modéle

est largement utilisé en pratique que ce soit en assurance non-vie, en assurance vie ou en ré-
assurance.

Dans la suite, nous traiterons un portefeuille de I risques (ou classes de risques) et
nous noterons X;; le ratio de sinistres (ou la fréquence de sinistres ou la taille moyenne
des sinistres ou tout autre indicateur) du risque ¢ pendant 'année j et w;; le poids associé.

I1.4.1 Hypothéses du modéle

Pour chaque contrat ¢ = 1,..,1 Xj; est la moyenne de groupe de w;; contrats, ou w;;
est le poids (taille) de groupe i a 'année j, avec j =1,...,n:

1 P .
Xy =3 X9 G=ln et i=11
Y or=1

Hypothése (Modéle de Biihlmann-Straub)

Le risque 7 est caractérisé par le profil de risque #; qui est une réalisation de ©;.

(BS1) Les variables aléatoires X;; (j = 1,...,n ) sont, conditionnellement a ©;,
indépendantes avec les moments conditionnels

n(6i) = ElXi; [6i],

- VCLT[XZ'j ’@2]

En pratique, comme on ne connait pas ©, on ne connait pas non plus p(0;). Cest la
quantité que I'on veut estimer.
Plus généralement
Y
COU (XU , Nis ‘@1) = ﬁO’2 (@z)

wij

(BS2) Les couples (01, X1);...; (O, X7) sont indépendants et les ©4, ..., O sont indé-
pendants et identiquement distribués.

Remarque : Le nombre des années des observations peut varier entre les risques. Aussi les risques

sont indépendants : les sinistres engendrés par deux contrats différents sont indépendants. La
variance conditionnelle est inversement proportionnelle aux poids que ’on se donne. En pratique
les poids sont des mesures du volume de risque (durée d’exposition au risque, montants assurés
en incendie, masse salariale en santé, chiffre d’affaire réalisé par la cédante en réassurance, etc.).

<&
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11.4.2 Parameétres de structure

— Prime individuelle : 4 (0;) = E[X;; |0;].

— Prime collective : ug = F [ (0;)],

— Mesure du risque interne au risque individuel : 02 = F [0? (0;)] ,est la variance intra
contrat (ou dans le temps). Elle mesure la tendance d’un contrat a fluctuer dans le
temps.

— Mesure Phétérogénéité du portefeuille : 72 = Var [ (0;)], la variance inter contrat
(ou dans l'espace). Plus 72 est grand et plus les contrats peuvent s’éloigner de la
moyenne du portefeuille

Notation
I I n
Wee = sz’. = Zzwzj
i=1

i=1 j=1
2w !
i®
e A D
1=
X = Y,
= Wie
wa = Zlew
i=1 Wee
n
7.
sz - Z?sz
i=1 —°

11.4.3 Estimateur de crédibilité

Pour chaque risque i, on cherche l'estimateur de crédibilité p (©;) de son ratio de
sinistres individuel u(6;). On dispose de données X = (X!, ..., X})" sur 'ensemble du

portefeuille. Les risques étant indépendants (BS2), u(©;) dépend des observations X
rattachées au les risques, soit

— I n
w(0;) = ch+ Z Z 9 &
=1 j=1

Par ailleurs, en notant wie = 3 7| wij, le meilleur estimateur individuellement sans biais

de 11 (0;) est
w..

pour lequel on a

Lemme I1.5. Les relations suivantes sont vérifiées

L EXw|0] = u(®), (I1.24)
2.Var (X, |0:] = Z(Wij>2VaT[Xij‘@i]:@, (I1.25)
- Wie Wie
e
3. Var[Xy] = + 72 (11.26)
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Preuve : 1.
(JJij wij
E[Xw|6i] = E Zw‘ Xij 1©i :Zw E[X;; 6]
j 1@ ] 10
_ Wij N — .
= ;%u(@z) 1(6i)
=1
2.
Wi
Var|X;, 10;] = V X, |0,
orlXu|®) = Vr |3 2LX; |
N\ 2 2(@,
= Z(ww) Var (X, 10;] = T\
- Wie N———— Wie
J :02(97;
3.

Var (X, = Var|E[X;, 0]+ E [Var [ X, |0;]]
0'2 (@1):|

Wie

- Varlpo)+8 |
——_——

=72

Le théoréme suivant représente la prime de crédibilité

Théoréme I1.6. Dans le modéle de Biihlmann-Straub, l'estimateur (non-homogéne) de
crédibilité est donné par :

—
—

1(0:) = (1= Zi) po + Zi X (1L.27)

tel que po = E[1u(0;)] et Z; = =

T2wie+02 "
Avant de preuvé le théoréme, voici quelques relations importantes

Lemme I1.7. Les relations suivantes sont vérifieés :

1.Cov (11(0),Xyj) = 057> (I1.28)
.2
3. Cov (Xij7 Xij’) = ’7'2 + i (1130)
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Preuve :[Preuve de lemme] 1. D’abord en prend le cas ¢ = r
Cov (n (), Xi5) = E[Cov[u(6;),Xi;[6i]] + Cov [E 1 (0:)[6i], E[Xi; (6]

Epn(6:) E[Xi;0:]] — 1 (6:) E[Xi5 0] + Cov [ (©:) , 11 (6;)]
E 0]+ Var[u(6,)] =72

Pour @ # r, en obtient

Cov (p(0;) , Xyy) E[Cov[u(6;), X, |0i]] + Cov [E 1 (0;)[0:], B [X,;]0;]]
Elp(6;)E [er 0] — (6 E [er 0;]] + Cov [ (6;), £ [er]]
= FE0] + Cov [ (0;), po)

— 0+0=0.

Si on fait une combinaison de deux cas, on obtient Cov (1 (0;), X,;) = 0;72.

2.

Cov (X, Xij) = E[Cov (X, X;|0:)] + Cov [E(X,;0:), E(X;;0;)]
= E[E(X,;]0:) E(Xi;0:) — E(X,;]0;) E(Xi;]0;)]
+COU [E (er) y (@z>]
= E0]+ Covlug, 1 (0:)] =0+0=0,

3.50it j,j' =1,...,n, j # 7. Nous écrivons

Cov (Xij, Xiy) = E[Cov (X5, Xy |©;)] + Cov [E (X5 ]0;), B (Xyy [©;)]
= E[E(Xy0;) E(Xiy[0;) — E(Xy510;) E (X |©)]
+Cov [11(0;) , 11 (O5)]
= E0]+Var[u(6)]=0+72=712%
Soit j = j/ (= 1,...,n) .Nous écrivons

Cov (Xij7 ng) = Var (XU) =F [V(IT’ (ij |®1)] + Var [E (XU |®z )]
- E [—“ @ﬂ Var[p(0)] = o + 12

wij

[]

Preuve :[Preuve de théoréme| pour i fixé, telque i = 1,...,1 , ;1 (0;) est estimé par la
fonction

I n
9i (X11, X2, o0, X)) = ¢ + Z Z Cinrj

r=1 j=1

Le but est minimisé la fonction de carré de perte :

8

p(0) =y =D Y Xy ] }

r=1 j=1
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on dérive (I1.4.3)par rapport a ¢, et nous annulons la dérivé, on obtient

I n
2F | -1 (u(@»—cé—ZZcinﬁ )] = 0
r=1 j=1
Elu(®) —ch—pd Y cy =0
r=1 j=1

I n
dmfi- 3]
r=1 j=1

on dérive (I1.4.3)par rapport a ¢, /yr, €t on remlpce ch par (I1.4.3), nous annulons la
dérivé, on obtient le systéme des équations Vi’ = 1,...,1 et Vj ' =1,...n

2
d ' 1 n '
0 = dct (8:1) — ) — Z Z CrjXrj ]
v =1 j—1
Cov (:u (61) ) Zr 1 Z] 1 CTJOOU ( 7XT/j/ )
e N R I S o PR ”
r=1 j=1
=0

D’aprés la relation(/1.30) du lemme(/1.7)

Cov (n(0;),X ZZC Cov (X, , Xj )

r=1 j=1
n

f— ; (5"/0’2

r=r

= E oy [72 + 2

Wt 41

. 7‘]
J=1

Il existe deux cas :
Le premier cas

Sir # i = Cov(u(0;), X, ) =0, d’aprés la relation(/7.28) du lemme(/1.7)la
relation (I1.31) devienne :

>/

n 6 / 2
Z/ |:7— + o :| = O
1 Wr!

j= "
2
. T7Cr.1
T
g+ —L = 0
u)r/j/

En multipliant la derniére par w,;,en trouve
2
7‘C wmz+ac , =10

On fait la somme par rapport j, en obtient

7'26Z Wi'e +a2cf,,, c [7’ Wye + O } =0
%,_/
#0
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2 , .
D’aprés I’Hypothése de modéle { ;—2 7;8 ,alors ¢, =0 V7' =1,..,1, dou cl; =0
Vr'=1,..,1 et jy=1,...n
Le deuxiéme cas
7 =1, d’aprés (I11.31)
o?ct

. 1 5/
7° =12, + —L
Wij

pour j' = 1,...,n, Avec ¢}, = >"_, ¢j;, encore, en multipliant (17.4.3)par w;yet on fait la

somine par rapport a ] :
n n
Z 7'2%]-/ = 7'202, Z wijr + 0202.
§'=1 §'=1

Puisque wje = Y7 wijr,on obtient

7'2(.{)1‘.

T2W;e + 02

En remplace (I1.4.3)dans (/1.4.3), on trouve

Cio

4 2.1
2 T Wie o Cyje
T = 5 3 +
T W;e + O Wi
T2Wie + 02 Wi
Donc
2

Ci . T wij/

L = Y

] TQWio + 0-2

T Wie Wiy’ 7 Wiy
= _— — i
T2Wie + 02 | Wi Wie

Maintenant, pour r # i on a c.; = 0, alors (/1.4.3)devient

. n (,g_)l' -/
o = Mo (1—ZzZ{w—]}>
]:1 10

¢ = po(l—2)

Finalement
—— L2
gi (X1, X2, .., X)) = p(6;) =cy+ ZZ :‘jXTJ'
r=1 j=1
= uo(1—2;) +Z~Zn: {Wijl} X,
0 ‘ ‘ X Wie b
7j=1
donc -

p(0;) = po (1 — Z;) + Z; Xy
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I1.4.4 L’erreur quadratique moyenne de I’estimateur de crédibi-
lité

(1o est meilleur estimateur basé uniquement sur les informations a priori et leur erreur

quadratique
B (o — 1 (00))*] = Var (u(6)) = 72 (IL31)

X, est meilleur estimateur basé uniquement sur l'observation de risque ¢ et leur erreur
quadratique

1@

B(Xw—-n(0))?] = BE{E (Z%(xi»—u@))) ) (I1.32)

j=1
= E[0°(6;) Jwie] = 0°/wia. (I1.33)
[’estimateur de crédibilité est une moyenne pondérée de deux estimateurs.

Théoréme I1.8. L’erreur quadratique moyenne de l'estimateur de crédibilité est donnée
par

L —

B [@)—M@i)r:u—@)r?:z

0.2

(I1.34)

Wie

Preuve :

— 2
B (100 1®)) | = B(£x(©) - X0+ (1= 2) (s(0) ~ )’
o2
= 22—+ (1-2Z)7*
Wie
T2Wie ? g2 o? 2 9
= [ — _ 4 — T
T2Wie + 02 ) Wie T2W;e + 02
B %0 T2Wie o 7 o?
Wi+ 0? \Tiet+02) wie  wie
o’ 2 2
~ \FPw + o2 ==z
L]
I1.4.5 Estimateur homogéne de crédibilité
Dans le cas homogéne on a le théoréme suivant
Théoréme I1.9. La solution de probléme de minimisation :
I n 2
MinE S [p(0;) =Y > chi X, (11.35)
“ =1 j—1
Aussi
Elp(©)]=3 > aB[Xy ] (11.36)

r=1 j=1
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est 1
Ou X, = Ez 1 Zl szu et Z; = UJTT;}IO'Q et Zo = 22‘1:1 Z;

Preuve : pour un i fixé, (I1.36)peut s’écrit comme >'_ DGy =L car B[X,; | =

E 11 (8;)] = po.Nous insérons cette condition dans (/1.35), et nous ajoutons le dans la
fonction de minimisation avec le multiplicateur de Lagrange 2. On trouve un nouveau
probléme

]\{}n E MO_ZZ 'r’j 7’] - 0)

r=1 j=1

2 + 20 (1—262%@)

r=1 j=1

Puisque (I1.4.5)est une forme quadratique positive, il est suffisant de trouver la solution
avec dérivations partiels. On prend la dérivation par rapport ¢, pour v =1,..,1 et
j'=1,...,n et en annulons la dérivé :

I n
1 SR ICIES 3 SERC ] | B
r=1 j=1
1 n
0 = —a—E[Xuy p(0)]+ E[Xwj po) + EXpyp Y Y b (X — pao)
r=1 j=1
I n
+E [pop (0;)] — E [M(ﬂ —E 1o ZZC%‘ (Xpj — #0)]
r=1 j=1
en trouve s
a+ Cov[u(0; ZZC%COU (Xy , Xy )
r=1 j=1

On utilise 'expressions du lemme (11.7)

a+ 67t = Z cf,,j (7’2 + 45 g

j=1 Wrij

) pour v =1,...,Tetj =1,..,n

En effet, Le coté droit de I’équation(/1.4.5) peut successivement écrit

n 1 n 1
Z ZcijCov (Xyj , Xy )] = Z cli;Cov (X,; ,X,,/j/)—i—ZcijCov (Xy Xy )

j=1 Lr=1 j=1 r=1

L !/ £r
n 2 I
_ i i
= E oy (7’ +9j0 ) + E c,;0
— Wy j =
7=1 r=1
’V'I#T'

n 52
= Zc’r,j <T + 0 " > pour ' =1,...,Tetj =1,...,n
j=1 i
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Cette équation peut simplifie comme suit
a+ 812 =12 c .t —J avec cj,,, = Zcij
En effet, Le coté droit de I'équation(/1.4.5) peut successivement écrit

() n )

Cr Cr;
2 T T
+JE = 7°c,, + 0’ j+EOJ
WT] wrlj/ 1 wr,j
i#5’
Ci/'/
r
= 7°c,, + 0" L
(,UT/]'/

Nous multipliant équation(/7.4.5) par w,+;» et on fait la somme par rapport a j’ en trouve
pour 7’ donné :

(a + (5”/7'2) Wyre = Ci/.TZWT/. + a2ci,,,
Donc
= (a + §ir172) Wrre/ (02 + TQ(,UT/.)
En remplace (I1.4.5) dans (I1.4.5)en obtient une expression pour ¢ :
Ci/ i/

a+ ot = 7 (04 + 5ir/7'2) W/ (02 + TQWT/.) + UQWT—]
,r.ljl

CZ“/]'/

(a -+ (SiTIT2) (1 — Z1> w,«/j//0'2

A partir de ca, 'estimateur homogéne pour le modéle de Biithlmann-Straub(/1.37)

—— hom 1 n I n
H (61) = Z Z Ci/j/Xr’j/ = Z Z [(Oé + (Sir/7-2) (1 — Zz) wrzj//a2] Xr/j’
r'=1j'=1 r'=1j'=1

4 . fLe I n i
On détremine « sous la condition ), > 7% ¢

I n I
1 B Z ( CT] > ZC . Z o + 6”/7-2) wT"/ (02 + TQWT’O) =
r'=1 \j'=1 r—1
@ o
— ﬁ Z_:l ’7‘2(,<Jr/./ (0‘2 —+ 7‘2(,07,/.) + Z 5i7“/Z7”’ — ﬁZO + Zz

Et on trouve la valeur de

a=1(1-2)/2,
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Finalement, en fait quelques manipulations algébrique pour trouver I'estimateur optimale
pour 1 (6;)

_——— hom
—

I n
1 (6:) = Z Z Crrjr Xt

/_1 ]/_1
SN (- 20/ ) (1= Z)ss )] X
r'=1j'=1
1 n
(1—Z)(1 Z)CUT] 72(1—Zi)wrlj/
R R Yt e
r'=1j'=1 i'=1
1 n 2 1
T (1_Zl)w1”/j/ (1_Z)Zw7n]
D D) P ) e L
r'=1j'=1 r=1j'=1
" 7'2 (1 Zz) Wyt 51
t Z o2 Xje
J'=1
Remarquons que
Zi T2Wie
(1 - Zl> n O'2
et ] 7

Wie + 0272 wis
(11.38)devient

_——— hom
—_—

Théoréme I11.10. (Propriété de balance )
Sous les hypotheses du modele de Biihlmann-Straub, on a

— hom

Z Z Wij ,u ) = Z Z winij. (1138)

i=1 j=1 i=1 j=1

Ce résultat nous indique que si la prime homogéne de crédibilité avait été utilisée dans
la passé, il y aurait eu équilibre entre primes et prestations.

Preuve : On sait que w;, (1 — Z;) = (02/72) Z; , S’ensuivre :

Zw“(/\ihom_Xiw> = Zwi, <—(1—Zi)Xiw+(1_Zi)ﬁo)
_ “_zi Xy — Xa) = 0

Dans le dernier ligne, en utilise X, = Zle %XZ- et Xjp = D7 29X,

J Wie

—_
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I1.4.6 L’erreur quadratique moyenne de l’estimateur homogéne
de crédibilité

Théoréme I1.11. Sous les Hypothéses du modéle de Biihlmann-Straub, erreur quadra-

tique moyenne de [’estimateur homogéne de crédibilité est donnée par

E (ﬁ) Om—u(@i)) =72(1-2) <1+1;Zi>. (11.39)

L’erreur quadratique moyenne de [’estimateur homogéne de crédibilité est égale a celle
de Uestimateur (nonhomogéne) majorée par le coefficient 12—.21 Cette perte de précision
résulte de ’estimation de g

Preuve :

E (f@im—u«m) —

‘B <u/</§>— o) m)

a partir de théoréme II.8

P (ﬁ)—u@i)ﬂ (-7

Le deuxiéme terme

et

E[(X., — MO)Q] = F <Z % (Xiw — Mo))

- (Z) E (X~ o’

Var (sz) = [ (_ zw |@ )] + VaT( (Xiw |@Z))

wz.—i_T
B ZI: é 2 02 + WieT? 2_7’_2
N _— Z. wi.TQ g _Z.
ie . ,
:Zfl
d’ou
_—— hom 2 ,7_2
B (ma) —u<@i>) = PU-Z)+(1-Z)
1—-7Z
= 1-Z)1(1 ’
-2 (1+157%),
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11.4.7 Estimation des paramétres de structure

L’estimation de la prime de crédibilité passe par ’estimation des paramétres de struc-
ture(voir [9], [31], [32]). Rappelons que ces grandeurs interviennent : dans le calcul des

_——— hom o —
—— ——

facteurs de crédibilité pour lestimation de p(©;) et w(©;), aussi dans I'estimation
de pg. Pour cela leur estimation nécessite donc une attention particuliére.

Théoréme I1.12. Les estimateurs

o2 = ﬁ DD wiy (X — Xuw)? (11.40)

i=1 j=1

2 _ 2
woo Zi:l wio

72 o= e {Zw (Xiw — Xo)? = (I = 1) 52} , (I1.41)

sont sans biais
Avant de prouvé le théoréme, nous donnons quelques relations impotentes

Lemme I1.13. Les relations suivants sont vérifie

0.2

1.Cov (X, Xiw) = 7°+ - (11.42)
2
2.000 (Xp, Xi) = 7242 (IL.43)
Wie
) 2
3.000 (Xi, Xon) = 122004 7 (T1.44)
w.. w..
— ! w; 2 0'2
AVar [X] = 7° (—) + (I1.45)
i=1 Wee Wee
Preuve : 1. on a
Cov (Xij7 sz) - Z C:jjl Cov (Xij7 Xij’)

j=i"
2
= 77+ d
Wie
2.0n a
Cov (Xiy, Xiy) = Zig Cov (Xij, Xiw)
.. 2
-y ()
0.2
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3.0n a

Cov (Xiw, Xuw) =

4. on a

Var [ X, =

Wie

COU (Xiwa ka)
i Wee

k=i Wie

COU (Xiwy sz)

2

w..
w; o
2 Wie
— +

w.. w..

Wie

Cov (Xpw, Xow) = Z »

Wie o Wie o?
Pl K
i w.. w.. w..
2 Wie 2 0'2
Py (8 2

(2

Cov (Xiw, Xuww)

Maintenant en fait la preuve de théoréme

Preuve : On démontre que o2

E [(Xi; — Xiw)"]

ainsi

E

I n

i=1 j=1

Donc

wij (Xij

est sans biais, d’abord

= Var [XZJ] + Var [XM] —2Cov (Xij; sz)

2 o’ 2 o’ 2 o’
= 7+ —4+7+—=2|7"+
Wij Wie Wie
o? o?
Wij Wie

1 n
2 2
- Xiw) = g § WijE [(Xz‘j - Xiw) }
i=1 j=1
] n 0_2 0_2
i=1 j=1 Wij Wi
I n I n
= Y Y sy Y
Wi i w
i=1 j=1 Y i=1 j=1 ‘®
I n I
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~

pour 72, on a

E[(Xiw—Xu)?] = Var[Xu) + Var [Xu.] — 2Cov (X, Xow)

2

2 I 2
o Wie g Wie g
Wie Wee Wee Wee Wee

Par conséquent

1 I I 2
] - () ) re
L w2 L Wi = w
_ 7_2 w.._22w10+zwzo szo +<]_1>0_2
A A

donc E |:7/'\2:| =72,

Estimateur empirique de crédibilité

——— emp
ey

En pratique, on utilisera l'estimateur de crédibilité empirique p(0;) qui est ob-
tenu en remplacant les paramétres de structure par leurs estimateurs dans la formule de

_—— hom
—

1 (©:)

Théoréme I1.14. L’estimateur empirique de crédibilité est donné par

———cmp ~ N\ ~
1(0)  =ZXu + (1 . Zl-> fo, (I1.46)
ol
Z\i - Wi:\
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I1.4.8 Reécapitulatif de la démarche & suivre en pratique

. Détermination des poids w;;
. Calcul de Xiw = Z 2ij Xzy

J Wie

. Estimation de 72 par 72
e
wieto? /T2

1
2
3. Estimation de o2par o2
4
5

. Estimation des Z; par Z =

6. Estimation de popar ,l;fo

—— emp
—

7. Calcul des p(©;) = Z: X, + (1 — ZZ) /fo.






Chapitre 111

Crédibilité multivariée appliquée au

modéle collectif

II1.1 Introduction

La crédibilité est une forme de tarification de ’assurance qui est largement utilisée, en
particulier en Amérique du Nord. Ce chapitre étend les formules traditionnelles de crédibi-
lité dans deux aspects. Les nouvelles procédures sont appelés "La crédibilité de plusieurs
variables" parce que les deux aspects se servir de sources de données supplémentaires
par rapport aux formules classiques. Plus précisément, la premiére partie de cette étude
examine les données & la fois du nombre et montant de sinistres. La deuxiéme partie
du chapitre examine les données de processus de revendications "nombre et montant de
plusieurs secteurs d’activité". En utilisant les covariances entre les secteurs d’activité ( la
condition que ’hétérogénéité est non observée)(voir [11]).

I11.2 Les données

Plusieurs lois sur les assurances et les réglements exigent 1'utilisation de la crédibilité.
La théorie de la crédibilité a été appelé pierre angulaire du champ de la science actuarielle
(Hick- 'homme et Heacox 1999). La crédibilité a depuis longtemps trouvé une utilisa-
tion dans la pratique, Mowbray (1914). Voir Hickman et Heacox (1999) et Venter (1996)
pour les comptes historiques. La théorie moderne de la crédibilité a commencé par les
travaux de Biithlmann (1967), dans ce que nous appelons aujourd’hui "statistiques effets
aléatoires". C'est Jewell (1974) qui souligne d’abord la nécessité de la crédibilité multi-
variée. En regardant la crédibilité dans une perspective bayésienne, Jewell a examiné les
familles exponentielles linéaires multivariées et a montré comment obtenir des formules
de crédibilité exacte dans des cas particuliers, y compris le cas d’'une normale conjuguée
préalable.

La premiére partie de ce chapitre considére les données a partir des nombres des
sinistres et des montants des sinistres. Nous supposons un modéle des pertes totales des
sinistres, pour trouver les formules de prime optimale d’assurance. La deuxiéme partie de
ce chapitre considére les données a partir des nombres et des montants des sinistres de
plusieurs lignes d’assurance. Par 'utilisation des covariances entre les lignes d’assurance
(EE), ce chapitre dérive des primes d’assurance plus efficaces.

Les données disponibles comprennent par class de risque ¢ (ville), au cours du temps
t (année) et par secteur d’activité j. Pour chaque observation {itj}, les réponses com-
prennent de montant de la réclamation S;;; et nombre de réclamation N;;. Nous avons
également I'exposition e;;. Pour résumer, les données disponibles se composent de
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{Sitj,Nitj,eitj, ] = 17 ceey Jz s t = 17 ...,E, 1= ]_, ,n}

Il y a n des sujets et chaque sujet est observé 7' fois, et il y a J des secteurs d’activité.
Pour répondre a I’hétérogénéité des risques, il a supposé qu’il existe des variables
aléatoires invariantes dans le temps (non observé) {«;}, connu sous le nom "variables de

structure" dans la littérature la crédibilité. ) . o
Supposons également que les montants des réclamations suivaient un modéle de la

perte globale, de sorte que :
Nit;

Sitj = Citj k-
k=1

Ici, {Citjr, K = 1,2,...,} Sont des réclamations résultant des pertes individuelles de
la méme distribution. Conditionnellement acy, les réclamations sont indépendants. et les
variables alétoires Ny, Cijr, K = 1,2, ..., sont indépendantes. Aussi les variables alétoires

{Nitj, Suj}, t = 1,...,T;, sont indépendantes entre les classes de risque.

II1.3 Unique secteur d’activité

I11.3.1 Hypothéses

Pour le calcul de la prime de crédibilité, ce chapitre exige les deux premiers moments.
Ainsi, dans le contexte de pertes cumulées, nous allons utiliser les vecteurs des données

Ni = (Ni,17 ceey Ni,Ti)’ Sz = (Si,ly ceey Sini)7 Y; = (NZ, gzj, Et Yy = (Yl, ,Yn) Pour définir les

deux premiers moments conditionnels des processus de nombre des réclamations, on a :
)\171‘ = E[N,Lt |Oéi]/eit et )\271‘ = VCL?"[NZ't |ai]/€it

Pour les deux premiers moments conditionnels de processus de montants des réclama-
tions, on a :

Y, = E[Cir|ai] et 7o, =VarCux o).

Parce que {«a;} sont indépendants de i, que nous avons {A;;, Aas, V14, 72} sont in-
dépendants de 7. De plus, parce que la fréquence et la gravité sont conditionnellement
indépendantes & a;, que nous avons {1 ;, A2} et {714,72,} sont indépendants, condition-
nellement a «; .

Pour les moments inconditionnels :

Y = Elyil, 72 = Elya et Ui = Var[m .

Pour la distribution du nombre réclamations :

)\1 = E[Al,i}v )\2 = E[)\27z] et 0'3\ = VaT[/\l,i]~

Dans les sections suivantes, nous avons également besoin des constantes :
¢1 = E[Var[Sy|os]/ei] = Xa(0? +77) + M2

Et
¢y = Var[E[Si |os]/ex] = 0302 + 0377 + Ao’

Pour résumer les premiers moments d’une forme vectorielle, nous avons besoin des

’

expositions e; = (e;1, ..., €;1,). Ainsi, avec E[Ny] = Aey et E[Si] = M€,

Nous avons
Ely] = (?gj) - (/\T;T;)
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Pour seconds moments, nous avons besoin de la matrice V; = Var[y;] a 27T; x 27T;
, est une matrice donnée par
Var[N;]  Cov[N;, S;] )

V; - V@T[yz] - ( OOU[NL', Sl]/ VCLT'[Sz]

I11.3.2 Prédiction de crédibilité

Considérons une situation générale dans laquelle nous observons un N x 1 vecteur
aléatoire y de moyenne E[y], et une matrice variance-covariance Var|[y] = V. Nous tenons
a prévoir une variable aléatoire W, qui a une moyenne E[W]. Notons le vecteur des
covariances entre W et y comme Cov[W,y|. Le meilleur estimateurr linéaire (en y) non
biaisée de W est W*

W* = E[W] + Cov[W,y]V~'y — E[y]].

Ici, adjectif «meilleury se référe au minimum d’erreur quadratique moyenne. Dans de
nombreux cas, W* peut étre interprété comme une prime de crédibilité. Plus précisément,
dans le contexte de pertes cumulées, nous souhaitons pour prédire W = E[S; 1, , |o;] =
E[N;ir,., |0 E[Cim,,, |06] = €im, A1, Avec ce choix de W, W* représente notre prime
de crédibilité pour les pertes globales du i-éme classe de risque. La proposition suivante

fournit une formule pour la prime de crédibilité qui est facile & calculer et facile a inter-
préter.

Proposition 111.1. Sous les hypothéses. Définir

1 & 1 & 1 &
€ = izeitaNi = EZNihSi = izs“’ (I1.1)
t=1 t=1 t=1
Ne,i = Nz/éz et Se’izsi/éi.

Et
cs1;e; 1 caT3i€;

— et Co; = — 1%
Ao + 02Te; c3 + ca T Csii cs + ciT,8;
Avec c3 = Mo2 + My, 0 = 02(03 + A7) et c5 = M{o3ye — Mo’} Avec cette
notation, le meilleur estimateur linéaire sans biais pour W = E[S; 1,,, |o;] Est

W* = e;rira Al — Cvi — Cs,i) + CniiNey + Csii Seil- (II1.3)

(i (I11.2)

Remarque : Nous interprétons W* comme la prime de crédibilité pour les pertes globales. nous
voyons que cette expression pour la prime de crédlité est facile a calculer. En outre, Est une
moyenne pondérée des données & partir du i-iéme classe de risque et la moyenne global. Une
caractéristique de l'equation (I11.3), c’est qu'il y a deux facteurs, un pour la distribution en

nombre revendications et un pour la distribution quantité revendications.
La proposition est un cas particulier du multiple sécteurs d’activités qui seront donnés
plus tard. Pour développer l'intuition supplémentaire pour la proposition, considérer un certain

nombre de cas particuliers.
o

Corollaire TI1.2. Utilisez les hypothéses et les notations de la proposition précédente. En
outre Supposons que les expositions et les nombres de sinistres sont identiquement égale
a un, de sorte que e;;; = Ny; = 1 pour tout 1,t,j. Nous avons (y; = 0,
2
o:T;
% 3
= —— I11.4
s, Yo + 02T; (HIL4)

Et _
W* =y (1 — (si) + SiCs.i- (I11.5)
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Corollaire II1.3. Utilisez les hypothéses et les notations de la proposition précédente. En
outre n’assumons aucune hétérogénéilé au sein de le montant des réclamations, de sorte

2 _ _ _ _ 2 _
que o3 = 0. Dans ce cas,Nous avons c3 = \17y2, ¢4 = 0 et ¢5 = \joy7y2, donc (g; = 0,

B >\1U§72Tz'éi 1 U,Q\Tz‘éz'

= = IT1.6
)\2 + U?\ﬂéi )\1"}/2 )\2 + O'g\ffiéi ( )

Qi

Et _
W* =y, [AM(1— Cnvi) + Neilil-

Corollaire I11.4. Utilisez les hypothéses et les notations de la proposition précedente. En
outre n’assumons aucune hétérogénéilé au sein de nombre des reclamations, de telle sorte

que o3 = 0. Dans ce cas, nous avons c, = )\%03705 = —)\%)\203, et
g )\%O}Q/Eéz
Si = T3 o -
c3 + MNo2Tie;
En outre,
2y 27
CN,Z - A )\2 2T7 - _CS,i'
2 C3 + A1051€;
Ainsi,

W* =eir,, A+ CS,i(ge,i - 71Ne,i)]-

Corollaire II1.5. Utilisez les hypothéses et les notations de proposition précédente. Sup-
posons, aucune hétérogénéité, de sorte que 03 =0 et ai = 0. Dans ce cas, nous avons

W* = E[Si,THJ = ei,Ti+1)‘1’71'

Remarque : Les formes linéaires des estimateurs de crédibilité dans la proposition précédente et
corollaries(IIL.2) et (II1.3) permettent de voir facilement les cas dans lesquels "crédibilité totale"
est atteinte. Par exemple, pour le cas de non hétérogénéité dans le montant des réclamations,
d’aprés le corollaire( IT1.3) nous voyons que (y,; — 1 comme étant (1)0% — o0, (2)A2 — 0,
(3)Tie; — oo. D’apreés la proposition (II1.1), on voit que (n; — oo et {g; —> 1 si 'une (1)
03 — oo ou (2) T;e; —» oo détient. Il est intéressant, d’aprés la proposition (I11.1), si O',2Y — 00,
puis des calculs simples montrent que
—MeTie;
(A2 + o3Tie) (A2 + (0 + \)Tié))

(N —

Et ) )
os + X)) T;e;
7i —> ( At 1) QZ : 5.
Ao + (UA + )\1)Tiei
Autrement dit, le facteur de crédibilité (n; devrait étre négative pour les grandes valeurs de

2
Yo

Cs

g
<

Remarques complémentaires
L’estimateur de crédibilité traditionnelle pour les pertes globales données par Biihl-
mann (1971) est

Wi = eina[Mm(l = (i) + ¢BiSe.]
ou (p; = coTi€;/(c1 + c2T€;), Dans la notation de le présent document. Toutefois, ce

prédicteur utilise uniquement les informations dans ’ensemble des pertes .S; et pas dans
le nombre N; .
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II1.4 Multiples secteurs d’activité

Cette section fournit une extension multivariée de la section précédente[10]. Les idées
sont les mémes, mais avec développement de la prime de crédibilité optimale comme une
combinaison pondérée des moyens inconditionnels et les moyennes de I’échantillon. Ici,
les poids optimaux s’avérent étre des matrices. Ainsi, nous allons seulement étre capable
d’analyser expérience sur un secteur-par-secteur selon la méthode linéaire, essentielle-

ment en raison de la covariance des branches d’activité. En raison de la nature multidi-
mensionnelle du probleme cette section utilise la langue d’algébre matricielle, I’avantage

est que nous pouvons préciser la formule optimale dans différentes posmons En outre,
ces formules peuvent étre directement programmés & l'aide n’importe quel langage de
programmation matrice fiable.

I11.4.1 Hypothéses

Pour plus1eurs secteurs d’activité, nous utilisons N,J = (Nitj, s NITJ) . Sij = (Sitj, -y S@Tm)’,
Yij = (N”, Su) = (Yi1, - Yis), et y = (y1, .. ,yn) Pour les expositions, nous utilisons

eij = (€i1j, - eLTZ-?j) et E;; , T; < T; une matrice diagonale avec e;,; dans la r-iéme position
diagonale.
Pour les premiers moments, nous avons

Ely;j] = (?gjﬁ]) h (Ailvjj(jfz)

Pour les moments seconds, la matrice V; = Varly;] & 2JT; x 2JT;

( Var[ya] oo Cov(yi,vig) >
V, = . } . _

Cov(vig,vin) -+ Varlyis]
Pour covariance entre les secteurs d’activité, nous avons besoin

- COU(NZ,NM) CO’U(NZ,SZk)
COU(%j’ ’%k) - ( COU(SZ-JJ-, le) COU(SiJ]', Szk‘) ’

Pour analyser le processus de nombre de réclamations, nous avons

CO’U[NZ'TJ‘, stk] = E[COU[NZ‘T]', Nisk |OéZH + COU[E[NiTj ’Ozi], E[Nisj ‘Oéz]]
I(r =s,j = k)ewrE[Aik] + €irj€isk Cov[A1ij, A2ijl
I(r = 5,5 = k)eprAak + €irjCiskO jk-

Ainsi ,
COU[NU, Nzk] = [(] = k‘))\ngzk + O-A,jkeijegk-
De méme,
C’O’U[Nirj, ka] = E[COU[NiTj, Sisk |OKZH + COU[E[NiTj |Oéi], E[ka |OZZ'H

’ylkE[COU[Nirj, Nisk |CVZ'H + 'Ylkcov[E[Nirj |O-/7§]7 E[stk |azH
= Y1.Cov[Nyrj, Nisk)-

Cela donne
Cov[N;;, Sik] = 116C0v[Nyj, Nig].



50 Chapitre 111 : Crédibilité multivariée appliquée au modéle collectif

En outre,
COU[SZ‘TJ', stk] = E[COU[SZ'TJ', Sisk |Oéz]] + COU[E[SZ‘W‘ |Oéi], E[stk ’CYZ]
= I(r=s,7=Fk)E[Var[Syj|a;]] + Cov[E[Nij || E[Cirj 0], E[Nisk | | E[Cisk |0 ]]
= epil(r=s,7=Fk)cui + eirj€iskCajk,

Avec C1; = )\LJ"YQJ + /\27jE[Iyiij] et Cojk = OOU[/\I,iijLija /\l,ikaLik]-

Cela donne ‘ /
COU[SU, Sik:] = [(J = k)cleij + C2;k€ij €,

Pour exprimer ces relations avec une maniére plus compacte, nous également utiliser le
produit direct (Kronecker) :

. Ao i Ao i O i Oy i
Covlyij,yiw] = 1(j =Fk) < 717].2)’\327]. %’cjljd > ® Ly + ( 1N ik %’ckz,j?fk > ® ey,
= I(] = /{Z)Cljj ® Eij + CQJ' ® 61']'6;]{.
Pour donner une expression compacte pour V'
Définir les

Cl = blockdiag(Cl,l, ey Cl,J)7 02 = (CZ,jk)jky
Dl,i = block‘dz’ag(C’M & Eila cey CLJ & EiJ),

Et
[2®€i1 0 0
Dg’i _ O ]2 X €i2 0
O 0 ]2@‘)6@']

Avec cette notation, nous avons
/
Vi=D1; + D2,i02D27i~

I11.4.2 Prédiction de la crédibilité

Considérons maintenant un "faisceau de garanties" a prévoir la combinaison linéaire
W = Ela1Siz,,,, + ... +a;Sir,., , |a;]. Ici, les poids a; sont supposés des constantes
connues. La forme générale pour le meilleur prédicteur linéaire, W*est donné par I’équation (111.3.2)
Pour la k-iéme couverture, nous souhaitons a prédire Wy, = Ela1S; 1, , |a;]. Le meilleur
prédicteur linéaire de cette variable aléatoire est

Wi = E[Siz,., ] + Cov[W, y]V 1y — E[y]].

., el . J . . , .
Par la linéarité de la covariance, nous avons W* = > =1 a;W; Ainsi, pour déterminer
la prime optimale pour un ensemble de garanties W nous avons besoin de se concentrer
uniquement sur la tarification de chaque couverture individuelle Wj.

Pour énoncer la proposition principale de cette section, d’abord définir le vecteur

résiduel B
R, = (_Ne,ij — A )
Se,ij - >\1j’Ylj

Et R, = (Ri1, ..., R;y) aussi bien que la matrice basée sur les expositions moyennes

Igéil 0 0
A 0 [Qéig 0

0 0 .. bey
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Proposition II1.6. Sous les hypothéses précédentes, on définir

[ MEO N K
Cajke =
C2.kj

Et2Jx1 vecteur ligne cap = (Cyq 1y -+, €y yi)- Avec cette notation, le meilleur prédicteur
linéaire sans biais pour Wy, = Ela1Si1,,, , |os] est

Wi = € riv1e(Mevie + (T EyiCr + Ca) ' Ry).
Remarque : Proposition (IT1.6) généralise la proposition (I11.1) au cas de plusieurs secteurs

d’activité. La covariance entre les secteurs d’activité est déterminée par le vecteur ¢y, definies
dans la proposition (IT1.6). La prime de crédibilité pour la k — éme secteur d’activité, W) est
une combinaison linéaire de l'espérance globale Aixv1, le vecteur des résidus pour le secteur k
d’activité, R;j, et les résidus pour les autres secteurs d’activité. Pour le cas de la crédibilité
totale, nous pouvons penser a la somme des expositions venir grande. Plus formellement, nous
sommes intéressés & une formule de tarification ot T,L-_IEQJ; — 0 (élément par élément). Pour

gérer cela, définir le prédicteur de la crédibilité totale

* / / —1
Wi = eiriv1k(Mrvie + c ey Co™ Ri)

A Tinverse, on peut penser a la situation ol Ti_lE'g,i — 0.

Dans ce cas, nous définissons le prédicteur

*
Wi = € rit1 kAMeV1k
o

Pour obtenir des nouvelles informations sur la proposition (II1.6), prenons le cas par-
ticulier des secteurs d’activité conditionnellement indépendants.

Corollaire II1.7. Sous les hypothéses de la proposition (II1.6). Supposons en outre que

le nombre des réclamations et les montants des réclamations sont conditionnellement in-
dépendants, de sorte que, oy ji = Cajr, = 0 pour j # k.

On définit
¢ sk Lieik 1
Nik = R —
Aok, + 05, Ti€ir, csi + caTi€ip
caTi€ir
CS,ik

— )
car + calieqn

_ 2 _ 2 (.2 2 _ 2 2 -
Avec czp = Aop03), + AMrYak, Car = 054 (0%, + Afy) €t csp = Mr{o3pYer — )‘lk/\%%k} Aussi

Gige = (V1kCN,ikCsisk)-
Awvec cette notation, nous avons

Wy = eirivik[ Mk + g,kRi,k]
= e rit1elMeVe(l — vk — Csik) + Cniik Y1k Neik + CsikSesik)-

Remarque : Corollaire (IT1.7) est une généralisation de la proposition (IT1.1). Avec le corollaire

(IIL.7), en voit immédiatement que la proposition (III.1) détient avec le choix k = 1.

Pour les preuves des propositions et les corollaires voir (Frees)
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III.5 Autour de la crédibilité multivariée : Propriétés

de la matrice de covariance.

I11.5.1 Introduction

Selon Rodermund (1989), la notion de crédibilité est " la plus importante et la contri-
bution durable des sciences actuarielles". En ce sens, la théorie de la crédibilité est utilisée
pour déterminer les sinistres prévus d’un risque individuel lorsque ces risques ne sont pas
homogénes, étant donné que le risque individuel appartient a un collectif hétérogéne. Pour
les introductions récentes détaillées & la théorie de la crédibilité, voir Norberg (2004),
Biihlmann et Gisler (2005).

La formule de crédibilité de Frees (2003) considére que les données a la fois le nombre
et montant des sinistres en processus. Dans ce chapitre, nous allons ajouter quelques
propriétés de la matrice de covariance, qui a un role important théoriquement et prati-
quement. plus quelques propriétes sur les matrices qui sont utilisées dans le travail de
Frees(2003).

D’abord, nous parlons de la matrice de variance-covariance V', ou est définie en tant

que :
B B Var(N;)  Covu(N;, S;)
Vi=VarY; = ( Cov(N;, S;)  Var(S;)

(voir équation (4) dans [3] . Dans le travail de Frees cette matrice sera inversée. Mais cette
inversion n’est pas correcte ou valide si la condition de I'inversion n’est pas vérifiée. Donc,
c’est suffisant que la matrice V' est définie positive. ce qui a conduit a ce chapitre.

I11.5.2 I’irréductibilité d’une suite de variables aléatoires

Définition II1.8. Soit (Q,F,P) un espace de probabilité et L* = L*(Q,F,P) l'espace
de Hilbert de variables aleatoires carrées intégrables (voir [18], [36]). une séquence des
variables aléatoires X = (X1,...,X,,) est appelé (linéaire) réductible par rapport a la
mesure de probabilité Q s’il existe des coefficients reéls ag et @ = (ayq, ..., a,) # 0 telque :

Q (Z @ X; = 040) = 1. (IT1.7)
i=1

Dans le contexte de Q-variables aléatoires de carré intégrable, l'irréductibilité d’une
suite de variables aléatoires peut étre caractérisée comme suit :

Proposition II1.9. La suite X = (X1,...,X,) de Q variables aléatoires carré intégrables
sont irréductibles si et seulement si la matrice de covariance QQ
covg(X) 1= (con(Xi,Xj)> (II1.8)
1<i,j<n

est définie positive.

Preuve : Soit X = (X3,...,X,) € (L*(Q))"™
La matrice covy(X) ne pas étre définie positive est équivalente a avoir 0 comme valeur
spectrale. Ce dernier est équivalent & o' covy(X)a = varg (3", 0;X;) = 0 pour certains

a = (ag,...,a,) # 0. Mais la disparition de 1'Q -variance est a nouveau équivalent a
Zi OziXi = E@ (Zz OéZXz> = Qp, i.e. la réductibilité de X.
L]
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I11.5.3 Modification de modéle

La notion d’inversion des variables aléatoires dans Frees (2003), les hypothéses sont
ajoutées comme suit [8] :
— Les données disponibles sont désagrégées selon la classe de risque i (ville), au cours
du temps t (année) et par secteur d’activité j.
— Pour chaque observation itj, les réponses se composent du montant de sinistre Sjy;
au nombre du sinistre N; et nous avons ’exposition e;;.
— Les montants des sinistres suivent un modéle de perte totale, de sorte que :

Nigj

Sitj = Citj k-
k=1

Iei, {Cijp, k = 1,2,..., } sont des sinistres résultant de pertes individuelles de la

meéme distribution. o o . ]
— Conditionnellement & «; , les sinistres S;; sont indépendants, oll «i; est une variable

de structure, o o
— Conditionnelle a o, les nombres des sinistres N;;; sont indépendants avec les mon-

tants des sinistres {Cyji . k = 1,2,...}.
— Les variables aléatoires { Ny, Sij, t = 1, ..., T;, } sont indépendantes entre les classes
de risque.
Nous allons travailler sur un seul secteur d’activité. Nous faisons ’hypothése suivante :
Hypothéses 7 = 1,2. De plus, sur un ensemble non négligeable (.S;,, IV; ) est supposé
étre IP(-|©;)-irréductible :

Pg {w‘ (Siss Nis) est P(-\@i(w))—irreducible} > 0. (IT1.9)

Nous utilisons les notations suivantes :
yi = (N, S)), ety = (Y1, yn).

Avec v, = E[C|a] , Ay = E[N]al.

Et
_( E(N:)
E(y;) = ( E(S;) )
Pour le deuxiéme moment, nous avons besoin de la matrice V; = Vary; la matrice est
donnée par :

Var(N; Cov(N;, S;
V =Var(N;, S;) = < COU(%@',%) VCET(E) ) )

Le meilleur prédicteur linéaire (en y) non biaisé de W ott W est une variable aléatoire :
W* = E(W) + Coo(W,y)V~'ly — E(y)].
Sous I'hypothése d’irréductibilité, la matrice de covariance V est définie positive, et
inversible (voir[28],|20]). Aussi, nous pouvons facilement démontrer que le dénominateur
de la crédibilité de 'estimateur de rapport de Frees (2003) est différent de zéro.

Par [4], avec un seul contrat d’assurance et pas de poids (ou volumes), la formule
générale de la crédibilité dans [3] est :

aS + BNy +



54 Chapitre 111 : Crédibilité multivariée appliquée au modéle collectif

Avec

Cov(E(S|0),8) — Cov(E(S|0), N)v
Var(S) — Var(N)(m)*
g = COU(E(S_\@), )_
Var(N)y

n = 1l—-a—-p

Un premier résultat des hypothéses retenues est la proposition suivante :

Proposition IT1.10. Sous les hypothéses du modéle, nous avons
Var(S) — Var(N)(y)?* > 0. (I11.10)

Preuve : Pour montrer (14), nous savons que la suite des variables aléatoires (.5, N)

est P-irreducible, est donc le couple (S, N). Proposition 2 nous dit que leur matrice de
covariance est définie positive :

= =\ Var(N) Cou(N,S) Var(N) Var(N)y
COUpr (S’ N) N ( Cov(N,S) Var(S) ) ( Var(N)y,  Var(S) ) :

Cela implique que le déterminant de Var(S) — Var(N)(y1)? de la derniére matrice est
strictement positive.
[]

Remarque :

Sinous regardons les matrices (E_1E27i02+02) dans I’équation (19) et (Ti_lﬁgJZQ—FZA) dans
'équation(20) et Co, Fy; dans la page (24)et F3; définis dans la proposition (3) sans certaines
conditions pour l'inversé, sont tous invérser , il est donc nécessaire :

— det(T; " Eq,;Cy + Cs) # 0;

— det(T; 1E3222+E,\) #0;

— det(Cy) #

— det(Eq;) #

— det(Es,;) #
Ou det(X) 81gniﬁé le déterminant de la matrice X .

)

I11.5.4 Conclusion

~ Cette section décrit la matrice variance-covariance menant aux formules de crédibi-
lité de Frees (2003)[1], on I'état de Pirréductibilité des variables (montant de et nombre

des sinistres) peuvent étre calculés. En outre, les formules de crédibilité de Frees (2003)
peuvent étre dérivées.



Chapitre 1V

La crédibilité bivariante

IV.1 Introduction

la théorie de la crédibilité est une méthode de tarification actuarielle. En raison de
cette théorie, I’ assureur peut calculer la prime d’un portefeuille de contrats. la théorie

de la credlblllte combine les données disponibles sur le portefeuille et chaque individu (le
contrat ). Plusieurs modéles de crédibilité ont été établis. Pour cela, nous proposons dans
ce chapitre nouvelles primes de crédibilité du contrat d’assurance. Dans de nombreux cas,
nous constatons que dans ’assurance, il existe une relation entre le nombre et le montant
des sinistres d’un contrat pour une seule période (voir[11]). Nous écrivons de nouveaux
estimateurs de prime individuelle.

Le probléme indispensable de la crédibilité linéaire est de déterminer 'estimateur de la
prime individuelle pour un contrat ou d’un portefeuille de contrats d’assurance. Comme
Iestimateur de crédibilité est linéaire par rapport aux les observations du portefeuille. Et
pour déterminer une forme précise de I'estimateur de crédibilité, nous devons résoudre le

probléme de minimisation :
pM(0) — AO(CW, )\ ?
(hoi6) - nin )

Aveci = 1,2 et u(0), u®(0O) sont respectivement I’espérance conditionnelle du mon-
tant des sinistres, et I'espérance conditionnelle de nombre des sinistres. Ici, ™ (¢, (®)
t @ (EW, ) sont des formes linéaires qui seront précisées dans les dlfferents modéles.

VU =inf K
¢He

IV.2 Préliminaires

Soit (£2,§,P) un espace de probabilité et L? = L*(Q,F,P) un espace de Hilbert de
variables aléatoires de carré intégrable.

La tache de la théorie de la crédibilité est de fournir des décisions ou des estimateurs
pour les futurs événements incertains. certains événements ou déterministes ne doivent pas

nécessairement étre estimés ; ils peuvent simplement étre calculés. Il est donc raisonnable
d’éliminer les dépendances ‘déterministes au sein des structures aléatoires considérées.
D’autre part, la théorie de la crédibilité est limitée a trouver des estimateurs linéaires a
'aide de la structure de I'espace de Hilbert de L2, en particulier son orthogonalité. Ainsi,
il est suffisant pour éliminer dépendances linéaires déterministes dans la configuration
de la crédibilité. Cela conduit a la définition suivante :

Définition IV.1. Une suite de variables aléatoires X = (X1, ..., X,,) est appelé (linéaire)
réductible par rapport a la mesure de probabilité Q s’il en existe des coefficients réels oy
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et o= (aq,...,ap) # 0 tel que :

Q (i o X; = 040> = 1. (IV.1)

Dans le contexte de variables aléatoires Q-carré-intégrables l'irréductibilité d’'une séquence
de variables aléatoires peut étre caractérisée comme suit :

Proposition IV.2. Une suite X = (X1, ..., X,,) de variables aléatoires «)-carré-intégrables
sont irréductibles si et seulement si leur matrice de covariance Q
covy(X) = (cov@(Xi,Xj)) (IV.2)
1<i,j<n

est définie positive.

Preuve : Soit X = (Xy,...,X,,) € (L*(Q))".
La matrice covy(X) ne pas étre définie positive est équivalent a avoir 0 comme valeur
spectrale. Ce dernier est équivalente & o' covy(X)a = varg (3, o, X;) = 0 pour certains

a = (ai,...,a,) # 0. Mais la disparition de la Q-variance est & nouveau 1’équivalent de
Yo uX; = Eg (>, a;X;) = ap, a savoir la réductibilité de X.
L]

IV.3 Modéle bivariant de Biihlmann

Nous considérons un portefeuille homogéne de ’assurance consiste & n > 2 contrats.
Chaque contract ¢ a été activé dans les derniéres périodes ¢ au moins pour une période.
Par T'(i) C {1,...,t} on note l'’ensemble des périodes passées activées du contrat i,
en supposant que sa cardinalité ¢; := T'(7) > 2. Nous avons fixé ¢, := > ,_,_ t;. Afin

d’étre en mesure d’inclure la future période ¢ + 1, nous avons mis en T (i) := T'(i) U
{t 4+ 1}. Maintenant, nous avons pour chaque contrat i I’ensemble des paires de variables
aléatoires :

(Zz'u)? Zz'(2>) = (Zi(};’ Z;?S)>SET+(’L')7 (IV3)

t=1,...,n. Par exemple, ZZ“S) et ngs) peut étre intérprété respectivement le montant et

nombre de sinistre de contrat i dans la période s. Les variables aléatoires de modéle sont
notées par
(Z20,29) = (2", Z)i=1....n- (IV.4)

ERRRE)

Nous faisons les hypothéses suivantes :
(B1) Les variables aléatoires (©;);=1, , ont la distribution identique Peo.

(B2) Les familles de variables aléatoires (0;, Z{"”, Z{”), i = 1,...,n, sont mutuelle-
ment non corrélées avec Z;};,Zﬁ; € L? pour tous s € T*(i), i = 1,...,n. L'en-
semble des variables aléatoires {Z;), Z{%|s € T™(i),i = 1,...,n} est supposé étre

P -irréductible.
(B3) Pour fixe i et conditionné par 6, les paires de variables aléatoires (Z;), Z{%)s 7+

sont mutuellement non corrélés avec les premiers et second moments conditionnels
ne dépendant que de ©; :

E[Zz(:) 0] = n7(8;), (IV.5)
Var[Z{]|6:] = o7 (6)), (IV.6)
cov (Z{,2216;) = r(6;), (IV.7)

2,8 )8
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7 = 1,2. En outre, sur un ensemble non négligeable de la paire (Z;, Z{?)) est supposé
étre P(-|©;) - irréductible :

Po{w|(Z{],2)) is P(-|6;(w))-irreducible} > 0. (IV.8)

Pour des moments non conditionnels, nous utilisons les notations suivantes, 7 = 1,2 :
Eu”©)] = M® (IV.9)

Ela™(©)] = AD (IV.10)

Varp™(©)] = BY (IV.11)

Ek(©)] = K (IV.12)

covju’(©),u®(©)] = L (IV.13)

Un premier résultat a partir des hypothéses est la suivante :
Proposition IV.3. Sous les hypothéses (B1) - (B3) nous avons
Diy = (tLBY+AY) (4,B® + A®) — (t,L+ K)*>0 et (TV.14)
Dy = AW A® _K? > 0. (IV.15)
Preuve : Pour montrer (IV.14), nous savons par hypothése (B1) que la séquence de

variables aléatoires (Z;", Z{*') est Pr -irreducible, et est donc (S, cp 20 Soer 22). Pro-
position IV.2 nous dit que leur matrice de covariance est définie positive :

a 7@ _( t;BY +AY L+ K
covi | (2 20 2 22) | = (B R ).

s€T' () se€T ()

Cela implique que le déterminant D;; := (£;B® + AD) (T,B® + A®) — (t,L + K)? de
la derniére matrice est strictement positif qui est la déclaration (IV.14 ). Pour P'inégalité
(IV.15), 'hypothése (B3) implique la Proposition IV.2 que sur un ensemble de Pg -mesure
positive, la covariance matrice par rapport a la probabilité conditionnelle IP’( . |@1) de la

paire (Z{), Z;"]) est définie positive :

COVp(. -19;) ((21(13)721(28))) ( Oé/:()é)?)l) (X/?Q()(@é)z) ) )

Cela implique que pour toute paire (aq, ay) # 0 la variance conditionnelle
Vary.je;) (alZi(fs) + OéQZZ-(i)) > 0 est strictement positive sur un ensemble Pg-de mesure
positive. Par conséquent aussi

Bo [varsce, (120 +aaZ)] = (00 ) (A0 £ ) (1) >0

Cela montre que la matrice ( {1}? A[g) ) est définie positive et par conséquent, son

déterminant Dy = A® A® — K? est strictement positive.
L]

Nous voulons trouver un estimateur de crédibilité linéaire du systéme bivariées (Z;?H, Z;Qtlrl)

Par conséquent, il est supposé que ces estimateurs de Z;;)H, = 1,2, ont la forme
M VARNAS) @ +Z Z CfT]TS) Z(T) C(,T]?; ™) Z(s r>) (IV.16)
J=1 s€T'(j)

avec des coefficients réels ¢ = (¢;7, (77, G700 7).
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Théoréme IV.4. Sous les hypotheéses (B1)—— (B3) la solution optimale de probléeme de
la crédibilité linéaire est :

A\ * 1 2 T, T 1 T, T T T,3—T -7 3—
(20, 27) = (1=¢T7) MO+ 30 (07 2 + (07 (27 = MOT)) (IV.A7)

U seT(i)

(7,7) C(T3 T)

T = 1,2, telque coefficients de crédibilité (; sont données par les formules

suwam‘es

t; , ,
(Y= o (BO(t;B® 7 + A7) — L(t;L + K))

i1

o Dt_"(AWL—B(T)K).

i1

Remarque : Contrairement & la formule de crédibilité standard, entendre les facteurs de crédi-

bilite ¢{,¢{"*"™ ne sont pas nécessairement [0, 1].
<

Preuve : Le probléme de crédibilité est :

(™) _ () @ 2
Z Zigyr — I (29,7

7=1,2

inf F

Ci(l)’gvg) Ci(T)

=Y wtE (25, - @720, 7))
T=1

peut étre séparé. Comme les conditions nécessaires d’optimalité, nous avons 2,7 < n et
seT(j):

0 Z
() (T) E (T ) (T) (m,3-7) (3 ™)
0 a (r)‘Ij E Zz g+l 1,7, Z Cz]s Z ) (IVlS)
,0 J=1 s€eT(y
0 = 0 —— Y=F |z9 | 7D (r) _ (C(TT> Z(T) C<T3 ) Z(3 T)) (IV 19)
- (7— ) 7,8 it+1 ~ 56,0 i,5',8’ i,5',8' )
05358 ' <n,s'€T(")
0 = 0 — ~ JV=—F Z<3 2l A (r) _ (C(TJ) Z(T) C(TS ) Z(3*T)) v 20)
= 9ceE it+1 — 600 il Aitst T Sigrst Lt :
0,58 i'<n,s'eT (")

Il en découle que ¢ = M =37, (G50, MO+ (77 M@ 7). Remplacement

1,58’ i,5',s’
C;,To) dans (IV.20) il se trouve que 'on peut passer a des moments centralisés. Les deux
derniéres lignes (IV.20) sont maintenant égaux a :
0 = 6i,j B _ Z 5j,j’ (C;;;;:L/ (B(T) + (5375/ A(T)) + CZ(;/?:;T) (L + 55,5’ K))
§'<n,s'eT(5")
= 0i; BO = > (¢ (BT 4600 AT) 4 (57 (L4 baw K))
s'eT(j)
0 = 6i;L— > Gy (C57 (L 6ew K)+ (507 (B 4 6,0 AOT))
i’ <n,s’eT(5")
= Gy L= Y (G50 (Lt 00w K)+ (507 (BO7 48,0 AC))
s'eT(j)
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Si G777 =2 cr $i%s 7o = 1,2, la sommation sur s € T(j) donne :

Z,],S’
(5@',jth(T) = (TT> ( t.B" + A(T)) (73 ™ (t L+ K)
Sit;L = <”> (t;L+ K)+ ¢ (]-B(l D4 AG)

Par (IV.14) le déterminant du systéme linéaire (IV. 21) est positif tel que 0 = C(T ) = C(;"S*”

pour i # jet (77 =: ("7 et ({777 =: ("*7 comme indiqué dans (IV.18). Connaissance
de ¢;77 et (73 ) , (IV.21) donne en outre

(7,7) (1) (r,3-7) _ (7,7) A7) (r,3—-7)
(6ij — ¢ BY = ¢ L = (T AD (UK
o (r,7) (7'3 ‘r) (3—7) o (T ) (7'3 T) (3—71)
(5lvj 74,] ) g B - ).7) K + 7] S A

et étant donné que le déterminant D2 de systéme est positif par (IV.15), la solution unique
doit étre ;77 = (77 [ty et (VT = G0 [t
L]

Z?J?s
Etant donné que dans les applications les paramétres apparaissant dans le théoréme
IV.4 ne sont pas connus, les estimateurs de moment standard suivants sont généralement
utilisés.
Théoréme IV.5. 1. Pour les parameétres MW, A7 K, et L, (1 = 1,2), il suit que
les estimateurs suivants sont non biaisées :

~ 1
(G RN ()
M= > 4L (IV.21)
i<n,s€T (i)
A0 = > (Z‘T’—W)Q (IV.22)
to - i<n,s€T(i) ,
~ 1 — N
K= > (z0-20) (22 -727), (1V.23)
to —n i<n,s€T (i)
IA/ = ! Y W YAORN A 7(2) IA( 1/t V.24
= o | (@7 @7 - S| v

A’U@C Zl'(T) = 1/tl ZSGT( Zz(TS)? Z(T) = 1/n Zl<z<n (T)'
2. Pour les paramétres B™, (1 = 1,2), seul lopérateur de partie positive [-|T empéche
les estimateurs suivants d’étre biaisés :

b | X (@ -7) -4
n_

1<i<n i<n

] . (IV.25)

Preuve : Soit (7 = 1,2). De toute évidence, lestimateur linéaire, M@ est biaisé. Que

. ——\2
I'estimateur A ne soit pas biaisé résulte du fait que E [ZSGT@ <ZZ.<;> — Zﬁ) } = (t; —

1,8

1)A™. De méme, E [Zsem) (Z.(l) — ﬁ) <Z<2) A )] = (t; — 1)K montre que K est
un estimateur sans biais. De plus,

SE[(AT-7m) (77 -7 =S X otz A
7 s,s' €T (i)
K
— 1/t;
Sz

=(n-1)
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montre aussi que 'estimateur L est biaisé. Finalement,

S (A7) | =t g T vz A =

% ssET()

E

A®
B" + — > 1/ti]

donne le résultat en (ii).

[]

IV.4 Modéle bivariant de Biihlmann-Straub

Quand on regarde attentivement les hypothéses du modéle précédent, nous notons que
I’hypothese :

var[Z{) }@ = a(6;) et var| (2)|® = a?(6;)

nous savons que ces variances conditionnelles descendent avec le risque d’exposition i. Pour
cela, le modéle Biihlmann-Straub généralise le modéle Biihlmann par l'introduction de
poids. Nous considérons dans ce chapitre un portefeuille d’assurance homogéne constitué
n > 2 contrats. Chaque contrat i a été activé dans le dernier ¢ périodes au moins pour une
période. Par T'(i) C {1,...,t} on note I'ensemble des périodes passées activées du contrat
i, en supposant que sa cardinalité ¢; := |T'(i)| > 2. Nous fixons to := >, ;. Afin d’étre
en mesure d’inclure la période future ¢ + 1, nous fixons 77 (¢) := T'(i) U {t + 1}. donc,
nous considérons les mémes données de modéle passé et nous introduisons les poids : <pZ(TS

for Z ) pour tous s € T+ (i), i =1,...,n. Maintenant, nous avons pour chaque contrati
l’ensemble des couples de variables aleatonres

(2,20) = (200, Z8)serv o, (1V.26)

ZS’

i = 1,...,n. Par exemple, Z\" et Z{*) peut étre interprété comme respectivement le
montant et le nombre des revendications du contrat i dans la période s. Les variables
aléatoires de 1’ensemble du modéle sont désignées par

(20, 29) = (2", 2 )iz, .- (IV.27)

Nous faisons les hypothéses de modéles suivants :
(BS1) Les variables de structure aléatoires (©;);=1,., & une distribution identique

Pl"@.

(BS2) Les familles de variables aléatoires (0;, 2", Z{”), i =1,...,n, sont mutuel-
lement non corrélées avec Z;'), Z;%) € L* pour tous s € T (i ) ,n. L'en-
semble des variables aléatoires {ZZ“S),Z@)LS e T*(i),i = 1,. n} est supposée

Pr-irréductible.
(BS3) Pour fixé et conditionné par ©;, les couples de variables aléatoires (Z, Z;%))ser+ i)

1,87
sont mutuellement non corrélés avec les premiers et second moments conditionnels
dépendant uniquement ©; :

Bz}l = u7(6), (IV.28)
(7) .
var(Z;|6;] = #, (IV.29)
gpi,s
cov (2., Z;7)10:) = r(6), (IV.30)



I1V.4 : Modéle bivariant de Biihlmann-Straub 61

7 = 1,2. En outre, sur un ensemble non négligeable de la paire (Z{7,Z;7)) est
supposée P(-|0;)-irrédutible :

Po {w|(Z{},Z) is PrP(:|0;(w))-irreducible} > 0. (IV.31)

1,8

Pour des moments non conditionnels, nous utilisons la méme notation de la section preé-
cédente IV.13. Un premier résultat a partir des hypothéses est la suivante :

Proposition IV.6. Selon les hypothéses du modeéle (BS1) - (BS3) nous avons pour chaque
i

)

D, = BY® By, + AV @AY L® By, + K @ diag(1,...,1) (v 32)
i L® Eyx, + K ®diag(1,...,1) B® ® By ., + A® @ A? .

Est une matrice inversible

A A®
Dy = —5 —5

(pi,s (pi,s

— K? > 0Vs. (IV.33)

Ot Ey,w, est la matrice t; X t; ot toutes les composantes égales 4 1, et (A

i,

ET) = diag(w(lT) ))
est une matrice diagonale, T =1,2 et s =1, .., 1;.

Preuve : Pour monter(IV.32), nous savons, par hypothése, (BS1) que la séquence de
variables aléatoires (Z;", Z{*) est P-irreductible, et est donc le vecteur de paire
(D seriiy Z;, > seTi) Z;]). Proposition IV.2 nous dit que leur matrice de covariance

est définie positive qui est la déclaration (IV.32) :

cov. | (X 2003 7)) -
s€T (i) s€T (i)
BY @ By, + AY @ A L® Ey v, + K®diag(l,...,1)
L ® Eyxi, + K ® diag(1, ..., 1) B® Q Ey . + A® @ A® :

Pour l'inégalité (IV.33), 'hypothése (BS3) implique la proposition IV.2 que sur un
ensemble de positif Pg-mesurer la matrice de covariance par rapport a la probabilité
conditionnelle P( - [©;) de couple (Z;], Z")) est définie positive :

a(o,
<(1(?1) K(0;)
COVp( ;) ((Zzus)’ Zz(Qs)>) = Pue a(0;)
()

i,8

Ceci implique que pour tout couple (a;, az) # 0 la variance conditionnelle varg(jo,) (a12{)+0a22{7) >0
est strictement positive sur un ensemble de positif Pg-mesure. Par conséquent aussi

A
E 7 7\ — (ay a eh K ary < g
e [varﬂ”('\@i) (al i,8 + g i,s)} - ( 1 2 ) A2) ( (6% ) >
2
o
A
EoR
Ceci montre que la matrice K 4@ | est définie positive et son déterminant Dy =
&)
©

1,8

1) A@ . ..
A5 45 — K? est strictement positif.
1,8

£ %,

[]
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Nous voulons trouver une estimation de la crédibilité linéaire du systéme bivariées
(1) ) ‘ : ‘ : (") _
(Zifi1> Zifv1)- Par conséquent, il est supposé que ces estimateurs de 777, 7 = 1,2, ont
la forme

Am(Z(l) Z®) (T>+Z Z C(;;) Z(ﬂ C,(TJSS ™) Z(s ﬂ) (IV.34)
J=1 s€T(j)

( (7‘) (‘rT) (7'5 ‘r))

avec des coefficients réels ¢ = ({7}, it Gigs

Théoréme IV.7. Selon les hypothéses (BS1) - (BS3) la solution optimale au probléeme
de crédibilité linéaire est :

ROZD20) = MO ST (72 = MO) (T (267 = MO)) (1V.35)

1,s€T (1)

T = 1,2, telque coefficients de crédibilité (™" ("7 sont données par les formules
sutvantes :

-1
¢\ BO ® Epsi, + AP @AY L® By, + K ®diag(l, ..., 1) ( BO & [ >
¢ L® By, + K ® diag(1,...,1) B® " ® Ey y, + A® D @ AP LT

(IV.36)
Ou I est un vecteur (t; X 1) avec toutes les composantes égales a 1.

Remarque : Contrairement a la formule de crédibilité standard, entendre les facteurs de crédi-

bilite ¢{,¢{"*"™ ne sont pas nécessairement [0, 1].
<&

Preuve : Le probléme de crédibilité est :

(™) _ () @ 2
Z Zi,t+1 wi (29, Z

T=1,2

inf F
(D) (@

= > nfE (2, - (20, 29))]

(m)
r=1,2Gi

peuvent étre séparés. Comme les conditions nécessaires d’optimalité, nous avons pour
i,j<netsel(j):

8 T TT T, 7' T
0= acw‘lf E|Z7 0 — Z 7€ 2+ 25) (IV.37)
J=1 seT(j)
a T T T T, T T T, T T
0=5eaV=F Z\ 2 —Go = Y (GG 2.+ G50 200 || (V3g)
2,758 i <n,s'eT ()
a T T T T, T T T, T T
0= aC e U= Z(S ) Zz(t)+1 2(0) - Z (Cz(j v Zj( )s’ + C”ss,) Z;SS/)) (IV.39)
B i'<n,s'€T(5")

Il en découle que C(T) =M =3 e (¢, M@ + C(TS ? M©=). Remplacement

i,5',s’
7 dans (IV.39) il se trouve que l'on peut passer & des moments centralisés. Les deux
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derniéres lignes (IV.39) sont maintenant égal a :

A™
T (7,7) T (1,3—7)
0 = 5i,j B< ) — E : 5j7j' ( ,5,8' (B( ) + 55,5’ () ) + i,j,s (L + 65,5’ K)
§'<n,s'eT(i) gpi,s

A®
= 0, BO = > (;;;1 (BT + 05y —=) + 557 (L + 0w K))
2J (p 2y

s eT(5) ©S

A
(r,7) (m,3=7) 3—7
0 = Gy L— > by < g (Lt 0ss K) + G5 7 (BOT 4+ 059 —=)
i'<n,s'eT(i") ,8

AB-7)
_ (7,7) (m,3—7) (3—7)
- 5@]’ L— E : ( i,7,8' (L + 55,5/ K) + i,7,8' (B + 55,5' (_34))
’ . 1,8
s'€T(4) ’

Comme le déterminant de la matrice de covariance est positif, le déterminant du systéme

linéaire :
2 : (r7) AT (r,3-7)
5@]‘ B" = i,j’,s’ (B(T) + 55,3’ () ) + i,j’,s’ (L + 53,3’ K)
s eT () Spi,s
(r7) (r3=7) (RB-7) AT
_ T, T T, 3—T 3—1
Sig L= i (L0590 K) 4+ Go™ (BYT7 + 050 —5=)
Jery) Pis
Tel que 0 = z'(,TjT) = Z-(fj"g*” pour ¢ # j Par conséquent, nous obtenons le systéme d’équa-

tions linéaires :

( BO ® Ey oy, + A @AY L@ By, + K ®diag(l, ..., 1) )( ¢ )_(Bm@[

N—

L ® Eyui, + K®diag(1,...,1) B¢ ® Ep, + A @ AP gﬁgfﬂ Lel
(IV.40)
Donc,

—1
C;TJ) — B(T) ®Eti><ti +A(T) ®A§T) L®Et-;><ti —|—K®dzag(1,,1) ( B<T) ®[ )
G L® Ey i, + K ®@diag(1,...,1) B® 7 ® By, + A® 7 @ AP Lol

[]

IV.5 Comparaison entre modéle bivariant de Biihlmann

et modéle bivariant de Biihlmann-Straub
Remarque : Dans le cas ou : cpiTl) = .. = Lpgjt)i = cpf’f” = .= gof’tj) = 1, nous avons la

matrice de covariance égale 4 :

covp ( Z Zé;), Z Zz.(f’s”) =

SET (1) SET(4)
B @ Ep, i, + A7 @ diag(1,...,1) L® By, + K ®diag(1,...,1)
L ® Ey;xi;, + K ® diag(1,...,1) BG D ® By« + A @ diag(1,...,1) |
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Donc le systéme ( IV.40) devient :

<<TT)
(c(”” )Z

-1
( B @ Byt + A7 @ diag(L, ..., 1) L® Byxy, + K ® diag(1,..., 1) ) ( BO @I )
1)

L® By xi;, + K ®@diag(1,...,1) BG™ @ By wt, + A% @ diag(1, LeI
(IV.41)
L’application de la somme sur s, donne
-1
Yeerw G\ _ [ iBY+AY GL+K [ 6B (IV.42)
> eer(i) C (3= LL+ K ;BG4 AG-D t:L '
Ou
Ser ¢ B t;BO(t;B® + AD) — t; L(t;L + K) (IV.43)
Yeery &7 ) BT\ —tBOGL 4 K) + LB + A ) '
Tel que (Z\7” = (t;B™ + AD)(¢;B® + AC) — (t;L + K)?)

Maintenant (IV.40) peut étre réécrite comme :

A K (T T)
K AB-7) ) C(T 3 T)
¢\ [ A9 K

Ci(;’?ﬂ) o K AG-D

() T
Ci ) _ 1 ABG-T
C(T3 ) A AB-7T) — K2 K A(T)

.8’

(IV.44)

C(T) B™M _ C(3—T)L
<(7') I — <(3 7')B(7—) :

C(T) L — 4(3 T)B(T)

() T (3—7)
( —GTBT -G L). (IV.45)

( (T))B(‘r) C‘(377')L

() (g ) . (IV.46)

Finalement nous avons :

C(T 3 B(T)(tiB(T>+A((T))) L(t; L+K)
i,s’ _ g;"
( (- ) =| _BowriLuBe- a0y |- (IVA7)

1,8 =)
Z

IV.6 Estimation des paramétres de strucutre

Théoréme IV.8. Les estimations suivantes sont non biaisées :
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1. Pour les moments M7, A7 K, et L, (T = 1,2), les estimateurs respectifs suivants
ne sont pas biaisées :

~ 1
(m . E (m)
M T t_ Zz’,s’
0 i<n,s€T(3)
. 1 )
™ .= (™) (7(0) (m)
AD = S ez - z)”
0 i<n,s€T (1)
~ 1
._ () ™) (3-7) 3-7)
K = P Z (Zi,s _ZW) (Zz',s —Zig )
i<n,s€T (i)
L - : > (20~ 20) (27 - 257) - K ol
' (M) BT ip P (' R 3b
i,0 7i,e .
n—2+4n) "5y il
Peo,0Pe,0

2. Pour les parameétres B™, (1 = 1,2), seul l'opérateur de partie positive [-|T empéche
les estimateurs suivants d’étre biaisés :

i | S ) | vy
B® = ¢y - (20 -Z0) —n——] . V.48
n — 1 Zgn (p(.,z P PP QO(.,l
Ou
o =) ol (1V.49)
s=1
o) = Z O (IV.50)
=1
s
(m) ._ %8 rz(7)
77 =Y —575 (IV.51)
i
(3 2,® rz(T)
z$, ._Z 9 A (IV.52)
(m), ,(8=7)
(pisgoi,s

i<n,s€T (i) 907;7.('02'7.

1 1 1 n
(), ,(3=7)
C3 = (701'78907:,8 ( T -7 T -7 T —T + T —7 ) (IVB4)
2 B R

Et

no—ols ol

() ()
n— 1 L,® 1, @ \]—
¢y = > Zie (1= Ly (IV.55)
Preuve : Soit (7 = 1,2). De toute évidence, 'estimateur linéaire, M est biaisé. Que
Pestimateur A® ne soit pas biaisé résulte du fait que E [ZKn?SeT(i) o (25 — Z;;;)ﬂ =
(to —m)AD.
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De méme, F [Zign’sem) (2] —27)) (28577 — Z;i;”)} = ¢, K telque K est un estimateur

sans biais. Prochain,

(3—7) () B=7), (7)
(T) . (.,.) (3_7—) o (3_7_) o o (IO’L',. - gpi,. SO’L'@ gpi,.
: :E [(ZZ#’ Z‘P:SO) (Z'va ZSD’QO ):| - : :[L[l (38—1) (T) + : : (m) (3*7'>:|
; p Pe,0 Pe,e0 ; Peo,0e.0
B=7), (7) (3=7), () 3=7), (1) B=7), (1)
+K[ j : Spi,s Spi,s i 2 : gpi,s (pLs i z : ¢i,s Spi,s + z : (pi,s Spi,s ]]
(T) ('377') (3—71) (T) (7) (‘377') (), (3—7) 11"
s€T(i) 901,0907,,0 SET(4) Pee Soz,o SET(4) Pe,0 7,0 e,01e,0

i<nseT(7)
Montre que aussi Pestimateur L est biaisé. Finalement
?

<) (2 ()2 ()
Pie (r) 2 P ee Z ("2 A
5 T) (7) _ (7) ) i<n 1,®
E Z " (ZW Zcp,so) = B"( n

)2
i<n ¥ ) SO( )o,o QD.’.

donne le résultat en (ii).



Conclusion générale

La thése qui s’achéve fut consacré a un élément principale, relatif a la théorie de la
crédibilité multivariée : I'irréductibilité des variables aléatoires (nombres et montants des
sinistres).

Aprés une rapide historique de la théorie de la crédibilité et au formalisation baye-
sienne, nous avons présenté, au chapitre 2, les principes de base de la théorie de la cré-
dibilité, modéle de Biihlmann et modéle de Biihlmann-Straub, on a présenté I’estimateur
de crédibilité et 'erreur quadratique moyenne de la prime de crédibilité des deux modéles
( Bithlmann et de Biithlmann-Straub) avec estimation des paramétres de structure pour

les deux modéles. o o ) ) )
Au chapitre suivant, la crédibilité multivariée appliquée au modéle collectif a fait

I’'objet de cet chapitre.

En fin, ne restait alors plus qu’a discuter de l'irréductibilité des variables aléatoires
de la crédibilité multivariée, si I'inversion de la matrice Variance-Covariance des variables
aléatoires (nombres et montants des sinistres) n’est pas possible, donc leur calcul pose, en
revanche, un réel probléme. pour rassurer I’qui ’est introduit au chapitre 4.

Comme le probléme indispensable de la crédibilité linéaire est de déterminer estimateur
de la prime individuelle pour un contrat ou d’un portefeuille de contrats d’assurance.
Iestimateur de la crédibilité est linéaire dans les observations du portefeuille, donc nous
sommes actuellement sur Papplication de GEE (generalized estimating equation) sur la
crédibilité bivariante.
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