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Introduction

La deuxième partie du 16�eme problème de Hilbert ( 13�eme problème de Smale )
consiste à trouver le nombre maximum de cycles limites qu�un champ de vecteur
polynômial d�un degré �xe peut avoir. Une formulation de ces problèmes et leurs
développements récents ont été ainsi rappelés. Il y avait plusieurs tentatives de
résoudre le 16�eme problème de Hilbert et jusqu�ici tous ont échoué.
Le système di¤érentiel classique de Liénard est�

_x = y;
_y = �x� f (x) y;

(1)

où f (x) est un polynôme de degré n. Pour ce système, Lins et al [20] ont énoncé

la conjecture que si f (x) de degré n � 1, alors le système (1) a au plus
hn
2

i
cycles

limites. Ils ont prouvé aussi cette conjecture pour n = 1; 2. Récemment, la conjecture
a été également prouvée pour n = 3, voir Li et Llibre [18]. Pour n � 5; Dumortier
et al [15] et De Maesschalck et Dumortier [11] ont prouvé que la conjecture n�est
pas vraie pour n � 5. En bref, à ce moment, la conjecture est seulement ouverte
pour n = 4. Beaucoup de résultats sur les cycles limites des systèmes di¤érentiels
polynomiaux ont été obtenus en considérant les cycles limites qui bifurquent d�un
seul point singulier dégénéré (c-à-d d�une bifurcation de Hopf), qui s�appellent les
cycles limites de faible amplitude, voir Lloyd [27]. Il y a des résultats partiels au
sujet du nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour les systèmes
di¤érentiels polynomiaux de Liénard. Le nombre de cycles limites de faible amplitude
donne une borne inférieure pour le nombre maximum de cycles limites pour un
polynôme di¤érentiel que le système peut avoir. Il y a beaucoup de résultats au
sujet de l�existence des cycles limites de faible amplitude pour le système de Liénard
généralisé suivant �

_x = y;
_y = �g (x)� f (x) y;

(2)
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où f(x) et g(x) sont des polynômes de degré n et m, respectivement. Nous déno-
tons par H(m;n) le nombre maximum de cycles limites du système (2). Ce nombre
s�appelle habituellement le nombre de Hilbert pour ce système.

i) En 1928, Liénard [19] a prouvé que si m = 1 et F (x) =

xZ
0

f(s)ds est une

fonction continue et impaire qui a une unique racine positive en x = a, et qui est
strictement croissante pour x � a, alors le système (2) possède un unique cycle
limite.
(ii) En 1973, Rychkov [34] a prouvé que si m = 1 et F (x) est un polynôme de

degré cinq et impaire, alors le système
(2) n�a au plus que deux cycles limites.
(iii) En 1977, Lins et al [20] ont prouvé que H(1; 1) = 0 et H(1; 2) = 1.
(iv) En 1998, Coppel [7] a prouvé que H(2; 1) = 1.
(v) Dumortier et Rousseau [14] et Dumortier et Li [12] ont prouvé que

H(3; 1) = 1.
(vi) En 1997, Dumortier [13] a prouvé que H(2; 2) = 1.
(vii) En 2012, Li et Llibre [18] ont prouvé que H(1; 3) = 1.

Jusqu�à présent et autant que nous connaissons, seulement pour ces cinq cas (iii)�
(vii) a nombre de Hilbert pour le système (2) déterminé. Le nombre maximum de
cycles limites de faible amplitudes pour le système (2) est dénoté par Ĥ(m;n). Blows
et Lloyd [1], Lloyd et Lynch [28] et Lynch [29] ont prouvé que

si g est impair, puis Ĥ(m;n) =
hn
2

i
,

si f est pair, alors Ĥ(m;n) = n, quelque soit g,

si f est impair, puis Ĥ(m; 2n+ 1) =
�
m� 2
2

�
+ n, et

si g(x) = x+ ge(x), où ge(x) est pair, puis H(2m; 2) = m.
Christopher et Lynch [5], Lynch [30], [31] et Lynch et Christopher [32] ont développé
une nouvelle méthode algébrique pour déterminer les quantités de Liapunov du
système (2) et ont montré

Ĥ(m; 2) =

�
2m+ 1

3

�
;

Ĥ(2; n) =

�
2n+ 1

3

�
;

Ĥ(m; 3) = 2

�
3m+ 2

8

�
, pour tout 1 < m � 50;

Ĥ(3; n) = 2

�
3n+ 2

8

�
, pour tout 1 < m � 50; et

Ĥ(4; k) = Ĥ(k; 4), k = 6; 7; 8; 9 et Ĥ(5; 6) = Ĥ(6; 5).
En 1998, Gasull et Torregrosa [16] ont obtenu des bornes supérieures pour Ĥ(7; 6),
Ĥ(6; 7), Ĥ(7; 7) et Ĥ(4; 20).
En 2006, Yu et Han [37] ont prouvé que Ĥ(m;n) = Ĥ(n;m), pour n = 4; m = 10;

2
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11; 12; 13; n = 5; m = 6; 7; 8; 9; n = 6; m = 5; 6 ; voir aussi Llibre et al [25] pour
une table avec toutes les valeurs en détail.
En 2010, Llibre et al [25] ont calculé le nombre maximum de cycles limites Ĥ(m;n) de
système (2) qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire _x = y; _y = �x,
utilisant la méthode de moyennisation d�ordre k où k = 1; 2; 3.
Le plan de cette thèse est le suivant
Le chapitre 1 présente quelques rappels et des notions préliminaires des systèmes
di¤érentiels.
Dans le chapitre 2 nous présentons les théorèmes importants de la méthode de
moyennisation du premier et second ordre avec des exemples.
Dans le chapitre 3 on étudie l�existence les cycles limites du systéme di¤érentiel
suivant �

�x+ x = "f(x; y);
�y + y = "g(x; y);

où " est un paramètre su¢ samment petit. f et g sont des polynômes arbitraires de
degré 4 en les variables x et y.
Ce chapitre a été publié dans le journal " Annals of Di¤erential Equations". Zouhair
Diab and Amar Makhlouf " Limit cycles to a four-dimensional linear center ". 29
No 4, 399� 405 (2013). Voir [8].
Dans le chapitre 4 on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier le nombre maximum de cycles limites du système di¤érentiel généralisé
perturbé suivant 8<:

_x1 = �x2(1 + x1) + " (ax1 + P1 (x1; :::; xd)) ;
_x2 = x1(1 + x1) + " (ax2 + P2 (x1; :::; xd)) ;
_xk = " (bkxk + Pk (x1; :::; xd)) ;

où Pk (x1; :::; xd) pour k = 1; :::; d sont des polynômes de degré n commençant par
des termes de degré 2, pour k = 3; :::; d; a et bk 2 R sont des constantes arbitraires.
Ce chapitre a été publié dans le journal " Journal of Applied Mathematics ". Zouhair
Diab and Amar Makhlouf. "Limit Cycles for the Class of D -Dimensional Polynomial
Di¤erential Systems". Volume 2016, Article ID 1868027, 5 pages. Voir [10].
Dans le chapitre 5, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier l�existence des solutions 2��périodiques de système di¤érentiel non
autonome suivant

�x+ x = "F (t; x; _x) ;

et on donne quelques exemples.
Dans le chapitre 6, nous allons étudier l�existence, l�unicité et la stabilité asymp-
totique des solutions périodiques des équations de Van Der Pol suivantes

�u+ "(u2 � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t;

�u+ "(juj � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t;

3
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où � et � sont deux constantes réelles et " est un paramètre su¢ samment petit.
Ce chapitre a été publié dans le journal " Advances in Dynamical Systems and
Applications (ADSA) " Zouhair Diab and Amar Makhlouf " Asymptotic Stability
of Periodic Solutions for Di¤erential Equations " Volume 11 Number 1, 1�14 (2016).
Voir [9].
Dans le chapitre 7, on va utiliser la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier le nombre maximal de cycles limites de certains systèmes de Liénard
généralisés de la forme�

_x = y � " (g11 (x) + f11 (x; y) y) ;
_y = �x� " (g21 (x) + f21 (x; y) y) ;

où g11, g21sont des polynômes de degré k, m et f11 et f21 sont des polynômes de
degré l; n en x et y, respectivement, et " est un paramètre su¢ samment petit.

4



CHAPITRE 1

Notions Préliminaires

Ce chapitre contient quelques dé�nitions et résultats des systèmes dynamiques
et des équations di¤érentielles ordinaires. On commence par dé�nir les systèmes
dynamiques, point critique et point critique hyperbolique, solution stable et asymp-
totiquement stable, �ot d�une équation di¤érentielle, plan et portrait de phase, les
fonctions de Lyapunov, conditions de stabilité d�un système di¤érentiel linéaire so-
lution périodique, cycle limite, cycle limite hyperbolique, système di¤érentiel au-
tonome, système Hamiltonien, système gradient, stabilité des systèmes di¤érentiels
linéaire à coe¢ cients constants dans R2, théorème de Bezout, Intégrale première.

1.1 Systèmes dynamiques

Dé�nition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application
' : R� Rn ! Rn tel que

(1) ' (:; x) : Rn ! Rn est continue
(2) ' (t; :) : R! Rn est continue
(3) ' (0; x) = x
(4) ' (t+ s; x) = ' (t; ' (s; x)) 8t; s 2 R;8x 2 Rn

1.2 Point critique et point critique hyperbolique

Dé�nition 1.2.1 On appelle point critique, point d�équilibre, point singulier ou
point �xe du système di¤érentiel non linéaire

_x = f(x); x 2 Rn (1.1)

un point x0 2 Rn tel que f(x0) = 0:

5



1.3. SOLUTION STABLE ET ASYMPTOTIQUEMENT STABLE

Dé�nition 1.2.2 Soit x0 un point critique de (1.1). Soit le système linéaire

_x = Ax ou A = Df (x0)

Ax est une bonne approximation de (1.1) au voisinage de x0, un point critique x0
est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A n�a de partie réelle nulle.

1.3 Solution stable et asymptotiquement stable

Dé�nition 1.3.1 Soit le système di¤érentiel non autonome et non linéaire

dx

dt
= f(t; x) ; x 2 Rn; t 2 R (1.2)

On suppose que f(t; x) satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité
des solutions. Une solution �(t) du système (1.2) telle que �(t0) = �0 est dite stable
au sens de Lyapunov si :
8" > 0 ; 9 � > 0 tel que pour toute solution x(t) dont la valeur initiale x(t0) véri�e :

kx(t0)� �0k < � ) kx(t)� �(t)k < ";8t � t0:

Si en plus : lim
t!+1

kx(t)� �(t)k = 0, alors la solution �(t) est un asymptotiquement
stable.

1.4 Flot d�une équation di¤érentielle

Dé�nition 1.4.1 Soit le système non linéaire

_x = f(x);

et le problème à valeurs initiales

_x = f(x); x(0) = x0 avec x 2 Rn;

E un sous ensemble ouvert de Rn et f 2 C1 (E). Pour x0 2 E et � (t; x0) la solution
du problème à valeurs initiales, l�ensemble des applications �t dé�nis par

�t (x0) = � (t; x0) ;

est appelé le �ot du système di¤érentiel.

6



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.5 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.5.1 Soit le système planaire�
_x = P (x; y) ;
_y = Q (x; y) ;

(1.3)

un portrait de phase est l�ensembles des trajectoires dans l�espace de phase. En par-
ticulier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t) ; y (t)) du système (1.3) représentent dans le plan (x; y)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce système sont des solutions
constantes et la �gure complète des orbites de ce système ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.

1.6 Les fonctions de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov, à l�instar des fonctions intégrales premières, sont des
outils globaux d�étude des systèmes dynamiques. Elles permettent, dans le cas où le
théorème de linéarisation ne s�applique pas, de montrer qu�un point d�équilibre est
asymptotiquement stable (stable). L�idée développée par Aleksandr Mikhailovitch
Lyapunov, mathématicien russe de la �n du XIX�emesiècle, spécialiste de la stabilité
des systèmes, et particulièrement de ceux issus de la mécanique des �uides, a été
d�introduire des fonctions réelles et d�étudier leurs variations le long des trajectoires
du système (1.1).

Dé�nition 1.6.1 (Fonctions (semi) dé�nies positives)Une fonction scalaire V (x)
continûment di¤érentiable (par rapport à x) est dite dé�nie positive dans une région
autour de l�origine si :
1) V (0) = 0;
2) V (x) > 0; pour tout x 2 
 � Rn / x 6= 0.
Si (2) est remplacée par V (x) � 0, alors la fonction est dite semi-dé�nie positive.
La méthode des fonctions de Lyapunov consiste à étudier directement la stabilité des
points singuliers d�un système di¤érentiel (1.1), à l�aide d�une fonction convenable-
ment choisie V (x) que l�on appelle fonction de Liapunov et ceci sans rechercher au
préalable les solutions du système.

Théorème 1.6.1 (théorème de Lyapunov de la stabilité) Si pour le système (1.1) il
existe une fonction V (x) (fonction de Lyapunov) de signe dé�ni (dé�nie positive ou
dé�nie négative) tel que

dV

dt
=

nX
i=1

@V

@xi
fi (x) ;

est une fonction semi-dé�nie (positive ou négative) de signe inverse de V ou est
identiquement nulle, alors le point singulier x = 0 est stable.

7



1.7. CONDITIONS DE STABILITÉ D�UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL
LINÉAIRE

Théorème 1.6.2 (théorème de Lyapunov de la stabilité asymptotique) Si pour le
système (1.1) il existe une fonction V (x) (fonction de Lyapunov) de signe dé�ni
(dé�nie positive ou dé�nie négative) tel que

dV

dt
=

nX
i=1

@V

@xi
fi (x) ;

est une fonction semi-dé�nie (positive ou négative) de signe inverse de V , alors le
point singulier x = 0 est asymptotiquement stable.

Théorème 1.6.3 (théorème de Lyapunov de l�instabilité) Supposons que pour le
système (1.1) il existe une fonction V (x) dérivable au voisinage de l�origine 0 et
telle que V (0) = 0. Si

dV

dt
=

nX
i=1

@V

@xi
fi (x) ;

fi(x) est dé�nie positive et s�il existe aussi près que l�on veut de l�origine des points
en lesquels la fonction V (x) prend des valeurs positives, alors le point singulier x = 0
est instable .

1.7 Conditions de stabilité d�un système di¤éren-
tiel linéaire

Considérons le système di¤érentiel linéaire x
0
= Ax; où x 2 Rn et A est une

matrice carrée n� n à coe¢ cients réelles constants.

Dé�nition 1.7.1 Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leur partie réelle
strictement négative, alors toutes les solutions de x

0
= Ax tendent vers 0 quand t

tend vers +1 et l�origine est un équilibre stable.
Si l�une au moins des valeurs propres est de partie réelle strictement positive, l�ori-
gine est un point d�équilibre instable.
Si la matrice A est diagonalisable et si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
négative ou nulle, alors l�origine est un point d�équilibre stable.

1.8 Solution périodique

Dé�nition 1.8.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire  t (x) du système
di¤érentiel non linéaire (1.1) telle qu�il existe un nombre T > 0, véri�ant

 (t+ T; x) =  (t; x) pour T > 0:

Le plus petit réel T > 0 qui véri�e la formule précédente est appelé période. Pour un
système autonome, à toute solution périodique correspond une orbite fermée dans
l�espace de phase.

8



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.9 Cycle limite

Dé�nition 1.9.1 Pour un système plan, on appelle cycle limite est une orbite fer-
mée isolé. C�est à dire, au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre
orbite fermé. La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires
de son voisinage.
Poincaré introduit cette notion dans son second mémoire de 1882, à partir de ses
travaux sur le problème des trois corps notamment.

1.10 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.10.1 Supposons que le système (1.3) a une orbite périodique (x (t) ; y (t))
de période T . Soit

� =

TZ
0

�
@P

@x
� @Q

@y

�
(x (t) ; y (t)) dt:

Si � > 0 (resp. � < 0) alors l�orbite périodique (x (t) ; y (t)) est un cycle limite in-
stable (resp.stable). Une orbite périodique (x (t) ; y (t)) ayant � 6= 0 est un cycle
limite hyperbolique.

1.11 Amplitude

Dé�nition 1.11.1 L�amplitude d�un cycle limite est la valeur maximale de la va-
riable x du cycle limite.

1.12 Existence et non-existence de cycle limite

Une condition su¢ sante de non-existence de cycle limite est donnée par :

Théorème 1.12.1 Il n�y pas de trajectoire fermée dans un domaine simplement

connexe 
 du plan de phase dans lequel la divergence
@P

@x
+
@Q

@y
garde un signe

constant.

Théorème 1.12.2 Si toutes les trajectoires du système (1.3) entrent transversa-
lement dans un domaine fermé et borné D du plan ne contenant pas de points
d�équilibres du système (1.3), et ne ressortent pas de ce domaine, alors ce domaine
contient au moins une orbite périodique.
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1.13. SYSTÈME DIFFÉRENTIEL AUTONOME

1.13 Système di¤érentiel autonome

Soit le système di¤érentiel

_x = f (x) ; x 2 Rn;

où le expression f(x) ne dépendent pas de t, on dit que le système est autonome.

1.14 Système Hamiltonien

Soit E un ouvert de R2n et H 2 C2 (E) tel que H = H (x; y) avec x; y 2 Rn:
Un système de la forme 8><>:

_x =
@H

@y
;

_y = �@H
@x

;

où

@H

@x
=

�
@H

@x1
; :::::;

@H

@xn

�T
;

@H

@y
=

�
@H

@y1
; :::::;

@H

@yn

�T
;

est dit système Hamiltonien à n degré de liberté sur E.

1.15 Système gradient

Soit E un ouvert de Rn et V 2 C2 (E) :Un système de la forme

_x = � gradV (x) ;

où

gradV (x) =

�
@V

@x1
; :::::;

@V

@xn

�T
;

s�appelle système gradient sur E:

1.16 Stabilité des systèmes di¤érentiels linéaire à
coe¢ cients constants dans R2

Considérons le système di¤érentiel linéaire�
_x = ax+ by
_y = cx+ dy

; où A =
�
a b
c d

�
10



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

On supposera det A 6= 0 ; L�origine est un seul point critique de ce système.
(1) Les valeurs propres �1, �2 de A sont réelles
Si �1 et �2 sont < 0; (�1 6= �2) le point d�équilibre (0; 0) est noeud impropre
stable

noeud impropre stable

si �1 et �2 sont > 0; (�1 6= �2) le point d�équilibre (0; 0) est noeud propre instable

Noeud impropre instable

si �1; �2 de signes opposés, par exemple �1 < 0 < �2. Il s�agit d�un col (selle)

11



1.16. STABILITÉ DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRE À
COEFFICIENTS CONSTANTS DANS R2

toujours instable

Selle

si �1 = �2 = �. Deux cas sont possibles

(a) A est diagonalisable. Le point d�équilibre (0; 0) est un noeud propre.

Noeud propre stable si : � < 0

12



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Noeud propre instable si : � > 0

(b) A est non diagonalisable. Le point d�équilibre (0; 0) est un noeud

exceptionnel.

Noeud exceptionnel stable si : � < 0

13



1.16. STABILITÉ DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRE À
COEFFICIENTS CONSTANTS DANS R2

Noeud exceptionnel instable si : � > 0

(2) Les valeurs propres de A sont complexes
(a) Si �1 et �2 complexe conjuguées avec la partie réelle non nulle, (�1 = �+ i�, �2 = �� i�)
le point d�équilibre (0; 0) est foyer stable si � < 0:

Foyer stable

Le point d�équilibre (0; 0) est foyer instable si � > 0:

14



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Foyer instable

(b) Si �1 et �2 imaginaires pures, (�1 = i�, �2 = �i�)
le point d�équilibre (0; 0) est centre.

centre

15



1.17. THÉORÈME DE BEZOUT

1.17 Théorème de Bezout

Théorème 1.17.1 Soient Pj; j = 1; :::; n des polynomes en ces variables (x1; x2; ::; xd)
de dégré dj, j = 1; :::; n. Considérons le système polynomial suivant8>><>>:

P1 (x1; x2; :::; xd) = 0;
P2 (x1; x2; :::; xd) = 0;
:::::::
Pn (x1; x2; :::; xd) = 0:

Où (x1; x2; :::; xd) 2 Rd. Si le nombre de solutions de ce système est �ni, alors il est
borné par

d1 � d2 � :::� dn:

voir [35].

1.18 Intégrale première

Dé�nition 1.18.1 On appelle intégrale première du système�
_x1 = f1 (x1; x2)
_x2 = f1 (x1; x2)

; (x1; x2) 2 R2

une fonction H(x1; x2; t) qui est constante sur les trajectoires. La fonction H véri�e
la propriété suivantes

dH

dt
=
@H

@x1
_x1 +

@H

@x2
_x2:

16



CHAPITRE 2

Méthode de moyennisation

Le travail essentiel de ce chapitre consiste à la recherche des cycles limites des
systèmes di¤érentiels polynomiaux. Des exemples des systèmes ont été donnés pour
montrer que le nombre maximum de cycles limites est atteint.
La théorie de moyennisation est un outil classique et mûri pour étudier le comporte-
ment de la dynamique des systèmes dynamiques lisses non linéaires, et en particulier
de leur orbites périodiques. La méthode de moyennisation a une longue histoire qui
commence avec les �uvres classiques de Lagrange et de Laplace qui ont fourni une
justi�cation intuitive du processus. La première formalisation de cette procédure est
due à Fatou (1928). Des contributions pratiques et théoriques importantes dans cette
théorie ont été faites par Bogolioubov et Krylov (voir Bogolioubov et al. (1934) et
Bogolioubov (1945)). La méthode de moyennisation du premier ordre pour l�étude
des orbites périodiques peut être trouvée dans Verhulst (1991), vous pouvez aussi
consulter Guckenheimer et al. (1990).

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

On considère le système di¤érentiel à valeur initiale suivante

_x(t) = "F (t; x(t)) + "2R(t; x(t); ") , x(0) = x0 (2.1)

avec x; y; x0 2 D � Rn, D un domaine borné et t � 0. Nous supposons que F (t; x)
et R(t; x; ") sont T�périodiques en t. Le système moyenné associé au système (2:1)
est

_y(t) = "f 0(y(t) , y(0) = x0; (2.2)

17



2.1. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

où

f 0(y) =
1

T

TZ
0

F (s; y)ds: (2.3)

Le théorème suivant nous donne des conditions sous lesquelles les points singuliers
du système moyenné (2:2) fournissent des solutions périodiques du système (2:1):

Théorème 2.1.1 Considérons le système (2:1) et supposons que les fonctions vec-
torielles F , R, DxF , et D2

xF sont continues et bornées pour une constante M (in-
dépendante de ") dans [0;1)�D avec �"0 < " < "0.
On suppose que F et R sont T�périodiques en t avec T indépendante de ".
(a) Si p 2 D est un point singulier du système moyenné (2:2) tel que

det
�
Dxf

0 (p)
�
6= 0 (2.4)

alors pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T�périodique x"(t) du
système (2:1) telle que x" (t)! p pour "! 0.
(b) Si le point singulier y = p du système moyenné (2:2) est hyperbolique alors pour
j"j > 0 su¢ samment petit, la solution périodique correspondante x"(t) du système
(2:1) est unique, hyperbolique et de même type de stabilité que p:

Preuve. Les prétentions garantissent que l�existence et l�unicité des solutions des

problèmes à valeur initiale (2:1) et (2:2) sur l�échelle de temps
1

"
que nous considérons

u (t; x) =

tZ
0

�
F (s; x)� f 0 (x)

�
ds: (2.5)

Alors

ku (t; x)k =


tZ
0

�
F (s; x)� f 0 (x)

�
ds

 =
�

tZ
0

kF (s; x)k ds+
tZ
0

 1T
TZ
0

F (s; x)ds

 ds:
Si F (s; x) est un bornées par constant M et 0 � t � T alors

tZ
0

kF (s; x)k ds+
tZ
0

 1T
TZ
0

F (s; x)ds

 ds � 2tM � 2TM:

Alors
ku (t; x)k � 2MT:
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

Nous considérons maintenant une transformation

x (t) = z (t) + "u (t; z (t)) : (2.6)

Cette transformation sera employée pour simpli�er l�équation (2:1) Di¤érentiation
de (2:6) et substitution dans (2:1) des rendements

_x = _z + "

�
@

@t
u (t; z) +

@

@z
u (t; z) _z

�
= _z + "

@

@t
u (t; z) + "

@

@z
u (t; z) _z

= "F (t; z + "u (t; z)) + "2R (t; z + "u (t; z) ; ") ;

_x = "
@

@t
u (t; z) +

�
I + "

@

@z
u (t; z)

�
_z

= " (F (t; z)� f 0 (z)) +

�
I + "

@

@z
u (t; z)

�
_z

=) "F (t; z + "u (t; z)) + "2R (t; z + "u (t; z) ; ") = " (F (t; z)� f 0 (z))

+

�
I + "

@

@z
u (t; z)

�
_z

=)
�
I + "

@

@z
u (t; z)

�
_z = "F (t; z + "u (t; z))� "F (t; z) +

"2R (t; z + "u (t; z) ; ") + "f 0 (z) ;

nous écrivons cette équation sous la forme�
I + "

@

@z
u (t; z)

�
_z = "f 0 (z) + S:

Avec I matrice identité de n� n où

S = "F (t; z + "u (t; z))� "F (t; z) + "2R (t; z + "u (t; z) ; ") :

Puisque
@u

@z
est uniformément bornnée (comm u) nous pouvons inverser pour obtenir

�
I + "

@

@z
u (t; z)

��1
= I � "

@

@z
u (t; z) +O("2); t � 0; z 2 D: (2.7)

De la continuité de Lipschitz nous avons

kF (t; z + "u (t; z))� F (t; z)k � L" ku (t; x)k � L"2MT;
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2.1. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

où L est la constante de Lispchitz. En raison bornnée de R il suit cela pour Une
certaine constante positive C, indépendant de " que nous avons

kSk � "2C; t � 0; z 2 D: (2.8)

De (2:7) et de (2:8) nous obtenons à z cela

_z = "f 0 (z) + S � "2
@u

@z
f 0 (z) +O

�
"3
�
: (2.9)

Si S = O ("2) en considérons le temps � = "t variable nous obtenons que la solution
de

dy

d�
= f 0 (y) ; y (0) = z (0) ;

approche la solution de (2:9) avec d�erreur sur O(") d�échelle de temps 1 dans � . Sur

l�échelle de temps
1

"
dans t, dans la transformation (2:6) nous obtenons cela

x(t)� y(t) = O("): (2.10)

Maintenant nous imposerons l�état de périodicité après quoi nous pouvons appliquer
le théorème implicite de fonction. Nous transformons x! z avec la transformation
(2:6). Alors l�équation pour z devient

_z = "f 0(z) + "2S(t; z; "): (2.11)

En raison du choix du u(t; z(t)), une solution T�périodique z(t) produit une solution
T�périodique x(t). Pour S nous prenons l�expression

S(t; z; ") =
@F

@z
(t; z)u(t; z)� @u

@z
(t; z)f 0(z) +R(t; z; 0) +O("):

Cette expression est T�périodique dans t et sans interruption di¤érentiable en ce
qui concerne z. L�équation (2:11) est équivalente avec l�équation intégrale

z(t) = z(0) + "

tZ
0

f 0(z(s))ds+ "2
tZ
0

S(s; z(s); ")ds:

Le solution z(t) est T�périodique si z(t + T ) = z(t) pour tout t � 0 qui mène à
l�équation

h(z(0); ") =

TZ
0

f 0(z(s))ds+ "

TZ
0

S(s; z(t); ")ds: (2.12)

Le côté droit de l�équation (2:12) ne dépend pas de z(0) explicitement. Mais les
solutions dépendent des valeurs initiales z(0). Il est clair que h(p; 0) = 0. Si " est
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

dans un voisinage de " = 0, alors l�équation (2:12) est un unique solution z(0) en
raison de la prétention sur la cause déterminante de Jacobi (2:4). Si " ! 0 alors
z(0)! p. Ceci complète la preuve du rapport (a). La conclusion du rapport (a) de
théorème 2:1:1 sans avoir besoin des hypothèses di¤érentiables sur la fonction F et
R. Pour chaque z 2 D nous dénotons par x(:; z; ") la solution de (2:1) avec l�état
initial x(:; z; ") = z. Nous considérons la fonction � : D � (�"0; ")! Rn dé�nie

�(z; ") =

TZ
0

�
"F (t; x(t; z; ")) + "2R(t; x(t; z; "); ")

�
: (2.13)

De (2:1) il suit pour chaque z 2 D

�(z; ") = x(T; z; ")� x(0; z; "):

La fonction � peut être écrite sous la forme

�(z; ") = "f 0(z) +O("2); (2.14)

où f 0 est donné par (2:3). D�ailleurs, pour j"j su¢ samment petit, z = x"(0) est
un zéro d�isolement de �(:; ") naturellement dû (2:14) au de fonction � est dépla-
cement une fonction pour le système (2:1), et ses points �xes sont les solutions
T�périodiques de (2:1).

Exemple 2.1.1 On considère le système di¤érentiel�
_x = y;
_y = �x+ " (9 y � x2y + x2 + y2) :

(2.15)

En utilisant les coordonnées polaires (r; �) où x = r cos �, y = r sin �, ce système
devient �

_r = �"r sin (�)
�
�r � 9 sin (�) + r2 (cos (�))2 sin (�)

�
;

_� = �1 +
�
9 cos (�) sin (�)� r2 sin (�) (cos (�))3 + cos (�) r

�
";

où d�une manière équivalente

dr

d�
= "r sin (�)

�
�r � 9 sin (�) + r2 (cos (�))2 sin (�)

�
+O("2):

De (2:3) nous obtenons

f 0(r) =
1

2�

2�Z
0

r sin (�)
�
�r � 9 sin (�) + r2 (cos (�))2 sin (�)

�
d� =

1

8
r(r2 � 36):

21



2.1. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

La racine positive unique de f 0(r) est r = 6. Comme
�
df0

dr

�
(6) = 9, d�après, le

théorème 2:1:1 il suit que le système (3:19), pour j"j 6= 0 , su¢ samment petit, admet
un cycle limite qui bifurque de l�orbite périodique de rayon 6 du système non perturbé

(2:19) avec " = 0. Comme
�
df0

dr

�
(2) = 9 > 0, alors le cycle limite est instable.

Cycle limite pour " = 0:001
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

2.2 Méthode de moyennisation du deuxième ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour la solution
d�un système di¤érentiel périodique.

Théorème 2.2.1 Considérons les deux problèmes à valeurs initiales

_x = "F (t; x) + "2G(t; x) + "3R(t; x; "); x(0) = x0; (2.16)

et
_y = "f 0 (y) + "2f 10 (y) + "2g0 (y) ; y(0) = x0 (2.17)

avec F; G : [0;1[ � D ! Rn; R : [0;1[ � D � ]0; "0] ! Rn, D un sous ensemble
ouvert de Rn; F; G et R sont des fonctions périodiques de période T par rapport à
la variable t, et

f 0 (y) =
1

T

TZ
0

f(t; y)dt; (2.18)

f 1 (y) =
@f

@x
y1 (t; x)� @y1

@x
f 0 (x) ;

où

y1 (t; x) =

sZ
0

�
f(s; x)� f 0 (x)

�
ds+ z(x);

avec z(x) 2 C1 tel que la moyenne de y1 est nulle.
f 0; g0 et f 10 sont les moyennes correspondantes respectivement a F; G et f 0 dé�nies
par (2:18)

Supposons que :

(1)
@F

@x
; G et R sont lipchitzienne par rapport a x et continuées dans leurs domaines

de dé�nition.
(2) T est indépendante de "

(3) jR(t; x; ")j est borné uniformément dans
�
0;
L

"

�
�D � ]0; "0]

(4) la solution y(t) ne quitte pas l�intérieur de D pendant d�un temps d�échelle
1

"
.

Alors

x(t) = y(t) + "y1 (t; y(t)) + 0
�
"2
�
:

Pour la démonstration théorème 2:2:1 voir [36]:
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2.2. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE

Corollaire 2.2.1 Si les conditions de théorème 2:2:1 sont véri�ées de plus f 0 (y) =
0 alors on a les résultats suivants
Si p est un point d�équilibre (point critique) de f 10 (y) + g0(y) tel que

@

@y

�
f 10 (y) + g0(y)

�����
y=p

6= 0; (2.19)

alors il existe une solution T�périodique � (t; ") de (2:16)
tel que

� (t; ")! p quand "! 0:

Exemple 2.2.1 On considère le système di¤érentiel�
_x = �y + " (x2 + y2) + "2 (14x+ 2x2 + 3 y + xy + y2) ;
_y = x+ " (8x2 + 8xy + 8 y2) + "2 (14 y + 3xy + y2) :

(2.20)

En utilisant les coordonnées polaires (r; �) où x = r cos �,y = r sin �, ce système
s�écrit8>><>>:

_r = �r" (�3 cos (�) " sin (�)� sin (�) " r � 8 r sin (�) + 8 r (cos (�))3
+ 2 "r (cos (�))3 � 14 "� 9 r cos (�)� 4 cos (�) " r);

_� = 8 " r (cos (�))2 sin (�) + 2 "2r (cos (�))2 sin (�)� sin (�) " r
� "2r sin (�) + 8 cos (�) " r + 1� 3 "2 + 3 (cos (�))2 "2;

ou d�une manière équivalante

dr

d�
= "F1(r; �) + "2F2(r; �) +O("3);

tel que

F1(r; �) = r2
�
8 sin (�)� 8 (cos (�))3 + 9 cos (�)

�
;

et

F2(r; �) = r(r sin (�) + 3 cos (�) sin (�)� 80 (cos (�))3 r2 sin (�)
+64 (cos (�))5 sin (�) r2 � 55 cos (�) r2 sin (�)
+14� 144 r2 (cos (�))2 + 4 r cos (�)� 2 r (cos (�))3

+128 (cos (�))4 r2 + 8 r2):

On applique la méthode de moyennisation du deuxième ordre

f1(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(r; �)d�

=
1

2�

2�Z
0

r2
�
8 sin (�)� 8 (cos (�))3 + 9 cos (�)

�
d�:
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

On a
f1(r) = 0:

On calcule

y1 (r; s) =

sZ
0

F1(r; �)d� = �1=3 r2
�
�24 + 24 cos (s) + 8 (cos (s))2 sin (s)� 11 sin (s)

�
;

f 1 (r; s) =
@F1
@r

y1 (r; s) =
@F

@r

sZ
0

F1(r; �)d�

= 2=3 r3(�8 sin (s) + 8 (cos (s))3 � 9 cos (s))(�24 + 24 cos (s)
+8 (cos (s))2 sin (s)� 11 sin (s)):

On calcule la fonction f2(r) tel que

f2(r) = f 10 (r) + g0(r);

=
1

2�

2�Z
0

(f 1 (r; s) ds+ F2(r; s))ds;

=
1

2�

2�Z
0

(f 1(r; s) + F2(r; s))ds;

= �2r
�
�7 + 8r2

�
= �16r3 + 14r;

f2(r) = �16r3 + 14r = 0:

La racine positive unique de f2(r) est r =

p
14

4
:

@

@r

�
f 10 (r) + g0(r)

�����
r=1

= �48r2 + 14
��
r=1

= �28:

La racine r =

p
14

4
est unique. D�après le théorème 2:2:1, le système (2.20) pour "

su¢ samment petit possède un seule cycle limite.

Puisque
@

@r
(f 10 (r) + g0(r))

����
r=1

< 0 le cycle limite est stable.
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Cycle limite pour " = 0:0001
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CHAPITRE 3

Cycles limites dans un centre linéaire à quatre dimensions

Dans ce chapitre, on va utiliser le théorème 2:1:1 du chapitre 2 a�n d�étudier
l�existence des cycles limites du système di¤érentiel suivant�

�x+ x = "f(x; y);
�y + y = "g(x; y):

où " est un paramètre su¢ samment petit. f et g sont des polynômes arbitraires de
degré 4 en ce qui concerne les variables x et y. Voir [8].

3.1 Introduction

Dans ce travail, nous étudions l�existence des cycles limites du système di¤érentiel
à la forme �

�x+ x = "f(x; y);
�y + y = "g(x; y):

où " est un paramètre su¢ samment petit. Ce système apparaît dans de nombreux
domaines d�applications. Naturellement, il est équivalent au système à quatre di-
mensions suivant 8>><>>:

_x = u;
_u = �x+ "f(x; y);
_y = v;
_v = �y + "g(x; y);

(3.1)

formé par des équations di¤érentielles du premier ordre. Pour " = 0 système (3.1)
devient

_x = u; _u = �x; _y = v; _v = �y: (3.2)

Nous notons que l�origine de R4 est un centre isochrone globale pour le système (3.2),
c.-à-d, tous les orbites di¤érentes de l�origine sont périodiques à la même période
2�.
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Un cycle limite du système (3.1) est une orbite périodique isolé dans l�ensemble
des orbites périodiques (3.1). Nous rappelons qu�un cycle limite d�un système corres-
pond à un zéro isolé de sa fonction de déplacement. Dans [23], J. Llibre et A.Teixeira
ont étudié le nombre maximal des cycles limites du système (3.1) où f et g sont des
polynômes arbitraires de degré 3.
Le théorème suivant est notre principal résultat

Théorème 3.1.1 Système (3.1), où f et g sont des polynômes arbitraires de degré
4 dans les variables x et y, a au plus deux cycles limites bifurquant des orbites
périodiques du système (3.2) jusqu�à l�expansion du premier ordre de la fonction de
déplacement de (3.1) par rapport au petit paramètre ". En outre, le système (3.2) a
exactement deux cycles limites.

Nous utilisons la méthode de moyennisation pour démontrer le théorème 3:1:1.
Pour obtenir des résultats supplémentaires en utilisant la méthode de moyennisation
pour calculer les orbites périodiques voir [2], [21] en général, il n�est pas facile de
trouver un changement de variables pour passer d�un système di¤érentiel donné
à la une forme normale en appliquant la méthode de moyennisation pour trouver
des orbites périodiques. En particulier, il n�est pas facile d�appliquer la méthode
de moyennisation pour étudier les cycles limites bifurquant des orbites périodiques
d�un centre (pour le système à deux dimensions (voir [36], [21]), pour les systèmes
de dimension supérieure,voir [17], [3]).
L�idée générale est de relier ce changement de variables pour les intégrales pre-

mières du centre.

3.2 Preuve du Théorème 3.1.1

Dans cette section, f et g sont des polynômes arbitraires de degré 4 dans les
variables x et y, plus précisément

f(x; y) = a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2 + a6x
3 + a7x

2y + a8xy
2

+a9y
3 + a10x

4 + a11x
3y + a12x

2y2 + a13xy
3 + a14y

4;

g(x; y) = b1x+ b2y + b3x
2 + b4xy + b5y

2 + b6x
3 + b7x

2y + b8xy
2

+b9y
3 + b10x

4 + b11x
3y + b12x

2y2 + b13xy
3 + b14y

4:

Selon [3] nous laissons

x = r cos(�) ; u = r sin(�); y = s cos(� + �); v = s sin(� + �): (3.3)

Nous remarquons que ce changement des variables n�est pas un di¤éomorphisme
lorsque r = 0 ou s = 0. Donc, nous devons restreindre notre étude sur les cycles
limites de système (3.1) de la région de l�espace où r > 0 et s > 0. Nous notons
que r; s; � sont des constantes, qui sont deux intégrales premières indépendantes
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du système (3.2), et que ce changement limité par rapport du plan (x; u) est un
changement de coordonnées polaires. Ensuite, le système (3.1) devient8>><>>:

_r = "F1(�; r; s; �);
_� = �1� "G(�; r; s; �);
_s = "F2(�; r; s; �);
_� = "F3(�; r; s; �);

(3.4)

où

F1(�; r; s; ; �) = � sin (�) (a1r cos (�) + a2s cos (� + �) + a3r
2 (cos (�))2

+a4r cos (�) s cos (� + �) + a5s
2 (cos (� + �))2 + a6r

3 (cos (�))3

+a7r
2 (cos (�))2 s cos (� + �) + a8r cos (�) s

2 (cos (� + �))2

+a9s
3 (cos (� + �))3 + a10r

4 (cos (�))4 + a11r
3 (cos (�))3 s cos (� + �)

+a12r
2 (cos (�))2 s2 (cos (� + �))2 + a13r cos (�) s

3 (cos (� + �))3

+a14s
4 (cos (� + �))4):

G(�; r; s; ; �) = (a1r (cos (�))
2 + cos (�) a2s cos (� + �) + a3r

2 (cos (�))3

+a4r (cos (�))
2 s cos (� + �) + cos (�) a5s

2 (cos (� + �))2

+a6r
3 (cos (�))4 + a7r

2 (cos (�))3 s cos (� + �)

+a8r (cos (�))
2 s2 (cos (� + �))2 + cos (�) a9s

3 (cos (� + �))3

+a10r
4 (cos (�))5 + a11r

3 (cos (�))4 s cos (� + �)

+a12r
2 (cos (�))3 s2 (cos (� + �))2 + a13r (cos (�))

2 s3 (cos (� + �))3

+cos (�) a14s
4 (cos (� + �))4)=r:

F2(�; r; s; �) = s sin (� + �) (b1r cos (�) + b2s cos (� + �) + b3r
2 (cos (�))2

+b4r cos (�) s cos (� + �) + b5s
2 (cos (� + �))2 + b6r

3 (cos (�))3

+b7r
2 (cos (�))2 s cos (� + �) + b8r cos (�) s

2 (cos (� + �))2

+b9s
3 (cos (� + �))3 + b10r

4 (cos (�))4 + b11r
3 (cos (�))3 s cos (� + �)

+b12r
2 (cos (�))2 s2 (cos (� + �))2 + b13r cos (�) s

3 (cos (� + �))3 + b14s
4 (cos (� + �))4)=r:

F3(�; r; s; �) = �(a1r (cos (�))2 + a3r
2 (cos (�))3 + a4r (cos (�))

2 s cos (� + �)

+ cos (�) a5s
2 (cos (� + �))2 + a6r

3 (cos (�))4 + a7r
2 (cos (�))3 s cos (� + �)

+a8r (cos (�))
2 s2 (cos (� + �))2 + cos (�) a9s

3 (cos (� + �))3

+a10r
4 (cos (�))5 + a11r

3 (cos (�))4 s cos (� + �) + a12r
2 (cos (�))3 s2 (cos (� + �))2

+a13r (cos (�))
2 s3 (cos (� + �))3 + cos (�) a14s

4 (cos (� + �))4 + cos (�) a2s cos (� + �))=r+

(cos (� + �) b1r cos (�) + cos (� + �) b3r
2 (cos (�))2 + b4r cos (�) s (cos (� + �))2

+b5s
2 (cos (� + �))3 + cos (� + �) b6r

3 (cos (�))3 + b7r
2 (cos (�))2 s (cos (� + �))2

+b8r cos (�) s
2 (cos (� + �))3 + b9s

3 (cos (� + �))4 + cos (� + �) b10r
4 (cos (�))4

+b11r
3 (cos (�))3 s (cos (� + �))2 + b12r

2 (cos (�))2 s2 (cos (� + �))3

+b13r cos (�) s
3 (cos (� + �))4 + b14s

4 (cos (� + �))5 + b2s (cos (� + �))2)=s:
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Nous notons que la fonction F3 n�est pas bien dé�nie lorsque r = 0 ou s = 0, mais
ce n�est pas nécessaire d�étudier les cycles limites de système (3.1) contenus dans
la région (r > 0; s > 0). Maintenant en prenant � comme variable indépendante, le
système (3.4) devient8>>>><>>>>:

dr

d�
= "F1(�; r; s; �) + "2R1(�; r; s; �; ");

ds

d�
= "F2(�; r; s; �) + "2R2(�; r; s; �; ");

d�

d�
= "F3(�; r; s; �) + "2R3(�; r; s; �; "):

(3.5)

Ce système est déjà dans la forme normale (2.2) pour l�application de la méthode de
moyennisation avec x = (r; s; �) et t = �. Nous notons que le système (3.5) satisfait
les hypothèses du théorème 2:1:1 dans une grande boule D centrée à l�origine. Si,
sur la note

(f1; f2; f3) (r; s; �) =
1

2�

2�Z
0

(F1; F2; F3) (�; r; s; �)d�:

Puis8>>>><>>>>:
f1(r; s; �) = (s (2 a8rs cos (�) + 3 a9s

2 + a7r
2 + 4 a2) sin (�))=8;

f2(r; s; �) = �(s (b8s2 + 2 b7rs cos (�) + 4 b1 + 3 b6r2) sin (�))=8;
f3(r; s; �) = �(3 r4b6 cos (�) + 3 b8s2r2 cos (�)� 4 s2a2 cos (�)� 3 s4a9 cos (�)
+4 srb2 + 4 r

2b1 cos (�)� s3a8r � 3 sr3a6 � 4 sa1r + b7sr
3

+3 b9s
3r + 2 r3b7 (cos (�))

2 s� 2 s3a8 (cos (�))2 r � 3 s2a7r2 cos (�))=8sr;

d�après le théorème 2:1:1, les zéros (r0; s0; �0)

(f1; f2; f3) (r; s; �) = (0; 0; 0) ; (3.6)

tel que

det

0@ @f1=@r @f1=@s @f2=@�
@f2=@r @f2=@s @f2=@�
@f3=@r @f3=@s @f3=@�

1A (r0; s0; �0) 6= 0: (3.7)

Fournir des solutions périodiques de système (3.1), où f et g sont des polynômes
du quatrième degré dé�nis comme ci-dessus. Ainsi, en particulier, un zéro à (3.6)
doit être isolé de l�ensemble de tous les zéros à (3.6). Nous notons que les zéros à
(3.6) ayant sin� = 0 sont non-isolés, donc on ne peut pas appliquer la méthode de
moyennisation pour obtenir les cycles limites. En outre, puisque le système di¤éren-
tiel (3.4) n�est bien dé�nie quand s > 0 et r > 0, dans le reste de cette section, nous
supposons que r > 0; s > 0 et sin� 6= 0, et par conséquent, nous devons trouver les
zéros
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(g1; g2; g3) (r; s; �) = (0; 0; 0) ; (3.8)

satisfaisant (3.7), où

g1 =
8f1
s sin�

; g2 = �
8f2
s sin�

; g3 = �8rsf3:

Le reste de la preuve du théorème 3:1:1 est divisée en deux
Cas 1 Supposons a8 6= 0. Ensuite, à partir de g1 (r; s; �) nous obtenons

cos (�) = � 3 a9s
2 + a7r

2 + 4 a2
2a8rs

:

Maintenant, substitution cos (�) en g2 (r; s; �) = 0, on obtient

a8s
2b8 � 3s2b7a9 � b7a7r

2 � 4b7a2 + 4a8b1 + 3a8b6r
2 = 0: (3.9)

Sous cas 1.1 Supposons a7b7 � 3a8b6 6= 0. Ensuite, la résolution de l�équation
(3.9) par rapport à r, nous donne

r =

s
s2b8a8 � 3 s2b7a9 � 4 b7a2 + 4 b1a8

b7a7 � 3 b6a8
:

Maintenant, substituons cos� et r en g3 (r; s; �) = 0. Nous obtenons une équation
de la forme a+ bs2 = 0, qui a au plus une solution positive pour s. Par conséquent,
dans ce sous cas, nous obtenons une valeur unique pour r; s et cos�. Mais celle-ci
o¤re au plus deux solutions pour a. Ainsi, en supposant que pour ces deux solutions
le déterminant (3.9) n�est pas nul, le théorème 3:1:1 entraine que dans ce système
de sous cas a au plus deux solutions périodiques (3.1):
Sous cas 1.2 Supposons a7b7 � 3a8b6 = 0. C�est b6 = a7b7=(3a8), alors, nous

devons tenir compte de deux sous cas supplémentaires.
Sous cas 1.2.1 Supposons a8b8�3a9b7 6= 0. Par conséquent, dans la forme (3.9)

nous obtenons que

s = 2

r
a2b7 � a8b1
a8b8 � 3a9b7

:

Nous devons considérer que a2b7 � a8b1 6= 0 ; autrement s = 0 et, il n�ya pas de
solutions périodiques. Nous remplaçons cos� et s en g3 (r; s; �) = 0, on obtenir des
solutions périodiques. Nous remplaçons cos� et s en g3 (r; s; �) = 0, pour obtenir
une équation de la forme r(a+ br2) = 0. Depuis r doit être positif, de nouveau dans
ce sous cas nous obtenons une valeur unique pour r, s et cos�; et par conséquent
au plus deux solutions périodiques du système (3.1).
Sous cas 1.2.2
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Supposons a8b8 � 3a9b7 = 0. Puis, à partir de (3.9), nous devons avoir que

a2b7�a8b1 = 0, sinon il n�ya pas de solutions. C�est, b1 =
a2b7
a8
. En remplaçant cos�

en g3 (r; s; �) = 0, nous obtenons un continuum de solutions pour r et s. Donc, dans
ce cas, nous ne pouvons pas appliquer le théorème 2:2:1:
Cas 2 Supposons a8 = 0. Encore une fois, nous devons envisager de suivre

sous-cas.
Sous cas 2.1 Supposons b7 6= 0. Puis, à partir de g1 (r; s; �) = 0, on obtient que

r =

s
�4a2 + 3a9s

2

a7
:

Nous supposons 4a2+3a9s2 6= 0, sinon r = 0. Maintenant, nous remplaçons r en
g2 (r; s; �) = 0.
Sous cas 2.1.1
Supposons b7 6= 0. Puis, à partir de g2 = 0, on obtient que

cos� = �4a7b1 � 12a2b6 + (a7b8 � 9a9b6)s
2

2b7s
p
�a7(4a2 + 3a9s2)

:

Maintenant, en remplaçant r et cos� en g3 (r; s; �) = 0, on obtient une équation de
la forme

s

s
�4a2 + 3a9s

2

a7

�
a+ bs2

�
= 0:

Puisque les deux premiers facteurs ne peuvent pas être zéro, comme dans les sous
cas précédents, nous pouvons obtenir au plus deux solutions périodiques au système
(3.1).
Sous cas 2.1.2 Supposons b7 = 0.
Sous cas 2.1.2.1 a7b8 � 9a9b6 6= 0. Puis, à partir de g2 = 0 nous obtenons

s = 2

r
3a2b6 � a7b1
a7b8 � 9a9b6

:

En substituant r et s en g3(r; s; �) = 0, on obtient une équation de la forme a +
b cos� = 0. Donc, encore une fois nous obtenons au plus une solution pour r; s et
cos�, donc au plus deux solutions périodiques au système (3.1).

Sous cas 2.1.2.2 a7b8 � 9a9b6 = 0. C�est, b8 =
9a9b6
a7

. Maintenant, de g2 = 0, il

suit que a7b1�9a9b6 = 0, sinon il n�ya pas de solutions. Par conséquent, b1 =
3a2b6
a7

.

En substituant r en g3 (r; s; �) = 0, on obtient un continuum de solutions. Ainsi, les
hypothèses du théorème 2:1:1 ne sont pas satisfaites
Sous cas 2.2 Supposons un a7 = 0. Pour en équation g1 (r; s; �) = 0, nous

voyons que a9 ne peut pas être nul, sinon g1 = 0 se réduit à un a2 = 0, et donc il
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n�ya pas de solutions ou il y�a un continuum de solutions. Par conséquent, de g1 = 0,
nous obtenons

s = 2

r
� a2
3a9

:

Nous remplaçons s en g2 (r; s; �) = 0.
Sous cas 2.2.1
Supposons b7 6= 0. Puis, à partir de g2 = 0, il en résulte que

cos� =
12a9b1 � 4a2b8 + 9a9b6r2

4b7
p
�3a2a9r

:

En substituant s et cos� en g3 (r; s; �) = 0, on obtient une équation de la forme
r(a + br2) = 0. Par conséquent, comme dans sous cas précédent le système (3.1) a
au plus deux solutions périodiques.
Sous cas 2.2.2
Supposons b7 = 0. Ensuite, l�équation g2 = 0 est de la forme a+ br2 = 0, donc a

une solution la plus positive pour r. De plus, en remplaçant s et r en g3 (r; s; �) = 0
nous obtenons une équation de la forme c + d cos� = 0. Par conséquent, elle a au
plus une solution pour cos�. En bref, il existe au plus une solution pour s; r et cos�.
Donc, le système (3.1) a au plus deux solutions périodiques. En résumé, d�après le
théorème 2:1:1, nous pouvons obtenir au plus deux solutions périodiques du système
(3.1) lorsque f et g sont des polynômes arbitraires de degré 4 en les variables x et
y. Nous a¢ rmons que la fonction de déplacement du système (2.1) pour la section
transversale u = 0; écrite dans les coordonnées (3.3), a la forme

" (f1; f2; f3) (r; s; �) + "2 (1) :

Par conséquent, cette allégation achève la démonstration de la première partie du
théorème 3:1:1.
Pour compléter la démonstration du théorème 3:1:1, nous devons fournir un

système (3.1) avec donnée polynômes f et g de degré 4, pour lequel le théorème
2:1:1 fournit exactement deux cycles limites.
Nous considérons un système d�équations di¤érentielles8>>>><>>>>:
_x = u;
_u = �x+ " (2x+ y + x2y � 2xy2 + 6x4 + x2y2 + xy3 + 4y4) ;
_y = v;

_v = �y + "

�
�5x� 53

20
y + 1

2
x3 + 2x2y +

3

2
xy2 +

1

20
y3 + x4 + 3x3y � xy3 + 3y4

�
:

Ensuite, il est facile de véri�er que (r; s; �) =
�
2; 2;��

3

�
sont des zéros du système

(3.6) de déterminant (3.7) égale �3
p
3

2
, respectivement. Ainsi, ce système a deux

solutions périodiques provenant d�orbites périodiques vers le centre (3.2).
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CHAPITRE 4

Cycles limites pour la classe des systèmes di¤érentiels
polynomiaux en d-dimensions

Dans ce chapitre, on va utiliser le théorème 2:1:1 du chapitre 2 a�n d�étudier le
nombre maximal des cycles limites du système di¤érentiel (4.4):

4.1 Introduction

Un des problèmes principaux de la théorie de systèmes di¤érentiels est l�étude
de leurs orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Comme
d�habitude un cycle limite d�un système di¤érentiel est une orbite périodique isolée
dans l�ensemble de toutes les orbites périodiques du système di¤érentiel.
Dans l�article [6], les auteurs ont étudié le système di¤érentiel suivant

_x = �y + " (ax+ P (x; y)) ;
_y = x+ " (ay +Q (x; y)) ;

(4.1)

où P (x; y) et Q (x; y) sont des polynômes arbitraires de degré n commençant par
des termes de degré 2, a est un paramètre réel et " est un su¢ samment petit. Ils

ont prouvé que le nombre maximal de cycles limites est
(n� 1)
2

si n est impair et

(n� 2)
2

si n est pair, bifurquant des orbites périodiques du centre linéaire _x = �y,
_y = x.
Dans le même article, les auteurs ont étudié les cycles limites du système di¤érentiel
suivant

_x = �y + " (ax+ P (x; y; z)) ;
_y = x+ " (ay +Q (x; y; z)) ;
_z = " (bz +R (x; y; z)) ;

(4.2)
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où P (x; y; z), Q (x; y; z) et R (x; y; z) sont des polynômes arbitraires de degré n
commençant par des termes de degré 2 et a; b 2 R. Alors existe "0 > 0 su¢ samment
petit tel que pour j"j < "0, alors le système di¤érentiel (4.2) a au plus

n (n� 1)
2

cycles limites bifurquant des orbites périodiques du système _x = �y, _y = x, _z = 0.
Dans l�article [24], J. Llibre et Jiang Yu ont étudié le nombre de cycles limites du
système di¤érentiel suivant

_x = �y (1 + x) + " (ax+ P (x; y; z)) ;
_y = x (1 + x) + " (ay +Q (x; y; z)) ;
_z = " (bz +R (x; y; z)) ;

(4.3)

où F (x; y; z), G(x; y; z) et R(x; y; z) sont des polynômes de degré n commençant par
des termes de degré 2. Alors existe "0 > 0 su¢ samment petit tel que pour j"j < "0,
le système di¤érentiel (4.3) a au plus n2 cycles limites bifurquant des orbites pério-
diques du système _x = �y (1 + x), _y = x (1 + x), _z = 0.
Obtenir des solutions analytiquement périodiques est en général un travail très dif-
�cile, souvent impossible. Ici, en utilisant la méthode de moyennisation du premier
ordre pour étudier le nombre maximum de cycles limites du système di¤érentiel en
Rd suivant

_x1 = �x2(1 + x1) + " (ax1 + P1 (x1; :::; xd)) ;
_x2 = x1(1 + x1) + " (ax2 + P2 (x1; :::; xd)) ;
_xk = " (bkxk + Pk (x1; :::; xd)) ;

(4.4)

où Pk (x1; :::; xd) pour k = 1; :::; d sont des polynômes arbitraires de degré n com-
mençant par des termes de degré 2 et a; bk 2 R. Voir [10].
Le problème de l�étude des cycles limites du système (4.4) est réduit en utilisant
la méthode de moyennisation du premier ordre à celui de trouver les zéros d�un
système non linéaire de d � 2 équations avec d � 2 inconnues. Il est connu que la
théorie de moyennisation pour trouver des solutions périodiques ne fournissant pas
en générales toutes les solutions périodiques du système. Pour expliquer cette idée, il
ya deux raisons principales. Tout d�abord, la théorie de moyennisation pour l�étude
des solutions périodiques d�un système di¤érentiel est basée sur la fonction dite de
déplacement, dont les zéros fournissent des solutions périodiques. Cette fonction de
déplacement en général est pas globale et par conséquent elle ne peut pas contrôler
toutes les solutions périodiques, celles ceux qui sont dans son domaine de dé�nition
et qui sont hyperboliques. D�autre part, la fonction de déplacement est développée
en série de puissance d�un petit paramètre ", et la théorie de moyennisation peut
seulement contrôler les zéros du terme dominant de cette fonction de déplacement.
Lorsque le terme dominant est "k, nous parlons de la théorie de moyennisation
d�ordre k. Pour plus de détails, voir par exemple [26] et les références citées là. Pour
plus d�informations à propos de la méthode de moyennisation, voir le chapitre 2.

Théorème 4.1.1 En appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre
au système di¤érentiel (4.4), au plus nd�1 cycles limites bifurquent des orbites pé-
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riodiques du système di¤érentiel _x1 = �x2(1 + x1); _x2 = x1(1 + x1); _x3 = 0; _x4 =
0; :::; ; _xd = 0.

4.2 Cycles limites par la méthode de moyennisa-
tion

Lemme 4.2.1 Pour i; j 2 N,

Ii;j =
1

2�

2�Z
0

cosi � sinj �

1 + cos �
d�:

Puis Ii;j = 0 si et seulement si j est pair.
Pour i; j 2 N, où j pair,

Ii;j =

jX
s=0
s even

(�1)s=2
�
j=2
s=2

�
Ii+s;0:

Lemme 4.2.2 Soient Les égalités suivantes.
1) Pour k 2 N

Ek =
1

2�

2�Z
0

cosk � =

�
0 si k impair,
C
k=2
k 2�k si k pair.

2)

I0;0 =
1

2�

2�Z
0

1

1 + r cos �
d� =

1p
1� r2

:

Lemme 4.2.3 Pour i 2 N, nous avons

Ii;0 =
1

2�

2�Z
0

cosi �

1 + r cos �
d�;

=
(�1)i

ri
p
1� r2

+

iX
l=1

l�i(mod 2)

(�1)l�12l�i
�

i� l
(i� l)=2

�
r�l:
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4.2.1 Preuve de théorème 4.1.1

En utilisant les coordonnées polaires x1 = r cos �; x2 = r sin �; le système (4.4)
devient

_r = "(ar +
nP
i=2

P
i1+:::+id=i

ri1+i2xi33 :::x
id
d (a

i;1
i1;i2;:::;id

cosi1+1 � sini2 �

+ ai;2i1;i2;:::;id cos
i1 � sini2+1 �));

_� = 1 + r cos � +
"

r
(
nP
i=2

P
i1+:::+id=i

ri1+i2xi33 :::x
id
d (a

i;2
i1;i2;::;id

cosi1+1 � sini2 �

� ai;1i1;i2;:::;id cos
i1 � sini2+1 �));

_xk = "(bkxk +
nP
i=2

P
i1+:::+id=i

ai;ki1;i2;:::;idr
i1+i2xi33 :::x

id
d cos

i1 � sini2 �),

où k = 3; :::; d;considérons maintenant � comme la variable indépendante de t, on
obtient

dr

d�
= "F (�; r; x3; :::; xd) + o("2);

dxk
d�

= "(Gk (�; r; x3; :::; xd)) + o("
2);

(4.5)

pour k = 3; :::; d; où

F (�; r; x3; :::; xd) = arD0;0 +
nX
i=2

X
i1+:::+id=i

ri1+i2xi33 ::::x
id
d (a

i;1
i1;i2;::;id

Di1+1;i2

+ai;2i1;i2;::;idDi1;i2+1);

et

Gk (�; r; x3; :::; xd) = bkxdD0;0 +

nX
i=2

X
i1+:::+id=i

ai;ki1;i2;::;idr
i1+i2xi33 ::::x

id
d Di1;i2 ;

où

Di1;i2 =
cosi1 � sini2 �

1 + r cos �
:

Maintenant, en utilisant la notation introduite dans le Lemme 4:2:1 et appliquant
la méthode de moyennisation du premier ordre, nous devons trouver les zéros du
système

f (r; x3; :::; xd) = 0; gk (r; x3; :::; xd) = 0 pour k = 3; :::; d: (4.6)
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où

f (r; x3; :::; xd) =
1

2�

2�Z
0

F (�; r; x3; :::; xd) d�;

= arI0;0 +

nX
i=2

X
i1+:::+id=i

ri1+i2xi33 :::x
id
d (a

i;1
i1;i2;:::;id

Ii1+1;i2

+ai;2i1;i2;::;idIi1;i2+1);

gk (r; x3; :::; xd) =
1

2�

2�Z
0

Gk (�; r; x3; :::; xd) d�;

= bkxkI0;0 +
nX
i=2

X
i1+:::+id=i

ai;ki1;i2;:::;idr
i1+i2xi33 :::x

id
d Ii1;i2 ;

pour k = 3; :::; d

et

Ii;j =
1

2�

2�Z
0

Di1;i2d� =
1

2�

2�Z
0

cosi1 � sini2 �

1 + cos �
d�:

Théorème 4.2.1 Soit t =
p
1� r2 et k = 3:::d. La fonction t� gk(t; x3; :::; xd) est

un polynôme de degré n en ces variables t et xk, tandis que r� t� f(t; x3; :::; xd) est
un polynôme de degré n+ 1.
de plus r � t� f(t; x3; :::; xd) = (t� 1)Q(t; x3; :::; xd), où Q est un polynôme en ces
variables t et x3; x4; :::; xd du degré au plus n.

Preuve. La fonction gk peut être toute combinaison linéaire xkI0;0 et ri1+i2xi33 :::x
id
d Ii1;i2 ,

où 2 � i1 + i2 + :::+ id � n.
Lemma 4:2:1 a¢ rme que

rmIm;0 = (�1)m
�p
1� r2

��1
+Xm (r) ; (4.7)

où Xm est un polynôme pair du degré exactement m�1 et m est impair et du degré
exactement m� 2 autrement.
En utilisant t =

p
1� r2 nous concluons que

rmIm;0 =
(�1)m + bXm (t)

t
;

où bXm (t) est un polynôme de degré impair exactement m ou m�1; respectivement.
Puisque rmIm;0 disparaît à r = 0, les fonctions rkIk;0 pour k = 2; :::;m engendrent

38



CHAPITRE 4. CYCLES LIMITES POUR LA CLASSE DES SYSTÈMES
DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX EN D-DIMENSIONS

l�espace des fonctions de la forme [A+ bX(t)]=t disparaît à t = 1 avec deg bX(t) = m
or m �1, respectivement. Lemma 4:2:1 implique que toute fonction ri+jIi;j est de la
forme

�i;j =
Yi;j (t) + bXi+j (t)

t
;

oùYi;j (t) sont des polynômes pairs en t du degré exactement j (j est nécessairement
pair, par Lemme 4:2:1). bXi+j (t) sont polynômes en t du degré i+ j ou i+ j � 1.
Nous concluons les fonctions ri1+i2Ii1;i2 , où 2 � (i3 + :::+ id) � i1 + i2 � n �
(i3 + :::+ id), engendrent l�espace des fonctions Z(t)=t, où deg Z � n�(i3 + :::+ id)
(et, de plus, Z(1) = 0 ). Par conséquentfPk(t; x3; :::; xd)=t; degPk � ng, k = 3:::d:
De la même manière, f peut être n�importe quelle combinaison linéaire de r et des
termes ri1+i2xi33 :::x

id
d Ii1+1;i2 et r

i1+i2xi33 :::x
id
d Ii1;i2+1, où 2 � i1 +i2 + ::: + id � n.

Nous concluons les fonctions ri1+i2Ii1+1;i2 et r
i1+i2Ii1;i2+1, où 2 � (i3 + :::+ id) �

i1 + i2 � n � (i3 + :::+ id), engendre l�espace des fonctions Z(t)=rt, où deg Z �
n+ 1� (i3 + :::+ id).
Nous avons f(0; x3; :::; xd) = 0 qui implique Z(1) = 0.
Par conséquent f(t� 1)Q(t; x3; :::; xd)=rt, degQ � ng. Ainsi Q(t; x3; :::; xd) et t �
gk(t; x3; :::; xd) sont deux polynômes en des variables t; x3; :::; xd du degré au plus n.
Ainsi par le théorème de Bezout, le nombre maximal commune de t�gk(t; x3; :::; xd)
et Q(t; x3; :::; xd) est à plus nd�1 pour 0 < t < 1. Ainsi, d�après le théorème 2:1:1
dans le chapitre 2, le nombre maximum de cycles limites du système (4.4) est nd�1.

4.3 Une application du théorème 4.1.1

Dans le système (4.4) nous considérons le cas de n pair et

P1 (x1; :::; xd) =
nX
i=2

ai;10;0;:::;ix
i
d + a2;11;0;:::0;1x1xd (4.8)

P2 (x1; :::; xd) = 0;

Pk (x1; :::; xd) =

nX
i=2; i pair

�
ai;ki;0;:::;0x

i
1 + ai;k0;i;:::0x

i
2

�
pour k = 3; :::; d:

Calculant les fonctions moyennes et on prenant t =
p
1� r2, nous avons r

p
1� r2f (r; x3; x4:::; xd) =

ar2 +

�
a2;11;0;:::;0;1xd �

nP
i=2

ai;10;0;:::;ix
i
d

��
1�

p
1� r2

�
= (1� t)

�
a (1 + t) + a2;11;0;:::;0;1xd �

nP
i=2

ai;10;0;:::;ix
i
d

�
= (1� t)

�
a (1 + t)�Q(xd)

�
;

où Q(xd) est un polynôme arbitraire en xd du degré n tel que Q(0) = 0. En même
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temps, la fonction de moyenne à Pk (x1; :::; xd) satisfait

p
1� r2gk (r; x3; x4; :::; xd) = bkxk +

p
1� r2

nX
i=2

i even

ri
�
ai;ki;0;0;:::;0Ii;0 + ai;k0;i;0;:::;0I0;i

�
;

pour k = 3:::d

Il est facile d�obtenir les relations suivantes

rk cosk �

1 + r cos �
= (�1)k 1

1 + r cos �
+

kX
v=1

(�1)k cosk�v �rk�v;

rk sink �

1 + r cos �
=

kX
s=0; s even

(�1)s=2
�
k=2
s=2

�
� [(�1)k rk�s

1 + r cos �

+
sX
v=1

(�1)v�1 coss�v �rk�v]:

En regardant le second terme de la première relation et le premier terme de la
deuxième relation, nous obtenons riIi;0, et riI0;i pour n pair 2 � i � n sont indé-
pendants. En particulier, en utilisant les lemmes 4:2:1, 4:2:2 et 4:2:3, nous obtenons

p
1� r2gk (r; x3; x4; :::; xd) = bkxk + g1;k (r) + g2;k (r) ; pour k = 3; :::; d

où

g1;k =
nP
i=2
i even

ai;ki;0;0;:::;0 �
p
1� r2

n�1P
m=0
m even

rm
nP

i=m+1
i even

ai;ki;0;:::;02
�m
�

m
m=2

�
g2;k =

nP
m=0
m even

Am;kr
m +

p
1� r2

n�1P
m=0
m even

Bm;kr
m;

où
Am;k =

nP
i=0
i even

ai;k0;i;0;:::;0di�m;i; Bm;k =
nP
i=0
i even

ai;k0;i;0;:::;0di�m;i
nP
l>0
l even

ei�m;l;

et
di�m;i = (�1)(i�m)=2

�
i=2

(i�m)=2
�
; ei�m;l = (�1)l�1 2l�(i�m)

�
i�m�l

(i�m�l)=2
�
:

En posant t =
p
1� r2, les polynômes gs;k(r) = Ps;k(t) satisfont les conditions gs;k(0)

= Ps;k(1) = 0 pour s = 1; 2 et k = 3:::d. Ensuite, on peut dé�nir un polynôme de
degré n en t

P k(t) = P1;k(t) + P2;k(t) = (t� 1) ePk(t).
En raison de l�indépendance de riIi;0 et riI0;i et l�arbitraire des coe¢ cients a

i;k
i;0;0;:::;0

et ai;k0;i;0;:::;0 le polynôme P k(t) est un polynôme arbitraire tel que P k(1) = 0. En fait,

il est évident que g1;k et g2;k possède
n

2
paramètres, respectivement, où

n

2
coe¢ cients

ai;k0;i;0;:::;0 permet de choisir le premier terme de g2;k permettent de choisir le premier
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terme m = 0, impliquant que n pair les termes de Pk(t) sont arbitraires sauf pour

le terme constant ; Tandis que l�autre
n

2
coe¢ cients ai;ki;0;0;:::;0 permettent de choisir

le deuxième terme de g1;k arbitrairement, ce qui implique que les termes impairs de
Pk(t) sont arbitraires. Par conséquent, le polynôme Pk(t) du degré n satisfait Pk(1) =
0 et n coe¢ cients arbitraires. Le nombre de solutions de f(r; x3; x4; :::; xd) = 0;
gk(r; x3; x4; :::; xd) = 0; pour k = 3; :::; d est égal au nombre des points d�intersection
des courbes de

l1 : a(1 + t)�Q(xd) = 0:
lk�1 : bkxk + P k(t) = 0; pour k = 3; :::; d:

(4.9)

Ainsi par le théorème de Bezout, le nombre maximal de solutions communes du
système (4.9) est au plus nd�1 pour 0 < t < 1. Nous pouvons trouver nd�1 points
d�intersection sur f(r; x3; :::; xd) = 0 avec gk(r; x3; :::; xd) = 0 pour k = 3:::d; r 2
(r0; 1), 0 < r0 << 1, qui (en utilisant la méthode de moyennisation, voir théorème
2:1:1 dans le chapitre 2) donne nd�1 cycles limites bifurquent des orbites périodiques
du système _x1 = �x2(1 + x1); _x2 = x1(1 + x1); _x3 = 0; _x4 = 0; :::; _xd = 0:
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CHAPITRE 5

Cycles limites de quelques classes d�équations de Van Der
Pol

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier
l�existence de la solution périodique de l�équation di¤érentielle suivante

�x+ x = "F (t; x; _x) ;

où " est un paramètre su¢ samment petit et F est une fonction 2� -périodique en t.
En outre, nous donnons une application aux oscillateurs de Van Der Pol .

Théorème 5.0.1 Nous considérons l�équation di¤érentielle suivante

�x+ x = "F (t; x; _x) ; (5.1)

où F (t+ 2�; x; _x) = F (t; x; _x) et " est un paramètre su¢ samment petite.
Soient

f1 (x0; y0) = � 1

2�

2�Z
0

sin (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

f2 (x0; y0) =
1

2�

2�Z
0

cos (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt:

Si, pour chaque (x�0; y
�
0), la solution du système�

f1 (x0; y0) = 0;
f2 (x0; y0) = 0;

satisfait

det

�
@ (f1; f2)

@ (x; y)

�����
(x0;y0)=(x�0;y�0)

6= 0;
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alors l�équation di¤érentielle (5:1) a une solution périodique x (t; ") qui tend à la
solution

x (t) = x�0 cos t+ y�0 sin t;

de l�équation di¤érentielle �x+ x = 0 lorsque "! 0.

Preuve. Voir [33]:

5.1 Applications

Exemple 5.1.1 (Oscillateur de Van Der Pol classique) On étudie l�existence
de la solution périodique de l�équation

�x+ x = "
�
1� x2

�
_x� a"x+ "� sin (t) : (5.2)

On pose a = 2; � = 1 dans l�équation (5:1) nous obtenons

�x+ x = "
�
1� x2

�
_x� 2"x+ " sin (t) : (5.3)

Posons

f1 (x0; y0) = � 1

2�

2�Z
0

sin (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

f2 (x0; y0) =
1

2�

2�Z
0

cos (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt:

F (t; x; _x) =
�
1� x2

�
_x� 2x+ sin (t) ;

alors 8><>:
f1 (x0; y0) = �

1

2
� 1
8
x0
3 + y0 �

1

8
y0
2x0 +

1

2
x0;

f2 (x0; y0) = �x0 �
1

8
y0
3 +

1

2
y0 �

1

8
x0
2y0:

On résout le système �
f1 (x0; y0) = 0;
f2 (x0; y0) = 0:

On trouve la racine

(x0; y0) = (x0 = 0:1936478545; y0 = 0:4081154908) :

On calcule le déterminant suivant

det

 
@f1
@x0

@f1
@y0

@f2
@x0

@f2
@y0

!�����
(x0;y0)=(0:1936478545;0:4081154908)
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on obtient

det

0B@ �3
8
x20 �

1

8
y20 +

1

2
1� 1

4
x0y0

�1� 1
4
x0y0 �3

8
y20 �

1

8
x20 +

1

2

1CA
�������
(x0;y0)=(0:1936478545;0:4081154908)

= 1:200937418:

Alors l�équation (5:3) possède exactement une seule solution 2��périodique x (t; ")
telle que x (t; ")! x (t) si "! 0:

Exemple 5.1.2 (Oscillateur de Van Der Pol non lisse) On étudie l�existence
de la solution périodique de l�équation

�x+ x = "
�
1�

p
x2
�
_x� a"x+ "� sin (t) : (5.4)

Posons

f1 (x0; y0) = � 1

2�

2�Z
0

sin (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

f2 (x0; y0) =
1

2�

2�Z
0

cos (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

où
F (t; x; _x) =

�
1�

p
x2
�
_x� 2x+ sin (t) :

Alors 8><>: f1 (x0; y0) = �
�

2
+
1

2
x0
3 +

1

2
ax0;

f2 (x0; y0) =
1

2
y0 �

1

2
ax0:

On résout le système �
f1 (x0; y0) = 0;
f2 (x0; y0) = 0:

On trouve la racine

(x0; y0) =

�
x0 =

�

1 + a2
; y0 =

a�

1 + a2

�
:

On calcule le déterminant suivant

det

 
@f1
@x0

@f1
@y0

@f2
@x0

@f2
@y0

!�����
(x0;y0)=

�
x0=

�
1+a2

;y0=
a�

1+a2

�
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On obtient

det

0B@ 1

2

a

2

�a
2

1

2

1CA
�������
(x0;y0)=

�
x0=

�
1+a2

;y0=
a�

1+a2

� =
1

4
+
a2

4
:

Alors l�équation (5:4) possède exactement une seule solution 2��périodique x (t; ")
telle que x (t; ")! x (t) si "! 0:

Exemple 5.1.3 On étudie l�existence de la solution périodique de l�équation de Van Der Pol

�x+ x = "
�
1� x2

�
( _x)3 � a"x+ "� sin (t) ; (5.5)

on pose a = 2, � = 1 dans l�équation nous obtenons

�x+ x = "
�
1� x2

�
( _x)3 � 2"x+ " sin (t) : (5.6)

Posons

f1 (x0; y0) = � 1

2�

2�Z
0

sin (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

f2 (x0; y0) =
1

2�

2�Z
0

cos (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

où
F (t; x; _x) =

�
1� x2

�
( _x)3 � 2x+ sin (t) :

Alors�
f1 (x0; y0) = �1=2 + 3=8x0y02 � 1=8 y02x03 � 1=16 y04x0 + 3=8x03 + y0 � 1=16x05;
f2 (x0; y0) = 3=8 y0

3 + 3=8x0
2y0 � 1=16 y05 � x0 � 1=8 y03x02 � 1=16x04y0:

On résout le système �
f1 (x0; y0) = 0;
f2 (x0; y0) = 0:

On trouve la racine

(x0; y0) = (x0 = 0:4423116409; y0 = 0:4960560995) :

On calcule le déterminant suivant

det

 
@f1
@x0

@f1
@y0

@f2
@x0

@f2
@y0

!�����
(x0;y0)=(0:4423116409;0:4960560995)
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On obtient

det

 
@f1
@x0

@f1
@y0

@f2
@x0

@f2
@y0

!�����
(x0;y0)=(0:4423116409;0:4960560995)

= 1:023136107:

Alors l�équation (5:6) possède exactement une seule solution 2��périodique x (t; ")
telle que x (t; ")! x (t) si "! 0:

Exemple 5.1.4 On étudie l�existence de la solution périodique de l�équation de
Van Der Pol

�x+ x = "
�
1�

p
x2
�
( _x)3 � a"x+ "� sin (t) ; (5.7)

on pose a = 2, � = 1 dans l�équation nous obtenons

�x+ x = "
�
1�

p
x2
�
_x� 2"x+ " sin (t) : (5.8)

Posons

f1 (x0; y0) = � 1

2�

2�Z
0

sin (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

f2 (x0; y0) =
1

2�

2�Z
0

cos (t)F (t; x0 cos (t) + y0 sin (t) ;�x0 sin (t) + y0 cos (t)) dt;

où
F (t; x; _x) =

�
1�

p
x2
�
( _x)3 � 2x+ sin (t) :

Alors 8><>:
f1 (x0; y0) =

3

8
x0y

2
0 +

3

8
x30 + y0 �

1

2
;

f2 (x0; y0) =
3

8
y30 +

3

8
x20y0 � x0:

On résout le système �
f1 (x0; y0) = 0;
f2 (x0; y0) = 0:

On trouve la racine

(x0; y0) = (x0 = 0:4607545580; y0 = 0:4957174238) ;

On calcule le déterminant suivant

det

 
@f1
@x0

@f1
@y0

@f2
@x0

@f2
@y0

!�����
(x0;y0)=(0:4607545580;0:4957174238)
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On obtient

det

0B@ 3

8
y20 +

9

8
x20

3

4
x0y0 � 1

3

4
x0y0 � 1

9

8
y20 +

3

8
x20

1CA
�������
(x0;y0)=(0:4607545580;0:4957174238)

= 1:025917444:

Alors l�équation (5:8) possède exactement une seule solution 2��périodique x (t; ")
telle que x (t; ")! x (t) si "! 0:
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CHAPITRE 6

Stabilité asymptotique des solutions périodiques

Dans ce chapitre, nous allons étudier l�existence, la stabilité et l�unicité asymp-
totique des solutions périodiques des équations de Van Der Pol suivante

�u+ "(u2 � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t;

�u+ "(juj � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t;

où � et � sont deux constantes réelles et " est un paramètre su¢ samment petit. Voir
[9].

6.1 Introduction

Soit le système
_x = "g(t; x; "); (6.1)

où " > 0 est un petit paramètre et g 2 C0(R� Rk � [0:1] ;Rk) est T -périodique par
rapport à t et localement Lipschitzienne par rapport à la second variable x:
On considère la fonction moyennée

g0(v) =

TZ
0

g(� ; v; 0)d� ; (6.2)

et on cherche les solutions périodiques qui commencent près de v0 2 g�10 (0). Si g0 est
de classe C1 alors la condition det(g0)

0
(v0) 6= 0 assure l�existence et l�unicité, pour "

su¢ samment petit d�une solution T -périodique du système (6:1) dans un voisinage
de v0. Cependant le fait que toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne
(g0)

0
(v0) ont des parties réelles négatives, engendrent aussi sa stabilité asymptotique.
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Dans l�article [4] les auteurs ont étudié l�existence, l�unicité et la stabilité asymp-
totique des solutions périodiques des équations de l�oscillateur de Van Der Pol

�u+ "(u2 � 1) _u+ (1 + a")u = "� sin t;

�u+ "(juj � 1) _u+ (1 + a")u = "� sin t:

Dans ce chapitre nous étudions l�existence, l�unicité et la stabilité asymptotique des
solutions périodiques des équations de l�oscillateur de Van Der Pol

�u+ "(u2 � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t;

�u+ "(juj � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t;

où � et � sont deux constantes réelles et " est un paramètre su¢ samment petit.

Théorème 6.1.1 Soit g 2 C0 (R� 
� [0; 1] ;R2), où 
 est un ouvert dans R2,
Soit v0 2 
 tel que g0(v0) = 0 et g0 est continument di¤érentiable dans un voisinage
de v0:

(a) Si det (g0)
0
(v0) 6= 0, alors il existe "0 > 0 tel que pour " 2 [0; "0] le système

(6:1) possède au moins une solution périodique x" de période T telle que
x"(0) !

"!0
v0.

(b) Si les deux conditions suivantes (i) et (ii) sont véri�ées :
(i) Pour L > 0 on a kg(t; v1; ")� g(t; v2; ")k � L kv1 � v2k pour t 2 [0; T ],

v1; v2 2 
; " 2 [0; 1] :
(ii) soit ~ > 0; il existe ~� > 0 et M � [0; T ] mesurable au sens de Lebesgue

avec mes(M) < ~ tel que pour chaque v 2 B~�(v0); t 2 [0; T ] n fMg et " 2
h
0; ~�
i

nous savons que g(t; :; ") est di¤érentiable en v et
g0v(t; v; ")� g

0
v(t; v; 0)

 � ~. Si
on suppose que

det(go)
0
(�0) > 0 et ([go]1)

0

(1)(�0) + ([go]2)
0

(2)(�0) < 0; (6.3)

alors il existe "0 > 0 tel que 8" 2 (0; "0] le système (6:1) possède exactement une
solution T - périodique x" telle que x"(0)! v0 quand "! 0. En outre cette solution
x" asymptotiquement stable.

on a kg(t; v; ")k =
�g1(t; v; ")g2(t; v; ")

� =p(g1(t; v; "))2 + (g2(t; v; "))2
(c) Si det (go)

0
(�0) < 0, alors il existe "0 > 0 tels que pour " 2 (0; "0] le système

(6:1) possède au moins une solution T - périodique non asymptotiquement
stable telle que x"(0)! v0 quand "! 0.

Preuve. Voir [4].
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6.2 Applications

Exemple 6.2.1 On étudie l�existence et la stabilité asymptotique de la solution pé-
riodique de l�équation de Van Der Pol

�u+ "(u2 � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t: (6.4)

On pose (z1; z2) = (u; _u) alors�
_z1 = z2;
_z2 = �"(z21 � 1)z31 � (1 + a")z1 + "� sin t):

(6.5)

On s�intéresse à l�existence d�une seule solution périodique (un seul cycle limite).
Pour cela, on doit véri�er les deux conditions (6:3) du théorème précédent avec la
condition g0(v0) = 0.
Posons �

z1(t)
z2(t)

�
=

�
cos(t) sin(t)
� sin(t) cos(t)

��
x1(t)
x2(t)

�
:�

z1 = cos(t)x1 + sin(t)x2;
z2 = � sin(t)x1 + cos(t)x2;

Z = BX ) X = B�1Z;

tel que

Z =

�
z1(t)
z2(t)

�
; B =

�
cos(t) sin(t)
� sin(t) cos(t)

�
; X =

�
x1(t)
x2(t)

�
B =

�
cos(t) sin(t)
� sin(t) cos(t)

�
) B�1 =

�
cos(t) � sin(t)
sin(t) cos(t)

�
:

Alors �
x1 = cos(t)z1 � sin(t)z2;
x2 = sin(t)z1 + cos(t)z2;�

_x1 = � sin(t)z1 + cos(t) _z1 � cos(t)z2 � sin(t) _z2;
_x2 = cos(t)z1 + sin(t) _z1 � sin(t)z2 + cos(t) _z2:

Donc 8>><>>:
_x1 = "(sin(�t)(�a(cos(t)x1 + sin(t)x2)� ((cos(t)x1 + sin(t)x2)2

�1)(� sin(t)x1 + cos(t)x2)3 + � sin(t));
_x2 = "(cos(�t)(�a(cos(t)x1 + sin(t)x2)� ((cos(t)x1 + sin(t)x2)2

�1)(� sin(t)x1 + cos(t)x2)3 + � sin(t)):

On pose
x1 =M et x2 = N;
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8>><>>:
g1(t;M;N) = sin(�t)(�a(cos(t)M + sin(t)N)� ((cos(t)M + sin(t)N)2

�1)(� sin(t)M + cos(t)N)3 + � sin(t);
g2(t;M;N) = cos(�t)(�a(cos(t)M + sin(t)N)� ((cos(t)M + sin(t)N)2

�1)(� sin(t)M + cos(t)N)3 + � sin(t):

On pose

M = A sin(�) et N = A cos(�);

Alors8>><>>:
g1(t; A sin(�); A cos(�)) = aA sin(t) sin(�+ t) + A5 sin(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)

�A3 cos3(�+ t) sin(t)� � sin2(t);
g2(t; A sin(�); A cos(�)) = �aA cos(t) sin(�+ t)� A5 cos(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)

+A3 cos(t) cos3(�+ t) + � sin(t) cos(t):

Ensuite on calcule (
g0]1(M;N) =

R 2�
0
g1(t;M;N)dt;

g0]2(M;N) =
R 2�
0
g2(t;M;N)dt;

g0]1(A sin(�); A cos(�)) =

2�Z
0

g1(t; A sin(�); A cos(�))dt

=

2�Z
0

aA sin(t) sin(�+ t)dt+

2�Z
0

A5 sin(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)dt

�
2�Z
0

A3 sin(t) cos3(�+ t)dt�
2�Z
0

� sin2(t)dt;

tel que R 2�
0
aA sin(t) sin(�+ t)dt = aA cos(�)�:R 2�

0
A5 sin(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)dt = �1

8
A5 sin(�)�:R 2�

0
A3 sin(t) cos3(�+ t)dt = �3

4
A3 sin(�)�:R 2�

0
� sin2(t) = ��:

Alors

g0]1(A sin(�); A cos(�)) = aA cos(�)� � 1
8
A5 sin(�)� +

3

4
A3 sin(�)� � ��:
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g0]2(A sin(�); A cos(�)) =

2�Z
0

g2(t; A sin(�); A cos(�))dt

= �
2�Z
0

aA cos(t) sin(�+ t)dt

�
2�Z
0

A3 cos(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)dt

+

2�Z
0

A cos(t) cos3(�+ t)dt+

2�Z
0

� sin(t) cos(t)dt;

tel que R 2�
0
aA cos(t) sin(�+ t)dt = aA sin(�)�:R 2�

0
A5 cos(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)dt = 1

8
A5 cos(�)�:R 2�

0
A3 cos(t) cos3(�+ t) = 3

4
A3 cos(�)�:R 2�

0
� sin(t) cos(t)dt = 0:

Alors

g0]2(A sin(�); A cos(�)) = �aA sin(�)� �
1

8
A5 cos(�)� +

3

4
A3 cos(�)�;

puisque
M = A sin(�) et N = A cos(�):

Alors �
g0]1(M;N) = a�N � 1

8
(M2 +N2)2M� + 3

4
(M2 +N2)M� � ��;

g0]2(M;N) = �a�M � 1
8
(M2 +N2)2N� + 3

4
(M2 +N2)N�:

On pose �
a�N � 1

8
(M2 +N2)2M� + 3

4
(M2 +N2)M� � �� = 0;

�a�M � 1
8
(M2 +N2)2N� + 3

4
(M2 +N2)N� = 0:

Alors la solution 2��périodique de système (6.5)�
z1(t) =M cos(t) +N sin(t);
z2(t) = �M sin(t) +N cos(t):

On calcule la matrice jacobienne de g0(M;N)

B = Jg0(M;N) =

 
([g0]1)

0

M(M;N) ([g0]1)
0

N(M;N)

([g0]2)
0

M(M;N) ([g0]2)
0

N(M;N)

!
;
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tel que

([g0]1)
0

M(M;N) = �1
8
(M2 +N2)

2
� � 1

2
M2 (M2 +N2)� + 3

4
(M2 +N2)� + 3=2M2�;

([g0]1)
0

N(M;N) = a� � 1
2
M (M2 +N2)�N + 3

2
MN�;

([g0]2)
0

M(M;N) = �a� � 1
2
M (M2 +N2)�N + 3

2
MN�;

([g0]2)
0

N(M;N) = �1
8
(M2 +N2)

2
� � 1

2
N2 (M2 +N2)� + 3

4
(M2 +N2)� + 3

2
N2�:

On calcule det(B) et trace(B)

trace(B) = trace(Jg0(M;N)) = ([g0]1)
0

M(M;N) + ([g0]2)
0

N(M;N)

= 3�(M2 +N2)� 3
4
�(M2 +N2)2:

det(B) = det(g
0

0(M;N)) =
5

64
�2M8 � 3

4
�2M6 +

27

16
N4�2 +

27

16
M4�2

�3
4
�2N6 +

5

64
�2N8 +

5

16
�2M2N6 � 9

4
�2M4N2

+
15

32
�2M4N4 +

5

16
�2M6N2 +

27

8
M2�2N2 � 9

4
�2M2N4 + a2�2:

Puisque
M = A sin(�) et N = A cos(�);

alors
trace(B) = 3�A2 � 3

4
�A4 < 0;

et

det(B) = �2
�
a2 +

27

16
A4 � 3

4
A6 +

5

64
A8
�
> 0;�

g0]1(A sin(�); A cos(�)) = aA cos(�)� � 1
8
A5 sin(�)� + 3

4
A3 sin(�)� � �� = 0;

g0]2(A sin(�); A cos(�)) = �aA sin(�)� � 1
8
A5 cos(�)� + 3

4
A3 cos(�)� = 0;

cos(�) =
aA

�
;

sin(�) = � 1

8�
A5 +

3

4�
A3:

On remarque que cos2(�) + sin2(�) = 1, alors : (
aA

�
)2 + (� 1

8�
A5 +

3

4�
A3)2 = 1 )

A2

�2
(a2 + (�1

8
A4 + 3

4
A2)2) = 1

A2(a2 + (�1
8
A4 +

3

4
A2)2) = �2:
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En résumé, l�équation (6.4) possède exactement un seul cycle limite asymptotique-
ment stable si les trois équations suivantes sont véri�ées8<: A2(a2 + (�1

8
A4 + 3

4
A2)2)� �2 = 0;

trace(B) = 3�A2 � 3
4
�A4 < 0;

det(B) = �2
�
a2 + 27

16
A4 � 3

4
A6 + 5

64
A8
�
> 0;

3�A2 � 3
4
�A4 < 0) A2 > 4) jAj > 2:

Exemple 6.2.2 On étudie l�existence et la stabilité asymptotique de la solution pé-
riodique de l�équation de Van Der Pol

�u+ "(juj � 1) _u3 + (1 + a")u = "� sin t: (6.6)

On pose (z1; z2) = (u; _u).
Alors �

_z1 = z2;
_z2 = �"(jz1j � 1) _z31 � (1 + a")z1 + "� sin t):

(6.7)

On s�intéresse à l�existence d�une seule solution périodique (un seul cycle limite).
Pour cela, on doit véri�er les deux conditions (6:3)du théorème précédent avec la
condition g0(v0) = 0.
Posons �

z1(t)
z2(t)

�
=

�
cos(t) sin(t)
� sin(t) cos(t)

��
x1(t)
x2(t)

�
:�

z1 = cos(t)x1 + sin(t)x2;
z2 = � sin(t)x1 + cos(t)x2;
Z = BX ) X = B�1Z;

tel que

Z =

�
z1(t)
z2(t)

�
; B =

�
cos(t) sin(t)
� sin(t) cos(t)

�
; X =

�
x1(t)
x2(t)

�
:

B =

�
cos(t) sin(t)
� sin(t) cos(t)

�
) B�1 =

�
cos(t) � sin(t)
sin(t) cos(t)

�
:

Alors �
x1 = cos(t)z1 � sin(t)z2;
x2 = sin(t)z1 + cos(t)z2;�

_x1 = � sin(t)z1 + cos(t) _z1 � cos(t)z2 � sin(t) _z2;
_x2 = cos(t)z1 + sin(t) _z1 � sin(t)z2 + cos(t) _z2;

(6.8)

Donc 8>><>>:
_x1 = " sin(�t)(�a(cos(t)x1 + sin(t)x2)� (jcos(t)x1 + sin(t)x2j

�1)(� sin(t)x1 + cos(t)x2)3 + � sin(t);
_x2 = " cos(�t)(�a(cos(t)x1 + sin(t)x2)� (jcos(t)x1 + sin(t)x2j

�1)(� sin(t)x1 + cos(t)x2)3 + � sin(t):
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On pose
x1 =M et x2 = N;8>><>>:

g1(t;M;N) = sin(�t)(�a(cos(t)M + sin(t)N)� (jcos(t)M + sin(t)N j
�1)(� sin(t)M + cos(t)N)3 + � sin(t);

g2(t;M;N) = cos(�t)(�a(cos(t)M + sin(t)N)� (jcos(t)M + sin(t)N j
�1)(� sin(t)M + cos(t)N)3 + � sin(t):

On pose
M = A sin(�) et N = A cos(�):

Alors8>><>>:
g1(t; A sin(�); A cos(�)) = aA sin(t) sin(�+ t) + jAjA3 sin(t) jsin(�+ t)j cos3(�+ t)

�A3 sin(t) cos3(�+ t)� � sin2(t);
g2(t; A sin(�); A cos(�)) = �aA cos(t) sin(�+ t)� jAjA3 cos(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)

+A3 cos(t) cos3(�+ t) + � sin(t) cos(t):

Ensuite on calcule (
g0]1(M;N) =

R 2�
0
g1(t;M;N)dt;

g0]2(M;N) =
R 2�
0
g2(t;M;N)dt;

g0]1(A sin(�); A cos(�)) =

2�Z
0

g1(t; A sin(�); A cos(�))dt

=

2�Z
0

aA sin(t) sin(�+ t)dt

+

2�Z
0

jAjA3 sin(t) jsin(�+ t)j cos3(�+ t)dt

�
2�Z
0

A3 sin(t) cos3(�+ t)dt�
2�Z
0

� sin2(t)dt;

tel que

jsin(�+ t)j =
�
sin(�+ t) si �+ t 2 [0; �]
� sin(�+ t) si �+ t 2 [�; 2�] )

jsin(�+ t)j =
�
sin(�+ t) si t 2 [��; � � �]
� sin(�+ t) si t 2 [� � �; 2� � �]R 2�

0
aA sin(t) sin(�+ t)dt = aA cos(�)�;R 2�

0
A3 sin(t) cos3(�+ t)dt = �3

4
A3 sin(�)�;R 2�

0
� sin2(t) = ��:

55



6.2. APPLICATIONS

Si � > 0 alors

2�Z
0

jAjA3 sin(t) jsin(�+ t)j cos3(�+ t)dt = jAjA3[
���Z
0

sin(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt

�
2���Z
���

sin(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt

+

2�Z
2���

sin(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt]

= jAjA3[�4
5
sin(�)];

Si � < 0 ) �� > 0 alors
2�Z
0

aA sin(t) sin(�+ t)dt = aA cos(�)�;

2�Z
0

jAjA3 sin(t) jsin(�+ t)j cos(�+ t)dt = jAjA3[�
��Z
0

sin(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt;

+
R ���
�� sin(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt�

R 2�
��� sin(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt]

= jAjA3[�4
5
sin(�)]:

Alors

g0]1(A sin(�); A cos(�)) = aA cos(�)� � 4
5
jAjA3 sin(�) + 3

4
A3 sin(�)� � ��;

g0]2(A sin(�); A cos(�)) =
R 2�
0
g2(t; A sin(�); A cos(�))dt;

= �
R 2�
0
aA cos(t) sin(�+ t)dt�

R 2�
0
A jAj cos(t) sin2(�+ t) cos3(�+ t)dt

+
R 2�
0
A3 cos(t) cos3(�+ t)dt+

R 2�
0
� sin(t) cos(t)dt;

tel que

2�Z
0

aA cos(t) sin(�+ t)dt = aA sin(�)�;

2�Z
0

A3 cos(t) cos3(�+ t) =
3

4
A3 cos(�)�;

2�Z
0

� sin(t) cos(t)dt = 0:
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Si � > 0 alors

2�Z
0

jAjA3 cos(t) jsin(�+ t)j cos3(�+ t)dt = jAjA3[
���Z
0

cos(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt

�
2���Z
���

cos(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt

+

2�Z
2���

cos(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt]

= jAjA3[4
5
cos(�)];

Si � < 0 ) �� > 0 alors

2�Z
0

jAjA3 cos(t) jsin(�+ t)j cos3(�+ t)dt = jAjA3[�
��Z
0

cos(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt

+

���Z
��

cos(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt

�
2�Z

���

cos(t) sin(�+ t) cos3(�+ t)dt]

= jAjA3[4
5
cos(�)];

alors

g0]2(A sin(�); A cos(�)) = �aA sin(�)� �
4

5
jAjA3 cos(�)� + 3

4
A3 cos(�)�;

Puisque
M = A sin(�) et N = A cos(�);

alors �
g0]1(M;N) = a�N + 3

4
(M2 +N2)M� � 4

5
(M2 +N2)

3
2M� � ��;

g0]2(M;N) = �a�M + 3
4
(M2 +N2)N� � 4

5
(M2 +N2)

3
2N�:

On pose
M = A sin(�) et N = A cos(�):
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6.2. APPLICATIONS

Alors �
g0]1(M;N) = a�N + 3

4
(M2 +N2)M� � 4

5
(M2 +N2)

3
2M� � ��;

g0]2(M;N) = �a�M + 3
4
(M2 +N2)N� � 4

5
(M2 +N2)

3
2N�:

On pose �
a�N + 3

4
(M2 +N2)M� � 4

5
(M2 +N2)

3
2M� � �� = 0;

�a�M + 3
4
(M2 +N2)N� � 4

5
(M2 +N2)

3
2N� = 0:

Alors la solution 2��périodique de système (6.7) est�
z1(t) =M cos(t) +N sin(t);
z2(t) = �M sin(t) +N cos(t):

On calcule la matrice jacobienne de g0(M;N)

B = Jg0(M;N) =

 
([g0]1)

0

M(M;N) ([g0]1)
0

N(M;N)

([g0]2)
0

M(M;N) ([g0]2)
0

N(M;N)

!
:

tel que

([g0]1)
0

M(M;N) =
3

4

�
M2 +N2

�
� +

3

2
M2� � 4

5

�
M2 +N2

� 5
2 � 4M2

�
M2 +N2

� 3
2 ;

([g0]1)
0

N(M;N) = a� +
3

2
MN� � 4M

�
M2 +N2

� 3
2 N;

([g0]2)
0

M(M;N) = �a� + 3
2
MN� � 4M

�
M2 +N2

� 3
2 N;

([g0]2)
0

N(M;N) =
3

4

�
M2 +N2

�
� +

3

2
N2� � 4

5

�
M2 +N2

� 5
2 � 4N2

�
M2 +N2

� 3
2 :

On calcule, det(B) et trace(B)

trace(B) = trace(Jg0(M;N)) = ([g0]1)
0

M(M;N) + ([g0]2)
0

N(M;N)

= 3M2� + 3N2� � 28
5

p
M2 +N2M4

�56
5

p
M2 +N2M2N2 � 28

5

p
M2 +N2N4

= 3�(M2 +N2)� 28
5
(
p
M2 +N2)(M2 +N2)2:

det(B) = det(g
0

0(M;N)) =
27

16
M4�2 +

27

16
N4�2 � 27

5
M6
p
M2 +N2� �

81

5
M4
p
M2 +N2�N2 � 81

5
N4�

p
M2 +N2M2 � 27

5
N6�

p
M2 +N2

+
27

8
M2�2N2 +

96

25
M10 +

96

5
M8N2 +

192

5
M6N4 +

192

5
M4N6

+
96

5
M2N8 +

96

25
N10 + a2�2:

58



CHAPITRE 6. STABILITÉ ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS
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Puisque
M = A sin(�) et N = A cos(�):

Alors
trace(B) = �1

5
A2
�
�15� + 28 jAjA2

�
;

et
det(B) = a2�2 +

27

16
A4�2 � 27

5
A6 jAj� + 96

25
A10;�

g0]1(A sin(�); A cos(�)) = aA cos(�)� � 4
5
jAjA3 sin(�) + 3

4
A3 sin(�)� � �� = 0;

g0]2(A sin(�); A cos(�)) = �aA sin(�)� � 4
5
jAjA3 cos(�)� + 3

4
A3 cos(�)� = 0:

On pose
cos(�) = � ; sin(�) = �:

Alors �
aA�� + (3

4
A3� � 4

5
A3 jAj)�� �� = 0;

3
4
A3�� + (�aA� � 4

5
A3 jAj)� = 0:

On résout le système. Alors

� =
20� (�4a2 + 3A�)

A2 (45A2� + 64 jAj a� 48A2 jAj) ;

� =
4(15aA� + 16 jAj�� 16A jAj a)
A (45A2� + 64 jAj a� 48A2 jAj) :

On remarque que cos2(�) + sin2(�) = 1;alors

�2304A9 +
�
�2025�2 + 4320 jAj�

�
A8 + 6144A7a

�5760A6� jAj a+
�
3600a2�2 � 7680a2� jAj � 8192�a

�
A4

+
�
7680a� jAj�+ 4096�2

�
A3 + 3600�2A2�2

�9600�2a2A�+ 6400�2a4 = 0:
En résumé, l�équation (6.6) possède exactement un seul cycle limite asymptotique-
ment stable si les trois équations suivantes sont véri�ées8>>>>>><>>>>>>:

�2304A9 + (�2025�2 + 4320 jAj�)A8 + 6144A7a
�5760A6� jAj a+ (3600a2�2 � 7680a2� jAj � 8192�a)A4
+
�
7680a� jAj�+ 4096�2

�
A3 + 3600�2A2�2

�9600�2a2A�+ 6400�2a4 = 0;
trace(B) = �1

5
A2 (�15� + 28 jAjA2) < 0;

det(B) = a2�2 + 27
16
A4�2 � 27

5
A6 jAj� + 96

25
A10 > 0:

�1
5
A2
�
�15� + 28 jAjA2

�
< 0) �15� + 28 jAjA2 > 0) jAj3 > 15�

28
:

59



CHAPITRE 7

Nombre maximal de cycles limites d�une classe de systèmes
de Liénard généralisés via la théorie de moyennisation

7.1 Introduction

Dans l�article [22] les auteurs ont étudié le système suivant�
_x = y � " (g11 (x) + f11 (x) y) ;
_y = �x� " (g21 (x) + f21 (x) y) ;

(7.1)

où g11, f11, g21 et f21 sont des polynômes de degré k, l, m et n, respectivement, et
" est un petit paramètre.
Dans ce chapitre, on va utiliser le théorème 2:1:1 du chapitre 2 a�n d�étudier le
nombre maximal de cycles limites de certains systèmes de Liénard généralisés de la
forme �

_x = y � " (g11 (x) + f11 (x; y) y) ;
_y = �x� " (g21 (x) + f21 (x; y) y) ;

(7.2)

où g11, g21sont des polynômes de degré k, m et f11 et f21 sont des polynômes de
degré l, n en x et y, respectivement, et " est un paramètre su¢ samment petit.

Théorème 7.1.1 En appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre au

système (7.2), au plus max
��

l

2

�
;

�
k � 1
2

�
;
hn
2

i�
cycles limites bifurquent des or-

bites périodiques du centre linéaire _x = y, _y = �x.

7.2 Démonstration du théorème 7.1.1

Pour démontrer le théorème 7.1.1, on utilise la méthode de moyennisation du
premier ordre. Nous écrivons le système (7.1) en coordonnées polaires (r; �)
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où x = r cos � et y = r sin �, r > 0.
Avec ceci, le système (7.1) se met sous la forme standard pour pouvoir appliquer la
méthode de moyennisation

f11 (x; y) =
lX

i+j=0

ai;j;1x
iyj; f21 (x; y) =

nX
i+j=0

ai;j;2x
iyj; g11 (x) =

kX
i=0

bi;1x
i

et g21 (x) =
mX
i=0

bi;2x
i:

Le système (7.1) devient

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

_r = �"(
lP

i+j=0

ai;j;1r
i+j+1 cosi+1 � sinj+1 � +

kP
i=0

bi;1r
i cosi+1 �+

nP
i+j=0

ai;j;2r
i+j+1 cosi � sinj+2 � +

mP
i=0

bi;2r
i cosi � sin �);

_� = �1� "(
nP

i+j=0

ai;j;2r
i+j cosi+1 � sinj+1 � +

mP
i=0

bi;2r
i�1 cosi+1 �

�
lP

i+j=0

ai;j;1r
i+j cosi � sinj+2 � �

kP
i=0

bi;1r
i�1 cosi � sin �):

(7.3)

On considère maintenant � comme nouvelle variable indépendante ; le système (7.3)
s�écrit sous la forme

dr

d�
= "(

lX
i+j=0

ai;j;1r
i+j+1 cosi+1 � sinj+1 � +

kX
i=0

bi;1r
i cosi+1 � +

nX
i+j=0

ai;j;2r
i+j+1 cosi � sinj+2 � +

mX
i=0

bi;2r
i cosi � sin �) +O

�
"2
�

et

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

(
lX

i+j=0

ai;j;1r
i+j+1 cosi+1 � sinj+1 � +

kX
i=0

bi;1r
i cosi+1 �

+
nX

i+j=0

ai;j;2r
i+j+1 cosi � sinj+2 � +

mX
i=0

bi;2r
i cosi � sin �)d�:
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7.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 7.1.1

Pour calculer l�expression exacte de F10 on utilise les formules suivantes

2�Z
0

cosi+1 � sinj+1 �d� =

�
0 si i pair ou j pair
�ij si i impair et j impair

2�Z
0

cosi+1 �d� =

�
0 si i pair
�i si i impair

2�Z
0

cosi � sinj+2 �d� =

�
0 si i impair ou j impair
ij si i pair et j pair

2�Z
0

cosi � sin �d� = 0, pour i = 0; 1; :::

d�où

F10(r) =
lX

i+j=2;si i impair et j impair

ai;j;1r
i+j+1�ij +

kX
i=1;i impair

bi;1r
i�i

+
nX

i+j=0;i pair et j pair

ai;j;2r
i+j+1ij.

Donc le polynôme F10(r) a au plus max
��

l

2

�
;

�
k � 1
2

�
;
hn
2

i�
racines positives, et

de plus on peut choisir les coe¢ cients ai;j;1avec i impair et j impair, ai;j;2 avec i pair et

j pair et bi;1avec i impair de tel que F10(r) admet exactementmax
��

l

2

�
;

�
k � 1
2

�
;
hn
2

i�
racines positives simples. Ceci complète la démonstration du théorème 7.1.1.
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Conclusion

La méthode de moyennisation est une méthode e¢ cace pour étudier le nombre
maximal des cycles limites et la stabilité de ces cycles limites, et de l�approximation
des cycles limites des systèmes di¤érentiels polynomiaux. Cette méthode consiste à
donner une relation quantitative entre les solutions d�un système di¤érentiel pério-
dique non autonome et celle de son système di¤érentiel moyenné lequel est autonome.
L�application de cette méthode du premier ordre au système di¤érentiel�

�x+ x = "f(x; y);
�y + y = "g(x; y):

Où " est un paramètre su¢ samment petit f et g sont des polynômes arbitraires de
degré 4 en ce qui concerne les variables x et y a donné des résultats intéressants.
Notre travail futur consistera à l�application de cette méthode au système di¤érentiel�

�x+ x = "f(x; y);
�y + y = "g(x; y):

Où f et g sont des polynômes arbitraires de degré n > 4:
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