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Introduction

La deuxiéme partie du 16°™¢ probléme de Hilbert ( 13°™¢ probléme de Smale )
consiste a trouver le nombre maximum de cycles limites qu'un champ de vecteur
polynémial d’un degré fixe peut avoir. Une formulation de ces problémes et leurs
développements récents ont été ainsi rappelés. Il y avait plusieurs tentatives de
résoudre le 16°™¢ probléme de Hilbert et jusqu’ici tous ont échoué.

Le systeme différentiel classique de Liénard est

{izv (1)

y=—x—f(x)y;

ou f(x) est un polynoéme de degré n. Pour ce systéme, Lins et al [20] ont énoncé
n
la conjecture que si f (z) de degré n > 1, alors le systéme (1) a au plus [5} cycles

limites. Ils ont prouvé aussi cette conjecture pour n = 1, 2. Récemment, la conjecture
a été également prouvée pour n = 3, voir Li et Llibre [18]. Pour n > 5, Dumortier
et al [15] et De Maesschalck et Dumortier [11] ont prouvé que la conjecture n’est
pas vraie pour n > 5. En bref, & ce moment, la conjecture est seulement ouverte
pour n = 4. Beaucoup de résultats sur les cycles limites des systémes différentiels
polynomiaux ont été obtenus en considérant les cycles limites qui bifurquent d’un
seul point singulier dégénéré (c-a-d d’une bifurcation de Hopf), qui s’appellent les
cycles limites de faible amplitude, voir Lloyd [27]. Il y a des résultats partiels au
sujet du nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour les systémes
différentiels polynomiaux de Liénard. Le nombre de cycles limites de faible amplitude
donne une borne inférieure pour le nombre maximum de cycles limites pour un
polynome différentiel que le systéme peut avoir. Il y a beaucoup de résultats au
sujet de I'existence des cycles limites de faible amplitude pour le systéme de Liénard
généralisé suivant

{?Z% 2)

y=—g(x)— f(2)y,

1
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ou f(z) et g(z) sont des polynémes de degré n et m, respectivement. Nous déno-
tons par H(m,n) le nombre maximum de cycles limites du systéme (2). Ce nombre
s’appelle habituellement le nombre de Hilbert pour ce systéme.

i) En 1928, Liénard [19] a prouvé que si m = 1 et F(z) = /f(s)ds est une
0

fonction continue et impaire qui a une unique racine positive en x = a, et qui est
strictement croissante pour = > a, alors le systéme (2) posséde un unique cycle
limite.

(ii) En 1973, Rychkov [34] a prouvé que si m = 1 et F(z) est un polynome de
degré cinq et impaire, alors le systeme

(2) n’a au plus que deux cycles limites.

(iii) En 1977, Lins et al [20] ont prouvé que H(1,1) =0et H(1,2) = 1.

(iv) En 1998, Coppel [7] a prouvé que H(2,1) = 1.

(v) Dumortier et Rousseau [14] et Dumortier et Li [12] ont prouvé que

H(3,1) = 1.

(vi) En 1997, Dumortier [13] a prouvé que H(2,2) = 1.

(vii) En 2012, Li et Llibre [18] ont prouvé que H(1,3) = 1.
Jusqu’a présent et autant que nous connaissons, seulement pour ces cing cas (7i7) —
(vii) a nombre de Hilbert pour le systéme (2) déterminé. Le nombre maximum de
cycles limites de faible amplitudes pour le systéme (2) est dénoté par H(m, n). Blows
et Lloyd [1], Lloyd et Lynch [28] et Lynch [29] ont prouvé que

- n
si g est impair, puis H(m,n) = o1k
si f est pair, alors H (m,n) = n, quelque soit g,

N -2
si f est impair, puis H(m,2n + 1) = [mT] +n, et
si g(x) =z + ge(x), out g.(z) est pair, puis H(2m,2) = m.
Christopher et Lynch [5], Lynch [30], [31] et Lynch et Christopher [32] ont développé
une nouvelle méthode algébrique pour déterminer les quantités de Liapunov du
systéme (2) et ont montré

- 2 1

H<27n)_|:n;_ :|7

N 3 2

H(m,3) =2 mt },pourtout1<m§50,
N 3 2

H(3, ):2[77,—1— },pourtout1<m§50,et

H(4,k) = H(k,4), k=6,7,8,9 et H(5,6) = H(6,5).
En 1998, Gasull et Torregrosa [16] ont obtenu des bornes supérieures pour H (7,6),
H(6,7), H(7,7) et H(4,20).
En 2006, Yu et Han [37] ont prouvé que ]f[(m, n) = ﬁ(n, m), pour n = 4, m = 10,

2
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11,12, 13; n =5, m = 6,7,8,9, n = 6, m = 5,6; voir aussi Llibre et al [25] pour
une table avec toutes les valeurs en détail.

En 2010, Llibre et al [25] ont calculé le nombre maximum de cycles limites H (m, n) de
systéme (2) qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire & = y,y = —x,
utilisant la méthode de moyennisation d’ordre k£ ou k =1, 2, 3.

Le plan de cette thése est le suivant

Le chapitre 1 présente quelques rappels et des notions préliminaires des systémes
différentiels.

Dans le chapitre 2 nous présentons les théorémes importants de la méthode de
moyennisation du premier et second ordre avec des exemples.

Dans le chapitre 3 on étudie 'existence les cycles limites du systéme différentiel

suivant

{ i+x=cf(z,y),

j+y=ceg(zy),

ol ¢ est un parameétre suffisamment petit. f et g sont des polynémes arbitraires de
degré 4 en les variables x et y.
Ce chapitre a été publié dans le journal " Annals of Differential Equations". Zouhair
Diab and Amar Makhlouf " Limit cycles to a four-dimensional linear center ". 29
No 4, 399 — 405 (2013). Voir [8].
Dans le chapitre 4 on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier le nombre maximum de cycles limites du systéme différentiel généralisé
perturbé suivant

Cbl = —.1’2(1 + 5171) + € (awl + Pl (.I'l, ...,l‘d)) s
‘7‘:2 = :1:1(1 + .731) +e (axQ + P2 (xlv ...,de)) )
I.k =& (bk.fk + Pk (l‘l, ...,J,’d)),

ou Py (x1,...,x4) pour k = 1,...,d sont des polynomes de degré n commengant par
des termes de degré 2, pour k = 3, ...,d, a et by € R sont des constantes arbitraires.
Ce chapitre a été publié dans le journal " Journal of Applied Mathematics ". Zouhair
Diab and Amar Makhlouf. "Limit Cycles for the Class of D -Dimensional Polynomial
Differential Systems". Volume 2016, Article ID 1868027, 5 pages. Voir [10].

Dans le chapitre 5, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier 'existence des solutions 2m—périodiques de systéme différentiel non
autonome suivant

F+ax=clF(t,x, ),

et on donne quelques exemples.
Dans le chapitre 6, nous allons étudier ’existence, I'unicité et la stabilité asymp-
totique des solutions périodiques des équations de Van Der Pol suivantes

i +e(u? —1)i®+ (1 +ag)u = eAsint,
i+e(|ul — 1) + (1+as)u = elsint,

3
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ol « et A\ sont deux constantes réelles et € est un parameétre suffisamment petit.
Ce chapitre a été publié dans le journal " Advances in Dynamical Systems and
Applications (ADSA) " Zouhair Diab and Amar Makhlouf " Asymptotic Stability
of Periodic Solutions for Differential Equations " Volume 11 Number 1, 1—14 (2016).
Voir [9].

Dans le chapitre 7, on va utiliser la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier le nombre maximal de cycles limites de certains systémes de Liénard
généralisés de la forme

{ =y —e(gu(x)+ fulr,y)y),
y=—x—¢c(ga () + far (v,9)y),

ol g11, go18ont des polyndmes de degré k, m et fi; et fo; sont des polyndémes de
degré [,n en x et y, respectivement, et € est un parameétre suffisamment petit.



CHAPITRE 1

Notions Préliminaires

Ce chapitre contient quelques définitions et résultats des systémes dynamiques
et des équations différentielles ordinaires. On commence par définir les systémes
dynamiques, point critique et point critique hyperbolique, solution stable et asymp-
totiquement stable, flot d’une équation différentielle, plan et portrait de phase, les
fonctions de Lyapunov, conditions de stabilité d’'un systéme différentiel linéaire so-
lution périodique, cycle limite, cycle limite hyperbolique, systéme différentiel au-
tonome, systéme Hamiltonien, systéme gradient, stabilité des systémes différentiels
linéaire & coefficients constants dans R?, théoréme de Bezout, Intégrale premiére.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application
¢ : R xR" — R" tel que

(1) ¢(.,,z):R™ — R"™ est continue

(2) ¢ (t,.): R — R" est continue

(3) ¢(0,7) ==

(4) p(t+s,x)=p(t,p(s,x)) Vt,s € R,Vr € R"

1.2 Point critique et point critique hyperbolique

Définition 1.2.1 On appelle point critique, point d’équilibre, point singulier ou
point fixe du systéme différentiel non linéaire

i = f(z),x € R (1.1)

un point ro € R™ tel que f(x9) = 0.



1.3. SOLUTION STABLE ET ASYMPTOTIQUEMENT STABLE

Définition 1.2.2 Soit zy un point critique de (1.1). Soit le systéme linéaire
&= Ax ou A= Df ()

Az est une bonne approximation de (1.1) au voisinage de xg, un point critique o
est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A n’a de partie réelle nulle.

1.3 Solution stable et asymptotiquement stable

Définition 1.3.1 Soit le systéeme différentiel non autonome et non linéaire

dx

azf(t,x),xeR”,teR (1.2)

On suppose que f(t,x) satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité
des solutions. Une solution ¢(t) du systéme (1.2) telle que ¢(to) = ¢, est dite stable
au sens de Lyapunov si :

Ve > 0,36 > 0 tel que pour toute solution x(t) dont la valeur initiale z(ty) vérifie :

[2(to) = doll <0 = [lz(t) — ()] <&,V > to.

Si en plus 3 liin llz(t) — o(t)]| = 0, alors la solution ¢(t) est un asymptotiquement
stable.

1.4 Flot d’une équation différentielle
Définition 1.4.1 Soit le systéme non linéaire
&= f(z),
et le probléeme a valeurs initiales
&= f(z), x(0) = zo avec x € R",

E un sous ensemble ouvert de R" et f € C (E). Pour xyg € E et ¢ (t, o) la solution
du probléme a valeurs initiales, 'ensemble des applications ¢, définis par

¢y (o) = & (L, 70)

est appelé le flot du systéme différentiel.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.5 Plan et portrait de phase

Définition 1.5.1 Soit le systéme planaire

&= P(zy),
{ y:Q(xay)v (13)

un portrait de phase est [’ensembles des trajectoires dans [’espace de phase. En par-
ticulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t),y (t)) du systéme (1.3) représentent dans le plan (z,y)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme sont des solutions
constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (zoy) est le plan de phase.

1.6 Les fonctions de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov, a 'instar des fonctions intégrales premiéres, sont des
outils globaux d’étude des systémes dynamiques. Elles permettent, dans le cas ot le
théoréeme de linéarisation ne s’applique pas, de montrer qu’un point d’équilibre est
asymptotiquement stable (stable). L’idée développée par Aleksandr Mikhailovitch
Lyapunov, mathématicien russe de la fin du X I X®"¢siécle, spécialiste de la stabilité
des systémes, et particulierement de ceux issus de la mécanique des fluides, a été
d’introduire des fonctions réelles et d’étudier leurs variations le long des trajectoires
du systéeme (1.1).

Définition 1.6.1 (Fonctions (semi) définies positives)Une fonction scalaire V(x)
continiment différentiable (par rapport a x) est dite définie positive dans une région
autour de l’origine si :

1) V(0) =0,

2) V(z) > 0, pour tout x € Q CR" /x # 0.

Si (2) est remplacée par V(x) > 0, alors la fonction est dite semi-définie positive.
La méthode des fonctions de Lyapunov consiste a étudier directement la stabilité des
points singuliers d’un systéme différentiel (1.1), a l'aide d’une fonction convenable-
ment choisie V (x) que l'on appelle fonction de Liapunov et ceci sans rechercher au
préalable les solutions du systéme.

Théoréme 1.6.1 (théoréme de Lyapunov de la stabilité) Si pour le systéme (1.1) il
existe une fonction V(x) (fonction de Lyapunov) de signe défini (définie positive ou

définie négative) tel que
AV =0V
T ;a—xzf i (),

est une fonction semi-définie (positive ou négative) de signe inverse de V ou est
identiquement nulle, alors le point singulier v = 0 est stable.

7



1.7. CONDITIONS DE STABILITE D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL
LINEAIRE

Théoréme 1.6.2 (théoréme de Lyapunov de la stabilité asymptotique) Si pour le
systéme (1.1) il existe une fonction V(x) (fonction de Lyapunov) de signe défini
(définie positive ou définie négative) tel que

AV ROV

T o a—%fz' (),

est une fonction semi-définie (positive ou négative) de signe inverse de V, alors le
point singulier x = 0 est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.6.3 (théoréme de Lyapunov de l'instabilité) Supposons que pour le
systéeme (1.1) il existe une fonction V(z) dérivable au voisinage de l’origine 0 et
telle que V(0) = 0. S

AV R~V

— =) - Jilr),
fi(z) est définie positive et s’il existe aussi prés que l’on veut de 'origine des points

en lesquels la fonction V (x) prend des valeurs positives, alors le point singulier x = 0
est instable .

1.7 Conditions de stabilité d’un systéme différen-
tiel linéaire

. , N . , . . .. ! N
Considérons le systeme différentiel linéaire + = Ax, ou x € R" et A est une
matrice carrée n X n a coefficients réelles constants.

Définition 1.7.1 Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leur partie réelle
strictement négative, alors toutes les solutions de ©° = Ax tendent vers 0 quand t
tend vers +o0o et l'origine est un équilibre stable.

Si l'une au moins des valeurs propres est de partie réelle strictement positive, [’ori-
gine est un point d’équilibre instable.

Si la matrice A est diagonalisable et si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
négative ou nulle, alors l'origine est un point d’équilibre stable.

1.8 Solution périodique

Définition 1.8.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire 1, (x) du systéme
différentiel non linéaire (1.1) telle qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant

Y(t+T,z)=1(t,z) pourT > 0.

Le plus petit réel T' > 0 qui vérifie la formule précédente est appelé période. Pour un
systeme autonome, a toute solution périodique correspond une orbite fermée dans
l’espace de phase.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.9 Cycle limite

Définition 1.9.1 Pour un systéme plan, on appelle cycle limite est une orbite fer-
mée isolé. C’est a dire, au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre
orbite fermé. La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires
de son voisinage.

Poincaré introduit cette notion dans son second mémoire de 1882, a partir de ses
travauz sur le probléme des trois corps notamment.

1.10 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.10.1 Supposons que le systéme (1.3) a une orbite périodique (z (t) ,y (1))

de période T'. Soit
T

i [(5 -5

Si§ > 0 (resp. § < 0) alors lorbite périodique (x (t),y (t)) est un cycle limite in-
stable (resp.stable). Une orbite périodique (x (t),y(t)) ayant § # 0 est un cycle
limite hyperbolique.

1.11 Amplitude

Définition 1.11.1 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la va-
riable x du cycle limite.

1.12 Existence et non-existence de cycle limite

Une condition suffisante de non-existence de cycle limite est donnée par :

Théoréme 1.12.1 Il n’y pas de trajectoire fermée dans un domaine simplement

P 0
conneze ) du plan de phase dans lequel la divergence — + —Q garde un signe

ox Jy

constant.

Théoréme 1.12.2 Si toutes les trajectoires du systéme (1.3) entrent transversa-
lement dans un domaine fermé et borné D du plan ne contenant pas de points
d’équilibres du systéme (1.3), et ne ressortent pas de ce domaine, alors ce domaine
contient au moins une orbite périodique.



1.13. SYSTEME DIFFERENTIEL AUTONOME

1.13 Systéme différentiel autonome

Soit le systeme différentiel
= f(x), x € R",

ou le expression f(z) ne dépendent pas de ¢, on dit que le systéme est autonome.

1.14 Systéme Hamiltonien

Soit F un ouvert de R?" et H € C*(F) tel que H = H (z,y) avec x,y € R".

Un systéme de la forme

:.E_@H

=5

_ o

y ax7

ou

o _ (o8 oHY'
dr  \ox " ox, )
o (o onY’
dy oy Yn)

est dit systéme Hamiltonien & n degré de liberté sur E.

1.15 Systéme gradient

Soit F un ouvert de R™ et V € C? (E) .Un systeme de la forme
T =—gradV (x),

ou .
ov oV
gradV(x) = (a—xl, ..... , 8_%> ,

s’appelle systéme gradient sur E.

1.16 Stabilité des systémes différentiels linéaire a
coefficients constants dans R

Considérons le systéme différentiel linéaire
ﬂ'U:a:U%—by?OﬁA: a b
y=cxr+dy c d

10



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

On supposera det A # 0; L’origine est un seul point critique de ce systéme.
(1) Les valeurs propres \;, \; de A sont réelles

Si A et Ay sont < 0, (A} # A2) le point d’équilibre (0,0) est noeud impropre
stable

S vt w e M L 1 i 4 F e
e N WSk xﬁxt i 5w
T T R Y Y A O£ -
e ), t d N £ -
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noeud impropre stable

si A\ et Ag sont > 0, (A1 # A2) le point d’équilibre (0, 0) est noeud propre instable
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Noeud impropre instable

si A1, A2 de signes opposés, par exemple A\; < 0 < Ao. Il s’agit d'un col (selle)
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1.16. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRE A

COEFFICIENTS CONSTANTS DANS R?

toujours instable

ey |
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Selle

A. Deux cas sont possibles

si )\1 = )\2

est un noeud propre.

)

0,0

(a) A est diagonalisable. Le point d’équilibre (
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o nEp A e
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AAAALETE DI TRV A
AAALEAEEEI LR AN AAY,
ARAPAEET T THRURAARAN
AAAEPEETEIE Y ARAAAAA

Sl SRR RARRARAN!

A< 0

Noeud propre stable si
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:A>0

Noeud propre instable si
(b) A est non diagonalisable. Le point d’équilibre (0,0) est un noeud

exceptionnel.
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1.16. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRE A
COEFFICIENTS CONSTANTS DANS RR2

i $ffffﬂﬁﬁhmm
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Noeud exceptionnel instable st : A >0

(2) Les valeurs propres de A sont complexes
(a) Si \j et Ay complexe conjuguées avec la partie réelle non nulle, (A} = o + i3, A\ = a — if3)
le point d’équilibre (0,0) est foyer stable si o < 0.

A g
o ﬂf{#f il

r -l Rl -

g

Foyer stable

Le point d’équilibre (0, 0) est foyer instable si a > 0.
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Foyer instable

(b) Si A et Ay imaginaires pures, (A} = i3, \y = —if3)
le point d’équilibre (0,0) est centre.
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centre
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1.17. THEOREME DE BEZOUT

1.17 Théoréme de Bezout

Théoréme 1.17.1 Soient P;, j = 1,...,n des polynomes en ces variables (z1, T2, .., T4)
de dégré d;, j = 1,...,n. Considérons le systéme polynomial suivant

Ou (x4, T, ...,q) € RL Si le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est
borné par
dy X dy X ... X d,.

voir [35].

1.18 Intégrale premiére

Définition 1.18.1 On appelle intégrale premiére du systéme

{ iy = fi(z1,72) (21, 72) € R?

Ty = fi (21, 22)

une fonction H(xq,xs,t) qui est constante sur les trajectoires. La fonction H vérifie

la propriété suivantes
dH OH . 0H .

= —x1 + 7—T2.

% 8x1 8I2
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CHAPITRE 2

Méthode de moyennisation

Le travail essentiel de ce chapitre consiste a la recherche des cycles limites des

systémes différentiels polynomiaux. Des exemples des systémes ont été donnés pour
montrer que le nombre maximum de cycles limites est atteint.
La théorie de moyennisation est un outil classique et muri pour étudier le comporte-
ment de la dynamique des systemes dynamiques lisses non linéaires, et en particulier
de leur orbites périodiques. La méthode de moyennisation a une longue histoire qui
commence avec les ceuvres classiques de Lagrange et de Laplace qui ont fourni une
justification intuitive du processus. La premiére formalisation de cette procédure est
due a Fatou (1928). Des contributions pratiques et théoriques importantes dans cette
théorie ont été faites par Bogolioubov et Krylov (voir Bogolioubov et al. (1934) et
Bogolioubov (1945)). La méthode de moyennisation du premier ordre pour l'étude
des orbites périodiques peut étre trouvée dans Verhulst (1991), vous pouvez aussi
consulter Guckenheimer et al. (1990).

2.1 Meéthode de moyennisation du premier ordre

On considére le systéme différentiel a valeur initiale suivante

i(t) = eF(t,x(t)) + 2R(t, z(t),e) , 2(0) = (2.1)

avec z,y,ro € D C R", D un domaine borné et ¢t > 0. Nous supposons que F'(¢,x)
et R(t,z,e) sont T'—périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systéme (2.1)
est

y(t) =ef*(y(t) , y(0) =, (2.2)

17



2.1. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

ou
T

) = [ Fowis 2.3

Le théoréme suivant nous donne des conditions sous lesquelles les points singuliers
du systéme moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.1).

Théoréme 2.1.1 Considérons le systéme (2.1) et supposons que les fonctions vec-
torielles F, R, D,F, et DXF sont continues et bornées pour une constante M (in-
dépendante de €) dans [0,00) X D avec —egg < € < €.

On suppose que F et R sont T'—périodiques en t avec T indépendante de €.

(a) Sip € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2) tel que

det (D, f° (p)) #0 (2.4)

alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique x.(t) du
systéme (2.1) telle que . (t) — p pour € — 0.

(b) Si le point singulier y = p du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique alors pour
le| > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x.(t) du systéme
(2.1) est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité que p.

Preuve. Les prétentions garantissent que l’existence et 1'unicité des solutions des

1
problémes a valeur initiale (2.1) et (2.2) sur ’échelle de temps —que nous considérons
£

t

u(t,x) = / [F (s,z) — f° ()] ds. (2.5)

0

Alors

t

Ju(t,z)]| = / [F (s,2) — 1 (a)] ds =

t

0
¢ X T
< /||F(s,x)||ds+/ ?/F(s,m)ds ds.
0 0

0
Si F(s,x) est un bornées par constant M et 0 <t < 7T alors

t

¢ T
1
/||F(s,x)||ds—|—/ T/F(s,x)ds ds < 2tM < 2T M.
0 0 0

Alors
lu(t,z)|| < 2MT.

18



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

Nous considérons maintenant une transformation
x(t)=z(t)+eul(t,z(t)). (2.6)

Cette transformation sera employée pour simplifier 'équation (2.1) Différentiation
de (2.6) et substitution dans (2.1) des rendements

b= e (a2 bt
T = z 68tu 2) g ult 2) 2

= itelu(t) etz
= Z Eatu , 2 582'& ,Z)Z

= eF(t,z+eu(tz) +e?R(t,z+eu(t,2),e),

T = 5%u (t,z) + (I—I—e%u (t,z)) z
= c(F(t,2)— f2(2)) + (IJrs%u (t,z)) 3
— eF(t,z+eu(t,2))+R(t,z+cu(t, z),e) =c(F(t,z) — f°(2))
+ (I + E%u (t, z)) z
= ([—l— E%U (t,z)> z=cF(t,z+cul(t,z)) —eF(t,z) +
ER(t,z+eu(t, z),e) +ef°(2),
nous écrivons cette équation sous la forme
<1 + éﬁu (t, z)) t=ef(2)+S.
0z
Avec I matrice identité de n x n ou

S=cF(t,z+eu(tz) —cF(t,2z) +®R(t,z+eu(t, 2),¢e).

ou
Puisque — est uniformément bornnée (comm ) nous pouvons inverser pour obtenir

0z
0 - 0
— =] —e— Nt >
<I + e5,U (t, z)) I e U (t,2)+O(e%),t > 0,z € D. (2.7)

De la continuité de Lipschitz nous avons

IF (£, 2+ eu(t,2) — F(t, 2)|| < Le |lu (t,2)|| < Le2MT,
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2.1. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

ou L est la constante de Lispchitz. En raison bornnée de R il suit cela pour Une
certaine constante positive C', indépendant de € que nous avons

|S]| < *C,t >0,z € D. (2.8)

De (2.7) et de (2.8) nous obtenons a z cela

i=gf? (z)—l—S—aQ%fo (z) + O (%) . (2.9)

Si S = O (£?) en considérons le temps 7 = &t variable nous obtenons que la solution
de

Y= )0 =20,

approche la solution de (2.9) avec d’erreur sur O(e) d’échelle de temps 1 dans 7. Sur

I’échelle de temps — dans ¢, dans la transformation (2.6) nous obtenons cela
€

() — y(t) = O(e). (2.10)

Maintenant nous imposerons 1’état de périodicité aprés quoi nous pouvons appliquer
le théoréeme implicite de fonction. Nous transformons x — z avec la transformation
(2.6). Alors 'équation pour z devient

i =ef%2) +29(t, z,¢). (2.11)

En raison du choix du u(t, z(t)), une solution T'—périodique z(t) produit une solution
T—périodique z(t). Pour S nous prenons expression

%(t, 2)f°(2) + R(t, 2,0) + O(e).

Cette expression est T—périodique dans t et sans interruption différentiable en ce
qui concerne z. L’équation (2.11) est équivalente avec I’équation intégrale

S(t,z,e) = g—j(t, 2)u(t, z) —

t

—i—a/fo ))ds + e /S(s,z(s),s)ds.

0
Le solution z(t) est T'—périodique si z(t + T') = z(t) pour tout ¢ > 0 qui méne a

I’équation
T

/fo ds+6/5(s,z(t),5)ds. (2.12)

Le coté droit de ’équation (2.12) ne dépend pas de z(0) explicitement. Mais les
solutions dépendent des valeurs initiales z(0). Il est clair que h(p,0) = 0. Si € est
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CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

dans un voisinage de ¢ = 0, alors I’équation (2.12) est un unique solution z(0) en
raison de la prétention sur la cause déterminante de Jacobi (2.4). Si e — 0 alors
2(0) — p. Ceci compléte la preuve du rapport (a). La conclusion du rapport (a) de
théoreme 2.1.1 sans avoir besoin des hypothéses différentiables sur la fonction F' et
R. Pour chaque z € D nous dénotons par z(.,z,¢) la solution de (2.1) avec Iétat
initial x(., z,&) = z. Nous considérons la fonction ¢ : D x (—&g,¢) — R" définie

((z,e) = / [eF(t,z(t, z,¢)) + €°R(t, x(t, 2,€),¢)] . (2.13)

De (2.1) il suit pour chaque z € D
((z,e) = (T, z,e) — x(0, z,€).
La fonction ¢ peut étre écrite sous la forme
((z,6) = ef°(2) + O(?), (2.14)

ou f% est donné par (2.3). D’ailleurs, pour |e| suffisamment petit, z = z.(0) est
un zéro d’isolement de ((.,e) naturellement da (2.14) au de fonction ¢ est dépla-
cement une fonction pour le systéme (2.1), et ses points fixes sont les solutions
T—périodiques de (2.1). m

Exemple 2.1.1 On consideére le systéme différentiel

T =y,
{ j=-z+e(9y—ay+a2°+y°). (2.15)

En utilisant les coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf, y = rsinf, ce systéme
devient

{ 7= —ersin (0) (—r — 9 sin (4) + r* (cos (6))sin (9))
9 = —1+ (9 cos (6) sin (9) — r*sin (6) (cos (6))* + cos (9) r)e,

ot d’une maniére équivalente

dr

5= sin () (—r — 9 sin (0) + r* (cos (0))” sin (0)) + O(e?).

De (2.3) nous obtenons

) = % / rsin (6) (—r — 9 sin (6) + 2 (cos (6))%sin (6)) d6 = %mﬂ ~ 36).
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0
La racine positive unique de f(r) est r = 6. Comme (di (6) =9, d’apres, le
r

théoreme 2.1.1 il suit que le systéeme (3.19), pour |e| # 0 , suffisamment petit, admet
un cycle limite qui bifurque de [’orbite périodique de rayon 6 du systéme non perturbé

(2.19) avec € = 0. Comme (i (2) =9 >0, alors le cycle limite est instable.
dr
VP A P e R
ST e e S SO N N N\
VRS e s N D R
S 7S A NN\
VY N NN\
/77 S S NN\
1107777 MYV
rraprz77z VWV
Firrry VML
1 it 111 L1l
1|11 bhtl o
AL VA I
VAR AAN f 1
ATATA TR Iy NN
ATATA N L4
AN LSS
NONNN L LSS
NANN S LSS
NN LS
N N oL

Cycle limite pour € = 0.001
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CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

2.2 Meéthode de moyennisation du deuxiéme ordre

Le théoréme suivant fournit une approximation du second ordre pour la solution
d’un systéme différentiel périodique.

Théoréme 2.2.1 Considérons les deux probléemes & valeurs initiales
i =cF(t,x)+2G(t,x) + 3R(t, 7€), 2(0) = xo, (2.16)

et
g=cf* W)+ W) +e%9" (v), y(0) =z (2.17)

avec F, G : [0,00[ x D — R", R : [0,00] x D x ]0,e9] — R", D un sous ensemble
ouvert de R™, F, G et R sont des fonctions périodiques de période T par rapport a
la variable t, et

fly) = % / f(t,y)dt, (2.18)

0 oy’
o) = Lyt @),

ol
S

Y (t,z) = / [£(s,2) — f° (2)] ds + 2(a),

0

avec z(x) € C' tel que la moyenne de y' est nulle.
10, ¢° et f19 sont les moyennes correspondantes respectivement a F, G et f° définies
par (2.18)

Supposons que :
(1) —, G et R sont lipchitzienne par rapport a x et continuées dans leurs domaines
T
de définition.
(2) T est indépendante de
L
(3) |R(t,x,€)| est borné uniformément dans [0, = { x D x )0, ]
€

1
(4) la solution y(t) ne quitte pas l'intérieur de D pendant d’un temps d’échelle —.

€
Alors

(t) = y(t) +ey* (,y(1) + 0 (%) .

Pour la démonstration théoréme 2.2.1 voir [36].
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2.2. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

Corollaire 2.2.1 Si les conditions de théoréme 2.2.1 sont vérifiées de plus f° (y) =
0 alors on a les résultats suivants
Si p est un point d’équilibre (point critique) de f° (y) + ¢°(y) tel que

a% (f @) +4") . #0, (2.19)

alors il existe une solution T—périodique ¢ (t,c) de (2.16)
tel que
¢ (t,e) — p quand e — 0.

Exemple 2.2.1 On considére le systéme différentiel

{:z::—y+s(a:2+y2)+52(14w+2w2+3y+my+y2)7 (2.20)

=x+e (822 +8xy+8y?) +e2(1dy+3xy +1°).
En wutilisant les coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf,y = rsinf, ce systéme
s’écrit
= —re (=3 cos (0) £ sin () — sin (0) e — 87 sin (§) + 87 (cos (0))*
+2¢r (cos (A))® — 146 — 9rcos (0) — 4 cos (0) 1),
0 = 8c 1 (cos (0))*sin (A) + 2% (cos (6))* sin (A) — sin (0) e 7
— &%rsin () + 8 cos (@) er +1 — 32 4 3 (cos (0)) €2,
ou d’une maniére équivalante

dr

i = cFy(r,0) + 2 Fy(r,0) + O(c%),

tel que

Fi(r,0) = r?(8sin(0) — 8 (cos (0))* +9 cos (9)),
et

Fy(r,0) = r(rsin(6)+ 3 cos (0) sm( ) — 80 (cos (0))® 2 sin (6)
+64 (cos (A))°sin () 72 — 55 cos () 72 sin (6)
+14 — 14472 (cos (0))* + 47 cos (0) — 27 (cos ())?
+128 (cos (0))*r? + 872).

On applique la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre

27
A = % / Fi(r, 0)d0
0

— % r? (8 sin (A) — 8 (cos (0))* + 9 cos (0)) db.
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CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

On a
fl(T) = 0

On calcule

y'(r,s) = /Fl(r, 0)df = —1/31% (=24 + 24 cos (s) + 8 (cos (s))?sin (s) — 11 sin (s))

I -y P
0

= 2/373(—8 sin(s) + 8 (cos (s))> — 9 cos (s))(—24 + 24 cos (s)
+8 (cos (s))*sin (s) — 11 sin (s)).

On calcule la fonction fa(r) tel que

fao(r) = f2(r)+g"(r),

2

= % (f* (r,s)ds + Fy(r,s))ds,
1 2T 1
= o [(F6) + Bt s)as,

0
= —2r (=7+8%) = —16r° + 14r,

fo(r) = =16r° + 14r = 0.
V14

La racine positive unique de fo(r) est r = ——.

4

= —48r° + 14| _ = —28.
r=1

9 10 0
o (F100) +6°()

V14
La racine r = ——est unique. D’aprés le théoréme 2.2.1, le systéme (2.20) pour €

suffisamment petit posséde un seule cycle limite.

0
Puisque g (f1O®r) + gO(T))‘ < 0 le cycle limite est stable.
r=1
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VOIS
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S NN NN
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=07/
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Cycle limite pour € = 0.0001
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CHAPITRE 3

LCycles limites dans un centre linéaire a quatre dimensions

Dans ce chapitre, on va utiliser le théoréeme 2.1.1 du chapitre 2 afin d’étudier
Iexistence des cycles limites du systéme différentiel suivant

{ i4x=cf(r,y),
j+y=ceg(z,y).

ol ¢ est un parameétre suffisamment petit. f et ¢ sont des polynomes arbitraires de
degré 4 en ce qui concerne les variables x et y. Voir [8].

3.1 Introduction

Dans ce travail, nous étudions 'existence des cycles limites du systéme différentiel

a la forme
{ T4+zr=cf(x,y),
j+y=¢g(zy).
ol € est un paramétre suffisamment petit. Ce systéme apparait dans de nombreux
domaines d’applications. Naturellement, il est équivalent au systeme & quatre di-
mensions suivant

T =u,
y=v, '

v = -y + 59(x;y)7
formé par des équations différentielles du premier ordre. Pour e = 0 systéme (3.1)
devient
T =u, w“=-x, Y=v, U=—1. (3.2)
Nous notons que l'origine de R* est un centre isochrone globale pour le systéme (3.2),

c.-a-d, tous les orbites différentes de 'origine sont périodiques & la méme période
2.
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3.2. PREUVE DU THEOREME 3.1.1

Un cycle limite du systéme (3.1) est une orbite périodique isolé dans I’ensemble
des orbites périodiques (3.1). Nous rappelons qu’un cycle limite d’un systéme corres-
pond & un zéro isolé de sa fonction de déplacement. Dans [23], J. Llibre et A.Teixeira
ont étudié le nombre maximal des cycles limites du systéme (3.1) ou f et g sont des
polynomes arbitraires de degré 3.

Le théoréme suivant est notre principal résultat

Théoréme 3.1.1 Systéme (3.1), ot f et g sont des polynomes arbitraires de degré
4 dans les variables x et y, a au plus deux cycles limites bifurquant des orbites
périodiques du systéme (3.2) jusqu’a l’expansion du premier ordre de la fonction de
déplacement de (3.1) par rapport au petit paramétre €. En outre, le systéme (3.2) a
exactement deux cycles limites.

Nous utilisons la méthode de moyennisation pour démontrer le théoréeme 3.1.1.
Pour obtenir des résultats supplémentaires en utilisant la méthode de moyennisation
pour calculer les orbites périodiques voir [2], [21] en général, il n’est pas facile de
trouver un changement de variables pour passer d’un systéme différentiel donné
a la une forme normale en appliquant la méthode de moyennisation pour trouver
des orbites périodiques. En particulier, il n’est pas facile d’appliquer la méthode
de moyennisation pour étudier les cycles limites bifurquant des orbites périodiques
d’un centre (pour le systéme a deux dimensions (voir [36], [21]), pour les systémes
de dimension supérieure,voir [17], [3]).

L’idée générale est de relier ce changement de variables pour les intégrales pre-
miéres du centre.

3.2 Preuve du Théoréme 3.1.1

Dans cette section, f et g sont des polyndémes arbitraires de degré 4 dans les
variables x et y, plus précisément

f(z,y) = ax+ ayy + asz? + agwy + asy® + agr® + arr’y + agry?
+agy® + a0z’ + a2’y + a12’y’ + azry’ + awy?,

g(x,y) = biw + boy + bsa® + by + bsy® + bex® + brz?y + bgwy?
+boy® + broxt + biia’y + biaa®y? + biswy® + bray’.

Selon [3] nous laissons

x =rcos(f) ,u=rsin(f),y = scos(d + a),v = ssin(d + «). (3.3)

Nous remarquons que ce changement des variables n’est pas un difféfomorphisme
lorsque r = 0 ou s = 0. Donc, nous devons restreindre notre étude sur les cycles
limites de systéme (3.1) de la région de I’espace ou r > 0 et s > 0. Nous notons
que 7,s,a sont des constantes, qui sont deux intégrales premiéres indépendantes
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du systéme (3.2), et que ce changement limité par rapport du plan (z,u) est un
changement de coordonnées polaires. Ensuite, le systéme (3.1) devient

r=ceF1(0,r s,q),
0=-1-— eG(0,r,s,a),
$=eFy(0,r s, a),
a=cl30,r s, a),

ou

Fi(0,7,s,,a) = —sin (A) (ayr cos (0) + aas cos (6 + a) + azr? (cos (0))

+ayr cos (0) scos (0 + a) + ass? (cos (6 + a))” + agr® (cos ()

+arr? (cos (A))? s cos (A + @) 4 agr cos (8) s (cos (0 + a))?

+ags® (cos 6+ 04))3 + ayort (cos (0))* + a7 (cos (6)) s cos (0 + a)

+a1972 (cos (0))% s (cos (0 + ))? 4 aysr cos (0) s* (cos (0 + a))®

+ayst (cos (0 + a))*).

(ayr (cos (0))* + cos (0) ags cos (0 + a) + agr? (cos ()
)% s cos (49 + a) + cos (6) ass? (cos (0 + a))”

+agr® (cos (0))* + arr? (cos (0))° s cos (0 + a)

+agr (cos( ))? 52 (cos (0 + a))? 4 cos (0) ags® (cos (0 + a))?

+ayor? (cos (8))5 + ay17® (cos (0))* s cos (6 + )

+ay97% (cos (A))* 5% (cos (6 + @))? + ar3r (cos (0))* s° (cos (0 + a))?

+ cos (0) aras* (cos (0 + ) /r.

Fy(6,r,s,a) = ssin (0 + a) (byr cos (A) + bys cos (0 4 a) + bgr? (cos (A))”

+byr cos (0) s cos (0 + a) + bss® (cos (0 + a))2 + ber? (cos (A))°

+b71% (cos (A))? s cos (0 4 a) + bgr cos () s2 (cos (0 + ))?

+bos? (cos (0 + @))® + bygr? (cos (A))* + byyr® (cos (A))* s cos (6 + )

+b1572 (cos ()% 52 (cos (0 + a))® + bysr cos (6) 53 (cos (0 + a))® + brgs* (cos (0 + a))*) /7

F3(0,r,s,a) = —(ayr (cos (9))2 + a37’2 (cos (6))® + a4r (cos (A))? s cos (0 + o)

+ cos (0) ass? (cos (0 + a))® + a7 3 (cos (0))* + azr? (cos (A))? s cos (0 + o)

+agr (cos( ))? 52 (cos (9 + a))® + cos (0) ags® (cos (6 + a))3

+ayor? (cos (0))5 + ay17® (cos (6 )) s5cos (0 4 a) + a7 (cos (0))° 52 (cos (6 + a))?

+aysr (cos (0))? 53 (cos (0 4 a))® + cos (0) aras? (cos (0 4 a))* + cos (0) ags cos (6 + a)) /r+

(cos (8 + o) byr cos () + cos (8 + a) bsr? (cos (8))* + byr cos (8) s (cos (6 + ))?

+b55% (cos (A 4 ))® + cos (9 + &) ber? (cos (0))” + byr? (cos (0))* s (cos (6 4 a))?

+bgr cos (0) s ( cos (0 + @))® + bes® (cos (6 + @))* + cos (0 4 a) bygr* (cos (8))*

+b117° (cos (6))® s (cos (0 + 04))2 + byar? (cos (6))? 52 (cos (A + a))®

+by37 cos (0) 83 (cos (6 + a))* + buas? (cos (0 + )® + bes (cos (6 + a))?)/s.

GO,r,s,,a) =
+ayr (cos( )
6
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Nous notons que la fonction F5 n’est pas bien définie lorsque » = 0 ou s = 0, mais
ce n'est pas nécessaire d’étudier les cycles limites de systéme (3.1) contenus dans
la région (r > 0,s > 0). Maintenant en prenant # comme variable indépendante, le
systéme (3.4) devient

d

Cd]_g - €F1((9, s, Oé) + 82R1(97 r,s,Q, 6)7

g_; - €F2(0,T,S,Oé) +€2R2(9,T,S,Oé,5), (35)
d_(; = €F3(97 r,s, Oé) + €2R3(9’ T, s, &, 8)'

Ce systéme est déja dans la forme normale (2.2) pour 'application de la méthode de
moyennisation avec x = (r, s, ) et t = §. Nous notons que le systéme (3.5) satisfait
les hypothéses du théoréme 2.1.1 dans une grande boule D centrée a l'origine. Si,

sur la note
27

(f1, f2, f3) (rys,a) = %/(Fl,Fg,FS) (0,7, s,a)db.

0

Puis

f1(r,s,a) = (s (2agrscos (o) + 3ags® + arr? + 4 as) sin (a)) /8,

fa(r,s,a) = —(s (bgs® + 2bgrscos (o) + 4 by + 3bgr?) sin (a))/8,
f3(r,s,) = —(37r%bg cos () + 3 bgs?r? cos (o) — 4 s2ay cos (o) — 3 s*ag cos ()
+4 57by + 472y cos (o) — s2agr — 3sriag — 4 sayr + bysr?
+3bgs?r 4+ 273b; (cos (@) s — 2 s%ag (cos (a))* r — 3 s2a7r? cos (a))/8sr,

d’apres le théoréme 2.1.1, les zéros (79, So, o)

(f17f2>f3) (T’,S,Oé) = (07070)7 (36)
tel que

8f1/87’ 8f1/83 8f2/8a
det | Ofx/0r 0fs/0s Ofy/0a | (1o, 80, 0) # 0. (3.7)
Ofs/0r 0fs/0s 0Ofs/0c

Fournir des solutions périodiques de systéme (3.1), ou f et g sont des polynomes
du quatriéme degré définis comme ci-dessus. Ainsi, en particulier, un zéro a (3.6)
doit étre isolé de I'ensemble de tous les zéros a (3.6). Nous notons que les zéros a
(3.6) ayant sin @ = 0 sont non-isolés, donc on ne peut pas appliquer la méthode de
moyennisation pour obtenir les cycles limites. En outre, puisque le systéme différen-
tiel (3.4) n’est bien définie quand s > 0 et r > 0, dans le reste de cette section, nous
supposons que r > 0, s > 0 et sina # 0, et par conséquent, nous devons trouver les
7€ros
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(91792793) (T7Saa) = (07070) ) (38)
satisfaisant (3.7), ou
8 8
G = .fl ; g2 = — .f2 ;g3 = —8rsfs.
ssin o ssin o

Le reste de la preuve du théoréme 3.1.1 est divisée en deux
Cas 1 Supposons ag # 0. Ensuite, a partir de g; (r, s, @) nous obtenons

B 3ags® + a7r’ +4ay

2agrs

cos () =
Maintenant, substitution cos («) en g5 (7, s, ) = 0, on obtient

a882b8 - 332b7a9 - b7a77“2 - 467(12 + 4@861 + 3a8b67“2 = 0. (39)

Sous cas 1.1 Supposons ayb; — 3agbs # 0. Ensuite, la résolution de I’équation
(3.9) par rapport a r, nous donne

SZbgCLg -3 82b7a9 —4 b7a2 + 4b1ag
r= .
b7a7 ) b6a8

Maintenant, substituons cos« et r en g3 (r, s,«) = 0. Nous obtenons une équation
de la forme a + bs? = 0, qui a au plus une solution positive pour s. Par conséquent,
dans ce sous cas, nous obtenons une valeur unique pour r, s et cos a. Mais celle-ci
offre au plus deux solutions pour a. Ainsi, en supposant que pour ces deux solutions
le déterminant (3.9) n’est pas nul, le théoréme 3.1.1 entraine que dans ce systéme
de sous cas a au plus deux solutions périodiques (3.1).

Sous cas 1.2 Supposons azb; — 3agbg = 0. C’est bg = arby/(3ag), alors, nous
devons tenir compte de deux sous cas supplémentaires.

Sous cas 1.2.1 Supposons agbg — 3agb; # 0. Par conséquent, dans la forme (3.9)

nous obtenons que
azby — agby
§=20—F—7F—.
agbg — 3@9[)7

Nous devons considérer que asb; — agh; # 0; autrement s = 0 et, il n’ya pas de
solutions périodiques. Nous remplagons cos« et s en g3 (1, s, ) = 0, on obtenir des
solutions périodiques. Nous remplagons cosa et s en g3 (r,s,«) = 0, pour obtenir
une équation de la forme r(a + br?) = 0. Depuis r doit étre positif, de nouveau dans
ce sous cas nous obtenons une valeur unique pour r, s et cosa; et par conséquent
au plus deux solutions périodiques du systéme (3.1).

Sous cas 1.2.2
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Supposons agbs — 3agh; = 0. Puis, a partir de (3.9), nous devons avoir que
a

asby — agby = 0, sinon il n’ya pas de solutions. C’est, b; = 27 En remplagant cos «
a

en gs (r, s, @) = 0, nous obtenons un continuum de solutions pour r et s. Donc, dans
ce cas, nous ne pouvons pas appliquer le théoréeme 2.2.1.

Cas 2 Supposons ag = 0. Encore une fois, nous devons envisager de suivre
sous-cas.

Sous cas 2.1 Supposons b; # 0. Puis, a partir de g; (7, s, @) = 0, on obtient que

4ay + 3ags*
r=4] -
az

Nous supposons 4ay + 3ags? # 0, sinon r = 0. Maintenant, nous remplacons 7 en
g2 (r,s,) = 0.
Sous cas 2.1.1
Supposons b; # 0. Puis, & partir de go = 0, on obtient que
4a7b1 — 12&2[)6 -+ (a7bg — 9a9b6)32
2b7s \/—a7(4a2 + 3ags?) '

cos = —

Maintenant, en remplagant r et cos « en g3 (1, s, ) = 0, on obtient une équation de
la forme
4ay + 3ags?
_R02 F 0T (4 )
ar

] =0.
Puisque les deux premiers facteurs ne peuvent pas étre zéro, comme dans les sous
cas précédents, nous pouvons obtenir au plus deux solutions périodiques au systéme
(3.1).

Sous cas 2.1.2 Supposons by = 0.

Sous cas 2.1.2.1 a;bg — 9agbg # 0. Puis, & partir de go = 0 nous obtenons

3&2()(5 — a7b1
§=2/——-—.
a7b8 - 9a9b6

En substituant r et s en g3(r,s,a) = 0, on obtient une équation de la forme a +
bcosa = 0. Donc, encore une fois nous obtenons au plus une solution pour r, s et
cos a, donc au plus deux solutions périodiques au systéme (3.1).

9agb
Sous cas 2.1.2.2 a7bg — 9agbg = 0. Cest, bg = 28 Maintenant, de g, = 0, il
az
. . q . ) 3aszbg
suit que azb; —9agbg = 0, sinon il n’ya pas de solutions. Par conséquent, b; = .
az

En substituant r en g3 (7, s, &) = 0, on obtient un continuum de solutions. Ainsi, les
hypotheéses du théoréme 2.1.1 ne sont pas satisfaites

Sous cas 2.2 Supposons un a; = 0. Pour en équation ¢ (r,s,a) = 0, nous
voyons que ag ne peut pas étre nul, sinon g; = 0 se réduit & un as = 0, et donc il
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n’ya pas de solutions ou il y’a un continuum de solutions. Par conséquent, de g, = 0,

nous obtenons
a2
S =2,/ ——.
3@9

Nous remplagons s en go (1, s, ) = 0.
Sous cas 2.2.1
Supposons b; # 0. Puis, & partir de g, = 0, il en résulte que

12a9b1 — 4a2bg + 9agb67’2

4by/—3asagr

En substituant s et cosa en g3 (r,s,a) = 0, on obtient une équation de la forme
r(a + br?) = 0. Par conséquent, comme dans sous cas précédent le systéme (3.1) a
au plus deux solutions périodiques.

Sous cas 2.2.2

Supposons b; = 0. Ensuite, 1’équation g, = 0 est de la forme a + br? = 0, donc a
une solution la plus positive pour r. De plus, en remplagant s et r en g3 (r,s,a) =0
nous obtenons une équation de la forme ¢ 4+ dcosa = 0. Par conséquent, elle a au
plus une solution pour cos .. En bref, il existe au plus une solution pour s, 7 et cos a.
Donc, le systéme (3.1) a au plus deux solutions périodiques. En résumé, d’apres le
théoréme 2.1.1, nous pouvons obtenir au plus deux solutions périodiques du systéme
(3.1) lorsque f et g sont des polynomes arbitraires de degré 4 en les variables = et
y. Nous affirmons que la fonction de déplacement du systéme (2.1) pour la section
transversale u = 0, écrite dans les coordonnées (3.3), a la forme

e (f1, fa, f3) (r,5,0) +%(1).

Par conséquent, cette allégation achéve la démonstration de la premiére partie du
théoreme 3.1.1.

Pour compléter la démonstration du théoréme 3.1.1, nous devons fournir un
systéme (3.1) avec donnée polynomes f et g de degré 4, pour lequel le théoreme
2.1.1 fournit exactement deux cycles limites.

Nous considérons un systéme d’équations différentielles

Ccos . =

T =u,

0= —x+¢e 2z +y+ 2%y — 2xy? + 621 + 2%y + 2 + 4yt),

y=w,

: 53 1.3 2 3 oL 3 4 3 3 4
UV=—-y+e —5x—%y+§x + 2z y—|—§xy +%y + 2% + 3x°y — xy° + 3y ) .

T
Ensuite, il est facile de vérifier que (7, s, a) = <2, 2, j:§> sont des zéros du systéme

3V3
(3.6) de déterminant (3.7) égale j:T\/_, respectivement. Ainsi, ce systéme a deux

solutions périodiques provenant d’orbites périodiques vers le centre (3.2).
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CHAPITRE 4

LCycles limites pour la classe des systémes différentiels

polynomiaux en d-dimensions

Dans ce chapitre, on va utiliser le théoréme 2.1.1 du chapitre 2 afin d’étudier le
nombre maximal des cycles limites du systéme différentiel (4.4).

4.1 Introduction

Un des problémes principaux de la théorie de systémes différentiels est 1’étude
de leurs orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Comme
d’habitude un cycle limite d’un systéme différentiel est une orbite périodique isolée
dans I’ensemble de toutes les orbites périodiques du systéme différentiel.

Dans Darticle [6], les auteurs ont étudié le systéme différentiel suivant

t=-y+e(ar+ P(x,y)),

y=x+e(ay+Q(z,y)), (4.1)

ou P(x,y) et Q (z,y) sont des polyndmes arbitraires de degré n commengant par
des termes de degré 2, a est un parameétre réel et € est un suffisamment petit. Ils

ont prouvé que le nombre maximal de cycles limites est si n est impair et

(n—2)
2

y=x.
Dans le méme article, les auteurs ont étudié les cycles limites du systéme différentiel
suivant

si n est pair, bifurquant des orbites périodiques du centre linéaire © = —y,

t=—-y+e(ar+ P(x,y,2)),

g::c—i—a(ay—i—Q(:U,y,z)), (42)
Z=c(bz+ R(x,y,2)),
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ou P(z,y,2), Q(x,y,2) et R(x,y,z) sont des polynomes arbitraires de degré n
commengcant par des termes de degré 2 et a,b € R. Alors existe ¢y > 0 suffisamment
n(n—1)

2
cycles limites bifurquant des orbites périodiques du systéme & = —y, y = x, 2 = 0.
Dans D’article [24], J. Llibre et Jiang Yu ont étudié¢ le nombre de cycles limites du
systeme différentiel suivant

petit tel que pour |e| < &, alors le systéme différentiel (4.2) a au plus

x:—y(1+$)+5((l$+P(Iayaz)>>
y=x(1+z)+e(ay+Q(z,9,2)), (4.3)
z=¢e(bz+ R(x,y,2)),

ou F(x,y,z), G(x,y,2) et R(z,y, z) sont des polynémes de degré n commengant par
des termes de degré 2. Alors existe g9 > 0 suffisamment petit tel que pour |g| < &,
le systéme différentiel (4.3) a au plus n? cycles limites bifurquant des orbites pério-
diques du systéme & = —y (1 + z), gy =z (1 +z), 2 = 0.
Obtenir des solutions analytiquement périodiques est en général un travail trés dif-
ficile, souvent impossible. Ici, en utilisant la méthode de moyennisation du premier
ordre pour étudier le nombre maximum de cycles limites du systéme différentiel en
R? suivant

.i'l = —332<1 + IE1) + € (Clﬂ?l + P1 (331, ceey .I'd)) N

To :x1(1+x1)+€(ax2+P2 (xl,...,:z:d)), (44)

:t‘k =& (bkxk + Pk (:El, ...,:Ed>) s

ou Py (z1,...,24) pour kK = 1,....d sont des polynomes arbitraires de degré n com-
mengant par des termes de degré 2 et a, by € R. Voir [10].

Le probléme de I'étude des cycles limites du systéme (4.4) est réduit en utilisant
la méthode de moyennisation du premier ordre a celui de trouver les zéros d'un
systéme non linéaire de d — 2 équations avec d — 2 inconnues. Il est connu que la
théorie de moyennisation pour trouver des solutions périodiques ne fournissant pas
en générales toutes les solutions périodiques du systéme. Pour expliquer cette idée, il
ya deux raisons principales. Tout d’abord, la théorie de moyennisation pour 1’étude
des solutions périodiques d’un systéme différentiel est basée sur la fonction dite de
déplacement, dont les zéros fournissent des solutions périodiques. Cette fonction de
déplacement en général est pas globale et par conséquent elle ne peut pas controler
toutes les solutions périodiques, celles ceux qui sont dans son domaine de définition
et qui sont hyperboliques. D’autre part, la fonction de déplacement est développée
en série de puissance d'un petit parametre €, et la théorie de moyennisation peut
seulement controler les zéros du terme dominant de cette fonction de déplacement.
Lorsque le terme dominant est €*, nous parlons de la théorie de moyennisation
d’ordre k. Pour plus de détails, voir par exemple [26] et les références citées 1a. Pour
plus d’informations & propos de la méthode de moyennisation, voir le chapitre 2.

Théoréme 4.1.1 En appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre
au systeme différentiel (4.4), au plus n~! cycles limites bifurquent des orbites pé-
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riodiques du systéme différentiel i1 = —xo(1 + 1), 3 = x1(1 + x1), 23 = 0,44 =

0,...,, 44 = 0.

4.2 Cycles limites par la méthode de moyennisa-

tion
Lemme 4.2.1 Pouri,j € N,

2

1 cos’ Osin’ #
= — [,
T o / 1+ cosf
0

Puis 1; ; = 0 si et seulement si j est pair.
Pouri,j € N, ot j pair,

J .
s 2
=Y (-1 ( 2?2 )Im,o-
s=0
Lemme 4.2.2 Soient Les égalités suivantes.
1) Pour k € N
2
1 0 stk impair
B, = — kg — ’
b QW/COS { C’,]~:/22*’~C si k pair.
0

2)

1
Ipo = — )
00 or / —{—TCOSH \/1—702
0

Lemme 4.2.3 Pour i € N, nous avons

27
1 ]
Ly = — | —=7 g,
’ 21 1+ rcosf
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4.2.1 Preuve de théoréme 4.1.1

En utilisant les coordonnées polaires xy = rcosf, o = rsinf, le systeme (4.4)
devient

n
F=clar+ > Y rTRad o ai(ap, o cos" T Osin® 6
i=2 i1+ tig=i e
( int2t1
—i—a“ in..iy COSTLOSINT0)),

- , o
0 =1+rcos 9 + - (Z S it ali(al?, i, cos" T @ sin' 0
T =241+ Aig=1t ’

1,1 71 s i2+1
—a; g, 4, COS™ OsinT0)),
s i,k 91412 .03 iq i1 s 12
Ty = s(bkxk + E > 5y iy, g7 2 ! cos™ Osin® 6),

i=2 iy 4. +ig=i

ou k = 3,...,d,considérons maintenant # comme la variable indépendante de ¢, on
obtient

d; =elF (0,r,23,...,xq4) + 0(?), (45)
45
d“;f (G (0,7, 23, oy 24)) + 0(2),

pour k = 3,...,d, ol

_ 11+12 iq (%1
F(0,r,x3,...0q) = arDyo+ E g Ty (aiL1.27.4’Z'dDil+1ﬂ-2

=2 114...+19=1
7,2
_I_ail’ig,..,idDilaiQ"Fl)?

et

§ E 7,+i 7 7
Gk (9,7“, T3y ..y L ) = bk$dD00—|— “ 227 i . 2$33....l‘ddDi17i2,

1=2 11+...+14=1
ou
cos' @ sin® 0
Dil,iz - .
1+ 7rcosf

Maintenant, en utilisant la notation introduite dans le Lemme 4.2.1 et appliquant
la méthode de moyennisation du premier ordre, nous devons trouver les zéros du
systeme

f(ryxs,....,zq) =0, g (r,z3,....,24) = 0 pour k =3, ...,d. (4.6)
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ou
27
1
f(rixs,.,zq) = — [ F(0,r,xs,...,2q)d0,
2T
0
_ 11+l2 1,1
= arlop+ E E , d(ailyig,...,id[i1+17i2
1=2 11+...+1q=1
i,2
+a’i17’i2,..,id‘[i17i2+1>’
27
1
gk (1,3, .0y xg) = Gy (0,7, 23, ...,24) d0,
27T
0
_ E E z +1 iq
- bkkuOO‘f‘ 21 127 i ! 2 3 I ]'Ll 129
1=2 i14...+ig=1
pour k = 3,...d
et

[ 1 / B 1 /cos“&sm
W on iziad o 1+ cosf
0

0

Théoréme 4.2.1 Soitt = /1 —1% et k = 3...d. La fonction t X gi(t,z3,...,xq) est
un polynoéme de degré n en ces variables t et xy, tandis que v X t X f(t,x3,...,24) est
un polynome de degré n + 1.

de plus r x t X f(t,x3,....,2q) = (t — D)Q(t, x3,...,24), 00 Q est un polynome en ces
variables t et x3,x4,...,2q du degré au plus n.

Preuve. La fonction g; peut étre toute combinaison linéaire x; 1y o et riti xm xzd L i,
ou2<1t 41+ ..+14 <n.
Lemma 4.2.1 affirme que

Lo = (-1)" (VI 7~2>_1 + X (1)) (4.7)

ol X,, est un polyndéme pair du degré exactement m — 1 et m est impair et du degré
exactement m — 2 autrement.
En utilisant t = v/1 — r2 nous concluons que

(=D)" + X (t)
; ,

Tm]m,() =

ol )?m (t) est un polynome de degré impair exactement m ou m — 1, respectivement.
Puisque r™1,, ¢ disparait a r = 0, les fonctions r*I; o pour k = 2, ..., m engendrent
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Pespace des fonctions de la forme [A+ X (t)]/t disparait & t = 1 avec deg X (t) = m
or m —1, respectivement. Lemma 4.2.1 implique que toute fonction 771, ; est de la
forme
_ Y, (1) + Xy (1)
¢i,j - n )

ouY; ; (t) sont des polynomes pairs en ¢ du degré exactement j (j est nécessairement
pair, par Lemme 4.2.1). )?HJ (t) sont polynomes en ¢t du degré i + j ou i+ j — 1.
Nous concluons les fonctions r*2[; ;.0 ot 2 — (i3 + ... +iq) < 43 +1iy < n —
(i3 + ... + i4), engendrent I'espace des fonctions Z(t)/t, ou deg Z < n— (i3 + ... + iq)
(et, de plus, Z(1) = 0 ). Par conséquent{ Py (¢, x3, ..., z4)/t, deg P, < n}, k = 3...d.
De la méme maniere, f peut étre n 1mporte quelle combinaison linéaire de r et des
termes rtiegl XL 1, €t pitizgls XL a1, 00 2 < 4y Fig + .+ ig < n.
Nous concluons les fonctions r**2; 4, et r2T2[ ;4 ou 2 — (i3 —i— i) <
i1 + i3 < n — (i3 + ... +i4), engendre 'espace des fonctions Z(t)/rt, ou deg Z <
Nous avons f(0, 3, ...,x4) = 0 qui implique Z(1) = 0.

Par conséquent {(t — 1)Q(t, 3, ...,xq)/7t, deg @ < n}. Ainsi Q(t, 3,...,xq) €t t X
gk(t, 3, ..., z4) sont deux polynomes en des variables ¢, 3, ..., z4 du degré au plus n.
Ainsi par le théoréme de Bezout le nombre maximal commune de t X gi(t, z3, ..., T4)
et Q(t,xs,...,zq) est a plus n?~1 pour 0 < ¢ < 1. Ainsi, d’aprés le théoréme 2 1.1
dans le chapitre 2, le nombre maximum de cycles limites du systéme (4.4) est nd~1.
[

4.3 Une application du théoréme 4.1.1

Dans le systéme (4.4) nous considérons le cas de n pair et

n

i,1 7 2,1
P (xq1,...,xq) = ago,. iTqg+aro. 01T1Td (4.8)
i=2
P2 ([El, ...,ZL‘d) = O,
n
ik i ik i _
Py (21, .. zq) = E (ai,o,..‘,Oxl + ao,@...o%) pour k = 3,....d.

=2, 1 pair

Calculant les fonctions moyennes et on prenant t = v/1 — r2, nous avons rv/1 — r2f (r, x3, x4...

ar +(a10 vt Sl )(1—\/1—7r2)
=(1—1) (a(l +1) +aly,. 01Td — Zao 0 ) =(1—t)(a(1+1t)—Q(zq)) ,

ot Q(z4) est un polynome arbitraire en x4 du degré n tel que Q(0) = 0. En méme
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4.3. UNE APPLICATION DU THEOREME 4.1.1

temps, la fonction de moyenne & Py (x1, ..., x4) satisfait

s ik
V1—1r2gy (r, 23,24, ... Ta) = bpvp +V1—1? Z ( a;op,..0li0 + ao,z‘,o,...,0[07i) ’

pour £ = 3...d

Il est facile d’obtenir les relations suivantes

r* cosk 0 (—1)" 1 +2k:( 1)F cost " grh—v
= | | pe— —1)"cos r
1+ rcos6 1+ rcosf — ’
rk sin® 9 b k/2 rk—s

_ 1 s/2 1 k
1+rcosf Z (=1) (8/2> <1(=1) 1 +rcosd

s=0, s even
s

+Z (=1)"" ' cos® U OrF ).

v=1

En regardant le second terme de la premiére relation et le premier terme de la
deuxiéme relation, nous obtenons 7°I; o, et r'Iy; pour n pair 2 < i < n sont indé-
pendants. En particulier, en utilisant les lemmes 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3, nous obtenons

V1—12g, (1,23, T4, ..., Tg) = by + g16 (1) + g2 (1), pour k =3,...,d

ou
i,k m m
glk—Zazoo,, \/1_7"22 Z@zo,,Q (m/Z)
=0 i=m-+1
i even m even i even
n n—1
Gok = D2 Ampr™ +VI=12 30 Bpyr™,
m even m even
ou
Amg = Z aO,z 0, 080i—mji, By = Z %zo dimmi Y €imm,
>0
Z even Z EUSn l even
et

di—m,i = (_1)(177”)/2 ((i_zéf)/g)7 €i—m,l = <_1)l71 2li(lim) ((iz_;nm_;)l/g)-
En posant ¢ = /1 — 2, les polynomes g; (1) = Ps x(t) satisfont les conditions g5 x(0)
= P;;(1) = 0 pour s = 1,2 et k = 3...d. Ensuite, on peut définir un polyndéme de
degré n ent B

Pi(t) = Pii(t) + Por(t) = (t — 1) Pe(t). ‘
En raison de l'indépendance de r'I; o et 7'Iy; et I'arbitraire des coefficients azjlgyowo
et aé’ff}o’“_’o le polynéme Py (t) est un polynome arbitraire tel que Py(1) = 0. En fait,

. s \ n \ . AN n :
il est évident que g; j, et go 1, posséde 5 parametres, respectivement, ol — coefficients

62 0.0 bermet de choisir le premier terme de g ; permettent de choisir le premier
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terme m = 0, impliquant que n pair les termes de P,(t) sont arbitraires sauf pour
n .
le terme constant ; Tandis que 'autre 5 coefficients a;;’g,owo permettent de choisir

le deuxieme terme de g ;, arbitrairement, ce qui implique que les termes impairs de
Py (t) sont arbitraires. Par conséquent, le polynome Py (t) du degré n satisfait Py, (1) =
0 et n coefficients arbitraires. Le nombre de solutions de f(r, 3, x4, ...,xq) = 0,
gr(r, 3, T4, ..., xq) = 0, pour k = 3, ..., d est égal au nombre des points d’intersection
des courbes de .
li:a(l1+1t)—Q(xqg) =0.

l—1 : bpwy + Pi(t) = 0, pour k =3, ...,d. (4.9)

Ainsi par le théoréme de Bezout, le nombre maximal de solutions communes du
systéme (4.9) est au plus n® ! pour 0 < t < 1. Nous pouvons trouver n®! points
d’intersection sur f(r,zs,...,xq) = 0 avec gx(r,z3,...,24) = 0 pour k = 3...d, r €
(ro,1), 0 < ro << 1, qui (en utilisant la méthode de moyennisation, voir théoréme
2.1.1 dans le chapitre 2) donne n¢~! cycles limites bifurquent des orbites périodiques
du systéme &1 = —x9(1 + 1), o = x1(1 +21), 23 =0,44 =0,...,44 = 0.
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CHAPITRE 5

LCyeles limites de quelques classes d’équations de Van Der
Pol

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier
I’existence de la solution périodique de I’équation différentielle suivante

F+ax=clF(t,x, ),

ol € est un parameétre suffisamment petit et F' est une fonction 27 -périodique en .
En outre, nous donnons une application aux oscillateurs de Van Der Pol .

Théoréme 5.0.1 Nous considérons ’équation différentielle suivante
T+ax=clF(t,x, ), (5.1)

ot F(t+2m,z,&) = F (t,x,%) et e est un paramétre suffisamment petite.
Soient
2m

1
fi(xo,90) = ~5- sin (t) F (t, o cos (t) + yo sin (t) , —xq sin (t) + yo cos (t)) dt,
0

2

1
fo(xo,90) = o | cos (t) F (t,xqcos (t) + yosin (t) , —zg sin (t) + yo cos (t)) dt.
m
0

Si, pour chaque (x§,y3), la solution du systéme

{ fl <x07y0) = 07
f2 (20, 90) = 0,

satisfait

#0,

(Io,y0)=(18:y5‘)
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DE VAN DER POL

alors l’équation différentielle (5.1) a une solution périodique x (t,€) qui tend & la
solution
z (t) = xgcost + yg sint,

de l'équation différentielle & + x = 0 lorsque € — 0.

Preuve. Voir [33]. =

5.1 Applications

Exemple 5.1.1 (Oscillateur de Van Der Pol classique) On étudie l'ezistence
de la solution périodique de l’équation

i+x=¢c(l—2%)&—acx+eXsin(t). (5.2)

On pose a = 2,\ = 1 dans l’équation (5.1) nous obtenons

i+x=c(l—a%)i—2er+esin(t). (5.3)
Posons
2
fi(xo,90) = —% sin (t) F (t, o cos (t) + yosin (t) , —xg sin (t) + yo cos (t)) dt,
0
2
fo(xo,90) = % /cos (t) F (t,xq cos (t) + yosin (t) , —zg sin (t) + yo cos (t)) dt.
0
F(tz,t)= (1 —:UQ)j: — 2z +sin (),
alors
f1 (o, y0) = —% - %3703 + Y% — %%2560 + %170,
L s 1 5
J2 (20, y0) = —wo — gYo ToY— g L0 Yo-

On résout le systéme

{ fi (xo,yo) =0,
Ja (56'0, yo) = 0.

On trouve la racine
(x0,%0) = (g = 0.1936478545, yo = 0.4081154908) .
On calcule le déterminant suivant

ofi  9f1
det %%

dro  Oyo

(20,y0)=(0.1936478545,0.4081154908)
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on obtient
1 1
——zd— g+ - 1 — 2ZoYo
det [ 877 87 2 0 0T — 1.200937418.
11 S R W
arodo g gt T (20,50)=(0.1936478545,0.4081154908)

Alors équation (5.3) posséde exactement une seule solution 2w —périodique x (t, )
telle que x (t,e) — x (t) sie — 0.

Exemple 5.1.2 (Oscillateur de Van Der Pol non lisse) On étudie [’existence
de la solution périodique de [’équation

:'t—l—$:5<1—\/F)a’;—aex—i—s)\sin(t). (5.4)
Posons
27
1
f1(xo,y0) = 5 sin (t) F' (t, xg cos (t) + yosin (t) , —zg sin (t) + yo cos (t)) dt,
T
0
2
1
fo(xo,90) = By cos (t) F' (t,xg cos (t) + yosin (t) , —xo sin (t) + yo cos (t)) dt,
T
0
ol
F(t,a,7) = (1 . Jﬁ) & — 2z +sin (t).
Alors \
1 1
fi (zo, y0) = 5 + =~z + §a$o,
1201
fo (Io,yo) = 590 - 5 azxg.

On résout le systéme
fl (an yO) - 07
f2 (20, 90) = 0.

On trouve la racine

( ) A a\
0, Yo 0 1+a2,yo 1t a2

On calcule le déterminant suivant

on  of
drg O
det | o7 of

Oxo  Oyo

2 2
(z0,90)= (ivo= T ,yo=lij>
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On obtient

T

det +

| =

N —
N O

a
2

(I07y0)=(1‘0=ﬁ,yo=ﬁ)

Alors U'équation (5.4) posséde exactement une seule solution 2m—périodique x (t,€)

telle que x (t,e) — x (t) sie — 0.

Exemple 5.1.3 On étudie l’existence de la solution périodique de [’équation de Van Der Pol
it+z=¢e(l-2a? (£)* — aex + eXsin (1), (5.5)

on pose a =2, A =1 dans l’équation nous obtenons
i+z=c(l-2% (£)® — 2ex + esin (t) . (5.6)

Posons

2

1
sin (t) F (t, xg cos (t) + yo sin (t) , —zg sin (t) + yo cos (t)) dt,

fi(xo,0) = Tor

0
1 2m
fo(xo,90) = 5 /COS (t) F (t, g cos (t) + yosin (t) , —xq sin (t) + yo cos (t)) dt,
T
0

F(t,z,@) = (1-2%) ()’ — 22 +sin(t).

Alors

f1 (zo,90) = —1/2 4+ 3/8 zoyo® — 1/8 yo2wo® — 1/16 yo'zo + 3/8 10> + yo — 1/16 x°,
f2 (w0, 90) = 3/8y0® + 3/8x0%yo — 1/16 yo® — w9 — 1/8 yo> o — 1/16 xo*yo.

On résout le systéme

{ fi (%,yo) =0,
f2 (anyO) = 0.

On trouve la racine
(x0,%0) = (o = 0.4423116409, yo = 0.4960560995) .
On calcule le déterminant suivant

ofi  9f1
det %%

dro  Oyo

(20,y0)=(0.4423116409,0.4960560995)
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On obtient
O Of1
det [ 3% g = 1.023136107.
Oz 90/ |(2,y0)=(0.4423116409,0.4960560995)

Alors l’équation (5.6) posséde exactement une seule solution 21— périodique x (t,€)
telle que x (t,e) — x (t) sie — 0.

Exemple 5.1.4 On étudie l'existence de la solution périodique de [’équation de
Van Der Pol

56'—1—37:6(1—\/;) (2)° — aex + eXsin (), (5.7)
on pose a =2, A =1 dans l’équation nous obtenons
j&+x=g<1—@)az—2m+esin(t). (5.8)
Posons
2
1
f1(xo,y0) = 5 /sin (t) F (t,zocos (t) + yosin (t) , —xq sin () + yo cos (1)) dt,
T
0
1 2
fo(xo,90) = o | cos (t) F (t, g cos (t) + yosin (t) , —xgsin (t) + yo cos (t)) dt,
T
0
ot
F(t,z,&) = (1 - \/ﬁ) (&) — 22 + sin (¢).
Alors 5 5 )
f1 (o, y0) = §$0y3 + gfﬁ'g TY% 5
f2 (0, 90) = gyg + gmgyo — Zo-

On résout le systéme

{ fl <x07y0) = 07
f2 (20, 0) = 0.

On trouve la racine
(o, Y0) = (g = 0.4607545580, 1o = 0.4957174238) ,
On calcule le déterminant suivant

ofi  9f1
det %%

dro  Oyo

(20,y0)=(0.4607545580,0.4957174238)
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On obtient

3, 9, 3
Yo+ Sx5 —Toyo — 1

det % 8 él 5 — 1.025917444.
750% — 1 Zyd+ -2

8 8 (20,y0)=(0.4607545580,0.4957174238)

Alors U’équation (5.8) posséde exactement une seule solution 21— périodique x (t,€)
telle que x (t,e) — x (t) sie — 0.
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CHAPITRE 6

Stabilité asymptotique des solutions périodiques

Dans ce chapitre, nous allons étudier ’existence, la stabilité et 'unicité asymp-
totique des solutions périodiques des équations de Van Der Pol suivante

i +e(w® —1)i®+ (1+ag)u = eAsint,
i+e(|ul — 1) + (1+as)u = elsint,

ol « et A sont deux constantes réelles et € est un parameétre suffisamment petit. Voir
[9].

6.1 Introduction

Soit le systéeme
T =eg(t,z,e), (6.1)

oil € > 0 est un petit parametre et g € CO(R x R x [0.1],R¥) est T-périodique par
rapport a t et localement Lipschitzienne par rapport a la second variable x.
On considére la fonction moyennée

go(v) :/g(T,v,O)dT, (6.2)

et on cherche les solutions périodiques qui commencent preés de vy € gy *(0). Si go est
de classe C" alors la condition det(go) (v) # 0 assure I’existence et 'unicité, pour &
suffisamment petit d’une solution T-périodique du systéme (6.1) dans un voisinage
de vg. Cependant le fait que toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne
(g0) (o) ont des parties réelles négatives, engendrent aussi sa stabilité asymptotique.
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Dans larticle [4] les auteurs ont étudié I’existence, l'unicité et la stabilité asymp-
totique des solutions périodiques des équations de 'oscillateur de Van Der Pol

i +e(w® =1+ (1+as)u = elsint,
i+e(lul —1)u+ (1+as)u = esint.

Dans ce chapitre nous étudions I’existence, 'unicité et la stabilité asymptotique des
solutions périodiques des équations de l'oscillateur de Van Der Pol

i +e(w® —1)i*+ (1 +ag)u = eAsint,
i +e(|ul — 1) + (1 +as)u = elsint,

ol « et A\ sont deux constantes réelles et € est un parameétre suffisamment petit.

Théoréme 6.1.1 Soit g € C°(R x Q x [0,1],R?), ot Q est un ouvert dans R?,
Soit vy € Q tel que go(ve) = 0 et go est continument différentiable dans un voisinage
de vg.

(a) Sidet (go) (vo) # 0, alors il existe o > 0 tel que pour & € [0, go] le systéme
(6.1) posséde au moins une solution périodique x. de période T telle que
z(0) — Vo

(b) Si les deux conditions suivantes (i) et (ii) sont vérifiées :

(i) Pour L > 0 on a |[g(t,v1,€) — g(t,va,8)|| < Lljvy — ve|| pour ¢t € [0,T],

U1,V € Q,€ & [0,1] .
(ii) soit 4 > 0, il existe 6 > 0 et M C [0,7] mesurable au sens de Lebesgue
avec mes(M) < 7 tel que pour chaque v € Bj(vp),t € [0,T]\{M} et ¢ € [0,5]

nous savons que g(t,.,€) est différentiable en v et ||g,(t,v,e) — g,(t,v,0)|| < 7. Si
on suppose que

det(go) (vo) > 0 et ([g0], )1y (vo) + ([90)2)2) (o) < O, (6.3)

alors il existe g9 > 0 tel que Ve € (0,¢g] le systéme (6.1) posséde exactement une
solution T- périodique z. telle que z.(0) — vy quand € — 0. En outre cette solution
x. asymptotiquement stable.

it 0.2 | v,€))? v.e))2
(200N - oo me

(c) Sidet (go)' (vg) < 0, alors il existe g > 0 tels que pour ¢ € (0, go] le systéme
(6.1) posséde au moins une solution 7- périodique non asymptotiquement
stable telle que x.(0) — vy quand € — 0.

Preuve. Voir [4]. =

on a ||g(t, v, )|l =
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6.2 Applications

Exemple 6.2.1 On étudie l'existence et la stabilité asymptotique de la solution pé-
riodique de [’équation de Van Der Pol

i +e(u® — 1)@ + (1 + ag)u = eAsint. (6.4)

On pose (21, z2) = (u, ) alors

21 = 22, (6 5)
2o = —e(2? —1)23 — (1 + ae)z; +eAsint). '

On s’intéresse a l'existence d’une seule solution périodique (un seul cycle limite).
Pour cela, on doit vérifier les deux conditions (6.3) du théoréme précédent avec la
condition go(vy) = 0.

Posons
z1(t) \ [ cos(t)  sin(?) x1(t)
( 2o(t) ) o < —sin(t) cos(t) ) < xo(t) > ’
{ 21 = cos(t)x; + sin(t) s,
29 = —sin(t)zy + cos(t)xa,
Z7=BX=X=DB"'Z,
tel que
| a(t) ([ cos(t)  sin(?) o x(t)
Z= < () ) B = ( —sin(t) cos(t) ) X = < 2a(t) )
[ cos(t)  sin(t) 1 [ cos(t) —sin(t)
b= ( —sin(t) cos(t) ) =B = ( sin(t) cos(t) > '
Alors
{ x1 = cos(t)z; — sin(t)zs,
xo = sin(t)z; + cos(t)za,
{ &y = —sin(t)z, + cos(t)2; — cos(t)zg — sin(t) 2z,
Tg = cos(t)z1 + sin(t)2; — sin(t)ze + cos(t)za
Donc
11 = e(sin(—t)(—a(cos(t)z; + sin(t)zs) — ((cos(t)z; + sin(t)zs)?
—1)(—sin(t)zy + cos(t)z2)® + Asin(t)),
iy = &(cos(—t)(—a(cos(t)ry + sin(t)xs) — ((cos(t)z; + sin(t)zs)?
—1)(—sin(t)x; + cos(t)zs)® + Asin(t)).
On pose

IleetZEQ:N,
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g1(t, M, N) = sin(—t)(—a(cos(t) M + sin(t)N) — ((cos(t)M + sin(t)N)?
—1)(—sin(t)M + cos(t)N)? + Asin(t),

ga(t, M, N) = cos(—t)(—a(cos(t)M + sin(t)N) — ((cos(t)M + sin(t)N)?
—1)(—sin(t)M + cos(t)N)? + Asin(t).

On pose
M = Asin(¢) et N = Acos(¢),

Alors

g1(t, Asin(¢), Acos(¢)) = aA sin( )sin(¢ + t) + A® sm( )sin®(¢ + t) cos® (¢ + t)
—A3cos?(¢ + t) sin(t) — Asin®(t),

ga(t, Asin(¢), Acos(¢)) = —aAcos(t)sin(¢ + t) — A5 cos(t) sin®*(¢ + t) cos®(¢p + t)
+A3 cos(t) cos® (¢ + t) + Asin(t) cos(t).

Ensuite on calcule

90]1(M> N) = fo% gl(tﬂ M, N>dt?
90]2(M7 N) = ./‘027T 92(t7 M, N>dt’

gola(Asin(@), Acos(9)) = / \(t, Asin(g), A cos(6))dt

2

= /aA sin(t) sin(¢ + t)dt + /A sin(t) sin®(¢ + t) cos®(¢ + t)dt
0

0
2 2

—/A3 sin(t) cos®(¢ + t)dt — /AsinQ(t)dt,

0 0
tel que
fozﬂ aAsin(t) sin (¢ +t)dt = aAcos(¢)m.
fo% AP sin(t) sin®(¢ + t) cos®(¢ + t)dt = —3 AP sin(¢) .
foz7r A?sin n(t) cos (Qb +t)dt = —§A3 Sln(gb)ﬂ'
f027r Asin(t) =
Alors

goJ1(Asin(¢), Acos(¢)) = aAcos(¢p)m — %A‘r’ sin(¢)m + Z%AS sin(¢)m — Ar.
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2

gol2(Asin(¢), Acos(d)) = /gg(t,Asin(qb),Acos(gb))dt

=]

aA cos(t)sin(¢ + t)dt

/A3c sin?(¢ + t) cos®(¢ + t)dt
0

2 2

+/Acos cos® ¢+t)dt+/)\sin(t) cos(t)dt,
0 0

3

tel que
“T 0 A cos(t) sin(¢ + t)dt = aAsin(¢)r.
e AP cos(t) sin®(¢ + t) cos®(¢ + t)dt = § A cos(¢).
27r A3 cos(t) cos®(¢ + t) = 2 A3 cos(¢)m.
fo Asin(t) cos(t)dt = 0.
Alors
gol2(Asin(e), Acos(¢)) = —aAsin(¢g)m — éA‘r’ cos(p)m + ZA?’ cos(o),
puisque
M = Asin(¢) et N = Acos(¢).
Alors
gol1(M,N) = arN — §(M? + N?)2Mn + 3(M? + N*)Mm — A,
Golo(M, N) = —arM — L(M? + N2)2Nr + 3(M? + N?)Nr.
On pose

arN — $(M?+ N?)*Mn + 2 (M2+N2)M7r—)\7r:0
—arM — §(M? + N?)? N7T—|— 3(M? + N*)N7 = 0.

Alors la solution 2m—périodique de systéme (6.5)

z1(t) = M cos(t) + N sin(t),
{ 29(t) = —M sin(t) + N cos(t).

On calcule la matrice jacobienne de go(M, N)

B=] (M N) — ( ([90]1):]\/[(M7N) ([90]1);V<M7N) )
A ([g0)2) s (M, N ([g0]2) w (M ’
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tel que
([90]1):]\4(]\/[,]\[) = _é(M2+N2)27T_ %MQ (M2—|—N2)7T—|-%(M2+N2)7T+3/2M27T,
(l90)1)n (M, N) = ar — M (M? + N?) =N + 3M N,
([90]2) pr(M, N) = —am — 5M (M? + N*)«N + S M N,
(g0]2) 5 (M. N) = =5 (M? + N*)*m — {N* (M? + N*) 7w+ § (M? + N*) 7w + §N°7.

On calcule det(B) et trace(B)

trace(B) = trace(Jy (M, N)) = ([go}1)ar (M, N) + ([g02) 5 (M, N)
= 3n(M?*+ N?) — %w(MQ + N%)2

5 3 27 27

det(B) = det(gy(M,N)) = aW2M8 — ZWQMG + EN47T2 + EM47T2
3ane g 2ens g Dy - Dy
4 64 16 4
15 5 27 9
—{—§7T2M4N4 - 1—67r21\46’N2 - §M27r2N2 - ZWQM2N4 + a*r?.
Puisque
M = Asin(¢) et N = Acos(¢),
alors 3
trace(B) = 3w A* — Zﬂ'A4 <0,
et

27 3 5
— 2 2 4 —A6 A8
det(B) = (a + —16A 1 + o ) > 0,

go)1(Asin(¢), Acos(¢)) = aAcos(¢)m — g A°sin(¢)m + 2 A% sin(¢)m — A = 0,
{ gol2(Asin(¢), Acos(¢)) = —aAsin(¢)m — %AE’ cos(@)m + %A?’ cos(g)m = 0,

cos(9) = 1
sin(¢) = ——A"+ —A%

fxg remarque que cos*(¢) + sin*(¢) = 1, alors : (S o+ o
7(0’2 + (—gA*+347)%) =1



6.2. APPLICATIONS

En résumé, ’équation (6.4) posséde exactement un seul cycle limite asymptotique-
ment stable si les trois équations suivantes sont vérifiées

A%(a® 4+ (—L1A* 4+ 34%)%) — N =0,
trace(B) = 3mA? — 31 A* <0,
det(B) = w2 (a2 + ?—gA‘L — %A6 -+ %AS) >0
3
BWAQ—ZWA4<O¢A2>4:|A| > 2.

Exemple 6.2.2 On étudie l'existence et la stabilité asymptotique de la solution pé-
riodique de [’équation de Van Der Pol

i +e(|u| — 1)u® + (1 + ag)u = eAsint. (6.6)
On pose (z1,z2) = (u, ).
Alors .
21 = Z9,
{ 29 = —e(|z1] — 1)23 — (1 4+ ag)z; + e)sint). (6.7)

On s’intéresse o lexistence d’une seule solution périodique (un seul cycle limite).
Pour cela, on doit vérifier les deuz conditions (6.3)du théoréme précédent avec la
condition go(ve) = 0.

Posons ‘
(20 = (ot 0y (),
[l romte
Z=BX=X=B"Z,
tel que
7= (20) 7= (S %0) - (20)
L G (e L
Alors
(o s amiy
Ui St Lo amyes e 69
Donc

&1 = esin(—t)(—a(cos(t)zy + sin(t)x2) — (|cos(t)x; + sin(t)z,|
—1)(—sin(t)x; + cos(t)xa)® + Asin(t),

Iy = € cos(—t)(—a(cos(t)xy + sin(t)xe) — (|cos(t)xy + sin(t)zs]
—1)(—sin(t)z + cos(t)z2)® + Asin(t).
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On pose
=M et To = N
g1(t, M, N) = sin(—t)(— (cos( YM + sin(t)N) — (|cos(t) M + sin(t)N|
—1)(—sin(t)M + cos(t)N)? + Asin(t),
g2(t, M, N) = cos(—t)(—a(cos(t) M + sin(t)N) — (|cos(t) M + sin(t)N|
—1)(—sin(t) M + cos(t)N)? + A sin(t).
On pose
M = Asin(¢) et N = Acos(¢).

Alors

g1(t, Asin(¢), Acos(¢)) = aAsin(t) 111((;5 + 1) + |A| A3sin(t) |sin(¢ + t)| cos®(¢ + t)
—A3sin(t) cos®(¢ + t) — Asin®(t),

g2(t, Asin(¢), Acos(¢p)) = —aA cos(t) sm(gf) +t) — | A| A% cos(t) sin?(¢ + t) cos®(¢ + t)
+ A% cos(t) cos® (¢ + t) + Asin(t) cos(t).

Ensuite on calcule )
gol1 (M, N fo; g1(t, M, N)dt,
golo(M,N) = |5 g2(t, M, N)dt,

gols (Asin(9), Acos()) = / (1, Asin(), A cos(@))dt
= /aAsm )sin(¢ + t)dt

- / |A| A%sin(t) |sin(¢ + t)| cos® (¢ + t)dt

27 2

- / A?sin(t) cos® (¢ + t)dt — / Asin?(t)dt,

0 0

tel que
sin(p +1t)si o+t € [0, 7]
[sin(¢ + )] { —sin(¢p +1t) si ¢+t € [m,27]

sin(¢p+t)sit € [—¢,m— ¢
—sin(¢ +1t)sit € [r—¢,2m — ¢

fo aAsin(t) sin(¢ + t)dt = aA cos(¢),
f027r A3sin(t) cos®(¢ + t)dt = —§A3 sin(¢),
f027r sin?(t) = Ar.

|sin(¢ + t)|
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Si ¢ > 0 alors

2

/\A[A3sin(t)\sin(¢+t)\cos3(¢+t)dt = |A] A% /sm sin(¢ + t) cos®(¢ + t)dt
0

0
2w —¢p

— / sin(t) sin(¢ + t) cos® (¢ + t)dt

T—¢
2

+ / sin(t) sin(¢ + t) cos® (¢ + t)dt]
2r—¢

= 4] A sin(g)],

Sip <0 = —¢ >0 alors
2m
/aAsin(t) sin(¢ +t)dt = aAcos(¢)m,

0
—¢

2w
/ |A| A%sin(t) |sin(¢ + t)|cos(¢p +t)dt = |A| A3~ /sin(t) sin(¢ + t) cos®(¢ + t)dt,
0 0

+ f " %sin ) sin(¢ + t) cos®(¢ + t)dt — fﬂ_zf¢ sin(t) sin(¢ + t) cos®(¢ + t)dt]
|A| A’[—5 sin(¢)].
Alors

go]1(Asin(¢), Acos(¢)) = agl cos(¢)m — 3 |A| A3sin(¢) + 3A%sin(¢)m — A,
]2(A81n( ), Acos(¢)) = [ ga(t Asm( ), Acos(¢))dt,

= - fo aA cos(t) sin(¢ + t)dt — fo A|A| cos(t) sin?(¢ + t) cos® (¢ + t)dt

_|_f02“ A3 cos(t) cos® (¢ + t)dt + fo Asin(t) cos(t)dt,

tel que

2

/aA cos(t)sin(¢ + t)dt = aAsin(e)m,

0

A cos(t)cos®(p+1) = %AP’ cos(p),

2m
//\sin(t)cos(t)dt = 0.
0
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Si ¢ > 0 alors

27

/\A[Agcos(t) |sin(¢ + t)| cos®(¢p + t)dt = |A| AY /cos sin(¢ +t) cos®(¢ + t)dt
0 0

ﬂ-_

- / cos(t) sin(¢ + t) cos® (¢ + t)dt

T—¢
21

+ / cos(t) sin(¢ + t) cos® (¢ + t)dt]

2r—¢

= |4 A3[ cos(@)],

Sip < 0= —¢ >0 alors

-9
/ |A| A% cos(t) |sin(¢ +t)|cos® (¢ +t)dt = |A| A3~ /cos(t) sin(¢ +t) cos®(¢ + t)dt

0
T—o

+ / cos(t) sin(¢ + t) cos®(¢ + t)dt

—¢
2w

— / cos(t) sin(¢ + t) cos® (¢ + t)dt]

T—¢
= A4 cos(0)],

alors
go)2(Asin(¢), Acos(¢)) = —aAsin(¢p)m — % |A| A% cos(o)m + ZA?’ cos(o)m,

Puisque

M = Asin(¢) et N = Acos(¢),

alors

9ol (M, N) = amN + 3 3(M?+ N*)Mm — (MQ—FNQ)gMW—)\F,
9ol2(M, N) — —anM +3 3(M? + N?)Nm — 4(M? + N?): Nr.

On pose
M = Asin(¢) et N = Acos(¢).
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Alors

go}1(M,N) = arN + 3(M? + N*)Mr — 4(M? + N?)s M7 — \r,
gol2(M, N) = —anM + 3(M? + N*)Nr — $(M? + N?):N.

—~

On pose

arN + §(M? + N*)Mr — 4(M? + N?)5 Mr — A = 0,
—anM + 3(M? + N*)Nw — 4(M? + N?)iNm = 0.

Alors la solution 2w —périodique de systéme (6.7) est

{ 21(t) = M cos(t) + N sin(t),
2(t) = —M sin(t) + N cos(?).

On calcule la matrice jacobienne de go(M, N)

!

B J (MN) = ( (190} (M. N)  ([aoh ) (M, ) ) |

!

([90]2)ar (M, N)  ([go]2) (M, N)
tel que

(ol )aM.N) = 2 (M4 N?) w4 M2 — 5 (M2 4 N?)

’ 3 3
(ool )x (M, N) = ar+ZMNr — M (M? + N?)? N,

5 3
2 2

— 4M?* (M? + N?)

([gola)ss (M. N) - = —aﬂ+gMN7r—4M(M2+N2)§N’

([gola) (M, N) = Z (M2 + N?) 7 + ;N% _ % (M? + N?)% — 4N? (M2 + N?)?
On calcule, det(B) et trace(B)
trace(B) = trace(Juy(M, N)) = (lgol1)ar (M, N) + ([go]2) w (M, N)
= 3M?n+3N%*r — ?\/WM“
N D RN T ED O

= 3m(M?+ N?) — 2—;(\/M2 + N2)(M? + N?)%,

/ 2 2 2
det(B) = det(gy(M,N)) = 2 ppin? - 2T N2 gMﬁx/ZW + N2 —

16 16
81 81 27
EM‘R/M2 + N2 N? — EN‘%T\/M? + N2M? — EN%/M2 + N2
27 96 96 192 192
+§M27r2]\72 + %M“’ + EMBN2 - ?M"‘N‘* + ?M“Nﬁ
+%M2N8 + %Nw + a*n.
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Puisque
M = Asin(¢) et N = Acos(¢).
Alors ]
trace(B) = —5A2 (—15m + 28| A| A%),
et

det(B) = a’m* + i_(ZA47T2 - %AG |A| ™+ Z—gAlO,
gol1(Asin(¢), Acos(¢)) = aAcos(¢)m — 3 |A] A3sin(¢) + 2A3sin(¢)r — Ar =0,
gol2(Asin(¢), Acos(¢)) = —aAsin(¢)m — 3 |A| A% cos(@)m + 2 A3 cos(¢)m = 0.
On pose
cos(8) = o, sin(6) = 5.

Alors
aArf + (2437 — 2A% |A])a — Ar = 0,
SA37B + (—aAm — A3 |Al)a = 0.

On résout le systéme. Alors

207 (—da? + 3AN)
A2 (45427 + 64 |Ala — 4842 [A])’

o =

4(15aAm 4+ 16 |[A| A — 16 A |A] a)
A (45421 + 64 |Ala — 48A% |A|)

On remarque que cos?(¢) + sin®(¢) = 1,alors

8=

—2304A° + (—20257 + 4320 |A| ) A® + 614447
—5760A%T | A a + (3600a°7> — 7680a’T |A| — 8192Xa) A*
+ (7680ar |A| A + 40960%) A® + 36007° A>\°

—960072a? A\ + 64007%a* = 0.

En résumé, ’équation (6.6) posséde exactement un seul cycle limite asymptotique-
ment stable si les trois équations suivantes sont vérifiées

(230449 4 (—202572 + 4320 | A| 1) A% + 6144A7a
—5760A°%T | Al a + (3600a*7? — 7680a* |A| — 8192\a) A*
+ (7680ar |A| A + 40961%) A3 + 360072 A2\
—960072a? A\ + 64007%a* = 0,

trace(B) = —+ A? (—15m + 28 |A| A?) < 0,

det(B) = a?r? + 2 Atn? — ZLAS|A| 7 4 A0 > 0.

\

157

1
—5A2 (=157 + 28 |A| A?) < 0 = —157 + 28 |A| A? > 0 = |A[* > TR
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CHAPITRE [

Nombre maximal de cycles limites d’une classe de systémes
de Liénard généralisés via la théorie de moyennisation

7.1 Introduction

Dans Darticle [22] les auteurs ont étudi¢ le systéme suivant

T=y—e(gu(x)+ fu(®)y),
{ y=—x—c¢ <921 (I) + f21 (J?) y) , (71)

ol gi1, fi1, go1 €t fo1 sont des polynomes de degré k, [, m et n, respectivement, et
€ est un petit parametre.
Dans ce chapitre, on va utiliser le théoréme 2.1.1 du chapitre 2 afin d’étudier le
nombre maximal de cycles limites de certains systéemes de Liénard généralisés de la
forme

{izy—ﬁ(gn(l‘)+f11(%y)y)a (7.2)

y=—x—e(gan(2)+ fu (z,9)y), '

ol ¢g11, ga1sont des polyndémes de degré k, m et fi; et fo; sont des polyndémes de
degré [, n en x et y, respectivement, et £ est un paramétre suffisamment petit.

Théoréme 7.1.1 En appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre au

[ kE—1
systéeme (7.2), au plus max { [5] , {T} , [g}} cycles limites bifurquent des or-

bites périodiques du centre linéaire © =1y, y = —x.

7.2 Démonstration du théoréme 7.1.1

Pour démontrer le théoréme 7.1.1, on utilise la méthode de moyennisation du
premier ordre. Nous écrivons le systéme (7.1) en coordonnées polaires (r, )
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oux=rcosfety=rsnd r>0.
Avec ceci, le systéme (7.1) se met sous la forme standard pour pouvoir appliquer la

méthode de moyennisation

l n

k
fu(zy) = Z ai,j,ll'iyja for (z,y) = Z ai,j,zﬂﬁi?/j,gn (z) = Zbi,ﬂi
i=0

i+5=0 i+5=0

et ga1 (l’) = Zbi72$i.
=0

Le systeme (7.1) devient

( ! k
= —e( > a1 cos™ O sind T O + Y b; 7 costt O+
i+5=0 =0
n m
S aijor™it cost @sin?t2 0 + Y b; o' cos® Osin 6),
i+75=0 =0 (7 3)
. n . . . . m . . :
0=—1—e( > a;jor™ cos™Osin/™ 0+ > b; or* ! cos™t1 0
i+j=0 i=0
I k

— 3 a; ;17 cost @sin? T2 0 — b, ;7 cos’ Osin 6).
L i+5=0 i=0

On considére maintenant § comme nouvelle variable indépendante ; le systéme (7.3)
s’écrit sous la forme

! k
dr S ) . ) )
i g( E a; jar T cos™ 1 G sind T O + E biar' cos™™ O +
i+5=0 i=0
n m
g az‘7j727ﬂl+'7+1 cos' fsin’t? 0 + g b; o' cos' @sinf) + O (52)

i+j=0 i=0

et

1 27 I k
Fio(r) = — [( a; i1 cos™ Osind™ 0 + Y b 17t costt O
O 27T 7.]7 s

0 i+j=0 i—0

n m
+ E a;jor' 7t cos’ Osin’ T2 0 + E b; o7 cos' 0 sin 6)d6.

i+j=0 i=0
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7.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 7.1.1

Pour calculer I'expression exacte de Fjy on utilise les formules suivantes

27
/ cos T fsin’™ 0df = { O'sii pairou j pair
Quj sl ¢ 1mpair et j Impair
0
2 o '
cos L 0o — 0 si ¢ pair
51' Si Z impair
0
’r e . L. .
/ cos' fsin?t20dh = { 0 si 7 impair ou j impair
0 Vi S1t pair et j pair

2

/cos’@sin@d& = 0,pourz=0,1,...
0
d’ou
l k
— i+j+1 i
Fio(r) = > apgar M ag + Y biar's;

i+j=2,s1 ¢ impair et j impair i=1,7 impair
n
§ : i+j5+1

+ (lm"QT J /YZ]'

1+75=0,7 pair et j pair

[ kE—1
Donc le polynome Fio(r) a au plus max{ {5} , {T} , [g] } racines positives, et

de plus on peut choisir les coefficients a; j javec ¢ impair et j impair, a; j» avec i pair et
.. . . [ k—1 n

J pair et b; javec ¢ impair de tel que Fio(r) admet exactement max 32| [5]
racines positives simples. Ceci compléte la démonstration du théoréeme 7.1.1.
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Conclusion

La méthode de moyennisation est une méthode efficace pour étudier le nombre
maximal des cycles limites et la stabilité de ces cycles limites, et de I’approximation
des cycles limites des systéemes différentiels polynomiaux. Cette méthode consiste &
donner une relation quantitative entre les solutions d’un systéme différentiel pério-
dique non autonome et celle de son systéme différentiel moyenné lequel est autonome.
L’application de cette méthode du premier ordre au systéme différentiel

{ i4x=cf(x,y),
j+y=cg(z,y).

Ot € est un parameétre suffisamment petit f et g sont des polynémes arbitraires de
degré 4 en ce qui concerne les variables x et y a donné des résultats intéressants.
Notre travail futur consistera a ’application de cette méthode au systéme différentiel

{ i4x=cf(z,y),
j+y=ceg(z,y).

Ou f et g sont des polynomes arbitraires de degré n > 4.
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