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Abstract

The aim of this these is to prove the global existence in time of the solutions
of a class for the systems of reaction-diffusion

u — diAu = f(u,v), in |0, +oo[ x Q

% — dyAu — dzAv = g (u,v) in ]0,4o00[ x Q.
For dy = 0 and ds # 0 i.e. with diagonal and triangular matrix of diffusion
coefficients.

By combining the compact semi-group methods and some L' estimates, we
show that global solutions exist for a large class of the functions f and g.

Key words : Semi-groups, reaction-diffusion systems, local solution, global
solution.




Résumé

Le but de cette these est de prouver I'existence globale en temps des solutions
d’une classe pour les systémes de réaction-diffusion

%_dlAu:f(uvv)7 sur ]0,+OO[XQ
5 — d2Au — dzAv = g (u,v) sur ]0, +-00[ x Q.

Pour dy = 0, et dy # 0 i.e. avec matrice de diffusion diagonale et triangulaire.
En combinant les méthodes de semi-groupes compacts et certaines estima-
tions L', nous montrons que les solutions globales existent pour une large
classe de fonctions f et g.

Les mots-clés : Semi-groupe, systémes de réaction-diffusion, solution locale,
solution globale.
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Introduction

Durant les années récentes, les systémes de réaction-diffusion ont recu un
intérét considérable dans la recherche mathématique, motivé par leur incident
répandu dans des modeles de phénomeénes biologiques et chimiques, et par la
richesse de la structure de leurs ensembles de solutions. Vu les applications
nombreuses et variantes de ces systémes; on donnera les démarches a suivre
pour modéliser certains problémes chimiques comme les réactions chimiques
oscillantes (Brussélateur). Les individus différent d’un probléme & un autre :

En chimie, par exemple, ils représentent des substances chimiques. En
biochimie, ils peuvent représenter des molécules. En métallurgie, des atomes.
En dynamique des populations, ce sont des humains. En génétique des po-
pulations, ils représentent des caractéres. En biophysique, des charges élec-
triques ou bien des différences de potentiel. En environnement, ils peuvent
représenter les animaux ou les plantes d’une forét, d’'une mer ou bien d'un
fleuve. . . .Pour la plus grande partie de ces problémes, on montre qu’on abou-
tit & des systémes de réaction-diffusion.

Les conditions aux bords seront choisies selon l'origine et la nature du
probléme étudié : s’il n’y a pas d’immigration des individus a travers la fron-
tiere du domaine sur lequel le probléme est posé, on choisit les conditions
aux bords homogenes de Neumann. S’il n’y a pas d’individus sur la frontiere,
on prend les conditions aux bords homogenes de Dirichlet. L’inconnue (la
solution qu’on cherche) est un vecteur dont les composantes sont générale-
ment des fonctions positives : en chimie, par exemple, c’est un vecteur de
concentrations chimiques. En biochimie ou en métallurgie, c’est un vecteur
de concentrations en nombres de molécules ou d’atomes respectivement. En
dynamique des populations et en environnement, c’est un vecteur de densité
de populations humaines, animales ou végétales. . . .

Les conditions initiales sont généralement positives; puisqu’il s’agit de
concentrations, densités, charges électriques .. ..




Tous ces problémes s’écrivent sous la forme :
wy (t,2) — DAw (t,x) = F (w (t,x)), t €]0,+00[, x € Q, (SRD)
avec () est un ouvert borné de R™ de frontiere réguliere 02, ou w (t,z) =
(wy (t,x) ,wy (t,x), ..., wy (t,x)) est un vecteur de variables dépendantes, et

c’est 'inconnue, w; := , A\ est laplacien, Aw = (Awy, Awy, ..., Aw,) ol

ow
ot’
Aw Z o 2 b telle que kK = 1,...,m. D est une matrice carrée m X m

définie p051tlve appelee matrice de diffusion, et

F(w(t )= (F(w(t,z), R (w(t),. .. Fnw(t )
c’est la réaction (généralement non linéaire).

Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre les com-
posantes de w :

Par exemple, en chimie w est un vecteur de concentrations chimiques et
F représente 'effet des réactions chimiques sur ces concentrations, le terme
DAw représente les diffusions moléculaires & travers la frontiére de réaction.

Nous nous intéressons au modéle mathématique suivant

( 9 — diAu = f(u,v) sur RT x Q,
% — dyAu — dzAv = g (u,v)  sur R* x €, b
g—:;:g—z:() sur RT x 09, ()
u(0,.) =uo(.), v(0,.) =wvp(.) sur,

\

oﬂw:(Z),D:(;l; ;3),w0:(u0,vo),F:<£).

Lorsque F' est réguliére et uy bornée, I'existence locale de la solution de
ce systéme est standard, mais l’existence globale nécessite des conditions
supplémentaires sur F.

Nous allons donner un panorama des résultats obtenus au cours de ces
dernieres années autour de la question d’existence globale des solutions pour
des systémes de réaction-diffusion qu’on trouve classiquement dans beaucoup
d’applications :

D’apreés A. Haraux et M. Kirane [10] pour prouver l'existence globale de
la solution du systeme (P) pour g (u,v) = —f (u,v), avec f quasi-positive
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il suffit de trouver une estimation uniforme de la solution pour tout ¢ > 0.
R. H. Martin [20] a utilisé la méthode des domaines invariantes pour trouver
Pexistence de la solution. S. Kouachi [17] a cherché I'existence de la solution
en utilisant la fonctionnelle de lyapunov.

Dans le cas ou

g (uvv) =—f (u7v> = _uvﬁu
N. D. Alikakos [1] a établi I'existence globale et aussi la L>®-bornitude des
solutions quand
| <8< n 4+ 2’
n
avec une méthode de "Bootstrap", basée sur les injections de Sobolev.

L’extension de ce résultat pour 8 > 1 est obtenue par K. Masuda [19], et a
montré que cette solution converge vers un constant quand ¢ — +o0o, puis par
S. L. Hollis, R. H. Martin et M. Pierre [13] qui ont établi 'existence globale
avec une méthode basée sur la théorie de LP-régularité pour 'opérateur de
chaleur et un principe de dualité. Cette méthode permet de I’appliquer a une
classe générale de systeme de deux équations comme les systémes appelés
"Brussélateur".

Egalement, I’existence d’une solution globale du (P) a été établie par M.
Pierre [33] avec des conditions plus faible que les précédentes, en utilisant
une technique basée sur L!-estimations.

Récemment, par S. Bonafede et D. Schmitt [4], pour montrer I'existence
globale de la solution du (P) en posant que :

f+9=<0,

A. Haraux et A. Youkana [11] ont aussi généralisé le résultat de K. Masuda
[19] en utilisant la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov ou

g (u,v) =—f (U7U) = —up (U) )
et ¢ non linéaire et satisfaisant la condition suivante

L (L e()

V— 400 v

=0.

En considérant le cas ot f = 1, A. Barabanova [2] a réussi a obtenir
I’existence globale de solutions classiques sous la condition :

8ab
an (a —b)*

S. Kouachi et A. Youkana [18] ont généralisé la méthode de A. Haraux et
A. Youkana [11] dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure. S. Kouachi

luollo <
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[17] a établi I'existence globale de la solution du systéme dans le cas d’une
matrice pleine.

A. Moumeni et L. Salah Derradji [26, 27] ont montré existence d’une
solution globale (u,v) pour le systéme (SRD) avec la matrice de diffusion
diagonale et triangulaire et sous des conditions encore plus faibles sur f et g
par l'effet de régularisant suivant :

Soit n,q € N tels que n = dimQ et ¢ > 7,

si F(u(t,x)) € L™ (0, Thax, L7 (€2)), alors la solution est globale.

Ce qui revient donc a montrer que

sup | (1 ¢, 2))] ooy < 00

0<t<Tmax
e

M. Mebarki et A. Moumeni [23] ont travaillé sur 'existence de la solution
en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov et la technique intitulée région
invariante qui est trés importante dans le cas ou la matrice de diffusion
pleine.

Dans ce travail nous allons utiliser une technique basée sur L!-estimations
pour étudier 'existence globale de la solution du systeme (P).

11



Plan de la Thése

L’objet de cette these est I'étude du systéme de réaction-diffusion (SRD);
plus particuliérement I’existence locale, ’existence globale.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

» Le premier chapitre nous rappelons quelques résultats et théorémes
classiques d’analyse fonctionnelle qui sont fondamentaux pour notre travail.

» Dans le deuxiéme chapitre, sera consacrée & la modélisation des sys-
témes de réaction-diffusion en utilisant la loi de comportement de Fick. Et
nous allons traiter quelques exemples faisant ressortir leur role essentiel dans
les sciences.

» Au troisiéme chapitre, toutes les notions nécessaires inhérentes a la
théorie des opérateurs m-dissipatifs et a celle des semi-groupes seront don-
nées. Ensuite, nous nous attacherons a 1’étude des problémes d’évolution
semi-linéaires ot nous allons aborder quelques questions, parmi lesquelles
Iexistence locale des solutions, et ses positivités, I'existence globale, etc.

» Le résultat le plus important est présenté au quatriéme chapitre o,
il contient I’étude d’un systéme de réaction-diffusion avec une matrice de
diffusion diagonale via un résultat de compacité. L’étude concerne ’existence
locale et globale.

Pour cela nous avons supposé que ug, vy sont deux fonctions non négatives
de L' (Q), et a partir de quelques conditions sur les fonction f et g on va
montrer I'existence d’une solution d’un systéme similaire au systéme (P) dans
le cas ot dy = 0 et en utilisant des résultats de S. Bonafede et D. Schmitt [4]
nous avons trouvé une estimation de cette solution, cette estimation, nous
permet de déduire lexistence de la solution globale du (P). (Voir [24])

» Enfin, nous nous intéressons au dernier chapitre a ’étude d’un systéme
de réaction-diffusion a une matrice de diffusion triangulaire, pour lequel nous
énoncons un résultat d’existence globale (Voir [25]).

12



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS UTILE D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

Chapitre 1

Quelques rappels utile
d’analyse fonctionnelle

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces fonctionnels et tout
particulierement, les espaces LP et les espaces de Sobolev et nous donnons,
par la méme occasion, quelques définitions et résultats qui seront utiles pour
la suite.

1.1 Notations et notions générales

1.1.1 Opérateurs différentiels

Soit n un entier, on note x = (x1,...,2,) un point (ou vecteur) de R".
On appelle champ de vecteurs sur R” une application v : R" — R", qui a
x = (x1,...,2,) associe v (x) = (vy (z),...,v, (x)).

Pour une fonction u : R — R, son gradient est le champ de vecteurs défini
par

rad (o) = Vule) = (5 (0), g ) (@)

0xy " Oz, " Oy,

pour un champ de vecteurs v : R® — R" on appelle divergence de v la
fonction définie par

ov ov ov

divv(az):a—xl(:p 8_@($)+"'+8x

().
On appelle Laplacien d’une fonction u : R — R la fonction définie par

0%u 0%u o*u — 0%u
A — 3 = —_—— —_— DERIEY N o == °
u () = div (Vu) (z) o2 (z) + o2 (z)+...+ 922 (z) 2 5a?

13



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS UTILE D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

Soit €2 est un ouvert borné de R"™ de frontiere 0f2 réguliére. On appelle dérivée
normale d’une fonction réguliére u sur le bord 92 la fonction définie sur les
points de OS2 par

(produit scalaire du vecteur Vu (z) avec le vecteur 7 (x)).

1.1.2 Espaces fonctionnels

Soit p € R avec 1 < p < oo et 2 un domaine borné de R".
On appelle espace de Lebesgue L? (2) 1'espace

LP(Q) =< u:Q — R, umesurable et /|u(m)\p dr < o0 p,
Q

muni de la norme

lull, = / ju (2)P de

L' (Q) désigne I'espace

L'(Q) =< u:Q— R, u mesurable et /|u(w)|dw<oo :
Q

muni de la norme
Jull = [ 1u (@)l
Q
I’espace
L>(2) = {u:Q — R, u mesurable et 3¢ > 0 tel que |u(x)| < ¢ p.p sur Q},
muni de la norme

[l oo () = supess u(z)| = inf {¢ >0, |u(z)] < ¢, p.psur Q}.
z€eQ

On définit les espaces

L?([0,7),X), 1 <p<oo, L' ([0,T],X) et L*([0,T],X) comme suit :

T
LP(]0,T),X) = ¢ u:[0,T] - X mesurable, tel que /HuH& dt < 400 ¢,
0

14



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS UTILE D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

muni de la norme

hSAL

T
oo = | [ Il
0

T
L'([0,7],X) = u:[0,T] — X mesurable, tel que /HuHth < +00 o,
0

muni de la norme

T
Jull, = / .
0

L*([0,T7]),X) = {u : [0, 7] — X mesurable, tel que sup ess |lul|y < +oo} :
te[0,7)

muni de la norme

HU’HLOO([O,T],X) = supess [lu|y .
te[0,7)

Naturellement on a :
LP([0,T], L7 () = LP ([0, T] x Q)  1<p< o0

C () désigne l'espace des fonctions continues et bornées sur 2 muni de la
norme

il oy = max fu ()]

WP () c’est 'espace de Sobolev défini par
WmP(Q) ={u e L* (), Yo, avec |a| < m, D% existe et D € LP (Q)}

alors, W™? (€2) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme ||.|,, ,
définie par
el = > 1D, Yu € W™ ().

lal<m

Lorsque p = 2, on notera de préférence

W (Q) = H™ (Q),

15



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS UTILE D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

sur H™ (§2) on utilisera plutot la norme équivalente

2

2
lulle={ D 1Dl ]

la|<m
qui fait de H™ (£2) un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire
(u,v),, = Z D%u.D%vdx.
la|<m

En particulier, pour m =1 on a

(u,v), :/u.vdx+/Vu.Vvdx.
Q

Q

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 Formules de Green

Soit € un ouvert borné de frontiére réguliere OS2 et 1 (x) la normale extérieure
au point x. Soient u et v deux fonctions de H? ().
Alors la formule de Green s’écrit :

1. Premiére formule de Green :

/Audx: Z—Zda.

Q onN

2. Seconde formule de Green :

/Vqudx = —/uAvda: + /u@da.
on
Q

Q o0N

3. Troisiéme formule de Green :

16



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS UTILE D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

1.2.2 Inégalité de Holder

Lemme 1.1 Soient 1 < p,q < oo avec % +$ = 1. Soient f une fonction
de LP () et g une fonction de LY (). Alors f.g € L' (Q) et l'inégalité de
Hoélder s’écrit :

1fglly < 1A le - llgllpa -

Preuve. Voir H. Brezis [5]. =

1.2.3 Inégalité de Gronwall

Lemme 1.2 Soit T > 0, 0 € L'(0,T) wvérifiant 0 > 0 p.p et ci, ¢y deux
constantes positives. Soit o € L' (0,T), ¢ > 0 telle que 0p € L* (0,T) et

t
e(t) <+ 02/9 (s) ¢ (s)ds, pour presque tout t € (0,T). (1.1)
0

Alors, il découle
t

o (t) < crexp (02/0 (s) ds) , pour presque tout t € (0,7T).
0

Preuve. Supposons
t

)=+ e [0 o) ds=ataF® - F0).
donc
V1) = et (00 (1)

D’apres (1.1) on aurait

V() Sl (1) (1) = S < b (1)

t

= Ine¢ (t) —1Iny (0) < 02/«9 (s)ds

() < ¥ (0) exp @/m@w ,

avec 1 (0) = ¢;. D’ou ¥ () < ¢y exp (@/0 (s) ds) . Comme ¢ (t) < ¥ (1),

0
on obtient le résultat. m

17



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS UTILE D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

Remarque 1.1 Sic; =0 alors ¢ =0 p.p.

Remarque 1.2 Ce résultat est trés utile dans [’étude des problémes semi-
linéaires, aussi bien pour montrer ['unicité des solutions que pour établir des
propriétés de bornage.

1.3 Quelques résultats qu’il faut absolument
connaitre

Définition 1.1 (Opérateurs compacts) Soient E et F deux espaces de
Banach et T € L(E,F) des opérateurs linéaires continus. On dit que T
est un opérateur compact st ['image par T de la boule unité de E est re-
lativement compacte dans F' ou pour toute partie B bornée de FE, l'image
T.B = {Tx; x € B} est relativement compacte dans F.

En d’autres termes, T est un opérateur compact si, pour toute suite bornée
(7n),en dans E, on peut extraire une sous suite (T, ),oy telle que la suite
(T'zy,) ey converge dans F' quand k — oo.

Théoréme 1.1 (Inégalité des accroissement finis) Soit f : Q@ — R",
(2 C R™ un ouvert) continue et différentiable en chaque point du segment
ouwvert (a,b) :={a+t(b—a), 0<t <1} C, ona

17 () = f(a)]l < sup 17 ()b —a

e(ayd

Remarque 1.3 Dans le cas des fonctions & valeurs réelles le théoréme des
accroissements finis prend la forme suivante

Jde tel quea <c<b:F(b)—F(a)=(b—a)F (c).

Théoréme 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,,) une
suite de fonctions de L' (Q) vérifiant :

(i) fn () — f(z) p.p surQ,
(ii) Il existe une fonction g € L* (Q) telle que
pour chaque n, |f, ()| < g(z) p.p sur .

Alors
fe L' () et |fu— fllpq — 0.
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Preuve. Voir H. Brezis [5]. m

Proposition 1.1 (Formule d’intégration par partie) Soient u,v deux
fonctions de LP (2) avec 1 < p < 00, la formule d’intégration par partie est

donnée par
/u'vda: = vy, — /uv'dx.

Q Q

les résultats généraux ci-dessous sont trés importants pour ’étude théo-
rique des équations aux dérivées partielles.

Théoréme 1.3 (Théoréme de l’intégrale nulle) Soit une fonction nu-
mérique définie et continue dans le domaine €2 et F' une famille dense dans
Q. St pour tout w de F' ["intégrale de ® dans w est nulle alors, la fonction ®
est identiquement nulle dans ).

Théoréme 1.4 (Théoréme de la divergence) Ce théoréme énonce que
le flux d’un vecteur a travers une surface fermée est égal a l'intégrale de la
divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface. L’expression
du théoréme est la suivante :

/divF.dV:/F.dS
1% b

Ou 'V est un volume et ¥ = OF (la frontiére de F'), dS est le vecteur normal
a la surface, dirigé vers l'extérieur.

Théoréme 1.5 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit X un
espace de Banach et f : X — X une application telle qu’il existe k € [0,1]
vérifiant

If(x) = f(y)| < Ekllz—yl pourtout (z,y) € X x X.

Alors il existe un unique point xo de X tel que f(xg) = xg.

1.3.1 Principe du maximum

Soit 2 € R™ un ouvert borné et T' > 0, on considére I'ensemble @@ dans R™!

par
Q={(t,x)/ 0<t<T,ze},

tel que
0Q={(t,z) /] 0<t<T,x€0Nout=0,x¢€Q}.
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Théoréme 1.6 Siu e C ([0,7] x Q) NC**(]0,T[ x Q) vérifiant
uy — Au <0,
alors
maxu = maxu.
Q oQ

Preuve. Voir F. John [15]. =

1.3.2 Ciritére de comparaison

Le critére de comparaison, appelé aussi méthode des sous-solutions et sur-
solutions, est une méthode trés utile et largement utilisée dans I’étude des
équations différentielles.

Considérons le probléme suivant

ur — Au = F (u) sur [0,T] x Q,

g—z =0 sur [0,7] x 09,

u(0,2) =ug (z) sur
Théoréme 1.7 Soit u,v € C ([0,T] x Q) N C*2 (0, T[ x Q) telles que

u— Au— F (u) <v,—Av—F(v) sur [0,T] x £,

d o
o < o sur [0,T] x 09,
uy < U sur €2,

ou F est de classe C*. Alors
u(t,z) <wv(t,x) sur [0,7] x Q.
Preuve. On a
ur — Au— F (u) < v — Av— F(v)
— (up—v) — A(u—v)—(F(u) — F(v)) <0.

Posons

donc
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et d’aprés la remarque 1.3 on aura
detel queu<c<v:F(u)—F(v)=(u—v)F(c)
d’ou
— Aw —wF' (c) <0, (1.2)

on pose w = max (w,0) =w >0
En multipliant (1.2) par w" et en intégrant sur €2, on obtient

/wtw+ — /Aww+ — /ww+F' () <0
Q Q Q
/w;rufr —/Auﬁ“.wJr —/ (w+)2F'(c) <0
Q Q Q
10 2 2 2
= 5&/3:2 (UJJF) +/(V w*) —K/ er

10 )2 <
10

Une intégration directe sur [0, ¢] donne

;A@ﬁm@f—ééaquw%g[KL@w
3wy <3 [ ey [x [ @

wo (z) = up () —vo (z) 0= wi (£) =0

o<y [wrways (K[ @

et d’aprés le Lemme 77
/ (w™ (¢, x))2 =0 < w' =0 (contradiction)
Q

donc
w<0scsu—v<0su<u.
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Chapitre 2

Origines des systémes de
réaction-diffusion

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques applications des systémes de
réaction-diffusion du type suivant :

wy (t,x) — DAw (t,2) = F (w (t,x)), t € ]0,4+00[, z € Q. (SRD)

Ces systémes servent de modeéles dans de nombreux domaines en constituant
un excellent laboratoire théorique pour la compréhension de certains proces-
sus naturels.

Ici le temps ¢ varie dans un intervalle [0,7],  dans un ouvert de R™, I'in-
connue w est une fonction définie sur [0, 7] x Q & valeurs dans R, qui, dans
les applications correspond & un m-vecteurs de concentrations d’espéces chi-
miques, de températures, de densités de populations, etc. D est une matrice
carrée d’ordre m définie positive et diagonalisable appelée matrice de diffu-
sion, A désigne le Laplacien et F' : R™ — R™ est une fonction non linéaire
modélisant les phénomeénes de réaction mis en jeu. (Réaction chimique par
exemple).

2.1 Modélisation

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par Turing (1952) pour
la modélisation des phénomeénes de morphogenes, c’est a dire le développe-
ment des formes.

Dans cette section, nous allons présenter les étapes & suivre pour établir
le systéme (SRD) : Pour clarifier les idées, notons que pour modéliser un
phénomeéne, on doit simplifier plusieurs termes et négliger d’autres facteurs
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rentrant dans les réactions, dont le but d’une obtention des équations simples
et faciles a étudier.

2.1.1 Diffusion et migration

La diffusion désigne la tendance naturelle d’un systéme a rendre homogeénes
les concentrations des espéces en son sein. Le déplacement des atomes, ions
ou molécules dans un milieu, que celui-ci soit solide, liquide ou gazeux, est
appelé de maniére générale "migration". La diffusion est donc la migration
sous une certaine agitation.

Lorsqu’un atome se déplace parmi des atomes de méme nature, on parle
d’autodiffusion. Par la suite en parlera d’autodiffusion du fer pour désigner
la migration d’un atome de fer dans un cristal de fer.

Lorsque 'on a deux milieux homogeénes différents que ’on met en contact,
on parle d’inter diffusion.

2.1.2 Loi de conservation de la masse

Elle s’applique a tout systéme matériel, indépendamment de sa nature : li-
quide, gazeuse ou autre c’est-a-dire milieux continus.

Rappelons qu’un milieu est supposé continu si :
(i) Tout volume élémentaire contient au moins un point matériel.

(ii) Deux particules infiniment voisines dans un état de référence sont
infiniment voisines aprés déformations

(iii) Deux particules distincts dans une configuration ne peuvent fusionner
apreés déformations

Sachant qu’un milieu continu est intuitivement un "systéme de particules"
en mouvement. On le modélise & chaque instant par I’ensemble des points
d'un ouvert €2 (¢) de R3. On imagine que chaque point est une particule qui
se déplace et que I’ensemble des particules occupe le domaine €2 (t) a I'instant
t. On suppose, de plus, I'existence d'une famille de bijections S (s,t), -, de
Q) (s) dans Q (t) dépendant réguliérement de s, t > 0 et permettant de suivre
chacun des points du domaine initial dans sa trajectoire au cours du temps.
Soit
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» p (¢, x) : la densité du milieu a I'instant ¢, c’est-a-dire la masse par unité
de volume dans €2 (t), ainsi la masse m (2) est donnée par

m(Q) = / p(t,x)dx.
Q(t)
Afin de traduire mathématiquement les lois de conservation, nous utiliserons

le lemme suivant qui permet d’exprimer la dérivée par rapport au temps
d’une intégrale du type

K (1) = / k(t,2) da, (2.1)

Q(t)

ou k(.,.) est une fonction définie sur € (). La dérivée de K (t) est parfois
appelée dérivée particulaire par référence au fait qu’on dérive selon les tra-
jectoires des particules.

Lemme 2.1 Sous les hypothéses de régularité, la dérivée par rapport au
temps de lintégrale (2.1) est donnée par

k
K'(t) = / (%d:c + div (k?)) d,
Q(t)
ou encore

k
K'(t) = %dfc + / (kv W) do,
() 20(t)

ot 7 est la normale extérieure unitaire a 0 ().

Pour une démonstration de ce lemme, voir par exemple G. Duvaut [8].

La loi de conservation de la masse exprime 'invariance par rapport au temps
t de la masse de tout sous-systéme matériel que 1’on suit au cours du temps.

On a donc
d

d
Gm@®)= 5 [ plt.a)ds
Q(t)
D’apres le lemme appliqué a k = p, on a

/ <%dm + div (,07)) dx =0,
Q)

on en déduit ’équation de conservation de la masse, dite parfois équation de
continuité

dp
at—l—dlv(pv)—().
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2.1.3 Lois de Fick

Premiére loi de Fick
La premiere loi de Fick énonce que
Le flux de diffusion est proportionnel au gradient de concentration.

Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur.
Elle peut étre vue comme une définition du vecteur densité du courant J;.

Mathématiquement, cette loi s’exprime de la maniére suivante :

Soit B un milieu dans lequel se trouve une espéce chimique A, et soit une
surface S. On note C4 (x,y, 2,t) la concentration de A en un point donné.
On appelle Jy le vecteur densité de courant des particules de A, la premiére
loi de Fick s’écrit :

Jy = —Dap.VCa,

ou Dyp est le coefficient de diffusion de A dans le milieu B, il dépend de la
température du milieu et de A.

Seconde loi de Fick

La loi de conservation des espéces indique que la variation par unité de temps
de la quantité de particulesi: [ [ [ Ci.dv dans un volume donné V' est égale
au flux sortant : f f J;.ds du vecteur densité de courant de particules J; a
travers la surface fermée S délimitant le volume V.

On obtient la deuxieme loi de Fick en identifiant les intégrants ci-dessous :

—%//U/Ci.cﬂ/:/S/Ji.dSZ//U/V.Ji.dV.

La deuxiéme égalité ci-dessus est due au théoreme de la divergence, dit de
"Green-Ostrogradsky", et le signe moins provient du fait que la concentration
diminue quand le flux sortant augmente. On a donc

oC;
ot

+V.ji=0,

a une dimension, ’équation devient :

o _ _0ji
ot Ox
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2.1.4 Modélisation des systémes de réaction-diffusion

Considérons un domaine borné de R" (n = 1,2,3) dans lequel des réactions
se réalisent. €} peut étre des molécules ou une surface géographique qui forme
les lieux des milliers de virus, d’épidémies ou méme des rumeurs circulant
entre les individus des populations. {2 peut étre aussi une cellule vivante qui
est le siege de plusieurs réactions chimiques.

Nous avons besoin du principe suivant :

La vitesse de formation de la i®™ espéce dans un volume w est égale a la quan-
tité formée par la réaction otée de son flux a travers la surface S. Soit alors J;
le flux de ces espéces a travers la frontiére et soient u; (¢, x) la concentration
de la i®™¢ espéce prenant part dans une réaction et fi ((uy, us, ..., uy),t,x)
son taux de formation dans la réaction en question a l'instant ¢ > 0 et au
point x. Considérons alors un volume w infiniment petit de €2 de frontiere
S = Ow. En terme d’équations, le principe précédant se traduit par

%/ui(t,x)dx—/fz-((ul,ug,...,um),t,x)d:c—/Jido.
w S

w

Par application directe du théoréme de la divergence, on obtient

/JidU:/V.Jidx,izl,...,n,

S w

8Ui .
/<6t —I—VJi—fi)dx—O,Z—l,...,n.

w

ceci implique

Puisque w est infiniment petit et arbitraire, le théoréme de 'intégrale nulle
nous assure
aui

ot
Le phénomeéne de la diffusion est régi par la loi de Fick, D’apres cette loi, J;
est proportionnel au gradient de la concentration des espéces et donné par :

+VJi—fi=0dans Q, i =1,...,n.

m
Ji:— E CLijVUj, izl,...,m,
j=1

ot les a;; sont les coefficients d’autodiffusion, A := (a;;) est une matrice

définie positive appelée matrice de diffusion.

1<ij<n
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De ce qui précéde, on trouve :

ou
e~ Adu=f (),

et par un changement de variable, la matrice A peut étre ramenée a une
matrice diagonale D = (dy,...,d,,) avec d; > 0, Vi = 1,...,m. (le cas ou
I’écoulement de la matiere se fait des milieux les plus concentrés vers les
moins concentrés).

D’ou on retrouve finalement le systéme
0
pra (t,x) — DAv = F (v(t,x)), t>0,z€. (R.D)
Le systeme (R.D) s’accompagne souvent de certaines conditions initiales et
d’autres aux bords.

2.2 Exemples de réaction-diffusion

2.2.1 En chimie

Peut-étre la plus grande source de problémes intéressants dans ce domaine
est la modélisation des réactions chimiques multi spécifiques.

Nous considérons un mécanisme général de réaction de la forme
kg
M1R1+M2R2+...+ukRkk\:‘l/lpl—l—l/gpg—l—... —|—l/lPl. (22)

Ici, les R; et P; représentent les réactifs et les espéces produits respectivement,
et u;, v; € N pour chaque i. Maintenant, si nous mettons u; = [R;] et v; = [P}]
et laisser k¢, k, nous faire (I’entier non négatif) avant et arriére des taux
de réaction, respectivement, alors nous pouvons modéliser le processus par
I’application de la loi de la conservation de la masse et de la seconde loi de
Fick (débit) par le systéme de réaction-diffusion suivant :

l k
7j=1

J=1

k l
%1? — V. (dp4iV;) = vy (kau?] _erU;J> L i=1,...,1,

Jj=1 J=1

(

(2.3)

\

Nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné de frontiére
suffisamment réguliére OS.
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Remarque 2.1 La matrice diagonale D peut dépendre de t, x et u, comme
elle peut ne pas étre diagonale (c’est le cas lorsque la diffusion d’une espéce
affecte le rythme de production des autres).

Par exemple, considérons la réaction réversible suivante apparemment simple,
dont laquelle le dioxyde de soufre réagit avec 'oxygéne pour former le tri-
oxyde de soufre :

k
250, 4+ O ?f 92505,

Si nous nous fixons u = [SOy), v = [Oy], et w = [SO3], puis cette réaction,
dans I’hypothése d'une action massive cinétique, peut étre modélisée par le
systéme de réaction-diffusion :

W — dyu =2 (kw? — kpuv),
% — dyv = kyw? — kpuv,

%—7: — dyw = 2 (kyu*v — kw?)
Avec conditions initiales non négatives L™ et conditions aux bords homo-
génes de Neumann. Ici, les d; sont les coefficients positifs de diffusion et ky,
k, sont respectivement les coefficients positifs avant et arriére de réaction et

nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné de frontiére
suffisamment réguliére (voir S. L. Hollis et J. J. Morgan [14]).

Pour la réaction de 1’eau, par exemple, on prend dans (2.2) :

p=3,1={1,2}, J={3}, ny =n3g =2et nyg =1, Ry = hydrogeéne, Ry =
oxygeéne et R3 = ’eau, on obtient la réaction classique

2Hy + Oy % 21,0.

Les équations décrivant cette réaction s’écrivent alors d’apres (2.3)

U] _ g\ A [Hy) = 2 (—h [Ho)? [05] + 1 [H0)), >0,z €,

A0 _ 4y A [0y) = —h [Hy)? (O] + 1 [H20)? t>0,2€Q,
A01 _ Ju N [Ho0] = 2 (h [Ha)* [05] — L [H017), >0,z € Q,

avec conditions aux bords appropriées, par exemple

O[Hy] _ 9[0s] _ 0[H0]
= = — Q
on on n 0,t>0,z€0
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et conditions initiales positives, i.e.
[HQ]tZO = [HQ]O > 0, [OQ]t:O = [02]0 >0, [H2O]t:0 = [HQO]O > 0.

Les coefficients h et [ sont supposés des constantes positives, quoi qu’ils
peuvent dépendre de la température :

E
h,l ~ cTPexp (§T> , 1< 8<2,

voir S. L. Hollis [12] et J. J. Morgan [22] avec différentes conditions aux
bords.

2.2.2 En physique nucléaire

Le modeéle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le systeme de
réaction-diffusion

{ 5 = diu+u(av —b) sur (0,+00) x Q,

o (2.4)
St = dyv + cv sur (0,+00) x Q,

avec conditions aux bords homogénes de Newman et conditions initiales po-
sitives. On montre que (voir C. V. Pao [31]), pour a > 0,b > 0et ¢ > 0, la
solution du systéme (2.4) avec conditions aux bords bien choisies et condi-
tions initiales positives explose en temps fini (cesse d’exister). Cette réaction
est analogue & celle de deux enzymes

%_7; = Upy — OU SUr (0, +OO) X (07 1) )
% = Uy +0ov sur (0,+00) x (0,1),

avec les conditions aux bords

go (u(t, 1)), t>0,

et conditions initiales positives. Ce modele a été étudié par C. V. Pao [30],
H. D. Thomas et D. G. Aronson [36] et Turner et Ames [37].
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2.2.3 Modeéles simples

L’équation de réaction-diffusion la plus simple, ne portant que sur la concen-
tration v d’une seule dimension de ’espace

ou d82u

Er @:f(u),

est aussi appelée équation K.P.P (Kolmogorov-Pertrovsky-Piskunov). Si le
terme en f (u) (qui représente le facteur de réaction chimique dans le proces-
sus) vient de s’annuler, I’équation modélise une simple diffusion. L’équation
correspondante est alors ’équation de la chaleur.

Si f(u) = u(1—u), on obtient I'’équation qui a été introduite & la fin des
années 30 par R. Fisher [9] comme modeéle de génétique des populations.
Et avec f(u) = u(l —u)(u—a) et 0 < a < 1, on obtient I"équation de J.
Zeldovich [38] qui est employée dans la théorie de la combustion. I’inconnue u
représente une densité de géne dominant dans le premier cas et la température
en combustion.

2.2.4 Modeéles plus évolués

¢ En dynamique des populations (propagation d’une épidémie) (cf. J. D.
Murray [28])

La modélisation mathématique en dynamique des populations est en plein
essor depuis quelques années. Nous allons ici prendre ’exemple de la diffusion
de la rage dans une population de renards. Dans ce modele, il s’agit d’une
répartition spatiale des populations saines et infectées, on est placé dans
un cas ou les individus sains ne bougent pas (ils respectent les territoires des
voisins), et en revanche les malades errent au hasard ayant perdu la notion du
territoire. Si 'on note S (¢, z) (respectivement I (t,z)) la densité de renards
sains (respectivement infectés) a I’abscisse = et a U'instant ¢ (les renards se
déplacent sur un segment de droite). Ces quantités vérifient des équations de

type :
% = —rlS,
% =rlS —al +dAl.

La premiére équation correspond au phénomeéne de contamination : lorsque
cohabitent des individus sains et des individus infectés, un certain nombre
d’individus sains sont infectés. Il est par ailleurs naturel de considérer ce
terme comme proportionnel au produit 7.5, en effet, la quantité de microbes
dans lair (donc la probabilité pour un individu sain donné d’étre infecté) est
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proportionnelle & I : il nous faut ensuite multiplier cette probabilité par le
nombre d’individus sains, c’est a dire par S : Pour ce qui est les variations
de I, le premier terme correspond aux individus contaminés (qui augmente
I). Le deuxiéme terme, en "—al", correspond aux individus qui meurent, et
d est la constante de la diffusion.

4 En génétique (ressemblances et différences entre individus) (cf. J. D. Mur-
ray [29])

Un caractére phénotypique dépend d’au moins d’un géne ou de plusieurs
génes. Par exemple, le caractére "couleur des yeux" dépend d’un seul gene.
Cependant, la couleur des yeux peut varier d’'un individu a 'autre. Ces va-
riantes sont dues & des formes différentes du géne appelées "alleles".

On suppose qu’un certain géne & deux alléles que I'on note a et A : lorsque les
deux alléles du couple sont identiques, on dit que I'individu est "Homozygote"
pour le caractere (de type aa ou AA). Lorsque les deux alleles sont différents,
on dit que I'individu est "hétérozygote" pour ce caracteére. (de type aA).

Notons par u; (¢, ), us (t,z) et us (¢, x) les densités respectives des individus
de type aa, aA et AA al'instant ¢ et au point x, et supposons que les individus
se produisent avec un taux r et se déplacent aléatoirement dans ’espace avec
un mouvement Brownien de constante d alors, les densités wuy, us, uz vérifient
le systéme

duy T uz)?
o = dAu —arf (u + %),

%:dAUQ—GQUQ‘FQ—J(Ul‘F%) (Ug‘f‘%),

duz _ _ T ug
ot = dAus a3u3—|—u(u3—|— 2)7

ol u = uy + us + us et les coeflicients a1, aq, a3 sont les taux de déces des
trois populations.

2.2.5 Autres exemples

Les systéemes de réaction-diffusion modélisent beaucoup d’autres problémes
tels que :

¢ Problémes métallurgiques, comme la diffusion du phosphore dans une
plaque de silicium.

¢ Problémes publicitaires, comme la publicité sur un produit ot pour lan-
cer un produit, on entreprend une action publicitaire destinée un premier
temps & toucher un certain nombre de personnes, lesquelles prolongent par
le phénomeéne "de bouche a 'oreille".
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Chapitre 3

Problémes d’évolution
semi-linéaires

Nous allons exposer dans ce chapitre la théorie des équations d’évolution,
une théorie qui a permis de donner des réponses aux questions d’existence et
d’unicité de solutions pour une large classe d’équations.

Les équations d’évolution sont des équations qui s’écrivent sous la forme :
we C(0,T),D(A)NC (0,T),X),

uy — Au(t) = F (u)
u (0) = up.

outu=u(tz), A: X — X est un opérateur d’un espace de Banach X dans
X, ug la donnée initiale et F' une application dans X.

Comparativement avec les équations différentielles ordinaires, il est tout a
fait raisonnable d’envisager ’existence et 'unicité de la solution du probléme
précédent & partir des propriétés de I'opérateur A.

3.1 Opérateurs m-accrétifs

3.1.1 Notations et définitions

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||, et P (X) ensemble des
parties de X.
On appelle Opérateur multivoque de X toute application A de X dans P (X).
On note par :

D (A) ={z € X; Az # ¢} le domaine de définition de A.
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R(A) = U Az = U Az I'image de A.

zeX z€D(A)
G(A) ={(z,y) e X x X, x € X, y € Ax}le graphe de A.
(x,y) € A signifie que z € D (A) et y € Ax.

Si pour tout z € X, Ax contient au plus un élément, on dit que A et un
opérateur univoque de X. (on retombe alors sur la théorie classique des
opérateurs). Un opérateur univoque de X est complétement déterminé par
la donnée de son graphe.

* Dans tout ce qui suit, on considére les opérateurs univoques comme étant
les seuls éléments de notre travail.

Définition 3.1 Un opérateur linéaire dans X est un couple (A, D (A)), ou
D (A) est un sous espace vectoriel de X, et A: D (A) — X est une applica-
tion linéaire.

On dit que A est borné s’il existe M > 0 tel que

[ Aul] < M [|ul]
Dans le cas contraire, A est dit non borné.

Définition 3.2 (Opérateur accrétif) Un opérateur A dans X est dit ac-
crétif si

Vu,u' € D(A) et VA >0, ona ||u—u| < |lu—u + X(Au— Ad')|.

o Si l'opérateur A est linéaire, pour montrer qu’il est accrétif il suffit de
prouver
Vue D(A) et VA >0 on a ||ul| <|u+ Nul.

Proposition 3.1 Soit A un opérateur accrétif dans X, alors V) > 0, l’'équa-
tion
ut+Nu=f, Vfe X, ue DA, (3.1)

admet au plus une solution.
Preuve. Soit u;, uy deux solutions de (3.1), alors
uy — ug + A (Auy — Aug) =0,
et puisque A est accrétif, et ui,uy € D (A), on a
[ur — wal] < Jlug — uz + (Aus — Auwp)|| =0,

ce qui implique 1 =u, =
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Définition 3.3 (Opérateur m-accrétif) Un opérateur A dans X est dit
m-accrétif si
(i) A est accrétif dans X,

(1)) VA >0, RI+MA) =X se. VfeX, Jue D(A):u+ Nu=f.
Définition 3.4 Un opérateur A est dit dissipatif si 'opérateur (—A) est ac-

crétif et il est dit m-dissipatif si opérateur (—A) est m-accrétif.

3.1.2 Produit semi-intérieur

Définition 3.5 Pour tout u et v dans X, on définit le produit semi-intérieur
noté [.,.| par

B 2 ey v e
R

Lemme 3.1 Le produit semi-intérieur admet les propriétés suivantes
(1) [u, av] = afu, 0],

(i) [u,v + 9] < [u,v] + [u, 7],

(111) [u, cu +v] = a||ul| + [u,v].

Preuve. (i) [u, av] = a[u,v] :

On a
A — A _
[u, av] = lim v+ Aavl] = Jlull _ o lim lu+ Aav]] ||U||7
A—0 A A0 al
posons 3 = a), f — 0 quand A — 0
[u+ S]] — [Jull

u, av| = a lim ,
| ] B0 15}

donc
[u, av] = a[u, v].
(i) [, 0+ ] < [, ] + [, 7]
On a
~ 1 N 1 N
lu+A(v+2)|| = 5 |lu+ 2 v + u + 220|| < 3 (Jlu 4+ 2 0| + |Ju + 2X9]) ,

donc

o+ 20l = flull | [lu 4+ 2X5] — [lu

A || — <
Ju+A(w+0)| — [Jull < 5 5 ,
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lu+ A Q0+ 0| = lull - lu+2A0) = fJull | [lu+2X5] — [lu
A - 2\ 2) '

Quand on passe a la limite A — 0, on aura
w0+ 7] < [u, 0] + [1,7].

(iil) [u, au 4+ v] = a||u|| + [u,v] :

On a
Ju+Alou+ o)l —Jlull (1 + Aa)u+ Avf| — [Jul]
A A
A o+ el
A A
posons \ = ﬁ, on obtient
lut Aaut o) —lull _ flut Nol|  [lu]
A N A
_ Nt Xl el el ]
N N N A
Nl
- )\/ Q UH,

par passage a la limite A — 0 quand A — 0, il suit que
[u, au+v] = a Jul| + [u, v].
|

Proposition 3.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) A est accrétif,
(1) Yuy,ug € D (A) : [ug — ug, Aug — Aug] > 0,
(iii) YA > 0, (I + XA)™" : R(I + MA) — X est une contraction.
Preuve. (i)<(ii) Soit (u1,v1), (u2,v2) € A, posons
Uzul—u2,V:v1—vg,
et définissons

g: ]0,+00[ —R
A gy = e
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d’ou

UV] — e 1AV = 0]
) A0 )\ )

ainsi, il est clair que

|U+ AV = U]
)

(1)< (iii) Soit 1, xe € R (I + MA) donc Juy, us € D (A) tel que :

A accrétif & > 0.

r1 = w + Muy,
To = UQ+>\AU2,

donc

Uy = (I+)\A)_1$1,
uy = (I+MA)"" o,

comme A est accrétif, on a

(T +XA) " 2y — (T +AA) |

Jur — ua|

< lug — ug + A (Auy — Aus)||

= [[T+2A) oy = (T +AA) "2+ MNAT +AA) oy — AT+ 2A) )|
(I +XA) (1 4+ MA) 2y — (I +MA) (T + AA) " o

= ||5751 - 55’2|| )

d’ont A est accrétif= (I + AA)™" est une contraction.
La réciproque est claire, d’ou le résultat. m

Proposition 3.3 Notons [.,.], le produit semi-intérieur dans L' avec

fu, ], = / sign (u(2)) v (z) dz + / v ()| da.

{z:u(z)#0} {z:u(x)=0}

La fonction sign est définie par

1 sir>0,
sign (r) = 0 sir=0,
-1 sir<0.
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Preuve. On a

+ A dr — d
el gl 0l = Ol
Uh = 1 A e A

Lorsqu’on fait tendre A vers 0, on aura

ulz o ()] — lu(x v(z) siu(z)>0,
HEESYICIETICNY (it b

—v(z) siu(z) <0,

[u,v], = / sign (u(x)) v (x) dx + / lv(z)|dx. m

{z:u(z)#0} {x:u(z)=0}

3.1.3 Application
Théoréme 3.1 Soit Q un ouvert borné de R™, et posons X = L'(Q), on

définit l’opérateur Ay par
- 0} 7
o0

D(A) = {u e L' (Q), 2

an

Alu = —AU, Yue D (A1> .
Alors, Ay est m-accrétif dans X.

Preuve. Puisque A; = —A est linéaire, alors pour montrer que 'opéra-
teur A est accrétif, il suffit de montrer d’aprés la proposition 3.2 que

[u, Ajul, > 0.
On a
[u, Ajul, = / — Au(z) sign (u (x)) dx + / |Au (z)| dz > 0.
{z:u(x)#0} {z:u(x)=0}

c’est-a-dire, A; est accrétif.
Pour la m-accrétivité, voir Bresis-Strauss [6]. m
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3.2 Semi-groupes

Définition 3.6 (Semi-groupes) La famille {S(t)},., C L£(X) s’appelle
semi-groupe sur X si elle vérifie les deux conditions suivantes

(i) S(0) = Idx, ou Idy est l'identité dans X,
(i) S (t +s) =S (t) S(s), pour tout t, s € RT.
On note L (X) Uespace vectoriel des opérateurs linéaires bornés.

Définition 3.7 Un semi-groupe {S ()}, est uniformément continu s’il vé-
rifie
tlilg{L 1S (¢) = Ill(x) = lim sup [\S(¢)u—ul| =0.

+
=07 lujj<1

Définition 3.8 Le semi-groupe {S (t)},5, s’appelle semi-groupe fortement
continu (ou bien Cy-semi-groupe) sur un espace de Banach X si

hnﬁ S (t)u = u, pour tout u € X.
t—0

Définition 3.9 Un Cj-semi-groupe {S (1)}, est un Cp-semi-groupe de
contractions st

”S(t) Ug — S (t) ’U()H S ”UQ — U[)H > VUO,UQ c X,

et on aura
1S ()] < 1.

3.2.1 Générateur infinitésimal

Définition 3.10 Soit {S (t)},., un semi-groupe sur X. On appelle généra-
teur infinitésimal de {S (t)},, Uopérateur A : D(A) C X — X défini
par
t —
D(A)_{ueX: lim 2D

t—0t

4 existe dans X } ,

Ay — i 2D u—u
t—0+

pour u € D (A).

Exemple 3.1 Soit

Cuw[0,00) ={f :[0,00) = R, f est uniformément continue et bornée} ,
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avec la norme

[ llep000) = sup | (@)],

a€[0,00)

Uespace Cyy [0, 00) devient un espace de Banach.
Définissons
St flla)=f(t+a), Vt>0, et a€|0,00).

Evidemment S (t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :

(1) (S(0) f) (@) = f(0+a) = f(a), donc 5 (0) =

(ii) (S (t+5) f) (@) = (t+8+a) (S (1) f) (s +a) = (S(t)S(s) ) (a),
VfeCul0,00), d ncS(t+s t)S(s), Vt,s > 0.

(iii) i |15 (£) £ = flle,y 000 = { esgp)|f (t+a)— f(a)l} =0,
Vf € Oub [0, OO) .

De méme, nous avons :

1S fllcyom) = sup [S () f(a)]

a€[0,00)

= sup [f(t+a)

a€[0,00)

= sup [f(B)]

BE(t,00)

< sup [f(B)]
B€[0,00)

= ”f”C'ub[O,oo) ) vt Z 07

donce
IS ()| =1, Vit >0.

Par conséquent {S (t)},5, est un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
sur Cyp [0, 00), nommé le Cy-semi-groupe de translation & droite.

Soit maintenant A : D (A) C Cyp [0,00) — Cyp [0, 00) le générateur infinité-
simal du Cy-semi-groupe {S (t)},,-

Si f € D(A), alors, nous avons
ft+a) = f(a)

o (SO ) (@) = fla) o
Af (o) = lim = lim " = f'(a),

t—0 t t—0
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uniformément par rapport a . Par conséquent :
D (A) Cc{f € Cul0,00) tel que f" € Cyp[0,00)}.

Si f € Cuy0,00) tel que f' € Cyuy [0,00), alors :

HM_]N = sup ‘S(t)f(a&)—f(a)_f/(a> ’
t Cup[0,00)  @€[0,00) t
St) fla) = fla) | ftta) = fla)
‘ t —fe)) = \ ; - f'(a)
1 oo
= |0 1@
. t+a

«@
t+a

< 1 [ro-r@la—o

uniformément par rapport a o, pourt — 0. Par suite :

S(t)f_f /
|

— 0, sttt — 0,
Cup[0,00)

d’ouw f € D(A) et l’ensemble

{f € Cuwp[0,00) tel que f' € Cyp[0,00)} C D (A).
Par conséquent

D (A) ={f € Cw[0,00) tel que f" € Cy[0,00)},

et

3.2.2 Quelques résultats sur les Cy-semi-groupes

Proposition 3.4 Soit {S(t)},., un semi-groupe fortement continu sur X.
Alors -
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(i)t — ||S(t)| est bornée sur tous les compact [0,7] C R lorsque 0 < 7 <
+00.

(ii) Pour tout uw € X, Uapplication t — S (t) u est continue (& valeurs dans
X ) sur RT.

(i) 1l existe deux constantes réelles M > 1, w € R telles que
1S Ol zx) < Me**, pour tout t € R,
St M =1 et w=0, le semi-groupe est un semi-groupe de contraction.
Preuve. Voir A. Pazy [32]. =

Théoréme 3.2 Soit {S (t)},., un semi-groupe fortement continu sur un es-
pace de Banach X et soit A son générateur infinitésimal. Alors

t+h
(i) POUTUEX:;}L%LE { S (s)uds =S (t)u.
¢ ¢
(ii) Pour u € X, /S(s)udsED(A),A/S(s)udSZS(t)u—u.
0 0

(iii) Pourw € D (A), S (t)u € D (A) : dsg) u

=AS(t)u =95 (t) Au.
(iv) Pour w € D(A):S(t)u—S(s)u= jS(T) Audr = ftAS(T) udr.

Preuve. Voir A. Pazy [32] =

Définition 3.11 On dit que le semi-groupe {S (t)},-, est compact si lopé-
rateur S est compact pour tout t > 0.

Définition 3.12 Soit A un opérateur m-dissipatif dans l’espace de Banach
X. La famille d’opérateurs R (X, A), X > 0 définie par R (XN, A) = (\[ — A) ™
est appelée la résolvante de A et lopérateur Ay = AAR (A, A) Uapproxi-
mation de Yosida (ou régularisante de Yosida) de A.

Théoréme 3.3 (Théoréme de Hille-Yosida) Un opérateur linéaire non
borné (A, D (A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contractions sur X si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

(i) A est fermé,
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(ii) D (A) est dense dans X,

(111) pour tout A > 0, (Al — A) est une application bijective de D (A) sur X,
et (N[ — A)™" est un opérateur borné sur X vérifiant

IO =47} <

> =

Preuve. Voir A. Pazy [32]. =

Théoréme 3.4 (Théoréme de Lumer-Phillips) Un opérateur linéaire
non borné A dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contractions sur X si et seulement si A est m-dissipatif et de domaine dense
dans X.

Preuve. Voir T. Cazenave-A. Haraux [7]. m

3.3 Problémes semi-linéaires

Définition 3.13 Une fonction F' : X — X est dite localement lipschitzienne
sur X si VM > 0, 3K (M) telle que

|F (u,v) — F (u,0")|| < K (M) (Jlu—u|+|v—="2"), Yu,u',v,0v" € By,

ol By est la boule de centre 0 et rayon M.
K (M) dit constante de lipschitz de F' sur By;.

Théoréme 3.5 Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
1S (1) }y50 fortement continu sur X, pour tout ug € D (A), u(t) = S(t)uo
est 'unique solution du probléme

u € C([0,00); D (A)) N C*([0,00); X)
‘fl—?—Au:O,

u (0) = up.
Preuve. Voir A. Pazy [32] =

Théoréme 3.6 Soit A un opérateur m-dissipatif de domaine dense qui est
le générateur infinitésimal du Cpy-semi-groupe S (t) sur l’espace de Banach
réel X ; F': X — X une fonction localement lipschitzienne sur les bornes de
X, et ug € X est la représentation de la donnée initiale. i.e.

Ay — Ti 2 W u—u
h—0 h,

b
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On consideére le probléme d’évolution semi-linéaire suivant :
we C([0,7),D(4) N CH([0,T],X),
a4 — Au=F(u), (S)
u (0) = wo,

alors il existe une solution unique u de probléme (S), de plus elle vérifie
l’équation intégrale suivante

u(t) =S (t) ug —I—/S (t—s)F (u(s))ds, YVt €[0,T]. (3.2)

0
Preuve. Soit t € [0,7], et u une solution de (S), on définit ¢ par
p(s)=5(t—s)u(s).
Pour tout i € [0, — s] on a

w(s+h)—@(s) S(t—s—h)u(s+h)—=S({t—s)u(s)

h h
- s<t_s_h)“<8+h>—hS<h>u<s>
R R
= S(t—s—h) u<5+h})l_u<5)_5(h})l—fu(s) .

Si on passe a la limite quand h tend vers zéro, on aura

P'(s) = S(t—s)[u(s)— Au(s)]
= S(t—s)F(u(s)),

puis on intégre de 0 & 7 avec 0 < 7 < t pour avoir

donc
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par suite
.

o (1) = S(t)uo—i-/S(t—S)F(u(s))ds.
0
En faisant tendre 7 — ¢, on trouve

P =St un+ [S(t-9)F(u(s)ds

puisque

il en résulte

u(t):S(t)uo+/5(t—s)F(u(s))d3, Vte[0,7T]. m

Remarque 3.1 La formule (3.2) définit une solution u € C ([0,T],X).

Théoréme 3.7 V0 € C§°(Q), 0 > 0, il existe une fonction non négative
® € C2(Q) ot @ est une solution du probléme :

—%—f —dAD® =0 sur @,

92 — sur [0,T] x 09,
I
o (T,.)=0 sur €2,

de plus ® vérifie :
Fc>0, tel que : || P o) < cllOll o) -

Preuve. Voir S. L. Hollis, R. H. Martin et M. Pierre [13] et S. Bonafede
et D. Schmitt [4] m

3.4 Reésolution des équations de réaction dif-
fusion

Il n’existe pas de solutions générales des systémes d’équations de réaction-
diffusion. On dispose cependant d’informations qualitatives sur ’existence
globale des solutions et leurs comportements attendus lorsque la variable ¢
tend vers 'infini.
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Le fait que ces systémes modélisent des phénomenes du monde réel, les ques-
tions mathématiques importantes qui les concernent sont :

e Existence et unicité de la solution pour des données initiales données dans
une vaste classe de fonctions.

e Positivité de la solution chaque fois que les données initiales sont positives.
e Caractére globale de la solution.

e Comportement asymptotique de la solution globale lorsque le temps t tend
Vers oo.

e Dépendance continue de la solution des données initiales.

3.4.1 Existence locale et unicité

Dans le paragraphe suivant la fonction F' est localement lipschitzienne, et
K (M) son constante de lipschitz de F' sur By.

Commencons par énoncer un résultat d’unicité.

Lemme 3.2 Soit ug € X et T > 0 alors, le probléme (S) admet au plus une
solution.

Preuve. Soient u et v deux solutions de (S) tel que u,v € C ([0,7], X),
elles sont donc deux solutions de (3.2). Posons

Mzmax{ sup [|u ()[|, sup IIU(t)II},

te[0,T te[0,7

on a

donc
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En appliquant la remarque 1.1 on conclut

lu(s) = v (s)] =0,

d’otl on obtient finalement

le résultat attendu. m

On donne le résultat de ’existence locale suivant :
Posons maintenant

Ty = [2K (2M + ||F (0)]|) +2]7" > 0, pour M > 0.

Proposition 3.5 Soit M > 0 et ug € X tel que ||ug|| < M. Alors, il existe
une unique solution u € C ([0,Ty], X) de (3.2) avec T = T)y;.

Preuve. Notons tout d’abord que le lemme 3.2 nous assure 1'unicité de
la solution.
Montrons ’existence locale de la solution.
On pose
L=2M +||F (0)],

E={ue C(0,Tu], X), [lu@®] < L; vt € [0, Tu]}-

On munit £ de la distance d induite par la norme de C ([0, T)], X ) donnée
par

d(u,v) = max |u(t)—v(t)|, pour tout u,v dans E.
tE[U,Tju]

Comme C'([0,7T],X) est un espace de Banach alors (E,d) est un espace
métrique complet.

Pour tout u € F, on définit &, € C ([0, Ty, X) par

P, (t) :S(t)uo—i-/S(t—s)F(u(s))ds, Vit € [0, Ty .

0

1) Montrons que ¢, : F — E.
pour s € [0,Th], on a :
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donc
[F (u(s) < [FO)+ £ (uls)) = F )
< |IF(0)] + LK (L)
_ MA||F )]
< o )

il en résulte que

12, ()] < \!uo!\+/llF(u(S)>Hd8

(M +[[FO)])¢
Tm
(M + [|[F (0)[]) Ths
Tm
< L,Vte [O,TM} ,

IN

M +

M +

IN

ainsi, on a bien &, : £ — F.

2) Montrons que ®,, est une contraction.
Notons d’une part que pour tout u,v € F on a

t

[ (£) = o (D) = /S(t— s) [F (u(s)) = F (v (s))] ds

< K@) [ luts) o)l ds

t

< _
K (1) max [lu(s) = v (o)l / ds
0

< K(L)Ty.d(u,v),
d’autre part on sait que

M+ |[F(0)]

1P O + LK (1) < =52,

donc
_ M |F )

LK (L) 0
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d’ou finalement

M+ |[F(0)]]
- L

M+ |[F(0)]]

2M + || F(0)]]
< 1,
ce qui implique

[P (1) = o ()] < d(u,v).

On peut donc conclure que ®,, étant une contraction sur F, elle admet alors

un point fixe u € E qui est par conséquent une solution de (3.2) et par suite
de (S). =m

3.4.2 Positivité de la solution

Définition 3.14 Une fonction f = (fi),<ic,, est dite quasi-positive si et
seulement si pour tout i = 1,...,m on a f;(v) > 0 si v; = 0 pour tout
v=(V1,...,0,...,Un) € RT.

Proposition 3.6 Si f = (fi),<;,, est quasi-positive, la solution du systéme

— DAu= f(u) surRT xQ,

g—z =0 sur RT x 09, (S1)
u (0, ) = ug () sur €,
est non négative.
Preuve. On pose v = max (u,0) et v~ = min (u,0), et on désigne par

(S)* le systéme (S1) ou on a remplacé f (u) par f(u™). On travaille sur la
i™¢ gquation du systéme, qu’on integre sur |0, ¢[ X £ aprés Pavoir multiplié
par u; .

/ / a“dedt— / / dyu; Augdadt = / / up fi (ut) dadt,

en utilisant le fait que (u;), = — (u; ), et que Au; = —Auy siu; > 0 et par
intégration par parties, on obtient

_%/( Cdr —d //\W\dxdt //u fi (u™) dadt,

Q
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comme f; est quasi-positive, on a

u; fi(ut)=0 siu>0,
et
u; fi(ut) >0 siu<0,

ainsi
t

_%/(ui)gdx—di//wui‘2dxdt20,
Q

Q 0

par conséquent : u; = 0 et u = u; qui est solution de (S1). Il s’en suit, par
unicité de la solution, que toutes ses composantes sont non négatives. m

3.4.3 Existence globale

On considére principalement des problémes paraboliques semi-linéaires de la
forme

e —Au=f(u), t>0,z€Q,
u=0, t>0,x € 09, (3.3)
u(0,2) =up(z), =€,

ou f est une fonction de classe C! avec une croissance super linéaire.

Proposition 3.7 Soit X un espace de Banach des fonctions définies dans
Q. On suppose que le probléme (3.3) posséde pour tout ug € X une solu-
tion unique u dans lintervalle [0,T], ou T = T (ug). Alors il existe Tpax =
Tmax (ug) € (T, 00| avec les propriétés suivantes :

(1) La solution u est continue dans lintervalle [0, Tinax)-

(11) Si Tinax < 00, alors u ne peut étre continue dans [0, T) pour tout T > Tryax.
On appelle u la solution maximale et Ty, est son temps maximal d’existence.

(1it) D’autre coté on considére que T = T (||ug|| ). Alors l'une de ces deux
éventualités sutvantes aura liew :

1) Thax = 0,

2) Thax < 00 et HhTrn lu(t)||x = oo.

Preuve. Soit uy € X est fixé. Si uy et up sont des solutions de (3.3) dans
[0,77) et [0,T%), respectivement, alors u; = ug dans [0, min (77,7%)) due a
P'unicité. Soit {u, : [0,7,) — X} 'ensemble de toutes les solutions de (3.3)

et T := T,. On définit v : [O,T) — X par u (t) := u, (t), ot « est un indice
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tel que T, > t. Alors u est évidemment une solution de (3.3) dans [O, T), et
les propriétés (i) et (ii) sont vérifiées.
Sous I’hypothése dans la propriété (iii), on suppose que :

T < oo et liminf ||u (t)|| 4 < oco.
t—T

Choisissons C' > 0 et t;, — T tel que |[u (t4)] x < C pour tout k = 1,2,....A
cause de notre hypothese il existe T' > 0 indépendant de k tel que le probleme
(3.3) avec les conditions initiales w (t;) posséde une solution unique wuy :
0, 7] — X, k=1,2,.... Par Punicité, uy (t) = u (t + tx) pour tout ¢ petit.
Fixons k tel que ¢ € (T - T, T) et mettons

~ u(t), te [0>tk]7
10 ={ S i

Alors 4 est une solution de (3.3) dans [0,t, + T et t;, +T > T dont on a une
contradiction avec la définition de 7". m

Remarque 3.2 On note que (3.3) posséde une solution globale si Ty = 00.
La proposition 3.7 nous fournit un simple critére pour [’existence globale.
Si||u(t)|| ¢ reste borné, alors Trax = 0o. Puisque les hypothéses de la propo-
sition 3.7 sont satisfaites avec X = L (Q) si f € C, on remarque que la
solution est bornée dans L™ () et suffisante pour son existence globale. No-
tons que la méme déclaration est juste pour plusieurs autres classes générales
d’équations et systémes.

Si la propriété (1) est satisfaite, on dit que la solution u est globale. Si la
propriété (2) est satisfaite, on dit que u explose en temps fini. L’alternative
(1)-(2) signifie en d’autres termes que l’existence globale de la solution u est
équivalente a 'existence d’une estimation a-priori de ||u (t)]| sur [0, Tax|-

On peut appliquer la proposition sur ’exemple suivant :
Exemple 3.2 Considérons le probléeme bien posé

%—Au: P u, t>0,x e,
u=0, t>0,2 €00, (3.4)

u(0,2) = ug (x), x €,

avec p =1+ 4/n Soit ug € L*(Q) et on suppose T := Tyax (ug) < 00. alors

IV

lu ()]l 2y = C (n,p) log (T = 1)|2 , t = T
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Maintenant on fait retour a 1’étude de I’existence globale.

Théoréme 3.8 (Existence Globale par effet régularisant) Soit
léquation (SRD), si

f(t,x,u) € L*(0,T, L7 () pour p > g ot n = dim Q.
i.e.

ft,z,u) € L*(0,T,LP(Q)) < sup ||f (t,m,u)HLp(Q) < +o00
oz

= E|c>0,/|f(t,:c,u)]pdx§c,w€[O,T],
0

alors la solution de l’équation est globale (voir D. Henry [12]).

Théoréme 3.9 1l existe un Thax € (0, 00| tel que (SRD) posséde une solution
unique dans [0, Tax) X 2, en outre si Thax < 00 alors . lijgn [ ()| .0 = 00-

Preuve. Voir J. Ryan [35], ce théoréme semble étre bien connu (D. Henry
[12]), mais nous ne pourrons pas le trouver dans la littérature sous la forme
énoncée ici et étudié dans 'ouvrage de F. Rothe ([34] avec démonstration).
u

Exemple 3.3 Considérons le systéme suivant :

u = alAu+ f(u,v), t>0,2€Q,
v =bAv+g(u,v), t>0,z€Q,

u, = v, =0, t >0,z e, (3.5)
u(0,2) = ug (z), x €,
v(0,2) =g (), x €,

ot a, b sont des constantes positives. Ici 2 est un domaine borné dans R"™
et (ug,v9) € {(up,v9) € L®(Q) x L®(Q) : up,vg > 0}, On suppose que f,
g :]0,00)°> = R sont des C'-fonctions et satisfont :

f(0,v), g(u,0) >0, pour u,v >0, (3.6)

ce qui assure que le systéme (3.5) préserve la positivité.

Les deux classes célebres sont le Systéme de Gierer-Meinhardt et le systéme
avec la dissipation de la masse dont on s’intéresse que par [’étude de ce
dernier.
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Cette classe correspond auzr non-linéarités satisfaisant la condition de struc-
ture
f(u,v) + g (u,v) <0, pour toutes u,v > 0. (3.7)

Dans le cas de la diffusion égale a = b, il est facile de voir qu’on a [’existence
globale de solution.
En effet w = u + v alors satisfait :

wy —alAw = f+g <0,

ainsit
0 <u+v<|uglly, + llvollo

par le principe du maximum et [’existence globale suivant.

Dans le cas des diffusions différentes a # b, un cas souvent produit dans les
applications, ceci est longtemps resté ouvert et a motivé un grand travail, avec
des questions relatives. Un important cas particulier est lorsque f <0, ce qui
signifie que la premiére substance est absorbée par la réaction (systémes de
structure triangulaire).

Alors on obtient immédiatement, u qui est uniformément bornée puisque

U S Huo”oo: YIS Q; te (OaTmax)y

par le principe de mazximum.

Le probléme est alors réduit pour obtenir une estimation uniforme de v.

Un simple cas quand ceci peut étre fait est lorsque a > b. Ce qui signifie que
la substance diffuse rapidement que d’autres substances. Le résultat suivant
Q) = R"™ est prouvé dans R. H. Martin et M. Pierre [21]. Un résultat similaire
est obtenu dans I. Kanel et M. Kirane [16] pour 2 borné, mais la preuve est
plus sensible.

Théoréme 3.10 Soit @ =R", a > b > 0 et on suppose
f(u,v) <0< g(u,v), pour toutes u,v > 0, (3.8)
avec (3.6),(3.7). Alors, pour toutes
(ug,v0) € {f (ug,v9) € L= (2) x L= (Q) : ug,vo > 0},

la solution de probléme (3.5) est globale d’ailleurs, u, v sont uniformément
bornées dans R™ x [0, 00).
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Preuve. La preuve est basée sur une simple propriété de comparaison
concernant les noyaux associés avec les opérateurs 0; — aA et J; — bA. =
Toujours restant dans le cas f < 0 mais on ne suppose pas que a > b, nous
avons encore l'existence globale de solution sous I’hypothése a croissance
polynomiale de g :

g(u,v) <C(1+u+wv)", pour u,v >0ety>1. (3.9)

Théoréme 3.11 Supposons ) borné et soit a,b > 0, a # b, et v > 1.
Supposons (3.6),(3.7), (3.8) et (3.9).
Alors, pour toutes (ug,vo) € {f (uo,v9) € L (£2) x L®(Q) : ug,vo > 0}, la
solution de probléme (3.5) est globale.

Preuve. Ce résultat est prouvé dans S. L. Hollis, R. H. Martin et M.
Pierre [13].0n peut montrer par ailleurs que u, v sont uniformément bornées
dans [0,00) X 2. ®
Si f, g ne disposent pas de signe, il est toujours possible de montrer ’existence
globale avec la condition additionnelle de dissipation :

/\f (U,U) +9g (u7 U) < 07 pour u,v > 07
avec A\ > 1 suffisamment grand, en supposant aussi que f, g satisfont :

f(u,v),g(u,v) <C(1+u+wv)", pour toutes u,v > 0 et certains v > 1.

3.5 Compacité d’opérateur

Dans ce paragraphe on va donner un résultat de compacité de 'opérateur L
définissant la solution du probléme (S) dans le cas ou la valeur initiale égale
zéro [u (0) = 0], i.e :

L(F)(t):u(t):/S(t—s)F(u(s))ds, vVt € [0,7].

0

Théoréme 3.12 Si pour tout t > 0, les opérateurs S (t) sont compacts,
alors, L est compact de L' ([0,T],X) dans L* ([0,T],X).

Preuve. Etape 1 : Montrons que S (A\) L : F — S (\) L (F) est compact
dans L' ([0,T], X) i.e :
montrons que : 'ensemble {S (X) L (F') (t); ||F||, < 1} est relativement com-
pact dans L' ([0,7],X), Vvt € [0,T].
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Comme S (t) est compact alors, I'application : ¢ — S (t) est continue de

10, 400[ dans £ (X) donc

Ve > 0,6 >0, Ip>0.Y0 < h<n, VE =6, |S(Et+h) =S )]y

Choisissons A=4d,onapour 0 <t <T —h
SN u(t+h)—S AN u(t)

t+h

t+h

= [ S()\)S(t—l-h—s)F(u(s))ds—OfS()\)S(t—S)F(u(s))ds

t+h

= f S()\—i-t—i-h—S)F(u(s))ds—jS(x\—i-lf—S)F(U(S))dS

t+h

H“OS“

SA+t—s)F(u(s))ds

~ O

}hS AN+t+h—35)F(u(s))ds

t

~+

+ [[SA+t+h—35)—SA+t—29)]F(u(s))ds,

comme S () est continue on a
[SA+t+h—35)=SA+t=35)|gx) <e,
et comme S (t) est un semi-groupe de contraction on a
[SA+t+h—=5)|px <1,

d’ou :
t+h

IS ult+ ) =S uly < /HF |\de+e/uF

On définit v () par :

o (t) = u(t) pour 0 <t <T,
10 si non.

Donc

A [ S{t+h—s)F(u(s)ds—S jS t—s)F(u(s))ds

<e.

SA+t+h—s)F(u(s)ds+ [ S(A\+t+h—s)F(u(s))ds

Dl ds.
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/Hs o(t+h) =S () v (0)] dt

T t+h

//WF mwwuf//w’ ()l dst,

HS(A)U (t+h)=SHNv®)l

< t+h—t/||F Nl dt +e(t—0 /||F D x dt

< RfIF (u ())H1+€T|IF( (DIl »

donc
1SN vt+h) =SSN o)l < (h+eT) [|F (u(s),

d’aprées P. Baras, J. C. Hasan et L. Veron [3], I'ensemble {S(\)L(F)(t);
|F|l, < 1} est relativement compact dans L' ([0,7], X). Ainsi S (\) L est
compact.

Etape 2 : Montrons que S (\) L converge vers L lorsque A tend vers 0, dans
L (0,77, X).
On a:

t

S(/\)u(t)—u(t):/S()\—l—t—s)F(u(s))ds—/S(t—s)F(u(s))ds,

0

donc pour 0 <t < dona:

1S (A u(t) —u @)
j (A+t—25) F(u(s))ds—jS(t—s)F(u(s))ds
ftS(/\+t—s)F(u(s))ds +

0

t

JS(t—s)F (u(s))ds

0

s@wu+t—ﬁF@@mw&g@W@—@FW@MMS

t

<2[|F )|l ds, (car S (t) est un semi-groupe de contraction),
0

et pourt>d ona:
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15 (A u (@) = u @

t
< 118 0o+ 5) = S (9l |17 ()l ds +2 [ |F (u(s)) ] .
t—
Choisissons 0 < A < 1 et comme S (t) est continue alors :

15 () u (£) — u ||<s/||F ||ds+2/||F )| ds.

fusmu(t) ()] dt

Hdsdt+2f f IF (u(s))|| dsdt

o,%ﬁ

fHF s))l dt +2(t =t +0) fHF (s))|] dt

< sTof | F (u (s))||dt+25bf||F(u(s))||dt.
Comme F € L'([0,T],X) d’ou :

1SN u(@) —u @)y < €T +20) [ F (u (),

donc si A — 0 alors S (A\)u — u dans L' ([0, 7], X) .
D’ou l'opérateur L est une limite uniforme d’opérateur linéaire compact entre
deux espaces de Banach donc L est compact dans L' ([0,7], X). =

Remarque 3.3 Le semi-groupe S (t) engendré par l'opérateur A est compact
dans L (Q).
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CHAPITRE 4. EXISTENCE GLOBALE DE LA SOLUTION D’UN
SYSTEME DE REACTION-DIFFUSION AVEC UNE MATRICE DE
DIFFUSION DIAGONALE

Chapitre 4

Existence globale de la solution
d’un systéme de
réaction-diffusion avec une
matrice de diffusion diagonale

4.1 Introduction

Soit le systéme de réaction-diffusion suivant :

% —diAu = f(u,v) sur RT x Q, (4.1)
81) +
5 doAv = g (u,v)  sur RT x Q, (4.2)
avec les conditions aux bord
15}
g—:; = 8_:; =0 sur R" x 09, (4.3)
et les conditions initiales
w(0,2) =ug (z),v(0,2) =v (x)  sur . (4.4)

Ouwu=u(t,x), v =v(t,x),t >0, x € Q. Q est un ouvert borné de
R", avec frontiére OS2, n est le vecteur normal extérieur a OS2 et di, ds sont
deux constantes positives, f, g : ([0, +oc[)> — R deux fonctions localement
Lipshitziennes et continues.

Nous allons montre 'existence d’une solution globale de (4.1)-(4.4) & partir
d’un ensemble de conditions sur les données initiales et les fonctions f et g.
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SYSTEME DE REACTION-DIFFUSION AVEC UNE MATRICE DE

DIFFUSION DIAGONALE
Hypotheéses :
u (), vo (x) sont deux fonctions non négatives de L' (), (4.5)
 flu,v)+g(u,v) <Cu+v+1), Vu,v>0,
EI020'{f(u,v)gC(u—l—v—l—l), Yu,v > 0. (4.7)

Comme une conséquent du chapitre précédent et des résultats classiques on
peut déduire 'existence globale de solution de (4.1)-(4.4) a partir du théoréme
suivant :

Théoréme 4.1 Supposons que les hypothéses présidentes sont satisfaites,
alors il existe (u,v) solution de probléeme (4.1)-(4.4), de plus elle vérifie
l’équation intégrale suivante

(u,v e C(]0,4o00], L
F(u,0) g () € L1

u(t,x) =5 (t)uo+/51 (t—s)f(u(s),v(s))ds, Vte|0,T],

v (t,x) —Sg(t)vo+/52(t—S)g(u(s),v(s))ds, vVt e [0,T7].

(4.8)
Ou Sy (t), Sy (t) sont les semi-groupes engendrés dans L' () respectivement
par les opérateurs di A, dyA.

\

Pour montrer ce théoréeme on va étudier un systéme plus simple.

4.2 Etude d’un systéme particulier
Pour tout n > 0, on définit les fonctions wu,, et v,, par :
Up, = min (ug,n) >0, et v,, = min (vg,n) > 0,

ug Siug < n,

tny = Min (o, n) = { n  si non
)

o8



CHAPITRE 4. EXISTENCE GLOBALE DE LA SOLUTION D’UN
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alors

/ UpodT =
Q

updr < 00 car ug € L' () siug <mn,

ndx =n|Q] < oo car {2 est borné si non,

ShS -y

\

donc / Un,dr < 00 ce que implique que u,, € L' (2), méme chose pour v,

Q
alors u,, et v,, vérifie (4.5), i.e :

Uy € L'(Q),  up, >0,
Vpy € LY'(Q), v, >0.

Considérons le probléme suivant :

a;tn — d1Auy, = f(up,v,)  sur [0,T] x Q, (4.9)
v,
e doAvy, = g (up,v,)  sur [0,7] x Q, (4.10)
avec les conditions aux bord
85;” = 88—1;; =0 sur [0,T] x 09, (4.11)

et les conditions initiales

U, (0,2) = Upy (), v, (0,2) = vy () sur Q, (4.12)

4.2.1 Existence locale

On transforme le probléme (4.9)-(4.12) en une équation différentielle abstraite
de premier ordre sous la forme

{ wy, (1) = Aw, (t) + F (w, (t)), t > 0,
wy, (0) = Wy,

. o uy ([ f [ diA 0 [ U
ouwn—(vn>,F—(g>,A—< 0 d2A>etwn0—<UnO ,

avec les conditions aux bords de Neumann %L; = aL; = 0.

99



CHAPITRE 4. EXISTENCE GLOBALE DE LA SOLUTION D’UN
SYSTEME DE REACTION-DIFFUSION AVEC UNE MATRICE DE
DIFFUSION DIAGONALE

Ce que démontre que le probléme (4.9)-(4.12) est ramené au forme du systéme
(S) dans le chapitre précédent.

Ainsi que si (up,v,) est une solution de (4.9)-(4.12), alors elle vérifie les
équations intégrales suivantes

up, (t,x) = Sy () Uy + /51 (t—3) f (un(s),v,(s))ds,
0 (4.13)

U (t,2) = So (t) Uny + /52 (t —5) g (up(s),v,(s))ds.

\ 0

Théoréme 4.2 [l existe Ty > 0 et (uy,v,) une solution locale de (4.9)-
(4.12) pour tout t € [0, Tyy].

S(t) = < Slo(t) 520(t> )

le semi-groupe de contraction engendré par 'opérateur A, car d’aprés le cha-
pitre trois, on sait que Sj (t), Sz (t) sont des semi-groupes de contractions
engendrés respectivement par les opérateurs d;A et dsA et comme F' est
localement Lipshitzienne et :

Preuve. Soit

0 < Upgy, Uy < 1.
D’aprés la proposition 3.5 on a :

3Ty > 0 et (up,v,) une solution locale de (4.9)-(4.12) sur [0, 7] .

4.2.2 Positivité de la solution

Lemme 4.1 Soit (u,,v,) la solution de probléme (4.9)-(4.12) tel que
Uy () >0, Uy, () >0, Vel

alors
u, (t,x) >0 etv, (t,z) >0, V(t,x) € (0,T) x
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Preuve. Positivité de u,,.
En peut écrire (4.9) comme suivant

ou
—— _diAu, — =0.
5 diAuy — f (Up,v,) =0

Si on prend @, (¢,z) = 0 sur (0,7) x Q, 2= =0, A, = 0, alors

ou,,
{ 5 dy Ay, — f (up,v,) =

Unp (0>$) = Unp, (l‘)

D’apres le critére de comparaison u, (t,x) > u, (t,z), ¥ (t,z) € (0,T) x Q
d’ou
up (t,x) >0  V(t,x) € (0,T) x Q,
méme chose pour v,,.
donc u, (t,z) > 0et v, (t,z) >0, V(t,z) € (0,7)x . =

4.2.3 Existence globale

Remarque 4.1 Pour étudier l'existence globale de la solution du systéme
(4.9)-(4.12), c’est-a-dire déterminer si Tmax = +00, nous utilisons la carac-
térisation du temps maximal d’existence :

sl existe une fonction M : [0,+00) — [0,400) continue telle que
[ () ]loo + v ()lloo < M (t) pour tout t € [0, Trnax) ,
alors Tha.x = +00,

c’est-a-dire, si les fonctions u (t) et v (t) sont bornées pour tout t € [0,T],
T < Thax, alors T = +00.

Par conséquent, pour montrer ’existence globale de solutions classiques, il
suffit de montrer que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps
d’existence.

Pour cela on donne le lemme suivant qui montre I'existence d’une estimation

de la solution de (4.9)-(4.12) dans L' (Q).

Lemme 4.2 Soit (u,,v,) une solution de (4.9)-(4.12), alors, il existe M (t)
qut dépend seulement de t, tel que pour tout 0 <t < Ty, on a

[[ttn (&) + vn (O] 1) < M (1) -
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Preuve. De I’équation (4.9) et I’équation (4.10), on a :

0

(‘% (un + Un) A (dlun + d2vn) = f (’Lbn, Un) + g (Un, Un) J

I’hypothése (4.7) implique :

5 (up + vy) — A (dyuy, + dovy) < C(uy + v, + 1)

Intégrons sur €2, on trouve

%/(un—kvn)dm—dl/Aundx—dg/Avndm§C’/(un+vn+1)dx.
Q Q Q

Q

La formule de Green donne

i.e.

aussi

/Aundx =0 et /Avndx =0,

Q Q
2/(u +vy,) /u +v dx
at n n n n ?
Q Q
%/(un+vn)dx
2 <C.
/(un—l—vn+1)dx

Q

Intégrons sur [0,t], on trouve

ainsi

t

ln/(un+vn+1)da: < Ct,
Q 0

/(un+vn+1)dx

In

¢ < Ct,
/ Upg + Vng + 1) dx
Q
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alors

/(unJr'unJrl)dz

i < exp (Ct)

/(uno +Ung +1)dx

Q

= /un+vn+1)dm<exp C’t/uno—{—vno—i—l)daﬂ
Q

Q
= /(un+vn)dx < /(un—l—vn—i—l)da: gexp(C’t)/(uno + Upy + 1) dx
Q Q Q
= /(un +v,) dz < exp (Ct) / (ug +vo + 1) dzx car u,, < ug, vy, < Uo.
Q Q
On pose :

M (t) = exp (Ot) ||U0 + vg + 1||L1(Q) )

comme u,,, v, sont positives, alors :

[ |
On peut conclure a partir de cette estimation que la solution (u,,, v,) donnée
par le théoréme 4.2 est une solution globale.

4.3 Existence globale de la solution du sys-
téme (4.1)-(4.4)

On donne le lemme suivant qui montre ’existence d’une estimation de la
solution (uy,,v,) du systeme (4.9)-(4.12) dans L' (Q).

Lemme 4.3 Pour toute solution (u,,v,) du (4.9)-(4.12), il existe une cons-
tante K (t) qui dépend seulement de t, tel que :

it (8) + v ()l 1) < K (&) (llwo + w0l a gy + 1)

Preuve. Pour montrer ce lemme on utilise le théoréme 3.7.
Par I'intégration par parti on obtient :
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-0
/51 Ung (T ( T dlAqD) dxdt
0D

_ / o (1, 7) (% _ d1A> (Sh (£) i, (2)) dadt — dy / 51 (1)t () G

o0N

Q
vy [ 0551 Oty (@) do [ [0 (2,2 (51 (1)1, (@)
o0

Q
En utilise les conditions au bord on a

/ Si (£) i, (z) (% - d1A<I>> dudt = / U (2) @ (0, 7) da.
Q Q

Par application du théoréme de fubini on obtient

/ (/tsl (t =) f (tn, vn) ds) (g - dlAcb) dudt
Q
/ (// (— — d1A<I>) (S1(t—$) f (un,vn)) dl‘dt) ds.

Pour tout s€(0,T) on a

// <— - dlA‘I’) (S1(t = s) f (un,v,)) dadt = /f (1, 02) D (s, ) da.
Q

En intégrant sur (0,7") on obtient

/ (/Sl(t - s)f(un,vn)ds) (522 — diAD) dzdt = /f(un,vn)q)(s,x)dxds,
Q

Q \o
d’ou

/ Sy () tng (x) Ot — / () @ (0, ) d, (4.14)
Q Q
et

/ (/ S (t— s)f(un,vn)ds> Odxdt = /f(un,vn) ® (s, x)dxds, (4.15)
Q 0 Q

multiplions la premiére équation de (4.13) par 6 et intégrons sur () en utilisant
(4.14) et (4.15), on trouve :
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t
/uanxdt = S1 (t) Ung (z) Odzdt + / /S (t —s) f (up,vy,) ds | Odxdt
Q Q 0

10\ @\

Upg () P (0, dx—l—/f Up, Un) P (s, 2) dxds,
Q

de méme pour la deuxiéme équation de (4.13) on a :

/vnedxdt = /vno ()@ (0, ) dx + /g (Un, vn) D (s, 2) dads,

Q Q Q
donc

/ (un, + vy,) Odzxdt
Q

= /(uno () + vy (7)) @ (0, 2) dz + / (f (un,vp) + g (un,v,)) @ (s, 2) deds
Q Q

< / (ug (z) + v (2)) @ (0,2) do + / C(up 4+ v, +1)® (s, 2)dxds,
Q Q
on utilise 'inégalité de Holder, on aura :
/ (up, + vy,) Odzdt
Q

[[uo + UOHLl(Q) @ (0, 5U)HL°°(Q) + Cllun + va + 1HL1(Q) @ (37$)HL°°(Q)
= |luo +vollprq) - 12 (0, %) oo () + C llun + va + Ll gy - 12 (5, 2) | oo )
¢ [luo + voll iy - 101l oo () + ¢C llun + v + 1l 11 ) - 10l Lo )

¢ (Jluo + voll oy + € (Hun + alligy + 1)) 1] (g

emax (1, C, CT |) (Jluo + voll 1) + 1n + vl 3y + 1) 1]l (g

(VAN VANR VAN

IN

b (2) (10 + voll oy + lem + 0l sy + 1) - 100l iy

ou ky (t) > cmax (1,C,CT |Q]),
comme 6 est arbitraire dans C§° (()) on a :

litn + vall 3 gy < Kt () (Ilto + oll oy + ln + ol + 1)
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i.e.
[tn + vall 1) = K1 () [un + vnll 1) < K1 (2) (HUO + voll o) + 1) ,

on prend k (t) = %, on trouve

Jim + el 11y < K (8) (Il + voll ey +1)

|
Preuve du théoréme 4.1. On définit I'application L par :

L:(wo,h)—>Sd(t)w0+/5d(t—s)h(s)ds,

ou Sy (t) le semi-groupe de contraction engendré par : dA.

D’apres le théoréme 3.12 et comme Sy (f) est compact, alors 1’application
L, est addition de deux applications compacts dans L' (Q) donc on a bien
que L est compact de L' (Q) x L' (Q) dans L' (Q).

Par conséquent du résultat précédent, il existe une sous-suite (unj,vnj) de

(Un,vp) et (u,v) de L' (Q) x L' (Q), tel que :
(tn,,vn,) converge vers (u,v).

Montrons que (u,v) est une solution de (4.1)-(4.4).
Comme (uy,;,v,,) est une solution du (4.9)-(4.12), on a :

Up; (t, 1) = Sy (t) Uny + /Sl (t = 5) f (tn, (s),vn, () ds,
% (Pj)
Un,; (t,2) = So (t) Uy + /Sg (t — ) g (tun, (5),vn, (s)) ds.

\ 0

Du chapitre 3, il suffit de montrer que (u,v) vérifie (4.8).
Il est clair que si j — 400 on a bien les limites suivantes :

f (Un,,vn;) — f(w,v),  p.p,
gg ;Hg(u,v), p-p, (4.16)

unj 9 UTLj
et

uno — Uy,

Ung — Uo.

66



CHAPITRE 4. EXISTENCE GLOBALE DE LA SOLUTION D’UN
SYSTEME DE REACTION-DIFFUSION AVEC UNE MATRICE DE
DIFFUSION DIAGONALE

D’autre part d’aprés le lemme 4.3 en utilisant le théoréeme de convergence
dominé de Lebesgue théoréme 1.2 on peut conclure que (unj , Unj) converge
vers (u,v) dans L' (Q).

donc pour montrer que (u,v) vérifie (4.8), il reste & montrer que :

f (tnysvm;) = f (w,0),
g(u"wv"a‘) — g(u,v),

dans L' (Q) lorsque j — +o0.
L’application de la formule de Green donne

/Aunj dxdt = 0, /Avn]. dxdt = 0.
Q Q

L’intégrale de 1’équation (4.9) sur @) donne :

t t
d
//aunjdtdx://f (unj,vnj) dtdz
Q0 Q0
t
i/unjdx—/unodx://f (unj,vnj) dtdzx
Q Q Q0
#/unjdx—/unodx: /f (unj,vnj) dxdt
Q Q Q

= —/unodx < /unjdw - /unodx = /f (unj,vnj) dxdt
Q Q Q Q

= —/Unodaj < /f (Unjyvnj) dxdt,
Q Q

de méme pour I’équation (4.10) on a

_/vnodx < /g (unj,vnj) dxdt,

Q Q

_/f(unjavnj) drdt < /unodl’,
Q

Q
—/g un],vnj dxd t < /vnodx,
Q Q

d’ou :
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comme u,, < ug et v,, < vy alors
—/f (unj,vnj) dxdt <
Q

g (unj, vnj) dredt <

D

Posons :
Np=C (unj + Un; + 1) —f (u”j’vnj) ,

M, = C (ung‘ + Un; + 1) —f (unﬁv"j) -9 (u”a”vnj)
- Nn_g<unjavnj)7

il est clair de (4.7) que N,, et M,, sont positives
e (4.17) on a

de (4.17)
/ N, dxdt

Q

IN

C’/ (tn, + vy, + 1) dzdt + /uod:c
Q Q
C Hunj + Up; + 1HL1(Q) + HUOHLI(Q)

€ (lluns + el 1xigy 1) + ol

IA

IA

A\

+oo (d’apres (4.5)),

de méme pour (4.18)
/Mndﬁdt < C’/ (unj + U, + 1) dxdt + / (ug + o) dx
Q

Q Q
= C ||unj + Un,; + 1||L1(Q) + ”'LL() + UOH[}(Q)

IN

C (Hunj + |10 + 1) + 1o + voll 1

ANVAN

+00,

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

C (K () (lluo + vll sy + 1) +1) + ol 1y (lemmmee 4.3)

C (5 (#) (Jluo + voll gy + 1) +1) + lluo + voll
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donc
/Nnd:cdt < +00,
Q

/Mnda:dt < 400,
Q

d’apres (4.19) on a
S (unj,vnj) =C (un]. + Un; + 1) - Ny

1ty )| = € (g 11, 1) = Nl € [C (1, + 13, +1)] 4 N,

et (4.20) donne
g (unjavnj) =N, — M, = ‘g (unjavnj)} = |Nn - Mn| < |Mn| + |Nn| )
mais C, Un,; Un;y Ny et M, sont positives alors

|f (unj,vnj)‘ < C’(unj + Vp, +1) + N, et ‘g (unj,vnj)| < M, + N,,

cecl en train :

/‘f (unj,vnj) } dxdt < C’/ (unj + vy, + 1) dxdt + /Nndxdt < 400,
Q Q Q

/ |9 (tny, vn, ) | dadt < / M, dzdt + / Nydadt < +00.
Q Q Q

Soit :

hy = Np+C (tn, + v, +1),
v, = Nn+Mna

on a h, et ¥, sont de L' (Q), et aussi sont positives, de plus :

|f (nysvn,)| < ha DD
|9 (tnyv0;)| < T DD

Combinaisons ce résultat avec (4.16) et on applique le théoréme 1.2, on
aura bien que :

/ (Unwvnj) — [ (u,0), dans L' (Q),

g (tn,,vn,) — g (u,v),
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par passage a la limite quand j tend vers linfini de (Pj;) dans L' (Q), on
trouve :

( /
u@@:&@m+/&a—@ﬂwﬁm@ma

0
t

v@@z%@m+/&@-$ﬂﬂﬁﬁ@ﬂ&

\ 0

donc (u,v) vérifie (4.8) par conséquent (u,v) est une solution du (4.1)-(4.4).
|
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Chapitre 5

Existence globale d’un systéme
de réaction-diffusion avec une
matrice de diffusion
triangulaire

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude du systéme d’équations de réaction-
diffusion suivant

0
8_?; —diAu = f(u,v) sur R" x Q, (5.1)
v "
5 doAu — dsAv = g (u,v)  sur R™ x Q, (5.2)
avec les conditions aux bord
g_:; = g—; =0 sur RT x 09, (5.3)
et les conditions initiales
u(0,2) =ug (), v(0,z) =vo(x)  sur (5.4)

Notons que € est un ouvert borné de R", (n > 1), avec frontiére 0€2, n est
le vecteur normal extérieur a 92, u = u (t,x), v =v (t,x), t > 0, € £ sont
les inconnues, et les constantes de diffusion d;, ds, d3 sont supposées non-
négatives tel que d2 < 4d,dsz et d; > ds, f, g sont deux fonctions contintiment
différentiables sur R™ x R™.
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Dans tout ce qui suit, on suppose
uo (), v (z) sont deux fonctions non négatives de L* (2), (5.5)
f(0,v) >0, Yov>0, (5.6)
20> 0 f(u,v)+g(u,v) <Cu+v+1), Vu,v>0, (5.7)
| fu,v) <C(u+v+1), Yu,v>0, '
daf (u,v) < (d1 —d3) g (w,v),  Vu,v >0, (5.8)

Théoréme 5.1 Sous les hypothéses (5.5)-(5.8) le probléeme (5.1)-(5.4) ad-
met une solution (u,v), de plus elle vérifie [’équation intégrale suivante

(w0 € C([0,+0o[, L' (),
fu,v),g(uv) € LHQ),

u(t,z) :Sl(t)uo—i—/Sl (t—s) f(uls),v(s))ds Vit el0,T],

v (tv ‘T) = S3 <t> (UO - dldfdg U()) + dldfd3 Sl (t) o (59)

t

bt (15100 =) = S0 = )] (0 (5) 0 () ds

0

+/53(t—3)g(u(s),v(s))ds, vVt € [0,T7.

\ 0

Ou S (t), Sz (t) sont les semi-groupes engendrés dans L' () respectivement
par les opérateurs di A\, d3zA.

Pour démontrer ce théoréme on va se baser sur ’étude d’un systéme plus
simple & travers duquel il est plus commode de déduire cette preuve.

5.2 Etude d’un systéme particulier
Pour tout n > 0, on définit les fonctions w,, et v,, par :

Upy = min (ug,n), et v,, = min (vg,n),
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il est clair que u,, et v,,vérifie (5.5), i.e :
Uy € L'(Q),  up, >0,
Vpy € LY(Q), v, >0.
Considérons le probléme suivant :
ou,,
5 diAuy, = f (up,v,)  sur [0,T] x Q, (5.10)
ov,,
5 doAu, — dsAv, = g (up,v,)  sur [0, x €, (5.11)
avec les conditions aux bords
6;,;7" - %—1;; —0  sur [0,T] x 09, (5.12)
et les conditions initiales
Up, (0,2) = Uy (), v, (0,2) = vy () sur S (5.13)

5.2.1 Existence locale

On transforme le probléme (5.10)-(5.13) en une équation différentielle abs-
traite de premier ordre dans l'espace de Banach X = L' (Q) x L' (Q2) sous la
forme du systéeme (S)

{ w), (t) = Aw, (t) + F (w, (t)), t > 0,

Wn, (0) = Wpy = (unov vno) .

. _ U, B f , o dlA 0
Sachant que : w,, = < " ),F— < p ) et 'opérateur A = ( Ao dsA ),

avec les conditions aux bords de Neumann 88%; = %L?;L = 0.
Proposition 5.1 Pour tout t > 0 on définit l'opérateur linéaire S (t) de X
dans X sous la forme

S (1) (ttngs 0na) = (1 (1) tngs S5 (&) (0 — 25100 ) + 722551 (£) ) -
Alors {S (t)},~9 C L(X) est un semi-groupe dans X de générateur infinité-
simal A. -

Ainsi que si (up,v,) est une solution de (5.10)-(5.13), alors elle vérifie les
équations intégrales suivantes
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( t

i (,2) = S1 (£) tn + / Su(t— 5) f (g (5) 0 (5)) ds,

0
vn (t,2) = S5 (£) (Uno S un> + 2, (1)
t

5.14
+d1 /[Sl (t—S) Sg (t—S)]f(un (3)71]” (3))d8 ( )

—1—/53 (t—5) g (un(s),v,(s))ds.

\

Preuve. L’opérateur ( dIOA dOA ) engendre le semi-groupe
3

< 510(75) 330(15) ) (Voir chapitre 04)

Cherchons maintenant le semi-groupe S (¢) engendré par A, pour cela en fait
le changement de variable suivant

Up, = U, = Up, = U,
Un = Un — d1d d3 Un :6n+dld+d3ﬂn’
le systéme homogene du probléme (5.10)-(5.13) est
ou
" = dAu,, 5.15
or (5:15)
dvy,
avt = dgAun -+ dgAUn, (516)

I’équation (5.15) reste 8“" = d1Au,,.

Ovn 8vn d2 Bun Oty da  Oun A do
On a ot + —ds ot ~— Ot + di—ds Ot ? Avn - Avn + d17d3Aun7

donc
8”" = dgAun + dgA’Un

o 4 g B — dyAuy + dy (AD, +

— di—d3 Ot

= Gn 4 L O — 4y Ay, + d3AD, + {25 Au,

= Bn = d3Ab, + 25 [— %2+ (dy — ds) Ay, + dsAu, ]
= Bn = d3Av, + 2 (% + diAuy,)
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donc 'équation (5.16) devient
(%n ~ d2 aun
— = d3Av, — diAu, |,
o B +d1—d3< o “)
ainsi, d’apres ’équation (5.15) on a
ou
——" +diAu, =0
8t + 18U 9
donc %
D
— = d3Av,
(915 38Un,
donc le probléme (5.15)-(5.16) devient
Qn — ) Auy,
o (5.17)
% = d3A/Un7

et cette derniers est équivalente a

Up, o dlA 0 Unp,
o), "0 da )\ 6, )

est un systéme diagonale, donc la solution de (5.17) est donnée par
u, \ _( Si(t) O Uy
On ) 0  S3(t) Upy )’

{ Un (t) = 51 (t) tn,

Un (t) = S5 (t) Tng-

On remplace 9, par v, — —2—u, on obtient
n n di—ds n

dg _d2
n n:S t n n )
v dl—dgu 3()(d1_d3u0+v0>

donc v, = S (£) Uy + 725 [S1 (£) — S (£)] tngs
( o ) - ( S0 - 50) ot ) ( o ) ’
donc

(una Un) = S (t) (unmvno)
= Sy (t) Ung, S5 (t) [ vy — a2 L2 g (t)
- 1 ngo» 3 no d]_ —dguno d]_ —dS 1 u’no .
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On sait que la solution des problémes non homogenes est

t

w(t):S(t)wo—l—/S(t—s)F(w(s))ds.

0

On remplace w = (unévn) , Wo = (Ungs Ung) s
5O= a0 s0 5o ) = (])

()= (st sy s ) (o)

+0/ < 725 S (fl_(ts)—_s)53 (t—s)] Ss (to— 5) ) ( ggz: 8 Zj: 8; )ds.

Cette dernier donne la formule (5.14). m

Comme F' est localement lipschitzienne et : 0 < w,,, v, < 1.

On peut facilement déduire l'existence locale d’une solution (u,, vy,) de (5.10)-
(5.13) définie sur un intervalle maximal [0, Ty].

5.2.2 Positivité de la solution
Lemme 5.1 Soit (uy,,v,) la solution de probléme (5.10)-(5.13) tel que
Un, () >0, Vo € (),

et
dy

>
U”O (I') - dl _ d3

Un, () >0, Va € (),
alors

da

Uy (t,x) >0 et v, (t,x) > i —d,

up (t,x) >0,  V(t,x) € (0,T) x Q.

Preuve. Positivité de u,. En peut écrire (5.10) comme suivant

ou,
ot

Si on prend @, (¢,z) = 0 sur (0,7) x Q, 2= =0, A, = 0, alors

— dyAuy, — f (up,v,) = 0.

a(;j/tn - dlAun - f (Un, Un) = O 8“11 - dlAan - f ('l_Ln,Un) )
Up (0,2) = up, ()
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D’apres le critére de comparaison u, (t,x) > u, (t,z), ¥ (t,x) € (0,T) x
d’ou
up (t,x) >0,  V(t,z) € (0,T) x Q.

Positivité de v,. On utilise (5.14) on trouve
t

Up (t,x) = S (t) Up, + /Sl (t—s) f(un(s),v,(s))ds

0

vy, (t,2) = S5 (t) (vno — dldfz’dgum)

t

bt |81+ [S1(E=9) f (0 ()00 (5)) ds
0
+[Ss(t—s) |75 f
[sie=0]
= 55.(8) (vno — 722551000 + 72500 ()
f

+ [0 -9 [

0
d’apres (5.8)

t

J80t9) [  f (90 90) + 0 5) (59| ds 20

0

d2 > 0, d1 > d37 Up, (t) >0= d1d—2d3un (t) >0

et Uny 2 ﬁu"o = 53 (1) (U”O - ﬁuW) > 0,
donc p
U (t,7) > ———u, (t,x) >0,  Y(t,z) e (0,T)x Q.
dy — ds
[

5.2.3 Existence globale

Pour prouver I'existence de cette solution pour tout ¢ non négatif, c’est-a-dire
une solution globale, il suffit de trouver une estimation de la solution pour
tout ¢t > 0.

Pour cela on donne le lemme suivant qui montre ’existence d’une estimation

de la solution de (5.10)-(5.13) dans L' (Q2).
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Lemme 5.2 Soit (u,,v,) une solution de (5.10)-(5.13), alors, il existe M (t)
dépendant seulement de t, tel que pour tout :

0 << T s (1) + 0 ()]s < M (1),

Preuve. De I’équation (5.10) et I’équation (5.11), on a :

0
a (un + Un) A (dlun + d?“n + d?)vn) = f (Un, Un) + g (Un, UTL) s

I’hypothése (5.7) implique :

0
a(unJrvn)—A((d1+d2)un+d3vn) < C(up+v, +1),

intégrons sur €2, on trouve

2/(un—i—vn)da:— (dl—l—dg)/Aundx—dg/Avndx < C/(un+vn—|—1)dx.
9)

ot
Q Q Q

La formule de Green donne

/Aundx =0 et /Avndx =0,
Q

Q
i.e. 5
a/(un—kvn)dx < C/(un+vn+1)dx,
Q Q
aussl
%/ (up + vy) dx
. <G,
/(un+vn—|—1)d:&
Q

intégrons sur [0,¢], on trouve

t

ln/(un—i-vn—i-l)dm < Ct,
Q 0
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ainsi
/ Uy + v + 1) dx
In -2 < Ct,
/ Upy + Vny + 1) dx
Q
alors
/(un—i-vn—i-l)dx
. < exp (Ct)
/(un,0+vn0+1)dx
Q

= (U + v, + 1) do < exp (Ct) / (Ung + Uy + 1) dz

= (Up + vp) dz < / Up, + vy + 1) da:<exp(C’t)/(uno—l—Un0+1)dx
0 0

= (un + vp,) do < exp (Ct) / (ug + vo + 1) dx car u,, < ug, v,y < vp.

Q

N — P :’\

On pose :

M (t) = exp (Ct) / (uo +vo + 1) dz,

comme u,,, v, sont positives, alors :
[tn + vall g1y < M (1)

Nous conclure d’aprés cette estimation que la solution (u,,v,) du systéme
(5.10)-(5.13) est une solution globale

5.3 Existence globale de la solution de (5.1)-
(5.4)

On donne le lemme suivant qui montre ’existence d’une estimation de la
solution (u,,v,) du systéme (5.10)-(5.13) dans L' (Q).
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Lemme 5.3 Pour toute solution (u,,v,) du (5.10)-(5.13), il existe une cons-
tante K (t) dépendant seulement de t, tel que :

litn (8) + v Dl gy < K (1) (lto + vl 1y + 1)

Preuve. Pour montrer ce lemme on utilise le théoréme 3.7.
Par l'intégration par parti et en utilise les conditions au bord on a

Q/ Sy (#) g () (‘a—‘?’ _ d1A<I>> ddt — 9/ tn () B (0,2)dz,  (5.18)

Q/ S (t) tng () (‘8—651) - d1A<p> drdt = Q/ Uy (2) @ (0,2) dz,  (5.19)

/ S () vy () (‘a—atq’ - dlA@) dudt = Q/ Ung (2) @ (0, 2) da,

Q
/ ( /t Sy (£ — 8) f (tn, 00) ds> (‘a—i@ - d1A<I>) ddt

| - Q/ F (1 0)  (5,2) drds, 50
/ (/ Syt = 5) (un,0) ds) (72 a0 an

: . Q/ () ® (5,) drds, 5.21)
/(jsg (ts)g(un,vn)ds) (_a—i(l)—dﬂ@) o

5\

= /g (U, Uy) @ (8, ) drds.
Q
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(5.18)-(5.19) donne

/ Sy (£) — Sy ()] ttg () (‘8—2@ - d1A¢) drdt = 0,

Q
et (5.20)-(5.21) donne

/ (/t 1S (t — 8) — S5 (t — 8)] f (tn, v0) ds) (% - d1A<I>> dedt = 0,

Q \0
d’ou
/51 (1) Un, (z) Odxdt = /uno (x) ® (0, ) dz, (5.22)
Q Q
/ (85 () vy (2) + 5225 (1 (8) = S5 () () ) Ozl
Q
= /vno ()@ (0, ) dx, (5.23)
et

/(/tsl (tS)f(un,vn)ds> dedt:/f(un,vn)q)(s,x)da:ds, (5.24)
Q

0 Q

t

¢
J1f S5(t = 8)g(un, vy) (t —s) — S3(t —s)) f(un,v,)ds|0dxdt
Q0

:/g(un,vn)®(s,x) dz, (5.25)

Q

multiplions la premiére équation de (5.14) par 6 et intégrons sur () en utilisant
(5.22) et (5.24), on trouve :

/u,ﬁd:cdt = /51 ) Upg (T dedt—i-/ (/ S1(t—s) f (un,vy) ds) Odxdt

Q
_ /un () ® (0, 2) dw—i—/f(un,vn)q)(s,x) deds,

Q Q
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de méme on multiplions la deuxiéme équation de (5.14) par 0 et intégrons
sur @) en utilisant (5.23) et (5.25), on trouve :

/ onfdzdt — / (5 (1) g + 225 (S0 () — S5 (1)) ) O

Q Q
t

+/d1d—2d3 / [S1(t—s) — S5 (t — )| f (un,vy)ds | Odxdt

Q 0
t

+/ /Sg (t —5) g (up,v,)ds | Odxdt

/vno ®(0,z dx+/ (Un, V) P (s, x) dxds,

Q Q
donc

[ (w, + vy,) Odzdt
Q

—f Ung () + Uy (7)) @ (0, ) dx—i—({(f (U V) + g (U, v,)) D (8, 7) dads
<f ug (z) +vo (x)) @ (0, 2) dzx + [ C (uy + v, + 1) @ (s, ) duds,
Q

on utilise 'inégalité de Holder, on aura :

[ (up + vy,) Odadt
Q

< o + voll iy - 19 (0, )| e () + C llun + v + L 1) - 1] o)
< by (1) (I + oll gyl + 0l + 1) - Wl

comme 6 est arbitraire dans C§° (()) on a :
[tn + nll 1) < ka (1) <||U0 + voll 1) + l[un + vnllprg) + 1) ;

[N N k
d'ot ¢ + vall1 i) < K (1) (||u0 +voll 1y + 1) ot k() = {59 =

Preuve du théoréme 5.1. On définit I'application L par :

t

L:(wo,h)—>Sd(t)wg+/5d(t—s)h(s)ds,

ol Sy (t) le semi-groupe de contraction engendré par : dA.
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D’apreés le théoréme 3.12 et comme S, (t) est compact, alors 'application
L, est 'addition de deux applications compacts dans L' (Q)) donc on a bien
que L est compact de L' (Q) x L' (Q) dans L' (Q).

Par conséquent, il existe une sous-suite (unj,vnj) de (up,v,) et (u,v) de
L' (Q) x L' (Q), tel que :

(tn,,vn,) converge vers (u,v).

Montrons que (u,v) vérifie (5.9) :
Comme (uy,;, v,;) est une solution du (5.10)-(5.13), on a :

( t

tn, () = Sy (8) ttng + / Syt — 5) f (tn, () . 0n, (5)) ds,
0
n, () = S5 (1) (vny = 725t ) + 7251 (8) tng

d> (P2)
+725 [ [Sit—s) =S5t =) f (n, (5),vp, (5)) ds
0
t
+ S0t =909, (5), 00, (5)) s
{ 0
il est clair que si j — 400 on a bien les limites suivantes :
f (unj7vnj) - f (u7 U)’ pp? (526)

9 (tn;,vn;) = g (w,v),  pp,

et

uno — U,

Uny — 7o,
donc pour montrer que (u,v) vérifie (5.9), il reste & montrer que :

f(tngsvn;) = f(u0),
9 (tngsvn;) = g (u,v),

dans L' (Q) lorsque j — —+o0.
L’application de la formule de Green donne

/Aunj dxdt = 0, /Avnj dxdt = 0.
Q Q
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L’lntegrale de l’equatlon (5.10) et ’équation (5.11) sur ) donne

// dtdx—//f unj,vn] dtdx
Q0
#/unjdx—/unodx://f (unj,vnj) dtdzx
Q Q0

= /unjcm — [ up,dz = /f (unj,vnj) dxdt

Q Q

= —/unodm < /unjdx — /unodx = /f (unj,vnj) dxdt
Q Q Q

D\{O

Q
donc
—/unodx < /f (un],,vnj) dxdt,
Q Q
de méme
—/vnod:c < /g (un].,vnj) dxdt,
Q Q
d’ou

f (unj,vnj) drdt <

g (unj,vnj) drdt <

@\ @\

comme u,, < ug et v,, < vy alors

— / f (unj,vnj) dxdt < [ updz, (5.27)

SR

— (g (unj,vnj) dxdt < [ vodz. (5.28)

O
SR

Posons :
Ny, = C (tn; +vn; + 1) = f (tn;,0n,) , (5.29)

M, = C (ung‘ + Un; + 1) —f (unﬁv"j) -9 (u”a”vnj)
= Nu— g (tny,0n), (5.30)
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il est clair de (5.7) que N,, et M,, sont positives
donc de (5.27) on a :

/ Nydzdt < C / (tn, + vn, + 1) dadt + / ugdx
Q Q

Q

= C|lun; +vn, + 1HL1(Q) + [Juoll 1o
C (”uny + U"J’HLl(Q) + 1) + [[uoll 1o

O (5 (#) (Iluo + voll s ey +1) +1) + luoll s gy
+oo (d’apres (5.5)),

IA

IN

A

de méme pour (5.28) on a

/ M,dzdt < C / (tn, + Un, + 1) dadt + / (1o + vo) da
Q Q Q
C fotn; vy 1] s

Q) + HUO + UO”Ll(Q)

¢ (Hunj + UnjHLl(Q) + 1) + [uo + voll 1)

C (K (t) (1o + voll gy + 1) +1) + lluo + voll

+00,

IN

VAN VAN

donc
/Nnda:dt < +00,
Q

/Mndxdt < +00,
Q

d’apres (5.29) on a

f (una"vnj) =C (unj + Un; + 1) — Na,

1 ()| = € (g 11, 1) = Nl € [C (a4 13, +1)] 4 N,

et (5.30) donne
g (unjavnj) =N, — an

= [g (ttn;, vn,)| = [N = M| < [Mp] + [Nl
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mais C, Uy, v,;, Ny, et M, sont positives alors
1 ()| < C g+, + 1)+ Nt Jg (g 02,)| < M, + N
ceci en train :

/‘f (unj,vnj) } dxdt < C’/ (unj + vy, + 1) dxdt + /Nndxdt < 400,
Q Q Q

/MWWMMMﬁgg/Mmm+/Mmm<+m
Q Q Q

Soit :
hy = Np+C (un, +v,, +1),
U, = N, + M,
on a h, et U, sont de L' (Q), et aussi sont positives, de plus :
‘f (U"wvwﬂ < hn D,
|9 (un;,00,)] < T, pop.

Combinaisons ce résultat avec (5.26) et on applique le théoréme 1.2, on
aura bien que :

f Eunjavnjg - f('LL, U)a dans Ll (Q),

g (Un,s ;) = g (u,0),

par passage & la limite quand j tend vers 'infini de (Pj;) dans L' (Q), on
trouve :

( t

u(t,z) =51 (t)u0+/51 (t—s)f(u(s),v(s))ds,

0
v (tv l’) = SS (t) (UO - dld_2d3 U0> + d1d_2d3 Sl (t) Ug
t

sty 150 (=5) = Sut =9 (us) v (s)) ds

+/sg<t—s>g<u<s),v<s>>ds,

\

donc (u,v) vérifie (5.9) par conséquent (u,v) est une solution du (5.1)-(5.4).
m
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Conclusion

Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes couplés d’équations
aux dérivées partielles de type parabolique. Leurs applications sont trés va-
riées ; en chimique-physique (propagation de flammes laminaires), en écologie
(prédation de proies par des prédateurs). . ..

Dans leur forme la plus simple, ces équations sont de la forme
U,t:DAU‘l‘f(U),

ot u = u (t,x) est le vecteur des variables dépendantes; f (u) est une fonction
vectorielle non linéaire de la fonction u, f(u) est appelé terme de réaction,
et D est une matrice de diffusion.

Le sujet proposé pour ce thése de doctorat est d’étudier une classe de
systémes d’équations de réaction-diffusion avec une matrice de diffusion dia-
gonale et triangulaire.

L’étude concerne la génération de semi-groupes compacts dans des es-
paces de Banach concrets, [’existence locale des solutions et ses positivités, la
globalité des solutions.
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