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 ملخص
 

 .ك مسوال ك حدال شوحطر لا ذات لئاسدراس  حجود ةلول اكجابي  لبعض الن طروحة  كمنن ي الهدف من هذا الأ

كواز -قيو قظوك " منل كباستخدا   ذات الشوحطر  الحدك  المسوك  ح ذلك  لنسألدراس  حجود ةلول إكجابي  ب  قوو أحلا

 .  "بيتوسون -قظوك  أييوي" ح "قوزلسم 

 "باستعنال  صدى ح ذلكع م ذات الشوحطر  الحدك  المسوك  لنسأل  لولحال  قي ادةح  تابثا ىلعل نعق ،ثاق ال حورنال ي 

 ." ناحكنل قظوك  النصادي 

ل مالعا قظوك " قكوطر نع ح ذلك صدى،ع م لنسأل  ذات الشوحطر  الحدك  المسوك  حلوللا عموق ح ي إكجاب قدرس اأخيو

 ."ك ولعال ح ي لسفلل اولحال و كوطر" حد" كازنتال

 

 :  ت مفتاحيةاكلم

 .ك ولعال ح ي لسفلال ولحال كو وطر ناحكن،ل قظوك  النصادي  مسأل  ذات الشوحطر  الحدك  المسوك ، ة،دماصال النوط  قظوك 



Résumé 

    Le but de cette thèse est l’étude de l’existence de solutions positives de quelques problèmes 

aux limites fractionnaire 

   

    En s’intéresse dans un premier temps à l’étude de l’existence de solutions positives d’un 

problème aux limites fractionnaire en utilisant certains théorèmes de point fixe notamment le 

théorème de Guo-Krasnosel’skii,  ainsi que le théorème d’Avery-Peterson.   

    

   Puis dans un deuxième temps l’existence d’un problème aux limites fractionnaire en 

résonance en utilisant le théorème de coincidence de Mawhin.  

    

   Dans le dernier chapitre on a établi l’existence et la localisation  de la solution positive d’un 

problème aux limites fractionnaire en résonance en utilisant la méthode de sous et sur solution 

combinée avec le théorème de point fixe de l’opérateur croissant.   

 

Mots clés : Problème aux limites fractionnaire, Théorèmes de point fixe, Théorème de 

coincidence de Mawhin, sous et sur solutions. 



Abstract 

      The objective of this thesis, is to study the existence of positive solutions of some 

fractional boundary value problems. 

       Firstly, we study the existence of positive solutions of fractional boundary value problem 

by using, Guo-Krasnosel’skii theorem and Avery-Peterson theorem. 

       In a second time, we investigate the existence of solutions of a two-point fractional 

boundary value problem at resonance, By using the coincidence degree theory of Mawhin. 

       Finally, we established the existence and localization of positive solutions for a fractional 

boundary value problem at resonance. By means of a fixed point theorem of increasing 

operators and lower and upper solutions, the minimal and maximal nonnegative solutions for 

the problem are obtained. 

 

Keywords : fractional boundary value problem,  fixed point theorems,  the coincidence 

degree theory of Mawhin,  lower and upper solution. 
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0.1 Introduction générale

Le calcul fractionnaire est devenu une importante branche de mathématiques grace

à son immense application dans di¤érents domaine tels que la physique, la chimie,

l�ingénierie, �nance et d�autre sciences qui ont été développé dans la dernière décenie,

en plus de l�intérêt que lui portent beaucoup de chercheur en mathématiques elle

même.

L�étude des problèmes fractionnaires est d�actualité et plusieurs méthodes sont

appliquées pour la résolution de ces problèmes. Néanmoins les méthodes basées sur

le principe du point �xe jouent un grand rôle [1; 34; 49].

Les théorèmes du point �xe sont les outils mathématiques de base, montrant

l�existence des solutions dans divers types d�équations. La théorie du point �xe est

au coeur de l�analyse non linéaire puisqu�elle fournit les outils nécessaires pour avoir

des théorèmes d�existence dans nombreux problèmes non linéaires di¤érents.

Dans ce travail on utilise d�une façon particulière le théorème de Guo-Krasnosel�skii,

le théorème d�Avery-Peterson, le théorème de l�opérateur croissant, le théorème de

coincidence de Mawhin ainsi que la méthode de sous et sur solution.

Dans [4], R. Almeida et N. Martins ont étudié l�équation di¤érentielle fractionnaire
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suivante

cD�
q [x] (t) = g (t; x (t)) ; 0 � t � 1; (0.1)

x (0) = 0;
cD�

q [x] (0) = 1;

x (1) = 2

Z �

0

x (s) dqs;

Les auteurs ont présenté certaines conditions pour prouver l�existence, l�unicité et

la positivité de la solution sur [0:1]. Leurs arguments sont basés sur le théorème du

point �xe de Banach, le théorème du point �xe de Krasnoselskii et l�alternative de

Leray-Schauder.

Dans [5], Avery et Peterson ont donné un nouveau théorème de point �xe, qui est

l�extension du théorème de point �xe de Leggett-Williams. En utilisant ce théorème

de point �xe, beaucoup de résultats concernant l�existence de trois solutions posi-

tives des problèmes aux limites ordinnaires ansi que fractionnaires ont été obtenus

[16; 32; 36; 41; 48; 54; 56].

A titre d�exemple, Yang et al.[54], ont établi l�existence de trois solutions positives

du problème aux limites du second ordre suivant

u00 + f (t; u (t) ; u0 (t)) = 0; t 2 [0; 1] ;

u0 (0) =
m�2X
i=1

�iu
0 (�i) ; u (1) =

m�2X
i=1

�iu (�i)

où

0 < �i < 1; 0 < �i < 1; 0 < �i < 1; i = 1; 2; :::;m� 2:
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m�2X
i=1

�i < 1;
m�2X
i=1

�i < 1:

Dans [56], Yang et al, ont étudié l�existence des solutions positives multiples en

utilisant le théorème du point �xe d�Avery-Peterson pour le problème aux limite

fractionnaire suivant

cD�
0+u (t) + f

�
t; u (t) ;cD�

0+u (t)
�
= 0; t 2 (0; 1)

u(i) (0) = 0; 0 � i � n� 2

�
cD�

0+u (t)
�
t=1
= 0; 1 � � � n� 2;

où n� 1 < � � n; n > 3; n 2 N�; 0 < � � 1 et f 2 C ([0; 1]� R+ � R;R+) :

Dans [25], les auteurs ont établi l�existence des solutions d�une équation di¤éren-

tielle d�ordre trois suivante

x000 (t) = f (t; x (t) ; x0 (t)) ; 0 < t < 1;

x (0) = x00 (0) = 0; x (1) =
2

�2

Z �

0

x (t) dt; � 2 (0; 1) ;

où f : [0; 1]� R2 ! R est une fonction Carathéodory, et � 2 (0; 1) :

Un autre outil puissant dans l�analyse non linéaire pour résoudre les problèmes

aux limites est la méthode de sous et sur solutions. En utilisant cette méthode on

obtient l�existence et la localisation de la solution en présence d�un couple de fonctions,

appelées sous-solution et sur-solution, bien ordonnée. Ces sous et sur solutions peuvent
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être considérées comme des approximations de la solution avec une erreur de signe

constant [13; 58].

De plus si on n�a pas l�unicité de la solution, un autre problème se pose et celui

de trouver la solution maximale ainsi que la solution minimale entre la sous et sur

solution du problème aux limites. L�existence de telles solutions extrémales été étudié

en 1885 par G. Peano[42] et en 1915 par O. Perron[43] qui ont considéré le problème

de cauchy suivant

u0 = f (t; u) ; u (t0) = u0;

avec f continue. Ces auteurs ont supposé l�existence de sous et sur solutions, alors

� (0) = u0; � (0) = u0; � � � et

Dl;r� (t) � f (t; � (t)) ; Dl;r� (t) � f (t; � (t)) :

i.e. � et � des fonctions continues avec des dérivées à gauche et à droites qui

existent (Dl�; Dr�; Dl� et Dr�).

Ils ont montré alors l�existence d�une solution entre � et � et ont dé�ni

umax = sup fui j ui is a lower solution with � � ui � �g ;

umin = inf fui j ui is an upper solution with � � ui � �g :

En�n, ils ont que le maximum de deux sous-solutions est une sous-solution, et que

umax et umin sont aussi deux solutions, et que chaque solution entre � et � est comprise

entre umax et umin. Il faut dire que la méthode de sous et sur solutions joue un rôle très
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important dans l�existence de solutions des problémes aux limites ordinaires d�ordres

entiers [13] :

Au cours de ces dernières années, de nombreux problèmes aux limites de type

résonance liés aux equations di¤érentielles ordinaires ou fractionnaire ont été étudiés

et de nombreux resultats ont été obtenus voir [7; 11; 29; 31; 39; 46]. Dans la plupart des

documents mentionnés ci-dessus, la théorie du degré de coïncidence a été appliquée

pour établir le théorème d�existence [18].

Le phénomène de résonance est la propriété partagée par un très grand nombre

d�objets et de systèmes physiques d�absorber préférentiellement de l�énergie, générale-

ment sous forme mécanique ou électromagnétique, lorsqu�ils sont soumis à des forces

variant périodiquement dans le temps.

Le principe de résonance appliqué à la balançoire Lorsque la fréquence de

variation d�une telle force devient très proche de la fréquence de résonance propre

du système physique, celui-ci se met à e¤ectuer un mouvement en réponse à la force

d�excitation. L�exemple le plus simple est probablement celui d�un pendule ou d�une

balançoire. Le mouvement de balancement ne peut s�ampli�er que si on pousse à

intervalles réguliers correspondant à la fréquence de la balançoire. C�est ainsi qu�elle

peut absorber de l�énergie.

Exemples de phénomènes de résonance [17] De même un circuit électrique

de poste de récepteur radio se comportant comme un oscillateur avec une fréquence
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ajustable se mettra à absorber de l�énergie d�une onde électromagnétique oscillant à

une fréquence donnée lorsque sa propre fréquence sera identique ou très voisine de

celle de l�onde. C�est ainsi, sommairement, que l�on peut capter des stations de radios.

On trouve le phénomène de résonance presque partout en physique, de l�absorption à

l�émission de lumière par les atomes aux mouvements des planètes en passant par le

mouvement des ponts suspendus en réponse aux rafales de vent, donc le phénomène

de resonance consiste en ce qu�un oscillateur linéaire sans frottement de fréquence

propre !0 excité par une force extérieure de période s�approchant de la période propre

correspondante 2�
!0
à des oscillations dont l�amplitude augmente indé�niment.

La modélisation mathématique correspond au problème linéaire forcé est

u00 + !20u = sin!t: (0.2)

Pour �xé les idées, si h (t) = sin!t; et si on recherche les solutions de période 2�
!
de

cette équation, alors, l�opérateur L dé�nit dans l�espace des fonctions 2�
!
périodiques

par Lu = u00 + !20u aura un noyau trivial puisque les solutions u (t) = a cos!0t +

b sin!0t de u00+!20u = 0 sont
2�
!0
périodique et ne sont donc pas 2�

!
périodiques. Dans

ce cas, l�équation (0:2) admettra la solution 2�
!
périodique unique

u (t) =
1

!20 � !2
sin!t:

Par contre, si ! = !0, le noyau de L est formé des fonctions a cos!0t + b sin!0t

(a; b 2 R) qui sont 2�
!0
et donc 2�

!
périodiques. C�est la résonance mathématique. Les
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solutions de (0:2) sont dans ce cas

u (t) = a cos!0t+ b sin!0t�
t

2!
cos!t

et aucune d�elle n�est 2�
!
périodique. Les solutions oscillent avec une fréquence

! mais avec des amplitudes qui augmente indé�niment avec t: C�est la résonance

physique, qui correspond au cas où le noyau de L n�est pas trivial.

Cette thèse est organisée comme suit

Dans le premier chapitre, on donne quelques notions fondamentales utilisées tout

au long de ce manuscrit. Le deuxième chapitre est consacré aux éléments de base du

calcul fractionnaire, un aperçu historique et quelques concepts préliminaires seront

introduits.

Dans le troisième chapitre, on s�intéresse à l�étude du problème aux limites frac-

tionnaire (P ) suivant

cDq
0+u(t) = a(t)f (u(t)) ; 0 < t < 1;

u (0) = u0(0) = 0; u00 (0) = �u (1) ;

où f : R+ ! R+ est une fonction donnée, 2 < q < 3; 0 < � < 2; cDq
0+ est la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo, a 2 C([0; 1];R+): On établit l�existence d�au moins

une solution positive du problème (P ) en utilisant le théorème du point �xe de Guo-

Krasnosel�skii sur le cône, ensuite sous certaines conditions sur le terme non linéaire,

on applique le théorème d�Avery-Peterson pour prouver l�existence d�au moins trois
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solutions positives.

Dans le quatrième chapitre, on étudie l�existence de la solution du problème aux

limite fractionnaire en résonance (P1) suivant

cDq
0+u (t) = f (t; u (t) ; u0 (t) ; u00 (t)) ; 0 < t < 1;

u (0) = u0 (0) = 0 ; u00 (0) = 2u (1) ;

où cDq
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, 2 < q < 3: f : [0; 1]�R3 !

R est continue. Le problème aux limites fractionnaire (P1) est en résonance dans le

sens ou son problème aux limites linéaire homogène associé

cDq
0+u (t) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = u0 (0) = 0 ; u00 (0) = 2u (1) ;

a une solution non trivial u (t) = ct2; c 2 R: Pour résoudre ce problème, on utilise

la théorie du degré de coincidence de Mawhin [38] : Cette méthode est basée sur une

formulation équivalente dans un espace abstrait et une théorie de degré topologique.

Par cette formulation on obtient un opérateur abstrait de la forme N+L, où L est un

opérateur de Fredholm d�indice zéro et N est généralement un opérateur non linéaire

ayant des propriétés de compacité par rapport à L.

Dans le cinquième chapitre, on considère le problème aux limites fractionnaire en

résonance (P2) suivant :
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cDq
0+u (t) = f (t; u (t)) ; 0 < t < 1;

u (0) = u0 (0) = 0 ; u00 (0) = 2u (1) ;

où cD�
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, 2 < q < 3: On suppose que

f : [0; 1]�R+ ! R+ est continue. Nos résultats reposent sur la théorie du point �xe

de l�opérateur croissant ainsi que sur la méthode de sous et sur solutions.

En transformant le probléme (P2) en une equation opérationnelle de la forme

Lu = Nu; où Lu =c Dq
0+u (t) et Nu = f (t; u (t)) avec 0 < t < 1: On dit que le

problème aux limites fractionnaire (P2) est en résonance si L n�est pas inversible

c�est à dire que l�equation linéaire Lu =c Dq
0+u (t) = 0; sous les conditions aux limites

données possède une solution non triviale i.e, si dimKerL 6= f0g :
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Théorème du point �xe de type Banach

Le théorème du point �xe de Banach garanti l�existence d�un unique point �xe

pour toute application contractante. Il s�applique aux espaces métriques complets

pour démontrer l�existence et l�unicité de solution des équations di¤érentielles ou

intégrales.

Théorème de l�application contractante

Dé�nition 1 Soit (M;d) un espace métrique complet et l�application T : M ! M;

on dit que T est une application Lipschitzienne s�il existe une constante positive k � 0

telle que l�on ait, pour tout couple d�éléments x; y de M , l�inégalité

d (T (x) ; T (y)) � k (d (x; y)) :
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Si k � 1; l�application T est appelée non expansive.

Si k < 1; l�application T est appelée contraction.

Théorèm 2 (Théorème du point �xe de Banach (1922))[49]

Soit (M;d) un espace métrique complet et soit T : M ! M une application

contractante avec la constante de contraction k; alors T a un unique point �xe x 2M:

De plus, on a

Si x0 2 M et xn = T (xn�1) ;

lim
n!1

xn = x et d (xn; x) � kn (1� k)�1 d (x1; x0) n � 1;

Remarque 3 Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-

tion) mais l�une de ces itérées T p est une contraction, alors T a un seul point �xe.

En e¤et, soit x l�unique point �xe de T p on a T p (T (x)) = T (T p (x)) = T (x)

ce qui convient à dire que T (x) est aussi un point �xe de T p et grace à l�unicité

T (x) = x:

Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l�unicité du

point �xe.

Remarque 4 Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l�espace M mais

juste dans le voisinage d�un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant

Soit (M;d) un espace métrique complet et T : B !M telle que

d (T (x) ; T (y)) � kd (x; y) 8x; y 2 B et k < 1;
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où

B = fx 2M;d (x; z) < �g z 2M et � > 0:

Si d (z; T (z)) < � (1� k) ; alors T possède un unique point �xe x 2 B:

1.2 Théorème du point �xe de type Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder a¢ rme qu�une application continue sur un

convexe compact admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique.

Théorèm 5 [57] Soit K un sous ensemble non vide, compact, convexe dans un espace

de Banach E et supposons T : K ! K une application continue. Alors T admet un

point �xe.

Théorèm 6 [14] (Théorème de l�alternative non linéaire de Leray Schauder)

Soit X un espace de Banach, 
 un sous ensemble ouvert borné de X, avec 0 2 


et T : 
! X une application compacte. alors un des deux énoncés suivants est véri�é

(i)T a un point �xe sur 


(ii) il existe � 2 (0; 1) et u 2 @
 tel que x = �T (x):

1.3 Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Dé�nition 7 Soit K un ensemble non vide d�un espace de Banach E: On dit que K

est un cône si K est convexe fermé et satisfait les conditions suivantes
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1) �x 2 K; 8x 2 K et � � 0

2) x et �x 2 K =) x = 0

tout cône dé�ni une relation d�ordre sur E par

x � y () y � x 2 K:

Dé�nition 8 (Opérateur complètement continu)

Soient E un espace de Banach et 
 une partie de E. On dit que l�opérateur

T : 
! E est complètement continu s�il est continu et si pour toute partie bornée B

de 
; T (B) est relativement compact dans E:

Théorèm 9 [34] Soit E un espace de Banach et K � E un cône. 
1;
2 sont deux

ouverts de E avec 0 2 
1 et 
1 � 
2:

Soit T : K \
�

2�
1

�
! K un opérateur complètement continu tel que

i) kTuk � kuk pour tout u 2 K \ @
1; et kTuk � kuk pour tout u 2 K \ @
2: ou

bien

ii) kTuk � kuk pour tout u 2 K \ @
2; et kTuk � kuk pour tout u 2 K \ @
1:

Alors T possède un point �xe dans K \
�

2�
1

�
:

1.4 Théorème du point �xe d�Avery-Peterson

Théorèm 10 [5] Soit K un cône dans un espace de Banach E: Soit les fonctionnelles

' et � non négatives, continues et convexes sur K; soit la fonctionnelle � non néga-

tive, continue et concave sur K; et soit la fonctionnelle 	 non négative et continue
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sur K satisfaisant 	(ku) � k kuk pour 0 � k � 1: Dé�nissant les ensembles,

K ('; d) = fu 2 K;' (u) < dg ;

K (';�; b; d) = fu 2 K; b � � (u) ; ' (u) � dg ;

K (';�;�; b; c; d) = fu 2 K; b � � (u) ;� (u) � c; ' (u) � dg ;

R (';	; a; d) = fu 2 K; a � 	(u) ; ' (u) � dg :

Pour les nombres positifs M et d; on a � (u) � 	(u) et kuk � M' (u) pour tout

u 2 K ('; d): On supposant que T : K ('; d) �! K ('; d) est complètement continu

et qu�il existe trois nombres positifs a; b et c avec a < b tels que

(S1) fu 2 K (';�;�; b; c; d) ;� (u) > bg 6= ; et � (Tu) > b pour u 2 K (';�;�; b; c; d) ;

(S2) � (Tu) > b pour u 2 K (';�; b; d) avec � (Tu) > c;

(S3) 0 =2 R (';	; a; d) et 	(Tu) < a pour u 2 R (';	; a; d) avec 	(u) = a:

alors T a au moins trois points �xes u1; u2; u3 2 K ('; d) tels que

' (ui) � d pour i = 1; 2; 3; b < � (u1) ; a < 	(u2) avec � (u2) < b et 	(u3) < a:

1.5 Théorème du point �xe de l�opérateur crois-

sant

Dé�nition 11 Soit K un cône dans un espace de Banach E; et soit D un sous-

ensemble de E:

L�opérateur A : D ! E est dit croissant si x1 � x2 (x1; x2 2 D) implique Ax1 �
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Ax2:

Dé�nition 12 Un cône K � E est dit normal s�il existe une constante � > 0 telle

que

0 � x � y =) kxk � � kyk 8x; y 2 K:

Théorèm 13 [26] Soit K un cône normal dans un espace de Banach E; u0; v0 2

K; u0 � v0; A : [u0; v0] � K ! K un opérateur. On suppose que les conditions

suivantes sont satisfaites

(i) A est un opérateur croissant

(ii) A est completement continu

(iii) u0 � Au0; Av0 � v0:

Alors A a un point �xe minimal u� et un point �xe maximal v� dans [u0; v0] ; de

plus

u� = lim
n!1

un; v� = lim
n!1

vn;

ou

un = Aun�1; vn = Avn�1; n = 1; 2; 3; :::

et

u0 � u1 � u2 � ::: � un � ::: � vn � ::: � v2 � v1 � v0:
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1.6 Théorème Ascoli-Arzela

Théorèm 14 Soit X = C ([a; b]) muni de la norme kuk = maxa�t�b ju (t)j ; avec

�1 < a < b < +1: Si M est un sous ensemble de X tel que

(i) M est uniformément borné, i.e. 9r > 0; kuk � r;8u 2M ,

(ii) M est équicontinu, i.e.

8" > 0;9� > 0; 8t1; t2 2 [a; b] tel que jt1 � t2j < � et u 2M =) ju (t1)� u (t2)j < ":

Alors, M est relativement compact.

1.7 Degré topologique [17]

Dans cette section, nous donnons un brèf aperçu de la notion du degré topologique

que ce soit en dimension �nie ou in�nie. Le degré, deg (f;
; y) de f dans 
 par rapport

à y donne une information sur le nombre de solutions de l�équation f (x) = y dans

un ensemble ouvert 
 � X où f : 
 � X ! X est continue, y =2 f (@
) et X est

un espace topologique, métrique la plupart du temps. Pour plus de connaissance et

d�amples details voir [14; 40] :

1.7.1 Degré topologique de Brouwer

On considère un ouvert borné
 deRn de frontière @
 et de fermeture
. Ck (
;Rn)

désignera l�espace des fonctions à valeurs dans Rn; k fois di¤érentiables dans 
; qui

sont continues sur 
: Cet espace sera muni de sa topologie usuelle.
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Soit x0 2 
; si f est di¤érentiables en x0; on note par Jf (x0) = det f 0 (x0) le

Jacobien de f en x0:

Dé�nition 15 Soit f une fonction de classe C1 sur 
: Notons par Jf (x0) le Jacobien

de f en un point x0 de 
: Le point x0 est dit point critique si Jf (x0) = 0: Dans le

cas contraire, x0 est dit point régulier.

On désigne par Sf (
) l�ensemble des points critiques. C�est à dire

Sf (
) = fx 2 
; Jf (x) = 0g :

Dé�nition 16 Un élement y 2 Rn est dit valeur régulière de f si f�1 (y)\Sf (
) = ;:

Dans le cas contraire, y est dit valeur singulière.

Dé�nition 17 Soient f 2 C
1
(
;Rn) et y 2 Rn n f (@
) une valeur régulière de f:

On appelle degré topologique de f dans 
 par rapport à y; le nombre entier

deg (f;
; y) =
X

x2f�1(y)

sgn Jf (x) ;

où Sgn Jf (x) désigne le signe de Jf (x) ; dé�ni par Sgn (t) = 1 si t > et Sgn (t) =

�1 si t < 0:

Dé�nition 18 Soit 
 � Rn un ouvert borné, f 2 C
�

;Rn

�
et y 2 Rn tel que

y =2 f (@
) : On dé�nit le degré topologique de f dans 
 par rapport à y par

deg (f;
; y) = lim
n!1

deg (fn;
; y)

où ffngn2N� est une suite de fonction C1
�

;Rn

�
qui converge uniformément vers

f dans 
:
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On rappelle à présent quelques propriétés importantes du degré topologique de

Brouwer

Théorèm 19 [14] Soit 
 � Rn un ouvert borné, et on pose

A (
) =
�
f 2 C

�

;Rn

�
: y =2 f (@
)

	
L�application deg (f;
; y) : A (
)! Z satisfait les propriétés suivantes

1. (Normalisation) deg (I;
; y) = 1 si Si y 2 
 et deg (I;
; y) = 0 si y 2 Rn�


où I désigne l�application identité sur 
:

2. (Solvabilité) Si deg (I � T;
; y) 6= 0; alors f (x) = y admet au moins une

solution dans 
:

3. (Invariance par homotopie) pour tout h : [0; 1]�
! Rn et tout y : [0; 1]! Rn

continues telles que y (t) =2 h (t; @
) pour tout t 2 [0; 1] ; deg (h (t; :) ;
; y (t)) est

indépendant de t:

4. (Additivité) Soient 
1 et 
2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de 
 et

y =2 f
�

� (
1 [ 
2)

�
:

Alors

deg (f;
; y) = deg (f;
1; y) + deg (f;
2; y) :

5. deg (f;
; y) est constant sur toute composante connexe de Rn�f (@
)

6. deg (f;
; y) = deg (f � y;
; 0) :
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7. Soit g : 
 ! Fm une application continue où Fm est un sous espace de Rn;

dimFm = m; 1 � m � n: En supposant que y est tel que y =2 (I � g) @
: Alors

deg (f;
; y) = deg
�
(I � g)
\Fm ;
 \ Fm; y

�
:

Lemme 20 Soient X un espace de Banach, 
 � X un ouvert borné et T : 
 ! X

une application compacte. Alors, pour tout � > 0; il existe un espace de dimension

�nie noté F et une application continue T� : 
! F telle que

kT�x� Txk < � pour tout x 2 
:

Dé�nition 21 Soient X un espace de Banach, 
 � X un ouvert borné et T : 
! X

une application compacte. En supposant maintenant que 0 =2 (I � T ) (@
) : Il existe

�0 > 0 tel que pour � 2 (0; �0) ; le degré de Brouwer deg (I � T�;
 \ F�; 0) est bien

dé�ni où T� est dé�ni comme dans le lemme 20. Par conséquent, on dé�nit le degré

de Leray-Schauder par

deg (I � T;
; 0) = deg (I � T�;
 \ F�; 0) :

1.7.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Théorèm 22 [14] Soient X un espace de Banach, 
 � X; un ouvert borné, on pose

K (
) =
�
(I � T ) : 
! X; T est compact et 0 =2 (I � T ) (@
)

	
Le degré de Leray-Schauder possède les propriètés suivantes

1. (Normalité) Si 0 2 
 alors deg (I;
; 0) = 1;
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2. (Solvabilité) Si deg (I � T;
; 0) 6= 0; alors 9 x 2 
 tel que (I � T )x = 0;

3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0; 1] � 
 une homotopie compacte, telle

que 0 =2 (I �H (t; :)) (@
) : Alors deg (I �H (t; :) ;
; 0) ne dépend pas de t 2 [0; 1] ;

4. (Additivité) Soient 
1 et 
2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de 
 et

0 =2 (I � T )
�

� (
1 [ 
2)

�
:

Alors

deg (I � T;
; 0) = deg (I � T;
1; 0) + deg (I � T;
2; 0) :

1.8 Théorème de Mawhin

Théorèm 23 [38] Soient L : domL � X ! Y un opérateur de Fredholm d�indice

zéro et N : X ! Y une application L�compacte sur 
: On suppose que les conditions

suivantes sont satisfaites :

(1)Lu 6= �Nu pour tout (u; �) 2 [(domLnKerL)] \ @
� (0; 1) ;

(2)Nu =2 ImL pour tout u 2 KerL \ @
;

(3) deg (QN jKerL; KerL \ 
; 0) 6= 0; où Q : Y ! Y est la projection dé�nie ci

dessus avec ImL = KerQ:

Alors l�équation Lu = Nu admet au moins une solution dans domL \ 
:
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1.9 Projection

Soit X un espace vectoriel. On dit qu�un opérateur linéaire P : X ! X est une

projection si P (P (x)) = P (x) ;8x 2 X (P 2 = P ) :

Proposition 24 [17] Soit X, un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X ! X

est une projection si et seulement si (I � P ) est une projection. De plus, si l�espace

X est normé, alors P est continu si et seulement si (I � P ) est continue.

Proposition 25 Si P est une projection dans X, alors

KerP = Im (I � P ) et ImP = Ker (I � P:)

Lemme 26 Projection sur un sous-espace de dimension �nie. Si E est un

sous espace vectoriel de dimension �nie d�un espace normé X, alors il existe une

projection P continue sur X telle que Im (P ) = E:

Corollaire 27 Si E est un sous-espace vectoriel de dimension �nie d�un espace

normé X, il existe un sous-espace vectoriel fermé Y � X tel que X = E � Y:

Preuve. Il su¢ t de prendre pour Y le noyau de la projection P de X sur E

donnée par le lemme précédent.

Dé�nition 28 Codimension d�un sous-espace vectoriel. Si l�espace quotient

X�Y est de dimension �nie, on dit que le sous-espace vectoriel fermé Y � X est de

codimension �nie dans X et on écrit

co dim (Y ) = dim (X�Y ) :
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Lemme 29 Soient E un espace vectoriel normé,M et N deux sous espaces vectoriels

fermés de E tels queM\N = f0g : Si dim (M) = co dim (N) <1; alors E =M�N:

1.10 Opérateur de Fredholm

Dé�nition 30 [40] Soit X et Y deux R�espaces vectoriels normés ; on dit qu�une

application linéaire L : D (L) � X ! Y est de Fredholm si elle véri�e les conditions

suivantes

(i)Ker (L) = L�1 (0) est de dimension �nie.

(ii) Im (L) = L (D (L)) est fermée et de codiemsion �nie.

On dé�nit la codimesion de Im (L) comme étant la dimension de co dimker (L) =

dim (X�Y ) :

Si L est un opérateur de Fredholm, alors son indice est l�entier

ind (L) = dim (ker (L))� co dim (Im (L)) :

Proposition 31 Si L est un opérateur de Fredholm d�indice nul, alors L est surjective

si et seulement si L est injectif.

Soit L : D (L) � X ! Y désigne un opérateur de Fredholm d�indice 0, alors

d�aprés ce qui précède, il existe deux projections continues P : X ! X et Q : Y ! Y

tels que

Im (P ) = Ker (L) et Ker (Q) = Im (L) :
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Posons

X1 = Im (I � P ) = KerP et Y1 = Im (Q) ;

alors on peut écrire

X = KerL�X1; Y = Im (L)� Y1

Soit l�isomorphisme

J : KerL! Im (Q) ;

dont l�existence est assuré par le fait que dimKerL = dim Im (Q) = n: On re-

marque que

D (L) = KerL� (D (L) \X1)

et que la restriction de L à D (L) \X1 est un isomorphisme sur Im (L), on note

par Lp cette restriction c�est à dire Lp : D (L) \X1 ! Im (L) :

Lemme 32 Lp est un isomorphisme algébrique.

On dé�nit maintenant Kp := L�1p ; il est claire que Kp : Im (L) � Y ! D (L) \

KerP est bijectif, que PKp = 0; et qu�il véri�e les propriétés suivantes

Lemme 33 (1) Sur Im (L) ; on a LKp = I:

(2) Sur D (L) ; on a KpL = I � P:

On considère l�opérateur KP;Q : Y ! X dé�ni par L�1p (I �Q) ; on a
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Lemme 34 L�opérateur L+ JP : D (L)! Y est un isomorphisme et (L+ JP )�1 =

KP;Q + J�1Q:

En particulier

(L+ JP )�1 x = J�1x pour tout x 2 ImQ:

Lemme 35 Si N : � � X ! X est une application, le problème

x 2 D (L) \�; Lx = Nx

est équivalent au problème du point �xe

x 2 �; x = Px+ J�1QNx+KP;QNx:

Dé�nition 36 Soit 
 � X un ensemble ouvert borné et N : 
 ! Y: On dit que N

est L� compact si KP ;QN : 
! X est compacte et QN
�


�
est borné:

Dé�nition 37 Si les opérateurs L et N satisfont les propriétés mentionnées ci-

dessus, alors le degré de coincidence de L et N sur 
 est dé�ni par

deg [(L;N) ;
] = degLS (I �M;
; 0)

où M désigne la quantité M (P; J;Q) = P + J�1QN +KP;QN:
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Chapitre 2

Intégration et dérivation

fractionnaire

2.1 Aperçu historique

Historiquement, c�est au 17ème siècle dans le courier échangé entre l�Hospital et

Leibniz qu�on trouve la première mention à la di¤érentielle fractionnaire d
1
2x; quali�ée

de "paradoxe apparent". Dès le 18ème siécle, les prémices du concept de dérivation

fractionnaire, apparaissent dans des écrits d�Euler qui est le second grand mathéma-

ticien à aborder la question. Les avancées les plus marquantes sont celles de Liouville

qui est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent l�attester

les huit articles qu�il publia entre 1832 et 1837, puis la contribution de Riemann en

1847 qui à partir d�une généralisation de la formule de Taylor, propose une dé�nition
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d�intégrale fractionnaire

d��

dx��
f (x) =

1

� (�)

Z x

a

(x� y)��1 f (y) dy +  (x) ;

où  (x) est une "fonction complémentaire" qui le genera en fait dans ses traveaux

ultérieurs. Elle sera �nalement abandonnée pour donner la dé�nition moderne de l�in-

tégrale fractionnaire. En 1869 l�expression dé�nitive de ce qui est maintenant appelé

intégrale fractionnaire de Riemann apparait pour la première fois dans le travail de

Sonin. Pour une fonction complexe, en dérivant n fois la formule de Cauchy (n 2 N) ;

on obtient

f (n) (z) =
n!

2�i

Z
C

f (y)

(y � z)n+1
dz:

C�est Lacroix en 1879 qui montre que pour f (x) = xa, et a > 0

d
1
2f (x)

d
1
2x

=
� (a+ 1)

�
�
a+ 1

2

�x�� 1
2 :

La première conférence sur le calcul fractionnaire organisée par Ross s�est tenue à

l�université de New Haven (Connecticut) en 1974.
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2.2 Bases mathématiques du calcul fractionnaire

2.2.1 Fonctions utiles

La fonction Gamma

L�une des fonctions de bases du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d�Euler

� (z). La fonction Gamma � (z) est dé�nie par l�intégrale suivante

� (z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt;

avec � (1) = 1; � (0+) = +1; � (z) est une fonction monotone et strictement décrois-

sante pour 0 < z � 1: Une propriété importante de la fonction Gamma � (z) est la

relation de récurrence suivante

� (z + 1) = z� (z) ;

qu�on peut démontrer par une intégration par parties

� (z + 1) =

Z 1

0

e�ttzdt =
�
�e�ttz

�1
0
+ z

Z 1

0

e�ttz�1dt = z� (z) :

La fonction Gamma d�Euler généralise la factorielle car � (n+ 1) = n!; 8n 2 N:

(ii) La fonction Beta

La fonction Beta (qui est un type d�intégrale d�Euler, au même titre que la fonction

Gamma) est une fonction dé�nie par

B (p; q) =

Z 1

0

� p�1 (1� �)q�1 d� ; Re (p) > 0; Re (q) > 0:
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Liens entre la fonction Gamma et la fonction Beta

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
; Re (p) > 0; Re (q) > 0:

2.3 Dé�nitions et propriétés

Dans cette partie on introduit les outils et les résultats utilisés dans notre travail.

On commence par donner les dé�nitions d�intégrales fractionnaires les plus courantes

puis des dérivées fractionnaires.[47]

2.3.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a; b]

Soit f une fonction continue sur l�intervalle [a; b]. On considère l�intégrale

I(1)f (x) =

Z x

a

f (t) dt

I(2)f (x) =

Z x

a

dt

Z t

a

f (u) du

En permutant l�ordre d�intégration, on obtient

I(2)f (x) =

Z x

a

(x� t) f (t) dt;

Plus généralement le ni�eme itéré de l�opérateur I peut s�écrire

I(n)f (x) =

Z x

a

dx1

Z x1

a

dx2:::

Z xn�1

a

f (xn) dxn =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)(n�1) f (t) dt;

(2.1)

pour tout entier n:



31

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel

par la fonction Gamma � (n) = (n� 1)!, Riemann s�est rendu compte que le second

membre de (2:1) pourrait avoir un sens même quand n prend une valeur non entière,

il était naturel de dé�nir l�intégration fractionnaire comme suit

Dé�nition 38 Si f 2 C [a; b] ; �1 < a < b < +1; � 2 R+ l�intégrale

I�a+f (x) =
1

� (�)

Z x

a

(x� t)(��1) f (t) dt;

est appelée intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d�ordre �; et l�inté-

grale

I�b�f (x) =
1

� (�)

Z b

x

(x� t)(��1) f (t) dt

est appelée intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d�ordre �:

2.4 Dérivées fractionnaire

On présente dans cette partie les dé�nitions de Riemann-Liouville, et Caputo qui

sont les plus utilisées dans les applications.

2.4.1 Dérivées de Riemann-Liouville et Caputo

Si � > 0; on note [�] la partie entière de � : [�] est l�unique entier véri�ant

[�] � � < [�] + 1: Soit f 2 C [a; b] :
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Dé�nition 39 Soit � > 0 et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville à gauche d�ordre � de f est dé�nie par

8t 2 [a; b] ; D�
a+f (t) =

�
d

dt

�n �
In��a+ f (t)

�
;

=
1

� (n� �)

dn

dtn

Z t

a

(t� �)n�1�� f (�) d� :

Dé�nition 40 Soit � > 0 et n = [�]+1: La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par

8t 2 [a; b] ;cD�
a+f (t) = In��a+

�
d

dt

�n
f (t) ;

=
1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n�1�� f (n) (�) d� :

2.5 Propriétés des opérateurs fractionnaires

2.5.1 Linéarité

La di¤érentiation et l�intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires

D�
a+ (�f (t) + �g (t)) = �D�

a+f (t) + �D�
a+g (t) ;

I�a+ (�f (t) + �g (t)) = �I�a+f (t) + �I�a+g (t) ;
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2.5.2 Compositions entre opérateurs

La propriété de composition des dérivées usuelles

dm

dtm
dn

dtn
=

dm+n

dtm+n
;

ne s�étend au cas fractinnaire que pour des fonctions dont les dérivées successives

sont nulles au bord (sauf si m+ n < 1).

� Soit � > 0; � > 0 et f 2 L1 ([a; b]) : Alors

I�a+ I
�
a+ = I�+�a+ f:

� Soit � > 0 et f 2 L1 ([a; b]) : Alors

D�
a+I

�
a+f = f:

� Soit � > 0; n = [�] + 1 et f 2 ACn ([a; b]) : Alors

I�a+
cD�

a+f (t) = f (t)�
n�1X
k=0

(t� a)k

k!
f (k) (a) :

où ACn [a; b] =
�
f 2 Cn�1 [a; b] ; f (n�1) est absolument continue sur [a; b]

	
:

� Soit 0 < � < 1 et f 2 AC ([a; b]) : Alors

I�a+D
�
a+f = D�

a+I
�
a+f = f:

� Soit 0 < � < � et f 2 L1 ([a; b]) : Alors

D�
a+I

�
a+f = I���a+ f:
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� Soit � > 0 et f 2 AC ([a; b]) : Alors

cD�
a+f (t) = 0 a une solution g (t) = c1 + c2t+ c3t

2 + :::+ cnt
n�1;

où ci 2 R; i = 0; :::; n et n = [�] + 1;

� Si p 2 N; � > 0 et n = [�] + 1; alors

dp

dtp
D�
a+ =

dp+n

dtp+n
In��a+ ;

=
dp+n

dtp+n
I
(p+n)�(p+�)
a+ ;

= Dp+�
a+ :

De même

cD�
a+
dp

dtp
=c D�+p

a+ :

Les démonstrations de ces propriétés se trouvent dans [48]:
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Chapitre 3

Existence de solutions positives

pour un problème aux limites

fractionnaire

Résumé

On discute l�existence des solutions positives d�un problème aux limites fraction-

naire en utilisant certains théorèmes de point �xe et sous certaines conditions sur le

terme non linéaire.

Les résultats ont fait l�objet de la publication internationale [20]:

A. Guezane-Lakoud, S. Kouachi and F. Ellaggoune : Positive solutions for a

fractional boundary value problem. Commun. Fac.Sci.Univ.Ank.Series A1, 63 (2014),

N�.2,177-187.
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3.1 Introduction

Le but de ce travail est de donner les conditions su¢ santes pour l�existence de

trois solutions positives du problème fractionnaire (P ) suivant

cDq
0+u(t) = a(t)f (u(t)) ; 0 < t < 1;

u (0) = u0(0) = 0; u00 (0) = �u (1) ;

où f 2 C (R+;R+) ; 2 < q < 3; 0 < � < 2; cDq
0+ est la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo, a 2 C([0; 1];R+): On montre que sous certaines conditions de croissance

sur le terme non linéaire f , le problème aux limites fractionnaire (P ) a une ou trois

solutions positives.

Les équations di¤érentielles fractionnaires ont récemment prouvé qu�elles sont des

outils précieux dans la modélisation de nombreux phénomènes dans divers domaines

de la science, de l�ingénierie, de la physique et de l�économie. On peut trouver de nom-

breuses applications dans la visco-élasticité, l�électrochimie, les réseaux électriques, la

théorie du contrôle, les biosciences, électromagnétiques, des processus de signalisation,

la mécanique et dans les procédés de di¤usion, voir [29; 35; 39; 45]. Les développements

sur les équations di¤érentielles fractionnaires peuvent être trouvés dans les monogra-

phies de Kilbas et al [29], Miller et Ross [39], Lakshmikantham et al. [35], Podlubny

[45]. Les équations di¤érentielles ordinaires et fractionnaires ont été étudié par de

nombreux auteurs en utilisant la théorie de point �xe, voir[2; 3; 9; 15; 20� 24; 51; 52].
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Dans [15], El-Shahed a considéré le problème aux limites fractionnaire non linéaire

suivant

Dq
0+u(t) + �a(t)f (t; u(t)) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = u0(0) = u0(1) = 0;

où 2 < q < 3; et Dq
0+ désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. En

utilisant le théorème du point �xe de Krasnoselskii sur le cône, l�auteur a prouvé

l�existence et non existence des solutions positives de ce problème fractionnaire.

Dans [8], Bai et Lu ont étudié l�existence et la multiplicité des solutions positives

du problème aux limites de l�équation di¤érentielles fractionnaire suivante

Dq
0+u(t) + f (t; u(t)) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = u(1) = 0;

où 1 < q < 2; et Dq
0+ désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. En

appliquant la théorie des théorèmes de point �xe sur le cône, les auteurs ont prouvé

certains résultats d�existence et de multiplicité des solutions positives

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section suivante, on discute de l�exis-

tence d�au moins une solution positive du problème (P ) en utilisant le théorème de

point �xe de Guo-Krasnosel�skii sur le cône, ensuite sous certaines conditions sur le

terme non linéaire, on applique le théorème Avery-Peterson pour prouver l�existence

d�au moins trois solutions positives. A la �n de cette section, on donne deux exemples

illustrant les résultats obtenus.
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3.2 Existence des solutions positives

Soit E = C [0; 1] ; muni de la norme kuk = maxt2[0;1] ju (t)j : On commence par

résoudre un problème auxiliaire qui permettra d�obtenir l�expression de la solution.

Lemme 41 On suppose que � 6= 2 et y 2 C ([0; 1] ;R) ; alors, le problème

cDq
0+u(t) = y(t); 0 < t < 1;

u (0) = u0(0) = 0; u00 (0) = �u (1) ;

a une solution unique donnée par

u(t) =
1

� (q)

Z 1

0

G (t; s) y(s)ds;

où

G(t; s) =

8>><>>:
(t� s)q�1 + �

2��t
2 (1� s)q�1 ; 0 � s � t;

�
2��t

2 (1� s)q�1 ; 0 � t � s � 1:

Preuve. En utilisant les propriétées du calcul fractionnaire, on a

u(t) = Iq0+y(t) + a+ bt+ ct2: (3.1)

La condition u (0) = 0 implique que a = 0: En dérivant les deux membres de (3.1)

et en utilisant la condition initiale u0(0) = 0; on trouve b = 0: La condition u00 (0) =

�u(1);donne que u00 (0) = 2c = �u(1); 2c = �[Iq0+y(1) + c]; 2c � �c = �Iq0+y(1); et

c =
�

2� �
Iq0+y(1): En remplçant a; b et c par leurs valeurs dans (3:1), on obtient

u (t) = Iq0+y(t) +
�

2� �
t2Iq0+y(1)
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=
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1y(s)ds+
�

2� �

1

� (q)
t2
Z 1

0

(1� s)q�1y(s)ds

=
1

� (q)

Z 1

0

G(t; s)y(s)ds:

Maintenant on suppose que 0 < � < 2 et les hypothèses suivantes

(H1) a 2 C ([0; 1] ;R+) et il existe � 2 ]0; 1[ tel que
R 1
�
(1� s)q�1 a(s)ds 6= 0:

(H2) f 2 C (R+;R+) :

On dé�nit l�opérateur intégral T : E ! E par

T (u)(t) =
1

� (q)

Z 1

0

G (t; s) a(s)f (u(s)) ds; (3.2)

qui peut être écrit comme

T (u)(t) = Iq0+a (t) f (u (t)) +
�

2� �
t2Iq0+a(1)f (u (1)) : (3.3)

Dé�nition 42 La fonction u est dite solution positive du problème (P ) si u (t) �

0;8t 2 [0; 1] et elle satisfait les conditions aux limites dans (P ) :

On introduit les notations suivantes A0 = lim
u!0

f (u)

u
; A1 = lim

u!1

f (u)

u
: Le cas

A0 = 0 et A1 = 1 est appelé le cas super linéaire tandis que le cas A0 = 1 et

A1 = 0 est appelé le cas sous linéaire.

Lemme 43 Si 0 < � < 2 alors la fonction G a les propriétées suivantes :

(1) G(t; s) � 0; et

G(t; s) � 2(s);8t; s 2 [0; 1]; (3.4)
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(2) Pour tout t 2 [� ; 1] et s 2 [0; 1]; � > 0; 0 < � < 1; on a

G(t; s) � �� 2(s) � 0; (3.5)

où (s) = (1�s)q�1
2�� .

Preuve. Pour t 2 [0; 1] ; alors on obtient

G(t; s) � (1� s)q�1
�

2

2� �

�
= 2(s):

Si t 2 [� ; 1] ; on trouve

G(t; s) � (1� s)q�1
�

�t2

2� �

�
� (1� s)q�1

�
�� 2

2� �

�
= �� 2(s): (3.6)

Lemme 44 La solution du problème aux limite fractionnaire (P ) satisfait

minu(t)t2[�;1] �
�� 2

2
kuk : (3.7)

Preuve.Du Lemme 43, on a 8t 2 [� ; 1]G(t; s) � �� 2(s); donc 1
�(q)

R 1
0
�� 2(s)y(s)ds: �

u (t) ce qui implique minu(t)t2[�;1] � ��2

2
kuk :

Théorèm 45 En supposant que les conditions (H1) � (H2) sont véri�ées, alors le

problème aux limite (P ) a au moins une solution positive dans les deux cas sous-

linéaire et super-linéaire.

Pour prouver le théorème 45, on applique le théorème du point �xe de Guo-

Krasnosel�skii sur le cône.
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Preuve.On note parE+ l�ensemble dé�nit parE+ = fu 2 E; u(t) � 0;8t 2 [0; 1]g

et on dé�ni le cone K par

K =

�
u 2 E+; min

t2[�;1]
u(t) � �� 2

2
kuk

�
; (3.8)

Il est facile de voir que K est un sous ensemble de E non vide, fermé et convexe,

donc c�est un cone. On peut véri�er aussi que TK � K: Il est evident de voir que T

est continu puisque les fonctions f; a et G sont continues. Maintenant on prouve que

T est complètement continu.

(i) T (Br) est uniformément borné, où Br = fu 2 K; kuk � rg :

Comme les fonctions a et f sont continues, alors il existe une constante c telle que

maxt2[0;1] ja (t) f (u (t))j = c pour tout u 2 Br: A partir du lemme 43 on obtient

jTu (t)j � 2c

(2� �) � (q)
(3.9)

Donc T (Br) est uniformément borné.

(ii) T (Br) est equicontinu, pour tout t1; t2 2 [0; 1] ; t1 < t2; u 2 Br:

on a

��(Tu)0 (t)�� =

��������
1
�(q)

R 1
0
(q � 1) (t� s)q�2a (s) f (u (s)) ds

+ 1
�(q)

R 1
0
2t �
2��(1� s)q�1a (s) f (u (s)) ds

�������� (3.10)

� c

� (q � 1)

Z 1

0

(1� s)q�2ds+
4c

� (q) (2� �)

Z 1

0

(1� s)q�1ds

� c

� (q)

�
1 +

2

(2� �)

�
=

c1
� (q)

donc

jTu (t2)� Tu (t1)j =
����Z t2

t1

(Tu)0 (t) dt

���� � c1 (t2 � t1)

� (q)
;



42

Par conséquent T (Br) est equicontinu. Par application du théorème d�Arzela-Ascoli

en déduit que T est complètement continu.

On considère en premier temps le cas super linéaire.

Comme A0 = 0, alors pour tout " > 0; il existe R1 > 0; tel que si 0 < u � R1

alors f (u) � "u. Soit 
1 = fu 2 E; kuk < R1g ; pour chaque u 2 K \ @
1, on a

Tu(t) =
1

� (q)

Z 1

0

G (t; s) a(s)f(u(s)ds;

� 2" kuk
� (q)

Z 1

0

(s)a(s)ds; (3.11)

Donc si on choisit " = � (q) =2
R 1
0
(s)a(s)ds; on obtient jjTujj � jjujj ; pour tout

u 2 K \ @
1:

Deuxièment, de A1 = 1; on déduit que pour tout M > 0; il existe R2 > 0; tel

que f (u) �Mu pour u � R2.

Soit R = max
�
R1;

2R2
��2

	
; et on note 
2 l�ensemble ouvert dé�ni par


2 = fu 2 E : jjujj < Rg :

Si u 2 K \ @
2, alors

min
t2[�;1]

u(t) � �� 2

2
kuk = �� 2

2
R � R2: (3.12)

En utilisant (3:5) et le lemme 44, on obtient pour t 2 [� ; 1]

Tu(t) � �2� 4M kuk
2� (q)

Z 1

0

(s)a(s)ds; (3.13)
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Si on choisit M = 2� (q) =�2� 4
R 1
0
(s)a(s)ds, on obtient jjTujj � jjujj ; 8u 2

K \ @
2:

Le théorème du point �xe de Krasnoselskii implique que T admet un point �xe

dans K \
�

2�
1

�
tel que R2 � jjujj � R:

Pour prouver le cas sous linéaire on procède d�une manière similaire au cas préce-

dant.

On dé�nit sur K; les fonctionnelles non négatives et continues suivantes

� � (u) = mint2[�;1] ju(t)j ; concave et on a � (u) � kuk ;

� ' (u) = � (u) = kuk ; ' et � sont convexes

� 	(u) = kuk ; on a alors 	(ku) � k kuk pour 0 � k � 1:

Théorèm 46 On suppose que (H1)�(H2) sont satisfaites, et qu�il existe des constantes

positives a; b; c; d; �; � et � telles que a < b; � > 2
(2��)�(q)

R 1
0
(1� s)q�1 a (s) ds; � <

��2

(2��)�(q)
R 1
�
(1� s)q�1 a (s) ds, et

(i) f (u) � d
�
pour u 2 [0; d] ;

(ii) f (u) � b
�
pour u 2 [b; c] ;

(iii) f (u) � a
�
pour u 2 [0; a] :

Alors le problèm (P ) a au moins trois solutions positives u1; u2; u3 2 K ('; d) telles

que

' (ui) � d pour i = 1; 2; 3; b < � (u1) ; a < 	(u2) avec � (u2) < b et 	(u3) < a:

Pour montrer ce théorème, on applique le théorème du point �xe d�Avery-Peterson.
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Preuve. En procédant de manière analogue que celle de la preuve du théorème

45, on montre que T est complètement continue sur K ('; d).

1) T
�
K ('; d)

�
� K ('; d): Pour chaque u 2 K ('; d); alors kuk � d: Donc a

l�aide de la supposition (i) on a

' (Tu) = kTuk = max
t2[0;1]

1

� (q)

Z 1

0

G (t; s) a(s)f (u(s))ds

� 2

(2� �) � (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 a (s) f (u(s)) ds

� d

�

2

(2� �) � (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 a (s) ds < d;

alors Tu 2 K ('; d):

2) Soit y (t) = b
�

�
1��
�
avec 1

2
< � < 1; alors

� (y) = ' (y) = kyk = b

�
�

1� �

�
<

b

1� �
:

De plus on a

� (y) = min
t2[�;1]

y (t) = b

�
�

1� �

�
> b > (1� �) kyk :

Alors y 2 K
�
';�;�; b; b

1�� ; d
�
; donc

�
u 2 K

�
';�;�; b; b

1�� ; d
�
;� (u) > b

	
6= ;:

Pour chaque u 2 K
�
';�;�; b; b

1�� ; d
�
; puis b � u (t) � b

1�� ; de plus en appliquant

le lemme 43 et la supposition (ii), on obtient

� (Tu) = min
t2[�;1]

jTu (t)j � �� 2

(2� �) � (q)

Z 1

�

(1� s)q�1 a (s) f (u(s)) ds

� �� 2

(2� �) � (q)

b

�

Z 1

�

(1� s)q�1 a (s) ds > b:

Donc la condition (S1) est satisfaite.
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3)Pour chaque u 2 K (';�; b; d) tel que � (Tu) = kTuk > c; alors

� (Tu) = min
t2[�;1]

jTu (t)j � b;

ceci implique que (S2) est vraie.

4) Pour chaque u 2 R (';	; a; d) ; alors 0 < a � kuk � d; et donc 0 =2 R (';	; a; d)

avec 	(u) = kuk = a; en utilisant le lemme 43 et la supposition (iii) ; on obtient

	(Tu) = max
t2[0;1]

1

� (q)

Z 1

0

G (t; s) a (s) f (u(s)) ds

� 2

(2� �) � (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 a (s) f (u(s)) ds

� a

�

2

(2� �) � (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 a (s) ds < a;

Alors (S3) est satisfaite.

3.3 Exemples

Exemple 47 On considère le problème aux limites fractionnaire suivant

cD
8
3

0+u(t) = a(t)f (u(t)) ; 0 < t < 1;

où q = 8
3
; � = 1

2
; f (u) = exp (�u) ; a (t) = t; � = 4

5
; un simple calcul donneR 0;8

0
a (s) ds =

R 0;8
0

sds = 0; 32 6= 0: Alors les hypothèses (H1) � (H2) sont vé�ées

et A0 =1; A1 = 0: En appliquant le théorème 45, on en déduit qu�il existe au moins

une solution positive.

Exemple 48 On considère le problème aux limites fractionnaire suivant
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cD
9
4

0+u(t) = a(t)f(u(t)); 0 < t < 1;

où q = 9
4
; � = 1; a (t) =

p
1 + t; � = 9

10
;

f (u; v) =

8>>>>>><>>>>>>:

u3

2
; 0 � u � 3

7u2

2
� 13 ; 3 � u � 4;

38 ; u � 4;

9>>>>>>=>>>>>>;
;

Comme les hypothèses (H1) � (H2) sont satisfaites, on véri�e les hypothèses du

théorème 46

� >
2 (0; 1)

5
4

�
�
9
4

� Z 1

0

p
1 + sds = 2: 151 7;

� <
(0; 9)2 (0; 1)

5
4

�
�
9
4

� Z 1

0;9

p
1 + sds = 0; 87149;

Si on choisit � = 2; 30; � = 0; 5; a = 2; b = 3; c = 0; 1; d � 127; 65; alors les

hypothèses du théorème 46 sont satisfaites, par conséquent, il existe au moins trois

solutions positives u1; u2; u3 2 K ('; d) telles que

kuik � d = 128; 3 < mint2[ 910 ;1]
u1 (t) ; 2 < ku2k ; avec mint2[ 910 ;1] u2 (t) < 3 et

ku3k < 2:
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Chapitre 4

Problème aux limites fractionnaire

en deux points en résonance

Résumé

Ce chapitre est consacré à l�étude d�un problème aux limites fractionnaire en deux

points en résonance. En utilisant le concept de la théorie du degré de coincidence de

Mawhin, on établit l�existence de la solution d�une équation di¤érentielle fractionnaire.

Les résultats de ce chapitre ont fait l�objet de la publication internationale [21] :

A. Guezane-Lakoud, S. Kouachi and F. Ellaggoune : Two point fractional boun-

dary value problem at resonance. . J. Appl. Math. & Informatics vol. 33(2015), No.

3-4, pp. 425-434.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l�existence de la solution du problème aux limites

fractionnaire suivant

cDq
0+u (t) = f (t; u (t) ; u0 (t) ; u00 (t)) ; 0 < t < 1; (4.1)

u (0) = u0 (0) = 0 ; u00 (0) = 2u (1) ;

où cDq
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, 2 < q < 3: f : [0; 1]�R3 ! R

est continue. Le problème aux limites fractionnaire (4:1) est en résonance dans le sens

ou le problème linéaire homogène associé

cDq
0+u (t) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = u0 (0) = 0 ; u00 (0) = 2u (1) ;

a une solution non trivialle u (t) = ct2; c 2 R: Pour résoudre ce problème, on utilise

la théorie du degré de coincidence de Mawhin [38] : Cette méthode est basée sur

une formulation équivalente dans un espace abstrait qui conduit généralement à un

opérateur abstrait de la forme N+L, où L est un opérateur de Fredholm d�indice zéro

et N est généralement un opérateur non linéaire ayant des propriétés de compacité

par rapport à L.

Dans [60] ; l�auteur étudie en utilisant la théorie du degré de coincidence de Maw-
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hin, le problème fractionnaire en résonance suivant

cDq
0+x(t) = f (t; x(t); x0(t)) ; 0 < t < 1;

u (0) = 0; u0 (0) = u0 (1) ;

où cDq
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo; 1 < q � 2 et f : [0; 1]�R2 ! R

est une fonction continue.

Dans [31] ; le problème suivant a été considérée :

D�
0+x(t) = f (t; x(t); x0(t)) ; 0 < t < 1; 1 < � < 2

D��2
0+ u (0) = 0; �u (�) = u (1) ; 0 < � < 1; ����1 = 1

Les auteurs ont appliqué la théorie du degré de coincidence de Mawhin pour demontrer

l�existence de la solution.

4.2 Resultat d�existence

On rappelle quelques notations et des résultats fondamentaux intervenant dans la

reformulation du problème.

SoientX;Y deux espaces de Banach et soit L : dom (L) � X ! Y un opérateur de

Fredholm d�indice zéro et P : X ! X , Q : Y ! Y deux projections continues telles

que ImP = KerL; KerQ = ImLet X = KerL�KerP; Y = ImL� ImQ: Il en suit
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que LjKerP\domL : KerP \dom (L)! ImL est inversible, on note par KP son inverse.

Soit 
 un sous ensemble ouvert borné de X tel que dom (L) \ 
 6= ;; l�application

N : X ! Y est dite L-compact sur 
 si QN
�


�
est bornée etKp (I �Q)N : 
! X

est compacte.

De plus, puisque dim ImQ = dimKerL < 1; il existe un isomorphisme J :

ImQ! KerL = ImP:

Soit X = C2 ([0; 1] ;R) muni de la norme kukX = max fkuk1 ; ku0k1 ; ku00k1g,

Y = C([0; 1] ;R) muni de la norme kykY = kyk1 ; ou kuk1 = maxt2[0;1] ju (t)j ; et

l�opérateur linéaire L : domL � X ! Y est dé�ni par

Lu =c Dq
0+u; (4.2)

où

domL =
�
u 2 X j Dq

0+u (t) 2 Y; u (0) = u0 (0) = 0; u00 (0) = 2u (1)
	
:

On dé�nit l�opérateur N : X ! Y par

Nu (t) = f (t; u (t) ; u0 (t) ; u00 (t)) ;8t 2 [0; 1] :

Alors le problème aux limites (4:1) est equivalent à

Lu = Nu; u 2 domL:

Il est connu de [38] que l�équation de coïncidence Lu = Nu est équivalente à

u = (P + JQN)u+KP (I �Q)Nu:
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Le théorème principal de ce chapitre, soit celui d�existence de solution du problème

(4:1) ; est donné comme suit

Théorèm 49 On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites

(H1) Il existe des fonctions positives p; q; r; z 2 C [0; 1] avec � (q � 1)�2q1�2r1�

2z1 > 0 telle que

jf (t; u; v; w)j � p (t) + q (t) juj+ r (t) jvj+ z (t) jwj ;8t 2 [0; 1] ; (u; v; w) 2 R3;

où p1 = kpk1 ; q1 = kqk1 ; r1 = krk1 ; z1 = kzk1 :

(H2) Il existe une constante A > 0 tel que, si jwj > A, 8w 2 R; alors

wf (t; u; v; w) > 0;8t 2 [0; 1] ; (u; v) 2 R2

ou

wf (t; u; v; w) < 0;8t 2 [0; 1] ; (u; v) 2 R2:

Alors le problème aux limites fractionnaire (4:1) admet au moins une solution dans

X:

Pour demontrer ce théorème on a besoin de quelques lemmes.

Lemme 50 Soit L dé�ni par (4:2) ; alors

KerL =
�
u 2 Xju (t) = c2t

2; c2 2 R;8t 2 [0; 1]
	
; (4.3)

ImL =

�
y 2 Y j

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds = 0

�
: (4.4)
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Preuve. De l�équation Dq
0+u (t) = 0 on déduit que u (t) = c0 + c1t + c2t

2 où

c0; c1; c2 2 R: Comme u (0) = u0 (0) = 0 et u00 (0) = 2u (1) ; alors c0 = c1 = 0 par

suite

KerL =
�
u 2 Xju (t) = c2t

2; c2 2 R;8t 2 [0; 1]
	
:

Soit y 2 ImL; alors il existe u 2 domL tel que y = Lu 2 Y . On a

u (t) =
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 y (s) ds+ c0 + c1t+ c2t
2: (4.5)

En dérivant deux fois (4:5), et en utilisant les conditions aux limites, on trouve

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds = 0:

D�autre part, soit y 2 Y satisfaisant
R 1
0
(1� s)q�1 y (s) ds = 0; alors u (t) = Iq0+y (t) 2

domL et cDq
0+u (t) = y (t) ; donc y 2 ImL:

Lemme 51 L est un opérateur de Fredholm d�indice zéro. Les opérateurs de projec-

tions linéaires continus P : X ! X et Q : Y ! Y sont dé�nis par

Pu (t) = u (1) t2;8t 2 [0; 1] ;

Qy (t) = q

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds;8t 2 [0; 1] :

L�opérateur linéaire Kp = (LjdomL\KerP )�1 : ImL! domL\KerP est dé�ni par

Kpy (t) =
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 y (s) ds� t2

� (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds;8t 2 [0; 1]

= Iqy (t)� t2Iqy (1) :
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Preuve. Il découle de u = (u� Pu)+Pu que X = KerP +KerL: Par un simple

calcul, on obtient KerP \KerL = f0g ; alors X = KerP �KerL:

De la même manière on prouve que Y = ImL � ImQ: Pour y 2 Y , on a y =

(y �Qy)+Qy d�où y�Qy 2 KerQ = ImL car (Q2y = Qy) et Qy 2 ImQ alors Y =

ImL+ImQ: De plus ImL\ImQ = f0g ; en e¤et, soit y 2 ImL\ImQ; y 2 ImL donc

y = KerQ) Qy = 0; de plus y 2 ImQ donc y = Qy0 d�où Q2y0 = Qy0 = Qy = y = 0

et donc si y 2 ImL \ ImQ ) y = Qy = 0 ce qui montre que ImL \ ImQ = f0g ;

d�où Y = ImL � ImQ et dimKerL = dim ImQ = co dim ImL = 1 donc Ind

L = dimKerL�co dim ImL = 0; alors L est un opérateur de Fredholm d�indice zéro.

De la dé�nition de P et KP , il est facile de voir que l�inverse de L est KP : En

e¤et, pour y 2 ImL; en utilisant les propriètés du calcul fractionnaire on a

LKPy =
c Dq

0+

�
Iq0+y (t)

�
+ Iq0+y (1)

cDq
0+t

2 = y: (4.6)

De plus, pour u 2 domL \KerP; on a u (0) = u0 (0) = 0 et u00 (0) = 2u (1) ; alors

on obtient

Iq0+Lu (t) = Iq0+D
q
0+u (t) = u (t) + c0 + c1t+ c2t

2; c0; c1; c2 2 R;

en combinant avec u (0) = u0 (0) = 0; u00 (0) = 2u (1) on trouve

KPLu = u: (4.7)

d�où KP = (LjdomL\KerP )�1 :

Lemme 52 Si 
 est un sous ensemble ouvert borné de X tel que domL \ 
 6= ;;

alors N est L-compact sur 
:
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Preuve. N est L�compacte sur 
 si QN
�


�
est borné et KP;QN : 
 ! X est

compacte. Comme 
 est borné, alors il existe R > 0;8u 2 
 : kuk � R: On a 8u 2 
;

alors

jQNu (t)j = q

����Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s)) ds

����
� p1 + [q1 + r1 + z1]R = R1;

qui implique

kQNuk1 � R1 =) QN
�


�
est borné.

On montre que KP;QN = KP (I �Q)Nu est compacte. On a

jKP (I �Q)Nu (t)j =
��Iq0+ (I �Q)Nu (t)� t2Iq0+ (I �Q)Nu (1)

��
=

���� 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 (I �Q)Nu (s) ds

t2

� (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 (I �Q)Nu (s) ds

����
� 2

� (q)

Z 1

0

[jNu (s)j+ jQNu (s)j] ds

� 2

� (q)
[kNuk1 + kQNk1] :

Comme

jNu (t)j = jf (t; u (t) ; u0 (t) ; u00 (t))j

� max (jf (t; u (t) ; u0 (t) ; u00 (t))j ; kuk � R; 0 � t � 1) =M1;

alors kNuk1 �M1 et par suite kKP (I �Q)Nuk1 est bornée.

De même on démontre que (KP (I �Q)N)0 et (KP (I �Q)N)00 sont bornés sur


 donc kKP (I �Q)Nuk est bornée.
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En vue du théorème Arzelà-Ascoli, on prouve que KP (I �Q)N
�


�
� X est

équicontinu.

Soit 0 � t1 � t2 � 1; 8u 2 
; alors

j(KP;Qu) (t2)� (KP;Qu) (t1)j

� M1

� (q)

�Z t1

0

�
(t2 � s)q�1 � (t1 � s)q�1

�
ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)q�1 ds+
�
t22 � t21

� Z 1

0

(1� s)q�1 ds

�
=

M1

� (q + 1)

�
(tq2 � tq1) +

�
t22 � t21

��
!
t1!t2

0;

et

��K 0
P;Qu (t2)�K 0

P;Qu (t1)
��

� 2M1

� (�)

�Z t1

0

�
(t2 � s)q�2 � (t1 � s)q�2

�
ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)q�2 ds+ (t2 � t1)

�
� 2M1

� (�+ 1)

��
tq�12 � tq�11

�
+ (t2 � t1)

q�1 + (t2 � t1)
�
!
t1!t2

0;

et

��K 00
P;Qu (t2)�K 00

P;Qu (t1)
��

� 2A

� (q)

�
(q � 2)

Z t1

0

�
(t2 � s)q�3 � (t1 � s)q�3

�
ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)q�3 ds+ (t2 � t1)

�
� 2M1

� (q + 1)

��
tq�22 � tq�21

�
+ (t2 � t1)

q�2 + (t2 � t1)
�
!
t1!t2

0;

Par conséquent KP;Q

�


�
est équicontinu. Alors KP;Q : 
! X est compacte.
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Lemme 53 En supposant que (H1) et (H2) sont véri�ées, alors l�ensemble


1 = fu 2 domL n KerL j Lu = �Nu; � 2 (0; 1)g

est borné.

Preuve. Soit u 2 
1; alors Nu 2 ImL: De (4:4) ; on obtientZ 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s)) ds = 0:

En appliquant le théorème de la valeur moyenne d�une intégrale, on conclut qu�il

existe une constante h 2 (0; 1) telle que f (h; u (h) ; u0 (h) ; u00 (h)) = 0: En tenant

compte de la condition (H2) ; on conclut que ju00 (h)j � A. Comme

u 2 domL; alors u (0) = u0 (0) = 0: Donc

ju (t)j =
����u (0) + Z t

0

u0 (s) ds

���� � ku0k1 :
et

ju0 (t)j =
����u0 (0) + Z t

0

u00 (s) ds

���� � ku00k1 :
ainsi

kuk1 � ku0k1 � ku00k1 : (4.8)

Comme Lu = �Nu et u 2 domL; on a alors

u (t) =
�

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 f (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s)) ds+
1

2
u00 (0) t2;

et

u00 (t) =
�

� (q � 2)

Z t

0

(t� s)q�3 f (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s)) ds+ u00 (0) :
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Si on prend t = h; on obtient

u00 (h) =
�

� (q � 2)

Z h

0

(h� s)q�3 f (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s)) ds+ u00 (0)

En combinant avec ju00 (h)j � A, (H1) et (4:8) ; on trouve

ju00 (0)j � ju00 (h)j+ 1

� (q � 2)

Z h

0

(h� s)q�3 jf (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s))j ds

� A+
1

� (q � 2)

Z h

0

(h� s)q�3 [p (s) + q (s) ju (s)j

+r (s) ju0 (s)j+ z (s) ju00 (s)j]

� A+
1

� (q � 1) [p1 + q1 kuk1 + r1 ku0k1 + z1 ku00k1]

� A+
1

� (q � 1) [p1 + [q1 + r1 + z1] ku00k1] :

alors on a

ku00k1 � 1

� (q � 2)

Z t

0

(t� s)q�3 jf (s; u (s) ; u0 (s) ; u00 (s))j ds+ ju00 (0)j

� 1

� (q � 1) [p1 + [q1 + r1 + z1] ku00k1] + ju00 (0)j

� A+
2

� (q � 1) [p1 + [q1 + r1 + z1] ku00k1]

puisque � (q � 1)� 2q1 � 2r1 � 2z1 > 0; on obtient

ku00k1 �
2p1 + A� (q � 1)

� (q � 1)� 2q1 � 2r1 � 2z1
=M;

et

kuk1 � ku0k1 � ku00k1 �M:

Donc, kukX �M; ce qui implique que 
1 est borné.
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Lemme 54 En supposant que (H1) et (H2) sont véri�ées, alors l�ensemble


2 = fuju 2 KerL; Nu 2 ImLg

est borné

Preuve. Soit u 2 
2; on a u (t) = ct2; c 2 R; et Nu 2 ImL: Alors on aZ 1

0

(1� s)q�1 f
�
s; cs2; 2cs; 2c

�
ds = 0;

En appliquant le théorème de la valeur moyenne et la condition (H2) on conclut que

j2cj � A; donc kukX � A: Par conséquent 
2 est borné.

Lemme 55 Si la première partie de la condition (H2) est satisfaite, alors l�ensemble


3 = fuju 2 KerL; �Ju+ (1� �)QNu = 0; � 2 [0; 1]g

est borné. Où J : KerL ! ImQ est un isomorphisme dé�ni par J(ct2) = c,

8c 2 R; t 2 [0; 1] :

Preuve. Soit u 2 
3; on a u (t) = ct2; c 2 R; et

�c+ (1� �) q

Z 1

0

(1� s)q�1 f
�
s; cs2; 2cs; 2c

�
ds = 0: (4.9)

Si � = 0; alors q
R 1
0
(1� s)q�1 f (s; cs2; 2cs; 2c) ds = 0; ainsi j2cj � A en vue de

la première partie de (H2) : Si � 2 (0; 1] ; On a toujours j2cj � A: Autrement, si

j2cj > A; en tenant compte de la première partie de (H2) ; on a

�c2 + (1� �) qc

Z 1

0

(1� s)q�1 f
�
s; cs2; 2cs; 2c

�
ds > 0;

ce qui contredit (4:9). Donc, 
3 est borné.
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Lemme 56 Si la deuxième partie de la condition (H3) est satisfaite, alors l�ensemble


03 = fuju 2 KerL; � �Ju+ (1� �)QNu = 0; � 2 [0; 1]g

est borné.

Preuve. D�une manière analogue à la preuve du lemme précédent, on prouve que


03 est borné.

4.3 Preuve du théorème 49

La preuve du théorème 49 est une conséquence immédiate des lemmes ci- dessus

et le théorème de coincidence de Mawhin.

Preuve. Soit 
 un sous ensemble ouvert de X tel que [3i=1
 � 
: Il résulte

des lemmes précédents que L est un opérateur de Fredholm d�indice zero et N est

L-compact sur 
, ainsi que les deux conditions suivantes sont satisfaites

(1)Lu 6= �Nu pour tout (u; �) 2 [(domL n KerL) \ @
]� (0; 1) ; car 
1 \ @
�

(0; 1) = ;

(2)Nu =2 ImL pour tout u 2 KerL \ @
; car 
2 \ @
 = ;

On aH (u; �) = ��Ju+(1� �)QNu 6= 0 pour tout u 2 KerL\@
; car 
3\@
 =

;; donc par la propriété d�invariance par homotopie du degré on obtient

deg (QN jKerL; KerL \ 
; 0) = deg (H (:; 0) ; KerL \ 
; 0)

= deg (H (:1) ; KerL \ 
; 0)

= deg (�J;KerL \ 
; 0) 6= 0:
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Donc par le théorème d�existence du point �xe de Mawhin, l�équation Lu = Nu

admet au moins une solution dans domL \ 
; alors (4:1) a au moins une solution

u 2 C2 [0; 1] :
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Chapitre 5

Existence, localisation et positivité

des solutions d�un problème aux

limites fractionnaire en résonance

Résumé

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence et la localisation de la solution

positive d�un problème aux limites fractionnaire en resonance. Le théorème du point

�xe de l�opérateur croissant ainsi que la méthode de sous et sur solutions sont prin-

cipalement les approches utilisées. Les résultats de ce chapitre ont fait l�objet de la

publication internationale [22] :
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Samia Kouachi, Assia Guezane-Lakoud and Fateh Ellaggounne : Existence and

localization of positive solution for fractional boundary value problem at resonance.

Advances in Di¤erence Equations, 316 (2015).
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre on considère le problème aux limites fractionnaire (P ) suivant :

cDq
0+u (t) = f (t; u (t)) ; 0 < t < 1; (5.1)

u (0) = u0 (0) = 0 ; u00 (0) = 2u (1) ; (5.2)

où cDq
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo: On suppose que f : [0; 1] �

R+ ! R+ est continue. On dit que le problème aux limites fractionnaire (P ) est en

résonance si l�équation linéaire Lu =c Dq
0+u (t) = 0, sous les conditions aux limites

(5:2) possède une solution non triviale i.e, dimkerL = 1:

Ces dernières années, de nombreux problèmes aux limites de type résonance liés

aux equations di¤érentielles ordinaires ou fractionnaires ont été étudiés et de nom-

breux resultats ont été obtenus voir [7; 11; 27; 28; 31; 55; 59] ainsi que leurs références.

Dans la plupart des documents mentionnés ci-dessus, la théorie du degré de coïnci-

dence a été appliquée pour établir le théorèmes d�existence. Cependant dans [46; 50];

les auteurs ont obtenu les solutions positives minimales et maximales en utilisant le

théorème du point �xe de l�opérateur croissant. Cette méthode sera utilisée dans ce

chapitre pour résoudre le problème aux limite (P ) :

On rappelle quelques notations et des résultats fondamentaux intervenant dans la

reformulation du problème (P ) :

Soit X; Y deux espaces de Banach et soit L : dom (L) � X ! Y un opérateur
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de Fredholm d�indice zero et P : X ! X , Q : Y ! Y deux projections continues

telles que ImP = KerL; KerQ = ImL et X = KerL � KerP; Y = ImL � ImQ:

Il s�en suit que LjKerP\domL : KerP \ dom (L) ! ImL est inversible, on note par

KP son application inverse. Soit 
 un sous ensemble ouvert borné de X tel que

dom (L) \ 
 6= ;; l�application N : X ! Y est dite L-compact sur 
 si QN
�


�
est

bornée et Kp (I �Q)N : 
! X est compacte.

De plus, puisque dim ImQ = dimKerL < 1; il existe un isomorphisme J :

ImQ ! KerL = ImP: soit H = L + J�1P; alors H : dom (L) � X ! Y est une

bijection linéaire avec un inverse borné et

(JQ+Kp (I �Q)) (L+ J�1P ) = (L+ J�1P ) (JQ+Kp (I �Q)) = I:

On a K1 = H (K \ dom (L)) est un cône dans Y [12] ; et on a le théorème suivant

Théorèm 57 [12] N (u)+J�1P (u) = H (u) ; où u = P (u)+JQN (u)+Kp (I �Q)N (u) ;

et u est determiné d�une façon unique.

Proposition 58 [12] En conséquence, l�auteur a obtenu l�équivalence des deux asser-

tions suivantes

(i) P + JQN +Kp (I �Q)N : K \ dom (L)! K \ dom (L) ;

(ii) N + J�1P : K \ dom (L)! K1

Maintenant, on introduit la notion de sous et sur solutions

Dé�nition 59 [50] Soit K un cone normal dans l�espace de Banach X; u0 � v0; et



65

u0; v0 2 K \ dom (L) sont les sous et sur solutions de l�équation Lu = Nu si8>><>>:
Lu0 � Nu0;

Lv0 � Nv0:

Théorèm 60 [50] Soient L : dom (L) � X ! Y l�opérateur de Fredholm d�indice

zéro, K un cone normal dans l�espace de Banach X; u0; v0 2 K \ dom (L) ; u0 � v0;

et N : [u0; v0] ! Y L-compact et continue. On suppose que les conditions suivantes

sont satisfaites

(C1) u0 et v0 sont des sous et sur solutions de l�équation Lu = Nu:

(C2) N + J�1P : K \ dom (L)! K1 est un opérateur croissant.

Alors l�équation Lu = Nu a une solution minimale u� et une solution maximale

v� dans [u0; v0] :

De plus, u� = lim
n!1

un; et v� = lim
n!1

vn; ou

un =
�
L+ J�1P

��1 �
N + J�1P

�
un�1;

vn =
�
L+ J�1P

��1 �
N + J�1P

�
vn�1; pour n = 1; 2; 3; :::

u0 � u1 � u2 � ::: � un � ::: � vn � ::: � v2 � v1 � v0:

5.2 Préliminaires

Soient X = Y = C [0; 1] muni de la norme kuk = supt2[0;1] ju (t)j, le cône K =

fu 2 X : u (t) � 0; t 2 [0; 1]g et l�opérateur linéaire L : dom (L) � X ! Y dé�ni par

Lu (t) =c Dq
0+u (t) ;
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dom (L) =
�
u 2 AC3 [0; 1] :c Dq

0+u (t) 2 C [0; 1] ; u (0) = u0 (0) = 0; u00 (0) = 2u (1)
	

Soit l�opérateur N : X ! Y dé�ni par

Nu (t) = f (t; u (t)) ;8t 2 [0; 1] ;

Alors le problème aux limites (P ) est équivalent à Lu = Nu; u 2 K \ dom (L) :

Lemme 61 On a

KerL =
�
u 2 dom (L) : u (t) = ct2; c 2 R;8t 2 [0; 1]

	
;

et

ImL =

�
y 2 Y :

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds = 0

�
:

Preuve. la fonction u (t) = c0 + c1t+ c2t
2; c0; c1; c2 2 R est solution de

Lu =c D�
0+u (t) = 0. Comme u (0) = u0 (0) = 0; alors c0 = c1 = 0 donc

KerL =
�
u 2 dom (L) : u (t) = ct2; c 2 R;8t 2 [0; 1]

	
:

Montrons que

ImL =

�
y 2 Y :

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds = 0

�
:

Pour y 2 ImL; il existe u 2 dom (L) telle que y = Lu 2 Y: Alors

u (t) =
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 y (s) ds+ c0 + c1t+ c2t
2:
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Il est facile d�obtenir

u0 (t) =
1

� (q � 1)

Z t

0

(t� s)q�2 y (s) ds+ c1 + 2c2t;

u00 (t) =
1

� (q � 2)

Z t

0

(t� s)q�3 y (s) ds+ 2c2;

Alors la condition (4:2) implique

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds = 0:

D�autre part, en supposant que y 2 Y et satisfait
R 1
0
(1� s)q�1 y (s) ds = 0, et en

posant u (t) = Iq0+y (t) + ct2; alors u 2 dom (L) et cDq
0+u (t) = y (t) ; ainsi, y 2 ImL:

Maintenant, on dé�nit les opérateurs P : X ! X par

Pu (t) =
1

2
q (q + 1) (q + 2) t2

Z 1

0

(1� s)q�1 u (s) ds

et Q : Y ! Y par

Qy (t) = q

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds;8t 2 [0; 1] :

Il est facile de voir que les opérateurs P et Q sont des projections. En e¤et, pour

t 2 [0; 1] ;

P 2u (t) = P (Pu) (t) =
1

2
q (q + 1) (q + 2) t2

Z 1

0

(1� s)q�1 (Pu) (s) ds

=
1

4
q2 (q + 1)2 (q + 2)2 t2

Z 1

0

(1� s)q�1 u (s) ds:

Z 1

0

(1� s)q�1 s2ds

=
1

2
q (q + 1) (q + 2) t2

Z 1

0

(1� s)q�1 u (s) ds = Pu (t) :
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De même, on montre que, pour t 2 [0; 1] ;

Q2y (t) = Q (Qy) (t) = q

Z 1

0

(1� s)q�1 (Qy) (s) ds

= q2
Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds:

Z 1

0

(1� s)q�1 ds

= q

Z 1

0

(1� s)q�1 y (s) ds = Qy (t) :

Cependant, ImP = KerL et KerQ = ImL:

Lemme 62 L�opérateur L : dom (L) � X ! Y est un opérateur de Fredholm d�indice

zero, et son inverse est l�opérateur linéaire Kp : ImL! KerP\dom (L) qui est donné

par

Kpy (t) =

Z 1

0

k (t; s) y (s) ds;8t 2 [0; 1] ;

où

k (t; s) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(t�s)q�1
�(q)

� q (q + 1) (q + 2) t2 �(q)
2�(2q)

(1� s)2q�1 ,

0 � s � t � 1:

�q (q + 1) (q + 2) t2 �(q)
2�(2q)

(1� s)2q�1 ;

0 � t � s � 1:

(5.3)

Preuve. Il découle de u = (u� Pu)+Pu que X = KerP +KerL: Par un simple

calcul, on obtient KerP \KerL = f0g ; alors X = KerP �KerL:

De la même on prouve que Y = ImL� ImQ: Pour y 2 Y , on a y = (y �Qy)+Qy

d�où y �Qy 2 KerQ = ImL car (Q2y = Qy) et Qy 2 ImQ alors Y = ImL + ImQ:

De plus ImL \ ImQ = f0g ;
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en e¤et, si y 2 ImL = KerQ) Qy = 0; si y 2 ImQ : 9y0 2 Y tel que y = Qy0 )

Qy = Q2y0 = Qy0 = y = 0 car (Qy = 0) et donc y 2 ImL \ ImQ ) y = Qy = 0

ce qui veri�e que ImL \ ImQ = f0g ; d�où Y = ImL � ImQ et dimKerL = 1 =

dim ImQ = co dim ImL = 1 donc Ind L = dimKerL � co dim ImL = 0; alors L est

un opérateur de Fredholm d�indice zéro.

L�expression de Kp : ImL ! KerP \ dom (L) : Soit u 2 dom(L) \ KerP; alors

y (t) =c D�
0+u(t) 2 ImL et

KPy (t) = u (t) = Iq0+y (t) + Ct2 =
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 y (s) ds+ Ct2: (5.4)

Puisque u 2 dom(L) \KerP; alors

0 =

Z 1

0

(1� t)q�1 u (t) dt

=
1

� (q)

Z 1

0

(1� t)q�1
Z t

0

(t� s)q�1 y (s) dsdt+ C

Z 1

0

t2 (1� t)q�1 dt

=
1

� (q)

Z 1

0

y (s)

Z 1

s

(1� t)q�1 (t� s)q�1 dtds+
2C

q (q + 1) (q + 2)
;

donc

C = �q (q + 1) (q + 2)
2� (q)

Z 1

0

y (s)

Z 1

s

(1� t)q�1 (t� s)q�1 dtds;

= �q (q + 1) (q + 2) �
2 (q)

2� (2q)

Z 1

0

(1� s)2q�1 y (s) ds:

En remplaçant C par sa valeur dans (5:4), on obtient

(KPy) (t) =
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 y (s) ds

�q (q + 1) (q + 2) t2 � (q)
2� (2q)

Z 1

0

(1� s)2q�1 y (s) ds

=

Z 1

0

k (t; s) y (s) ds;
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où k (t; s) est donné par (5:3).

5.3 Résultat d�existence de la solution positive

On dé�nit l�isomorphisme J : ImQ! KerL par J (c) = 1
2
(�+ 1) (�+ 2) ct2: On

a le résultat suivant

Lemme 63 On a

(JQN +Kp (I �Q)N)u (t) =

Z 1

0

G (t; s) f (s; u (s)) ds;

où

G (t; s) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(t�s)q�1
�(q)

� q (q + 1) (q + 2) t2 �(q)
2�(2q)

(1� s)2q�1

+q (q + 1) (q + 2) t2
�
1
2
+ �(q)

4�(2q)

�
(1� s)q�1 � tq

�(q)
(1� s)q�1

0 � s � t � 1;

�q (q + 1) (q + 2) t2 �(q)
2�(2q)

(1� s)2q�1

+q (q + 1) (q + 2) t2
�
1
2
+ �(q)

4�(2q)

�
(1� s)q�1 � tq

�(q)
(1� s)q�1

0 � t � s � 1:

G est continue et positive sur [0; 1]� [0; 1] :

Preuve. On a

QNu (t) = q

Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds;

Kp (I �Q)Nu (t) =

Z 1

0

k (t; s) f (s; u (s)) ds

�q
�Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

��Z 1

0

k (t; s) ds

�
:



71

alors

(JQN +Kp (I �Q)N)u (t) =
q (q + 1) (q + 2) t2

2

Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

+

Z 1

0

k (t; s) f (s; u (s)) ds� q

�Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

��Z 1

0

k (t; s) ds

�

=
q (q + 1) (q + 2) t2

2

Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

+
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 f (s; u (s)) ds

�q (q + 1) (q + 2) t2 � (q)
2� (2q)

Z 1

0

(1� s)2q�1 f (s; u (s)) ds

+

�
� tq

� (q)
+ q (q + 1) (q + 2) t2

� (q)

4� (2q)

��Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

�
:

Il est facile de voir que G est continu par rapport aux deux variables s, t 2 [0; 1]. Soit

t � s � 1; donc

G (t; s) = �q (q + 1) (q + 2) t2 �(q)
2�(2q)

(1� s)2q�1

+q (q + 1) (q + 2) t2
�
1
2
+ �(q)

4�(2q)

�
(1� s)q�1 � tq

�(q)
(1� s)q�1

�
�
�q (q + 1) (q + 2) t2 �(q)

4�(2q)
� t2

�(q)
+ 1

2
q (q + 1) (q + 2) t2

�
(1� s)��1

�
�
�q (q + 1) (q + 2) �(q)

4�(2q)
� 1

�(q)
+ 1

2
q (q + 1) (q + 2)

�
t2 (1� s)q�1

� 6t2 (1� s)q�1 � 0:

De même on a pour 0 � s � t � 1;

G (t; s) � (t� s)q�1

� (q)
+ 6t2 (1� s)��1 � 0:

Lemme 64 L�opérateur N est L-compact et continu sur 
; où 
 est un sous ensemble

ouvert borné de K \ dom(L):
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Preuve. On va prouver que QN
�


�
est borné et Kp (I �Q)

�


�
est compacte.

Soit u 2 
 et M = max
�
f (s; u (s)) ; 0 � s � 1; u 2 


�
, alors

jQNu (t)j = q

����Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

����
� M;

donc

kQNuk �M;

alors QN
�


�
est borné.

Remarquant que jk (t; s)j � 21; on a

jKp (I �Q)Nu (t)j �
Z 1

0

f (s; u (s)) jk (t; s)j ds

+q

�Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

��Z 1

0

jk (t; s)j ds
�
� 42M;

alors kKp (I �Q)Nuk � 42M , donc Kp (I �Q)N est uniformément borné sur 
:

Soit 0 � t1 < t2 � 1; ainsi

jKp (I �Q)Nu (t2)�Kp (I �Q)Nu (t1)j �

1
�(q)

R t1
0

�
(t2 � s)q�1 � (t1 � s)q�1

�
f (s; u (s)) ds

+ 1
�(q)

R t2
t1
(t2 � s)q�1 f (s; u (s)) ds

+q (q + 1) (q + 2) (t22 � t21)
�(q)
2�(2q)

R 1
0
(1� s)2q�1 f (s; u (s)) ds

+
�R 1

0
(1� s)q�1 f (s; u (s)) ds

��
(tq2 � tq1) + (q + 1) (q + 2) (t

2
2 � t21)

�(q)
2�(2q)

�
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� M

� (q)

�
q (t2 � t1) +

�2 (q)

2� (2q)
(q + 1)2 (q + 2)

�
t22 � t21

�
+ (tq2 � tq1)

�
:

quand t1 ! t2; on a kKp (I �Q)Nu (t2)�Kp (I �Q)Nu (t1)k ! 0; par conséquent

Kp (I �Q)
�


�
est equicontinu. En vue du théorème Arzela-Ascoli, Kp (I �Q)

�


�

est compact.

Théorèm 65 On Suppose que

(H1) Ils existent u0; v0 2 K \ dom(L) tel que u0 � v0 et8>><>>:
cDq

0+u0(t) � f (t; u0(t)) ; 8t 2 [0; 1] ;

cDq
0+v0(t) � f (t; v0(t)) ; 8t 2 [0; 1] :

(H2) Pour tout x; y 2 K \ dom(L); u0 (t) � y (t) � x (t) � v0 (t) ; 8t 2 [0; 1] ; la

fonction f satisfait

f (t; x (t))� f (t; y (t)) � �q
�Z 1

0

(1� t)q�1 x (t) dt�
Z 1

0

(1� t)q�1 y (t) dt

�
:

Alors le problème (P ) a une solution minimale u� et une solution maximale v� sur

[u0; v0] :

Preuve. On prouve que toute les conditions du théorème 60 sont satisfaites. De

la preuve du lemme 62, on sait que L est un opérateur de Fredholm d�indice zéro.

Compte tenu de la condition (H1) ; on a Lu0 � Nu0 et Lv0 � Nv0; donc la condition

(C1) du théorème 60 est satisfaite. Pour u 2 K; on a

(P + JQN +Kp (I �Q)N)u (t) =

1

2
q (q + 1) (q + 2) t2

Z 1

0

(1� s)q�1 u (s) +

Z 1

0

G (t; s) f (s; u (s)) ds:
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Puisque G (t; s) est continue et positive pour t; s 2 [0; 1] ; on a

(P + JQN +Kp (I �Q)N) (K) � K:

En vertu des assertions d�équivalence (p.62), on conclu que

N + J�1P : K \ dom (L)! K1:

La condition (H2) implique que N + J�1P : K \ dom (L)! K1 est un opérateur

croissant. En e¤et pour x; y 2 K \ dom (L) ; y (t) � x (t) ; 8t 2 [0; 1] ; on a

�
N + J�1P

�
x (t)�

�
N + J�1P

�
y (t) =

f (t; x (t))� f (t; y (t)) + q

�Z 1

0

(1� t)q�1 x (t) dt�
Z 1

0

(1� t)q�1 y (t) dt

�
� 0;

donc la condition (C2) est satisfaite. Finalement on conclut par le théorème 60 que

l�équation Lu = Nu a une solution minimale u� et une solution maximale v� dans

[u0; v0], où u� = limun
n!1

; et v� = lim vn
n!1

; uniformément par rapport a t; les suites un et

vn sont dé�nies par

un =
�
L+ J�1P

��1 �
N + J�1P

�
un�1

= (JQ+Kp (I �Q))
�
N + J�1P

�
un�1

= (JQ+Kp (I �Q))

�
f (s; un�1 (s)) + q

Z 1

0

(1� s)q�1 un�1 (s) ds

�
=

1

� (�)

Z t

0

(t� s)q�1 f (s; un�1 (s)) ds
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+q (q + 1) (q + 2) t2
� (q)

4� (2q)

Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; un�1 (s)) ds

� tq

� (q)

Z 1

0

(1� s)q�1 f (s; un�1 (s)) ds

�q (q + 1) (q + 2) t
2� (q)

2� (2q)

Z 1

0

(1� s)2q�1 f (s; un�1 (s)) ds

+
1

2
q (q + 1) (q + 2) t2

Z 1

0

(1� s)q�1 un�1 (s) ds;

de même on a l�expression de vn; de plus, on a

u0 � u1 � u2 � ::: � un � ::: � vn � ::: � v2 � v1 � v0:

Exemple 66 Soit le problème aux limite fractionnaire suivant8>><>>:
cD

5
2

0+u(t) = t2 + u
u+1

; 0 < t < 1;

u (0) = u0(0) = 0; u00 (0) = 2u (1) :

(5.1)

On peut choisir

u0 (t) =
1

�
�
5
2

� Z t

0

(t� s)
3
2 s2ds � 1

�
�
5
2

� Z t

0

(t� s)
3
2 (s+ 1)2 ds = v0(t);

alors

cD
5
2

0+u0(t) = t2 � (t+ 1)2 =c D
5
2

0+v0(t):

cD
5
2

0+u0(t) � f (t; u0(t)) ;
cD

5
2

0+v0(t) � f (t; v0(t)) ;8t 2 [0; 1] :

Pour x; y 2 K \ dom (L), on a

�
t2 +

x

x+ 1

�
�
�
t2 +

y

y + 1

�
� �5

2

�Z 1

0

(1� t)q�1 x (t) dt�
Z 1

0

(1� t)q�1 y (t) dt

�
;
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où u0 (t) � y (t) � x (t) � v0 (t) ; 8t 2 [0; 1] : Du théorèm 65, on conclut que le

problème aux limites (5.1) a une solution minimale u� et une solution maximale v�

dans [u0; v0].
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Conclusion
Dans ce travail, on a étudié la positivité des solutions de quelques problèmes

aux limites fractionnaires. En utilisant le théorème de Guo-Krasnoselskii, on a mon-

tré, l�existence d�au moins une solution positive, ensuite, en appliquant le théorème

d�Avery-Peterson, on a prouvé l�existence d�au moins trois solutions positives d�un

problème aux limites fractionnaire dont la partie non linéaire est un produit de deux

fonctions continues.

Grâce a la théorie de coincidence de Mawhin, on a montré l�existence de la solution

dans C2 d�un problème aux limites fractionnaire en résonance.

Finalement, par application de la méthode de sous et sur solutions et le théo-

rème de l�opérateur croissant, on a établi l�existence de la solution maximale et de la

solution minimale d�un problème aux limites fractionnaire en résonance.

Les résultats de cette thèse ont fait l�objet des publications [20,21,22]

Ces résultats peuvent être généralisés aux équations di¤érentielles fractionnaires

avec d�autre type de dérivée comme la dérivée de Riemann au lieu de la dérivée de

Caputo et avec un ordre plus élevé et d�autres types de conditions aux limites.
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