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Résumé 

    Le but de ce travail est d'établir l'existence et l'unicité de la solution de l'équation des 

milieux poreux modifiée, soumise à certaines contraintes, pour les conditions aux 

limites de Dirichlet et de Dirichlet-Neumann et de la résoudre par différentes méthodes 

numériques. 

    Après un changement de variable approprié, on considère un schéma de discrétisation 

temporel implicite qui conduit à résoudre à chaque pas de temps une suite de problèmes 

stationnaires non linéaires. Chaque problème stationnaire est équivalent à un problème 

de minimisation avec contraintes, qui admet une unique solution. 

    Pour chaque problème stationnaire, on utilise une discrétisation spatial par la méthode 

des différences finies. La discrétisation complète du problème stationnaire conduit à 

chaque pas de temps à la résolution d'un grand système algébrique non linéaire 

multivoque. Pour cela, on utilise deux méthodes parallèles asynchrones de sous 

domaines sans recouvrement et avec recouvrement (méthode alternée de Schwarz). On 

établi la convergence des deux méthodes, via des techniques de contraction. 

    Finallement, on présente des résultats numériques en utilisant MATLAB pour les 

expériences séquentielles et  C pour les expériences parallèles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

The purpose of this work is to establish the existence and uniqueness of the solution of 

the modified porous medium equation of, subject to certain constraints, for the boundary 

conditions of Dirichlet and Dirichlet-Neumann and resolve it by different numerical 

methods. 

    After a suitable change of variables, we consider an implicit time discretization 

scheme that leads to solve each time a sequence of nonlinear stationary problems. Each 

stationary problem is equivalent to a minimization problem with constraints, which has 

a unique solution. 

    Each stationary problem, use a spatial discretization by the finite difference method. 

The complete discretization of stationary problem leads to each time to solve a 

multivalued large nonlinear algebraic system. For this, we use two parallel 

asynchronous methods subdomain without overlapping and with overlapping. We 

established the convergence of two ways, via contraction techniques. 

Finally, we present numerical results using MATLAB for sequential experiences and C 

for parallel experiments. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



صملخ  

انهذف يٍ هذا انعًم هى اثثاخ وجىد ووحذج حم يعادنح الأوساط انًسايٍح انًعذنح انخاضعح نثعض انقٍىد يٍ أجم 

.انشزوط انحذٌح نذٌزٌشهً و دٌزٌشهً ٍَىياٌ ٍَىياٌ وحهها تطزق عذدٌح يخرهفح . 

تعذ اسرعًال ذثذٌم انًرغٍز انًُاسة، َعرثزيخطظ ذفزٌذ انىقد انضًًُ انذي ٌؤدي كم يزج إنى حم  سهسهح يٍ     

.كم يشكهح ثاترح ذكافئ يشكهح ذقهٍم خاضعح نقٍىد ذقثم حم وحٍذ.  انغٍز خطٍحانًشاكم انثاترح  

انرفزٌذ انكايم نكم يشكهح ثاترح ٌؤدي . نكم يشكهح ذفزٌذ، َسرخذو ذفزٌذ يكاًَ يٍ خلال طزٌقح انفزوق انًحذودج    

نهذا َسرخذو طزٌقرٍٍ غٍز يرشايُرٍٍ يىاسٌح نرفكٍك . فً كم يزج إنى حم َظاو جثزي كثٍزغٍز خطً يرعذد انقٍى

َثثد ذقارب انطزٌقرٍٍ تاسرخذاو ذقٍُح . (تانرُاوب) (طزٌقح شىارذشانًرُاوتح)انًجالاخ تذوٌ ذغطٍح وترغطٍح 

. انرقهٍص  

.سً فً انحانح انًىاسٌحأخٍزا َقذو َرائج انرجارب انعذدٌح تاسرخذاو ياذلاب فً انحانح انرسهسهٍح و  
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Introduction

La motivation original du domaine des systèmes de particules en interaction est venue

de la mécanique statistique, s�est largement développer par F. Spitzer aux Etats-Unis en

1970 en tant que branche de la théorie des probabilités, l�objectif est d�identi�er les équa-

tions régissant l�évolution spatiale et temporelle des systèmes de particules en intéraction

dont les mesures d�équilibre sont les mesures de Gibbs. Les systèmes de particules sont

des modèles stochastiques qui décrivent l�évolution de particules en nombre �ni ou in�ni

en interaction sur un réseau, en général le choix canonique étant le réseau d-dimensionnel

Zd, dont les points sont appelés sites tel que sur chaque site de ce réseau, agit un proces-

sus de Markov en temps continu, à espace d�états �nis ou in�ni dénombrable c�est-à-dire

au cours de l�évolution du système et à des instants aléatoires. Les particules se déplacent

sur le réseau selon une loi de probabilité dépendant de la con�guration des particules à

cet instant. Ces modèles ont été introduits dans les années 70 [70; 71; 18; 19], d�une part

pour des motivations probabilistes, et d�autre part suivant une approche physique no-

tamment en mécanique statistique, comportement aléatoire microscopique de molécules.

Depuis, les systèmes de particules ont fait l�objet de nombreux travaux et ont donné lieu

à une littérature abondante. Leurs domaines d�application sont très nombreux : physique

théorique, analyse d�images, biologie, sondages,etc....

Plusieurs ouvrages rassemblent les principaux aspects probabilistes de ces modèles ;

citons par exemple [50; 9; 21; 51], où sont étudiés l�existence de ces processus de Markov

en volume in�ni avec di¤érentes constructions, ainsi que l�existence de leurs mesures

invariantes, l�ergodicité, etc...:

La description de l�évolution d�un système de particles dans un volume (i.e. réseau)

doit se faire à travers un ensemble de variables macroscopiques à partir d�une dynamique

microscopique aléatoire. Au niveau microscopique, l�évolution des particules est modélisée

sur le volume discrétisé par une dynamique aléatoire en système de particules, après

changement d�échelle où renormalisation en espace et en temps, les quantités conservées
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par cette dynamique microscopique donnent par passage à la limite dite hydrodynamique

des équations aux dérivées partielles appelées équations hydrodynamiques, qui décrivent

l�évolution spatiale et temporelle des variables macroscopiques.

D�un point de vue probabiliste, l�étude d�une limite hydrodynamique correspond à

une loi des grands nombres pour les mesures empiriques de répartition des particules. La

méthode de production d�entropie, introduite par Guo, Papanicolaou & Varadhan dans

[34] en 1984 et la méthode d�entropie relative initiée en 1991 par Yau dans [76] pour le

processus de Ginzburg-Landau, ont permis de prouver le comportement hydrodynamique

d�une grande variété de modèles. Ces méthodes reposent sur l�étude de l�évolution tempo-

relle de l�entropie et de la forme de Dirichlet de l�état du système par rapport à certaines

mesures réversibles de référence. Celles-ci correspondent aux états proches de l�équilibre,

ou aux mesures produit dont le paramètre est solution de l�équation hydrodynamique.

La méthode d�entropie [34] a été étendue aux systèmes dont le générateur ne faisant pas

intervenir le gradient. Ceci a permit à Varadhan [73] en 1994, puis Quastel [76] en 1992 de

prouver que le courant de particules entre deux sites ne s�exprime pas comme le gradient

d�une fonction locale. Les principales méthodes utilisées pour l�étude des comportements

hydrodynamiques des systèmes de particules à l�équilibre sont largement détaillées dans

les ouvrages [36; 16; 43; 62]: Par la suite les méthodes utilisées par Guo M.Z., G. Papa-

nicolau G., Varadhan S.R.S. [34];VaradhanS.R.S [74] ont été adaptées aux modèles hors

équilibre (voir [26; 27; 44; 45; 28; 59]).

Dans [61]; Sasada utilise la méthode de l�entropie relative pour établir la limite hy-

drodynamique, qui consiste à identi�er les équations qui donnent une description à l�état

macroscopique des systèmes de particules, dans le cas où les particules sont soumises à

une vitesse dépendant d�un paramètre positif � et d�un nombre de déplacements autori-

sés m � 2. Dans cette thèse, on étudie l�équation hydrodynamique présentée par Sasada

dans [60] (voir exemple 3.1), qui est l�équation des milieux poreux modi�ée suivante :
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8<:
@u(t;x)
@t

��
�
( u(t;x)
u(t;x)+�

)m
�
= 0 , t 2 [0; T ] , x 2 
 = ([0; 1[) d

u(0; x) = u0(x) = �(x)

(1)

L�objectif est d�étudier et de résoudre e¢ cacement cette équation par di¤érentes mé-

thodes numériques. Pour cela, on présente des algorithmes parallèles synchrones, ou plus

généralement des algorithmes parallèles itératifs de relaxation asynchrones de décompo-

sition de domaines (voir [30; 56; 57; 53]). A l�origine, ces algorithmes ont été introduits

en 1969 par D.CHZAN et W.MIRANKER [12] pour la résolution des systèmes linéaires.

Par la suite, en 1974, J.C.MIELLOU [39] a généralisé ces algorithmes pour la résolution

des systèmes algébriques non linéaires de grande taille.

Dans ce travail, on utilise deux méthodes pour résoudre le problème :

-la première est la méthode parallèle asynchrone de sous-domaines sans recouvrement

(relaxation par blocs ( voir [56]; [53])).

-la deuxième est la méthode parallèle asynchrone de sous-domaines avec recouvrement

(méthode alternée de Schwarz (voir [57])).

On établit la convergence des deux méthodes par des techniques de contraction.

La présente étude comporte 4 chapitres et est organisé comme suit :

Dans le chapitre 1, on passe en revue les notions de base sur les systèmes de particules

en général et la limite hydrodynamique en particulier.

Dans le chapitre 2, aprés discrétisation implicite en temps du problème modèle, on

établit, via des techniques d�optimisation, l�existence et l�unicité des solutions des pro-

blèmes stationnaires pour les conditions aux limites de Dirichlet et de Dirichlet-Neumann.

La formulation du problème de minimisation n�est pas facile à utiliser pour la solution

numérique du problème ; on transforme donc le problème de minimisation en un problème

multivoque sans contraintes en utilisant la notion de sous di¤érentiel de la fonction in-

dicatrice de l�ensemble convexe fermé (voir [56; 57; 53]). Cette nouvelle formulation du

problème est plus facile à utiliser pour l�analyse des algorithmes de relaxation séquentiels

5



et parallèles utilisés pour la résolution du problème, et nous permet donc d�analyser le

comportement des méthodes numériques utilisées.

Dans le chapitre 3, on présente de manière uni�ée les algorithmes parallèles synchrones

et asynchrones séquentiels pour la résolution du problème modèle discrétisé et linéarisé

et on montre que les schémas de discrétisation en espace appropriés considérés assurent

la convergence de deux méthodes séquentielles et parallèles de sous-domaine synchrone

ou asynchrone.

Le chapitre 4 a été consacré à la présentation des expériences séquentielles et pa-

rallèles, où on présente des essais numériques séquentielles qui ont été e¤ectuées sur

un ordinateur personnel, en utilisant le langage MATLAB dans le cas de 1D, 2D, 3D.

On présente également des expériences parallèles qui ont été e¤ectuées sur le cluster

HPC@LR (High performance computing) qui est situé à Montpelier (France) ; ce cluster

est composé de noeuds SMP bi-processeurs sur un réseau In�niband 40 Gb/s. Chaque

noeud possède 6 processeurs de type Intel Xeon Westmere partageant une mémoire de

24 Gbytes, ces essais sont également comparés à ceux é¤ectués sur �Grid�5000�la grille

nationale de calcul (France). Dans ce cas, le cluster se compose des noeuds SMP bi-

processeurs sur le réseau Gigabit Ethernet. Chaque noeud possède 4 processeurs de type

Intel Xeon Nehalem, partageant une mémoire de 32 Gbytes. On termine cette thèse par

la présention d�une brève conclusion et de quelques perspectives.

Ce travail a permis par la production scienti�que suivante :

� publication internationale

H.E.Khochemane, H.Boutabia, M.chau, P.Spiteri, Parallel solution of the modi�ed

porous medium equation, Computers and Mathematics with Applications 71 (2016)

931-948

�Communication internationale

H.E.Khochemane, H.Boutabia, M.chau, P.Spiteri, Parallel solution of the hydrody-

namic equation, The 3rd Abu Dhabi University International Conference : Mathe-

matical Sciences and It�s Applications
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Chapitre 1

Les systèmes de particules

Le modèle stochastique régissant l�évolution d�un système de particules sur un réseau

S est un processus de Markov (�t)t�0 d�espace d�états NS. La variable t 2 [0;+1[ désigne

le temps et à chaque instant t, l�application �t : s �! N représente l�état du système à

cet instant.

L�évolution d�un système de particules peut être décrite informellement de la manière

suivante : on munit chaque site de S d�horloges exponentielles qui sont mutuellement

indépendantes. Initialement les particules sont distribuées selon une loi de probabilité

sur S, et à chaque fois qu�une horloge sonne en un site � 2 S, les particules présentent

une dynamique, c�est à dire s�échangent, meurent, naissent, entrent en collision, selon

des règles d�interactions qui caractérisent le modèle. Ces règles sont dé�nies par des

probabilités de transition et par des taux qui dépendent du nombre de particules et de

leur répartition dans un voisinage du site �:

Formellement le processus de Markov(�t)t�0 est décrit par son générateur in�nitésimal

$, l�opérateur linéaire de domaine S :

$f(�) =
X
�2S

$�f(�); (1.1)

où pour tout � 2 S, $� est la partie du générateur qui décrit les mouvements et
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les transtions de particules, ou de spins, autour du site �. L�évolution temporelle du

processus (�t)t�0 est dé�nie par le semi-groupe fT (t); t � 0g associé à l�opérateur $.

Nous avons les deux relations suivantes, pour tout f 2 S et tout � 2 S;

s(t)f(�) = E�� [f(�t)];
d

dt
T (t)f = T (t)$f = $T (t)f:

Ces dernières relations qui lient le générateur au semi-groupe sont les équations de

Chapman-Kolmogorov.

La première question qui se pose naturellement est l�existence de tels processus :

lorsque l�espace d�état S est �ni, la construction est garantie par la théorie des proces-

sus de Markov à espaces d�états �nis (voir par exemple [52; 9]). Dans le cas contraire

l�existence d�une large classe de processus a été démontrée par di¤érentes méthodes de

construction [50; 9; 21; 51].

1.1 Les di¤érents types de systèmes de particules

Nous distinguerons deux types de systèmes, à l�équilibre et hors équilibre. Les sys-

tèmes dits à l�équilibre sont les mieux compris et les plus largement étudiés ; ce sont

généralement ; ceux sont des modèles évoluant sur un tore ou un volume in�ni, ou encore

dans un domaine borné en contact avec des réservoirs dont la température est constante.

Les mesures invariantes de tels systèmes sont généralement données par les mesures de

Gibbs, obtenues à partir des conditions de "balance", qui traduisent la réversibilité du

système. Les dynamiques des systèmes hors équilibre ne sont pas réversibles. La mesure

stationnaire de tels processus est caractérisée par le �ux de la masse de particules à

travers le système.

Les systèmes de particules les plus fréquemment utilisés modélisent l�évolution d�un

gaz sur un réseau. Dans cette partie, nous allons décrire les di¤érents types de systèmes

de particules

On se place en dimension d � 1, et on �xe un entier N assez grand. Pour tout

8



entier k � 1; on note TkN le tore discret k-dimensionnel de taille N . Suivant les modèles

à étudier, l�ensemble des sites S peut désigner le tore TdN , le réseau Zd, ou encore le

cylindre zN = f�N + 1; :::; N � 1g � Td�1N de Zd de hauteur 2N � 1 et de base Td�1N .

Dans ce dernier cas, on note �N =
�
(�1; �2; :::; �d) 2 Z� Td�1N j �1 =

�
+(N � 1)

�
le bord

de zN :

1.1.1 Modèles à l�équilibre

Nous décrivons dans cette partie les processus de portée nulle (zero-range), d�exclu-

sion, de Kawasaki et celui de Glauber. Les taux de saut de ces modèles satisfont des

conditions de balance ; les mesures sont réversibles et données par la mesure de Gibbs.

Dans ce qui suit p : S � S �! [0; 1] est une probabilité de transition à portée �nie,

invariante par translation et spatialement ergodique et on note

p(�; �) = p(0; � � �) =: p(� � �);8(�; �) 2 S � S (1.2)

Processus de zero-range.

La dynamique de ce système est décrite par un processus de Markov (�t)t�0 à valeurs

dans X = NS ; pour chaque site � 2 S, �t désigne le nombre de particules présentes au

site � à l�instant t. On considère une fonction g : N �! R+ telle que g(0) = 0 et g(k) > 0

pour tout k � 1, appelée taux ou fonction de saut. Le mouvement des particules pour le

processus de zero-range suit le mécanisme suivant : si le système est dans l�état � 2 X

le site � est occupé par �(�) particules. Une particule va quitter � avec le taux g(�(�))

et elle est éjectée vers un site � avec probabilité p(�; �). Le générateur in�nitésimal $

du processus de zero-range à taux g(:) et de probabilité de transition p s�écrite par :

$f(�) =
X
�2S

$�f(�) (1.3)

où pour tout � 2 S

9



$�f(�) =
X
y2S

p(�; �)g(�(�))[f(��;�)� f(�)]

et pour �; � 2 S , ��;� est la nouvelle con�guration obtenue à partir de la con�guration

� après le saut d�une particule du site � au site � :

��;� =

8>>><>>>:
� () if  6= �; �

� (�)� 1 if  = �

� (�) + 1 if  = �

: (1.4)

L�existence du processus de zero-range en volume in�ni est démontrée par Andjel dans

[1]. Les mesures invariantes sont données par une famille (�')0�'�'� de mesures produits

des marginales sur X

�'(� (�) = k) =
1

Z(')
:
'k

g(k)!
� 2 S; k 2 N (1.5)

où g(0)! = 1 et pour k 2 N�, g(k)! = g(1):::::g(k): La fonction de renormalisation

Z : R+ �! R+ est donnée par la série entière

Z(') =
+1X
k=0

'k

g(k)!

et '� est son rayon de convergence.

Modèles d�exclusion ou processus d�exclusion

L�espace d�états du processus de Markov (�t)t�0 est X = f0; :::; kgS où k 2 N� désigne

le nombre maximum de particules par site. L�exclusion est décrite comme suit : lorsque le

système est dans l�état � 2 X, le taux p(�; �):r�;�(�) avec lequel un site � 2 S qui contient

au moins une particule éjecte une particule vers un site �, qui contient strictement moins

de k particules, où la fonction r�;�(�) dépend des occupations des sites �; � et de leurs
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voisins. Lorsque �(�) = 0 ou � (�) = k le saut de � vers � est impossible. Le générateur

in�nitésimal du processus de Markov (�t)t�0 est dé�ni par :

$f(�) =
X
�2S

$�f(�)

où

$�f(�) =
X
�2S

p(�; �):r�;�(�):1f�(�)i0;�(�)hkg:[f(�
�;�)� f(�)]

Nous nous intéresserons à trois types de modèles :

k-exclusion symétrique C�est le cas particulier où r�;� = 1 et la probabilité

de transition p est symétrique et véri�e (1:2). Les mesures réversibles pour ces modèles

sont les mesures produits des marginales sur S paramétrées par ' :

�'(� (�) = k) =
'k

1 + '+ ::+ 'k
(1.6)

L�exclusion simple. C�est le cas où k = 1 et r�;� = 1, le taux de saut s�ecrit par

p(�; �) :�(�):(1� �(�)). Le générateur est donné par :

$f(�) =
X
�2S

$�f(�) (1.7)

où

$�f(�) =
X
�2S

p(�; �):�(�):(1� �(�)):[f(��;�)� f(�)]

Remarquons qu�ici ��;� peut être dé�ni comme la con�guration T�;�� obtenue à partir

de � après avoir échangé l�occupation du site � avec celle du site � :
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(T�;��)(z) =

8>>><>>>:
�() if  6= �; �

�(�) if  = �

�(�) if  = �

: (1.8)

Les mesures invariantes pour cette dynamique sont les mesures produits de Bernoulli

dé�nies comme suit :

��(�(�) = 1) =
e�

1 + e�
= 1� ��(�(�) = 0)

où � désigne le potentiel chimique.

L�exclusion avec changement de vitesse Le taux de saut r�;� ne dépend pas que

de l�occupation des deux sites � et �, mais aussi de celle des sites voisins de � et �. On

considère le cas de sauts à plus proche voisin et pour simpli�er la description on se place

sur le tore TdN . On note (e1; e2; ::::; ed) la base canonique de Rd:

On considére ici le cas d�un système de particules gradient, c�est-à-dire que le courant

de particules à travers deux sites voisins x; x+ ei dé�ni par

W�;�+ei(�) = r�;�+ei(�)� r�+ei;�(�) 1 � i � d (1.9)

s�écrit comme la di¤érence d�une fonction locale et de sa translatée.

Le taux de saut est

r�;�+ei(�) = 1 + a f�(�� ei) + �(�+ 2ei)g ; où a >
�1
2
:

Le générateur in�nitésimal du processus de Markov est donné par

$f(�) =
X
�2TdN

$�f(�) (1.10)
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où

$�f(�) =

i=dX
i=1

r�;�+ei(�):[f(T
�;�+ei�)� f(�)] (1.11)

Dans ce cas les mesures produits qui correspond au ce cas sont données par les mesures

produits de Bernoulli dé�nies comme précedement.

L�exclusion simple faiblement asymétrique Il s�agit d�une perturbation de l�ex-

clusion simple symétrique. Etant donnée une fonction régulière h : S �! R, l�interaction

locale entre les particules est déterminée par l�hamiltonien Hh;N dé�ni sur X par

Hh;N(�) = �
X
�2S

h(
�

N
)�(�):

Le processus d�exclusion faiblement asymétrique perturbé par l�hamiltonien Hh;N et

à plus proche voisin sur S est dé�ni par son générateur in�nitésimal $ =
P

�2S $�, où

pour tout � 2 S;

$�f(�) =
1

2

X
2S
jj=1

e�
1
2
(Hh;N (T

�;�+i�)�Hh;N (�)):[f(T�;�+�)� f(�)]

Le cas particulier étudié dans l�article [8] (voir section 3), correspond à une fonction

linéaire h(u) = Eu + � pour deux réels �xés E et �. L�asymétrie faible est de l�ordre

E=N , le générateur in�nitésimal $ s�écrit comme suit

$�f(�) =
1

2

X
�2S

X
2S
jj=1

e�E=(2N)(�(�+)��(�)):[f(T�;�+�)� f(�)]: (1.12)

1.1.2 Modèles à longue portée

Il s�agit de modèles des spins perturbés par le potentiel d�interaction de Kac. Fixons

un entier N assez grand. Un potentiel de Kac est une fonction JN(:) dé�nie sur Rd telle
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que

JN(u) = N�dJ(u=N); pour tout u 2 Rd; (1.13)

où J 2 C2(Rd) est une fonction symétrique, positive, à support compact dans la boule

unité et normalisée, c�est-à-dire
R
Rd J(u)du = 1:

Le potentiel d�interaction de Kac a été introduit dans [38] et généralisé dans [48] a�n

de fournir une analyse rigoureuse de la théorie de transition de phase de Van der Waals.

Depuis, la littérature sur le sujet est devenue importante. Citons seulement quelques

résultats sur l�évolution macroscopique des dynamiques conservatives [31; 32; 33; 54] ou

non-conservatives [11; 14; 54; 5].

Nous considérons dans cette section les modèles avec potentiel de Kac sur le tore ou

sur Zd: Une autre version du potentiel de Kac pour des modèles qui évoluent sur un

domaine borné avec réservoirs est dé�nie dans la sous-section 3 (cf.[34; 60]).

Modèle d�exclusion avec désordre soumis au potentiel d�interaction de Kac

On se place sur le tore S = T dN . On reprend le modèle d�exclusion avec désordre décrit

dans la sous section (3). Etant donné une réalisation # 2 Ea du champ magnétique et un

paramètre & > 0 qui désigne l�inverse de la température T = 1=&, on dé�nit l�hamiltonien

H#;&
N sur X par la somme de deux hamiltoniens :

H#;&
N (�) = &HN(�) +H#(�); (1.14)

où H# représente l�interaction locale dé�nie par (1:13) et HN est l�interaction de

longue portée de Kac donnée par

HN(�) = �
1

2

X
(�;�)2S�S

JN(�� �)�(�)�(�):

Notons �#;&;�N les mesures de Gibbs sur X associées à l�hamiltonien H#;&
N de potentiel
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chimique � 2 R et à température T = &�1 :

�#;&;�N (�) =
1

Z#;&;�N

expf�H#;&
N (�) + �

X
�2S

�(�)g � 2 X; (1.15)

où Z#;&;�N est le facteur de normalisation.

La dynamique d�exclusion de Kawasaki avec désordre à l�inverse de température & >

0 est le processus de Markov sur X dé�ni par son générateur $N;&;#, agissant sur les

fonctions f : X �! R par

$N;&;#f(�) =
X
�2S

$N;&;#� f(�); (1.16)

où

$N;&;#� f(�) =
X
2S
jj=1

C#;&N (�; �+ ; �)[f(T�;�+�)� f(�)] (1.17)

et les taux C#;&N (�; �+ ; �) sont dé�nis par

C#;&N (�; �+ ; �) = �fH#;&
N (T

�;�+�)�H#;&
N (�)g;

où� 2 C2(R; (0;1)) est dé�nie comme dans (1:15). Les mesures �#;&;�N sont réversibles

pour le générateur $&;#N :

Un modèle non conservatif avec désordre

Il s�agit d�un modèle de spin-�ip, où les valeurs possibles des spins sont +1 et �1,

appelé modèle de Glauber avec champ extérieur aléatoire.

On se place en dimension d � 1; sur S = T dN : On dé�nit un espace d�environnements

(E;B; P ), avec une probabilité P qu�on suppose stationnaire.

On notera encore # = (#(�))�2S 2 E une con�guration typique de E.

On se donne un réel & > 0 et une réalisation du champ magnétique # 2 E. Le modèle

de Glauber avec potentiel de Kac et avec champ extérieur aléatoire, à température 1=&,
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est un processus de Markov sur l�espace d�états X = f�1; 1gT dN dé�ni par son générateur

in�nitisimal

L#;&N f(�) =
X
�2T dN

L#;&N;�f(�) =
X
�2T dN

c#;&N (�; �)[f(�
�)� f(�)]; (1.18)

où pour � 2 X;� 2 T dN ;

c#;&N (�; �) =
exp[�(1=2)(H#;&

N (�
�)�H#;&

N (�))]

2 cosh[(1=2)(H#;&
N (�

�)�H#;&
N (�))]

;

�� est dé�nie par

(��)(z) =

8<: ��(�) si  = �;

�() si  6= �;
(1.19)

et l�hamiltonien H#;&
N est dé�ni par la formule (1:20). On considère la mesure de Gibbs

associée à l�hamiltonien H#;&
N dé�nie dans (1:21) avec � = 0 :

�#;&N (�) =
1

Z#;&N
expf�H#;&

N (�)g � 2 X; (1.20)

où Z#;&N est le facteur de normalisation. On véri�e que �#;&N satisfait à la condition

(1:15) et par conséquent l�opérateur L#;&N est autoadjoint dans L2(�#;&N ):

1.1.3 Modèles hors équilibres

Modèle avec réservoirs.

Il s�agit ici des processus qui évoluent sur un domaine borné avec des réservoirs de

particules au bord. On se place sur un cylindre et on note �N le bord de zN . Nous

considérons la superposition de deux dynamiques, de générateur qui s�écrit sous la forme :

$ = $0 +$b (1.21)
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La première dynamique décrit l�évolution des particules à l�intérieur du domaine zN ,

généralement par un des modèles décrits dans le paragraphe (1:1:1): La seconde dyna-

mique modélise l�action des réservoirs au bord, elle consiste à imposer une densité égale

à une fonction b(:) dé�nie au voisinage du bord �N , et son générateur est noté L=b. C�est

une dynamique de naissance et de mort de particules, construite de telle façon que sa

mesure invariante soit de densité imposée égale à b(:).

Processus de saut, de naissance et de mort

D�autres modèles microscopiques dont on ne connait pas explicitement les mesures

invariantes et qui ont un grand intérêt sont les processus de saut, de naissance et de

mort. Ils sont également décrits sur l�éspace des sites S par la superposition de deux

dynamiques, les générateurs sont de type (1:30). Contrairement aux modèles précédents,

les deux parties $0 et $p agissent sur la totalité de l�espace S.

On se place sur le tore discrétisé TdN , l�espace d�état est X = NTdN . Les particules

évoluent selon des marches aléatoires symétriques indépendantes, et sujettes à naissances

et morts : nous �xons p 2 N, en chaque site �, l particules(l � p) peuvent être créées avec

un taux de naissance bl(�(�)) ou une particule peut mourir avec un taux de probabilité

d(�(�)), où (bl(:))1�l�p et d(:) sont des fonctions dé�nies sur N véri�ant bl(0) = d(0) = 0

et �(�) désigne le nombre de particules présentes au site �. Pour obtenir une équation

hydrodynamique, qui tienne compte des sauts de particules nous accélérons les sauts de

particules par N2. Le générateur du système de particules s�écrit sous la forme

($Nf)(�) = N2($N0 f)(�) +$
N
p f)(�) =

X
�2TdN

�
N2($N0;�f)(�) + ($

N
p;�f)(�)

	
(1.22)
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où pour tout � 2 TdN

($N0;�f)(�) =
X
2TdN
jj=1

�(�):[f(��;�+)� f(�)]; (1.23)

($Np;�f)(�) =

pX
l=1

bl(�(�)):[f(�
�;+l)� f(�)] + d(�(�)):[f(��;�)� f(�)];

pour tous � 2 X, �; � 2 TdN

��;+l =

8<: � (�) + l si  = �

� () si  6= �

��;� =

8<: � (�)� 1 si  = �

� () si  6= �

1.2 Limite hydrodynamique

1.2.1 Motivation originale de la limite hydrodynamique

L�objectif physique de l�étude de la limite hydrodynamique est la dérivation des équa-

tions régissant l�évolution des systèmes de particules qui ne sont pas invariantes par

changement d�échelle. Toutefois, di¤érentes interprétations ont permis de développer des

techniques permettant d�obtenir ces équations [20; 23; 24; 25; 46; 4; 3; 47; 2].

Le passage à la limite hydrodynamique consiste à décrire le comportement macro-

scopique d�un gaz ou d�un �uide évoluant dans un volume V à partir d�une dynamique

microscopique aléatoire [43]. Au niveau macroscopique, le système est caractérisé par

la variable � = (�1; �2; ::::; �k). L�évolution de cette variable est régie par des équations

aux dérivées partielles, àchaque instant t � 0 donné � est décrite par le semi-groupe

fT (t), t � 0g tel que �t = ( �1t ; �2t ; ::::; �kt ) = T (t)�0 représente l�état du système à l�ins-

tant t et �0 = (�
1
0; �

2
0; ::::; �

k
0) est la condition initiale.
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Aprés un changement d�échelle en espace et en temps dont les paramètres N�1 et aN t

respectivement, on obtient l�état macroscopique du système à partir d�une dynamique

microscopique donnée.

La dynamique microscopique est alors donnée par un processus de Markov (�t)t�0 de

générateur aN$N et de semi-groupe fTN(t); t � 0g :On distingue deux types de modèles :

les modèles hyperboliques dont les paramètres de renormalisations (�; t) �! (�=N;Nt),

et les modèles dits paraboliques, ou di¤usifs qui sont obtenus par le changement d�échelle

(�; t) �! (�=N;N2t) .

D�un point de vue probabiliste, la limite hydrodynamique se traduit par une conver-

gence en loi d�une suite de mesures empiriques qui caractérise le système à l�état micro-

scopique vers une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Lebegue, cette

dérnière caractérise le système à l�état macroscopique.

1.2.2 Les méthodes mathématiques utilisées pour établire la

limite hydrodynamique

On distingue deux grandes familles de méthodes pour établir la limite hydrodyna-

mique : La première méthode, dite de production d�entropie, a été introduite par Guo,

Papanicolaou & Varadhan [34] pour les modèles gradient ( le courant microscopique entre

deux sites voisins � et �; s�exprime comme la di¤érence d�une fonction microscopique lo-

cale et de sa translatée), elle repose sur l�étude de l�évolution temporelle de l�entropie et

de la forme de Dirichlet de l�état du système par rapport à certaines mesures de référence

qui correspondent à des états proches de l�équilibre. Cette méthode a été généralisée aux

systèmes non gradient par Varadhan dans [73] et Quastel dans [68] ( un modèle dit non

gradient si le courant n�étant pas la di¤érence d�une fonction et de sa translatée). La

seconde méthode, dite d�entropie relative a été introduite par Yau [76]. Elle consiste à

étudier l�évolution temporelle de l�entropie par rapport à des mesures produit dont le

paramètre est solution de l�équation hydrodynamique.

Ces méthodes ont été adaptées aux modèles hors équilibre avec réservoirs pour éta-
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blir les comportement hydrodynamiques, voir par exemple [13; 26; 27; 44; 6; 45; 3] et les

références qui s�y trouvent.

Pour tout entier k � 1, notons T dN le tore discret k�dimensionnel de taille N . Consi-

dérons un processus de Markov (�t)t�0 qui décrit l�évolution d�un système de particules

(cf. Section 2) en volume �ni (S = T dN ou S = f�N + 1; ::::; N � 1g � T d�1N ): Soient �; �

deux mesures de probabilité sur l�espace d�états X telles que � soit absolument continue

par rapport à �; l�entropie de � par rapport à � est dé�nie par

H[�=�] = H[f ] =

Z
X

f(�) log(f(�))d�(�): (1.24)

C�est une fonction semi-continue supérieurement, positive, nulle seulement si f � 1

et elle coincide avec la forme variationnelle

H[�=�] = sup
U2Cb(X)

�Z
U(�)d�(�)� log

Z
exp(U(�))d�(�)

�
; (1.25)

où Cb(X) est l�ensemble des fonctions continues bornées sur X.

De la forme (1:34) de l�entropie découlent deux inégalités importantes dites inégalités

entropiques : pour toute fonction continue bornée U et pour tout k > 0

Z
U(�)d�(�) � 1

k
log

Z
exp(kU(�))d�(�) +

1

k
H[�=�]; (1.26)

pour un ensemble mesurable A,

�(A) �
"
log 2 +H[�=�]

log[1 + 1
�(A)

#
(1.27)

De même, si ({t)t�0 et (�t)t�0 sont deux processus de Markov sur l�espace d�état X,

de lois respectives PN et ~PN , telles que PN soit absolument continue par rapport à ~PN ,
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l�entropie de PN par rapport à ~PN est donnée par

H[PN= ~PN ] =

Z
X

dPN

d ~PN
log(

dPN

d ~PN
)d ~PN ;

où dPN
d ~PN

est la dérivée de Radon-Nikodym de PN par rapport à ~PN :

1.2.3 Le modèle mathématique étudié

Dans cette thèse, on considère l�équation hydrodynamique appellée l�équation des

milieux poreux modi�ée (EMPM); dans notre étude, cette dernière est une équation aux

dérivées partielles de type parabolique, décrivent l�évolution spatiale et temporelle d�un

système de particules évoluant selon un processus de Markov à temps continu �(t)t�0

d�espace d�état X d
n = NT dN ; où T dN = f0; ::::; N � 1gd est le tore discret d-dimensionel

(voir[6]). Soit �(�) représente la con�guration dans X d
n telle que �(�) = k s�il y a k

particules au site �: Le processus est dé�ni à travers la fonction g(k) = k
�+k�1 : N �! R+

qui s�anulle en 0, comme décrite dans [61] ; exemple 3.1; comme suit : durant l�évolution

du système, les mouvements de particules entre les sites des plus proches voisins � et �

se produisent avec un taux égal à c(�;�;�)
�+�(�)�1 ; où c(�; �; �) représente le taux d�échange. On

note qu�une particule se trouvant au site � saute au site � avec le taux k:c(�;�;�)
�+k�1 s�il y a k

particules au site �:

La dynamique des particules à lieu suivant un générateur in�nitisimal opérant sur les

fonctions cylindriques f : X d
n �! R dé�nies par :

($Nf)(�) =
X

�;�2T dN ;j���j=1

�(�):c(�; �; �)

� + �(�)� 1 [f(�
�;�)� f(�)]; (1.28)
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où � > 0 et j�� �j =
P

1�i�d j�i � �ij la norme somme dé�nie sur Rd et

��;�() =

8>>><>>>:
�() si  6= �; �

�(�)� 1 si  = �

�(�) + 1 si  = �

(1.29)

Pour n�importe quel couple (�; �) plus proche voisin, on �xe le taux d�échange c(�; �; �)

égale à zéro si � ne satisfait pas une contrainte locale. Pour chaque m > 1 on peut choi-

sir c(�; �; �) de telle sorte que c(�; �; �) = c(�; �; �) pour dériver l�équation des milieux

poreux modi�ée, avec le paramètre m correspondant. Par exemple si m = 2; Sasada [61]

et Gonçalves [9] considèrent le taux

c(�; �+ ej; �) =
�(�� ej)

� + �(�� ej)� 1
+

�(�+ 2ej)

� + �(�+ 2ej)� 1
;

On considère l�équation EMPM avec les conditions initiales et aux limites C:L sur

le bord de 
 = [0; 1[d ; donnée par

8>>><>>>:
@u(t;x)
@t

��
�
( u(t;x)
u(t;x)+�

)m
�
= 0 , t 2 [0; T ] , x 2 


u(0; :) = u0(:) = �(:)

C:L sur @

(1.30)

où � est la condition initiale, supposée de classe C2+"(
); " > 0; et telle que �0 �

�(x) � �1, où �0; �1 sont deux constantes positives, T étant le temps �nal. Dans toute la

suite, on prendra �0 = 0:

D�aprés le théorème A2:4:1 de [10]; l�équation (1:39) admet une solution de classe

C1+";2+"([0; T ]� 
) et satisfait la contrainte suivante :

0 = �0 � inf
t;x
u(t; x) � sup

t;x
u(t; x) � �1:

Soit (��)��0 une famille de mesures produits des marginales, invariantes sur X d
n dé�-
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nies par

�� = f�; �(�) = kg =
( �
�+�
)k

( �
�+�
)��:g(k)!

; où g(k)! =

kY
i=1

g(i);

et soit

�N�(:)f� : �(�) = kg = ��( �
N
)f� : �(�) = kg:

La relation entre la solution de l�équation (1:39) et la limite hydrodynamique, qui a

été prouvée par Sasada [60]; est la conservation de l�équilibre local suivante : soit (�N)N

une suite de mesures de probabilités sur X d
n telle que H(�N=�N�(:)) = o(Nd) et soit �Nt la

mesure dé�nie par �Nt =�
NSNt , où S

N
t est le semi groupe associé au générateur $ accéléré

par N2. Pour toute fonction continue H : 
 �! R, pour toute fonction cylindrique

bornée  et pour tout t 2 [0; T ];

lim
N�!1

E�
N
t (

����� 1Nd

X
�2


H(
�

N
)�� (�)�

Z



H(x)E�
N
u(t;x)( )dx

�����) = 0;
où �� est l�opérateur de translation dé�ni par :

��f(�) = f(���); ���() = �(�+ );  2 
;

et E� représente l�espérance sous la mesure �:
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Chapitre 2

Résolution numérique de l�équation

des milieux poreux modi�ée

2.1 Présentation du problème avec les conditions aux

limites de Dirichlet

Dans cette partie, on considère le problème (1:39) avec les conditions aux limites de

Direchlet homogénes

8>>><>>>:
@u(t;x)
@t

��
�
( u(t;x)
u(t;x)+�

)m
�
= 0 , t 2 [0; T ] , x 2 [0; 1[d

u(0; x) = u0(x) = �(x)

u(t; 0) = u(t; 1) = 0

(2.1)

Comme le problème (2:1) n�est pas linéaire, on considère alors le changement de

variable suivant :

v(t; x) = (
u(t; x)

u(t; x) + �
)m:

Le problème (2:1) devient :
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8>>><>>>:
@
@t
( �:v(t;x)

1
m

1�v(t;x)
1
m
)��v(t; x) = 0, t 2 [0; T ] , x 2 


v(0; x) = ( �(x)
�(x)+�

)m

v(t; x) = 0 sur @
 :

(2.2)

Puisque 0 = �0 � u(t; x) � �1; alors l�application u �! u
u+�

est une fonction croissante

et bornée par deux valeurs distinctes d0 = 0 et d1 = �1
�1+�

: De plus, u = �:v
1
m

1�v
1
m
est bien

dé�nie ; en e¤et l�application v �! �:v
1
m

1�v
1
m
est croissante, et 0 = d0 � v

1
m � d1 < 1. Par

conséquent 1� v
1
m > 0 et l�application v est soumise aux contraintes suivantes

0 = d0 = d0
m � v � d1 = d1

m
: (2.3)

On utilise un schéma implicite pour la discrétisation temporelle, on est donc ramené

à résoudre à chaque pas de temps le problème stationnaire suivant

8<: �(q+1)(v(q+1)(x))� �t:�v
(q+1)(x) = �(q)(v(q)(x)) =

�
�; dans 


v(q+1)(x) = 0 sur @
; q > 0
(2.4)

où v(q+1)(x) � v((q + 1)�t; x) satisfaisant la contrainte (2:3). �� est dé�nie grace au

résultat obtenu à chaque pas de temps précédent, et l�application v(q) �! �(q)(v(q)) est

donnée par

�(q)(v(q)(x)) =
�:(v(q)(x))

1
m

1� (v(q)(x)) 1m
pour tout q;

où �(0)(v(0)(x)) = �:v(0;x)
1
m

1�v(0;x)
1
m
:

En liaison avec le problème stationnaire (2:4), on considére la fonctionnelle suivante :

J(v) =
1

2
a(v; v)� L(v) + j(v) (2.5)
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où

a(v; v) = �t

Z



Ov:Ov:dx;

L(v) = h
�
�; vi =

Z



�
�vdx

et

j(v) =

1X
k=1

�

(1 + k
m
)
v(1+

k
m
);

où h ; i est le produit scalaire de L2(
). Puisque 0 < v < 1; le rapport de deux

termes successifs de la série précédente est égale à 1+ k�1
m

1+ k
m

v
1
m et est inférieur à 1, d�où la

convergence de la série. On considère l�ensemble

K =
�
v j v 2 H1

0(
); tel que 0 = d0 � v(x) � d1 sur 

	
;

où H1
0(
) est l�espace de Sobolev classique d�ordre 1 dé�ni par

H1
0(
) =

�
v 2 L2(
) : @v

@xi
2 L2(
) , 1 � i � n , v j@
= 0

�
:

Rappelons que H1
0(
) muni de la norme kvk1;
 =

�R


(krvk2 + v2)dx

� 1
2 est un espace

de Hilbert. Evidemment, K est un ensemble convexe et grâce à l�utilisation du théorème

de trace, on peut voir par une méthode simple, que la limite de toute suite convergente

de K appartient à K ; il résulte alors que K est un ensemble convexe fermé. On considère

maintenant le problème d�optimisation avec contraintes suivant

8<: Trouvé v 2 K tel que

J(v) � J(w); 8w 2 K
(2.6)
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2.2 Existence et unicité de la solution des problèmes

stationnaires

Dans ce paragraphe on se propose de montrer l�existence et l�unicité de la solution du

problème (2:6):

Lemme 1

Si 0 � v � 1; alors l�application v �! j(v) est di¤érentiable et sa dérivée est égale à

j
0
(v) = �v

1
m

1X
k=0

v
k
m =

�v
1
m

1� v
1
m

:

Preuve

En e¤et, on a

j
0
(v) = �(v

1
m + v

2
m + ::::+ v

k
m + ::::) = �(v

1
m (1 + v

1
m + v

2
m + ::::+ v

k
m + ::::))

= �v
1
m

1X
k=0

v
k
m :

De plus, puisque 0 < v < 1; alors

1X
k=0

v
k
m = lim

N�!1

 
1� v

N+1
m

1� v
1
m

!
=

1

1� v
1
m

;

d�où le résultat. �
Lemme 2

L�application v �! j(v) est convexe et sa dérivée est croissante.

Preuve

On a

j
00
(v) =

�

mv

v
1
m

(1� v
1
m )2

;
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et comme 0 < v < 1; alors j
00
(v) � 0; et l�application v �! j(v) est convexe. De plus,

puisque j
00
(v) � 0; alors l�application v �! j

0
(v) est croissante. �

Dé�nition 1

Soient X et Y deux espaces vectoriels réels normés, f une application dé�nie sur un

ouvert O � X; à valeurs dans Y et soit a 2 O: On suppose qu�il existe un opérateur

linéaire et continu L 2 $(X;Y ) et une application " de X dans Y , tels que

f(a+ d) = f(a) + Ld+ kdk "(d); limkdk�!0"(d) = 0:

L�opérateur L est appelé la di¤érentielle de Fréchet de f au point a, et f est dite

Fréchet-di¤érentiable (ou di¤érentiable au sens de Fréchet) au point a:

Remarque1

Si l�application f est F-di¤érentiable en a; alors l�opérateur L intervenant dans la

dé�nition précédente est unique. Par conséquent, l�application " est également unique.

Remarque2

Si l�application f est F-di¤érentiable en a; alors elle est continue en ce point.

Lemme 3

Soit la fonctionnelle g(v) = 1
2
a(v; v) � L(v). Alors l�application v �! g(v) est uni-

formément convexe au sens que

�g(v) + (1� �)g(w)� g(�v + (1� �)w) � c(
)
�(1� �)

2
kv � wk21;


8� 2 ]0; 1[ ;8v; w 2 H1
0 (
)

où c(
) est une constante positive. De plus, l�application g est Frechet-di¤érentiable

et sa dérivée au sens de Frechet est

hg0(v); wi = a(v; w)� L(w);
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et on a

hg
00
(v):w; wi = a(w;w):

Preuve

En e¤et,

�g(v) + (1� �)g(w) + g(�v + (1� �)w)

= � [
1

2
a(v; v)� L(v)] + (1� �)[

1

2
a(w;w)� L(w)]

�1
2
a(�v + (1� �)w; �v + (1� �)w) + L(�v + (1� �)w)

=
�

2
a(v; v)� �L(v) +

1� �

2
a(w;w)� (1� �)L(w)� 1

2
a(�v; �v)

�1
2
a((1� �)w; (1� �)w)� a(�v; (1� �)w) + L(�v) + L((1� �)w)

=
�

2
a(v; v)� �L(v) +

1� �

2
a(w;w)� (1� �)L(w)� � 2

2
a(v; v)

�(1� �)2

2
a(w;w)� �(1� �)a(v; w) + �L(v) + (1� �)L(w)

=
�(1� �)

2
a(v; v)� �L(v) +

�(1� �)

2
a(w;w)� (1� �)L(w)

��(1� �)a(v; w) + �L(v) + (1� �)L(w)

=
�(1� �)

2
a(v; v) +

�(1� �)

2
a(w;w)� �(1� �)a(v; w)

=
�(1� �)

2
[a(v; v) + a(w;w)]� �(1� �)a(v; w):

on a :

a(v; v) + a(w;w) = �t

Z



(OvOv + OwOw)dx

= �t

Z



[O(v � w)O(v � w) + 2OvOw]dx

= �t

Z



O(v � w)O(v � w)dx+ 2�t

Z



OvOwdx

= a(v � w; v � w) + 2a(v; w)
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d�où

�g(v) + (1� �)g(w) + g(�v + (1� �)w)

=
�(1� �)

2
[a(v � w; v � w) + 2a(v; w)]� �(1� �)a(v; w)

=
�(1� �)

2
a(v � w; v � w) + �(1� �)a(v; w)� �(1� �)a(v; w)

=
�(1� �)

2
a(v � w; v � w):

On note classiquement par kvk20;
 la norme classique dé�nie sur $2(
); d�où

a(v � w; v � w) = kv � wk20;
 =
1

2
kv � wk20;
 +

1

2
kv � wk20;
 :

D�aprés l�inégalité de Poincaré-Friedrich, il existe une constante positive C(
) telle

que

kv � wk20;
 � C(
) kr(v � w)k20;
 ;8v; w 2 H1
0 (
);

et puisque

kv � wk21;
 = kv � wk20;
 + kr(v � w)k20;
 ;

alors

a(v � w; v � w) � 1

2
inf(1;

1

C(
)
)(kv � wk20;
 + kr(v � w)k20;
) = c(
) kv � wk21;
 :

L�application g étant Frechet di¤érentiable, alors on peut écrire

g(v + w) = g(v) + hg0(v); wi+ kwk "(w); où "(w) �! 0 quand kwk �! 0

g(v + w)� g(v) = hg0(v); wi+ kwk "(w):
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D�autre part, on a

g(v + w)� g(v) =
1

2
a(v + w; v + w)� L(v + w)� 1

2
a(v; v) + L(v)

=
1

2
[a(v + w; v + w)� a(v; v)]� L(v + w) + L(v)

=
1

2
[�t

Z



(Ov + Ow)2dx� �t

Z



kOvk2 dx]� [
Z



(
�
�v +

�
�w)dx�

Z



�
�vdx]

=
1

2
[�t

Z



(kOwk2 + 2OvOw)dx]�
Z



�
�wdx

=
1

2
�t

Z



kOwk2 dx+ �t

Z



OvOw)dx�
Z



�
�wdx;

d�où

hg0(v); wi+ kwk "(w) = 1

2
�t

Z



kOwk2 dx+ �t

Z



OvOwdx�
Z



�
�wdx:

On obtient �nalement que

hg0(v); wi = �t

Z



OvOwdx�
Z



�
�wdx

= a(v; w)� L(w):

Puisque g est deux fois Frechet di¤érentiable, alors on peut écrire

g(v + w) = g(v) + hg0(v); wi+ 1
2
hg

00
(v)w;wi+ kwk2 "(w);

d�où
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1

2
[�t

Z



(kOwk2 + 2OvOw)dx]�
Z



�
�wdx� a(v; w) + L(w)

=
1

2
hg

00
(v)w;wi+ kwk2 "(w);

1

2
�t

Z



kOwk2 dx+ �t

Z



OvOw)dx�
Z



�
�wdx� a(v; w) + L(w)

=
1

2
hg

00
(v)w;wi+ kwk2 "(w);

1

2
a(w;w) + a(v; w)� L(w)� a(v; w) + L(w) =

1

2
hg

00
(v)w;wi+ kwk2 "(w):

Il résulte alors que

a(w;w) = hg
00
(v)w;wi: �

Corollaire 1

La fonctionnelle v �! g(v)+j(v) = 1
2
a(v; v)�L(v)+j(v) est uniformément convexe.

Preuve

Découle immédiatement des lemmes 2 et 3. �
Lemme 4

La fonctionnelle v �! g(v) = 1
2
a(v; v) � L(v) tend vers l�in�nie quand kvk1;
 tend

vers l�in�ni.

Preuve

Comme

a(v; v) � c(
) kvk21;
 ;8v 2 H1
0(
);
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et

jL(v)j � C kvk1;
 ;

où C est une constante positive, alors

g(v) � (c(
)
2
kvk1;
 � C) kvk1;
 ;

d�où

lim
kvk1;
�!1

(g(v)) =1:

�
Lemme 5

La fonctionnelle J; dé�nie par la formule (2:5), tend vers l�in�ni quand kvk1;
 tend

vers l�in�ni et est bornée inférieuremnent sur H1
0(
) :

Preuve

Grace aux résultats des lemmes 1 à 5; on peut conclure que le problème d�optimi-

sation avec contraintes (2:5) a une unique solution. On a

J(v) = g(v) + j(v) � (c(
)
2
kvk1;
 � C) kvk1;
 + j(v);

d�où le résultat. �
Proposition1

Le problème d�optimisation avec contraintes (2:6) admet une et une seule solution.

Remarque4

En fait, on peut minimiser J(v) = g(v) + j(v) sur l�ensemble convexe fermé K. En

e¤et ; l�application j étant di¤érentiable, convexe et non négative, on peut écrire alors

J(w)� J(v) = a(v; w)� L(w) + L(v)� a(v; v) + j(w)� j(v) +
1

2
a(w � v; w � v):
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Si a(w � v; w � v) � 0, alors on aura

a(v; w)� L(w) + L(v)� a(v; v) + j(w)� j(v) � 0;8w 2 K;

qui s�écrit aussi

a(v; w � v)� L(w � v) + j(w)� j(v) � 0;8w 2 K;

d�où

J(w)� J(v) � 0;8w 2 K:

Inversement, si v est un minimum, en posant ! = v + �(w � v); où 0 � � � 1; on

peut écrire

J(!)� J(v) =
1

2
a(!; !)� L(!) + j(!)� 1

2
a(v; v) + L(v)� j(v)

=
1

2
a(v + �(w � v); v + �(w � v))� L(v + �(w � v)) + j(!)

�1
2
a(v; v) + L(v)� j(v)

=
1

2
a(v; v) +

�

2
a(v; w � v) +

�

2
a(v; w � v) +

� 2

2
a(w � v; w � v)

�L(v)� �L(w � v) + j(!)� j(v)� 1
2
a(v; v) + L(v)

= �a(v; w � v) +
� 2

2
a(w � v; w � v)� �L(w � v) + j(!)� j(v)

= �(a(v; w � v)� L(w � v) +
�

2
a(w � v; w � v)) + j(!)� j(v):

Comme j est convexe, alors j(!) = j((1� �)v + �w) � (1� �)j(v) + �j(w); et on a

0 � lim
��!0

(
J(!)� J(v)

�
) � lim

��!0
((a(v; w�v)�L(w�v))+ �

2
a(w�v; w�v))+ j(!)� j(v):

Il résulte alors que v est la solution du problème d�optimisation avec contraintes si et
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seulement si

a(v; w � v)� L(w � v) + j(w)� j(v) � 0;8w 2 K: (2.7)

Caractérisation du problème d�optimisation avec contraintes

En fait, la di¤érentiabilité au sens de Frechet de la fonctionnelle J; nous permet de

donner une caractérisation classique de la solution du problème d�optimisation (2:5) qui

se formule comme suit : 8>>><>>>:
Trouvé v 2 K tel que

J
0
(v); w

�
� 0; 8w 2 KD

J
0
(v); v

E
= 0:

Comme j est également Frechet-di¤érentiable, alors on obtient

j(w) = j(v) +
D
j
0
(v); w

E
= j(v) +

*
�v

1
m

1� v
1
m

; w

+

et

D
J
0
(v); w

E
=
D
g
0
(v); w

E
+
D
j
0
(v); w

E
= a(v; w)� L(w) +

*
�v

1
m

1� v
1
m

; w

+
� 0;

d�où d�aprés la formule de Green

8<:
R





��t�v � ��; v

�
dx+

D
�v

1
m

1�v
1
m
; v
E
= 0; 8 v 2 KR






��t�v � ��;w

�
dx+

D
�v

1
m

1�v
1
m
; w
E
� 0; 8 w 2 K:

Dans le cas d�optimisation sans contraintes, qui correspond au cas K = H1
0(
), la

condition (2:7) est remplacée par

a(v; w � v)� L(w � v) + j(w)� j(v) = 0;8w 2 H1
0(
):
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En utilisant de nouveau la formule de Green, on obtient



��t�v � ��;w � v

�
+ j(w)� j(v) = 0;8w 2 H1

0(
);

et de la di¤érentiabilité de j, on obtient �nalement



��t�v � ��;w

�
+
D
j
0
(v); w

E
= 0;8w 2 H1

0(
):

La formulation précédente du problème est équivaente à la formulation du problème

stationnaire (2:4) dans le cas sans contraintes. On note aussi que, pour tout w 2 H1
0(
);

la dérivée au sens de Frechet de la fonction J est donnée par

hJ 0
(v); wi = a(v; w)� L(w) + h �v

1
m

1� v
1
m

; wi

= �t

Z



OvOwdx�
Z



�
�wdx+ h �v

1
m

1� v
1
m

; wi:

On conclut par la formule de Green et le fait que
I
@


h @v
@n
; wids = 0 pour tout w 2

H1
0 (
); que

hJ 0
(v); wi =

Z



h��t�v �
�
�;widx+

I
@


h�t
@v

@n
; wids+ h �v

1
m

1� v
1
m

; wi;

d�où

hJ 0
(v); wi =

Z



h��t�v �
�
�;wi:dx+ h �v

1
m

1� v
1
m

; wi;

et

J
0
(v) =

�v
1
m

1� v
1
m

� �t�v �
�
�:
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2.3 Formulation multivoque du problème d�optimi-

sation avec contraintes

2.3.1 Généralités et dé�nitions

Dans la suite, la notion du sous di¤érentiel va jouer un grand rôle pour prendre en

compte les contraintes sur v et la projection necessaire sur l�ensemble convexe fermé K.

Dé�nition 2

Soit � une fonction convexe sur l�espace H : = H1
0(
) et soit u 2 H. On note par

@�(u) l�ensemble des u
0 2 H0

; tels que

�(v) � �(u) +
D
v � u; u

0
E
H�H0 ; pour chaque v 2 H; (2.8)

où h ; i représente le produit de dualité entre H et H0
: Les éléments u

0
sont appellés

les sous gradients de � en u, et @�(u) est appellé le sous di¤érentiel de � en u.

Notons que @�(u) est un ensemble convexe fermé.

Rappellons que le produit de dualité entre H et H0
est une forme bilinéaire de H �

H0
sur R et que h ; i est le produit scalaire sur H.

Reamarque 5

Soit � une application convexe Frechet-di¤érentiable en u: Alors @�(u) contient un

seul élément, appellé la di¤érentielle au sens de Frechet de � en u.

Dans la suite, on va utiliser une formulation multivoque du problème considéré, qui

joue un grand rôle pour analyser la méthode pour déterminer la solution numérique dans

l�étude du problème non liniéaire avec contraintes.

Opérateurs monotones

On désigne par P(H) l�ensemble des parties de H: Soit T : H �! P(H) un opérateur

multivoque. Le graphe de T sera noté

G(T ) = f(v; v0) 2 H � P(H) : v0 2 Tvg
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et les ensembles

Dom(T ) = fv 2 H : Tv 6= ;g

et

R(T ) = [fTv : v 2 Dom(T )g

dénotent le domaine et l�image de T . Si pour tout v 2 H, l�ensemble Tv contient au

plus un élément on dira que T est univoque.

Dé�nition 3

Soit T un opérateur multivoque de H

� On dira que est monotone si

8(u; v) 2 Dom(T ); hTu� Tv; u� vi � 0;

ou plus précisément

8u0 2 Tu; 8v0 2 Tv;
D
u
0 � v

0
; u� v

E
� 0:

� On dira que T est strictement monotone si l�inégalité ci-dessus est stricte lorsque

u 6= v

Dé�nition 4

On dira qu�un opérateur multivoque monotone T : H �! H est maximale si la

propriété suivante est satisfaite

hD
u
0 � T�; u� �

E
� 0; 8� 2 Dom(T )

i
; alors u

0 2 Tu:

Notons que la monotonie de T implique l�unicité de la solution u du problème mul-

tivoque suivant

0 2 u+ T (u);

la maximalité d�une multifonction monotone permet de montrer l�existence de la
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solution de cette inclusion.

Lemme 6

Soit u 2 H. Alors �(u) = minv2H(�(v)) si et seulement si 0 2 @�(u): Dans ce cas,

le sous di¤érentiel @�(u) est un opérateur monotone de H dans H0
:

Preuve

En e¤et, soit u 2 H tel que �(u) � �(v) , 8v 2 H, ce qui implique �(v) � �(u) +

hv � u; 0iH�H0 ; et donc 0 2 @�(u): Soient w 2 H et w
0 2 @�(w). Alors �(v) � �(w) +


v � w;w
0�
H�H0 ;8v 2 H et on a �(v) � �(u) +



v � u; v

0�
H�H0 pour tout v 2 H et pour

tout u
0 2 @�(u). En sommant la première inégalité avec v = u et la seconde avec v = w,

on obtient


w � u;w

0 � u
0�
H�H0 � 0: �

La fonction indicatrice de l�ensemble convexe K, dé�nie ci-dessous, va jouer un rôle

important dans la suite.

Dé�nition 5

La fonction indicatrice  K de K, est dé�nie par

 K(v) =

8<: 0 si v 2 K

+1 sinon

Notons que  K est convexe et que

@ K(v) =

�
v
0 2 H0 j

D
v � w; v

0
E
H�H0

� 0; pour tout w 2 K
�
:

Ceci montre que D(@ K) = D( K) = K et @ K(v) = f0g pour tout v 2 int(K). De

plus, si v appartient au bord de K, alors @ K(v) coincide avec le cone normale de K au

point v:

2.3.2 Application au problème avec contraintes

Dans la présente sous-section, on va donner une formulation multivoque du problème

modèle avec contraintes. Ensuite, on se concentrera principalement sur la formulation
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variationnelle associée au problème d�optimisation avec contraintes (voir [8] pour des

compléments): La formulation variationnelle du problème est donnée par :8<: Trouvé v 2 K tel que

a(v; w � v) + j(w)� j(v) � L(w � v); 8w 2 K
(2.9)

où a(:; :) et L(:) sont dé�nis par

a(v; w) = �t

Z



OvOwdx; L(w) = h
�
�;wi =

Z



�
�wdx:

D�aprés le théorème de Stampacchia, l�inéquation variationelle (2:9) a une unique

solution. Puisque H = H1
0(
) est un espace de Hilbert, alors H

0
( l�espace dual de H ) est

identi�é à H ; d�aprés le théorème de la représentaion de Riesz. Il existe alors un unique

élément noté par �Av, une application linéaire �A continue de H �! H0
; telle que

a(v; w) =


w; �Av

�
H�H0 ;8w 2 H:

De façon similaire, il existe un unique élément, �� tel que

L(w) = hw;
�
�iH�H0 ;8w 2 H;

�
� 2 H0

Il résulte alors que l�inéquation variationelle stationaire (2:9) peut s�écrire de la ma-

nière suivante :8><>:
Trouvé v 2 K tel que�
w � v; �Av �

�
�

�
H�H0

+ j(w)� j(v) � 0; 8w 2 K
(2.10)

Comme j est Frechet-di¤érentiable, alors l�inéquation variationelle (2:10) peut s�écrit
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comme suit 8><>:
Trouvé v 2 K tel que�
w � v; �Av + j

0
(v)�

�
�

�
H�H0

� 0; 8w 2 K
(2.11)

La nouvelle formulation du problème (2:10) est équivalente au problème multivoque

suivant 8<: Trouvé v 2 K tel que
�Av + j

0
(v)�

�
�+ @ K(v) 3 0;

(2.12)

On note que dans (2:12), la projection sur l�ensemble convexe K est formulée par la

perturbation de l�opérateur continu �Av + j
0
(v)�

�
�, par un opérateur diagonal croissant

multivoque. Ainsi, dans la suite, on utilisera cette formulation multivoque pour analyser

le comportement des algorithmes séquentiels et parallèles synchrones et asynchrones de

relaxation utilisés pour la résolution du problème.

Proposition 2

Le problème (2:11) est équivalent au problème (2:12)

Preuve :

En e¤et, la dé�nition du sous di¤érentiel de la fonction indicatrice implique

@ K(v) =

(
!
0 2 H0 j  K(w)�  K(v) �

D
w � v; !

0
E
H�H0

; 8w 2 K
)
:

On suppose que (2:10) est satisfaite et on va véri�er que l�inégalité suivante est vrai

 K(w)�  K(v) �
�
w � v;

�
�� �Av

�
H�H0

+ j(v)� j(w); 8w 2 K. (2.13)

Soit w 2 K, alors on a

�
w � v;

�
�� �Av

�
H�H0

+ j(v)� j(w) � 0;
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l�inégalité est vraie dans ce cas.

Si w =2 K, alors l�inégalité (2:12) est satisfaite puisque  K(w) = +1 et  K(v) = 0: Il

résulte alors que (2:11) entraine (2:12):

Inversement, on suppose que (2:12) est satisfaite. Soit v 2 H tel que
�
�� �Av 2 @ K(v).

Soit v 2 K, dans ce cas (2:12) s�écrit comme suit :

 K(w) �
�
w � v;

�
�� �Av

�
K�K0

+ j(v)� j(w);8w 2 K;

qui s�écrit encore :

0 �
�
w � v;

�
�� �Av

�
H�H0

+ j(v)� j(w);8w 2 K,

laquelle est satisfaite, d�où (2:12):

Si v =2 K. Or, dans ce cas  K(v) = +1; et on a

 K(w)�1 �
�
w � v;

�
�� �Av

�
H�H0

+ j(v)� j(w);8w 2 K;

d�où

�1 �
�
w � v;

�
�� �Av

�
H�H0

+ j(v)� j(w);8w 2 K;

ce qui est absurde.�
Il résulte de ce qui a été dit précédemment que la solution numérique du problème

conduit à résoudre le problème multivoque (2:12). Ainsi, dans le cas des conditions aux

limites de Dirichlet homogènes, le problème s�écrit comme suit8<: ��t:�v(x) + j
0
(v)�

�
�+ @ K(v) 3 0

v(x) = 0 sur @

; (2.14)

où j
0
(v) = �(v): On resoud d�abord le problème sans contraintes suivant
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8<: ��t:�v(x) + j
0
(v) =

�
�sur 


v(x) = 0 sur @

;

puis on projette v sur l�ensemble convexe fermé K:

2.4 Conditions aux limites mixte de Dirichlet-Neumann

Dans ce paragraphe, on considère le cas des conditions aux limites mixte de Dirichlet-

Neumann, où @
 = �0 [ �1 et on considère le problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

@
@t
( �v(t;x)

1
m

1�v(t;x)
1
m
)��v(t; x) = 0, t 2 [0; T ] , x 2 


v(0; x) = ( �(x)
�(x)+�

)m

v(t; x) = 0 sur �0 ;

@v(t;x)
@n

= 0 sur �1

: (2.15)

En utilisant les mêmes notations, on peut aussi considèrer un schéma de discrétisation

implicite par rapport au temps, analogue à celui considèré dans la section 2:1, ce qui

revient à résoudre à chaque pas de temps le problème stationnaire suivant :8>>><>>>:
�(q+1)(v(q+1)(x))� �t�v

(q+1)(x) = �(q)(v(q)(x)) �
�
�; dans 


v(q+1)(x) = 0 sur �0; q > 0
@v(q+1)(x)

@n
= 0 sur �1; q > 0

;

(2.16)

où v est encore une fois soumise à des contraintes dé�nies par (2:3). La fonctionnelle

J est dé�nie de manière analogue qu�à la section 2:1. Soit V � H1(
) dé�ni par

V =
�
v 2 H1(
) j tel que vj�0 = 0

	
:

Classiquement V muni de la norme k:k1;
 est un espace de Hilbert. On note aussi
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que, par équivalence, l�espace V peut être aussi muni de la norme

jvj21;
 = �t

Z



krvk2 dx:

qui, classiquement, est une norme équivalente à la norme kvk1;
 de H1(
):

On considère maintenant le problème analogue d�optimisation avec contraintes (2:6)

sur K, dé�ni par :

K = fv j v 2 V; tel que 0 = d0 � v(x) � d1 sur 
g :

Notons que K �V . Les résultats des lemmes 1 et 2 étant toujours valides, on a le lemme

suivant.

Lemme 7

La fonctionnelle g est uniformément convexe au sens que

�g(v) + (1� �)g(w) + g(�v + (1� �)w) � �(1� �)

2
jv � wj21;


8� 2 ]0; 1[ ;8v; w 2 V

De plus, l�application g est deux fois Frechet-di¤érentiable et admet comme dérivée

hg0(v); wi = a(v; w)� L(w);

et comme dérivée seconde

hg
00
(v):w; wi = a(w;w):

Preuve

En e¤et, par un calcul simple, on a

�g(v) + (1� �)g(w) + g(�v + (1� �)w) =
�(1� �)

2
a(v � w; v � w):
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Comme

a(v � w; v � w) = jv � wj21;
 ;

alors g est uniformément convexe dans V: Le reste de la preuve est analogue à celle

du lemme 3. �
En utilisant une technique analogue que celle considèrée à la section 2:1, la fonc-

tionnelle J est uniformément convexe, Fréchet-di¤érentiable sur V , et tend vers l�in�ni

lorsque la normejvj1;
 (où kvk1;
) tend vers l�in�ni. Il résulte que J est bornée inférieu-

rement sur V et que le problème d�optimisation avec contraintes admet une et une seule

solution. De manière analogue à celle considirée au paragraphe 2:3:2, si on considère le

problème (2:15); alors ce problème s�écrit comme suit :

8>>><>>>:
��t:�v(x) + j

0
(v)�

�
�+ @ K(v) 3 0;

v(x) = 0 sur �0 ;

@v(x)
@n

= 0 sur �1

et on résoud numériquement le problème aux limites suivant :

8>>><>>>:
��t:� �v(x) + j

0
(�v) = ��, dans 


�v(x) = 0 sur �0 ;

@�v(x)
@n

= 0 sur �1

puis on projette �v sur le convexe K:

De manière analogue le résultat du corollaire 1 est encore valable dans ce nouveau

contexte.
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Chapitre 3

Solution parallèle du problème

3.1 Discrétisation

Comme indiqué au chapitre 2, en utilisant un schéma de discrétisation temporelle

implicite, et aprés un changement de variable approprié, on a à résoudre une suite de pro-

blèmes non linéaires et stationnaires avec contraintes (2:1) avec les conditions aux limites

de Dirichlet, où bien les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. Pour chaque pro-

blème stationnaire on résoud numériquement un problème non linéaire avec contraintes

(2:14): Pour simpli�er les calculs et sans restriction de généralité, on considère, dans toute

la suite, que 
 = [0; 1]d ; avec d = 1; 2; 3: On considère aussi que 
 est discrétisé par un

maillage uniforme de pas h = 1
n+1

; où n 2 N; les points de la grille étant constitués par

N = nd points de discrétisation. La discrétisation complète du problème stationnaire aux

limites (2:14) conduit, à chaque pas de temps, à la solution d�un grand système algébrique

non linéaire multivoque de grande dimension donné par

�(V ) + �t:AV + @	(V )� �� 3 0; (3.1)

où � (resp. @	(V )) provient de la discrétisation de j
0
(resp. du sous di¤érentiel de la

fonction indicatrice  K(v)); �� est obtenue à partir d�un schéma de discrétisation tempo-
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relle associé à (2:4) et A 2 $(RN) est la matrice de discrétisation spatiale obtenue par

la méthode de di¤érences �nies.

Dans le cas tridimensionel (d = 3) on utilise le schéma classique de sept points (resp.

cinq points dans le cas bidimensionel lorsque d = 2 et le schéma de trois points dans le

cas d = 1). La combinaison de la discrétisation spatiale considérée avec un schéma en

temps purement implicite conduit, à résoudre à chaque pas de temps, le problème mul-

tivoque (3:1). En raison du caractère creux de la matrice A, les algorithmes séquantiels

et parallèles itératifs de relaxation sont bien adaptés à la résolution des systèmes algé-

briques considérés. De plus, a�n de réduire les temps de restitutions, ces algorithmes de

relaxation peuvent être facilement paralléliser et la propagation des erreurs d�arrondis

peut être réduite compte tenu du fait qu�on a à résoudre des sous problèmes de tailles

plus petites.

Par ailleurs la matrice A est irréductible et à diagonale dominante. Comme les élé-

ments diagonaux de A sont strictement positifs et les hors diagonaux sont négatifs, alors

A est une M-matrice non singulière (voir [42]). Cette propriété jouera un rôle impor-

tant pour assurer la convergence des algorithmes de relaxation séquentiels et parallèles

asynchrones ou synchrones étudié, qui seront présentés dans la suite.

On note que pour une implémentation parallèle, on doit considérer une décomposition

par blocs du problème provenant de la décomposition du domaine 
 en sous domaines.

Le vecteur d�itération est aussi décomposé en blocs, de manière compatible avec la dé-

composition en sous domaines.

3.2 Algorithme parallèle asynchrone classique

Dans ce paragraphe, on s�intéresse aux algorithmes itératifs de relaxation synchrones

et asynchrones pour résoudre des grands systèmes d�équations linéaires ou non-linéaires

issus de discrétisations d�équations ou d�inéquations aux dérivées partielles. La modéli-

sation de ces algorithmes est e¤ectuée en introduisant une stratégie de choix des compo-
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santes pour tenir compte du parallélisme et une notion de retard pour tenir compte de

l�asynchronisme entre les processeurs.

Modèle mathématique decrivant les algorithmes

Soit E un espace de Banach ; on considère que E est un produit �ni d�espaces de

Banach :

E =

i=�Y
i=1

Ei

où � est un entier naturel. La décomposition de tout vecteur V 2 E s�écrit alors :

V = (v1; :::; vi; ::::; v�)

où 8i 2 f1; ::::; �g ; vi 2 Ei
Chaque espace Ei est muni d�une norme notée par j:ji. La norme vectorielle canonique

q(:) de tout vecteurr V 2 E est le vecteur positif ou nul de R� dé�ni comme suit :

8X 2 E; q(V ) = (jv1j1 ; ::::; jviji ; :::::; jv�j�):

Soit F une application de point �xe de D(F ) � E à valeurs dans D(F ), telle que

D(F ) 6= ;. On s�intéresse alors au problème de point �xe

V � = F (V �), V � 2 D(F ): (3.2)

Compte tenu de la décomposition de l�espace E, l�application F se décompose de la

manière suivante :

F (V ) = (F1(V ); :::; Fi(V ); ::::; F�(V ))

Chaque composante Fi est une application de D(F ) à valeurs dans Ei \D(F ). Nous

introduisons à présent les eléments permettant de modéliser le parallélisme ainsi que le

comportement asynchrones des algorithmes .
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Dé�nition 1 (Stratégie) Une stratégie S est une suite (s(p))p2N de parties non

vides de f1; ::::; �gvéri�ant :

8i 2 f1; ::::; �g ; fp 2 N j i 2 s(p)g est un ensemble in�ni (3.3)

Dé�nition 2 (Suite de retards)

Une Suite de retards R est une suite (r(p))p2N où :

8p 2 N, r(p) = (r1(p); :::; ri(p); ::::; r�(p)) 2 N�

et telle que pour tout i 2 f1; ::::; �g ; l�application � : N �! N�; de composantes

�i : p �! p� ri(p) véri�e :

8p 2 N; 0 � �i(p) � p , lim
p�!1

(�i(p)) = +1: (3.4)

Compte tenu de dé�nitions précédentes, les algorithmes parallèles de relaxation asyn-

chrones peuvent être dé�nis comme suit :

Dé�nition 3

Soient V 0 2 D(F ) un vecteur quelconque, S une stratégie et R une suite de retards.

Un algorithme parallèle asynchrone classique construit récursivement une suite d�itérés

(V p)p2N de la manière suivante :

8p 2 N;8i 2 f1; ::::; �g ; vp+1i =

8<: vpi si i =2 s(p)

Fi(eV p) si i 2 s(p)
(3.5)

où eV p = (v
�1(p)
1 ; :::::; v

�i(p)
i ; :::::; v

��(p)

� ):

Remarque 1

La notion de stratégie correspond aux numéros des composantes relaxées et rend bien

compte du parallélisme ; à l�itération p on traitera donc en parallèle les composantes dont
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les numéros appartiennent à s(p). Il convient toutefois de noter que l�hypothèse (3:3)

signi�e que l�on doit en théorie relaxer une in�nité de fois chacune des composantes du

bloc-vecteur. La notion de retards rend compte de l�asynchronisme avec lequel est traitée

chacune des composantes du vecteur X ; lorsque les retards sont identiquement nuls, la

formulation (3:5) correspond alors aux algorithmes de relaxation synchrones [29]: Si de

plus s(p) = f1; ::::; �g ; alors S = ff1; ::::; �g ; :::; f1; ::::; �g ; :::g avec �(p) = p; 8p 2 N;

alors (3:5) modélise l�algorithme de Jacobi par blocs et si s(p) = p:mod(�) + 1 alors

S = ff1g ; f2g ; :::; f�g ; f1g ; f2g ; :::; f�g ; ::::g et �(p) = p; 8p 2 N alors (3:5) modélise

l�algorithme de Gauss-Seidel par blocs.

On renvoie à [29] pour des choix de s(p) correspondant à la méthode des directions

alternées et à la méthode de Southwell.

On précise également que dans le cas général concernant les algorithmes parallèles

asynchrones, l�algorithme dé�ni par (3:5) modélise une méthode de relaxation, où chaque

composante vi est calculée à l�aide des valeurs d�interaction disponibles wk = v
�k(p)
k cal-

culées par les autres processeurs.

On peut alors énoncer le résultat général de convergence suivant établi par J.C. Miel-

lou [41] et G. Baudet [30] :

3.3 Théorème de convergence

Dé�nition 4 (Contraction pour la norme vectorielle)

Soit F une application de D(F ) � E à valeurs dans D(F ), telle que D(F ) 6= ;: F

est contractante en X� 2 D(F ) pour la norme vectorielle q(:) s�il existe une matrice J ,

de taille � � � , non négative, et de rayon spectrale �(J), véri�ant :

J � 0 et �(J) < 1;

50



et telle que l�inégalité suivante soit véri�ée :

8W 2 D(F ); q(F (W )� F (V �)) � J:q(W � V �) (3.6)

J est une matrice de contraction de F en V �:

Thérème 1 (Convergence en norme vectorielle)

Soit F une application de D(F ) � E à valeurs dans D(F ), telle que D(F ) 6= ;:

Si F admet un point �xe V � 2 D(F ) et si F est contractante en V � pour la norme

vectorielle q(:); alors la suite (V p)p2N construite à l�aide de l�algorithme séquentiel et

parallèle synchrone et asynchrone (23) converge vers le point �xe V �:

Ce théorème de convergence est démontré par J.C. Miellou dans [41] et par G. Baudet

[30]:

Remarque 2.

On envisage à présent l�introduction d�un paramètre de relaxation ! dans l�algorithme

(3:5) on considère donc une application F!; de domaine D(F ), dé�nie par :

8V 2 D(F ); F!(V ) = (1� !)V + !F (V ):

D�aprés [41], F! possède le même point �xe que F et elle est contractante en norme

vectorielle si :

! 2
�
0;

2

1 + �(J)

�
;

et la matrice de contraction est :

J! = j1� !j I + !J:

De plus, l�estimation de la vitesse asymptotique de convergence de l�algorithme est :

([41])
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lim
p�!1

sup jV p � V �j
1
p � �(J):

Un résultat de convergence en norme scalaire

Soit �(J) le rayon spectral de la matrice J ; grâce au théorème de Perron-Frobenius

on sait que :8<: 8� 2 [�(J); 1[ ; il existe un vecteur �de R�de composantes strictement positives tel que :

J:� � �:�

Soit i la i
�eme composante du vecteur � ; alors on peut dé�nir la norme scalaire

suivante sur E =
�Y
i=1

Ei ( voir [58] ) :

8X 2 E; kV k� = max
1�i��

(
jxiji
i
); (3.7)

et établir un résultat de convergence en norme uniforme avec poids établi par M.N.El

Tarazi [58] :

Théorème 2

Soit F une application de D(F ) � E à valeurs dans D(F ), telle que D(F ) 6= ;:

Alors on a :

1-Si F est contractante pour la norme vectorielle q alors elle l�est pour la norme

scalaire k:k� dé�nie par (3:7)

2-Si F admet un point �xe V � 2 D(F ) et si F est contractante en V � pour une

norme uniforme avec poids k:k�, autrement dit

9� 2 ]0; 1[ ;8W 2 D(F ); kF (W )� F (V �)k� � � kW � V �k�

alors la suite (V p)p2N construite à l�aide de l�algorithme séquentiel et parallèle synchrone

et asynchrone (3:5) converge vers le point �xe V �; pour la norme k:k� :
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3.4 Rappels sur la notion d�accrétivité

Pour analyser la convergence des algorithmes séquentiels et parallèles synchrones et

asynchrones et donner ainsi des conditions su¢ santes de convergence liées aux propriétés

des opérateurs à inverser, nous rappelons la notion d�opérateur accrétif.

Opérateurs accrétifs

On indique ci-dessous les dé�nitions générales portant sur l�accrétivité dans les espaces

de Banach. Pour une présentation approfondie, nous renvoyons à [63].

Soit E un espace de Banach et E� son dual topologique, de norme respectives k:k et

k:k�. On note h:; :i le produit de dualité entre E et E� qui est une forme bilineaire de

E � E� dans R. Soit � un opérateur de domaine D(�) � E à valeurs dans E. A�n de

simpli�er les énoncés, on considère � univoque.

Dé�nition 5 (Opérateur de dualité)

On appelle opérateur de dualité G(:) associé à E, l�opérateur de E vers E� dé�ni par

8V 2 E; G(V ) =
�
g 2 E� j kgk� = kV k et hV; gi = kV k2

	
:

On montre que cette multi-application est non-vide, fermée et que c�est le sous di¤é-

rentiel de la fonction V �! 1
2
kV k2 :

Remarque 4

Dans le cas où E est un espace de Hilbert, E� est identi�é à E, G(V ) se réduit à V

et le produit scalaire est substitué au produit de dualité.

Dé�nition 6 (Accrétivité)

� est un opérateur accrétif si

8V; V 0 2 D(�)�D(�);9g 2 G(V � V
0
) tel que

D
�(V )� �(V

0
); g
E
� 0;

où �(V ) 2 �(V ) et �(V 0
) 2 �(V 0

): � est strictement accrétif si l�inégalité précédente
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est stricte.

Dé�nition 7 ( Accrétivité forte)

� est un opérateur fortement accrétif s�il existe un réel c positif tel que :

8V; V 0 2 D(�)�D(�);9g 2 G(V�V 0
) tel que

D
�(V )� �(V

0
); g
E
� c

V � V
0
2 , où �(V ) 2 �(V ) et �(V 0

) 2 �(V 0
):

Accrétivité en dimension �nie

Nous nous intéressons à présent à la caractérisation des applications liniéaires ac-

crétives de Rn. Pour une étude détaillée, nous renvoyons à [65], notamment pour les

démonstrations.

On note h:; :i le produit scalaire canonique de Rn et k:k2 la norme euclidienne. Soit A

une matrice carrée de taille n� n et de coe¢ cients (aij)1�i;j�n:

Proposition 1 (Accrétivité forte dans (Rn ,k:k2))

Une matrice A est fortement accrétive dans Rn muni de la norme euclidienne k:k2 si

et seulement si A est fortement dé�nie positive, c�est à dire :

9c � 0;8V 2 Rn(V 6= 0); hAV; V i � c kV k22 :

Corollaire 1 (Accrétivité dans (Rn ,k:k2))

Une matrice A est accrétive dans Rn muni de la norme euclidienne k:k2 si et seule-

ment si A est une matrice semi-dé�nie positive.

Il est également intéressant de caractériser les matrices accrétives de Rn normé par :

-kV k1 =
Pn

i=1 jvij ;

-kV k1 = max1�i�n jvij :

Comme on va le constater, les hypothèses correspondantes sont techniquement beau-

coup plus simples à véri�er que l�inégalité précédente.

Proposition 2 (Accrétivité forte dans (Rn ,k:k1)

Une matrice A est fortement accrétive dans Rn muni de la norme k:k1 si et seulemnt
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s�il existe un réel positif c tel que pour tout i 2 f1; :::; ng :

aii � c et aii �
X
j 6=i

jajij � c:

Corollaire 2 (Accrétivité dans (Rn ,k:k1)

Une matrice A est accrétive dans Rn muni de la norme k:k1 si et seulemnt si :

1�les coe¢ cients diagonaux de A sont positifs ou nuls,

2� A est diagonale dominante en colonne.

Proposition 3 (Accrétivité forte dans (Rn ,k:k1)

Une matrice A est fortement accrétive dans Rn muni de la norme k:k1si et seulemnt

s�il existe un réel positif c tel que pour tout i 2 f1; :::; ng :

aii � c et aii �
X
j 6=i

jajij � c:

Corollaire 4 (Accrétivité dans (Rn ,k:k1))

Une matrice A est accrétive dans Rn muni de la norme k:k1 si et seulemnt si :

1�les coe¢ cients diagonaux de A sont positifs ou nuls,

2� A est à diagonale dominante en ligne.

3.5 Méthodes paralléles asynchrones de sous domaines

sans recouvrement

Dans ce qui suit, on considère la formulation des méthodes séquentielles et parallèles

de sous-domaines synchrones et asynchrone sans recouvrement pour la résolution du

problème avec contraintes ( voir [56; 53]). Ces algorithmes seront utilisés pour la résolu-

tion séquentielle et parallèle du système discrétisé d�équations algébriques (3:1). Chaque

méthode séquentielle et parallèle correspond à une méthode parallèle de relaxation par

blocs, dans lequelle un sous-domaine est obtenu en réunissant plusieurs blocs adjacents.
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On considère la décomposition par blocs du problème (3:1) en � (� 2 N ) sous domaines

On résoud (3:1) par une méthode séquentielle et parallèle itérative de sous-domaines

sans recouvrement de type (3:5), ce qui correspond à une méthode de relaxation parallèle

par grands blocs :

�i(V
�
i ) + �tAiiV

�
i + �t

X
j 6=i

AijV
�
j � ��i + @	i(V

�
i ) 3 0;8i 2 f1; ::::; �g ; (3.8)

où Vi; ��i 2 Ei = Rni ;
Pi=�

i=1 ni = N; A = (Aij); et �i;	i sont obtenues à partir de la

décomposition par blocs.

En fait, la ii�eme composante du sous di¤érentiel est donnée par

@	K(V )i =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

; si Vihd0
0 si d0hVihd1
]�1; 0] si Vi = d0

[0;+1[ si Vi = d1

; si Viid1
et le graphe correspondent est présenté en Figure 1.

Figure 1 : Sous di¤érentiel de la fonction 	K

L�application sous di¤érentiel étant multivoque, alors on peut écrire la relation pré-

cédente comme suit :

�i(V
�
i ) + �tAiiV

�
i + �t

X
j 6=i

AijV
�
j � ��i + w�i = 0; w

�
i 2 @	i(V �

i );8i 2 f1; ::::; �g : (3.9)

On associe au problème (3:9) l�application de point �xe suivante :
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V �
i = (�tAii)

�1(��i � �i(V �
i )� �t

X
j 6=i

AijV
�
j � w�i ) = Fi(V

�);8i 2 f1; ::::; �g : (3.10)

On considère maintenant, une itération séquentielle ou paralléle synchrone ou asyn-

chrone associée à la résolution du sous problème (3:8) (voir [30]; [39]), qui s�écrit comme

suit :

8<: �i(V
p+1
i ) + �tAiiV

p+1
i + wp+1i = ��i � �t

P
j 6=iAij:Wj si i 2 s(p);

V p+1
i = V p

i , si i =2 s(p)
(3.11)

où fW1; :::;Wi�1;�;Wi+1; :::;W�g sont les valeurs disponibles des composantes de Vj
pour j 6= i; au (p + 1)�eme pas de relaxation dé�nies par Wj = V

�j(p)
j ; qui indiquent les

composantes disponibles à la (p+1)�eme pas de relaxation où S = fs(p)gp2N est une suite

non vide de sous ensembles de f1; ::::; �g modélisant le parallèlisme le cas échéant et

R =
�
�1(p); ::::; ��(p)

	
p2N est une suite d�éléments de N

� modélisant l�asynchronisme

Les relaxations parallèles asynchrones sont e¤ectuées sans ordre ni synchronisation.

Ils décrivent en fait une méthode de sous-domaine sans recouvrement. Durant ces calculs

é¤ectués iterativement les processeurs vont à leur propre rythme en fonction de leurs ca-

ractéristiques intrinsèques et de leur charge de calcul. Le parallélisme entre les processeurs

est bien décrite par S qui contient le numéro des composants relaxés. Théoriquement,

chaque composante du vecteur doit être relaxé un nombre in�ni de fois. Le choix des

composants relaxés peut être guidée par un critère et en particulier, un critère naturel

consiste à sélectionner les valeurs les plus récentes disponibles des composants calculés

de manière asynchrone par les autres processeurs.

Remarque 5

L�algorithme (3:11) décrit une méthode de calcul, où les communications entre les

processeurs peuvent être synchrones ou asynchrones. Pour les méthodes synchrones pa-

57



rallèles, il su¢ t de considèrer une suite de retards nuls. Dans ce contexte, les méthodes

de relaxations séquentielles classiques sont modélisées par des choix particuliers de S :

Si s(p) = f1; ::::; �g ; alors S = ff1; ::::; �g ; :::; f1; ::::; �g ; :::g et �(p) = p; 8p 2 N;

donc (3:11) décrit la méthode séquentielle de Jacobi par bloc.

Convergence de la méthode paralléle de sous domaine sans recouvrement

En soustrayant (3:11) de (3:9) , on obtient pour tout i 2 s(p)

�i(V
p+1
i )� �i(V �

i ) + �tAii(V
p+1
i � V �

i ) + wp+1i � w�i = �
X
j 6=i

Aij(Wj � V �
j ): (3.12)

Soit gi 2 Gi(V
p+1
i � V �

i ) un élément de l�opérateur de dualité, où pour tout i 2

f1; ::::; �g ; et pour tout k 2 [1;1] ; gi satisfait

Gi(V
p+1
i � V �

i ) =
�
gi 2 Rni j



V p+1
i � V �

i ; gi
�
i
=
(V p+1

i � V �
i )

k
et kgik�k = 1

	
;

où h; ii est le produit de dualité entre l�espace Rni et son dual. On sais que h; ii est

une forme bilinéaire, k:kk est la norme classique (lk�norme) dé�nie sur Rni et que k:k
�
k

est la norme dé�nie sur l�espace dual. Par multiplication de (3:12) par gi; on obtient pour

tout i 2 s(p)



�i(V

p+1
i )� �i(V �

i ); gi
�
i
+


wp+1i � w�i ; gi

�
i
+�t



Aii(V

p+1
i � V �

i ); gi
�
i
= ��t

X
j 6=i



Aij(Wj � V �

j ); gi
�
i
:

A étant une M-matrice, les sous-matrices diagonales Aii; pour i 2 f1; ::::; �g ; sont

également des M-matrices. La caractérisation des M-matrices de [67], entraine la forte

accrétivité de ces sous-matrices, c�est à dire que 8i 2 f1; :::; �g l�inégalité suivante est

véri�ée
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Aii(V

p+1
i � V �

i ); gi
�
i
� �ii

V p+1
i � V �

i


k
; (�ii > 0): (3.13)

Comme le sous di¤érentiel est une application monotone et l�opérateur �i est mo-

notone croissant, alors le premier membre de la ralation précédente, est minoré par

�ii
V p+1

i � V �
i


k
: L�application < :; : >i étant une forme bilinéaire, le second membre

est majoré par :

X
j 6=i



Aij:(Wj � V �

j ); gi
�
i
: �

X
j 6=i

�ij
Wj � V �

j


k
; (�ij > 0); (3.14)

pour tout j 2 f1; :::; �g, j 6= i et pour tout k 2 [1;1], où �ij = kAijk1 : En tenant

compte les relations (3:13) et (3:14), on obtient �nalement l�inégalité

V p+1
i � V �

i


k
�
X
j 6=i

�ij
�ii

Wj � V �
j


k
;8i 2 f1; :::; �g: (3.15)

On note maintenant par eJ la matrice non négative de taille � � � :

eJ =
8<: 0 si i = j

�ij
�ii

si i 6= j
:

On dé�ni la norme vectoriel d�un vecteur Y par le vecteur positif de R�, dont les

composants sont

Y �! jY j =
�
::::; kYjkk ; :::

	
;

l�inégalité (3:15) s�écrit alors :

��V p+1 � V ��� � eJ jW � V �j ;8W

En fait eJ est la matrice de Jacobi d�une matrice ~M de coe¢ cients diagonaux égaux

à �ii et hors diagonaux égaux à ��ij. Si ~M est une M-matrice irréductible alors eJ sera
une matrice non négative irréductible et toutes les valeurs propres de eJ seront de module
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inférieure à un. On note par � le rayon spectral de la matrice eJ et par � 2 R� le vecteur
propre associé. Par le théorème de Perron-Frobenius, toutes les composantes de � sont

strictements positives et l�inégalité eJ� � �� est satisfaite pour 0 � � < 1 (voir [22]). Si

on considère la norme uniforme avec poids suivante

kV k�;1 = max
1�i��

(
kVikk
�i

);

alors on obtient

F (V )� F (V
0
)

�;1

� �
V � V

0

�;1

8V; V 0 2 RN :

Il résulte que l�application de point �xe associé aux méthodes séquentielles et parallèles

synchrones et asynchrones (3:11) est une contraction par rapport à la norme uniforme

pondérée ci-dessus [58]. Par conséquent, la méthode asynchrone converge vers la solution

du problème (3:1) (voir [58]).

Proposition 4

On considère le système algébrique (3:1), où l�on suppose que la matrice ~M dont les

éléments diagoneaux �ii sont dé�nis dans (3:12) et les éléments hors diagonaux ��ij, i 6=

j, dé�nis par (3:14), est une M-matrice. Alors, les méthodes séquentielles et parallèles de

sous-domaine synchrone et asynchrone de relaxation sans recouvrement (3:11) convergent

vers la solution du problème (3:1).

D�un point de vue pratique, certains cas particuliers peuvent être considérés. En e¤et,

l�analyse mathématique précédente devient facile quand k = 1 où k =1, ceci est dû aux

propriétés de diagonale dominance des matrices par blocs Aii, 8i 2 f1; :::; �g: Dans ces

cas, lorsque par exemple le problème est dé�ni dans un domaine 
 � R3; alors les entiers

�ij de la matrice ~M correspondent à la décomposition par blocs de A sont donnés par

�ii = 4; �ij = 1 où �ij = 0: Si on considère le cas de 2D les composantes de ~M sont

données par �ii = 2; �ij = 1 où �ij = 0, (voir [49]): Si ~M est une M-matrice, alors

0 � � < 1 et les méthodes parallèles synchrones et asynchrones de sous-domaines sans
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recouvrement convergent.

Remarque 6

En pratique, le système algébrique est divisé en �� blocs adjacents, où , �� � �, cor-

respondant à une décomposition grossière de sous-domaines sans recouvrement. On peut

démontrer que les méthodes séquentielles et parallèles synchrones et asynchrones de re-

laxation par blocs convergent (voir [41]). En outre, si la décomposition de sous-domaine

associée à � blocs est une décomposition par points, alors les méthodes parallèles asyn-

chrones de relaxation par blocs classiques convergent pour n�importe quelle décomposition

plus grossière en sous-domaines. L�analyse précédente peut être résumée comme suit :

corollaire 1

On considère la solution du système algébrique (3:1) par les méthodes séquentielles

et parallèles synchrones et asynchrones de relaxation (3:11) ; on suppose que A est une

M-matrice et que les hypothèses de la proposition 4 sont véri�ées ; alors les méthodes

parallèles asynchrones de relaxation par blocs convergent pour n�importe quelle décompo-

sition grossière de sous-domaines.

3.6 Méthodes paralléles asynchrones de sous domaines

avec recouvrement

Rappel sur la méthode de Schwarz

La méthode alternée de Schwarz est une méthode de décomposition de domaine avec

recouvrement qui est bien adaptée au parallélisme [57]. On se place maintenant dans R3et

on considérons une décomposition de 
 en � sous-domaines non vides, notée (
i)1�i��;

telle que :
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i � 
; i 2 f1; ::::; �g ;
�[
i=1


i = 
:

On note par adj(i) l�ensemble des sous-domaines adjacents à 
i; dé�ni comme suit :

adj(i) = fj j 
i \ 
j 6= ?; j 6= ig:

On considère les traces des bords des sous-domaines 
i dé�nies par

�i = @
i \ @
; i 2 f1; ::::; �g ;

et

ji = @
i \ 
j; j 2 adj(i):

Compte tenu de ces notations, on va présenter la méthode de Schwarz alternée pour la

solution du problème (3:1). La méthode de Schwarz est un algorithme itératif, où chaque

itération consiste à résoudre � sous-problèmes, de la forme

8<: �u = f sur 


Bu = g sur �
;

dé�nis sur les sous-domaines (
i)1�i��: Soient fi = fj
i les restrictions du second

membre sur chacun des sous-domaines. La suite des vecteurs itérés engendrée par l�al-

gorithme de Schwarz est notée (up1; u
p
2; :::; u

p
�)p2N; où u

p
i est une fonction dé�nie sur 
i:

Chaque itération est dé�nie comme suit :
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8>>><>>>:
�iu

p+1
i = fi sur 
i

Biu
p+1
i = g1 sur �i

up+1
ijji

= up
jj ji

; pour tout j 2 adj(i)

; i 2 f1; ::::; �g ; p 2 N;

où �i et Bi représentent la restriction des opérateurs � et B sur 
i. Chaque sous

problème est résolu indépendamment des autres en prenant en compte les valeurs d�inter-

action calculées sur les autres sous-domaines. L�introduction du parallélisme asynchrone

dans cet algorithme est techniquement analogue à ce qui a été présenter aux paragraphes

3:2 et 3:5 ;on introduit comme précédement une stratégies S et des retards R, d�où l�al-

gorithme

8>>>>>><>>>>>>:
i 2 S(p) =)

8>>><>>>:
�iu

p+1
i = fi dans 
i

Biu
p+1
i = g1 sur �i

up+1
ijji

= ~up
jjji

; pour tout j 2 adj(i)

, p 2 N;

i =2 S(p) =) up+1
ijji

= up
jj ji

où ~upj = u
�j(p)
j ; j 2 adj(i) et �i(p) � 0; i = 1; :::; �; où adj(i) désigne l�ensemble des

sous-domaines adjacents à 
i:

Dans la suite, on se concentrera sur la solution du problème non linéaire constitué d�un

système algébrique linéaire avec une M-matrice perturbée par un opérateur diagonale

non-linéaire d�opérateur diagonale multivoque qui prend en compte les contraintes sur la

solution.

Analyse de la convergence des méthodes paralléles asynchrones de sous

domaines avec recouvrement

La méthode alternée de Schawrz conduit à résoudre au lieu du problème (3:1) équi-

valent le problème suivant :

~B(~V) = ~�(~V) + �t eA~V + @	(~V)�
�
�� 3 0 (3.16)
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où eA; ~V ; ~�(~V) et @	(~V) sont obtenus par le procédé d�augmentation de Schwarz [16].
On considère une décomposition du problème (3:16) en � sous-problèmes, comme suit

�t eAii ~V�i � �
��i + �t

X
j 6=i

eAij ~V�j + ~�i(~V�i ) + @	i(~V�i ) 3 0;8i 2 f1; ::::; �g ; (3.17)

où ~Vi; ~�i;
�
��i 2 Rmi ; mi la taille du ii�eme bloc de ces vecteurs et eA = ( eAij)1�i;j��

désigne la matrice augmentée issue de la méthode de Schwarz. Le problème (3:17) peut

s�écrire comme suit

�t eAii ~V�i � �
��i + �t

X
j 6=i

eAij ~V�j + ~�i(~V�i ) + ~W�
i = 0;

~W�
i 2 @	i(~V�i );8i 2 f1; ::::; �g : (3.18)

On considère maintenant, la résolution du problème augmenté (3:16) par la méthode

paralléle asynchrone de Schwarz dé�ni comme suit :

8<: �t eAii ~Vp+1i + @	i(~Vp+1i ) + ~�i(~Vp+1i ) 3
�
��i � �t

P
j 6=i

eAij ~Vj si i 2 s(p);
~Vp+1i = ~Vpi , si i =2 s(p)

(3.19)

où f~V1; ~V2; ::::; ~V�g sont les valeurs disponibles des composantes de (~Vj)j 6=i dé�nies par
~Vj = ~V�j(p)j pour j 6= i:

Proposition 5

Sous les mêmes hypothèses que celles de la Proposition 4, on considère l�application

de point �xe F dé�nie par (3:19): Cette application F est contractante, et son point �xe

est l�unique solution du problème (3:16). De plus, les méthodes séquentielles et parallèles

synchrones et asynchrones de Schwarz alternées dé�nies par (3:19) convergent vers cette

solution.

Preuve
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Comme A est une M-matrice, alors la matrice augmentée eA obtenue par le procédé

d�augmentation de la méthode de Schwarz alternée, est une M-matrice (voir [17]). De

plus, les opérateurs �(~V), @	(~V) obtenues du procédé d�augmentation de Schwarz sont

diagonaux monotones. Par suite, la perturbation de l�application a¢ ne construite à l�aide

de la M-matrice fA, par les deux opérateurs précédents ont pour e¤et que le système
augmenté (3:16) garde les mêmes propriétés que le système algébrique initial (3:1): La

suite de la démonstration se fait alors en deux étapes. Avec le même raisonnement que

celui utilisé lors des démonstrations de la Proposition 4 et du Corollaire 1, on considère

d�abord une décomposition par points du problème (3:16), dont l�application de point �xe

associée est contractante ; ensuite on utilise un résultat obtenu dans [41] pour conclure

que pour chaque décomposition plus grossière par blocs, l�application de point �xe F

associée est contractante. De plus, la convergence de la méthode parallèle asynchrone et

synchrone de Schwarz alternative dé�nie par (3:19) résulte du même argument que celui

utilisé lors de la démonstration du Corollaire 1. Ce qui achéve la démonstration.�
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Chapitre 4

Expériences numériques

On implémente deux algorithmes séquentiels de relaxation projetée, qui correspend

à un couplage de la méthode de Newton avec la méthode de relaxation de Jacobi et

de Gauss-Seidel. On considère ensuite la comparaison des méthodes parallèles de sous-

domaines synchrones et asynchrones sans recouvrement. Les résultats de chaque expé-

riences numériques sont résumés dans la suite.

Dans nos expériences numériques, le domaine 
 est [0; 1]d; d = 1; 2; 3 et la discré-

tisation par di¤érences �nies est e¤ectuée sur une grille cartésienne classique. Dans le

processus de linéarisation, à chaque pas de temps, les équations linéaires sont résolues

par une méthode de relaxation de Gauss-Seidel par points. Le critère d�arrêt pour stoper

les itérations associé est dé�ni par le fait que la norme uniforme de la di¤érence entre

deux vecteurs d�itérations successives est infrieure à une tolérance donnée. Le changement

de variable peut être écrit comme suit :

� =

�
u

u+ �

�m
: (4.1)

L�algorithme de discrétisation par rapport au temps pour la solution de l�équation de

milieux poreux modi�ée s�écrit comme suit :

�(V q+1) + �tAV
q+1 + @	(V q+1)� �(V q) 3 0: (4.2)
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Dans le cas du problème sans contraintes, le schéma itératif qui calcule V p+1 est

l�algorithme de Newton dé�ni par :

8>>><>>>:
V q+1;0 = V q

(�tA+ �
0
(V q+1;p))�V = �(�(V q+1;p) + �tAV

q+1;p � �(V q))

V q+1;p+1 = V q+1;p + �V;

(4.3)

où

�
0
(z) =

�z
1
m
�1

m(1� z
1
m )2

: (4.4)

Dans le cas avec contraintes, il faut projeter la valeur corrigée V (q+1;p+1) sur l�ensemble

convexe.

4.1 Expériences séquentielles

Les expériences séquentielles ont été réalisées sur un ordinateur personnel, où l�implé-

mentation a été e¤ectuée en utilisant le logiciel Matlab. Dans le tableau 1, on a indiqué

le nombre maximum de pas de temps et le nombre de points de discrétisation spatial sur

chaque axe pour chaque valeur de d:

d = 1 d = 2

pas de temps points de discretisation

20 1000

pas de temps points de discretisation

20 50*50=12500

d = 3

pas de temps points de discretisation

20 50*50*50=125000

Tableau 1 : Nombre de pas de temps et de points de discr�etisation sur chaque axe pour d = 1; 2; 3:
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Pour la résolution du problème modèle, on a résolu de grands systèmes algébriques

creux. Les méthodes itératives de relaxation sont généralement bien adaptées, sauf pour

le cas d = 1, où on a considèré la solution de chaque système algébrique par la méthode

(TDMA), qui correspond à la méthode de Gauss adaptée au cas où la matrice A est

une matrice tridiagonale. Notons aussi que, pour les grandes valeurs de d, les méthodes

de relaxation par points sont bien adaptées à la résolution du problème avec contraintes.

Les méthodes de relaxation par blocs ont besoin de l�élimination de Gauss de chaque

bloc tridiagonal à chaque étape de la méthode de Newton, et necessitent donc beaucoup

plus de temps de calcul. En�n, les autres méthodes itératives, comme celle du gradient

conjugué ou celle du gradient conjugué préconditionné ne sont pas pertinentes pour ces

classes de problèmes, notamment lorsque les contraintes sur la solution sont saturées car

dans ce cas, il est di¢ cile de trouver une direction conjuguée.

On considère pour les expériences séquentielles, l�utilisation de la méthode de Gauss-

Seidel pour résoudre les systèmes linéaires issus de l�utilisation de la méthode de Newton.

En e¤et, d�une part, la méthode de Gauss-Seidel est deux fois plus rapide que la méthode

de Jacobi et d�autre part, on ne peut pas considèrer l�utilisation d�un paramètre de

relaxation dû au fait qu�à chaque étape de la méthode de Newton, la matrice à inverser

n�est pas la même. Les résultats numériques sont donnés dans le tableau 2.

Newton-Relaxation 3D Newton-Relaxation 2D

temps liniéarisation itéré de G.S

1458.9 2 60(1)

- - 59(2)

- - -

temps liniéarisation itéré de G.S

9.42 2 16(1)

- - 1(2)

- - -
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Newton-Relaxation 1D Newton-Gauss 1D

temps liniéarisation itéré de G.S

536.08 3 6364(1)

- - 109(2)

- - 1(3)

temps linéarisation

5.03 4 où 3

- -

- -

Tableau 2 : Temps de calcul (en secondes); nombre de lin�earisations et nombre

moyen d0it�erations de Gauss � Seidel pour chaque phase de lin�earisation; pour d =

1; 2; 3:

On note que la convergence est rapide, que le temps de calcul est très court et que la

méthode de Newton - relaxation est bien adaptée à la résolution du problème non linéaire

avec contraintes.

4.2 Expériences paralléles

La décomposition du domaine consiste à diviser le cube [0; 1]3 en parallélépipèdes (seul

les axes des y et des z sont coupés). L�ensemble des formules du paragraphe précédent

est parallélisé et implémenté avec MPI. Les éxpériences numériques parallèles ont été

é¤ectuées d�une part sur HPC@ LR, centre de supercalculateurs situé à Montpellier

(France) et d�autre part sur Grid�5000.

Paramètres

Les paramètres qui ont été pris pour les expériences numériques sont :

- nombre de point de discrétisation pour les axes x; y; z : 300;

- � = 0:5;

- �t = 0:01;

- nombre de pas de temps :5,

- seuil d�arrêt des itérations de linéarisation : 10�8,

- seuil d�arrêt de Gauss-Seidel-Relaxation : 10�10;
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De plus, dans les expériences numériques on a choisi des conditions initiales compa-

tibles avec les conditions aux limites de Dirichlet.

4.2.1 Résultats sur HPC@LR

Le cluster de HPC@LR est composé des n�uds bi-processeurs de type SMP intercon-

nectés par le réseau In�niband de vitesse 40 Gb/s . Chaque n�ud dispose de 2 processeurs

Intel Xeon Westmere avec 6 coeurs par processeur partageant 24 G octets de mémoire.

Les e¢ cacités parallèles rapportées dans le tableau 3 ne sont pas optimales en raison

du découpage du domaine à cause de la transmission de messages. Comme la technique

CPU des processeurs tend a une meilleur amélioration que la bande passante d�inter-

connexion, l�impact de la communication va augmenter. Notons que pour le même type

de parallélisation, les rendements obtenus dans [54] étaient meilleurs. Cette situation est

très intéressante pour l�étude des algorithmes itératifs asynchrones.

Le tableau 3 montre que les relaxations asynchrones ne sont pas intéressantes au

dessous de 8 n�uds et qu�à partir de 8 n�uds, les relaxations asynchrones donnent de

meilleure résultats comparés aux relaxation parallèles synchrone. Le tableau 4 suggére

que la chute d�e¢ cacité observée pour l�algorithme synchrone est due à l�augmentation du

nombre de relaxations. En e¤et, ce comportement est lié à la parallélisation de la méthode

de relaxation de Gauss-Seidel. Toutefois, le tableau 5 montre que la chute d�e¢ cacité

est principalement due aux communications de messages entre les processeurs. En e¤et,

dans le cas synchrone, les e¢ cacités moyennes d�une relaxation sont proche de l�e¢ cacité

globale.
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Nb.Noeuds

1

1

1

2

4

6

8

10

Nb. Coeurs

1

6

12

24

48

72

96

120

Synchrone

Temps Vitesse E¢ cacité

54264 - -

14328 3.78 0.63

8621 6.29 0.52

4100 13.23 0.55

2307 23.52 0.48

1505 36.05 0.50

1666 32.57 0.33

1358 39.95 0.33

Asynchrone

Temps Vitesse E¢ cacité

- - -

16600 3.26 0.54

10140 5.35 0.44

4652 11.66 0.48

2399 22.61 0.47

1613 33.64 0.46

1255 43.23 0.45

978 55.48 0.46

Tableau 3 : Temps de calcul (en secondes); vitesse et l0efficacit�e de la solution de

l0�equation des milieux poreux modifi�ee en 3D (300 � 300 � 300) sur 5 pas de temps;

par HPC@LR

Nb.Noeuds

1

1

1

2

4

6

8

10

Nb. Coeurs

1

6

12

24

48

72

96

120

Synchrone

Relaxations Iter.lin.

80489 21

81025 21

81073 21

81421 21

81700 21

81880 21

82148 21

82292 21

Asynchrone

Relaxations Iter.lin.

- -

93088 21

91710 21

89311 22

89284 25

90238 26

94722 27

94210 26

Tableau 4

Nombre total de relaxations de Gauss-Seidel et nombre total d�iterations de linearisa-

tion de la solution de l�équation des milieux poreux modi�ée en 3D ( 300 � 300 � 300)
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sur 5 pas de temps, par HPC@LR
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Nb.Noeuds

1

1

2

4

6

8

10

Nb. Coeurs

6

12

24

48

72

96

120

E¢ cité moyenne par relaxation

Synchrone Asynchrone

0.63 0.63

0.52 0.50

0.55 0.53

0.49 0.52

0.50 0.52

0.34 0.52

0.34 0.54

Tableau 5

E¢ cacité moyenne par relaxation pour la résolution de l�équation des milieux poreux

modi�ée ( 300� 300� 300) sur 5 pas de temps, par HPC@LR

De plus, les tableaux 4 et 5 montrent que l�utilisation de la méthode asynchrone

conduit à une convergence plus lente ; c�est du au grand nombre de relaxations, mais

cette baisse de la vitesse de convergence est compensée par des relaxations parallèles plus

e¢ caces. En e¤et, plus on e¤ectue de relaxations et plus la qualité de la solution obtenue

s�améliore. L�e¢ cacité moyenne d�une relaxation parallèle est plus élevée dans le cas

asynchrone au delà de 2 n�uds. En outre, les relaxations parallèles asynchrones ne sont

pas dégradées par les communications de messages à partir de 8 n�uds. La performance

globale du calcul parallèle a moins de variation que dans le cas asynchrone.

Notons qu�en utilisant des relaxations asynchrones à l�intérieur du processus de linéa-

risation, le nombre d�itérations peut être plus élevé.

4.2.2 Résultat sur la GRID�5000

Les expériences numériques parallèles ont été é¤ectuées sur GRID�5000; la grille na-

tionale de calcul en France.

Les clusters qui ont été utilisés pour les expériences numériques sont ceux de Sophia-
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Antipolis. Les n�uds sont composés de bi-processeurs SMP sur le réseau Gigabit Ether-

net. Chaque noeud possède 4 processeurs de type Intel Xeon Nehalem, partageant une

mémoire de 32 Gbytes. Notons que seuls 2 coeurs par noeud ont été utilisés au cours de

ces expériences.

Nb.Noeuds

1

1

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Nb. Coeurs

1

2

4

8

12

16

20

24

28

32

36

Synchrone

Temps Vitesse E¢ cacité

73085 - -

37070 1.97 0.98

18657 3.91 0.97

10609 6.88 0.86

7940 9.20 0.76

6584 11.09 0.69

6382 11.45 0.57

3990 18.31 0.76

3665 19.93 0.71

3221 22.68 0.70

3609 20.24 0.56

Asynchrone

Temps Vitesse E¢ cacité

- - -

40559 1.80 0.90

19619 3.72 0.93

9954 7.34 0.91

6660 10.97 0.91

4937 14.80 0.92

3949 18.50 0.92

3330 21.94 0.91

2951 24.75 0.88

2587 28.24 0.88

2346 31.14 0.86

Tableau 6 : Temps de calcul (en secondes); vitesse et �efficacit�e de la r�esolution

de l0�equation des milieux poreux modifi�ee en 3D (300�300�300) sur 5 pas de temps;

par Grid05000
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Nb.Noeuds

1

1

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Nb. Coeurs

1

2

4

8

12

16

20

24

28

32

36

Synchrone

Relaxations Iter.lin

80489 21

80847 21

81187 21

81236 21

81073 21

81282 21

81264 21

81421 21

81432 21

81567 21

81579 21

Asynchrone

Relaxations Iter.lin

- -

88965 21

91495 21

89894 21

89479 23

88190 21

87577 23

89686 24

90738 22

91681 22

93030 23

Tableau 7

Nombre total de relaxations de Gauss-Seidel et nombre total d�iterations de lineari-

sation pour la résolution de l�équation des milieux poreux modi�ée en 3D (300� 300�

300) sur 5 pas de temps, par Grid05000
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Nb.noeuds

1

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Nb.cores

2

4

8

12

16

20

24

28

32

36

E¢ cité moyenne par relaxation

synchrone asynchrone

0.99 0.99

0.98 1.05

0.86 1.02

0.77 1.01

0.70 1.01

0.57 1.00

0.77 1.01

0.72 0.99

0.71 1.00

0.56 0.99

Tableau 8

E¢ cacité moyenne par relaxation pour la résolution de l�équation des milieux poreux

modi�ée (300� 300� 300) sur 5 pas de temps, par Grid05000

Le tableau 6 montre que les relaxations asynchrones sont intéressantes à partir de 4

noeuds. Au dessus de 4 n�uds, les relaxations synchrones ont de meilleures performances.

On peut observer dans le tableau 7 la même augmentation du nombre de relaxations,

lorsque le nombre de processeurs augmente. Dans le cas synchrone, cela est dû à la

parallélisation du schéma de relaxation de Gauss-Seidel. Mais ceci n�est pas la cause

de la baisse d�e¢ cacité de l�algorithme parallèle synchrone, car le tableau 8 montre que

l�e¢ cacité moyenne d�une relaxation synchrone est liée à l�e¢ cacité globale présentée

dans le tableau 6.

Par ailleurs, le tableau 8 montre que les relaxations asynchrones ne sont pas dégradées

par la communication de messages ; en e¤et l�e¢ cacité moyenne d�une relaxation ne varie

pas beaucoup, mais la convergence plus lente (voir le tableau 7), a une in�uence sur

l�e¢ cacité parallèle globale (voir le tableau 6 ). Dans le cas asynchrone, la chute du taux
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de convergence est compensée par des relaxations parallèles plus e¢ caces.

Notons que les tableaux 4 et 7 montrent le même comportement des itérations de

linéarisation.
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Conclusion et perspectives

Dans cette étude, on a résolu l�équation des milieux poreux modi�ée par di¤érentes

méthodes numériques où l�on a considèré les conditions aux limites de Dirichlet et de

Dirichlet-Neumann. En raison des contraintes sur la solution, la formulation du problème

la plus commode est obtenue par perturbation du problème par le sous-di¤érentiel de la

fonction indicatrice de l�ensemble convexe décrivant ces contraintes. En utilisant le fait

que la matrice de discrétisation spatiale est une M-matrice et également le fait que le

système a¢ ne est perturbé par des opérateurs diagonaux croissants, cette formulation

permet d�étudier d�une manière uni�ée le comportement des méthodes de relaxation

parallèles et séquentielles utilisées pour la résolution du problème discrétisé par di¤érences

�nies. Les expériences séquentielles et parallèles menées montrent l�e¢ cacité des méthodes

étudiées.

Comme perspectives, on peut envisager dans un travail futur, la situation où les condi-

tions aux limites de Robin (Fourier) et de Neumann sont considèrées. Ces situations sont

plus complexes d�un point de vue théorique et peuvent nécéssiter l�utilisation de notions

mathématiques théoriques di¤érentes. À titre de référence, il peut être également inté-

ressant de comparer de façon plus intensive les performances des di¤érents algorithmes

parallèles et séquentielles. Plus généralement, on pourrait appliquer les techniques pré-

sentées dans ce travail à divers cas complexes modélisés par des problèmes aux limites non

linéaires discrétisés ; la discrétisation peut s�obtenir par une application a¢ ne construite

par une M-matrice et perturbée par des opérateurs croissants diagonaux éventuellement

multivoques.
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