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Sur la théorie des équations différentielles
fractionnaires

Résumé

Cette thése a pour objet d’étude de certains systémes différentiels non
linéaires fractionnaires a retards. Nous considérons deux classes de ce type de
systémes. Dans la premiére, nous étudions un systéme a retards constants.
En utilisant certains théorémes de point fixe, nous établissons l'existence et
I'unicité d’une solution positive et globale. Dans la deuxiéme, nous considérons
un systéme avec des arguments déviés (avanceés et retardés). Nous donnons des
conditions suffisantes pour 'existence et 1'unicité de la solution. Notre analyse
s’appuie sur le théoréme du point fixe de Banach. Pour cette derniére classe,
nous étudions également la stabilité uniforme de la solution. Les résultats

établis, pour chaque classe, sont illustrés par des exemples concréts.

Mots clés : Systémes différentiels fractionnaires, solution positive et glob-

ale, théorémes de point fixe, retards constants, arguments déviés, stabilité.
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On the theory of fractional differential equations

Abstract

This thesis is the subject of study of nonlinear fractional differential sys-
tems with delays. We consider two classes. In the first, we study a constant
delay system. Using some fixed point theorems, we establish the existence and
uniqueness of a global positive solution. In the second, we consider a system
with deviated arguments (delay and advance). We give sufficient conditions
for the existence and uniqueness of the solution. Our analysis is based on the
Banach fixed point theorem. For this last class, we also study the uniform
stability of the solution. Established results, for each class, are illustrated by

some concrete examples.

Keywords : Fractional differential systems, global positive solution, fixed

point theorems, constant delays, deviating arguments, stability.



Notations
N : ensemble des nombres naturels.
N* := N\ {0} .
R : ensemble des nombres réels.
R : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
C : ensemble des nombres complexes.
[a,b] : intervalle fermé de R d’extrémité a et b.
C ([a,b],RT) : 'espace des fonctions continue de [a,b] dans R.

LP[a,b] : espace des fonctions mesurables de puissance p € [1,00) intégrables

sur [a, b].
ACa,b] : espace des fonctions absoliment continues sur [a, b].

AC™a,b] : (n > 2), espace des fonctions u : [a,b] — R telle que u™ Y €
ACla,b] et u® € Cla,b), k=1,...,n — 1.

Cm*™ . espace vectoriel des matrices a coefficients complexes de m lignes et n

colonnes.
I : fonction Gamma d’Euler.
B : fonction Béta.

I% f (t) : intégrale fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville de la fonction

f(t).

D& f (t) : dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction

f(t).



e ‘D& f(t): dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction f (t).
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Introduction

L’objectif de cette thése est I'étude des systémes différentiels non linéaires
fractionnaires a retards.

Le calcul fractionnaire est la différentiation et 'intégration d’ordre arbi-
traire (non entier), qui généralisent les notions de différentiation d’ordre entier
et d’intégration itérée n—fois. Ce sujet est aussi vieux que le calcul ordi-
naire, puisque il a eté initié par Leibniz et Newton au XV II¢ siécle. En-
suite, plusieurs mathématiciens ont contribué a son développement : Laplace
(1812), Fourier (1822), Abel (1823 — 1826), Liouville (1832 — 1873), Rie-
mann (1847), Grunwald (1867 — 1872) [17|, Letnikov (1868 — 1872) |25, 26],
Laurent (1884), Nekrassov (1888), Krug (1890) et Hadamard (1892)... (voir
[20, 22, 23, 30, 37, 38, 40, 31]).

Des recherches récentes ont montré que de nombreux systémes physiques
peuvent étre représentés avec plus de précision en considérant des dérivés
d’ordre non entier. Les équations différentielles fractionnaires, trouvent ainsi
de nombreuses applications dans le domaine de la viscoélasticité, des circuits
électriques, 1’électromagnétiques, la physique, de la chimie et des sciences bi-
ologiques [7, 8, 15, 16, 23, 26, 30, 33]. Par conséquent, il y a eu un développe-
ment important dans ’étude de ces équations au cours de ces derniéres années
; voir les monographies de Kilbas et al [23], Podlubny [38], Samko et al [40]...;
et les articles [1, 3, 4, 5, 11, 14, 36, 39|
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Parmi les classes des systémes fractionnaires, décrits ci-dessus, ceux avec ar-
guments modifiés ont été récemment le sujet de quelques travaux de recherche.
Ce sont des systémes ot 'argument de la fonction inconnue est modifé. A titre

d’exemple explicatif, nous considérons le modéle suivant :

2 (t)=F(t,z(t),x(t—¢(t)). (0.0.1)

Nous entendons par systéme modifié la dépendance de F' de x (t — ¢ (t)) . Nous

distinguons donc trois types de systémes :

en avance (ou avancé), si p (t) <0 ;
a retard (ou retardé), si ¢ (t) >0 ;

dévié (mizte), si la fonction ¢ est de signe non constant (c’est a dire, avancé

et retardée a la fois).

En outre, ces systémes fractionnaires & arguments modifiés se sont avérés
plus réalistes dans la description des phénomeénes naturels. Par conséquent,
leur étude a attiré beaucoup d’attention par de nombreux auteurs. Pour les
systémes avancés, nous renvoyons a [13, 33, 42|. Pour les systémes a retard,
nous citons [3, 9, 11, 14, 27, 28, 29, 39, 45]. Pour les systémes déviés, nous
citons [2, 19, 21, 24| et les références qui s’y trouvent. Notons que le dernier
type est moins étudié que les deux autres.

Dans cette thése, nous nous intéressons a 1’étude des deux derniers types.
Pour chaque type, nous considérons un modéle représentatif. Pour le premier,
nous traitons I’existence et I'unicité de la solution positive. Quant au deuxiéme,
nous établissons l'existence et 'unicité ainsi que la stabilité de la solution.

Notre outil principal est la technique du point fixe. Elle consiste a transformer
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le probléme considéré en la recherche d’'un point fixe d'un opérateur défini
sur un espace fonctionnel adéquat. Ce point fixe n’est autre que la solution
cherchée. L’enjeu est de bien choisir I'espace fonctionnel (norme) approprié a
I'opérateur en question afin que nous puissions appliquer la méthode de point

fixe.

Organisation de la thése

Cette thése est composée de quatre chapitres. Elle est structurée comme
suit:

Le premier chapitre est consacré a rappeler les outils dont nous avons besoin
dans cette thése.

Le deuxieme chapitre est scindé en trois sections. Dans la premiére, nous
donnons un historique sur le calcul fractionnaire. Ensuite, deux applications
concrétes d'un probléme de tautochrone et un probléme en méchanique feront
I’objet de la deuxiéme section. Enfin, la troisiéme partie contient les définitions
de différentes dérivées fractionnaires ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions un systéme d’équations différen-

tielles fractionnaires & retards constants de la forme suivante:

CDaij (t) = fj (t,l’j (t) , L1 (t - 7'1) yeeny Ly (t — Tn)) s j = 1, 2, ceyn, t> 0,
() =® () >0, tel[-70.

Nous montrons l'existence de la solution globale positive en utilisant un
théoréme de point fixe basé sur la solution minimale et maximale du probléme.
Puis, en utilisant le théoréme de contraction de Banach, nous traitons 'unicité

de la solution.
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Le dernier chapitre est consacré a 1’étude du systéme d’équations différen-

tielles fractionnaires a retards variables de la forme suivante:

‘Do (t) =30 fiy (i (), 25 (b =75 (1), i=1,2,...m, t>0,
z(t)=o(t), te[-70]

Notons que les 7; ne sont pas de signe constant, ce qui revient a dire que le
probléme, dans ce cas 14, est avec arguments déviés. En appliquant le principe
de contraction de Banach, nous établissons des conditions suffisantes pour
I’existence et 'unicité de la solution au probléme. En outre, nous prouvons la
stabilité uniforme de la solution.

Les résultats que nous établissons, dans cette thése, sont illustrés par des

exemples.



CHAPITRE 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour la bonne com-
préhension de ce manuscrit. Nous rappelons certaines définitions d’espaces
fonctionnels et quelques fonctions spéciales. Nous énongons ensuite deux théorémes
du point fixe. Enfin, nous présentons briévement la notion de stabilité des sys-

témes différentiels.

1.1 Espaces fonctionnels
Soit Q = [a,b] (—oo0 < a < b < 400) un intervalle borné ou non borné de R.
Définition 1.1.1 /23] Pour 1 < p < oo on définit

i) Lespace LP (), 1 < p < oo, des (classes de) fonctions f réelles ou complezes

sur Q telles que [ est mesurable et fab |f ()" dt < oo, muni de la norme

171, = (/ab|f(t)|pdt);,



1.2. Fonctions spéciales

i1) L’espace es (classes de) fonctions mesurables bornées presque partou
i) L’espace L™ () des (cl de) foncti bles bornées presque partout

sur  muni de la norme

7]l = esssup f (O] = inf {M = 05| ()] < M, p.p. sur 2}
c

Définition 1.1.2 /23] Soit Q2 = [a,b] un intervalle borné de R, alors l’espace des
fonctions absolument continues, noté AC(Q2), est défini comme ’espace des fonctions
f:Q — C, dérivable presque partout telle que f' € L' (). On a alors
feAC)) < f(t) /f ds, teQ.
Pourn > 2, on définit l’espace AC™()) comme [’espace des fonctions f : Q — C,

telles que f® € C(Q), k=1,2,...,n—1 et f®D € AC(Q).

Une propriété caractéristique de l'espace AC™ est donnée par le lemme

suivant:

Lemme 1.1.1 /23] Une fonction f € AC™(Q), si et seulement si elle s’écrit sous la

forme

¢ (k
f(lt):ﬁ/a(t—s)”1 ds+zf t—a)k, Vi e Q.

1.2 Fonctions spéciales

On entend par "fonction spéciale" toute fonction qui n’est pas élémentaire
(polyndme, fonction trigonométrique, exponentielle, etc.) ayant une grande
importance et plusieurs applications.

Dans cette section on en rappelle quelques unes qu’on en aura besoin dans
notre travail.
Fonction Gamma

La fonction Gamma (d’Euler) est une fonction complexe qui généralise la

fonction factorielle. Elle a été obtenue par Euler en 1729.

10



1.3. Quelques théorémes de point fixe

Définition 1.2.1 La fonction Gamma est définie par l’intégrale
[(z) = /OO e 't dt, (1.2.1)
0
ot z est un nombre complexe quelconque tel que Rez > 0.
Remarque 1.2.1 Une intégration par parties de (1.2.1) donne
2I'(z)=T(2+1), Rez>0.

Lorsque z =n € N*, alors ' (n) = (n — 1)!

Fonction Béta
Définition 1.2.2 On appelle fonction Béta la fonction définie par

1
B(z,w) = /0 711 —-t)"""dt (Rez>0; Rew>0). (1.2.2)

Remarque 1.2.2 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par

[(2)T (w)

B(zw) = I'(z+w)

(Rez > 0; Rew >0).

1.3 Quelques théorémes de point fixe

Les théorémes de point fixe sont des outils trés utiles en mathématiques, essen-
tiellement dans le domaine de la résolution des équations différentielles. Dans
cette section, on va donner les théorémes de point fixe dont nous aurons besoin
dans le présent document.

Commencons par la définition d’un point fixe.

Définition 1.3.1 Soit A une application d’un ensemble E dans lui-méme. On ap-

pelle point fize de A tout point 4 € E tel que : A(4) = .

11



1.3. Quelques théorémes de point fixe

Théoréme du point fixe (solution minimale et maximale)

Le théoréme de point fixe suivant est basé sur les définitions suivantes:

Définition 1.3.2 Soit E un espace de Banach réel. Soit K un sous-ensemble non
vide fermé de E. K est appelé cone si ax + by € K pour tout x,y € K et a,b sont
réels positifs ou K N (—K) = {0} et K # {0}.

Définition 1.3.3 Un cone K introduit un ordre partielle < dans E de la maniére

suivante [44]
r<y sty—zec K.

Définition 1.3.4 Le cone K est appelé
e normal: s’il existe un nombre [ > 1 de telle sorte que pour tout x,y € K:
O0<z<y= |zl <yl
o réqulier: si toute suite croissante qui est bornée par le dessus est convergente.

Autrement dit, si {x,}n>1 est une suite telle que x1 < z9 < ... < y pour

certains y € E, alors il existe x € E tel que lim,,_, ||z, — x| =0 .

Définition 1.3.5 [44] Pour x,y € E l'intervalle d’ordre (z,y) est définie par
(x,y)={z€ E: x<z<y}.

Définition 1.3.6 [44/ La fonctionnelle h(t,z,x1, ..., x,) est dite croissante sur I X
E™ si pour tout (t,¢,¢1,...,¢0n) € I x B et (t,4,1,....0,) € I x E" tels

que
o0) < () et p; (0) < (0), i=1,2,...,n, 0€[-T,0]

on a l'inégalité suivante

h(t,d,01,...;Pn) < h(t, 0,11, ....10,) .

12



1.3. Quelques théorémes de point fixe

Théoréme 1.3.1 [44] Soit D un sous-ensemble du cone K de l’espace partiellement
ordonné E, F : D — FE est croissante. S’il existe xg,yg € D telle que xo < o,
(x0,Y0) C D et xg,yo sont respectivement des sous et sur solutions de l’équation
r— F(x) =0, alors léquation x — F (z) = 0 a une solution minimale et une
solution mazximale x*,y* € (xg,yo) telle que x* < y*, lorsque ['une des conditions

sutvantes est vérifiée:

1. K est normal et F est complétement continue;
2. K est régulier et F' est continue;

3. E est réflexif, K est normal, et F' est continue ou faiblement continue.

Pour la démonstration du théoréme, nous renvoyons le lecteur a [44].

Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach donne un critére général dans les
espaces métriques complets pour garantir I'existence et I'unicité d’un point

fixe d’une fonction.

Définition 1.3.7 [41] Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E

est dite k— Lipschitzienne de constante k > 0 si
Vu,v € B, d(f(u),f(v)) <kd(u,v).

Définition 1.3.8 [41] L’application k— Lipschitzienne f est dite une contraction si
ke (0,1).

Théoréme 1.3.2 [/1] (Théoréeme du point fixe de Banach)
Soit (E,d) un espace métrique complet, soit F une partie fermée de E, et soit

f+ F — E une contraction. Alors f admet un unique point fize.

Pour la démonstration du théoréme, nous renvoyons le lecteur a [41].

13



1.3. Quelques théorémes de point fixe

Définition 1.3.9 Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite compact si
toute suite {x,} de M admet une sous suite convergente vers une limite appartenant
a M.

M est relativement compacte si toute suite de M admet une sous suite conver-

gente vers une limite appartenant & E (i.e. si la fermeture de M est compacte).

Définition 1.3.10 Soit U un intervalle de R et soit {f,} une suite de fonctions

avec f, : U — RP. Soit |.| une norme quelconque dans RP.

(1) {fn} est uniformément bornée sur U s’il existe L > 0 tel que | f, (t)| < L pour
tout n et toutt € U.

(13) {fn} est équicontinue si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que sity,ty € U et

[ty — ta] < & alors |fn (t1) — fu (t2)] < e quelque soit n.

Théoréme 1.3.3 (Théoreme d’Arzela-Ascoli)
Si {f.} est une suite de fonctions réelles uniformément bornée et équicontinue
définie sur un intervalle [a,b], alors la suite admet une sous suite converge unifor-

mément sur [a,b] vers une fonction continue.

Mais dans notre travail, les fonctions qu’on va manipuler sont définies sur
des intervalles infinis (non bornés). Par conséquent, dans notre cas (projet),
le théoreme d’Arzela-Ascoli ne fonctionne pas, donc nous avons besoin de la
modification suivante :

Soit p : I := [0,00) — (0, 00) une fonction continue telle que sup; {|z (t)| p (t)} <
0o. Soit Q C E.

Définition 1.3.11 une fonction x € Q est dite presque équicontinue sur I si elle

est équicontinue dans chaque intervalle [0,T], 0 < T < oc.

14



1.4. Stabilité des systémes différentiels

Théoréme 1.3.4 [/6] Si une fonction x € Q est presque équicontinue sur I et

uniformément bornée dans le sens de la norme

lzll, = Sgp{!x ®)q @)},
ot la fonction q est positive et continue sur I et

lim Zﬂ =0,
t—00 q(t

~—

alors ) est relativement compact dans E.

1.4 Stabilité des systémes différentiels

L’émergence de la théorie de la stabilité a été a la fin du X 71X siécle par
Liaponov. Cette théorie a une large application dans divers domaines de la
physique et les mathématiques.

Pour r > 0, considérons C' = C ([0, T, R™) I'espace des fonctions continues
sur [0,7] a valeurs dans R™. Notons au passage , que cet espace muni de la
norme ||¢|| = supg<;<r [ (£)|, ¢ € C, est un espace de Banach. Considérons

donc le probléme & valeur initiale suivant
2 (t) = f(t,x), pourt > ty, (1.4.3)

x(t)=1(t) pour 0 <t <t (1.4.4)

ou ¢ : [0,%9] — R™ est une fonction donnée continue et f : R x C' — R”
une fonction continue. La fonction f (¢,x) est supposée satisfaire les condi-
tions nécessaires qui garantissent l'existence de la solution x (¢, to, ) a travers
(to, 1) du probléme (1.4.3)-(1.4.4) et d’étre continue en (¢,tp,1) du domaine
de définition de f.

15



1.4. Stabilité des systémes différentiels

Définition 1.4.1 [18] Supposons que f(t,0) = 0 pour tout t € R. La solution
triviale x = 0 de (1.4.3) est dite:

e stable en ty si pour tout € > 0, il existe 6 = § (g,ty) > 0 tel que:

|| <0 = |z (t,to, )| <e, Vt>to,

dans le cas contraire on dit que la solution est instable en t,
e uniformément stable si le nombre ¢ est indépendant de tg,

e asymptotiquement stable en ty si elle est stable en ty et s’il existe 61 = & (to) >

0 tel que:||v]| < 61 = limy o0 x (¢, t0,1) = 0.

Dans la suite, nous présentons quelques résultats de la stabilité des systémes
différentiels linéaires.
Systeme différentiel linéaire
Considérons le systéme différentiel le plus simple, & savoir le systéme linéaire
homogeéne :
Y' = AY,
avec Y € C™! et A € C™ ™. L’unique solution du probléme de Cauchy,

de condition initiale Y (ty) = Yp, est donnée par
Y (t,Yp) = ety

On a donc

Y (t,Yy) = Y (t, Zy) = 04 (Y, — Zy),

et la stabilité est liée au comportement de e*~*0)4 lorsque t — +oo, dont

la norme matricielle He(t*tO)AH doit rester bornée.

16



1.4. Stabilité des systémes différentiels

Théoréme 1.4.1 [6] Soient A1, ..., \p, les valeurs propres complezes de la matrice

A. Alors les solutions du systéeme linéaire Y' = AY sont
o asymptotiquement stables si et seulement si Re (\;) < 0 pour tout j =1,...,m;

e stables si et seulement si pour tout j = 1,...,m, ou bien Re ()\;) < 0, ou bien

Re (A;) =0 et le bloc correspondant est diagonalisable.

Exemple 1.4.1 La solution générale du systéme

¥ =—z+y ; x2(0)=2
y = 2y ;y(0)=-1
est donnée par
1 —1
X (t) = e — e
0 1

_\_
1

§

X
=
e -
. A

On voit bien que X (t) =00 0 ; la solution triviale est asymptotiquement stable.

Exemple 1.4.2 La solution générale du systéeme

/

¥ =2r—y ;2(0)=

17



1.4. Stabilité des systémes différentiels

est donnée par

1 (1 1
X(t) == e’ + e 2
5\ 1 4
-
1
I:l"'u B
a- ! | | ' |
0 : ] 3 g g
i

On voit bien que X (t) —_ 00 00; la solution triviale n'est pas stable.

18



CHAPITRE 2

Analyse fractionnaire

Dans ce chapitre, nous citons un apercu historique du calcul fractionnaire. En-
suite, nous donnons deux exemples de ses applications concrétes. Enfin, nous

donnons quelques définitions et résultats connus sur le calcul fractionnaire.

2.1 Historique

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui est, dans un cer-
tain sens, aussi vieux que le calcul classique que nous connaissons aujourd’hui:
Les origines peuvent étre retracées a la fin du XV I1¢ siécle.

Notre objectif dans cette section n’est pas d’établir un état de I'art complet
sur le calcul fractionnaire. Comme les domaines de recherche sont tellement
variées qu’il semble difficile d’avoir une présentation compléte. Pour cette
raison, nous allons fournir un apercu historique uniquement de la période de

1695 a 1974.

e 1695
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2.1. Historique

I’époque ot Newton et Leibniz ont développé les bases de calcul différentiel et
intégral. En particulier, Leibniz (1646 — 1716) introduit le symbole

e
pour désigner la dérivé n’*™¢ d’une fonction f. Quand il a indiqué dans une
lettre a de L’Hopital®™ (1661 — 1704) (avec I'hypothése implicite que n €
Ny :={0,1,2,...}), de I'hopital a répondu: "Qu’est-ce que (;‘;—nnf (x) signifie si
n = %?” En 30 Septembre 1695, Leibniz écrivit & L’Hopital dans une lettre que

cela méne a un paradoxe dont on tirera profit, un jour, d’utiles conséquences.

e 1730

Euler est le deuxiéme grand mathématicien a aborder la question. Dans son
article [12] ou il a présenté sa célebre fonction Gamma I' qui généralise la
factorielle (I' (n 4+ 1) = n!), il a achévé sur une définition pour la dérivée d’ordre
a > 0 de z#, avec p > 0; en commengant par: pour m,n € N avec m > n, on

a
dr m!
—a" = —a"" 2.1.1
dzn” (m—n)!x ( )

Gréce a sa fonction Gamma, (2.1.1) s’étend a une puissance m > 0.

.. T'(m+1)

dzn” I'(m—-n+1)

m—-n

Par conséquent, une définition pour la dérivée d’ordre réel o > 0 est donneé

par
d“ rpg+1
— 2P = Lxﬁﬂl. (2.1.2)
dx rp—a+1)
(W Avant lintroduction de l’accent circonflexe en langue francaise, le nom s’écrivit : "De
I’Hospital".
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2.1. Historique

e 1822

Fourier obtient une autre définition de la dérivée d’ordre réel grace a sa célébre
transformée.Il compose sa transformée (réelle) d’une fonction f avec sa trans-

formeée inverse

1 +00 +o0
f(x)= %/ / f(0)cos(p(x—0))dodp. (2.1.3)
Aprés, il remarque que la dérivée n®™¢ (n € N) du cos peut s’écrire comme
suit:
dn
I €08 (p(x—0)) =p"cos [p(m—@)—i—% : (2.1.4)

L’équation (2.1.4) a un sens si on remplace n par o > 0, ce qui permet de
définir la dérivée d’ordre v de cos (p (z — 0)) et ainsi la dérivée d’ordre « de la
fonction f

da 1 +oo +oo N aT
%f(x)—%/oo - 1 (0) p* cos p(x—9)+7] dfdp.

e 1823

Abel résoud le probléme du tautochrone généralisé, en utilisant le calcul frac-

tlonnaire.

e 1832 — 1837

Liouville est le premier a étudier de maniere approfondie le calcul fractionnaire
qui semblent attester les huit articles qu’il a publiés entre 1832 et 1837. Partant

de
dTL
—e" = a"e", 2.1.5
e (2.1.5)
pour n € N il a proposé de définir la dérivée d’ordre av de e** en étendant n

a o.
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2.1. Historique

Par conséquent, toute fonction f peut étre écrite sous la forme:
o0
fla)=>"cpe, (2.1.6)
k=0

posséde une dérivée d’ordre o > 0 donnée par

a
dx®

f(x)= chage“’“x. (2.1.7)
k=0

Pour prolonger cette définition & d’autres types de fonctions que (2.1.6), Li-

ouville remarque que :

1 (o]
VB3>0, V>0, 2= —/ u e du.
I'(8) Jo

En utilisant (2.1.5), il trouve :

d® _ (—1)a / 1
B _ a+pB-1_—zu
xr 7= u e "“du,
dx™ r'pB) Jo

&y (C)'T(a+h) .
pi =05 . (2.1.8)

Remarque 2.1.1 Bien que (2.1.2) et (2.1.8) sont différents pour les exposants
B, la limite B = 0 est problématique.

Par exemple, pour a = 1/2,

— la définition d’Euler donne:

1
dx?

— alors que celle de Liouville donne:
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2.1. Historique

Ce paradoze est effectivement résolu lors de l'utilisation de définitions mod-

ernes des dérivées fractionnaires.

1847

A partir d'une généralisation de la formule de Taylor, Riemann donne une

définition d’intégrale fractionnaire :

@ = [ @m0 w0 (e),

ol ¥ (x) est une “fonction complémentaire” qui fait obstacle dans ses travaux

ultérieurs.

Elle sera éventuellement abandonnée pour obtenir la définition moderne de

I'intégrale fractionnaire.

Remarque 2.1.2 Les progres les plus importants sont celles de Liouwville dans
ses multiples mémoires a [’école polytechnique entre 1832 et 1835, puis la con-
tribution de Riemann en 1847, rend les noms de ces deuxr mathématiciens

restent attaché.

1867 — 1868

Griinwald ensuite Letnikov suggérent de définir une dérivée fractionnaire comme
limite de différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite

de la différence finie.

1869

La formule définitive de ce qu’on appelle maintenant intégrale fractionnaire
de Riemann apparait pour la premiére fois dans le travail Sonin. Pour une

fonction complexe, dérivant n fois la formule de Cauchy (n € N), on obtient:

fo (2) = n_'/c (y i(j))n+1 dz.

27
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2.1. Historique

Sonin généralise cette formule & n < 0 et il obtient finalement une définition
de l'intégrale d’ordre o > 0, notée par I :
1

T2 ) = / a9 f () dy.

1892

Heaviside offre cette année la premiére application concréte du calcul fraction-

naire pour la résolution de 1’équation de la chaleur unidimensionnelle:

0 o 0?
aU(w,t) =a @U(m,t).

L’approche d’Heaviside est loin d’étre rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en

1919), mais donne la bonne solution, il constate que

U(x,t) = Upexp (—a:cpl/Z) )

Il assume alors que p/2U, = Uyy/nt... ce qui correspond a la dérivée d’ordre
1/2 de Uy. 11 obtient finalement la solution exacte, en développant la solution

en série entiére.

1917

Weyl introduit une définition de I'intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions
périodiques.

1927

Marchaud construit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire:

00 Al
DS f(z) = C/o ;£+(1x)dt7

ou a > 0,1 € N avec [ > « et c est une constante de renormalisation.

L’opérateur Al est une différence finie d’ordre .

24



2.1. Historique

e 1928

Hardy et Littlewood affirment dans leur principale théoréme que pour 0 < a <

let 1 <p<1/a, I est un opérateur borné de L? dans L, ou 1/q = 1/p—«a.

e 1937

Riesz donne une définition de l'intégrale fractionnaire pour des fonctions a

L R =t

o lz =yl

plusieurs variables:

Cet opérateur vérifie I* o I? = J*tF et AI*T2 = —]® ou A est lopérateur

Laplacien.

e 1970

Oldham et Spanier étudient Dans [37] le probléme du flux de chaleur a la
surface d'un conducteur thermique. Ils montrent que le flux de diffusion est
proportionnel & la dérivée 1/2 du paramétre physique lors d’un phénoméne de

diffusion.

e 1974

Ross organise dans cette année la premiére conférence sur le calcul fractionnaire

A I'Université de New Haven.

Il semble qu’une contradiction dans les définitions ait empéché une grande
réussite de la théorie, ce qui n’est certainement pas unifiée; En outre, ’absence
au début d’une interprétation géométrique ou physique claire de la dérivée
fractionnaire d’une fonction a largement contribué a ce que des champs de
recherche intéressants restent dans 'ombre. Le paradoxe des définitions dif-
férentes fut résolu par la compréhension du caractére non local de I'opérateur

de dérivation non entiére. Durant ces trois derniéres décennies, plus grand
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2.2. Applications du calcul fractionnaire

d’intéréts ont été prétés au calcul fractionnaire ainsi une diversification impor-

tante a été paru dans les domaines d’application.

2.2 Applications du calcul fractionnaire

Avant de passer a une étude des propriétés mathématiques des opérateurs dif-
férentiels fractionnaires, prenons un bref regard sur deux exemples : le premier
c’est le probléme de tautochrone résolu par Abel et le deuxiéme est un modeéle
résultant en mécanique ou dérivées fractionnaires peuvent étre utilisés avec
succes.
Equation intégrale d’Abel et le probléme de tautochrone
Abel était le premier & résoudre une équation intégrale par le biais du cal-

¥

Pilx,y)

cul fractionnaire [31].
Supposons qu’'un fil mince C' est placé dans le premier quadrant d’un plan

vertical et soit une particule glissant sous 'influence de la gravitation terrestre
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2.2. Applications du calcul fractionnaire

tel que sa vitesse initiale égale & zéro. Le probléme du tautochrone consiste a
trouver la forme de la courbe C de sorte que le temps de descente T de P a
I'origine reste le méme quelque soit le point de départ. Une telle courbe est
appelée une tautochrone.

Le probléme d’Abel est formulé comme suit : Soit s la longueur d’arc
mesurée le long de C' de O a un point arbitraire () sur C, et soit a 'angle
d’inclinaison. Puis —g cos « est 'accélération de d?s/dt? du particule, ou g est
la constante de la gravité, et

dn
ds

— COS (v.

Nous avons donc 1’équation différentielle
d*s _dn
a2 =~ s

A Taide du facteur intégrant ds/dt, on a

@2——2 +k (2.2.9)
o) = 2otk 2.

ou k est une constante d’intégration. Puisque la particule a démarré d’un
repos, ds/dt est nul lorsque n = y, et donc k = 2gy. Nous pouvons donc écrire

(2.2.9) comme suit
ds
— =—y2 —n).
o= V29 (y—n)
La racine carrée négative est choisi de tel sorte que t croit, s décroit.

Ainsi, le temps de descente T'de P & S est

1 ° 1
T=_——_ ds.
V29 Jp Vy—n

La longueur de I'arc s est une fonction de 7, c’est a dire

s="h(n),
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2.2. Applications du calcul fractionnaire

ou h dépend de la forme de la courbe C. donc,

1 0

vl (y — )2 [ (n) dn]

ou bien
y
VaT = [ty (2.2.10)
0
ou
ds
h(n)=—.
(n) a
Si nous prennons
fy)=h(y),

alors I’équation intégrante de (2.2.10) peut étre écrite avec les notations du

calcul fractionnaire comme

V2
S = 1'2f (y), (2.2.11)
r'(3)

ot I'/2 est I'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre 1/2. Comme

la dérivée fractionnaire est 'inverse gauche de 'intégrale fractionnaire il s’ensuit
D1/2 \Y% 2g

1
r'(3)

C’est notre formulation souhaitée. Il reste alors a résoudre (2.2.11) et

T=f(y).

ensuite trouver I'équation de C'. La résolution de I’équation (2.2.11) peut étre

trouvé dans le livre de Miller et Ross [31].

Un modéle en mécanique
Le modele a été proposé a I'origine comme une théorie par Nutting [34, 35].

(le détail peut étre consulté dans le livre de Kai Diethelm [8, pages 10-12|)
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2.2. Applications du calcul fractionnaire

Dans ce qui suit, nous voulons décrire le comportement de certains matéri-
aux sous l'influence de forces extérieures; en utilisant les lois de Hooke et
Newton. La relation que nous intéresse, c’est la relation entre la contrainte
o(t) et la déformation e(t), qui sont tous deux pris en fonction du temps t. La

loi de Newton est donnée par

o(t) = nDe(t),

ou 7 est la viscosité du matériau et D est la dérivée temporelle d’ordre un.

D’autre part, la loi de Hooke est donnée par

o(t) = ED(t) = Fe(t),

modélise la relation contrainte-déformation pour les solides élastiques ot
est le module d’élasticité du matériau et D° est la dérivée temporelle d’ordre
zéro (le symbole D? = I a été utilisé pour montrer la similitude entre les deux
lois).

Considérons maintenant une expérience dans laquelle la déformation est
manipulée d’une maniére controlée de telle sorte que, par exemple, (t) = t
pour ¢ € [0, 7] avec un certain 7" > 0. Il s’ensuit que la contrainte se comporte
comme

o(t) = Et,

dans le cas d’un solide élastique et
o(t) =n=cst,

pour un liquide visqueux.

Nous pouvons résumer ces équations dans la forme suivante



2.3. Calcul fractionnaire

ott g = F et ¢y = n. Evidemment le cas k = 0 correspond a la loi de
Hooke pour les solides et k = 1 se référe a la loi de Newton pour les liquides.

En pratique, il n’est pas rare de trouver des matériaux dits viscoélastiques
qui présentent un comportement entre le liquide pur visqueux et le solide
purement élastique. Toutefois, différents matériaux tels que des polymeéres,
ainsi que ’aluminium ont des caractéristiques intermédiaires entre 1’élasticité
et la viscosité. Ainsi, en s’inspirant des lois de Hooke et Newton, et avec

I'opérateur de dérivation fractionnaire, Nutting proposa la loi suivante
o(t) =vD%%(t), (2.2.12)

ou v est une constante dépendante du matériau utilisé et D® est la dérivée
fractionnaire d’ordre a € (0, 1). La relation (2.2.12) est souvent appelée loi de

Nutting.

2.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des définitions concernant le calcul fraction-

naire.

2.3.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.3.1 /23] Les intégrales fractionnaires (a gauche et a droite) de Riemann-

Liouville de la fonction f € L'[a,b] d’ordre o € RT sont définis par

IS f(t) = ﬁ/ (t—s)*""f(s)ds, z>a, (2.3.13)
et , ,
LY f(t) = m/t (t—s5)"" f(s)ds, = <b, (2.3.14)
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2.3. Calcul fractionnaire

respectivement. Pour a =0, on a
I =1 =1 (lopérateur identité).

Remarque 2.3.1 Lorsque oo =n € N*, I, et I;* coincident avec l'intégrale itérée
n—fois de la forme :

(mew:l%mlzwulmUﬁwﬁn
_ n—1

S ey A AOL

(I f) (x) :/:dtl /tlbdtg.../:lf(tn) dt,
1 b

e / (. — )" f(t)dt.

Remarque 2.3.2 Dans la suite, nous allons utiliser uniquement lintégrale frac-

et

tionnaire (a gauche). Pour simplifier, nous écrivons 1S au liew de I, et dans le

cas ot a = 0 lintégrale fractionnaire sera noté tout simplement 1
Exemple 2.3.1 Soit f (t) = (t —a)" ou p > —1, alors

N R O
Iaf<t) - F(Oé)/a (t_s)lfad

1 P (s—a) .
_F(a)/a (t—s)l—ad'

On pose le changement de variable s = a + (t — a) x, on obtient,

I2f (@)= %/0 (1- I)a_l xtdx
(t - a)/ﬂra
= WB (o, p+1)

(=T (@) T (1)
') T(p+1l+a)
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2.3. Calcul fractionnaire

D’ou
I'(p+1)

If(t—a)' = —————
2 (t=a) I'p+1+a)

(t— )"+

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété de semi-

groupe:
Théoréme 2.3.1 [23] Soit a, B > 0, alors pour toute f € L'[a,b] on a
IFILf(6) = I3 (1) = LIS F (1), (2.3.15)
pour presque tout t € [a, b].
Preuve. Soit f € L'[a,b], on a :

orh = t e 53—7'61 Tds
BENO = s | -0 [ =0 r@aras

par le théoréeme de Fubini on arrive a :

ayb _ t T t — 8 Y s— 1)t dsdr
BESO = [ 10 6= = ey s,

On utilise le changement de variable s = 7 4 z(¢t — 7), on obtient

arh _ 1 ! . _Ta-‘,-ﬂ—l ! oo a1 -1 g
T8 f (1) —/f()(t ) /0<1 2! 1z

o . a+,8—1
= 04+B / f(r dr
_ [a+,8f(

presque partout sur [a,b]. =
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2.3. Calcul fractionnaire

2.3.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.3.2 [23] Pour o € RT et n € N* tels que n — 1 < o < n, la dérivée

ractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction [ est définie par :
p

_a 1 a [t S
D:f (t) = Dnlg f (t) = m%/ (t — S) ! f (S) dS, t > a, (2316)
ou D" = jt—z.

Remarque 2.3.3 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction con-

stante non nulle est différente de zéro. En effet, pour 0 < o < 1 et ¢ une constante,

on a
c d [*
e s
e F(l—@)dt/a(t s) “ds, t>a,
c _
= (t—a)™“.
o~

Exemple 2.3.2 Considérons la fonction f(t) = (t—a)’ avec f > —1 et o > 0

pourn —1 < a <n, alors

I'(B+1)
(B+n—a+1)

Daf (t) = D" () = D"t~ )"

Il s’ensuit alors que, si (a« — B) € {1,2,...,n}, alors
DYf(t)=D"(t—a)*7 =0, je{l,2,..,n},

et si (a — ) ¢ {1,2,...,n}, on trouve

rp+1)

B—a
F(B——Og—l—l)(t_a> ,a<t<b.

DG f(t) =

Le lemme suivant montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

est I'inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire :
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2.3. Calcul fractionnaire

Lemme 2.3.1 [23] Soient o > 0 et f € L'[a,b], alors on a
DRIGT(t) = f (1),
pour presque tout t € [a, b)].
Preuve. Utilisant le Théoréme (2.3.1), on trouve
DRIZf (t) = DM LG f (t) = DI f () = f (1),

presque partout sur [a,b]. ®
Une condition suffisante pour l'existence de la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville est donnée par le résultat suivant:

Lemme 2.3.2 [23] Soient a >0 etn=[a]+1. Si f € AC"[a,b], alors la dérivée

fractionnaire DS f existe presque partout sur [a,b] , en plus elle est donnée par

) (g - 1 L) (g
Daf () :Zf(lf—i-kf—)oz) (t=a)"" - F(n—a)/a (tis)(g_)"ﬂd&

k=0
2.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 2.3.3 /23] La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o« € R pour une
fonction f est définie par

1

CDSf(t) =10 f) (¢) == e / t (t— )" f0 () ds, (2.3.17)

avec n = [a] + 1 ou [a] désigne la partie entiére de c.
Exemple 2.3.3 Soit f(t) = (t —a)" ou p >0, alors pour 0 <a <1 ona
"DRf () = L7 (1) = 0 (= 0)

. I ! -« pn—1
.—m/a (t—s) “(s—a)" " ds, t>a.

34



2.3. Calcul fractionnaire

En utilisant le changement de variable s = a + (t — a) z, on obtient,
H o [
‘Df(t)= ————(t—a) *™ L —2)™d
0= e - [ e i

— ey (= A~ ).

Par conséquent

I(p+1)

e AU

‘DS (t) =

Remarque 2.3.4 Contrairement a la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée de

Caputo d’une fonction constante non nulle est nulle.

La relation entre la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée

de Caputo sur 'intervalle [a, b] est donnée par le théoréme suivant

Théoréme 2.3.2 [23] Soient a > 0, n = [a] + 1. Si f posséde n — 1 dérivées en a

et si D*f existe, alors :

‘Dif (t) = Dy

ol opk)
r-S1 kkl(@ (t— a)’“] , (2.3.18)
pour presque tout x € [a,b].

Preuve. d’aprés la définition de la dérivée Riemann-Liouville on a :
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2.3. Calcul fractionnaire

En utilisant I'intégration par

- § 10
D o S_”*l
—/G—M_a) 6=

-1 n-l
“Th—atl) _f(s)_ko

1 t .
+F(n—oz—|—1)/a<t_8)

ou

n—1 (k) a i
e [f(t)—sz!()(t—a)]

partie :

te]

s
n—1

k=0

=I;7*"'D | f [

poursuivre de la méme maniére n—fois, on obtient:

nfl
e [ Z

k=0

t—ak]

n—1 (
_ I;L—a—i-nDn f (t) o f kll‘(a) (t . a)k
L k=0 )
B n—1 (
— e -3, k;‘(“) (t —a)*
L k=0 ’

or Zn 1 f(k) (
nfl
we -2
=0
par conséquent,

n—1 f*)(a
D [ (t) = oh0d L

pour presque tout x € [a, b].

(t-a)| =

J— C «
= Da,

36
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710032

n—1

k=0

(t—a ] = I OD"f (1)

DM InI"e DR f (¢)
= I;7*D"f(t)

— a)k est un polynéme d’ordre n — 1, on obtient donc :



2.3. Calcul fractionnaire

Remarque 2.3.5 Pour 0 < o < 1, la relation (2.3.18) devient
“Dif (t)=Dg[f(t) — f(a)]. (2.3.19)

La dérivée fractionnaire de Caputo est I'inverse gauche de 'intégrale frac-

tionnaire de Riemann-Liouville:
Théoréme 2.3.3 [23] Si f € Cla,b] et sia >0 (n—1<a<n), alors
DYIZf(t)= f(1). (2.3.20)

Le théoréme suivant nous montre que la dérivée de Caputo n’est pas I'inverse

a droite de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville:
Théoréme 2.3.4 [23] Si f € AC"[a,b] et siaw>0 (n—1<a<n), alors

— f(k) (a) k
IDYf(t) = f(t) — (t—a)"; Vtela,b]. (2.3.21)
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CHAPITRE 3

Systémes d’équations différentielles

fractionnaires a retards constants

3.1 Introduction

Ce chapitre fait I'objet de I’étude du systéme d’équations différentielles frac-

tionnaires a retards constants de la forme suivante

CDa.Z‘j (t) = fj (t,ﬂﬂj (t) , L1 (t — Tl) yeeey Ly (t — Tn)) y j = 1,2, ., n, t Z O
(3.1.1)

avec la condition

z(t)=®(t) >0, te[-70], (3.1.2)

ou ‘D est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € (0,1), z (t) =
(z1(t),..., 7, (t))", ot " désigne la transposée du vecteur et f; : Rt x C"+! —
R* sont continues ou C' = C ([—7,00], RY) . @ (t) = (¢1 (L), ..., dp (t)) est un
vecteur donné, tel que ¢; (t) € C ([—7,0],R") lespace des fonctions continue

de [-7,0] dans R*, 7 = max7;, ou 7; > 0, j = 1,2,...,n, n € N, sont des
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3.2. Existence de solution positive

constantes.
Ce probléme est motivé par le travail de Ye et al. [43]. Ils ont étudié le

probléme d’équation différentielle fractionnaire non linéaire suivant

Dz (t) =z (0)] == (t) f (£, 2) , t€(0,T], T < oo,

z(0) (3.1.3)
z(t)=¢(t) >0 , te[-r0],

ot D* est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o € (0,1) ;
¢ et f sont continues. En utilisant la méthode de sous et sur solution, ils ont
donné des conditions suffisantes de I’existence de solutions positives. Ils ont
montré également 1'unicité de la solution, en appliquant le théoréme du point
fixe de Banach.

Dans notre travail, nous étendons ce résultat au systéme d’équations général-
isant celle de (3.1.3). Nous étudions, dans un premier temps, 'existence de la
solution positive du probléme (3.1.1)-(3.1.2). Nous traitons ensuite 1'unicité
de la solution positive. L’intervalle étant infini (ce qui correspond & pren-
dre T = 00), nos résultats sont globaux. Par ailleurs, le caractére infini de
I'intervalle nous améne a considérer un espace fonctionnel dont la norme est

pondérée par une fonction bien choisie.

3.2 Existence de solution positive

Dans cette section, nous démontrons I’existence d'une solution globale positive.
Tout d’abord, nous allons présenter dans le lemme suivant 1’équivalence entre

le probléme (3.1.1)-(3.1.2) et une équation intégrale.

Lemme 3.2.1 Le probléeme (3.1.1)-(3.1.2) est équivalent avec

z; () =¢; (0)+I9f; (t,x; (1), 21 (E—T1) ooy Tn (T —T0)) -
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3.2. Existence de solution positive

Preuve. Pour ¢t > 0, 'équation (3.1.1) peut s’écrire comme
IliaDl'j (t) = fj (t, T (t) , L1 (t — 7'1) yeeey Ly (t — Tn)) .
Appliquant 'opérateur 1 sur les deux cotés,

IDx;(t) =1°f; (t,xj () , 21 (t —71), o, xn (E—T0)) .

xj(t) —x; (0) =19 (t,x; (1), 21 (E—71) ooy (E—T00)) -

Alors

z; () =¢; (0)+1%f; (t,x; (1), 21 (t—T1) .o, xn (T —T00)) -

[ |

Maintenant, nous définissons 1’espace E sur lequel nous cherchons la solu-
tion du probléme.

Soit E = [C ([-7,00),RT)]" la classe de toutes les fonctions n—vecteurs

colonnes continues avec la norme
n
| =) " sup {e M |z; (1)|}, z € E.
j:1t6R+

(E,||.]|) est un espace de Banach. En effet, soit (u,) C F une suite de

Cauchy. Nous allons montrer que u,, - u C E :
e g, (8) =’ (8)] < |uf, (t) = (t)],

donc

Y

Z sup {e_Nt |uil (t) —u’ (t)‘} < Z sup }uﬁl (t) —u? (t)

+ +
=1 teR =1 t€R

il s’ensuit que
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3.2. Existence de solution positive

[un = ull < flun = ull

Comme (E,||.||,) est un espace de Banach, donc |lu, —ul/,, < €. Par
conséquent

|lun, — | <e.

Soit le cone K donné par
K={zeFE:z;(t)>0,t>—-7, j=1,2,..,n}.

Et soit
D={zeK:z(t)=o(t),—7<t<0}CK.

Nous définissons I'opérateur intégral F' par

(1), te|—-T1,0
Frz; = ¢ () | ],j:1,2,...,n.

(bj (0) + Iafj (t, 37]' (t) , L1 (t — 7'1) yeeey Ly (t — Tn)) y t>0
Nous proposons les hypothéses suivantes :
H,) Tl existe g;,;; : RT — R™ continues, telle que
( 95, Vij ) q

fi (tug, v, 0) < g5 (uy) + Z@/JU (v;) pour j=1,2 ... n.
i=1

(Hy) ¥ A, 3 By, B, : g;(A) C By et Yij (A) C B;, ot A, B; et B; sont des sous-

ensembles bornés dans D pour 2 = 1,2, ..., n.
Pour prouver nos principaux résultats, nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 3.2.2 Supposons que les hypotheses (Hy) , (Hy) sont vérifiées, Alors l’opérateur

F : D — D est complétement continu.
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3.2. Existence de solution positive

Preuve. L'opérateur F' : D — D est continu, en vue de 'hypotheése de la

positivité et la continuité de f.

Soit G C D borné, c’est a dire il existe une constante [ positif tel que

||| <1, Vz € G.

Pour chaque xz € G, Compte tenu de 'hypothése (H;) on a pour j =

1,2,...,n:

[Fz; ()] <

IN

Donc

™M | Fa; (1)

65 (0)] + Jy “F5 N fi (8025 (8) @1 (5 = T0) ey T (5 — 7)) | ds
165 (0)] + fy S5 1g; (s ()| ds
1 1f0 |ww (zi (s — 7))l ds.
< e Mg (0)] + [y Y5 e Ne N g (a(s))| ds+
+ i 1fo F(a) N=stm) = Ne=m) [y (2, (s — )| ds
< @l + supecgs {eVE lg; (2 ()]} Ji CEb—e N9 dst
+OY, T R e NNy (1 (0)) | d
< [|@|| 4 supeeg+{e N |g; (5 (€ |}f0 = e N(t=8) ggt
+ Yo supecgs{e N [y (2 ( ]}ft o Lﬁle_N(t_g)alQ.
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3.2. Existence de solution positive

D’aprés I'hypothése (Hy), il existe L;, L; tel que

Lj = supeer{e ™ [g; (7 ()}, Li = supeeg+{e™™ 1hy; (2: ()]}, VJ et en

effectuant le changement de variable u = N (t — s) on aura

Nt o1

e M Fxi ()] < ol + L [y werye “du

Nt g1 “Nr
+ Zz lL f NO‘F(a) ‘e deu'

Donc

N1/
e N Fz (1)) < 1+ L+ZN+L
Ainsi F'G est borné.
Ensuite, nous allons montrer que F'G est localement équicontinue. Il y a

trois cas possibles pour j =1,2,...,n

Cas 1. Pour chaque z € G, ¢; > 0,VT € [0,00), t1,t5 € [0,T], t; < to. Soit

1

_(_atery T - | |
0j = (2<Cj+2?lc;)) , puis quand to — t; < J;, on a:
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3.2. Existence de solution positive

IN

IN

IN

|[Fxj (1) = Faj (t2)]

t —s a—1
IS (tlr(o)[) Ifi (8,25 (8), 21 (S —T1) sy (8 — 7)) | ds

t _s a—1
Jo B 115 (5,25 () a1 (s = 71) ooy (s — 7)) | ds

t —s a—1
S f (s, () 01 (5 = 1) oo (5 — 7)) ds

rs fy (=97 = (t2 = )" gy (5 (5)) + o0y ¥y (i (5 — 7)) ds+

Sl gy (s (5)) + Y0y g (2 (s — )| ds

iy ot (8= 9)"7 = (ta = 8)"7) {lgy (2 ()] + |20, vy (i (s — 7)) [} ds+

S g, (ay ()] + 10, g (@i (s — 7))} ds.

3l > 0 tel que pour x € G, |z|| < I, alors |z, ()| < [Nt < [eNT. En
effet, le sous-ensemble X = {z (t), ¢t € [0,7], x € G} est un sous-ensemble

borné fermé. Donc g;,;; ont un maximum sur X. Par conséquent, 3 ¢;, ¢} :

¢ = Supyepoq) |9i (i ()], ¢ = supeory [¥ij (i (E = 7)), Vio = 1,2,...n.
Alors
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3.2. Existence de solution positive

IN

IA

|Fzj (t) — Fj (t2)]

IN

s Syt (=) = (b= ) (¢ + X0, &) ds+

t _s a—1 n
+ ) (t2r(2y) (¢ +2imici)ds

< —Cj+pz(:%lc; { (fl ((tl —5)" = (ty —5)" 1) ds + ftQ (ty — )" ! ds}
< SRR (ty — 1) 1 — 13+ (b — 1))

T, o« _ et dsa
< QW (t2 - tl) < 2%5;‘ =€

Cas 2. Pour chaque z € G, ¢; > 0, t; € [—7,0], t2 € [0,T],VT € [0,00).
Puisque ¢; € C[—7,0], 30" : |¢; (t1) — ¢, (0)] < 2 quand 0— #; < ¢§'. Quand

. e;'(a+1) @ .
to — 11 < 6]', 5j = min ((s/, <m) ) , on a:

|Fzj (t) — F; (t2)]

(65 (1) = 5 (O)] + Jo Lol £ (5,25 (5) 00 (5 = 71) oo T (5 — 7)) s

D o O {g; (x ()] + X0y [y (i (5 — 7)) [} ds

& 1 G2 i1 Ca
2 + al'(a) tQ

€ cj+
J+ J (Za:jrll 15‘;!
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3.2. Existence de solution positive

Par conséquent

‘Fl’j (tl) —Fl’j (tz)’ < %]‘i‘ %J = 6]’.

Cas 3. Pour chaque x € G, ¢; > 0, t1,t2 € [—7,0]. En fait, par continuité

de ¢;, quand ty —¢; < ;, on a
|[Fxj(t) — Faj (t2)] = 95 (1) — @5 (t2)] <.

Par conséquent, F'G est équicontinue dans chaque intervalle borné. Nous
appelons maintenant le Théoréme (1.3.4) pour conclure que F'G est relative-
ment compact. Par conséquent, 'opérateur F' est complétement continu. Ceci

achéve la preuve. m

Dans la définition suivante, nous introduisons la définition de sous et sur so-

lutions de I'équation (3.1.1).

Définition 3.2.1 La fonction u € E est appelée sous solution du probléeme (3.1.1)-
(3.1.2) si

CDQUj (t) S fj (t,uj (t),u1 (t—Tl)...,Un (t—Tn)), tZO, j: 1,2,...,71,

et
u(t) <o(t), tel-,0]

De méme, la fonction v € E est appelée sur solution du probléme (3.1.1)-(3.1.2)

St

‘D%, (t) > fj (t,v;(t), o1 (t —71) v, (t—7,)), t>0, j=1,2,..,n,
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3.2. Existence de solution positive

et
V() > D (1), tel[-r0.

Si les inégalités sont strictes, u (t) ,v (t) sont appelées sous et sur solutions strictes.

Suite a cette définition, nous donnons le résultat d’existence pour le prob-

leme (3.1.1)-(3.1.2).

Théoréme 3.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hs) sont vérifiées, et Sup-
posons:

(Hs) Pour j=1,2,...n: f; : RT x [C (-7, 00), RT)]"* = R* est une fonction
continue et croissante pour chaque t € [0,00).

(Hy) uo = (ub,...out) ;oo = (v},...,08)" sont respectivement des sous et sur
solutions du probléme (3.1.1)-(3.1.2) , satisfont ug (t) < vo (t), t € [0,00), ug,vg € D.

Alors le probleme (3.1.1)-(3.1.2) a au moins une solution positive globale.

Preuve. Par le Lemme (3.2.2), on a ' : D — D est complétement con-
tinue. Et par (3.2.4), uf, v} sont respectivement des sous et sur solutions de

F. Par (H3),z,y € D,z <y,onapourj=12 .. n:

Fa;(t)=x; (0)+1°f; (t,z; (t) ,x1 (t —T1) ooy @ (T — T0))
<y (O)+ 195 (6 y; (), 01 (E=71) 5 oo Y (= 7))

< Fy; (t).

D’ou F' est un opérateur croissant. Il est clair que, pour i = 1,2, ...,n: Fu} >
ul, Ful < v par la définition de sous et sur solutions de F. Ainsi, F' : (ug, vo)
— (ug, vg) est un opérateur continu compact. Comme K est un cone normal,
d’apreés le Théoréme (1.3.1), ' a un point fixe x € (ug,vp). m

Voici un autre résultat d’existence pour le probléme (3.1.1)-(3.1.2).
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3.3. Unicité de la solution

Théoréme 3.2.2 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hs) sont vérifiées, et Sup-
POSONS:

(Hs) II existe une fonction H (t) = (hy (t), ..., h, (t))", t > 0 positive, telle que

fia; (), z1(t—71),.,xn (t —7)) < hj(t), t>0.

ouVit>0: fg (t}?):)ilhj (s)ds < oo. Alors le probleme (3.1.1)-(3.1.2) a au

moins une solution positive globale.

Preuve. Considérons le probléme

cDu (t) = 0, t> ,

4 L, 1=1,2,...,n. (3.2.5)
uy (1) = ¢; (1), —7<t<0

Evidemment, I'équation *D%uj (t) = 0 a une solution u}, (t) = &; (0), t > 0,

i=1,2,...,n, qui est une sous solution du probléme (3.1.1)-(3.1.2) . De méme,

considérons le probléme

D (t) = hi (t) > fi(tx; (8) 21 (E—T1) s ooy (E—T0)) s t>0 Lo
y 1= 1,4,
wt)=ei(t), —T<t<0
On a t »
vé(t):¢i(0)+/0 %hi(s)ds, t>0

est une sur solution du probléeme (3.1.1)-(3.1.2) , et uj (t) < v} (t). D’apres le
Théoréme (3.2.1), le probléme (3.1.1)-(3.1.2) a au moins une solution positive.

3.3 Unicité de la solution

Dans cette section, nous discutons 1'unicité de la solution.
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3.3. Unicité de la solution

Théoréme 3.3.1 Soient f; : Rt x[C ([—7,00), R)]"™ = RT continues et satisfont
la condition de Lipschitz pour j =1,2,....n

)

|fj (t Uj, ULy - Un) — fj (t vy, V1, ...,Un)|

<1 |uj—vj|+z kijlui —vil, 5 =1,2,...,n.
Alors le probleme (3.1.1)-(3.1.2) a une unique solution globale positive.

Preuve. Soient u,v € D, Alors:

|Fuj (t) — Foj (1)]

! (t—9)"" s)*
= / T
x |f] (5,15 (s)

/ t—S {l |U] |+Zk1]|uz Z Z(S_Ti>|}d8

/ hfuy 0) - |ds+2ku/ﬁ\uxs—n)—ms—m\d&

U (s —T1) ey tn (s — 7)) — fi (8,05 (s),v1 (s —71) .oy 0 (8 — 7)) | ds

| N

| /\

Soient I = Y |l;], k= > |k;| = > maxy; |kij| . Alors
j=1

J=1 J=1

e N | Fu; (t) — Fu, (t)|
t $)™ 1 _ s
<y fy Bl e NNy (5) — v (s)| dst

+ k, Zf() = fN(t s+‘rl) —N(s—T1;)

i (s — 1) — v (s — )| ds.
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3.3. Unicité de la solution

IN

L sup {e™N¢ |u; (&) — v; ( |}f0 o) e N9 gs
EERT

s sz OB N0 =Ny, () — v, (6)] 6

< I sup {6 N Juy (&) — v ( |}f0 (@) e_N(t_S)dS+
¢eR+
3k sup {e N s (€) — v ()} J1 b e V-0
i=1 ¢eRt
< Iy sup {7 fu; (&) — vy ( ‘}Na (@) udu+
EERT
+ kj Z sup {e N, (€) — v ( |} N;l S wdu
i=1£eRT
7N7',L
< =) + & Z u—vll
Ltk >or e N
< TR,y
Par conséquent,
n
|Fu— Fo| = Y sup e N |Fu; (t) — Fu; (¢)]
j=1teR+

IN

N Ltk S e N
> e

u— v
=1

k3o e N
Na

IA

u — v
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3.4. Exemples

Donc,
L+ kY, e
Na

Nous choisissons N assez grand de telle sorte

[Fu— Fol| < [l — ol

kYo e N

=t < 1. Alors,

d’apreés le théoréme de point fixe de Banach, F' a un point fixe unique dans D,

qui est I'unique solution positive. m

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1 Considérons le probléme

CDaZEj (t) = Z aj,-xi (t — Ti) y t Z 0
i=1 ,7=12,...,n (3.4.6)
z(t) =2 (t) =0, —7<t<0

ot A = (Clji)

xn €St une matrice donnée. Les hypotheéses (Hy) — (Hy) sont véri-

fies, alors d’aprés le Théoreme (3.2.1), le probleme (3.4.6) a au moins une solution

n
positive. En outre, Y ajz; (t — 7;) satisfait la condition de Lipschitz , alors d’aprés
=1

le Théoréme (3.3. 1)76 probleme (3.4.6)a une unique solution globale positive.

Exemple 3.4.2 Considérons le probléme
CDaZL'j (t) =

k=1
z(t) = (t) >0, T <t<0

2
(L'j(t—Tk)

2y 20

L i=1,2,..n. (3.4.7)

Les hypothéses (Hy) — (Hy) sont vérifices, alors d’aprés le Théoréeme (3.2.1), le

probléme (3.4.7) a au moins une solution globale positive.
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CHAPITRE 4

Systémes d’équations différentielles

fractionnaires a retards variables

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude du systéme d’équations différentielles frac-
tionnaires & retards variables.
Dans [11], El Sayed et Gaafar ont considéré le systéme différentiel fraction-

naire non linéaire & retards constants

Doz (t) = fi(t,z1 (1) ooy (O) + gi (L1 (E—71) sz (E—1y)), t€(0,T],T < o0
z(t)=®(t) pourt <0 et lim;,o- ®(t) =0
1'%z (t) |4=0 = O,

ot D® est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o € (0, 1).
Ils ont établi des conditions suffisantes pour l'existence d’une solution unique
dans un intervalle borné en utilisant des théorémes de point fixe. En outre, ils

ont démontré la stabilité de la solution.
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4.1. Introduction

Dans [14], Gao et al. ont étendu cette étude & une classe d’équations dif-
férentielles fractionnaire non linéaires avec retards constants sur un intervalle
infini

Do (t) =S a4y (1) f (b (B),a(t—7)), >0,
z(t)=¢(t) pourt <0 et limy - ¢(t) =0,
Iz (t) |4=0 = 0.

Alors que les travaux précédents, et la plupart des travaux existants, se con-
centrent sur I’étude des problémes a retards constants, nous nous intéressons
a l'étude d’un systéme d’équations contenants des retards variables. Précisé-
ment, nous considérons le systéme d’équations différentielles fractionnaires a

retards variables de la forme suivante:
‘D%, (t) = i fig (i ()2 (t—7;(2)), i=1,2,...,n, t>0, (4.1.1)
j=1
avec la condition
xz(t)=®(t), tel|-70], (4.1.2)

ou “D* est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € (0,1), x (t) =
(z1(t),..., 7, (t))", ot/ désigne la transposée du vecteur et f;; : R¥ x R? — R
sont continues pour 4,5 = 1,2,...,n, 7; sont des fonctions a valeurs réelles
continues définies sur R, tels que 7 = max {sup,cp+ 75 (¢) : j = 1,2,...,n} > 0,
et ®(t) = (p1(t),...,0n (1)) est un vecteur de fonction définit sur [—7,0] a
valeurs dans R".

Notre but est d’établir des conditions suffisantes pour ’existence et I'unicité
d’une solution au probléme (4.1.1)-(4.1.2), en appliquant le principe de contrac-
tion de Banach. En outre, nous prouvons la stabilité uniforme de la solution.

Il est important de noter que nos résultats sont valables méme dans le

cas ou les équations sont de type mixte. C’est-a-dire, des équations dont les
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4.2. Existence et unicité de la solution

arguments avanceés et retardés. Cela fait une différence nette avec les travaux
précédents (voir Remarque (4.2.1) ). Ainsi, le présent travail généralise les
résultats obtenus dans [11, 14].

Ce chapitre est organisé comme suit : En premier temps, nous prouvons
I'existence et 'unicité de la solution de tel probléme. Ensuite, nous montrons
la stabilité uniforme de la solution du probléme (4.1.1)-(4.1.2). Enfin, nous

donnons quelques exemples illustratifs.

4.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, notre objectif est I’étude de 'existence et 'unicité de la so-
lution du probléme (4.1.1)-(4.1.2) . Nous commengons par établir I'équivalence
entre le probléme (4.1.1)-(4.1.2) et une équation intégrale dans le lemme suiv-

ant:

Lemme 4.2.1 La fonction vecteur x (t) := (z1(t),...,z, (t)) est une solution du

probléme (4.1.1)-(4.1.2) si et seulement si

sy~ L B OIS G 0, = m 0), >0 o

i (t), te[-m,0], 1=1,2,...,n
Preuve. Pour ¢ > 0 et i = 1,2,...,n, 'équation (4.1.1) peut s’écrire

comme

Il_anL'i (t) = Z fij <t7 T (t) y Lj (t — T (t))) :

Appliquant I'opérateur I sur les deux cotés,

IDz; (t) = Z I fij (b (), (8 — 75 (1)) -

z; (t) — 2 (0) = Z I fig (s (8) 2 (8 — 75 (¢))) -
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4.2. Existence et unicité de la solution

Alors

z; (t) = ¢ (0) + Z I fig (8,2 () 2 (8 — 75 (1)) -

Considérons l'espace £ = [C'([—7,4+00),R)|" la classe de toutes les fonc-

tions n-vecteurs colonnes continues, muni de la norme
n
lzlly = sup {e ™ |z (1)[}, z € E,
i—1 LERT

ot N € R* sera choisi plus tard. Nous définissons 'opérateur intégral
F:E — FE par
¢ (0) + 2 Iy (2 (), 25 (=75 (1)), ¢>0
Fz; (t) = =1

sz' (t) s t e [—T, 0]

Nous énoncons maintenant le théoréme principal de ce chapitre :

Théoréme 4.2.1 On suppose que:
(Hy) Soient f;; : RT x R* — R des fonctions continues et satisfont la condition

de Lipschitz
| fig (i, y5) — fig (6w, v5)| < ki |lzg — wl + by ly; — v,

ot ki by > 0,4,5=1,2,....n.
(Hy) Pour j=1,2,...,n, 7, € C(R,R) et

7 (t) > -1, t>0
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IN

(Hs) Pour j =1,2,...,n, 3t; >0

(1) >t VEeo]
7 (1) <t, VteEt;, oo

(Hy)
nt® [Z k; + Zhje] <1,
i=1 j=1
alors le probléme (4.1.1)-(4.1.2) a une solution unique.

Preuve. Soient x,y € E, pour i = 1,2,....n on a

|Fa; (t) — Fyi (¢)]
‘Z] 1fo trs():) : {fij (s,2: (s) ,2j (s = 75 () — fij (s,5i () ,y; (s — 75 (5))) } ds
S Sy g (s, (5) oy (5 — 75 () = fig (5.3 (5) w5 (s — 75 () ds

pour simplifier, nous mettons 7;(s) = s — 7;(s). Compte tenu des hy-

pothéses (Hy) et (Hs) on a

[Fag (8) = Fyi (0] < S5y ki Jy S5 [ () — i (s)| ds+

+ i hy fo F(a) |¢J (rj (s)) — ¢; (r; (s))| ds

S by R s (g (5)) =y (r; (5))] ds

< nki fy Sl 1w (s) — i ()| ds+

+ Tk, S L (s (5)) = (ry ()] ds

J
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D’ou

e N Fay (t) — Fy; ()]

< nk; [, (t}s(zjle_N(t_s)e_Ns i (s) — i ()| ds+
n t (=)' _N(t—r;(s)) ,—Nr;(s
+ Sy f) e N e N (g (1 (5)) =y (1 (5))] ds
< nk; sup {e Nz (¢ @)} [y ) N(t=9) s+
geR+
n —Nrj t $)* ri(s
+ 2 hﬂ'f%@ {e VO | (r; (€)) = y; (r; ()} [y, gi—e N ds
S
En effectuant le changement de variable w = N (¢t — s) on aura
e N[ Fay (t) — Fy; ()]
< nk; sup {e Mz (&) —yi (9|} 7= u 1067udu+
EERT
+ by sup {7y (O =y (€)1} 3 Y e e W
geR
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IN

IA

IN

Compte tenu de I'hypothése (Hs) on a

e N[ Fay (t) — Fy; ()]

nk; sup {e M |z; (&) — v; (§)|} o= ut lafule—
EERT
> i1l sup {e=N¢z; (& O} 7= N(t f) “?;;e_ueNTdu
geR
e RAEA (O} + 2 Hs sup {e™ [a; () —; ()1}
gERT ¢ER+

Nt
o e =yl

. h
7&_% |z —ylly + Z?:l

Par conséquent

>y sup {e N [P () — Fyi (1)}

teR+

< X+ L T e | e =yl

IN

R |0 ke X b e =yl
On choisit N = %, on a

Zsup {e N\ Fa (t) — Fy; (t }<n7‘

+
_q teR

Zk +Zh e] |z =yl -
De 'hypothese (Hy) on a nt® [Z?:l ki +200 hje] <1.Alors, F: E— E

est une contraction, d’ott F' a un unique point fixe x = Fx qui est I'unique

solution du probléme (4.1.1)-(4.1.2). m
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4.3. Stabilité

Remarque 4.2.1 Notons que, si pour j la fonction a retard ;(t) prend des valeurs
négatives, ce qui est possible dans les hypothéses (Hy) et (Hz), alors (4.1.1) sont des
équations avec des arquments avancés. Ainsi, le signe des fonctions a retard étant
arbitraire, les équations du systéme considéré (4.1.1) peut contenir les deuz types de
déviation de [’argument c’est a dire le retard et [’avance.

Autant que nous savons, il n’y a pas d’études publiées traitant de ces questions
pour ces systemes d’équations. Cependant, concernant les problemes auzx limites
d’ordre fractionnaire, quelques résultats sur [’existence de solutions sont obtenues
dans [42]. Mais dans [42], les auteurs ont considéré uniquement un argument

avancé, et ils n’abordent pas la question de 'unicité (et la stabilité) de la solution.

4.3 Stabilité

Dans cette section, nous étudions la stabilité de la solution du probléme (4.1.1)-
(4.1.2). Tout d’abord, nous rappelons la définition de la stabilité uniforme de

la solution.

Définition 4.3.1 La solution du probléeme (4.1.1)-(4.1.2) est stable si pour tout € >
0, il existe & > 0 pour toutes les deux solutions x (t) = (x1 (t),...,z, (t)) et T (t) =
(1 (), ..., @0 (1)) avec la condition initiale (4.1.2) et & (t) = ® (t) pour t € [—T,0]
respectivement, on a H@—%H < 6, alors ||z — Z||y < € pour tout t > 0. Ou ||.||

est la norme supremum définit par ||[¥]| = >7 | max |¢; (t)|, pour tout vecteur de
t

€[—,0]
fonction bornée ¢ de [—T,0] vers R™.

Théoréme 4.3.1 Supposons que les hypothéses (Hy)-(Hy) du Théoréme (4.2.1)

sont vérifiées, alors la solution du probleme (4.1.1)-(4.1.2) est uniformément sta-

ble.

59



4.3. Stabilité

IN

IN

IN

Preuve. Soient z (t) et Z (t) les solutions du systéme (4.1.1) sous les con-

ditions (4.1.2) et {Z () = ® (t) pour ¢t € [—7,0]} respectivement, alors pour

t > 0, de (4.2.3), nous avons pour

z; () — 7 (t)

6:(0) = 6 (0) + 227y I {fyy (t (8) 0y (¢ — 75 (£))) — fig (8,2 (1), &5 (t = 73 (1))}

Compte tenu des hypothéses (Hy) et (H3) on a

|z (1) — 7 (1))

¢; (0) — ¢; (0)) +

S e S fig (s (5) 2y (5 — 75 (9))) — fig (5.8 (5) 35 (5 —

#: (0) — ()+zjﬁfws>|%)—@@mw+

n t; (t—s)* !
Zj:l h; foﬂ ( F(L)

¢j (s =75 () — dj (s —7;(s))| ds

STy f S (s = 73 () = 5 (s — 7 (9)) | ds

01 (5) = i (5)| -+ ki fy U5k i (5) = 3 (5)] ds+

maXse[—r,0]

65 (s) = ; ()

n
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IN

+ Yo h

D’ou

e Nt |ZL’Z (t) —X; (

—Nt
€ maXse[—r,0]

e Zj:1 maXse[—r,0]

e e ORI O)

t)|

& (5) — & (s)‘ ks [

¢J<) ¢J()

oc+1)

a—1

-

— Zj (s — 75 (s))| ds

e NE=9)e=Ns |3, (5) — 7 (s)| ds+

(t—1t;)"]

t Sa 1 o ri(s ri(s had
-y f (t=s)*"" ) e N @) e= N1 () |30 (1) (5)) — 75 (15 (5))] ds

maXse[—r,0]

nk; sup {e V¢ |z; (¢
EeRT

Z?:1 h; sup {e*
£eRT

@i (s) — i (s)

+ Z;-Lzl maXse[—7,0]

ht"‘

¢j( ) ij( ) a+1)

i () =i ( |}f0 (@) M= ds

= —8)* " N(t—rj(s
MO [ (ry (€)) = & (r ()]} f), Ly—e N0 ds

En effectuant le changement de variable u = N (t —s) pour les deux

derniers lignes, on aura

e |y (t)

< maXse[—r,0] ¢z (5) -

— i (1)|
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IN

IA

+ nk; sup {e NE s (€) — 2 (

¢ERT

+ ZJ LRy Sup {e N&lz; (€

|} N 0 F(a)

a—1
e vdu

O} = fo )y I‘(a rete V(=R gy

Compte tenu de I'hypothése (Hs) on a

e N Jay (t) — & (1)

maX.e|ro) |¢i ($) — i (5)‘
ka NE :L'Z - xl

N £eRT |

maxge[—ro] |¢i (5) — &; (s)

+Z]1

O} + 25

+Z]1

o — ch

F(a+1

sup {{e NeJa; (€) — 2 ( \}}

— 7y +2j 1

¢ — (I)H F(a+1 + e 12
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IN

IN

Alors

Sy Sup {e" Nt i (1) — 2 (1)[}

Z:'L:l maxse[,ﬂo] o — Ci)

0i(s) = i ()| + X1,

I'(a+1)

Z’I’L

95”]\/"‘21 123 1 “No H — 7|y

n SNT
n S hye

o=+ o

oo

T(at1) No ||ZE - i‘“N
1+ 2Rt o - 8+ MRt g
T(a+1) Ne N
Il s’ensuit que
. n [Z?=1 ki + Z?:l hjeNT] o< |1 n Z?:l hjt§ d_d
- Ne le =2y < |1+ T(a+1) H B H
On choisit N = %, on a
n n nzn h
~ 7=1
[ [0 b S ] el = |1 T o6

Par conséquent, pour € > 0 et en utilisant ’hypothése (Hy), on peut trouver

e ) n Y hto
5= [1—m [Zizl kHij:l hﬁ” [1 m

telle que HCID —d

-1

e>0

< §. Par conséquent ||z — Z||y < €, ce qui prouve que la

solution du probléme (4.1.1)-(4.1.2) est uniformément stable. m
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4.4 Applications

Exemple 4.4.1 Considérons le probleme

c N _ 10—3 10—2
D (t) = 2O T Bln@)il

c o 101 102
D%y (t) z2(t)—w2(t)+1 + z3(t—T3(t))—zs(t—73(t))+1 , U> 0

c N« _ 1073 10”2
Doy (t) = BOT T BEn@)1

et
P = D), tel-n0],
oua=08,7;(t) =13 - Jﬁ pour j =1,2,3. 7 = max,ep+ 7; (t) = 3.
Il est facile de voir que les conditions (Hy) et (Hy) du théoréme (4.2.1) sont
vérifiées. Aussi, 3t; = A3 /97247720

5 telle que

7j (t) > t, vt e [Oa t]']
(6 <t Vet too

Et on a

3 3
3¢ [Z kit hje] — 0.9523063402 < 1.

i=1 j=1

otk = ky =1073, ky = 107183 1y = hy = 1072 et hy = 107283,

Ensuite, toutes les hypothéses de théoréeme (4.2.1) sont satisfaites. Ainsi, le
probleme a une solution unique, aussi par le théoreme (4.3.1) la solution est unifor-

mément stable. Par conséquent, en conclusion, le probléme a une solution unique

uniformément stable.

Exemple 4.4.2 Considérons le probleme

Do, (¢) {ml Y+ 1+ 22— (1) +1}
D%y (1) = 1072 {zy () + z1 (t — 7 (1)) }

, >0

et
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oo =04, 7;(t) =2 — ﬁ pour j =1,2. 7 = maxer+ 75 (t) = 2

Il est facile de voir que les conditions (Hy) et (Hy) du théoreme (4.2.1) sont

—4j+4/1652+8
——5—— lelle que

vérifiées. Aussi, It; =

i (t) >t, Vte|0,t]
7 (t) <t, Vit €ty +oo

Et on a ) )
27 [Z kit hje] — 0.8943942329 < 1.

i=1 j=1

ot k1 = hy = 107! et ko =hy = 1072,
Alors, toutes les hypothéses de théoréme (4.2.1) sont satisfaites. Ainsi, le prob-
léme a une solution unique, aussi par le théoréeme (4.3.1) la solution est unifor-

mément stable. Par conséquent, en conclusion, le probléeme a une solution unique

uniformément stable.

Exemple 4.4.3 Considérons le probléme
CDa.fl (t) == 10_31’2 (t) + 10_1.731 (t — T1 (t))

L t>0
cNo — -2 1 L
D%zy (t) = 10 {xf(t)ﬂ + x%(t*Tz(t))Jrl}

et
z(t)=®(t), tel-70],

voy=L () =92 _ L P — — (1) =2
ol a=g,T7;(t) =g j+tp0“7’9—1>2~T—maXteR+Tg(t)—g-

Il est facile de voir que les conditions (Hy) et (Hy) du théoreme (4.2.1) sont
vérifices. Aussi, It; = 151/ (85 — 7) (8j + 25) — 37 + <% telle que

B> vieD
T (t) <t, Vi€t oo

Et on a ) )
27 [Z kit hje] — 0.6576326435 < 1.

i=1 j=1
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o ky =1073 hy = 1071 et ky = hy = 1072

Alors, toutes les hypothéses de théoréme (4.2.1) sont satisfaites. Ainsi, le prob-
léme a une solution unique, aussi par le théoréeme (4.3.1) la solution est unifor-
mément stable. Par conséquent, en conclusion, le probléme a une solution unique

uniforme stable.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Notre intérét dans ce travail portait sur ’étude des systémes différentiels
non linéaires fractionnaires a retards.

Dans ce travail de recherche nous avons étudié un systéme a retards con-
stants. En utilisant certains théorémes de point fixe, nous avons établi I'existence

et 'unicité d’une solution positive et globale.

Par ailleurs, nous avons considéré un systéme avec des arguments déviés
(avanceés et retardés). Nous avons donné des conditions suffisantes pour I’existence
et 'unicité de la solution. Notre analyse s’est appuyé sur le théoréme du point
fixe de Banach. Nous avons étudié également la stabilité uniforme de la solu-

tion. Ce dernier travail a fait 'objet d’une publication, voir [32].

Perspectives
Les résultats obtenus dans ce travail suggérent certaines questions; I'une

des questions importantes:

e Etude d’un systéme différentiel fractionnaire avec multi-ordre.
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systems of nonlinear fractional differential
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Badji Mokhtar University, BP. 12 In this paper, we give sufficient conditions for the existence and uniqueness of the
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Our analysis relies on the Banach fixed point theorem. Furthermore, we prove the
uniform stability of the solution. Some examples are given to illustrate our results.
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1 Introduction

In recent years, many research works have been interested in fractional differential equa-
tions. This is due, first, to their widespread applications in diverse fields of engineering and
natural sciences, and secondly to the intensive development of the theory of fractional cal-
culus (see [1-12]). Furthermore, fractional differential equations with delays have proven
more realistic in the description of natural phenomena than those without delays. There-
fore, the study of these equations has drawn much attention (see e.g., [13-17]).

El-Sayed and Gaafar [16] established sufficient conditions for the existence and unique-
ness of a solution to some nonlinear Riemann-Liouville fractional differential systems with
constant delays. Also, they proved the stability of the solution. Recently, this study has been
extended to another class of nonlinear fractional differential equations with delay in [17].

In the current paper, motivated and inspired by the works of [16, 17], we treat the same
questions, but with time-dependent delays. Thus, we consider a system of nonlinear frac-
tional differential equations with variable delays of the form

n

Dai(t) =Y _fytoxi) (- 7(0), i=1,2,...,mt>0, 11)

j=1

X(t) = (D(t), te [_710]: (12)

where ¢D¥ is the Caputo fractional derivative of order « € (0,1), x(¢) = (x1(¢), ..., x,(¢)),
where’ denotes the transpose of the vector, and f;; : R* x R* — R are continuous functions
for i,j =1,2,...,n, 1; are continuous real-valued functions defined on R*, such that 7 =
max{sup,cp+ 7j(t) :j=1,2,...,n} > 0,and ®(£) = (¢1(£), ..., ¢,(2)) is a given vector function

defined on [-7, 0] with values in R”.

©2014 Nisse and Bouaziz; licensee Springer. This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons

L]
@ SPrlnger Attribution License (http://creativecommons.org/licenses/by/2.0), which permits unrestricted use, distribution, and reproduction

in any medium, provided the original work is properly cited.
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Our purpose is to establish sufficient conditions for the existence and uniqueness of a
solution to the problem (1.1)-(1.2), by applying the Banach contraction principle. Further-
more, we prove the uniform stability of the solution.

While most existing research focuses on constant delays, the considered equations (1.1)
contain variable delays. Moreover, it is important to note that our results are valid even in
the case where the equations are of mixed type. Namely, equations of mixed type are those
that have both retarded and advanced arguments. This makes a net difference with the
previous works (see Remark 3.3). Thus, the present work generalizes the results obtained
in [16, 17].

This paper is organized as follows. In Section 2, we introduce some basic definitions and
notations, which are used in the sequel of the paper. In Section 3 and Section 4, we present
our main results. Finally, in Section 5, two examples are given, as applications to illustrate

our results.

2 Definitions and notations

Let us start by giving the definition of Riemann-Liouville fractional integral, and Caputo
fractional derivatives. Further details of related basic properties used in the text can be
found in [3, 5, 8].

Definition2.1 Leta € R. The Riemann-Liouville fractional integral operator I is defined
on L'[0, T] by

o ._L ' _ ool
I“f(t) .= F(0[)/0(1‘ )*“f(s)ds, tel0,T],

where I'() is the gamma function.

For o = 0, we set I° := Id, the identity operator. The operator I* has the semigroup prop-
erty, that is, for o, 8 € R* and f € L[0, T, the identity

I (8) =1 £ (2)

holds almost everywhere on [0, T]. Moreover, if f € C[0, T] or @ + 8 > 1, then the identity
holds everywhere on [0, T].

If n € N*, and D"f (or f™) means the nth derivative of a function f, then we have the
following definition.

Definition 2.2 Let # = [«], and assume D"f € L![0, T]. The Caputo fractional derivative
of order a real number o > 0 is defined by

“DEF(E) = I D (1) = ﬁ /O (s sy ds, £ 0.

3 Existence and uniqueness

In this section we prove the existence and uniqueness of the solution of the problem (1.1)-
(1.2).



Nisse and Bouaziz Advances in Difference Equations 2014, 2014:275 Page 3 of 10
http://www.advancesindifferenceequations.com/content/2014/1/275

Lemma 3.1 The vector function x(t) := (x1(£), ...,%,(t)) is a solution of the problem (1.1)-
(1.2) if and only if

x;(t) = ¢:(0) + Z;l:l ]“ﬁj(t,xi(t),Xj(t - rj(t))), t>0,
¢i(£), te[-71,0l,i=12,...,n.

Proof Fort>0andi=1,2,...,n, (1.1) can be written as

1Dt = Y fis(txi(8), 35 (¢ - 75(8))).

Jj=1

Applying the operator I* on both sides of the last equality, we obtain
IDxi(t) = Y 1f (6,200, (¢ - (1)),
j=1

xi(8) = %(0) = Y Ifyi(6,%:0), %t - (1))
j=1
Then

xi(8) = $i(0) + Y Ifi(£,2:(8), (¢ - (0))).

1 =

Let us denote by E the class of all continuous column vector-valued functions C(R*, R")
equipped with the norm given by

lxlly =Y sup {e™ |xi(e)

=1 LER*

}, X€eE,

where N € R* will be chosen later. We define the integral operator F : E — E by

$i(0) + D770, It xi(8), x5t — i(2)),  £>0,

Balt) = {¢,»(t), te[-1,0].

Theorem 3.2 Assume that the following hypotheses are satisfied:
(Hy) Letfj:R* x R* > Rbea continuous function, satisfying the Lipschitz condition
it % 97) = fis(t ui vp) | < Kilosi — il + Byly; — v,

where ki, hj > 0, i,j =1, n.
(Hy) Forj=1,2,...,n, 1€ CR",R) and

Ti(t)> -1, t>0.
(H3) Forj=1,2,...,n, 3t > 0 such that

Ti(t) > t, Vtel0,¢],
Ti(t) <t, Vtelt,+ool.
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nt® |:Z ki + Zhjei| <1
i=1 j=1
Then the problem (1.1)-(1.2) has a unique solution.
Proof Letx,y € E, thenfori=1,2,...,nand ¢ > 0 we have

|Fxl~(t) - Fyi(t)‘

t s)¥

Ui (s, xi(5), % (s — 5(9))) = fi (5, 7:(5), 3(s — 71(5)) ) } dis

_Z/ e [fi(s,:(5), 21 (s = 7i(5))) =iy (5, 2:(5), 35 (s — 75()) ) s

-1

_Zk/ |xl(s yi(s)|ds

+Zh / T 00509) - ) s

¥ Zh / |x,(r/ $)) =(ry()) | ds
< nkl,/ % |xi(s) —yi(S)| ds

+Zh/ |x1(r1 8)) = j(r;(s)) | ds,

where 7;(s) = s — 7;(s), thus

e M| Fxi(£) - Fyi(2)|

=975, (s) — yi(s)| ds
Zh / = NN 3 1(5) 3 55) s
<k sup (e 1 6) 6] fo t - (S;)l NG9 g
+ ;h 551]1Rp+ 17O (r;(&)) - 3 (ry(©)) |} ft/ j 1: (2;_1 e N g
< nk; sup [N |xi(8) —yi(f)t}]\% /0 " ”F (1;)” du

i uo{—l

n ) 1 N(t-t)) Nt
Yoy sup (e @) el g [ e

Page 4 of 10
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ua—le—u

r@ du

1 M
< nk; sup {e™% |x;(&) —}’/(E)Hm[
£eR* 0

o—1

n h N 1 N(t—tj) u _ueN-L—d
+1Zl: jéseuﬂg{e !xj(é)—yj(é)\}m/() e u

')

" heNT
}\I“ sup {e ™ |x;(8) - 3;(8) |}
EeR*

j-1

e
—Nallx v||N+]Z1 o =Yl

Therefore,

nk; hieN®
Z sup {e ™| Fxi(t) — Fyi(8)|} < |: ot Z :| Ix—ylln
1 j=1

-1 teR* i

< [;ki + ZhjeNf} X = yll-

j=1

Let us choose N = % So, we have

Zsup N Exi(6) - Byi(e)|} < ne® [ZhZhe}nx Yl

-1 teR*

From hypothesis (H4) we have nt*[Y " k; + Z hje] <1.So, F : E — E is a contraction.
Hence, it has a unique fixed point x = Fx which is precisely the unique solution of our
problem (1.1)-(1.2). O

Remark 3.3 Note that, if for some j the delay function 7;(¢) takes negative values, which
is possible under the assumptions (H,) and (H3), then (1.1) are with advanced arguments.
Thus, the sign of the delay functions being arbitrary, the equations of the considered sys-
tem (1.1) may contain both types of deviation of argument i.e. both delay and advance. As
far as we know, there are no published studies addressing these issues for such systems
of equations. However, concerning boundary value problems of fractional order, some re-
sults on the existence of solutions are obtained in [18]. But in [18], the authors considered
problems involving only an advanced argument, and they do not address the question
about the uniqueness (and the stability) of the solution.

4 Stability
In this section we study the stability of the solution of the problem (1.1)-(1.2).

Definition 4.1 The solution of the problem (1.1)-(1.2) is stable if for any € > 0, there exists
8 > 0 such that for any two solutions x(¢) = (x1(£),...,x,(t)) and x(¢) = (%1(£), ..., %,(¢))
with the initial condition (1.2) and X(¢) = ®(¢) for ¢ € [-7,0], respectively, one has || ® —
CT)H <4, implies ||x — X||y < €, where || - | denotes the supremum norm defined by || =
Y maxee[_r,0] |¥:(2)], for all bounded vector function ¥ from [-7,0] to R”.
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Theorem 4.2 Assume that hypotheses (H1)-(Hy) in Theorem 3.2 are satisfied, then the
solution of the problem (1.1)-(1.2) is uniformly stable.

Proof Let x(t) and x(¢) be the solutions of the system (1.1) under the conditions (1.2) and
(X(t) = ®(t) for t € [-7,0]}, respectively. Then for ¢ > 0, from (3.1), we have

x,(t) = %i(t) = $:(0) — $;(0)

Y 16 x0),%( - 50)) = fi(6 20,5 (- 5(0)) ).
j=1

Therefore,

al

< [¢:(0) Zk / [5i9) — 5(5)| ds

)a—l
+Zh/ ———|x5(s — 7)) = % (s — 7(9)) | ds

t _ a1
< max ‘d)l ¢~>i(s)| +nki/ &‘x,’(s)—fci(sﬂds
0

s€[-1,0]

» t/‘ (t _S)c(—l
+Zs€“[1§’})]| j ¢j(5)|h//0 Ta) ds

o-1

. ['(t-s) .
+ Z hj/p —F(Sa) |%i(s — 7i(5)) — &;(s — 7;(s)) | ds.
PEE
Hence,

e N |xi(8) — %:(2) |

t _ -1
<e™ max |gi(s) - gils)| + nki_/ L e )e_NS|xl(s) ~&i(s)| ds
s€[-1,0] 0 F(O{)

n

- h:
+e"NtZ max |¢;(s) — ()| =——— [t — (¢ - ;)]

11S6[ 7,0] F(a"'l)

. Zh /‘ e~ N=7(s)) o=Nrj S)‘x ( S)) —551‘(’"]'(5))| ds

n o

- - hit
< max |¢;(s) — $i(s)] +Z max |¢;(s) - ¢;(s)| 77
j=1

se[~1,0] se[-1,0] Mo +1)
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_ - FE-5)"" N
, NE|. (e\ . N(t-s)
+ nk; Esg}g{e |x:(&) x,(§)|}/0 T e ds

t(+_ o)1
+ Z hj Sup & Nrj6) |x](r](§)) —ij(rj(%')) |} /t %e—N(t—rj(s)) ds

i1 EeR*
. n - h/t]a
< [ /
< max [9:(9) = ¢u(9)] + ,Z 0 16109 - 99 5

1 Nt -1
+ nk; sup{e’Nslxi(é)—&i(é)Hm/o ?(a)e‘”du

EeRt
3y sup e L [T gy
+ h; sup xi(&) —xi(€) —a/ e e NG dy
p / / N INC))
- " -
<s£[la%]| ¢i(s)|+;||®_q)||F(a+1)
nk; -NE |, (£ _ hie" e NE L (E) — 5
* N Eseuﬂg{e |xi(&) — xi(& Z Eseuﬂg |%i(&) - %:(8)|}
L Lkt
= max [¢i(s) - '(S)|+i=21”q"q’”r(a+1)

nk, eN
— x- x||N+Z o Ix =Xl

j=1
Then

n

sup {e ™ |x;(£) - %:(0)|}
=1 teR*

o h
< _
Zserr[l%]lqﬁz ;;II 1)

+Z—||x x||N+ZZ T T x-%lx

i=1 j=1
oY S D DA T L
<o - B+~ - b+ PEET Ky + T xRy
Mo +1) N« N«
n Y It ~onh ki YL e
1+ —2 o - + ! lIx = X[l
T(a+1) N«

It follows that

> ki+ Y hieNT] nY " hit® -
[1— kit 2l }nx—iuNs[uL"l”}n@—cbn.

Ne T(a +1)

We choose N = %, and we have

Bt .
[1 nt [Zk, Zheﬂnx x||N<[ Z&l{”l@—dﬂl-
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Therefore, given any € > 0, there exists

o - ny bt
8=|:1—m' [;/Q+;hjei|i|[l+m €>0,

such that if ||® — o | <§, then ||x — X||y <€, which shows that the solution of the problem
(1.1)-(1.2) is uniformly stable. O

5 Applications
Example 5.1 Consider the problem

o _ 1073 1072
Dxi(2) = %3 (1)+1 + x5 (t-r2(8)) +17

cno _ 1071 102
Dat) = 2O T B0 t>0,
10~

B+ - @)+’

and

where o = 0.8, 7(¢) = 5 - ]% forj=1,2,3. T = maxeeg: 7(t) = 3.

It is easy to see that the conditions (H;) and (H,) of Theorem 3.2 hold. Also, 3t =

4-3j+4/9j2+24j-20
VIR such that

6

5(t) >t Vtel0,4],
Ti(t) <t, Vtelt,+ool,

and

3 3
3¢ [Z ki+ Y h,-ej| =0.9523063402 <1,
j=1

i=1

where k; = k3 =1073, ky = 10783, 1y = 1, =102 and h3 = 10285,
Hence, all hypotheses of Theorem 3.2 are fulfilled. Thus, the problem has a unique solu-
tion, and by Theorem 4.2 the solution is uniformly stable. Therefore, as a conclusion, the

problem has a unique uniform stable solution.

Example 5.2 Consider the problem

D%, (t) = 107 {\/22(£) + 1 + /22 (t — 1o (2)) + 1},

t>0,
“D*%5(t) = 107 {x2(¢) + 21 (¢ — T1(2))},

and

where o = 0.4, 7j(t) = 3 — /%: forj=1,2. T = max;er+ 7;(t) = %.
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It is easy to see that the conditions (H;) and (H,) of Theorem 3.2 hold. Also, 3t; =

_aj+ /162
w such that

5(t)>t, Vtelo,],
Ti(t) <t, Vtelt,+oo[

and

2 2
20| Y “ki+ Y hje | =0.8943942329 <1,
i=1 j=1

where k; =l =107 and ky = /1 = 1072.

Hence, all hypotheses of Theorem 3.2 are satisfied. Thus, the problem has a unique so-
lution. Moreover, by Theorem 4.2 the solution is uniformly stable. Therefore, as a conclu-
sion, the problem has a unique uniform stable solution.
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