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Introduction générale

La théorie des files d’attente, est une technique de la Recherche Opérationnelle
relevant du domaine des probabilités. Elle a été développée pour fournir des modeles
mathématiques pour prédire le comportement des systémes admettant un phénomene
d’attente.

On peut schématiser un systéme (ou phénomene) d’attente comme suit: Un
ensemble d’individus, qu’on appelle clients, arrivent suivant un processus quelconque (le
plus souvent aléatoire) pour acquérir un service auprés d’un autre individu dit serveur. La
constitution de la file d’attente commence a se manifester dés que le taux des arrivées
excéde le taux de service (par taux, on entend le nombre moyen de clients arrivants ou
servis par unité de temps). La file d’attente peut ne pas se manifester de fagon
personnifiée : on parle alors d’une file de machines en panne qui attendent la réparation
dans un atelier, ou d’un ensemble de programmes qui attendent 1’acquisition d’une
composante de la machine,...etc. Un systéme de files d’attente comprend donc un espace
de service avec un ou plusieurs dispositifs de service (serveurs), et un espace d’attente
dans lequel se forme une éventuelle file d’attente.

Une abondante littérature couvre le sujet des systémes de files d’attente [20] [7]....
Les premiers travaux sur les files d’attente sont dus au mathématicien danois Erlang
(1878-1929), alors qu’il s’intéressait a la modélisation d0 réseau téléphonique de
Copenhague, afin d’en réduire les phénomenes d’attente. La théorie mathématique des
files d’attente s’est développée par la suite grace notamment aux travaux de Palm, de
Kolmogorov et de Khintchine.

La théorie de files d’attente classique offre deux possibilités pour résoudre le
conflit qui apparait lorsqu’un client arrive dans le systéme a serveur unique et trouve le
serveur occupé : soit le client quitte le systéme sans recevoir le service, soit il prend place
dans une file d’attente. Une possibilité alternative est de permettre au client de répéter sa
demande de service apres une durée de temps aléatoire. Entre deux tentatives successives

(rappels), le client en question est en orbite. Un tel systeme est appelé systeme de files



d’attente avec rappels. L’étude de cette catégorie de modeles est motivée par I’avénement
de nouvelles technologies, notamment dans les systemes de télécommunication.

Habituellement, lors de 1’étude des problémes de la théorie des files d’attente
classique ou celle avec rappels, on supposait que le service s’effectue d’une maniére
continue et bien déterminée (sans interruptions). Cependant en pratique, on rencontre
souvent des cas ou les serveurs sont sujets a des pannes aléatoires, ou le service d’un
client est interrompu a cause d’arrivée d’un client prioritaire. Les interruptions de service
dans les systéeme de files d’attente (classique ou avec rappels) peuvent étre dues aussi a la
possibilité de vacance du serveur [26], [17]. Dans un systéme d’attente avec vacances, le
serveur prend occasionnellement une vacance d’une durée aléatoire, qui peut étre utilisée
pour accomplir une ou plusieurs taches secondaires (prioritaires ou de maintenance).

Dans le but d’étudier mathématiquement un systéme de file d’attente, en premier
lieu, on doit introduire un processus stochastique décrivant 1’état du systéme a un instant
donné du temps. En général, on distingue deux catégories de processus stochastique
décrivant 1’état du systéme de file d’attente : les processus stochastiques Markoviens et
ceux non-Markoviens. Cependant, on dispose de plusieurs méthodes qui permettent de
rendre ces derniers Markoviens moyennant certaines transformations (méthode de la
chaine de Markov induite, méthode des variables supplémentaires). Puis, en fonction des
quantités qui déterminent la structure du systéme, on cherche a calculer le régime
transitoire. Il est constaté que le calcul explicite de ce dernier est pénible (voir impossible)
pour la majorité des modeles. C’est pourquoi, il est souvent préférable de se contenter par
la détermination du régime stationnaire. La distribution stationnaire du processus
stochastique introduit permet d’obtenir les indices de performance du systéme : le temps
d’attente d’un client, le nombre moyen de client dans le systéme, le taux d’occupation des
dispositifs de service,...[37].

Il est constaté que ces indices de performance sont difficiles a obtenir sous formes
explicites pour la plupart des systémes de files d’attente ou bien leur forme explicite est
complexe (elles contiennent des transformées de Laplace, des expressions intégrales,...)
difficile a interpréter en pratique. Pour surmonter cette difficulté, il est possible de faire
recours a une des méthodes d’approximation qui est la méthode de comparaison

stochastique (autrement dit : méthode de bornes stochastiques).



La methode de bornes stochastiques [40] s’applique aux chaines de Markov
multidimensionnelles et permet ainsi d’apporter des solutions intéressantes pour
1I’évolution des performances des systemes complexes. Un systeme complexe peut-étre un
systéme de grande taille représentant un réseau avec beaucoup de nceuds. Il peut étre aussi
un systéme ou différents types d’événements peuvent se déclencher (arrivées/service,
pannes physiques/ réparation, arrivée prioritaire, vacance du serveur,...). Car la prise en
compte de plusieurs événements peut augmenter le nombre de composantes de 1’état du
systeme, les solutions apportées par ces méthodes consisteraient a construire des
systemes bornants plus faciles a étudier. A partir de ces systémes bornants, on pourra
génerer des mesures de performances bornantes (supérieures et inférieures) de la mesure
exacte.

La comparaison stochastique est basée sur la théorie des ordres stochastiques. Un
ordre stochastique est simplement une relation d’ordre définie sure un espace des
fonctions de répartition. Pour I’étude de systeémes de files d’attente, les ordres :
stochastique fort (<), convexe ( <, ) et Laplacien (<), s’imposent bien car ils
permettent de comparer différents indices de performances comme par exemple, le
nombre moyen de clients dans un systeme, le taux de perte, la probabilité de panne,....etc.

La monotonie est une propriété importante en termes de borne, c’est-a-dire que la
meilleure chaine bornante (plus proche du systéeme exacte) est monotone.

Il est possible de classifier les systémes de files d’attente avec rappels en deux
catégories selon le nombre de clients différents : modéles avec un seul type de clients
(population des clients est homogéne) et modeles avec plusieurs types de clients ou
certains jouissent d’une priorité de service. La priorité peut étre absolue ou relative. Par
priorité absolue, on entend que le service d’un client moins prioritaire Sera suspendu
lorsqu’un client plus prioritaire se présente devant le serveur. Ce dernier venu commence
son service immédiatement. Si la priorité est celle relative, un nouveau client plus
prioritaire attend la fin du service avant de commencer le sien. Dans le cas de priorité
absolue, deux possibilités se présentent : soit le client suspendu reprend son service la ou
il a été interrompu, soit il le reprend depuis le début. Le systéme de files d’attente de type
M/G/1 avec rappels et priorité a fait I’objet de plusieurs recherches. Cependant, la plupart

des investigations sont portées sur un modele avec deux types de clients et priorité



relative : un client primaire prioritaire (type 1) qui trouve a son arrivée le serveur occupé,
prend place dans une file d’attente, tandis qu’un client de type 2 (dans la méme situation)
entre en orbite et devient source de tentatives répétées. Les clients en orbite peuvent étre
servis lorsque la file d’attente est vide. La recherche sur les modéles avec rappels et
priorité absolue est limitée. Peu de résultats analytiques sont connus sur le sujet.

Dans ce travail, nous réalisons I’analyse d’un systéme de files d’attente M/G/1 avec
rappels et priorité absolue. Nous considérons deux types de clients (plus prioritaire type 1
et moins prioritaire type 2). Un client type 1, arrivant dans le systeme et trouvant un autre
client type 1 dans le serveur, rejoint I’orbite et devient source de tentatives répétées. Un
client type 1, arrivant dans le systéme et trouvant un client type 2 dans le serveur,
interrompe le service en cours et commence le sien. Le client dont le service a été
interrompu, reste aupres du serveur pour terminer son service ultérieurement. En outre, les
clients type 2, arrivant dans le systeme et trouvant le serveur occupé, quittent le systeme
sans entrer dans I’espace de service. Notre analyse inclut : description de la chaine de
Markov induite, condition d’érgodicité, distribution stationnaire de 1’état du systéme,
obtention de mesures de performance, étude des propriétés de monotonicité de la chaine
de Markov induite. Des inégalités stochastiques pour la distribution stationnaire du
nombre de clients dans le systeme consideré sont également introduites. Notre modéle
peut étre utilisé pour modéliser une situation (fréquemment observée dans quelques
bureaux d’information), ou un agent seul répond aux appels téléphoniques et sert le client
présent. Dans ce contexte, les appels téléphoniques ont une priorité absolue par rapport au
client présent. Il faut noter que notre modeéle n’est pas étudié dans la littérature. Son
analyse mathématique demande un grand effort analytique. Les résultats obtenus sont
appuyeés par des illustrations numériques.

Cette thése est organisée en cingq chapitres. Dans le premier chapitre, nous
présentons quelques rappels sur les systémes de files d’attente avec rappel (sans
interruption de service).

La description du phénomene d’interruptions de service dans les systemes d’attente
avec rappel fait I’objet du second chapitre. Nous considérons les modéles avec serveur

non fiable, les modeles prioritaires et ceux avec vacances.



Le troisieme chapitre contient une présentation de quelque systeme réelles
modélisables par des systémes d’attente avec rappels et interruptions du service.
Les chapitre quatre et cing sont concernés par nos investigations sur le modéle

d’attente M/G/1 avec rappels et priorité absolue.
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Systemes de files d’attente avec
rappels

1.1. Introduction

Dans ce chapitre nous allons faire une synthése de certains résultats concernant une
nouvelle branche de la théorie de files d’attente, dite théorie des systemes de files
d’attente avec rappels. Un systéeme de files d’attente avec rappels est caractérisé par
I’hypothése de base suivante : « Un client qui arrive et trouve l’espace de service et celui
d’attente (s’il existe) occupés peut faire des tentatives de service apres une durée de
temps aléatoire ». Son étude est motivée par diverses applications pratiques dans le

domaine de télécommunication [23].

1.2. Classification

Les systetmes de files d’attente avec rappels sont identifiés par la nature
stochastique du processus des arrivées, la distribution du temps de service, le nombre de
serveurs qui composent 1’espace de service, la capacité et la discipline d’attente ainsi que

la spécification concernant le processus de répétition d’appels.
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La notation de Kendall correspondante a ce type de systéme (avec rappels) est
A/Blc/m/O/H, ou A et B décrivent respectivement, la distribution du temps inter-arrivées
et la distribution du temps de service, ¢ est le nombre de serveurs identiques et
indépendants, (m-c) est la capacité de la file d’attente, O est la capacité de 1’orbite et H
représente une fonction de persistance H = (Hy, k = 0),0 < H, < 1. Si m, O, H sont
absents dans la notation de Kendall, alors m = ¢, O =00 et H, = 1 pour toutk > 0. La

distribution du temps inter-rappels n’est pas indiquée.

1.3. Modele géneral

En général, un systéme de files d’attente avec rappels contient un espace de service
composé de ¢ = 1 dispositifs de service et un espace d’attente de m-c (m = ¢) positions
d’attente. Les clients arrivent dans le systéme selon un processus aléatoire avec une loi de
probabilité donnée, et forment un « flux d’appels primaires ». A 1’arrivée d’un client, s’il
y a un ou plusieurs serveurs libres, le client sera immédiatement pris en charge. Sinon, s’il
y a des positions d’attente libres, le client va rejoindre la file d’attente selon la discipline
de service adaptée dans le systéeme. D’autre part, si un client arrive et trouve tous les
serveurs et positions d’attentes occupés, il quitte le systéeme définitivement avec une
probabilité 1 — Hyou fait des tentatives de service aprés une durée de temps aléatoire
avec une probabilité H,. Entre les tentatives, le client est en « orbite » et devient « source
d’appels secondaires » (rappels). La capacité de 1’orbite O peut étre finie ou infinie. Dans
le cas ou O est finie et si I’orbite est pleine, le client quitte le systéme pour toujours.
Lorsqu’un client est rappelé de I’orbite, il est traité de la méme maniére qu’un client

primaire avec une probabilité H, (s’il s’agit de la k™¢ tentative échouée).

1.4. Modele d’attente avec rappels de type M/G/1

1.4.1. Description du modele

Les mod¢les d’attente de type M/G/1 sont des modéles ou les appels arrivent
selon un processus homogene de Poisson de taux A > 0. Le service des clients est assuré

par un serveur. Les durées de service suivent une loi générale de fonction de
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répartition B(x) de transformée de Laplace-Stieltjes B(s), Re(s) > 0. Soient les
moments d’ordre k, B = (—=1)*B®(0) , I'intensité du trafic p = 1B, ety = 1/p;. La
durée entre deux rappels successifs d’une méme source secondaire est exponentiellement

distribuée de parametre 6 > 0.

L’¢tat du systeme a la date t peut étre décrit par le processus stochastique suivant

{C@®); N, (2);€(2);t = 0}, (1.1)

ou C(t) est le nombre de serveurs occupés (0 ou 1), N,(t) est le nombre de clients en
orbite, £(t) est une variable supplémentaire a valeurs dans Rtet désignant la durée de

service écoulée a la date t.

1.4.2. Chaine de Markov induite
Le modéles d’attente avec rappels de type M/G/1 posséde une chaine de Markov
induite qui a été décrite pour la premiere fois par Choo et Conolly [15]. Dénotons par

N; =N, (& )le nombre de clients en orbite a la date & du i°™ départ. 1l est facile de voir
que

N; =N, —B +v,

e

ol B est une variable de Bernoulli, prenant la valeur 1 si le i°™ client servi provient de

seme

I’orbite et 0 si le i°" client servi est primaire, v, est une variable aléatoire représentant le

nombre de clients primaires arrivant dans le systéme durant le temps de service du i*™

client. La variable aléatoire B, dépend de N, _,, sa distribution conditionnelle est donnée

par

13



P(B, :1\Ni_1:n):/126:]9;

A
A+n0

P(B, =0\N,, =n)

La variable aléatoire v. ne dépend pas d’événements qui se sont produits avant I’instant &,

et a comme distribution

K, =P (v, =n) = fexp(~4x) (ﬂnx!)n 4B (x),

avec une fonction génératrice

K(z)= 3 k,2"=B(1-12),

-0

=}

et une moyenne

Les remarques en haut impliquent que la suite des variables aléatoires {Ni}forme une

chaine de Markov induite pour le systéme en question. Les probabilités de transition a une

étape de la chaine r, = P(Ni =m\N,, = n) sont données par la formule

A no@
rnm = m-n + m-n+1*
A+n@ A+n@

Notons que r, . #Ouniquement pour n=0,1,............. ,(m+1).

1.4.2.1. Condition d’ergodicité

Théoréme 1: La chaine de Markov induite{N,}est ergodique si et seulement

p=AB <1.

Preuve :

14
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Comme la structure de 1’équation fondamentale est récursive, il est plus conviviale

d’utiliser le critére de Foster [35]. D’aprés le critére de Foster, une condition suffisante

pour qu’une chaine de Markov {Ni } apériodique et irréductible d’espace des états S soit
ergodique, est I’existence d’une fonction non négative dite la fonction de Lyapunov
f (S),S eSet &> 0tel que I’accroissement moyen de la chaine
X, = E( f(N;)=f(N_)\N;, = s)est finie pour tout s e S et x, <—& pour tout s € S sauf
peut étre pour un nombre fini. Quand I’espace d’états S est I’ensemble 7, d’entiers non
négatifs, il est suffisant de considérer la fonction f (n)=n. Cela veut dire, qu’une chaine

de Markov avec espace d’états S =7, est ergodique sSi son accroissement moyen
X, =E(N; =N, ;\N,; =n) <—gpour tout n>N ol N est un nombre entier suffisamment

grand. Alors, si existe la la limite x = lim X, cette condition est vérifiée si est seulement

n—>-o0
si X< 0. Pour la chaine de Markov décrite dans ce chapitre, I’accroissement moyen de la

chaine vaut :

=—E(B\N;; =n}+E(v\N,; =n)
=—E(B =1\N,, =n)+E(v)

___no N
A+n@ P

X, =E(-B +v\N,; =n)

lim x, =—1+ p . Cette limite est négative si p <1. Puisque r,, =0pour n>m+1, p<l1

N—+c0

est aussi une condition nécessaire pour I’ergodicité. Pour prouver que p =1 donne non

ergodicité a notre chaine de Markov a étudier, on applique le critere de Kaplan [38] qui

dit : une chaine de Markov apériodique et irréductible d’espace des états S =7, est non-
ergodique si ’accroissement moyen X, = E ( N, —N_\N,, = n) est fini pour tout neZ, ,

et I’accroissement moyen &, = ¥ (m—n)-r, >—const,i.e. borné en bas, et qu’il existe

m<n

15



N tel que x, >0pour n> N . Pour le systtme M /G /1 considéré dans ce chapitre, s, est

borne en bas quand N, —N. , >-1,etsi p>1 alors

né né@ A
X, =— +p=>- +1=
A+n6 A+n6 A+n@

>0.

1.4.2.2. Distribution stationnaire
Théoréme 2[19]: Soit p<1. La distribution stationnaire de la chaine de Markov

induite posséde la fonction génératrice suivante :

()=%7 o A21-B(A-u) y
= .= = —_—_—— .
S = Y - T P e V- Tyt

Preuve :

Soitz, =lim P(No(é): n). Les équations de Kolmogorov se présentent de la maniére

1
I—00

suivante :
i A K nil mé@
= V4 o+ T, —K, _
n m=0 m/l—i—m@ n—-m me1 mﬂ/+m9 n—m+1

Vu la présence de convolutions, cette équation peut étre transformée, a 1’aide des

n_n e

YA )
A+nd

fonctions génératrices ¢(z)= S 2", et w(z)=
n=0

p=l
I

0(2)=K(2)(Av (2)+0y'(2)).

Encore
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Par consequent,

Ay (2)+62y'(2) =K (2)(Aw (2)+6y'(2))

v'(2)0[K(2)-2]|=w(2)A[1-K(z)].

Sous la condition que p <1,

On obtient

Vu que ¢(1)=Lon a w(l):l_Tp. Enfin, on obtient la fonction génératrice

1.4.3. Distribution conjointe de I’état du serveur et du nombre de clients

en orbite

Le premier résultat sur les modeles de type M/G/1 a été trouvé par Keilson,
Cozzolino et Young [30]. Les auteurs ont utilise la méthode des variables
supplémentaires. Leur résultat peut étre résumé comme suit : L’état du systéme a la date t
est décrit par le processus (1.1). Lorsque p < 1, le systeme est en régime stationnaire.

Dénotons par

pon = lim P(C(8) = 0; No(t) =),

pin(®) = lim T P(C() = LE(W) < x:p(6) = )
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les probabilités qui Vérifient le systéme d’équations d’équilibre statistique

o

(
4I O+ n0)pon = | pan@) b dx;
0
L pin(x) = _(/‘l + b(x))pln(x) + Apl,n—l(x); (1.9)
P1n(0) = Apoy + (N + 1)0pg n41;

ou b(x) = (B(x)) \ ((1 — B(x))) est I’intensité instantanée du service (en supposant

que x est la durée de service écoulée).

A I’aide des fonctions géneratrices telles que
Py(z) = Xn=02" Pon €t P1(2,x) = X730 2" p1n (%),

le systeme (1.9) devient :

o)

(
4| APy(2) + 0zP,(z) = f P;(z x) b(x) dx;
0
l Pi(z,x) = (22— 21— b(x))Py(z,x); (1.10)
Pl(Z, 0) = /‘{Po(Z) + Hpo(Z)

La résolution de ce dernier fournit les résultats suivants :

Po(2) = (L= plexp g [} G du }; (111)

1—-B(1—12)
B(A—2Az) —z

Pi(2) = [, Pi(z,x) dx = X5 2" Py, = Py(2). (1.12)

La forme explicite de pg,et pinexiste pour le cas d’une distribution exponentielle du

temps de service.

A partir des équations (1.11)-(1.12), on peut définir les fonctions génératrices

suivantes :
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— Fonction génératrice de la distribution marginale de la taille de 1’orbite
1-2z

P(z) = Py(2) + P1(2) = mpo(z)-

— Fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme
Q(2) = Py(2) + zP1(2)

~ Z ~
_ (1=p)A—2)B(A—12) 1j‘1—B(/1—/1u)
T Ba-am-z o) Ba-m-u™
— Distribution marginale du nombre de serveurs occupes
Po=Po(1) =lim P(C(t) = 0) =1 —p; Py =lim P(C(t) =1) = p

1.4.4. Période d’activité et temps d’attente

La période d’activité d’un systéme de files d’attente avec rappels est définie
comme un intervalle de temps qui commence a I’instant d’arrivée d’un client dans le
systeme vide et se termine a I’instant de départ quand le systéme redevient vide. Une
analyse détaillée de cette période a été faite par Falin [24]. L’auteur a obtenu la

transformée de Laplace-Stieljes conjointe de la durée L de la période en question et du

nombre de clients I servis pendant L :

oo (5,9) 3
s+/1 6 Ys+A—AyB(s+ 21— 1v) du
Ele~sty!] = j exp ——j — Vi—=
o YB(Gs+A-Av)—v yB(s+2A—2u) —u

ol (s, y) et la solution continue de I’équation yB(s + A — Am,,) = m., dans Iinter-

valle [0,1].
En outre,

a) Sip>1,alorsp[L =] =p[l =] >0;
b) Sip=1,alorsE[L] = E[I] = oo
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c) Sip <1,alors

1 A (*1—BQ— )
Ell =g {Ef G- _ud”}'

E[I]/l— Lo

Le temps d’attente d’un client peut €tre mesuré par le temps physique et par le

E[L] =

nombre de rappels effectués. Le temps virtuel d’attente W (t) est la durée qui s’écoule
entre I’instant d’arrivée d’un client primaire et I’instant de son départ (achévement du
service). Les chercheurs n’ont pas réussi a obtenir une expression explicite de la
distribution W (t). Par contre, un effort important a été fait par Falin et Fricher [22]. Les
auteurs ont obtenu I’expression de la transformée de Laplace-Stieltjes du temps virtuel

d’attente en régime stationnaire:

Y A1 =w[BQA —Au) —B(s + 1 — )]
—u][B(s + A2 — Au) — u]

Moo (S
E[e‘ 1=p

(9 +S)[BA—-Ww)—v]+A—-W)[BA-)—B(s+1- Av)] p
X exp 6[B(A— Av) = v][B(s + 1 — Av) — V] dvpdu,

OU 7 (s, 1) est la solution continue de ’équation B(s + 1 — Am,,) = mydans I'intervalle

[0,1].

Ce résultat est trouvé a 1’aide d’une variable aléatoire T, qui représente le temps
d’attente d’un client étiqueté parmi n > 1 clients se trouvant en orbite & I’instant de

départ d’un client, et sa distribution (densité de probabilité) f(t)est donnée par :

I{[l—(l—p)t] P, OStSE sip<l,
f(t)=4|e— sip=1,
k[1+(p—1)t]_% sip>1.
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Si la distribution du temps de service est exponentielle, le premier moment est :

=G
EW@®)]=——-+=)
W® == >\ +3
Dans les systemes de files d’attente avec rappels, on s’intéresse aussi a une autre
mesure dite le nombre de rappels R(t) effectués par un client primaire, arrivant dans le
systeme a la date t, avant le début de son service. La fonction génératrice de la distribution
stationnaire de R(t) est [22]:
oo (0—0x,1) 5 B
1-p j [)l(l—u)[B(A—/lu)—B(B—0x+/1—/1u)]

O] = 1
E[x* O] =1-p+—px [B(A—Aw) — ul[B(6 — 0x + A — Aw) — u]

fe[é(a ) = v+ (A= [BU— ) — BO — 6x + 1 — Av)]
X exp

O[B(A— Av) — v][B(0 — Ox + A — Av) — v] dv ( du.

u

Dans le cas d’une distribution du temps de service exponentielle, le premier moment est

donnée par :

EIR(D)] = 1’%[)(1 + g)

1.5. Les propriétés de monotonie de la chaine de Markov induite

Souvent, il y a une grande difficulté d’obtenir des résultats explicites pour la
plupart des systémes d’attente. Cette difficulté repose sur la complexité intrinséque de
I’espace d’états et de la dynamique d’évolution sur cet espace. Il est alors crucial de
pouvoir comparer ces systemes a des systemes de performances bien connues. Pour cela,
il est nécessaire de disposer d’outils de comparaison et, comme la comparaison se fait sur

des systemes aléatoires, la théorie adoptée est celle de la comparaison stochastique.
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L’idée cl¢ de la comparaison stochastique, est de concevoir une nouvelle chaine de
Markov telle que les indices de celle-ci soient une borne supérieure ou inférieure des
indices de performance de la chaine de Markov originale. La nouvelle chaine de Markov
est celle d’un modele simplifié du modele original. En fait, ces bornes et les criteres de

simplification sont basés sur la notion d’ordres stochastiques.

Un ordre stochastique est simplement, une relation d’ordre définie sur un espace
des fonctions de répartition. Nous nous intéressons particulierement aux ordres dits
intégraux, deéfinis par une famille de fonction. Ces ordres sont importants pour
I’évaluation de performances car ils permettent de comparer différentes fonctions de
récompense (par exemple le nombre de clients dans un systeme, le taux de perte, la

probabilité de panne,...).

L’ouvrage de référence, ouvrage historique écrit par Stoyan [40], développe les
bases de cette théorie. Il présente les principaux outils qui seront utilisés dans ce chapitre.
Plus récemment, les ouvrages de Szelki [41] et Shaked et Shantikumar [39] exposent les

derniers résultats de recherche concernant cette théorie.

Dans la littérature, on trouve plusieurs applications de la théorie générale des
ordres stochastiques, parmi lesquelles on trouve 1’étude des propriétés de monotonie du

systtme M /G /1 avec rappels relativement aux ordres stochastiques : fort(<, ), laplacien

(<, ) etconvexe (<,). Ces propriétés sont établies par Khalil et Falin [31]. Leurs résultats

seront annancer dans ce chapitre. On trouve également le travail de Boualem, Djellab et
Aissani [9] ou des bornes stochastiques pour le systtme M /G/1 avec rappels constants

et vacances du serveur ont été établies.

Dans tous ce qui suit, on dénote par M¥ et M@ deux systémes d’attente avec

(l) and /1(2)’ 0(2)’ B(z)(x), k(z)

n

rappels de type M/G/1 définis par 2",6%, BY(x), k
respectivement. Pour plus de détails, nous rappelons la définition des susdits ordres

stochastiques[40]. Supposons que nous ayons F(x) et F,(x) deux fonctions de

distribution de variables aléatoires non négatives. Alors

—~ R <, F, sietseulementsi F,(x)>F,(x) pour toutx>0.
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1—v

— R <, F, sietseulementsi [(1—F(u))du < [(1-F,(u))du pour toutx>0.

— F £ F, sietseulementsi Ie *dF, ( Ie *dF, (x) pour touts>0.

Si ces variables sont discrétes et p(l):(p,(})), p(z)z(p,(f)) sont leurs distributions

correspondantes, les susdites définitions prennent la forme suivante :

p'?) pour toutm.

NgE

— pY=, p® sietseulementsi Y p¥ <

n=m n

I
3

~ pY<, p? siet seulement si ZZ pt gii pour toutm.

n=mk=n n=mk=n

— p®< p® sietseulementsi > z2"pl" > 2" p® pour toutz €[0,1].

n=0 n=0

1.5.1. Motonie interne et externe de I'opérateur de transition
Soit T [l'opérateur de transition de la chaine de Markov induite{Ni,i 21} du

systeme M /G /1 avec rappels classiques’, qu’a chaque distribution p =('p,) associe une

distribution T, =q=(q,) telle qued, =" P, P,, . On a le théoréme suivant :

Théoréme 1. L'opérateur T est monotone par rapport a I'ordre stochastique fort <, (a
I'ordre stochastique convexe<,), c'est-a-dire pour n‘importe quelles deux distributions

pY et p®rinégalité p¥ <, p@ (inégalite p¥ <, p'?') implique Tp® <, Tp"?

(TpY <, Tp@).

1. Les rappels sont dits classiques lorsque la probabilité de rappel dans un intervalle de temps]t, t + At[, sachant que n clients sont en
orbite a I’instant t , est nOAt + 0(At) ou 6 est le paramétre de la distribution de la durée entre deux rappels successifs d’'une méme
source de I’orbite
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Ce theoreme implique que le nombre de clients dans le systéeme aux instants de

départ forme une suite croissante par rapport a l'ordre stochastique fort <, et convexe<,

si le systeme est vide a I’instantt =0.

Le lemme suivant donne les conditions sous lesquelles la comparaison des
distributions de probabilit¢ du nombre de client arrivant pendant la durée de service d’un
client des deux systémes MY et M? aura lieu. En plus, il est utile dans la démonstration
de la comparabilité de deux opérateurs de transition (autrement dit: la monotonie

externe).

Lemme 1. Si A® <a®et BY(x)<, B? (x) alors{k(l)}sS {kﬁz)}, ol Sestst, vou bien

n

L ,et

(A0
kr(]l) :J( ~ ) e—/l()de(')(X)’ ie {1, 2}
0 !

Dénotons par T®, T® les opérateurs de transition de la chaine de Markov

induite du systéeme MY et M@, respectivement. Le théoreme suivant donne les

conditions de comparabilité de T®et T® par rapport aux ordres stochastique et convexe.

Théoreme 2. Si 2% <2®,09 > 0@et BY (x)<, B (x), ot S est st ou bien v, alors

T® <, T®, i.e. pour n'importe quelle distribution p nous avons TWp <, T®p.

1.5.2. Inégalités stochastiques pour la distribution stationnaire du
nombre de clients dans le systeme. Les propriétés de monotonie

de la chaine de Markov induite

Dénotons par {N®, i=1f, {N?, i=1}les chaines de Markov induites

correspondantes aux systtmes M®Yet M@ et par 7Y, 7 leurs distributions

stationnaires respectivement. Le théoreme suivant montre les conditions sous lesquelles

les distributions 7" et 7'*’ sont comparables.
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Théoréme 3. Si 2% < 2?09 > 9Pet BY (x) <, B (x), ou S est st ou bien v, alors les

inégalités {n,(f)} < {nﬁz)} ont lieu.

A 1’aide du théoreme 3, nous pouvons établir des bornes stochastiques insensibles

pour la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme.

Théoréme 4. Si dans le modele M /G /1 avec rappels classiques, la distribution du temps
de service B (x) est NBUE' (ou bien NWUE?), alors la distribution stationnaire du
nombre de clients dans le systéeme est inférieure (supérieure) par rapport a l’ordre
convexe <, a la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systteme M /M /1

avec rappels classiques.

1.5.3. Inégalités stochastiques pour le nombre moyen de clients servis

durant la période d’activité

Dénotons par 1 et 1® le nombre de clients servis durant une période d’activité
dans les systemes MY et M® respectivement. Le théoréme suivant donne les conditions
sur les parametres de deux systemes MY et M?, sous lesquelles la moyenne de 1V et

celle de 1® sont comparables.

Théoreme 5. Si A9 <a®, 09 >0Pet BY(x)< B?(x), alors [linégalité
E(19)<E(1?)alieu.
A TI’aide du théoréeme 5, nous pouvons établir une borne stochastique insensible

pour le nombre moyen de clients servis durant la période d’activité dans le systéme

M / G /1avec rappels classiques.

1. Soient X et X; des variables aléatoires représentant respectivement la durée de vie d’un élément et la durée de vie
résiduelle, et soient F et K ( H(x): P(X <x+t\X >t)) leur distributions respective. On dit que F est NBUE (New
Better Used in Expectation), si E[ X¢ ]<E[ X ] pour toutt .

2. Soient Xet X; des variables aléatoires représentant respectivement la durée de vie d’un élément et la durée de vie
résiduelle, et soient F et K ( R (x)= P(X <X+t\X >t)) leur distributions respective. On dit que F est NWUE (New
Worse than Used in Expectation), si E[ X J<E[ X | pour toutt.
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Théoréme 6. Pour un systeme M /G /1 avec rappels,

14 ap(u-)
E(1)< T {ﬂjlp(ui) du}.

1-p ;08 —u

Si B (x) est NBUE, alorsE (1) (1-p) /# ™.

1.6. Autres modeles

L’analyse des modéles avec arrivées par groupe se trouve dans [25], et celle des
systemes avec rappels et clients non-persistants est réalisée dans [19]. Les systémes a
multiserveurs sont décrits par Hanschke [28] ainsi que par Boots et Tijms [8]. Les
modeles avec population des clients potentiels finie ont fait 1’objet des investigations de
Artalejo [2] et également de Falin et Artalejo [21]. Ces derniéres années, on observe un
grand intérét pour les systémes de files d’attente avec rappels et arrivées négatives, ou
I’arrivée d’un client négatif a pour effet la suppression d’un ou plusieurs clients dans le
systeme, Artalejo [3], Artalejo et Gomez-Corral [4]. Un autre axe de recherche concerne
les systemes de files d’attente avec rappels ou le flux d’appels primaires est modélisé

comme BMAP (Batch Markovian Arrival Process), Dudin et Klimenok [18].

1.7. Conclusion

Nous avons présenté quelques modeles de files d’attente avec rappels. On constate
que leur analyse présente de grandes difficultés analytiques. Cette analyse devient encore

plus difficile lorsqu’on ajoute les interruptions du service au phénomene de rappels
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Interruption de service dans les
systemes d’attente avec rappels

2.1. Introduction

L’interruption de service est un événement qui empéche la continuité du service
des clients. Son influence ne peut pas étre étudiée sans spécifier I’interaction entre le
processus d’interruption et le processus de service. Cette interaction peut €tre sans
préemption, c'est-a-dire qu’elle n’intervient pas pendant le service d’un client, ou avec
préemption dans le cas contraire. En outre, apres chaque interruption avec préemption, le

client reprend le service a partir du point d’interruption ou dés le début Gaver [26].
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Les modeles de files d’attente a interruption de service ont plusieurs applications
dans les réseaux de télécommunication, et de nombreuses études ont été menées dans ce
sens. En général, les interruptions peuvent étre dues a diverses causes : la possibilité de

vacance du serveur, les pannes du serveur ou I’arrivée de clients de haute priorité.

Dans ce chapitre, nous passons en revue les systémes de files d’attente avec
rappels et interruptions de service. Nous commengons par les modéles avec vacances (ils
représentent le cas le plus général). Ici, le serveur prend occasionnellement une vacance
d’une durée aléatoire, qui peut €tre utilisée pour accomplir une ou plusieurs taches
secondaires (prioritaires ou de maintenance). Puis, nous considérons les modeles avec

priorité ainsi que les systémes de files d’attente avec serveurs non fiables.

2.2. Modeles d’attente avec rappels et vacances du serveur

Les systemes de files d’attente avec vacances peuvent Etre classifiés selon la

discipline de service. En effet, on a

- Discipline de service exhaustif (complet) :
Chaque fois que le serveur retourne d’une vacance, il sert tous les clients se
trouvant dans la file d’attente, et ceci avant de commencer une autre vacance.

- Discipline de service avec barriére :
Lorsque le serveur retourne d’une vacance, il sert seulement les clients qui étaient
en attente a son arrivée.

- Discipline de service limité (N-Policy) :
A son retour de la vacance, le serveur servira au plus N clients et puis commencera
une autre vacance.

- Discipline de service limité :
Aprés la période d’activité d’une durée fixe, le serveur prend une vacance méme

s’il y a des clients dans la file.

En outre, dans le cas d’un service complet, si le serveur, qui retourne d’une

vacance, trouve la file d’attente vide, il exécute I’une des deux actions suivantes :
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» Sous le schéma de vacances multiples, le serveur commence immediatement une
autre vacance et continue a prendre des vacances successives jusqu’a ce qu’il
trouve au moins un client dans la file ;

> Sous le schema de vacance unique, le serveur attend jusqu’a la fin de la prochaine
période d’activité pendant laquelle un client au moins sera servi, avant de
commencer une autre vacance (autrement dit, il y a exactement une seule vacance
a la fin de chaque période d’activité).

Une comparaison des différentes politiques de service dans les modeles avec

vacances est donnée dans [42].

2.2.1. Description du modele

Considérons un systeme avec rappels de type M/G/1. Le flux d’arrivée est
engendré par un nombre fini m de sources (2 < m < o0) . Une source peut étre active ou
inactive a la date t. Lorsqu’une source est active, elle peut engendrer un appel primaire
durant un intervalle |t,t + At[ avec une probabilité AAt + 0(At), et elle devient
immeédiatement inactive aprés cela. Aprés la fin du service du client correspondant, elle
devient encore active. A tout moment, le serveur peut étre seulement dans I’un des trois
états : libre, occupé ou en vacance. Si le serveur est occupé ou en vacance au moment
d’arrivée d’un appel primaire, la source engendre un flux poissonnien d’appels répétés
(appels secondaires) de taux 8 > 0, jusqu’a ce qu’elle trouve le serveur libre. Si le serveur
est libre au moment d’arrivée d’un appel primaire ou secondaire, il commence le service
avec une probabilité a; ou prend une vacation avec une probabilité @, = 1 — a;, (k est le
nombre de clients en orbite a I’instant de la décision). La durée de service suit une loi
générale de fonction de répartition B(x) de transformée de Laplace-Stieltjes B(s),
Re(s) > 0. On a les moments d’ordre k, B, = (—1)¥B®(0). Les durées des vacances
sont des variables aléatoires indépendantes de fonction de répartition V(x), de
moyenne v. Toutes les variables précédemment introduites sont supposées mutuellement

indépendantes.
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2.2.2. Analyse du modele

L’état du systétme a la date t peut étre décrit par le processus stochastique
{C(t); N, (t); é(t); t = 0}, ou N,(t) est le nombre de clients en orbite, C(t) est I’état du

serveur a I’instant t

0 si le serveur est libre
C(t) =41 si le serveur est occupé ,
2 si le serveur est en vacance

et £(t)est la durée écoulée de service en cours (si C(t) = 1) ou celle de vacation
(si C(t) = 2). Ce modeéle peut étre résolu a I’aide de la méthode des caractéristiques pour
trouver la solution des équations différentielles aux dérivées partielles [34].
Soient

Pon = lim p(C(t) = 0,No(t) =n) 0 <n <m;

d
pin(x) = im ——p(C(O) = LEO < x,N,() =)0 <n<m—1;

pon(3) = Jim T-p(C(H) = 2,60 S 2 Ny () =) 0 <m<m.

Ces distributions s’obtiennent a 1’aide du schéma suivant :

-1

m
Doo = <Z(1 + A(m —n)(a, By + a,v) + nB(a,_.p, + &n_lv))(pn> ;
n=0
Pon = PnPoo 1<sn<m
n
pin(0) = (1 - B() Y {(Cuckot)emm-nx(1 — e~
k=0
X (A(m = k)i + (k + 1DO@ys1)aPoo}, 0<n<m—1
n
— _ m—k\ ,—(m-n)ix _ ,Ax n-k
pZn(x) = (1 V(x)) {(Cm—n)e (1 e )
k=0
X (ﬂ.(m - k + 1)()0k—1 + k9(pk)c_¥k_1p00}, 0 <n< m,
ou {g;}¥_, vérifie

i

m
1 .
Piy1 = Z kjPr» 0<i<m-—-1,¢,=1;

Tiv1 (=5 ;554

Qrj = agiax(m — kKA + ag_q ;05 _1k6 + by ;0,(m — k) A
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+by Ay kO, 0<k<i+1;
( o .
. i
okl f e~(M=i—DAX(1 — =) " dB(x) si0<k<i<m,

)

0
sinon

0
( b -
. i
b = C%Z’i‘f e_(m_l)’lx(l — e"lx) dV(x) si0<k<i<m
ki = :
0

0 sinon

2.2.3. Mesures de performance [2]

— Probabilité p, d utilisation du serveur

m
P1 = P1Poo Z( apA(m —n) + a,_1n6)e,.

n=0
— Nombre moyen de sources en orbite 71,
_ Up,

o =m=—

— Temps moyen de séjour d’un client dans le systeme
m 1

w+p =——-
Ay vp, 4

2.3. Modeles d’attente avec rappels et priorité

Ces modeles ont les mémes caractéristiques que le modéle précédemment étudie
dans le chapitre 1. La seule différence c’est qu’il ne s’agit pas d’un seul type de clients.
On a deux types de clients qui arrivent vers le systeme : prioritaires et non prioritaires. En
général, la priorité peut étre relative ou absolue.

Dans le cas d’une priorité relative, un nouveau client prioritaire qui arrive et
trouve le serveur occupé par le service d’un client (prioritaire ou non prioritaire) prend
une place dans la file d’attente, contrairement a un client non prioritaire qui doit (dans la

méme situation) entrer en orbite.

Dans le cas d’une priorité absolue, un client prioritaire qui arrive et trouve le
serveur occupé par le service d’un autre client prioritaire, prend une place dans la file

d’attente, contrairement au cas ou il le trouve occupé par le service d’un client non
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prioritaire : il entre immédiatement dans le serveur. Le client, dont le service est

interrompu par I’arrivée du client prioritaire, quitte le systéme ou entre en orbite.

Dans les deux cas, les clients en orbite ne seront servis sauf s’il n’y a aucun client

dans la file d’attente.
Par la suite nous étudions un modele de type M;M,/G,G,/1 avec rappels et
priorite.

2.3.1. Modele d’attente avec rappels de type M;M,/G,G,/1 et priorité
relative

2.3.1.1. Description du modeéle

Il s’agit d’un modéle ou deux types de clients (typel-prioritaire et type2-non
prioritaire) arrivent dans le systeme selon un processus de Poisson des taux A; etA,
respectivement. Le taux total est 1 = A;+A,. Le comportement d’un client, qui trouve a
son arrivée le serveur occupé par le service d’un client, dépend de son type de priorite.
S’il est prioritaire, il prend place dans la file d’attente. S’il est non prioritaire, il entre en
orbite et devient source d’appels secondaires (rappels). La durée entre deux rappels
successifs d’une méme source secondaire est exponenticllement distribuée de
parametre 6 > 0. Les clients en orbite peuvent étre servis lorsque la file d’attente est vide.
Les durées de service suivent une loi générale de fonction de répartition B;(x) de

transformée de Laplace-Stieltjes B;(s), Re(s) >0eti =1,2. Soient les moments

< (k . . : :
d’ordre k, fip = (—1)"Bi( )(O). Le taux d’accomplissement du service (intensité
instantanée du service) est

B;'(x)

i =1, 2.
1-B(x) =

bi(x) =

Toutes les variables définies précédemment sont supposées mutuellement indépendantes.
Soit p = p; + pz, OU p; = A;6;4, i = 1,2, qui est la charge contribuée par des clients de
type i. De Choi et Park [14], la condition pour que le systeme se trouve en régime

stationnaire est p < 1. On a également
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(A2)™ o~ Max (A)"
!

- e 2% dB;(x)

k imn
0

la distribution conjointe du nombre de clients primaires de deux types arrivant dans le

systéme durant le temps de service d’un client de type i = 1, 2. Sa fonction génératrice est

donnée par :

oo (0]
Ki(z1,2,) = Z z Rimnz1™ 22" = Bi(A — M2y + A3 — 2525).
m=0n=0
2.3.1.2. Distributions stationnaires
L’état du systéme a la date t peut étre décrit a 1’aide d’un processus de Markov a

temps continu, tel que

{CO; Nr(©); N, (8);€(®) t =0},

ou
0 si le seveur est libre
c() =11 si le serveur est occupé (client de typel),
2 si le serveur est occupé (client de type2)

N¢(t) est le nombre de clients (typel) dans la file d’attente, N, (¢) est le nombre de clients

(type2) en orbite, &(t) est une variable aléatoire supplémentaire a valeurs dans R* et

désignant la durée de service écoulé a la date t.

Supposons p < 1. Les probabilités d’état sont définies par
Pos; = limp(C(E) = 0, Ny(t) = i, No(8) =) ;
P1,ij (%) = lim o =p(C(8) = 1N () = £, No () = ,§(8) < x);
P2, () = lim_e = p(C(8) = 2, Ny () = £, Ny (8) = j, §(8) < x);
P1ij = fooo P1,i,j (x) dx;

D2ij = fooo D2,i,; () dx.

33



Les probabilités py ; j, p1,;j(x) et pp; j(x) vérifient le systéme d’équations de balance

Gata +100P00; = | (Pros (B (3) + pao (B, () dx
0
pO,i,j =0 Sii = 1;
p'1ij(x) = _(/11+/12 + b1(x))P1,i,j(x) + A1P1,i-1,j (%) + Aop1ij—1(X);

p'2;j(x) = —(/11“‘/12 + b, (x))Pz,i,j(x) + Mipzi-1,j(x) + A0z -1 ();

(o8] (0]

p1,i,j(0) = MPo,0,j0i0 j pl,i+1,j(x)b1(x) dx + j Pz,i+1,j(x)b2 (x) dx;
0 0

0) = 0 sii=>1
P2,.i(0) = {Azpo,o,j +( + Dbpog,r1 st 1=0

ou 4; o est la fonction de Kronecker.

Comme la résolution de ce systeme est trés compliquée, nous utilisons la méthode

des fonctions génératrices. A cet effet, on introduit les fonctions génératrices partielles

suivantes
(00 [ee]
Py(z1,2;) = Z Z Po,i,j z1'z,7;
i=0 j=0
[ee] [ee] (0.0 (0.0
i . . .
Pi(zy,22,x) = Z z D1,ij (x)zy z7; Pi(zy,2,) = 2 2 D1,i,j z1'zy7;
i=0j=0 i=0 j=0
[0.0] [0.0] [0.0] [0.0]
i . . .
Py(zy,25,%) = Z Z D2,ij (X)zy zy7; Py(z1,2;) = Z Z D2,ij z1'zy7.
i=0 j=0 i=0 j=0

Vu que Np(t) = 0si C(t) = 0, alors py; j = 0 pour i = 1. Par conséquent, Py(zy, z;) ne

dépend pas de z; : Py(z4,2,) = Py(0,2,) = Py(z,). Le systéeme d’équations de balance

devient
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dPy(z,)

%2 dz,
= —(M1+2,)Py(2,) + waPl(O, 73, %) by (x)dx
+ f " P,(0, 23, %) by (X)dx; (2.1)
0
W = —(4 — iz + Ay — Ayzy + by (%)) Py (24, 25, %); (2.2)
W = —(A4 = Mz + Ay — A2, + by (X)) Py (24, 2, X); (2.3)

z1P1(24,2,,0)
= j (P1(Z1; Z3,x) — P;(0, 2, x)) by (x)dx + f (Pz(Zp Z5,x) — P, (0, Zz'x)) b, (x)dx
0 0
+ 4121 Py (23); (2.4)

dPy(z3)
dz,

PZ(le Zy, 0) = AZPO(ZZ) + 6 . (25)

La résolution du systéeme (2.1) — (2.5) donne

Py(21,25,%) = Po(2,) | [(A1 = A1h(z5) + 23 = A5 (h(25), 22)) (K (h(25) , 2,) — 2,)
+ (Al — Mz + Ay — A,K,5 (24, Zz))(zz — K, (h(z,) ,Zz))]
[ (Ko (1(22) ,2,) = 2,) (22 = Ky (21, 2,))]
x (1 = By (x))e~M-z0+A0-2)z,
— M h(zy) + A, — Ay2,
Ky(h(zy) ,z,) — 2,
Pi(z1,25) = [(A1 — 21h(22) + 25 — A,Ko(R(2,), 25) ) (Ko (24, 23) — 75)
— (/11 — Az + 4, — 1,K, (Zl,Zz))(Kz (h(zy) ,zy) — zz)]

-1

X [(Kz(h(zz) VZy) — Zz)(Z1 — Ky (z4, Zz))]

% 1 - Kl(er Zz)

A —Ah(zy) + A, — A2, o 1—K,(z4,2,)
K;(h(z3) ,2) — 2, M=z + 2 — 4,2,

A
P,(z4,23,x) = Py(23) ! X (1 - Bz(x))e_(ll(l_zl)uz(1_22))x:

Py(z3);

Py(z4,2;) = Po(Zz);
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V4

1 f A = Ah(u) + 2, — K, (h(w),w) d
u

Py(z) = Py(1) exp 5 K,(h(w),u) —u ;

1

avec
Py(1) =1 —py — pa.

2.3.1.3. Mesures de performance

A D’aide des fonctions génératrices Py(z,), P;(z4,2,) et P,(z4,2,), on obtient les

mesures de performance suivantes :

Probabilité P,(P,) que le serveur est occupé par le service d’'un client typel (d’un
client type2)

Py = py; P, = py.
— Nombre moyen de clients dans la file d attente Ty

/11(1131,2 + /12,32,2)
2(1-py) .

ny = E[N;(D)] = lim E[N; (0] =

— Nombre moyen de clients en orbite 7,

_ L _ A2(MBuz + A2Ba2) A2(p1 + p2)
Mo = EWNo(O) =l EINo (O} = 50 5= pr = p) V81— pr = p2)

—  Temps moyen d attente W; d’un client type i = 1,2 (d’apreés la formule de Little)

T _ (A1B12 + 22B2,2) T — (A1B12 + 22B22) (p1+p2)
! 20-p) 7 20-p)A—p1—p) 0L —pi—py)

2.4. Modeles avec rappels et serveur sujet a des pannes aléatoires
Ces modeles ont les mémes caractéristiques que les modeles précédemment
étudiés dans le chapitre 1. Ce qui les distingue est le risque des pannes. Ces pannes
peuvent se produire aussi bien lorsque le serveur est libre (panne passive) que lorsqu’il est
occupé par le service d’un client (panne active). Dans le cas des pannes actives, le client

dont le service est interrompu soit il abandonne le serveur, soit il continue a le tenir.

Dans le cas ou le client décide d’abandonner le serveur, il prend 1’un des deux
chemins : quitter le systeme (panne avec perte définitive) ou entrer en orbite (panne avec

perte momentanée). Nous incorporons ces deux possibilités en introduisant un facteur de
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récupération c. Ce dernier désigne la fraction du nombre de clients qui persistent en orbite
apres I'interruption afin de récupérer leur service, sachant que ces clients perdent toute la
mémoire de leurs services antérieurs et que leur comportement ne differe en rien de celui

des clients qui se trouvent déja en orbite.

Dans le cas ou le client reste auprés du serveur jusqu’a ce que la réparation soit
faite, le client en question reprend son service a partir du point d’interruption (panne

conservatrice) ou il reprend a zéro (panne non conservatrice).

Par la suite, nous étudions le modele M/G/1 avec rappels et serveur sujet a des
pannes actives et passives. Il existe deux approches pour décrire ce type de modeéle : la
premiére approche est basée sur la théorie des processus de Markov par morceaux [1]; la
seconde utilise les outils de la théorie des processus régénérateurs [32]. Nous allons

utiliser la deuxieme approche.

2.4.1. Modele d’attente avec rappels de type M/G/1 et serveur non fiable

2.4.1.1. Description du modele

Un mode¢le d’attente de type M/G/1 avec rappels et serveur non fiable est celui ou
les appels primaires arrivent selon un processus homogene de Poisson de taux 4 > 0. Le
service des clients est assuré par un serveur. Les durées de service suivent une loi générale
de fonction de répartition B(x) de transformée de Laplace-StieltjesB(s), Re(s) > 0. Le
taux d’accomplissement conditionnel (intensité du service instantanée) est

B'(x)

1-B(kx)

Le serveur est sujet a des pannes aléatoires qui peuvent étre actives ou passives et

b(x) =

qui surviennent a des taux exponentiels «;> 0 et oc,> 0, respectivement.

Lorsque le serveur tombe en panne, il sera immédiatement réparé. Dans le cas d’une
panne active, la durée exigée a la réparation est une variable aléatoire d; de fonction de
répartition R, (x), de transformée de Laplace-Stieltjes R;(s) . Dans le cas d’une panne
passive, la méme durée est une variable aléatoire d, de fonction de répartition Ry(x), de

transformée de Laplace-Stielties R, (s) .
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Si un appel primaire arrive et trouve le serveur libre et opérationnel, il occupe
immédiatement le serveur. Sinon, s’il le trouve occupé ou en panne, il rejoint 1’orbite et
devient source d’appels secondaires (rappels). La durée entre deux rappels successifs
d’une méme source secondaire est exponentiellement distribuée de paramétre 8 > 0. Un
client, dont le service a été interrompu par une panne active, quitte le serveur soit pour
entrer en orbite avec une probabilité ¢, soit pour abandonner définitivement le systeme
avec une probabilité (1 — ¢). Toutes les variables précédemment décrites sont supposées

mutuellement indépendantes.

Nous nous intéressons au comportement stationnaire du processus stochastique
{C(t); N,(t);t = 0}, 0u N,(t) est le nombre de clients en orbite a la date t et C(t) (I’état

du serveur a la date t ) est défini comme suit :

0 sileserveur est libre et opérationnel a la date t ;
C(t) =41 sile serveur est occupé et opérationnel a la date t;
2 sile serveur est en panne ala date't.

Ce processus n’est pas un processus de Markov. Pour le rendre markovien, on
introduit une variable supplémentaire é(t) a valeurs dans R*, désignant la durée de
service écoulée (si C(t) = 1) ou la durée de réparation écoulée (si C(t) = 2) a ladate t.
D’une autre maniere, on étudie sa chaine de Markov induite {N,;n =0}, ou N, =
N, (&,,) est le nombre de clients en orbite a la date &, lorsque le serveur devient libre et
opérationnel pour lané™e fois (C(&,) = 0; Yn > 0). La fonction génératrice de la
distribution stationnaire {m, = lim,_, p(N, = N(§,) =k); k> 0} da la chaine de
Markov induite est :

0

a(z) { 1 j’zl(“o + DB W) — a(w) du}, 26)
1

d(z) = KM X exp ” 5)

ou
@) =(1-4@)
a(z) = @(z) — (ay + DB (2),
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avec

(1 - B(A - /12+a1)) R -212)(1-c(1-2))

a(z) = apRy(1 — 12) + Aay T irta
1

+AB(A — Az+a,)
et

(1 ~B(A- /12+a1)) B,(1 - 12)
A= Az+aq

B2) = (C+1;C>+§§Q—Aﬁﬂﬂ.

Ici, K est une constante arbitraire qui s’obtient a 1’aide de la condition de

normalisation ®(1) = 1 et I’application de la régle de I’Hopital. En effet,

K= 1=p
— AL+ aoE[do]) + ap(1 — p)’

ou

11—
p=l$[1+a1

(Eldi] + %)]

Il est claire que cette chaine est en régime stationnaire (récurrente et positive)

si p < 1. De plus, cette condition est indépendante du taux de rappels 6.

2.4.1.2. Distributions stationnaires

Le processus {N,(t);t = 0} est un processus de Markov régénérateur avec le
processus de Markov de renouvellement induit {(N,,, é,); n = 0}.

Soit
7;j = E(duree de sejour du processus {N,(t); t = O}dans l'état j pendant [0,&;) \

(0) =1i), et ; = E(é; \ N,(0) = i). Comme {N,(t); t = 0} est un processus de Markov
régénérateur, la distribution limite du nombre de clients en orbite existe lorsque t — oo, et

est donnée par [32]
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. ' ] Z‘X:’ TC:Ti s
pj = lim p(No(6) = j \ No(0) = ) = ==—,
ou

A= Z?oz()n-iri-

Pour calculer sa fonction génératrice, on doit trouver les fonctions génératrices des
probabilités limites p(; k) = lim,e p((N,(t),C(£)) = (j,k)),k =0,1,2 et j >0, car
D; =P t D1 P2 Ces probabilités limites sont données par

1 (o]
PGr) = Zz TiTi(j k)
i=0
ou
Ti(j k) = E(durée de séjour du processus {N,(t); C(t);t
> O}dans l'état (j, k) pendant [0,&,)/N,(0) = i).

Leurs fonctions génératrices sont données par les expressions suivantes [32]

N 1
Po(2) = ) pGoy7 = 7M@)
J=0

c - 1{1-B(a; +1—122) ,
P (z) = z Pz = Z( - +1/1 — ) (AM(2) + oM’ (2));
j=0

P2 = ) Py
j=0

1 [1 —Ry(A—12)

A A=Az

agM(z) + M(z2)N(z)(A(1 — ¢) + Acz)
+ M'(z)N(2)(6(1 — ¢) + O6cz)|.

ou

1—Bla; +1—-22)1-R,(A — 12)
a,+A— Az A—Az

N(z) = a4
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M=y 2
z) = PE—
Enfin, la fonction génératrice de la distribution limite du nombre de clients en

orbite p; est

Q(2) = Py(2) + P1(2) + P,(2)

1 1— Blay + 14— 2) L 1—Ry(—12)
=4 M@+— L (M@ + M (D) + —— M (2)
+ M(2)N(Z)(A(1 = ¢) + Acz)
+ M'(2N@) O — ) + ecz)l. @.7)

Du fait que Q(1) = 1, nous obtenons

A=K+ ayE[dy]) + (1 — I?(al)) (1 - ayK) (E[dl] + %)

1

La distribution stationnaire de 1’état du serveur s’obtient a partir des fonctions
génératrices partielles P,(z), P, (z), P,(z) et de la constante A :

) K

po = Po(1) = tlgglop(C(t) =0) = 1’

(1 - aok) (1 Bla)

pi=P(D) = limp(C(H) = 1) = — P

p2 = P(1) = Jim p(€(0) = 2) = [(1 ~ Bla)) (1 ~ agK)EId,] + aoKELd, ]|

2.4.1.3. Mesures de performance
A T’aide de la fonction génératrice de la distribution stationnaire de la chaine de

Markov induite (2.6) et celle de la taille de 1’orbite (2.7), on obtient les mesures de

performance suivantes :

— Nombre moyen de clients dans le systéme (aux instants ou le serveur devient libre

et opérationnel) n
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(1 -p) (a@(1) = 2BD 1)) + AP (1) + aoEldo])
K
2(1—p)?

1 1
(arar-2)

n= &) =

ou

@@ (1) = 4D (1) = A2ao(Eldo])? + 222 (1 - B(ay) ) Eld,]

22 (1 - E(al)) 213 (1 - E(al)) E[d,]
+

aq aq

_|_

—24(1 - ¢) (1 - B(ay) ) — 24B(ay),

FD(1) = B'(a))24E[dy] + 2AcB'(ay) + A2(E[do])? (1 — B(ay))

2% (1 - E(al)) E[d,]

a,

+2(1-¢) (1 - B(ay)) AE[d;] - 1) + 1+

+

2A(1 — 1—B(ay) 2/ _B
(1-0)(1-B(a) 2 (Rl(al) L1 B(a1)> ¢ 28,
a, a g

— Nombre moyen de clients en orbiten,

_ , 1 ag+A1+6N, AB'(ay)ay + 7\(1 - B(Oﬁ))
ng = Q(l):Z[ 0 + alz

(1—§(a1)) (;1 >+/1aOK

- A+0N,)+0MP(1
o 6(“0"‘ + 0 N,) (1D >

(1 - aK)

+

(E[do])?

+%(a0 + 2+ 0 Np)E[do] + %(ao + 2+ 6 Ny) (1 - B(ay))Eld,]
+AKN'(1) + AcK (1 - E(al)) E[d,] + 6M® (1) (ag + A + 6 N,)E[d,]
+(ag+ 4+ 6 NIN'(1) + cE[dy] (1 - Blay)) (o + 4 + 6 N,)],

ou

(a0+l+9Nn)
0

M(Z)(l):%lﬁ_(l_{_ao) —(a0+/1+9Nn)l;
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E[d,] (Aalﬁ’(al) + My +A+6 Nn)) Mo+ 2+ 0 N ELd])

N =a aq? 2a
1 1

— Temps moyen d’attente d’un client (a 1’aide de la formule de Little) W
_ 7
W =—
A

— Nombre moyen de rappels d’une méme source secondaire R

R =We.

2.4.2. Modele M/G/1 avec rappels et deux types de pannes actives

2.4.2.1. Description du modéle
Ce modele est le cas particulier du modéle de Kulkarni et Choi [32]: on a
uniquement les pannes actives (le taux des pannes passives a, = 0), la durée de

réparation (panne active) d, = 0.
On a donc deux types de pannes actives [12]:

1) T’intervalle du temps entre deux pannes suit une loi exponentielle de paramétre
ay, > 0 (client quitte le systeme) ;
2) Dintervalle du temps entre deux pannes suit une loi exponenticlle de paramétre
a2 > 0 (client entre en orbite).
L’état du systtme a la date tpeut étre décrit par le processus
{C(t); N, (t); E(t);t = 0}, ou C(t)est 0 ou 1 selon le fait que le serveur est libre ou
occupeé, N, (t) est le nombre de clients en orbite. Si C(t) =1, &(t) est une variable

supplémentaire a valeurs dans R*et désignant la durée de service écoulée a la date t.

Les transitions entre les états sont
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a1 + b(x)

0,0

A

1,0

v

De Artalejo et Gomez-Corral [5], on a que ce systéeme est en régime stationnaire si

. A(l —E(a11+0(12)) -1

a a; + a12§(0511 + a;;) .

2.4.2.2. Analyse de la distribution stationnaire

Soit p < 1 et soient

py = limp(C(t) = i, No(t) =), 00 (i,/) €S ={0,1} XN (2.8)
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Nous utilisons 1’approche régénératrice. Les instants de régénération sont ceux ou le
serveur devient libre et aucun client n’est en orbite. On définit la durée de service
effective comme I’intervalle aléatoire de temps depuis le début du service d’un client
jusqu’a D’instant ou le service en question s’achéve avec succes ou avec interruption.

Soient encore

T -lalongueur d’un cycle de régénération ;

T;;- la durée de séjour du processus {C(t), N,(t),t = 0} dans I’état (i, j)durant T ;

N7~ le nombre de services effectifs durant T aboutissant a un succes et laissant j clients en
orbite ;

Nj"- le nombre de services effectifs durant T aboutissant a une interruption et laissant |
clients en orbite (k = 1,2-type de ’interruption).

Selon la théorie des processus régénérateurs Ross [36],

E[T;]
E[T]

pij = ,(,j)ES (2.9)

A partir du graphe des transitions, en égalisant le taux du flux d’entrée et le taux du flux
de sortie des états (0,j) et {(i,m):i € {0,1},j = m > 0} respectivement, on obtient les

équations d’équilibre statistique suivantes :

(A +jO)E[Ty;] = E[NF] + @11 E[T1j] + (1 — 8o)a12E [Ty j-4], j=0; (2.10)
( + DOE[Tyj41] = (A + a1)E[Ty;], j=0. (2.11)

Prenons 1’équation (2.11) et divisons par E[T ].

D’apres la définition (2.9), on a

U+ Dbpojs1 = A+ ag2)pyj, j=0. (2.12)

Par conséquent, le probléme est réduit a celui du calcul de la suite {plj,j > 0}. Dans le

but de trouver la relation entre E[Ty;], E[Nf]et E[N}], nous introduisons la quantité
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auxiliaire A; : le temps moyen, tel que durant un service effectif j clients sont en orbite

étant donné que le service effectif précédent a laissé k clients en orbite.

D’aprées le théoréme de Wald,
j+1

E[Ty] = Y BING] + EING] + EINZD) Ay,
k=0

j=0 (2.13)
En outre, vu que les interruptions sont exponentiellement distribuées, on trouve que :
E[N}] = ay1E[Ty] k = 0; (2.14)
E[N2] = ay2E[Ty j4] k > 0. (2.15)

En combinant (2.10) — (2.11) et (2.13) — (2.15), on obtient

j+1 y
E[T] =40 + (A + ozlz)zk=1 (1 + E) AyE [Ty -] j=0. (2.16)

1

Poo '

Il est évident que E[Tyo] = /31 alors E[T] = 7

En divisant (2.16) par E[T], nous obtenons la relation de récurrence

j+1

A ,
P1j = APooAoj + (A + ai2) Z (1 + E) AjPre-1 J = 0. (2.17)

k=1
Les probabilités {plj, j= 0} peuvent donc étre calculées en terme de py,. A cet effet, il

est nécessaire d’évaluer les quantités A ;. Enfin, on obtient p,, a I’aide de 1’équation de

normalisation

pij = 1.
@@Ljes

Pour calculer Ay ;, définissons By ; : le temps moyen, tel que durant un service effectif j

clients sont en orbite étant donné que ce service a débuté avec k clients.

A T’aide de la démarche définie par Artalejo et Gomez Corral[5], on a que
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G+1)6

Aj+1,j = /H-(j—+1)93jj'j = 0; (2.18)
ko A .
Akj = H—ICHBk_l'j + H—keBkj; j=k=0; (2.19)
—At (lt)]_k _( + )t .
Byj = f ©G-R! (1-B@))e~@urata, j=k=0. (2.20)
0

La contribution de I’intervalle (¢, t + At) pour By; est :

)] le temps de service n’est pas écoulé avant le temps t avec une probabilité
(1-B®);
i) une interruption de service n’a pas eu lieu avant t avec une probabilité

{e—(“11+‘112)t} :

iii) (j — k) clients primaires arrivent dans le systeme durant (0, t).

Par conséquent, nous avons un schéma stable permettant de calculer la distribution

stationnaire p;; :
Algorithme
1. Calculer By d’apres (2.20) ;
2. Calculer Ay d’apreés (2.18) — (2.19) ;
3. Exprimer p,; en termes de pog a ['aide de (2.17) ;

4. Trouver pyg a ['aide de I’équation de normalisation.

A présent, supposons que B(t) =1 —e #u > 0,t > 0. Donc, on a un processus de
Markov{C(t), N,(t),t = 0}

Théoreme[12]
La distribution stationnaire du processus {C(t), N,(t),t = 0} est donnée par

(1 n (4 +9“12))
0j — 00 = 4, .
J 6 ),
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(1 n A+ alz))

7).
P1j = 1) L pip10j = 1; (2.22)
j
Poo = P~ P10 (2.23)
-1
A+a
Poo = lF (1,1 +¥; 1;p>l ; (2.24)
ou
- ()_{1 Sin =0 ymbole de Pochhammer)
o pt+ag;’ ®n = x(x+1)..x+n—-1) sin=>1 symbole de Pochhammer),
> (@) (b), 2"
F(a,b;c;z) = (@n(b)n )n_' (fonction hypergéométrique).
n=0 (C)n n
Preuve

o Systéme d’équations pour les probabilités d’état p;(t) = p(C(t) = i,N,(t) = j)

IfPOj(t +At) = [1 = (A +j0)At]pg;(t) + (ay1 + wAtpy;(t)

4 +ap,At(1 — 50j)P1,j—1(t) j=z0;
|P1j(t+At) = [1 - A+ ayq +ap + wAtlpy(t) + A Atpy;(t) + A At(l - 50j)P1,j—1(t)
+( + DOAL pgj41(t) j=0.

o Systéme d’équations de Kolmogorov
Le systeme ci-dessus peut étre réécrit comme suit

(t + A) — Dy ;
(Poj(t + Atz Poj (£) = —(A+j0)po;(t) + (a11 + W1 (1)

) +ai2(1—80j)prj-1(6)  j=0;
p1j(t + At) —py;(t)
1] At 1] = —(A_ + all + alz + ,u-)plj(t) + A pO](t)
\ +4 (1 - 60j)P1,j—1(t) +( +1)0 poj+1(t) j=0.

Lorsque At — 0, on obtient le systeme d’équations de Kolmogorov

P’Oj(t) = —(A+j0)po;(t) + (ay; + wp,;(t) + “12(1 - 50j)P1,j—1(t) j=z0;
P’lj(t) = —(A+ay +ap +wpi(t) + Apg;(t) + 4 (1 - 50j)P1,j—1(t)
+( + 18 pgj+1(0) j=0.
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o  Systéeme d’équations d’équilibre statistique
Lorsque t — oo, le systéme d’équations de Kolmogorov ci-dessus devient

{(/1 +j0)poj = (@11 + wpy; + a12(1 - 50j)P1,j—1 j=0; (2.25)
A+ ay +agp +Wp; =Apg; + 4 (1 - 50j)P1,j—1 +(G+DO0poj1 j=0.(2.26)

e Graphe des transitions

De I’équation (2.12), on a que
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G+1)6

p1j = mpo i+ (2.27)
_ A + dq2 228
Do,j+1 —mpu- (2.28)

En substituant (2.27) dans (2.26), on obtient

G+ 16
A+ay +ap+ M)mpo,jﬂ
. jo
= lpoj + (] + 1)9p0,j+1 + Ampo,j. (229)

Posons j = j — 1 dans (2.29). Ce qui donne comme résultat

jo . G-18

A+a; ta;+ #)mpo,j = Apo,j-1 tJOpo,; + lmpo,j—r (2.30)

L’¢équation (2.30) peut étre réécrite de la maniére suivante

Po,j = [A+ai, + (G —10]poj-1. (2.31)

jé(ay; + 1)

Vu que la distribution du temps de service est exponentielle, 1’intensité du trafic p

devient :

B (11 + 1)

L’équation (2.31) devient
P .
Po,j =j—9[/1 + a1+ (= 1DO]po -1,

ou bien
j j-1

Poj = 1_[[,1 + ayy + kO]pgo. (2.32)

jles

50



Effectuons les calculs suivants

ploJ A+ aq,
,j |9} 1_[[ k]pOO:

pf/1+a12<)t+a12 )(/1+a12 ) (/1+ )
= — 1 2].. 1 -1 -1
IR o o g t1)TU=D 1P

A I’aide de la définition du symbole de Pochhammer et sachant que j! = (1), on obtient

I’équation (2.21) :

A+ aq,
Poj =P 9 ) Poo-

A présent, considérons 1’équation (2.25). A 1’aide de (2.28) cette derniére devient

WA .
A +j6) L P1,j-1 = a12(1 - 50]')291,]'—1 + (ay; + ll)P1j j=0.
D’ou
p '=/12+/10(12 +/1]9+a12]9_a12(1_50])]9p ' _
Y jO(ay; + 1) L=t
M !
= - . A k6
ICRETD) B[ + a1 + kO]pyo
|
pl
= Wn[l + (112 + k@]plo
k=1

Encore, en appliquant la définition du symbole de Pochhammer, on trouve 1’équation
(2.22)

0

(1+A+a12)'
=) jo
pij=p ), P10

Pour trouver la relation entre py, €t p,4, Nous faisons les calculs suivants :
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De I’équation (2.12), on a

0po1 = (A + a12)p10-
De plus, I’équation (2.32) fournit

Po1 = g()l + a12)Poo-

Par conséquent,

p
0 9 A+ a12)poo = (A + a12)P10
ou bien

PPoo = P10 €t Poo = P~ P1o-

La probabilité py, (ou celle p;() peut étre obtenue a ’aide de 1’équation de normalisation

21701' +2P1j =1
=0 =0

En effet,

ipf’“r“lz (%Jr 1)1

A + alz)
. + Z L ppoo = 1.
0 (1)] Poo ,0 (1)] PPoo

j=0

D’ou

0

. (1 + A+ alz) |
= L o
Poo zj:O (1)] p

Considérons

o (1) e (),
J

o J; . jp’
Zj:o (D)) ”]‘ZFO (D) j!

A I’aide de la définition de la fonction hypergéométrique, on obtient
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-1

A+ aq,
Poo = [F (1:1 + 5 ;1i,0)]

La distribution stationnaire p;;,i = 0,1 et j = 0, permet de calculer les mesures de per-

formance :

— Nombre moyen de clients en orbite 71,

1 o]
= hmE [N,(t)] =ZZ}pU-.

i=0 j=0

— Nombre moyen de serveurs occupes ¢

1 o
c= 1mE [C(t)] ZZLpU

i=0 j=0

2.5. Conclusion

Les modéles étudiés dans ce chapitre ont un nombre important d’applications
potentielles. Dans le chapitre suivant, nous présenterons quelques exemples de problemes
qui peuvent étre résolus a 1’aide des systémes de files d’attente avec rappels. Ces derniers

comprennent soit le phénomene de priorité, soit les vacances du serveur, soit les pannes

du serveur.
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Systemes de files d’attente avec
rappels et interruptions de service
dans la modelisation des
phénomenes réels

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons plusieurs exemples des systemes réels qui peuvent
étre modélisés comme des systemes d’attente avec rappels et serveur sujet a des

interruptions de service.
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3.2. Systemes réels modélisables comme systemes d’attente avec
rappels et priorité relative

3.2.1. Modele 1

Prenons le modele avec rappels et priorité relative précédemment présenté dans le
chapitre 2 et faisons les modifications suivantes : A I’arrivée d’un client primaire type2, si
le serveur est libre, le client en question est pris en charge. Dans le cas contraire, le client
quitte le systeme définitivement avec une probabilité 1 — H;, ou entre en orbite avec une
probabilité H; < 1 et devient source d’appels secondaires. A 1’arrivée d’un client type 2
de lorbite, si le serveur est encore occupé, le client quitte le systeéme sans recevoir le
service avec une probabilité 1 — H,, ou revient en orbite avec une probabilité H,.
Supposons que H, = H; = -+ . Encore, les cas H, = 1 et H, < 1 suggerent des solutions

différentes.

A T’aide de la méthode des variables supplémentaires, Choi et Chang[13] ont
obtenu les mesures de performance pour le modele M, M, /G /1 avec rappels, deux

types de clients et H, = 1. Ces mesures sont :

— Nombre moyen de clients dans la file d’attente i

_ MAB;
2(1-p)(1 4 p,(1 — Hy))

iy = E[Ny]

— Nombre moyen de clients en orbite 71,

MM (& N B; )
(A -pi—Hip)\6 201 - P1)(1 +p(1 - H1)) .

ny = E[No]

— Ladistribution du nombre de serveurs occupés P; avec (i = 0,1)obtenue est

p = 1—p;1—Hip; _ p Lol p=py +p
° (1+P2(1_H1))’ ! (1+P2(1_H1))’ ! 2

Ces auteurs ont également trouvé la formule qui permet de calculer le nombre moyen de

clients type 1 71; dans le systéme M;, M,/G,, G, / 1 avec rappels, deux types de clients et

H, <1:
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/1%.81,2,32,1 + (,0 - /11,31,1)11&,2 )

ne = E|N¢| = ;oup=2A41 + A .
f [ f] 2,82'1(1 — /11ﬁ1,1) P 1P11 2821

3.2.2. Modeéle 2

Prenons encore une fois, le modéle avec rappels et priorité relative précédemment
présenté dans le chapitre 2 et faisons les modifications suivantes : le taux d’arrivée des
clients prioritaire est gA > 0 et celui des clients non prioritaire est pA > 0 ou g représente
la probabilité¢ avec laquelle le client prend une place dans la file d’attente et p =1 —
q représente la probabilité avec laquelle le client entre en orbite. La durée entre deux
rappels successifs d’'un méme client en orbite suit une loi arbitraire de fonction de

distribution de probabilité commune A(x) et transformée de Laplace-Stieltjes o (s).

Les mesures de performance de ce modéle ont été trouvé par Atencia et Moreno|[6]

a I’aide de la méthode des variables supplémentaires. En voici quelques unes :

— Nombre moyen de clients dans la file d’attente ng

_ . 12qp,
Tlf = E[Nf] = Z(qu)

— Nombre moyen de clients en orbite 7,

iy = E[N,]

__ M <2,81(1 —pQ[1—x (D] + ABz[p + q (/1)]>
2(1-pq) « (D) —[p+qx@lp '

—  Temps moyen d’attente W; d’un client type i = 1,2 (d aprés la formule de Little)

_E[N] a8,
7 A T 20-p9)’

7. _ EIN] _ <231(1 — p[1—ox (D] + AB,[p + q x (A)])
2T 20— p)(x D) —[p+qxDlp) )

3.2.3. Exemples d’application

Considérons quelques exemples d’application.
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3.2.3.1. Systemes téléphoniques modernes

Dans les échanges téléphoniques modernes, les lignes des abonnés sont connectées
aux modules qui traitent les appels arrivants et ceux sortants. Dans le cas du blocage (les
canaux sont occupes), les appels sortants sont placés en attente dans un tampon (de
capacité infinie) tandis que les appels arrivants sont refusés et plus tard réinitialisés pour
¢tablir la connexion. Lorsque ’un des canaux se libére, un appel sortant (s’il se trouve
dans le tampon) I’occupe immédiatement. De ce fait, les appels arrivants ne réussissent
pas a établir la connexion aussi longtemps qu’il y a des appels dans le tampon. Ce
comportement implique que les appels sortants possédent une priorité relative sur les

appels arrivants.

3.2.3.2. Réseaux LAN avec le protocole CSMA non persistant et CSMA

persistant

Supposons qu’un LAN posséde des utilisateurs non persistants et des utilisateurs
persistants connectés par un bus. Les utilisateurs persistants sont contrdlés par 1’unité
centrale de facon que chaque fois lorsque le canal est libre, un utilisateur persistant
I’occupe pour envoyer ces paquets. Les utilisateurs non persistants essayent la
retransmission indépendamment apres une durée de temps. Ce systéeme se présente
comme un systéme avec rappels et priorité, ou les clients type 1 sont ceux persistants, les
clients type 2 sont ceux non persistants et le serveur est le bus.

3.2.3.3. Réseau cellulaire mobile

On considere un réseau cellulaire mobile, ou chaque cellule est servie par une
station de base différente. Une cellule particuliére peut s’occuper de plusieurs
communications actives simultanément. La station de base dans une cellule manipule
deux types d’appels. Le premier est un appel d’origine (initi¢ dans la cellule en question).
Habituellement, un abonné avec un appel d’origine bloqué refait sa tentative aprés une
durée de temps. Un autre type d’appels, “handoff*, apparait lorsqu’un abonné détenteur
de la ligne de communication entre en cellule en question des cellules adjacentes. Si la
station de base ne parvient pas a attribuer un canal libre jusqu’a ce que I’abonne sort de la

région de recouvrement des cellules, il souffre de la panne durant la conversation. La
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dégradation de la qualité de service teléphonique dans ce cas est plus sérieuse que dans le
cas d’un appel d’origine. Par conséquent, la station de base peut donner la priorité aux
appels “handoff* en attribuant une file. Dans un réseau cellulaire mobile, la perte d’un
appel “handoff* est un facteur important pour la qualité de service. Ce systeme peut étre

modélisé comme un systéeme avec rappels, deux types de clients et perte géométrique.

3.2.3.4. Téléphone dans une banque

Prenant ’exemple d’un banquier qui doit s’occuper d’une ligne d’attente et d’un
téléphone. Un tel employé préte attention au téléphone seulement quand il n’y a aucun
client dans la banque. Un client arrivant et trouvant ce banquier inoccupé sera servi
immédiatement ; autrement, il attend avec une probabilité g dans une file d’attente ou
avec la probabilité complémentaire p=1-q décide de téléphoner plus tard jusqu’a ce qu’il
obtienne son service. Ce systeme peut étre modelé comme un systeme M;,M, /G /1
avec rappels et priorité relative ou les clients attendant dans la banque sont considéres
comme des clients prioritaires et les clients faisant des appels téléphoniques comme des

clients non prioritaires.

3.3. Systemes réels modélisables comme systemes d’attente avec
rappels et priorité absolue
Dans cette partie, nous présentons deux exemples de systemes réels: le premier est
modélisé par le systeme étudié dans le chapitre 4 et 5 et I’autre est modélisé par le
systeme M / G / 1 avec rappels, service a deux phases et politique résume préemptive
[33].

3.3.1. Bureaux d’'information

Le modele étudié dans le chapitre 4 et 5 peut étre utilisé pour modéliser une
situation (fréquemment observée dans quelques bureaux d’information), ou un agent seul
répond aux appels téléphoniques et sert le client présent. Dans ce contexte, les appels

téléphoniques ont une priorité absolue par rapport au client présent.
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3.3.2. Réseaux de communication

Dans des réseaux de communication, des messages de longueur variables arrivent
a une station de service qui les traite dans deux étapes par un seul serveur. A 1’étape de
prétraitement (le service préliminaire), le serveur peut interrompre le message actuel du
processus en cours pour satisfaire le nouveau message prioritaire en arrivée. Apres
I’achévement de prétraitement, si le message est qualifié, le traitement principal
commencera et si autrement, il doit quitter le systeme. Le serveur est bloqué pendant le
traitement principal pour qu’un message arrivant soit acheminé a 1’orbite pour faire des
rappels. Ce systeme a été modélisé par un systeme M/G/1, service a deux phases et

priorité absolue dans [33].

3.4. Systemes réels modélisables comme systemes de files
d’attente avec rappels et vacances du serveur
Nous considérons un systeme d’attente avec rappels de type M/G/1, ou le serveur
applique la politique de vacances multiples quand aucun client n'est enregistré dans

I'orbite. On donne la description détaillée du modéle comme suit :

1. De nouveaux clients arrivent de I’extérieur du systéme selon un processus de
Poisson de taux A > 0. Nous supposons qu’il n’y a aucun espace d’attente, et donc
si un client arrivant trouve le serveur libre il commencera son service. Si un client
arrivant trouve le serveur occupé ou en vacance, il rejoint I’orbite avec une
probabilité b ou bien quitte le systeme avec une probabilité (1 — b). Les clients de
’orbite essayent d’exiger leurs services plus tard et les temps inter-rappels suivent
une distribution arbitraire A(x) de transformée de Laplace Stieltjes o (s).

2. Le service est assuré par un seul serveur. Dés qu’un client est servi complétement,
il décidera de joindre I’orbite pour avoir un autre service avec une probabilité p ou
quitter le systéme avec la probabilité(1 — p). Les temps de service suivent une loi
générale de fonction de distribution B(x) de transformée de Laplace Stieltjes
B(s).

3. A chaque fois que l'orbite est vide, le serveur prenne des vacances d'une longueur

aléatoire V. Si aucun client n’apparait dans 1'orbite lorsque le serveur retourne des
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vacances, il repart pour de nouvelles vacances de la méme longueur. Ce schéma se
répéte jusqu'a ce qu'il trouve au moins un client enregistré dans l'orbite a son
retour ou qu'il a déja pris J vacances. Si l'orbite est vide & la fin de la J*™e
vacance, le serveur reste en attente des clients dans le systéme. Si a une époque
d'achevement de vacances l'orbite est non vide, le serveur attend les clients
éventuels de l'orbite, ou I’arrivée de nouveaux. Le temps des vacances V a une
fonction de distribution ¥ (x) de transformée de Laplace Stieltjes ¥ (s).
4. Les processus stochastiques impliqués dans ce systeme sont indépendants les uns
des autres.
L’analyse détaillé de ce systéme été faite par Jau-Chuan Ke et Fu-Min Chang [29] a
I’aide de la méthode des variables supplémentaires. Les auteurs ont réussi de trouver les

expressions explicites des mesures de performance. Ces mesures sont :

— La probabilité p, que le serveur est inoccupé pendant le temps de rappel
{1—oc WHND (1) + p + WE[S]}

PLENO M —p + (1= AE[S]) + pli—oc D] + (bl1—ox (D] +o¢ (D)JAELS]
— La probabilité p, que le serveur est occupé
B [N®(1)+oc (D]AE[S]
P2 = NO@I —p + A - DAEST) + pli—x (D] + (b[1— D]+ (DIAE[ST
— La probabilité p; que le serveur est en vacance
ND(1) o (1) —p — ADE[S]
b3

NI —p+ (1 - DAELST) + pli—oc D] + {bl1-o (D)]+oc IELS]

— Nombre moyen de clients dans le systéme £ (N)

E(N) =P, {2 o (D) (1—cc (V))(NP (1) + p + E[S]) (1 — p + (1 — b)AE[S]) +
ND()(ex () — p — E[SD( — p + (1 = BAE[S]) + A% (ND (1)+oc (1)) {E[S?](ex
() = p) + 2pE[S1?} + b (1o (1) (ND (1) +e¢ (1)) (2pE[S]) + AE[SI} /

{2(x (1) — p — AE[S]?} + {ND (1) +oc WAE[S}/AND (D1 —p+ (1 -
B)AE[S]} + p[1— ()] + {b[1—ox (A)]+0ox (1) IAE[S]}.
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avec

(1-[Vaw)'} e

ND(D) = ; ;
[Fab)]' (1-7@b))
= J
) = {1: [V(Ap)] })li)zE[Vz];
[Fab)] (1-7@ab))
n o (1) — p — AbE[S]

T NO@{ - p+ (1 - b)AE[S]} + pI—o¢ (D] + (b[1— (D)]+oc (DIAE[S]

3.4.1. Exemples d’application

Considérons quelques exemples d’application.

3.4.1.1. Systéeme de transfert de courrier électronique

Dans le modéle de systeme de transfert de courrier electronique, le systeme de
courrier utilise le protocole de transfert de courrier simple (le SMTP) pour livrer les
messages entre les serveurs de courrier. Quand un programme de transfert de courrier
contacte un serveur sur une machine a distance, il forme une connexion sur laquelle il
communique. Une fois que la connexion est en place, les deux programmes suivent le
SMTP qui permet a ’expéditeur de s’identifier, spécifier un destinataire et transférer un
message ¢lectronique. Lorsque 1’expéditeur dépose le courrier électronique dans son
propre serveur de courrier, le serveur de courrier peut a plusieurs reprises essayer
d’envoyer un message de contact pour cibler le serveur jusqu’a ce que le serveur cible
devienne opérationnel. Typiquement, les messages de contact arrivent au serveur selon un
processus de Poisson. Quand les messages arrivent au serveur de courrier, un message est
choisi pour étre servi et les autres rejoindront le tampon. Dans le tampon, chaque
message reste une certaine durée de temps avant de faire une nouvelle tentative de
service. Il y a un programme de démon mis en ouvre au serveur de courrier pour gérer les
demandes de service provenant du tampon. Le serveur cible est comme celui de
I’expéditeur et le message d’envoie sera probablement retourné au serveur pour demander
le service de réception. Pour garder le serveur de courrier bien fonctionnant, le

scan antivirus est une activité de maintenance importante. Il peut étre exécuté quand le
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serveur de courrier est inoccupé. Ce type de maintenance peut étre programmé pour
fonctionner réguliérement. Cependant, ces activités de maintenance ne se répétent pas
continuellement. Quand ces activités sont finies, le serveur de courrier entrera dans 1’état
inoccupé de nouveau et attendra I’arrivée des messages de contact. Dans ce scenario, le
tampon dans le serveur de courrier expediteur, le serveur de courrier récepteur, la
politique de transmission et les activités de maintenance correspondent a 1’orbite, le
serveur, la discipline des rappels et la politiqgue de vacances, respectivement, dans la

terminologie de la théorie des files d’attente [29].

3.4.1.2. Le serveur www (world wide web)

Dans le modele opérationnel du serveur www, des requétes http (HyperText
Transfert Protocol) arrivent au serveur www selon un processus de Poisson, tandis que
ces requétes http peuvent étre terminées par un utilisateur auparavant arrivant au serveur
www. Lorsque les requétes arrivent au serveur www, une requéte est choisie pour étre
servie et le reste des requétes entrera dans le tampon qui est placé a I’intérieure du serveur
www. Dans le tampon, chaque requéte observe une certaine durée de temps avant de faire
une nouvelle tentative de service. Il y a un programme de démon mis en ceuvre au serveur
www pour geérer les requétes provenant du tampon. Si la page web cible est placée au
méme serveur www, la requéte sera probablement retournée au serveur. Pour garder le
serveur www bien fonctionnant, des activités de maintenance tel que le scan antivirus peut
étre executé lorsque le serveur www est inoccupé. Ce type de maintenance peut étre
programmé pour fonctionner régulierement. Ce pendant, ces activités de maintenance ne
se répetent pas continuellement. Lorsque ces activités de maintenance sont finies, le
serveur www entrera dans 1’état inoccupé de nouveau et attendra I’arrivée des nouvelles
requétes. Dans ce scénario, le tampon dans le serveur www, le serveur www, la politique
de retransmission et les activités de maintenance correspondent a 1’orbite, le serveur, la
discipline des rappels et la politique des vacances, respectivement, dans la terminologie de
la théorie des files d’attente[29].

Les deux exemples réels suivants, sont des exemples pratiques du model M /G / 1

avec rappels et vacances présenté dans le chapitre 2.
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3.4.1.3. Réseau local avec CSMA/CD non persistant

Dans un tel systeme, un nombre fini m de clients (terminaux actifs) sont reliés par
un seul bus. Sous le protocole CSMA/CD, si un terminal a un message a transmettre, il
consulte le bus pour voir s’il est occupé ou au repos. Si le canal est occupé, le terminal
consulte le bus de nouveau aprés une durée exponentiellement distribuée. Par contre, si le
canal est libre, il commence a transmettre le message. Vu que le délai de propagation
n’est pas égal a zéro, pendant un certain temps, les autres terminaux avec messages
peuvent également trouver le bus libre, et par conséquent transmettre leurs messages. Ce
phénomeéne est réféeré comme une collision. Chaque terminal impliqué dans la collision
abandonne sa transmission et consulte le bus aprés une durée de temps (comme dans le
cas du bus occupé). Habituellement, une collision dure un certain temps pendant lequel
aucun terminal n’est autorisé a transmettre. Ce systeme se conduit comme un systéeme de
files d’attente avec rappels, nombre de source fini et vacances du serveur, ou les sources

sont les terminaux, les vacances sont les durées de collision et le serveur est le bus.

3.4.1.4. Réseaux locaux en anneau

Ces systemes sont caractérisés par le fait qu’une permission de transmettre circule
dans I’anneau. Une station, ayant des messages a transmettre, attend ’arrivée de la
permission libre. Si c’est le cas, elle change I’indicateur de la permission de libre a
occupée, et le message part pour la station destination. Apres la réception du message, la
permission est marquée libre et passe vers une autre station. Dans le cas contraire (la
permission n’est pas libre ou la destination est occupée par la réception d’un autre
message), le message est stocké dans le tampon pour une transmission ultérieure. Ces
systemes peuvent €tre modélisés comme les systemes de files d’attente avec rappels,
vacances du serveur et nombre de source fini. L’orbite est constituée des tampons des
stations attachées au réseau, le serveur est la permission. Les vacances du serveur sont les

passages de la permission libérée par une station vers une autre.
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3.5. Systemes réels modélisables comme un systéme de files
d’attente avec rappels et serveur sujet a des pannes

3.5.1. Transmission des messages a travers des réseaux fac-similes

Le modéle M /G /1 avec rappels et deux types de pannes présenté dans le
chapitre 2 peut étre utilisé pour étudier le probléme provenant des possibilités "auto-
repeat” pour la transmission des messages a travers des réseaux fac-similes. Considérons
une entreprise de communication. Cette derniere réserve une machine fac-simile,
spécifique pour envoyer des messages aux destinataires se trouvant a D’extérieur de
I’entreprise en question. A I’arrivée d’un utilisateur désirant envoyer un message, si le
medium de transmission est libre, la transmission commence. Dans le cas contraire, le
message est soit stocké dans un tampon et la demande sera réinitialisée aprés une certaine
durée aléatoire ou quitte le medium pour toujours. Si la transmission d’un massage ne se
termine pas avec succes pour des raisons, telles que : un blocage dans les lignes extérieurs
ou une erreur de transmission, le message en question quitte le medium et, également,
rejoint le tampon. Il est utile d’indiquer que I’équipement fac-simile reste opérationnel et

les interruptions du service sont dues aux facteurs extérieurs.

La correspondance avec le modéle est la suivante : les clients en orbite, la distri-
bution du temps inter-rappels et la distribution du temps de service sont, respectivement,
les messages bloqués/interrompus et stockés dans le tampon, le protocole de

retransmission et le temps de transmission.

3.5.2. Réseaux informatiques avec infection virale

Quand il n’y a aucun virus, les réseaux informatiques peuvent &tre modélisés et
analysés en utilisant des réseaux de files d’attente conventionnels avec ou sans rappels.
Les clients représentent 1’exécution des opérations algorithmiques et logiques, et les
nceuds représentent les dispositifs CPUS, 1/0,...etc. Quand un virus entre dans un nceud,
un ou plusieurs fichiers peuvent étre infectés et I’administrateur systéme devrait passer un
certain nombre de sauvegardes a fin de récupérer les fichiers infectés. Dans certains cas,
ils ne peuvent pas étre récupérables. Un virus peut émaner de I’extérieure du réseau, par

exemple, disquette, ou peut venir d’un autre nceud dans le réseau, par exemple, un
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courrier électronique. Le temps de récuperation des fichiers infectés peut étre considéré
comme le temps de réparation du serveur (le nceud) par suite d’une arrivée de client
négatif (le virus). Ce cas réel a été modélisé par un systeme Geéo/Géo/l avec rappels,
clients négatifs et serveur non fiable dans [43] ou les auteurs ont étudié I’impact des
clients négatifs et le facteur de manque de fiabilité sur les performances du systeme. La

description mathématique de ce modéle peut &tre donnée comme suit :

Nous considérons un systéme d’attente avec rappels a un seul serveur ou 1’axe des
temps est divisé en des intervalles égaux dites slots et toutes les activités du systeme
(arrivées, départs, rappels, pannes et réparations) se produisent aux bornes du slot. L’axe
est supposé marqué par O, 1, ...., m, ..... Considérons 1’époque m. Supposons que les
départs et des achévements des réparations se produisent dans |m~, m[ ou m~est I’époque
avant un départ tandis que les arrivées positifs, les arrivées négatifs, les rappels et les
débuts des réparations se réalisent dans Jm, m*[ ou m* est I’époque aprés une arrivée.
Deux types de clients, positifs et négatifs, arrivent selon des processus d’arrivée
géomeétriques avec des probabilités p et g, respectivement. Il n’y a aucun espace d’attente
devant le serveur et donc, si un client positif arrive et trouve le serveur inoccupe, il
commence son service immédiatement et quitte le systéme apreés 1’achévement de son
service. Autrement, si le serveur est occupé ou en réparation a 1’époque d’arrivée, le client
positif arrivant quitte I’espace de service et rejoint I’orbite afin de tenter sa chance a
nouveau plus tard. Chaque client dans I’orbite génére un flux de Bernoulli de taux
7 =1 —r, ol r est la probabilité qu’un client en orbite ne fait pas un nouveau rappel dans
un slot, et ceci indépendamment des autres clients en orbite. Le serveur tombera en panne
a I’arrivée des clients négatifs, et sera envoyé a la réparation immédiatement. Les temps
de réparations suivent une distribution géométrique de parametre = 1—c, i.e., @ est la
probabilité que la réparation ne se termine pas dans un slot. Les clients négatifs feront le
client étant dans le service perdu, mais n’ont aucun effet sur ’orbite. Les temps de
service sont indépendants et geométriqguement distribués avec une probabilité 5 = 1 — s,
ou s est la probabilité qu’un client ne conclut pas son service dans un slot. Finalement,
les processus stochastiques impliqués dans ce systeme sont supposés étre indépendants les

uns des autres. Pour éviter les cas insignifiants, il est supposé que 0 <p <1,0<qg <1,
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0<r<1,0<a<1et0<s<1. Les mesures de performances de ce systtme sont

données par les expressions suivantes [43] :

La probabilité p; que le serveur est libre

q  pXg+xpq
xg+q (Xq+q)(s+spq)

p1=1-

La probabilité p, que le serveur est occupé
__ pxgtxpq
(X q+q)(5+spq)

P2

La probabilité p; que le serveur est en panne

p=q
T Xg4+q

— Le nombre moyen de clients en orbite E(N,)

E(N,)
_ G(r")rn
G(rm)
n=1
{ q p X g+« pq }{ < pgp + qsqp
- ML U b _
Xxqg+q &Xg+q)(5+spg))|( Xq{p—spq—sq)—xpq

_|_

[(1-sq—pq) xp+spg(Xgq+xgp)][(xqg+xqp+q(1l—sq-— sm)]}
[ (@ — spq — sq)—x pq]? '

avec

6(2) = 57 PL™ pz* + [« p(spg — 1) —sp X qlz + [S(x p +X §) +& (5q + spq)]
Pa spq « pz? — [spq(x g+« pq) + (1 — spq — 5pq) < p] + W '

oUW =35pg(x p +& q) +X pg(5q + spq).

— Le nombre moyen de clients dans le systeme E(N)
p X g+ pq
(X q+q)(5+spq)

E(N) = E(N,) +
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3.5.3. Interaction hote-parasite (application biologique)

Considérons le cas d’un seul hote (un organisme qui héberge un parasite) qui est
né, sans parasite, au temps t=0 et dans sa durée de vie est exposé aux parasites de temps
en temps dans une zone infectée. A un instant d’exposition, 1’h6te acquiert un seul
parasite indépendamment d’une exposition a une autre. Le nombre de parasites dans
I’héte peut augmenter en raison de la reproduction de parasites et peut provoquer la
mortalit¢é de I’hote (quand il atteint un certain nombre m) a 1’dge t,. L’intérét du
biologiste est au nombre de parasites acquis par 1’hdte jusqu’a I’instant de temps t quand
I’hote a été déplacé vers une zone non infectée a un certain age t, < t. L’hote entre dans
la zone non infectée seulement s’il est vivant et infecté a 1’age t,. Dans la zone non
infectée, 1’hote vit dans des conditions non infectieuses. Cela signifie que 1’hote
n’acquiert pas de nouveaux parasites, subit un traitement concret pour diminuer le nombre

de parasites acquis jusqu’a I’instant de déplacement.

L’interaction précédemment décrite peut €tre modélisé par un systéme de files
d’attente avec rappels (les tentatifs faites par un parasite a fin de s’héberger dans 1’hote
qui lui résiste), une orbite (la zone infectée) de capacité infinie, un seul serveur (I’hote)
sujet a des pannes (infection par m ou plus parasites) réparables (le traitement de

diminution de parasites représente la réparation de 1’héte) [27].

3.6. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques phénomeénes réels qui peuvent étre
modélisés par les systetmes de files d’attente avec rappels et service sujet a des

interruptions.
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Modele d’attente avec rappels et
priorité absolue

4.1. Introduction

Il devrait étre indiqué que presque tous les modeles avec rappels et priorité y
compris les modeles avec priorité qu’on a présenté dans le chapitre 2 opérent sous la regle
qui met toujours les clients non prioritaires en orbite. Dans ce chapitre, nous considérons
un systéme de files d’attente de type M1,M,/G1,G,/1 avec rappels et priorité absolue de
politique ,,preemptive resume” qui opére sous la régle contraire. Notre modele peut étre
utilise pour modéliser une situation (frequemment observée dans quelques bureaux
d’information), ou un agent seul répond aux appels téléphoniques et sert le client présent.
Dans ce contexte, les appels téléphoniques ont une priorité absolue par rapport au client
présent. Pour le modéle en question, nous discutons le probléme d’érgodicité. Puis en
utilisant la méthode des variables supplémentaires, nous obtenons les fonctions

génératrices partielles de la distribution stationnaire de 1’état du systéme et quelques

68



mesures de performance pertinentes. Ces résultats font 1’objet de 1’étude réalisée dans
[11].

4.2. Description mathématique du modele

Nous considérons un systeme de files d’attente a un seul serveur, auquel deux

types différents de clients primaires arrivent selon des processus de Poisson indépendants

de taux A, etA,, respectivement. Les clients du premier flux de taux 4 >0 ont une

priorité absolue sur les clients du deuxieme flux de taux A, > 0. Ainsi, les regles suivantes

gouvernent la dynamique des clients :

- Tout client primaire arrivant et trouvant le serveur inoccupé, occupe
immédiatement le serveur et quitte le systéme apres 1’achévement du service.

- Tout client prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé par le service d’un
autre client prioritaire, rejoint 1’orbite. La durée entre deux rappels successifs d’un
méme client en orbite suit une loi exponentielle de taux & > 0.

- Tout client prioritaire arrivant (primaire ou d’orbite) et trouvant le serveur occupé
par le service d’un client non prioritaire, entre directement dans le serveur. Le
client non prioritaire, dont le service a été interrompu, persiste dans la zone du
serveur jusqu’a 1’achévement du service du client prioritaire pour reprendre son
service d’ou il a été interrompu (la politique ,,preemptive resume”).

- Tout client primaire non prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé quitte le

systéme sans service.

Les durées de service des deux types de clients suivent une distribution générale de
fonction de répartition B,(x), | e{1,2}, de transformée de Laplace-Stieltjes

o0

Igl(s):.[exp(—sx)jBl(x), le{1,2} et Re(s)>0. Soient les moments d’ordre Kk,

0

~ Bf
By = (—1)k Bl(k) (0) du durée de service a partir de I’origine; by (X) = [(x)

_m1 Ie{l,Z},

est ’intensité instantanée du service du client de typel, étant donné que la durée de
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service écoulée est égale a x. K, (z,2z,)=B, (4 -4z +4, — 4,z, )est la fonction génératrice
du nombre de clients primaires de deux types arrivant dans le systeme durant le temps de

service d’un client de type I(I e{l, 2}) Finalement, nous admettons I’hypothése de

I’indépendance mutuelle entre toutes les variables aléatoires définies précédemment.

L’état du systéme a la date t peut étre décrit a 1’aide d’un processus de Markov a

temps continu, tel que

{C(t),Ny (1), &(1). & (t),t=0}, (4.1)

OU N, (t) est le nombre de clients prioritaires en orbite et C(t) représente 1’état de

station-service a la date t. C(t)est égal a 0, 1, 2 ou 3 selon le fait que le serveur est

inoccupé, un client prioritaire est servi et il n’y a d’aucun client non prioritaire dont le
service a été interrompu dans la station-service, un client non prioritaire est servi ou un

client prioritaire est servi et il y a un client non prioritaire dont le service a été interrompu
dans la station-service. Si C(t)e{L3} (si C(t)=2) & (t) (& (t)) représente le temps de

service ecoulé du client prioritaire (du client non prioritaire) dans le serveur a la date t.

Les transitions entre les états sont définies comme suit :

o C(H)=0,i20

= __+.-}.-3+!ﬂ:|
|
) M I\ P, ke N
S, ; i
L) L) ( 2 )
S il -
@ ¥ 1 )

o

Figure: 1
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s Sty =1,i=0

=(by Cx) + A1)

Figure: 2

e C()=2i20

=(balx) + g + i)

Ay balx)

Figure: 3
» C(t)=3i=20 =By (x) + 4
O bylx)
A
G227 o
(s+ V‘ A1 — &)
Figure: 4

4.3. Condition d’érgodicité
Dénotons par t; la date du d’¢me départ, N,; (N,,) le nombre de clients

prioritaires (de clients non prioritaires) dans 1’orbite (dans la station-service) juste avant la

datet, . Nous avons les équations fondamentales suivantes :
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Nl,d = Nl,d—l _Vd +Yl,d; (4-2)
Nyy =Nyy 1 xBy, Y4 =0. (4.3)

ou V, est égale a 0 ou 1, selon si le d’¢éme client servi est un client primaire ou
secondaire; Y, , (Y,4) est le nombre de clients prioritaires (non prioritaires) arrivant au
systeme pendant le temps de service du d’¢me client; B, est égale a 0 ou 1 selon si le

d’éme client servi est non prioritaire ou prioritaire. Dénotons par U, le type du d’éme

client servi (qui peut étre 1 ou 2 selon si le client en question est un client prioritaire ou
non prioritaire).

Le vecteur aléatoire (U,,V,) dépend de I'histoire du systéme avant le temps t,

seulement par le vecteur (NLH, NZM) . Sa distribution conditionnelle est définie par

mé
A+4, +mt9

PV =19, =D\ (N M) = ()=

P((Ud =1V, :O)\((Nl,dfl’ Nz,d—l) (m n))) -

Arheme
P((Us =2V, =DV(Nigs Nay ) = (mim))) =0;
p((Ud =2,V, =0)\((N,.,, Nz,d_1)=(m-”)))=ﬁ'

Le vecteur aléatoire (Yl,d ’Yz,d) dépend des événements qui sont arrivés pendant le temps

de service du d’éme client seulement par U et a la distribution conditionnelle suivante :

avec

I,m,n

P(((ld, .)=(m, n)) ) Iexp ~2,X) (il) S exp(- ﬂx)udB (x)=k

|e{1,2}, m=>0 etne{O,l}.
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La suite {xd :(Ud,Nl’d,szd),d 21} forme une chaine de Markov a espace d’états
S={1,2}xZ, x{0,1}, qui est une chaine de Markov induite de notre systéme d’attente.
Ses probabilités de transition & un pas 1, . ;) =P(Xq =(c,i, i)\ Xy, =(1,m,n)),00

€{1,2}, sont données par :

Mmn)(2i0) = mkz,i_m,ov ne{0,1 et m=i; (4.4)

k1,i—m0 —k1| m+1,0 * (45)

i A
(1m.n),(Li. ) A + A, +mé Ay + A, + Mo

Dans le but de prouver la déclaration précédente, nous avons besoin d'examiner les deux

cas de la valeur de n comme suit :

Si n=1, Mmn)(2i0) =ﬁk2 imjna, tandis  que  si n=0,
mn),(24, A+ i-m,
K (2i) =mk2 m.jon pour c=0 et j=0. Ainsi
mn),(24, A+ i-m,
r :Lk our i=m et r =0 pour m—-i=0. La
(Lm,n),(2.i,]) 2-1"'22 +mo 2,i-m,0 p (Lm,n),(2.,j) p ’
probabilité de transition r, , .y, ;) devient Lkll m.jon —k1I Ml jon »
‘ A+, +ml A+ A, +mb

pour c =1et j=n. Par conséquent, nous obtenons (4.5).

Le probléme a étudier par la suite est celui de 1’érgodicité de notre chaine. Comme les
équations fondamentales (4.2)-(4.3) ont une structure récursive, nous utilisons le critere de

Foster [16] . Considérons la fonction de Lyapunov suivante sur I’espace d’état S défini ci-

dessus: f(I,mn)=m+(1-p)n, ot p,=4p,. Laccroissement moyen de la chaine

Xamn = EL(f(Xq)=F(X44))\ X445 =(1,mn)] peut étre obtenu de la fagon suivante :

i) Si n=0, les équations (4.2)-(4.3) deviennent
Nyg =Ny, =V, +Y,, =m=V, +Y,

ld’

N,, =0.
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Dans ces circonstances, f(X,,)=m et f(X,)=m-V, +Y,

1d?

ce qui implique que

((|1)m n=E [(_Vd +Y1 g )\(( Ny N2,dfl) =(m, 0))]

- E[Yl,d \((Nl,dfl’ N2,dfl) =(m,0))]— E[Vd \(( Nyg-1:Nag 1) (m. 0))]

A +mo mé

e nrme TG e

i) Si n=1, de (4.2)-(4.3) nous avons

Ny, =Ny, =V, +Y,, =m-V, +Y,

1d?

1d N, =B,

et f (Xd)_ f (Xd—l) :_Vd +Y1,d +(1_p1)(Bd _1)'
Ainsi

X((Iz,t)n,n) = EI:(_Vd +Y1,d +(1_p1)(Bd _1))\(( Nl,d—l’ 2d—1) (m l))]
= E|:(_Vd +Y1,d)\(( 1,d-17 2d 1) ( )):|
+(1_Pl) E|:Ud \((Nl,d—l’ NZ,d—l) =(m11))]_(1_:01)

me A +mo A +mé _]

=— + +(1-
A+, +mé zi+/12+meﬂlﬂ“ ( pl)[zimﬁme

A présent, considérons x“ _Ilmx(l) ~1 et X(z)—llmx(z) p,—1. Alors

(1, mn) - (1, mn) -
xW=x?<0 si p<1. Donc, la condition suffisante est  p <1. Puisque
Fmmi ) = Tommeip =0 Pour i<m-1, p <1 est aussi une condition nécessaire pour
I’érgodicité (selon la condition de Kaplan[38] , p, =1 donne non érgodicité de notre

chaine de Markov induite). Finalement, {X,,d >1} est érgodique si et seulement si p, <1.

4.4. Distribution stationnaire de I'état du systeme

A présent, nous étudions la distribution stationnaire du processus (4.1) en utilisant

la méthode des variables supplémentaires (voir par exemple [23]). Pour ce faire, nous

supposons que p, <1 et nous introduisons les probabilités suivantes :
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P =tILrQP(C(t)=O, N, (t)=i),i=0;

PLi(x):tli_)rE%P(C(t):l,gl(t)sx, N, (t)=i), i=0etx=0;

Pz,i(y)=ergdin(C(t)=2,§2(t)sy, N, (t)=i), i=0ety>0;

P ()=l P(C(1)=3.4(1) £ x.4 (1) € YN, (6)=1).1 20, x> 06t y20.

Alors, en suivant la méthode des variables supplémentaires, nous constatons que les

probabilités considérées satisfont les équations d’équilibre statistique suivantes :

(A2 +10) By, = [ Py (¥)y (y) dy + J ()b, (x)ae (4.6)
R () ==(B () +4) Ry (%) + 4 (1-8) Ry (X); 4.7)
Ri(0)= ARy +(i+1)0R, ; (4.8)
P (y)= _(bz (y)+4+ i‘9) Pi (y)+TP3,i (%, y)by (x)dx; (4.9)
P (0)=4Ry; (4.10)
Pri (6 y) ==(B () + A) By (%, Y) + 4 (18,6 Py (X ¥); (4.11)
B (O' y) =45, (Y)"'(i "'1) P, (y) (4.12)

La résolution du systéeme (4.6)-(4.12) est trés compliquée, voire impossible. A 1’aide des

fonctions  génératrices P, (z,) = Zzl 3 l(zl,x)=Zz“,(x) (z,,y)= Zzl ), ( et

i=0

(z,%y)= Z 2P, ( , le systéme d’équations(4.6)-(4.12) devient
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) oo © © ©

> 4 (h+h+i0)R =22 [P, ()b, (v)dy+ X 1R (x)by ()

i=0 i=0 o =0 90

(ﬂl+j2)zzllpo,i +ZZ£i6’POYi :JzzllPZ,i (y)bz(Y)dy Ti} b (X

(208220 )= oy 1)+ R 3 0 1)
zﬂdp‘;—gzl):—(ﬂﬁlz)P IP(Z y)b, (y)dy+fP z,,x)b, (x)dx; (4.13)

1

-gz;armx):ii(—(bl(x)w))a z+zua i ()2

24P () ==(b (%) +4) 2R ()2 %Z (1-60) Ryis (¥) 1

i=0 i=0

%ﬂx):—(b1<x)+zi)a(zl,x>+ﬂlzla(zlyx>:
PN _ (-4 +42)R (2,0 (414

oizlP (0) ZzlﬂlP +Zz1(|+1
i 7P, ( @ZZP +HZZ (i+1)Py0;

dP(z)

P (2,0) = 4P, (2)+ 02 2 @1
o3P, (1)= Sl (-(0,4) 4 +10)) Py (1) 22 R (x9)0 ()0
221‘% (v)=-(b, (y)%)%d% (¥)- zleéizl"l%,i ()+] ;zl'Ps,i x,y)by (x)dx;
P, (5)+ )P (1) -0 2 o (2, 0y 1) (419
'221”32, (0) Zzlﬂzp

(1,00~ 48,2 @17
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Zzl 3 (xy Zé‘, ( ( )) 221% 1 5o) 3|1(X y);
Zzolzlipsr,i(x!y)z_(bl(x)Jrﬂi)z P (XY +ﬂizllzo‘,zll (1-80) Pria (X,Y);

i=0

W:—(bl(x)+/11)P3(Zl,X,y)+/1121P3(21,X,Y);
aF’g(zé),(x,y) (b (X) =4 +42) P, (2, % ¥); (4.18)

o0

.izipai (O'y):izli/llpﬂ Z '+1 2,i+1(y);

i=0

>Ry (0) =02 A (4P () + A T2 (v

P(2,0,y)=0 2( y)+21P(z y). (4.19)

La résolution du systeme (4.13)-(4.19) est moins compliquée que celle du systeme (3.6)-
(4.12) et peut étre faite en procédant de la maniere suivante : de 1’équation (3.14) et

(4.18) on trouve que P (z,x)et P,(z,x,y) dépendent de x comme suit : I’intégration des

deux parties de I’équation (4.14) donne

P (2,X)=PR(2,0)-(1-B,(x))-exp{(4z, - 4)X}. (4.20)
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De la méme fagon: I’intégration des deux parties de 1’équation (4.18) donne

In(P,(z,xY))-In(P,(z.0, y))] = [In (1-B,(x))—In(1- Bl(O))} (-4 +42)%
In {I%(zl—xy) =In(1-B,(x))+(-4 +Alzl)x,((Bl(O) =0, par convention) = (In (1-B,(0))= O))

D’ou

P,(2,%Y)=Py(2,0,y)-(1-B,(x))-exp{( 4z, — 4 ) x}. (4.21)
En remplacant P,(z,,x,y) par son expression donnée par (4.21) dans 1’équation (4.16), on
obtient

B (1)) (a9) -0, L2

+[P(2,0,9)(1- B, (x))exp{( 42 - 4) b, (x)

8'32(6;1, y) =—(b,(y)+4)P(z.y)-0z, 0P, g?:y) +Py(z,0, Y)TGXP{(%Zl—ﬂl)X}dBl(x);
aPz(ayzl, ) =—(b,(y)+4)P.(z, y)—@zler P, (2.0,y)K, (2,1). (4.22)

En remplacant Ps(zl,O, y) par son expression donnée par (4.19), on obtient

apz (ayzp y) :(_bz (y)—/il +/11K1(21’1)) Pz (Zl’ y)+¢9(—21 + Kl(zl’l))w ! (4'23)
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L’équation (4.23) admet comme solution

4

P(z.,y)= COnSt~exp{—Jy.b2(y)},exp{J ;E

=const-(1-B,(y))-exp {] ;(1;1/21:11()21 :)) dzl}. (4.24)

En prenant y =0 dans 1’équation (4.24), on obtient une deuxiéme expression de P,(z,,0)

1

(la premiére expression est donnée par 1’équation (4.17))

P, (z,0)=const-exp {j ;(1; /leKll()Zl_ 1)) dzl}. (4.25)

Pour avoir I’expression de P, (zl), il suffit d’intégrer 1’équation (4.25) par rapporta y

Pz(zl)z]ipz(zl’ y)dy

=const( (1- Bz(y))dyjexp{jf A=K (21) dzl} (4.26)

1 0(K,(2,,1)-2,)
A T’aide des équations (4.25) et (4.17), on obtient

O =y 8

_&I’]St' t A‘l_ﬂlKl(zl’l)
P(z)= 7 exp{!H(Kl(zl,l)—zl)dzl} (4.27)

A présent, en remplagant P,(z) par son expression donnée par (4.27) dans I’équation

(4.15), on obtient

Pl(zl,o)=%-const-(ﬁ}exp{} A=Ak (21) dz}; (4.28)

1 G(Kl(zl’l)_zl) 1

en remplagant P,(z,,0) par son expression donnée par (4.28) dans (4.20), on obtient
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_i 1_21
R(z,x)= 7 const(—Kl(

z,1)-17,

J-a et
Xexp{]l A—AKl(zpl)) dzl}

1 0(K,(z,1)-7

(4.29)

Pour avoir I’expression de P, (zl) , 11 suffit d’intégrer 1’équation (4.29) par rapporta X :

Nous savons que

I(l‘Bl(X))EXp{Wl A ) Xy 1(11K—1(/11212’11))’
alors
_const( 1-Ky(z,1) ) [+ A-4K (2,1)
1) 4 [Kl(zlyl)_zllexp{‘!‘Q(Kl(zl,l)—zl)dzl} (4.30)

En remplagant P, (Zl, y) par son expression donnée par 1’équation (4.24) dans 1’équation

(4.19), on obtient

P,(z,,0,y) = Aconst (ﬁ)(l— B, (y))exp {Jl' 02(1;1?:,11()21' ;)) dzl}. (4.31)

En remplagant P,(z,0,y) par son expression donnée par I’équation (4.31) dans 1’équation

(4.21), on obtient

80



P (2, y)= ﬂiconst[l_—zl](l— B, (y))(1-B,(x))

K (z,l)-z
(&)= ) (4.32)
A -AK (2,1
xexp{(ﬂlzl—ﬂl)x}exp{j < () 2) 1}
Une intégration double de P3(zl,x, y) par rapporta X et y donne
= | [Pz % y)dxdy
0 (4.33)

{558 s

Pour rendre les expressions (4.26), (4.27), (4.30) et (4.33) définies continue au point

. . . 1-K,(z,1 S :
z, =1, il suffit de prolonger la fonction ﬁ par continuité au point z, =1 .

K. (z.1)-z

Alors, on doit calculer la limite suivante

lim _Kl(zl’l) =lim :1'_ é1(21_1‘121)
a-t Kl(zl’l)_ z, at B1(A1 _/1121)_ Z
ﬂl~ " (/11_/1121) A ' i
=lim regle de I'Hopital
w8 (4 -4z,)-1 ( )
_ _ﬂ’lﬁl,l
/’i’lﬂl,l_l

1-p

Par suite, les expressions (4.26), (4.27), (4.30) et (4.33) deviennent au pont z, =1

)= ) - C‘;:Stlp;l-ea) ons{ Ja-e. () |

_ AT
R(1)= const1 1 U J

— P\ o
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A Tlaide de I’équation de normalisation P, (1)+P,(1)+P,(1)+P,(1)=1 et le logiciel

Maple, on trouve que

4 (1_/91)
1+/12[(1— B, (y))dy

1
T 2(A+ A +0)

const =

A présent, nous pouvons trouver la fonction génératrice du nombre de clients en I’orbite

Q(z)=PR(z)+P(z,)+P(z)+P(z)

(1-z) 1+/12w 1-B,(y))dy .
_ ( l( ¥ jexp{J A=Ak (1) dzl} (4.34)
2(1+ A4 +4,) A (K (2,1)-2,) 1 0(K,(2,,1)-1,)

aussi bien que la fonction génératrice du nombre de clients prioritaires dans le systeme

H(z)=P(z)+zP(z)+P(z)+2zP(z)

o0

Kl(zl,l)(lzl)(1+12z[(1BZ(Y))dyjeXp{zl hom 2K (2)
21+ A4 +2,) A4 (Ky (2,,1) - 2,)

4.5. Mesur.es de performances
A T’aide des fonctions génératrices obtenues, nous pouvons calculer plusieurs
mesures de performance de notre systeme, telles que :
— La probabilité p, que le serveur est occupé par le service d’un client prioritaire

et il n’y a aucun client non prioritaire dont le service a été interrompu dans la

station-service
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b P
p=R@Q)= PP ) (A h) (4.36)

— La probabilité p, que le serveur est occupé par le service d'un client non

prioritaire

p,=PR(1)= mz(l_ B, (y))dy. (4.37)

— La probabilité p, que le serveur est occupé par le service d’un client prioritaire

et il y a un client non prioritaire dont le service a €té interrompu dans la station-

service

Ps = PS(]'): 2(1”1+/;12)(1—91)I(1_ Bz(y))dy- (4.38)

— Nombre moyen de clients prioritaires en [ ‘orbite n,

ne =Q'(1)
204 +0(1-p,) B, +4p By, + 248, z 4.39
(204 +0(1-p) B, + 4P 4B, Ah, ).(1%;(1_52@))@} (4.39)
49(1—p1)(1+ﬂ1+ﬂ,2)ﬂ,2(1+,6’11) 0
— Nombre moyen de clients prioritaires dans le systeme n
n=H'(1)
_ (2/01/11 + ‘9(1_ pl)ﬂl,Z +4p A+ 2/11181,12 ) (4.40)

46(1-p )L+ A+ 2) 2 (14, )

x(l+ﬂ.2.(|;(1_ Bz(y))dy]Jr 2(1—,01;12 (1+/11+ﬂ'2) .
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4.6. Illustration numérique
Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats numériques pour
illustrer I’effet du taux d’arrivée des clients prioritaires (il s’agit du taux qui définit la
condition d’érgodicité) et celui de I’intensité des rappels sur les mesures de
performance obtenues. A cette fin, nous considérons un systéme de files d’attente de
type M1,M,/G1,G,/1 avec rappels et priorité de politique preemptive resume ou le

temps de service suit une distribution d’Erlang a deux étapes (E»). Alors,

Bl(x)zl_e[ﬂi]x_[i}e[ﬂi}po;

11
B, (Y) =1—e_[ﬁz’1]y —[i] ye_[ﬂi}y, y>0.
21

Tout au long de ce paragraphe, nous supposons que le temps moyen de service des

deux types de client est g, = g,, =1et que le taux d’arrivée des clients non prioritaire

est 4, =0.3. Alors,

P = 4 :
©2.0,3:(1-4)(1+4+0,3)
1
P 2+ 4 +03)
A

P 2t 4 +0,3)(1-4)

Dans la figure ci-dessous, nous présentons le comportement des probabilités
p,, p,et p;(donnée par (4.36)-(4.38)) par rapport aux différentes valeurs de 4. Le

choix des valeurs numériques des parameétres du systeme est effectué de fagon

assurant I’état d’équilibre du systéme.
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A | B P, Ps

0.10 | 0.1190476191 | 0.3571428571 | 0.03571428572
0.25 | 0.2688172044 | 0.3225806452 | 0.08064516130
0.40 | 0.3921568627 | 0.2941176471 | 0.1176470588
0.60 | 05263157896 | 0.2631578947 | 0.1578947368

0,5

0,4

0,3 Py

0,2 4

0,1

0

0 0,1 02 03 04 05 06
7"!

Figurel : Le comportement des probabilités p,, p,et P, par rapport a4, .

Comme prévu, I’augmentation du taux d’arrivée de clients prioritaire A abouti a
une augmentation significative des probabilités p, et p,(liées aux clients prioritaires), et une
diminution de la probabilité p, que le serveur est occupé par un client non prioritaire.

A présent, nous montrons I’influence du taux de rappels @ sur le nombre moyen

de clients prioritaires en Iorbiten, et aussi dans le systémeﬁ (donnés par (4.39) et
(4.40)).

L’expression de n. etde n pour B, =1 p =A,=0.6,4,=0.3 deviennent

- 0.3563596492 (3.36 + 90.600000000)
Noe = )

0
- 0.3563596492 (3.36+60.600000000)

n
0

+0.6842105258.
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o |n, n
1 1.411184211 | 2.095394737
5 0.4532894738 | 1.137500000
10 | 0.3335526317 | 1.017763158
100 | 0.2257894737 | 0.9099999995

0 20 a0 60 20 100
0

Figure2 : L’influence du taux de rappels @ sur les mesures de performance N, et

Dans la derniere figure (ou A = p, =0.6), on remarque que 1’augmentation du taux

de rappels ¢ entraine la diminution des mesures en question.

4.7. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons obtenu les fonctions génératrices partielles de la

distribution stationnaire de 1’état du systéme et I’expression de quelques mesures de
performance. On constate que leurs expressions ne sont donc pas faciles a interpréter en
pratique. Pour surmonter cette difficulté, nous ferons recours a une des méthodes
d'approximation qui est la méthode de comparaison stochastique qui sera appliquée dans

le chapitre suivant.
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Monotonie de la chaine de Markov
induite d’un modele M/G/1 avec
rappels et priorite absolue

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’étude de la monotonie de 1’opérateur de transition
associé a la chaine de Markov induite du modéle étudié dans le chapitre précédent par
rapport a I’ordre stochastique fort et 1’ordre convexe aussi bien que la comparabilité de

deux opérateurs de transitions. Nous obtenons également les inégalités stochastiques pour
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la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme considéré. Ces résultats

sont présentés dans [10].

5.2. Les propriétés de monotonie de la chaine de Markov induite
Dans ce paragraphe, nous étudions la monotonie de 1’opérateur de transition de la

chaine de Markov induite {Xd,d Zl}relatif a ’ordre stochastique fort,<, et I’ordre

convexe, <,. Nous donnons aussi les conditions de comparabilité de deux opérateurs de

e

transition.

D'abord, nous rappelons la définition des susdits ordres stochastiques [11].

Supposons que nous ayons F,(x) et F,(x) deux fonctions de distribution de variables
aléatoires non négatives. Alors

i) F <, F, si et seulementsi F,(x)>F,(x) pour toutx>0.

i) F, <, F, si et seulement si I(l— F,(u))du < | (1-F,(u))du pour tout x>0.

X — 8

Si ces variables sont discrets et p =(p®), p@® =(p®) sont leurs distributions

correspondantes, les susdites définitions prennent la forme suivante :

p'?) pour toutm .

NgE

i) p? <, p® si et seulementsi Y. p¥ <

—st
n=m n

Il
3

ii) p? <, p@ sietseulementsi > p® <> p® pour toutm.
n=mk=n

n=mk=n
Soit T I'opérateur de transition de la chaine de Markov induite {Xd,d 21}, qu’a chaque

distribution p:(plvm’n) associe une distribution Tp:q:(qcyi’j) telle que

qc’i'j = ZZ pl,m,nr(l,m,n),(c,i,j) .

Théoreme 1. L'opérateur T est monotone par rapport a I'ordre stochastique fort < (a
I'ordre stochastique convexe<,), c'est-a-dire pour n'importe quelles deux distributions

pY et p@ rinégalité p® <, p® (Iinégalité p® <, p@) implique Tp® <, Tp®?
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(Tp® <, Tp®@).

Preuve. D’apres le théoréme général 4.2.3 de Stoyan [11], l'opérateur T est monotone par

rapport a <, si et seulement it ., (i i) < Fimn) (i j)» POUN toutes les valeurs de m et n;

et monotone par rapporta <, si et seulement si ZF(I,m,n),(c,i,j)S (s g) T Tmeinsa) e j)

-V

pour toutes les valeurs de  m et n, ol F..cip) ZZr,mn oh )
h=i f=j

*II

0 o
pei) = 2 2 Ko
=]

En utilisant (4.4) - (4.5) (voir le chapitre 4) etkImn :ZZK,M, nous obtenons les
i=m j=n

expressions suivantes pour I ., ;i)

i) sic=1
— = mé =
Fomnying) = # Kiicmo ¥ 7 Kiiimiso
A+, +mo A+ A4, +mo

A < me <
S S— e k
11+/1 +mé 2. Koo /11+/12+m9WZ Lo

w=i—-m =i—-m+1
o0

mo <
A'l + ﬂ? +mé [ kl,W,O + kl,i—m,Oj—i_ Z kl,W,O
w=i—-m+1

21 + ﬂ'z + me w=i—-m+1

+mé &

= 21 Z I(1,w,0 + 21 k1,i—m,0
A+A4,+mo S A +A,+méo

A4 +mo - A K
21+ﬂ,z+mt9 l|m+10 21+Az+mt9 1,i-m,0°"

Aussi
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r(|,m,n),(1,i,j) =

A = mé

S W v LS
ﬂ.1+/12+m9 1,i—-m,0 ﬂ-1+ﬂ~2+m9 1,i-m+1,0

. mo e
— k
/11+/12+m Z.: "o ﬂlJr/12+m6?W_§‘1+1 Lw.0
. mo e
— k ..—k,.
/71+ﬂz+m6’ :Z_ wo j1+iz+m9 (W;m 1,w,0 l,|—m,0]
_ ﬂl+m9 > mé
- k.
ﬂl+/12+m9 Z w0 ﬂ1+ﬂz+m0 Li-m,0
/11+m9 — mé

:—kli—mo_—kli—mO'
A+A+me T A+ A, +ml

Alors, dans ce cas la

A — mé

Mimm(wig) = Ao Kiizmo + Ao Kyizmizo
A+moe - L (5.1)

=—+—Kk k
ﬂi+ﬂ?+m9 1|m+10 ﬂq_+ﬂ?+m9 1,i-m,0

A+moé - mé

=" ko k.
A+ +mo ™ Lk +me

i) sic=2

% Kyi-mopour ne {01} et m=i. (5.2)

Mmny @i = m

Ainsi,
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. A +me A K
r(I,m,n),(l,i,j)_r(l,m—l,n—l),(l,i,]) m 1,i-m+1,0 m 1,i-m,0

A+(m-1)0 — (m-1)0 )
_ﬂi+ﬁz+(m—1)6’ l,i—m+l,0+ﬂl+ﬂz+(m_1)9 1,i-m+1,0

_ A (m-1)6
- k:li—mO + 1,i-m+1,0
A+A+mo " A+ 4, +(m-1)6 T

k A +mé B 21+(m 1)0
M A+ A, +mO A+ A, +(m=1)0
A (m-1)6

= K.+

A+, +mo M4+ 4, +(m-1)0
. 64, c
(A4 +24 +MO) (4 + 2, +(m-1)0)

1,i-m+1,0

,>0.

et également

T -7, S Ty T S
(1m,n),(2,i,]) (m-1,n-1),(2,i,j) ﬂ1+ﬂ2+|0 2,0,0 ﬂ1+ﬂz+|0 2,0,0

D'ou, T est monotone par rapport a I’ordre <, . De plus

= A+mo = A
r-(I,m,n),(l,i,J) _mkll -m+1,0 mkll m,0
_ A+tmoe = mo K
DS 1,i— mO N, A 1,i-m,0"
AL+ A, +mo A+, +mo

Par consequent,
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_ _ _ A+(m-1)0 = (m-16  —

T(I,m—l‘n—l),(l,i,j) +r(|,m+l,n+1),(1,i,j) - 2r(I,m,n),(l,i,j) = ﬁ.l N ), N (m _1)9 1i-m+1,0 Al N 2, +(m —1)9 1,i-m+1,0
2 2
A+(m+1)6 = A _
k1,i—m,0 + 1,i-m-1,0
A+, +(m+1)6 A+, +(m+1)6

0 = _
_( Al il kl,i—m+1,0 + /11 kl,im,Oj
A+ A, +mo A+ A, +mo

[ _AtmO = mo o
A+ A, +mo Lo A+ A4, +mo Li=m.0
~ A*(m-ne = (m-De o
_/11+/12+(m—1)0( Ji-m,0 kl,i—m,O) /11+/12+(m_1)9(k1,im,0 kl,i—m,O)

A+(m+1)6 = N A (k
A+ A+ (m+1) " A+ 4, +(me1)e

| AmE = - A _
[/11_'_&2 +m0( 1,i-m,0 kl,im,0)+ll+lz+m0 kl,im,oj

|_AtmO = m8 o
A+ 4+mo " A +m M

1,i-m-1,0 )

[ A4+(m-1)0 . A +(m+1)0 L, AtmO =
= 2,1+/12+(m—1)0 2,1+/12+(m+1)0 A+ A, +m 1,i-m,0

+ A + A yoAtmo e
A+d+(m=-1)0 A+A+(m+1)0 A +4,+mo ) "
(m-1)0 C . A
A+ +(m=-1)0 " 4 +2,+(m+1)0

1,i-m-1,0

i [_ 26°4, J
e A e 0) (4 (-0 0) (2,54, o)

_ 20(m0%, + 2,0, + 04, + 23 + 4,
1i-m,0 (314.,12+m0)(/11+/12+(m—1)9)(%+/12+(m+1)9)

+k1i—m0 (m_l)g +k1i—m—10 /11 20
A+, +(m=1)0 T A+ 4, +(m+1)6

Nous trouvons également que

-2r,

(1,mn),(2,i,j)

=0.

-

(tmtn-n i) T mesn i)
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Alors, T est monotone par rapport a I’ordre <,

Fin de preuve

A présent, nous présentons deux lemmes qui seront utilises dans la démonstration

de la comparabilité de deux opérateurs de transition.
Soient MYet M@ deux systémes d’attente avec rappels et priorité absolue de

politique preemptive resume de type M1,M2/Gy,G,/1 définis par AY,6%, BY(x), k¥

and A%, 6@, B? (x), kY . respectivement.

Lemme 1. Si A < 4Pet BY(x)<, BP(x) alors k¥  }<, k2.1 1ef1,2}.

Preuve. pour prouver que {k(n)1 }Sst {kl(fnn} I e{1,2}, il est nécessaire d'établir l'inégalité

suivante: k7, iik,‘}myn <k =iik,ﬁ2ﬂ{n Jie. .

(6 (49 29 )8 ()< [ .. (42,29 x)dB? (x). (5:3)
¥ (¥)= | fis; (%)

O (g ) _ X(4X)" e (T (§)~T (. 4X))
04 (i-1)1(j-1)! ’

iy (e X) _ X(2%)"" € (D (i) =T (i, Ax))
0%, (i-1)!(j-1)! ’

iy (B2 X) A (A%)"" e (T(i) =T (i, 4x))
O (i-1)'(i-1)!

24 (4x) " e (T (§)-T (i, 4x))
(i-1)1(j-1)! '

+
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Pour deéterminer leur signe, nous devons seulement déterminer le signe de

(T(§)-T(j:4X)) et(r()-r(i,4x)). I est connu que I(i,Ax)= Tt”etdt est une

X
fonction gamma incompléte supérieure et y(i,ﬂix): It"le’tdt est une fonction gamma
0

incompléte inférieure de paramétres réels i et A4,x. Une fonction gamma ordinaire de

paramétre i est définie commeF(i)th”etdt, (i, 4x)=T(i)-1(i,4x). De plus,
0

#(i, 4x) pour des paramétres positifs réels i et 4,x peut étre développé en une fonction

holomorphe: y(i,ﬂix)zi(ﬂlx)ie(%”(ﬂlx)k . Elle est évidemment positive. Donc,

S i(i+1).(i+k)

(T(i)-1(@i,4,x)) a un signe positif. De la méme fagon nous pouvons prouver que

(F(j)—l“(j,ﬁqx)) a aussi un signe positif. Par conséquent, les susdites dérivées sont

positives. Ceci implique que f;; (21,22, x) est une fonction croissante par rapport a4,

A, etx. D'ou, avec l'aide de théoreme 1.2.2 donné dans Stoyan [11], nous trouvons que

o0

[ iy (2,280 )08 () <[ 1, (47,49, x) 8 (), 1 < 12}, (54)

0

D'autre part, par le monotonie de la fonction f,; ; (4.4, X) par rapporta 4, et 4,,

o0

]O fo (A% A0 ) B (x) <[ £, (A7, 47, x)dB® (x), 1€ {1,2}. (5.5)

0

De (5.4) et (5.5), on trouve (5.3).

Fin de preuve.
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Lemme 2. Si AV < A%t BY(x)<, BO(x) alors k. f<, k2 1, 1e{1,2}.

v ,m,n

U
=
@D
C
<
@D
o
o
[
=
©
=
o
[
<
@
=
Qo
c
@D
>
ER )
—_——
A
2N
3=
=}
—_——

, 1e{1,2}, nous devons obtenir I'inégalité

wiante: K, =S SRY, <KE -SRI, awe  KL-33M, e
i in=j k=m h=n

[ 6 (A2, 22, X) 8O0 < [ 33 0 (A2, 42, %) 4B ) 6

m=i n=j 0 M=l n=J

Considérons f,; (4, 4,,X :Zw:iflmn (A, A, X iii - (4X) al=40) (4X) gl=%2%)

m=i n=j m=i n=j k=m h=n k! h!

Cette fonction a les dérivées partielles suivantes :

af_l,i,j (/11’/12’ X) _ i(r(n)_r(n’ﬂ?x))x)(r(i _1)_F(i -1 A’lx)) :

o 5 (n-1)Y(i-2)!
i (A %) i(r(m)—r(m,ax))x(m—1)—F(J—1 7))
o4, — (m—l)l J_2)|
s (A X) & & A (A" e (T (n)=T(n, 4,x))
x X Z,: (m=1)!(n—1)!
7o (X)) (1 (m) - (m, 4x))
(m-1){(n-1)
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O (A X) & & 2y (%) e (0 (m+1) - mr(m, 4x))
OX? _mz;(nz} m!(n—2)!x

75 ()" e (i (m, 2,x) T (m+1)) 27, (4)" e 47, (20"
(n-1)!m! (m- 1) (n-1)!

(A (T (n+1)-nC(n ﬂzx)) 22 (Ax)" e (a0 (n, A,x) - (n+1)))
" n'(m 2)ix ni(m—1)! |
Puisque la fonction gamma incompléte inférieure (pour un paramétre positif) est positive, les
& (A ix) & (A, £ (A
dérivées partielles g (e X), g (A 22 X) et s (4 %2, X) sont aussi positives.
oA, o4, OX

Par conséquent, la fonction fI i (ﬂl,ﬂz,x) est croissante par rapport a4, 4, etX. A I'aide du

0T, V)
ox?

programme Maple nous avons prouveé que a un signe positif. Donc, la fonction

f_,vi’j(ﬂl,ﬂz,x) est convexe par rapport aX. D’aprés le théoreme 1.3.1 de Stoyan [40],

[ (2.8 x) " 1)

i (A2 A4, x)dB (x), 1e {12}, (5.7)

O'—;S

D'autre part, par la monotonie de f_LLj (4.4, X) par rapporta A, et4,,

O sy 8
=
Z
o~
=
\_/

T (A7 A7, x) B (x).1 e (1.2 (5.8)

A présent, nous pouvons conclure que (5.6) suit de (5.7) et (5.8).

Fin de preuve.

Dénotons par T®, T |es operateurs de transitions de la chaine de Markov induite des

systtme MY etM?| respectivement.

Théoreme 2. Si AY < 1?,0% >9Pet BY(x)<, B?(x), ou s est st ou bien v, alors

T® < T je. pour n'importe quelle distribution p nous avonsT¥p <, T®@p.
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Preuve. D’apres le théoréme général 4.2.3 de Stoyan [11], nous devons établir que pour

les probabilités de transition & une étape r%y oo 1@ e et
r(z)(,'m,n)’(z’i’j) correspondantes les inégalités numériques suivantes ont lieu :
()(I mn) @i j) S _(2)(I,m,n),(1,i,j) ’r((ll,)m,n),(Z,i,j) <q r((ﬁr)n,n),(z,i,j); (5.9
F Y0 mm. i <y F?0mmain, r((l)mn) @ij) Sv ?((I r)nn) EHE (5.10)

Du lemme 1 et lemme 2, {k,(n)m}sst {k(z) } et {k@ }sv {k(z) } le{1,2}. En plus,

I,m,n I,m,n

W, 30 0,0
AV < A et 9® > 9@ impliquent que A (1)/12 <A 0(2)12 Puisque la fonction
X+ m

mo® mo®
>

est décroissante, il est évident que >
A9 420+ me® T 2@ 4+ 10 1 me®@

. Aussi, AV < A?

@) (2)
et 99 > 6@ impliquent queg1 /11 Comme la fonction est croissante, il est

=@ X+m

1 2
ﬂé) ﬂ;)

<
A0 me® @ 1+ me?@

vrai que . De la derniere inégalité nous pouvons trouver

A+ me® > 12 +mo® . Les inégalités AV < AP et A +mo® > 12 +mOP donnent

A9 4 me 4@ 4 mg®

AW ame® 0 +me?
AP+ 289 +mo® AP + 22 + me®?

, X : ST
I Comme la fonction o1 est croissante, 1’inégalité
X+

a lieu. En utilisant (5.1), il est possible de trouver

A9 +me®  —w mo®

D an o KLi-mo — o
28+ 20 +mo

21(1)4_ (1)+m0(1) 1i-m0

r(l)(l,m,n),(l,i,j) - F(z)a,m,n),(l,i,j) =

/11(2) +mé? —@ N me® @
- 1,i-m,0 e
/11(2) _i_%(z) Mo 21(2) _}_ﬂ?(z) —me®@ Himo
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A9 +meY o mo® @
S - Kii-mo — -
/11(1) _,_ﬂ?(l) +mé /11(2) +/12(2) +mo® 1,i-m,0

A0 +meY mo® @
20420 1 me® T

+ 2) =
/11(2)+/12(2)+m9(2) 1,i-m,0

o

et

o

=(2) _ Al(l) + me(l) =@ mg(l) @
amm.wi) T

Py — T oy - K1i-mo0 — i—
(Im,n),(Li, j) ﬂfl)+ﬂz(l)+m0 /11(1)+22(1)+m0(1) 1,i-m,0

(2) 2 _— (2)
- /11 +mo _izi)—m o+ mo —l(_2) 0
22422 +me T AP+ 2P +me®

29 +me® = mo®
S . . - KN1i-m0—
28+ 20 +mo 22+ 22 + mo®?

ki(lz—)mo

A +mo®  =w mo® .
TAD {0 [ e®

+ 2 =0.
31(2)+iz(2)+m9(2) i-m,0

Donc,

F@) 72
Fammaii Sst Tamn.wi

=) =(2
r(I,m,n),(l,i,j) Sv r(I,m,n),(l,i,j) '

le, on trouve que A4 +mo =1 % . Alors

De la relation =1-
A+ A, +mb A +A,+mo A +A,+mo

A +me® 2 1 me?
&) &) o= 50 2 (2)
A7+ A7 +mo A7+ A7 +mb

1) (2)
20129 +me® =7 2P 4 4D £ me®

I’inégalité eut étre réécrite comme suit :
g

. D’ou, on constate que

@) /12(2)

20 me® 2P 4 20 mg®
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) A0 o) i =(2) -

Famni i) A5 2 5 m® K2i-mo <g 2320 T mg® Kzi-mo = Famn)2ii) ,
- 20 o 22 =@ -
ramny2ij = ﬂl(l) +ﬂ,2(1) T mo® 2i-mo0 5, ﬂi(z) +ﬂé2) T ma® 2,i-m,0 = I (1,mn)2,j) .

L'inégalité (5.9) et (5.10) sont obtenues.
Fin de preuve.

L’utilité des résultats obtenus dans cette section sera montrée dans le paragraphe suivant.

5.3. Inégalités stochastiques pour la distribution stationnaire

Dans ce paragraphe, nous supposons encore une fois que nous ayons M® et M®

comme deux systemes d’attente avec rappels et priorité absolue de politique preemptive

resume de type My,M2/Gy1,Go/1 définis par AY,0%, BY(x) and A%, 6%, B ()
respectivement. Dénotons par {Xél), d 21}, {Xéz), d 21} les chaines de Markov induites

correspondantes et par 7, 7? leurs distributions stationnaires respectivement.

Théoréme 3. Si AV < 1?69 > 6@et BY(x)<, B®(x), ol s est st ou bien v, alors les

inégalités {n(l)} <, {n,(nzn)} ont lieu.

mn

Preuve. D'aprés théoréme 2, les inégalités AV < 2?69 > 9@et BY(x)<, B?(x), ot s
est st ou bien v, impliquent que T® <. T® i.e. pour nimporte quelle distribution p nous

avons I’inégalité suivante
TOp<, T@p . (5.11)

Du théoréme 1, l'opérateur T® est monotone, i.e. pour niimporte quelles deux

distributions p/?, p{® telles que p® <, p{? nous avons

T® p®? <, T® p (5.12)
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En mettant p = p“ dans I’inégalité (5.11). On trouve

TOpW < T@p, (5.13)

L4, existe une probabilité p!?telle que I’inégalité suivante a lieu
TWpW < T@p®, (5.14)

De I’équation (5.12) et (5.14), on peut tirer le résultat suivant

TO 0 < T@ (@ (5.15)

pour deux distributions quelconques p®et p'?.
Par conséquent, les inégalités (5.15) peuvent étre réécrites de la maniére suivante

TOpY = P(Xél) :(O,m,n))z P(Xél) =(1,m,n))
<, P(X® =(0,m,n))=P(X® =(Lm,n))=T@p.

-Ss
Finalement, quand d — +o0, nous avons {ﬂfjn)} < {ﬂrﬁfn)} :

Fin de preuve

A l'aide du théoreme 3, il est possible de trouver des bornes stochastiques insensibles

pour la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéeme considéré.

Théoreme 4 Si dans le modéle M;,M,/G,,G, /1 avec rappels et priorité absolue de
politique preemptive resume, la distribution du temps de service B, (x) | =0,1 est NBUE

(New Better than Used in Expectation), alors la distribution stationnaire du nombre de

clients dans le systéeme est inférieure par rapport a l’ordre convexe <,a la distribution

stationnaire du nombre de clients dans le systeme M;,M,/M,;,M, /1 avec rappels et

priorité absolue de politique preemptive resume.
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Preuve. Soient M®et M@ deux systémes d’attente avec rappels et priorité absolue de
politique preemptive resume, ou les clients prioritaires rejoint l'orbite apres le blocage et
les clients non prioritaires (dans la méme situation) quittent le systeme sans service. De
plus, le client non prioritaire dont le service a été interrompu persiste dans la zone du
serveur jusqu'a l'achévement du service du client prioritaire pour reprendre son service

de nouveau d'ou il a été interrompu. Les systtmes M® et M@ sont définis par les

paramétres AV = 2, 0% =0 et A =4, 6®) =0 respectivement.

De plus, B (x)=B,(x) avec A5 =4, et B? (x)=B; (x)

1
- |x
ou B (x)=11-e [ﬂ"l] , Xx20,
2
; ieo, | avee D=4,

Si B,(x) est NBUE, alors B, (x)<, B/ (x)[40]. Ainsi, les conditions de théoréme 3 sont

satisfaites : AV < 42,09 >0? et BY(x)=B (x)<, B?(x)=B(x). Donc Ila

distribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme MWest inférieure par

rapport a I’ordre convexe <, a la distribution correspondante dans le systeme M@,

Fin de preuve

5.4. Applications numériques
Il s'ensuit (du théoreme 4) que le nombre moyen de clients prioritaires dans MY
est inférieure par rapport a I’ordre convexe <, a celui dans le systeme M® (ce dernier

présente une borne supérieure pour le nombre moyen de clients prioritaires dans M(l)).

Supposons que le temps de service des deux types de clients suit une distribution

exponentielle de paramétre z? = % =1 = 1. (1=12):
ﬂ|,1 ﬂl,l
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De [11], nous avons la formule suivante pour le nombre moyen de clients

prioritaires dans M@ avec les paramétres 4% = 4, 6@ =6 :
(12 28) (42 +6 ) (W24 +1+247)

@ .
24470 ( —2(2)}(“ A4 22 ) 22 (14 42

Dans ce qui suit, nous supposons toujours que le temps moyen de service des deux
types de clients égal a une unité de temps et que le taux darrivée des clients non

prioritaires est 0,3. En premier lieu, nous examinons le comportement de la borne par

rapport au taux darrivée des clients primaires A,. La figure ci-dessous montre que
I’augmentation de 4, entraine ’augmentation de la valeur de la borne (la valeur du taux

de rappels 6 a été fixée égale a 10).

bound | .’

Figurel : Le comportement de la borne par rapport a A,

Maintenant, nous voulons étudier les effets du taux de rappels des clients prioritaires 6
sur la performance de la borne. Supposons que le taux darrivée de clients prioritaires
A, =0.8. D’apres les résultats numériques montrés dans la figure ci-dessous, on peut voir
que l'augmentation du taux de rappels € aboutit a une diminution de la valeur numérique

de la borne.
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bound

7.54

6,54

331

454 R —

Figure2 : Le comportement de la borne par rapport a 4.

Encore une fois, a I’aide des résultats obtenus dans [11], nous pouvons déduire

I'expression du nombre moyen de clients prioritaires dans M® avec les paramétres
/11(1) =4, oY =@, et ceci dans le cas o le temps de service des deux types de clients suit
une distribution d’ Erlang & deux étapes (E,) avec z*) = % SE 2. 0, (1=12).En
ﬂl,l ﬂl,l
effet, la mesure en question se présente de la maniére suivante :
(( 31(1) +<9(1)) pl(l) ( ﬂl(l) )2 +(3 n pl(l)) oY 4 pl(l) !41)(4 ﬂl(l) +449(1)) 14 ﬂ’l(l)j( ﬂgl) ) ﬁz(l))

2 (1 A+ 20 ) 2]

De la troisiéme figure ci-dessous, pour A4, =0.8 et les valeurs différentes de &, nous

pouvons voir que le nombre moyen de clients prioritaires dans MY est inférieure par
rapport a I’ordre convexe <, au nombre moyen de clients prioritaires dans le systeme

-V

M@,
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M )

g =

0 ) ® & 0 100
o

Figure3 : La comparaison entre le nombre moyen de clients prioritaires dans MY et dans M®

5.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu les conditions sous lesquelles la monotonie
interne et externe de 1’opérateur de transition de la chaine de Markov induite du modele
(considéré dans le chapitre 4) a lieu. En outre, nous avons prouvé que dans le cas ou la
distribution des temps de service est NBUE , la distribution stationnaire du nombre de

clients dans le systéme est majorée par la distribution stationnaire du nombre de clients

dans le systtme M;,M,/M,;,M, /1 avec rappels et priorit¢ absolue de politique

preemptive resume.
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Conclusion Générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux modeles d’attente avec rappels
et plusieurs types de clients ou certains jouissent d’une priorité de service.

Dans un premier temps, Nous avons passé en revue certains résultats consacres aux
systemes de files d’attente de type M/G/1 avec rappels ainsi que sur les approches
utilisées par les chercheurs dans leurs investigations, notamment sur une approche basée
sur la comparaison stochastique. Une attention particuliére a été accordée aux modeles
d’attente a interruptions de service : les modeéles avec pannes aléatoires, les modeles avec
vacances et les modeles avec priorité. Nous avons également présenté quelques situations
réelles qui peuvent étre étudiées a 1’aide des systémes de files d’attente avec rappels ou la
possibilité d’interruption du service est incluse.

Dans un deuxieme temps, nous avons réalisé une analyse mathématique du
systéme de files d’attente M1,M,/G1,G2/1 avec rappels et priorité absolue de politique
« preemptive resume ». A cet effet, la chaine de Markov induite est décrite, la condition
d’ergodicité est établie a 1’aide du critére de Foster et condition de Kaplan, la distribution
stationnaire de 1’¢tat du systéme est trouvée en appliquant la méthode des variables
supplémentaires et les mesures de performance sont déduites. En outre, nous avons étudié
les propriétés do monotonicité de la chaine de Markov induite et, par la suite, obtenu les
inégalités stochastiques pour la distribution stationnaire du nombre de clients dans le
systeme. Nos investigations théoriques sont appuyeées par des illustrations numériques.

Les travaux réalisés durant cette these et les résultats obtenus ouvrent un ensemble
de perspectives. Pour nos futurs travaux, nous pensons orienter nos recherches vers les
directions suivantes :

- Obtention de bornes stochastiques pour d’autres mesures de performance (par
exemple, pour la durée moyenne de la période d’activité ou pour le temps moyen
d’attente) ainsi que 1’étude de I’influence de différents parametres definissant le
systeme donné sur la qualité des bornes.

- Application des résultats obtenus pour évaluer les performances des systémes réels
(par exemple, bureau d’un consultant financier dans une banque, systéme e-mail

dans I’Internet).
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Extension du modele étudié au cas ou les clients prioritaires peuvent avoir la
possibilité de quitter le systéme sans recevoir leur service, suivie par son analyse

stochastique.
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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéresses a la modélisation de l'interruption de
service due a une arrivée jouissante d’une priorité absolue dans les systemes de files
d'attente avec rappels.

Dans un premier temps, nous avons passé en revue certains résultats consacrés aux
systemes de files d'attente avec rappels ainsi que les approches utilisées par les chercheurs
dans leurs investigations. Nous avons présenté les modeles d'attente a interruptions de
service: les modeles avec pannes aléatoires, les modéles avec vacances et les modéles
prioritaires, et ceci pour les cas ou le phénomene de rappels est présent.

Dans un deuxiéme temps, nous avons présenté quelques systemes réels qui peuvent
étre modélisés par les systemes de files d’attente avec rappels et serveur sujet a des
interruptions.

Finalement, nous avons réalisé 1’analyse stochastique du systeme de files d’attente
M/G/1 avec rappels et priorité absolue. Notre analyse inclut : description de la chaine de
Markov induite, condition d’érgodicité, distribution stationnaire de 1’état du systéme,
obtention de mesures de performance, étude des propriétés de monotonicité de la chaine
de Markov induite. Des inégalités stochastiques pour la distribution stationnaire du

nombre de clients dans le systeme considéré sont également introduites.

Mots-clés: file d'attente avec rappels, interruptions de service, client prioritaire, la
politique de preemptive resume, chaine de Markov induite, condition d'érgodicité,
distribution stationnaire, mesures de performance, propriétés de monotonie, inégalités

stochastiques.

Abstract

In this work, we are interested in the modeling of the service interruption due to the
absolute priority arrivals in queuing systems with retrials.

First, we have reviewed some results devoted to the queuing systems with retrials
and approaches used by researchers in their investigations. We have presented the waiting
models with service interruptions: models with random failures, models with vacations

and priority models, and this in cases where the retrial phenomenon is present.



Secondly, we presented some real systems which can be modeled by queuing
system with retrials and server subject to interruptions.

Finally, we have performed a stochastic analysis of the M / G / 1 retrial queuing
system with priority. Our analysis includes: description of the embedded Markov chain,
ergodicity condition, stationary distribution of the system state, obtaining some
performance measures, study of monotonicity properties of the embedded Markov chain.
Stochastic inequalities for the stationary distribution of the number of customers in the
system are also considered.

Keywords: retrial queue, service interruptions ,priority customer ,pre-emptive
resume policy, embedded Markov chain , ergodicity condition, steady-state distribution,

performance measure, monotonicity property, Stochastic inequalities .
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