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RESUME

Lobjectif principal de cette these est I'étude du comportement asymptotique de I'inéqua-
tion variationnelle d’évolution issue du probleme de I'option américaine dans un modele de
black-scholes a coefficients constants moyennant deux approches différentes, a savoir (1'ap-
proche algorithmique, I'approche sous solutions). Plus précisément, nous donnons le pro-
bleme de I'option américaine sous forme d’inéquation variationnelle parabolique, ot nous
avons étudié I'existence et I'unicité de la solution et obtenu une estimation du comporte-
ment asymptotique en norme uniforme de 'inéquation variationnelle parabolique issue du
probleme de I'option américaine en utilisant la méthode des différences finies en temps as-
sociée a une approximation par la méthode des éléments finis en espace, Cela nous permet
d’avoir une vision sur la frontiére libre chose cruciale dans la pratique des options améri-
caines.



ABSTRACT

The main objective of this thesis is to study the asymptotic behavior of the variational
inequality related to American options problem in a black scholes model with constant
coefficients using two different approaches, namely (Algorithmic approach, Sub-solutions
approach). Specifically, we give the problem of American options in the form of parabolic
variational inequality, where we studied the existence and uniqueness of the solution and
proved the asymptotic behavior in uniform norm of the parabolic variational inequality
related to American options problem using the semi-implicit time scheme combined with a
finite element spatial approximation, which enables us to locate free boundary thing crucial
in practice of the American options.



Mots clés : option américaine, éléments finis, différences finies, inéquation variationnelle
parabolique, point fixe, 8-schéma, comportement asymptotique.

Keywords : american option, finite elements, finite differences, parabolic variational
inequality, fixed point, 0-scheme, asyptotic behavior.
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Abstract

We study the approximation of variational inequality related to American options problem. A
simple proof to asymptotic behavior is also given using the theta time scheme combined with a fi-
nite element spatial approximation in uniform norm, which enables us to locate free boundary in
practice.

Keywords

American Options, Finite Elements, Parabolic Variational Inequalities, Fixed Point, Asymptotic
Behavior

1. Introduction

Since the work of Black-Scholes in 1973 see [1], the financial markets have expanded considerably and traded
products are increasingly numerous and sophisticated. Most widespread of these products are the options. The
basic options are the options to sell and purchase, respectively called put and call. If option can be exercised at
any time until maturity, we speak about American option otherwise it is a European option.

The two researchers provide a method of evaluation of European options by solving a partial derivative equa-
tion called (black-Scholes’s equation). However, we cannot get explicit formula for pricing of American options,
even the most simple. The formalization of the problem of pricing American options as variational inequality,
and its discretization by numerical methods, appeared only rather tardily in the article of Jaillet, Lamberton and
Lapeyre see [2]. A little later, the book of Wilmott, Dewynne and Howison see [3] has made it much more ac-
cessible the pricing by L.C.P from American Option problem. For the problems at free boundary several numer-
ical results have was obtained for parabolic and elliptic variational and quasi-variational inequality see [4]-[8].

How to cite this paper: Benchettah, D.C. and Haiour, M. (2014) L*-Asymptotic Behavior of the Variational Inequality Re-
lated to American Options Problem. Applied Mathematics, 5, 1299-1309. http://dx.doi.org/10.4236/am.2014.58122
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Abstract

The paper deals with the semi-implicit time scheme combined with a finite element
spatial approximation for a parabolic variational inequality related to American op-
tions problem. The convergence of the iterative scheme is established and a optimal
L*°-asymptotic behavior is given. Furthermore, the proposed approach is based on
a Sub-solutions method.
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1. Introduction

The American options problem in a black scholes model with constant coefficients and
without dividend may be solved by considering the following parabolic variational in-
equality (P.V.I) see [21]:

U
SoHAUZ0 Uz W for (£, x) € (0, T] x Q

U

(W +AU> (U—-Ww)=0 for (t,x) € (0,T] x (1.1)

U(t,x) =W¥(x) for (r,x) € (0, T] xT
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vi Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

Depuis les travaux de Black-scholes en 1973 voir [9], les marchés financiers ont connu
une expansion considérable et les produits échangés sont de plus en plus nombreux et
sophistiqués, les plus répandus de ces produits sont les options. Une option d’achat ou de
vente, appelée respectivement (Call ou Put) est un instrument financier qui donne le droit,
mais non l'obligation d’acheter ou de vendre une certaine quantité d’actifs financiers dit
risqués a un prix (prix d’exercice ou Strike) et 2 une date (Maturité) convenus au préalable. Si
I'option peut étre exercée a tout moment jusqu’a la maturité, on parle d’option américaine,
sil’option peut étre exercée qu’a la maturité, on parle d’option européenne. Pour obtenir ce
droit, I'acheteur de I'option paie au vendeur une prime ou valeur de 'option. Une question
importante de la théorie des options est de détermine cette prime a chaque instant ¢
précédant la maturité appelée probleme de pricing.

Cette question a été résolue pour les options européennes voir [9] portant sur des actifs dont
la valeur suit un modele simple, le modele de Black-Scholes. Cependant, nous ne pouvons
pas obtenir de formule explicite pour le prix d'une option américaine, méme dans un modele
si simple.

B PROBLEME DE L’OPTION AMERICAINE

Pour évaluer le prix d'une option américaine, nous devons avoir une modélisation
mathématique du marché financier. Nous utilisons dans notre these le principe
d’absence d’opportunité d’arbitrage développé dans le cadre du concept des martingales
par Harrison et Pliska [29]. La propriété fondamentale de cette théorie affirme que 'absence
d’opportunité d’arbitrage est équivalente a l'existence d'une probabilité objective sous
laquelle les processus de prix des actifs risqués sont des martingales. Dans un marché
complet, une telle probabilité est unique, on I'appelle la probabilité risque neutre. On
suppose dans notre theése que lei) = log(SEf)) pouri=1,..., N, et quel’équation différentielle
stochastique suivante est satisfaite par la transformation logarithmique des prix des actifs
risqués :

X(gi) = (()i) pouri=1,..,N

. N N .
dx® = (r - %jgla?j) dt+j§10idet(]),i =1,..,N,

1)

ol r > 0 est le taux d’intérét, la matrice (o; j) est supposé inversible pour assurer

i,j=1,.,N

la complétude du marché et (Wt(]))t - est un mouvement brownien standard de
€ ’

dimension N définie sur un espace de probabilité (Q2, &, P*). La théorie moderne des options
américaines due a Bensoussan [8] et a Karatzas [31] relie la valeur d'une option américaine a
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un probleme de temps d’arrét optimal. Dans un marché complet, la valeur al'instant # d'une

option américaine de maturité T et de fonction payoff ¢ (Xy)) est donnée dans un modele
de diffusion (1) par :

sup E (e "y (X)),

T€O), ¢
-rr* 0,x
B w (x0).
O, Oy r-; est’ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [0, T - ¢]. Le temps d’arrét optimal
est donnée par :

u*(t, x)

T =inf{s€ [0, T - 1]; u’(t+5X") =y (X7)}.

D’autres par, on sait caractériser la valeur d'une option américaine comme la solution d'une
inéquation variationnelle d’évolution voir Bensoussan-Lions [6] , Jaillet-Lamberton-Lapeyre
[30]. Ces deux approches font apparaitre une région de coincidence :

e={(t,x) €0, T[xRY; u*(t,x) =y (x)},

appelée région d’exercice de 'option. Dans I’étude des options américaines, le probleme de
localisation de cette région de coincidence suscite un grand intérét dans la mesure ou, il
fait partie du probleme de I'évaluation du prix de 'option américaine et aussi permet de
déterminer la stratégie que le détenteur de 'option doit suivre pour optimiser ses gains.
On peut constater que si I'’ensemble € est vide, on se ramene a I’évaluation d’'une option
européenne.

B LES INEQUATIONS VARIATIONNELLES

L’origine des inéquations variationnelles remonte aux années soixante. G. Stampacchia
[42] a été motivé par la théorie du potentielle et G. Fichera [25] a été motivé par la
mécanique (problemes dans I'élasticité avec contraintes unilatérales).

On cherche u € V = H' (Q) ol H& (Q) la solution de l'inéquation variationnelle suivante
(en abrégé L.V.) :

aw,v-u=(f,v-u) YveVv
{ Uy, V=Y

Moins de vingt années plus tard, avec PL. Lions [35] et Ph. Clodio Baiochi [3], la
théorie des inéquations variationnelles est devenue une source riche d’inspiration dans les
mathématiques pures et appliquées.

La théorie des inéquations variationnelles a été utilisée dans une variété de questions en
mécanique, physique, optimisation et contrdle, programmation linéaire, mathématique
financieére, etc...; Aujourd’hui, elle est considérée comme un outil indispensable dans
plusieurs secteurs de mathématiques appliquées.
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B MOTIVATION ECONOMIQUE

L’étude des options américaines dans un modéle multi-dimensionnel s’inscrit tout a
fait dans I'évolution des marchés financiers et se trouve doublement motivée, d'une
part, par l'existence sur les marchés organisés de contrats impliquant de telles options
(options d’échange, options sur indices), d’autre part en permettant I'élargissement de
|'offre de produits dérivés sur les marchés de gré a gré.

Pour notre part, on s'intéresse au comportement asymptotique de I'l.V.P issu du probleme
de 'option américaine moyennant des méthodes numériques plus précisément, on va
utiliser la méthode des éléments finis en espace combiné avec la méthode des différences
finies en temps.

Lestimation du comportement asymptotique de l'inéquation variationnelle d’évolution
associé au probleme de 'option américaine a été obtenue par deux approches différentes :

- I'approche algorithmique.

- I'approche des sous-solutions.




CONTENU DE LA THESE

B Notre these est composée de trois chapitres et une conclusion.

B le premier chapitre est un rappel de quelques définitions de base et résultats sur les in-
équations variationnelles et les mathématiques financiéres.

B Le deuxieme chapitre, il est consacré a I'étude du comportement asymptotique
de I'inéquation variationnelle d’évolution associée au probleme de I'option américaine
obtenue par 'approche algorithmique. En effet, ayant formulé le probléme de I'option
américaine en une inéquation variationnelle parabolique, la discrétisation par la méthode
des éléments finis, nous a permis d’étudier la stabilité du 6-schéma pour notre I.V.P. Aussi,
nous avons pu adapter a notre probléme quelques résultats obtenus pour des probléemes
similaires voir [14] ; [12]. En effet, nous avons défini une application de contraction associée
a notre probléme qui nous permet de définir un algorithme de type Bensoussan-lions [7].
Enfin, nous avons pu établir une estimation du comportement asymptotique de I'inéquation
variationnelle d’évolution associée au probléme de 'option américaine en norme uniforme.
Sif=30na

o,n o'} 2 2 1 "
0”11 —-u HOOSC h* |logh|” + m) },
etsi,059<%,ona
on_ oo 2 2 2Ch2 )n]
””h “ ”oosc i [loghl +(2Ch2+ﬁ9(1—29) '

B Dans le troisieme chapitre, nous avons trouvé une estimation du comportement asymp-
totique de I'inéquation variationnelle parabolique issue du probleme de 'option améri-
caine, en utilisant le schéma semi-implicite en temps combiné avec une approximation par
la méthode des éléments finis en espace et la méthode des sous-solutions. Cette méthode in-
troduite dans [15] ,[21] s’appuie d'une part sur la caractérisation de la solution du probleme
continu (Resp. discret) comme étant la plus grande des sous-solutions. D’autre part, |'exis-
tence de similitude entre les propriétés de la solution du probléme continu et son analogue
discret. La méthode d’approximation développée dans ce chapitre est basée sur la construc-
tion d’une suite de sous-solutions continues notée (g¥), ., telle que

pE<u et |pF-uf| <cr?mn?, vk=1,.n
(e.0)
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k

et la construction d’une suite de sous-solutions discrétes notée (aj),

, telle que

oc’,; < uZ et ”a'fl - ukH <Ch?|Inh)?, Vk=1,...,n,
(e 0]

ainsi, nous établissons I’estimation suivante

H uk — u’,; H <Ch?|Inh|?, Vk=1,..,n.
[e,@]

Plus précisément, nous transformons l'inéquation variationnelle parabolique en une
inéquation variationnelle elliptique non-coercive par le schéma semi-implicite en temps,
ensuite, nous associons a I'l.V elliptique une application contractante, qui nous permet de
prouver l'existence et I'unicité de la solution continue de notre 1.V. et quelques propriétés
qualitatives de la solution continue de notre probleme. Comme I'étude du probleme
discret est analogue a celle du probleme continue, nous introduisons ainsi deux problemes
auxiliaires, qui vont nous permettre de définir des suites de sous-solutions continues et
discretes, pour prouver le résultat important a savoir le comportement asymptotique en
norme L*° de l'inéquation variationnelle d’évolution associée au probleme de 1'option
américaine :

Jur = u*l=C

h?|In h|? + (;)n
1+ BAt

Enfin, nous terminons par une conclusion et quelques perspectives.




CHAPITRE 1

Quelques définitions de base et résultats

L'objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés tout
au long de ce travail.

1.1 Préliminaires

Soit Q un ouvert bornée de RV et ' = dQ : sa frontiere.

C(Q) est'espace des fonctions continues définies str Q.

CkQ), k e N est I'espace des fonctions k fois continiment différentiables sur Q.
C.(Q) I'espace des fonctions continues a support compact, D(Q) = C;°(Q), ou

Cs°(Q) = {f € C*(Q) a support compact dans Q},

LP(Q) = {f mesurables; f|f|pd,u(x) <+o0,1=sp< oo}, muni de la norme
Q

1
p

171l =

)

f|f(x)|pdu(x)
o

L*(Q) = {f mesurables; 3 ¢ telle que | f (x)| < ¢ p.p dans Q}, muni de la norme

| £, = inf{c=<0; | f(x)| < ¢ p.p dans Q}.

Notons I'espace de Sobolev par
W™P(Q)={feLP(Q);D*feLP(Q) ou0<|al<m, meN},
ou les dérivées D® f sont comprises au sens faible (des distributions), muni de la norme

1
p
o = (2, 1211

lal=

Si p =2, alors W™?2 est noté par H™.
Notons
H' Q) ={fe H™(Q); f=0surT}
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et son dual est noté H-"(Q), (H~"™(Q) = (H(;"(Q))’).
Notation

(.,.) dénote le produit scalaire dans L?(Q).
Il zoo = Wl lloos 1l g2 = 1117 €t Iz = l.1l2.

1.2 Quelques notions élémentaires de mathématiques finan-
cieres

1.2.1 Les marchés financiers

Le marché est le lieu ou1 se rencontre I'offre et la demande d’un certain bien. Les marchés
financiers (financial markets) sont les marchés ot sont effectuées les transactions sur des
actifs financiers, ainsi, que leurs produits dérivés. Les principales fonctions d’'un marché
sont:

- la transmission des ordres, c’est-a-dire les annonces d'une intention d’acheter ou de
vendre.

- 'exécution des ordres, c’est-a-dire leur transformation en transactions.

- la diffusion de l'information : connaissance des quantités d’actifs disponibles a un prix
donné, connaissance des prix, ...

On distingue deux types de marché, selon le comportement des participants :

Les marchés organisés d’actifs dérivés Ce sont des marchés sur lesquels sont échangés des
contrats standardisés, élaborés par les autorités de marché, et qui font I'objet de controles
publics. Au départ, I'objectif essentiel était de standardiser quantités et qualités de produits
échangés. Quelques années plus tard, le premier contrat futures a été mis en place puis
rapidement les spéculateurs ont trouvé plus attractif de spéculer sur le contrat que sur le
produit lui-méme. Alors que, traditionnellement, les membres de marché négociaient en un
lieu unique, a la criée, a I'aide d’'un jeu de signes complexes, I’évolution technologique a
conduit a I'’émergence de la négociation (trading) électronique qui est la norme aujourd’hui.
Les marchés de gré a gré

IIs sont généralement notés OTC pour Over The Counter. Ces marchés constituent une
alternative importante en matiére de volumes de transactions. Les échanges sont conclus
par téléphone ou par l'intermédiaire des réseaux informatiques entre deux institutions
financieres ou entre une institution et 'un de ses clients. Les transactions sur le marché
OTC sont en général d'un montant moyen plus important que sur le marché organisé et les
conversations téléphoniques sont enregistrées pour régler les litiges éventuels. L'avantage
essentiel du marché OTC réside dans la possibilité de traiter des produits sur mesure, la
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contrepartie étant qu'une des deux parties puisse faire défaut. Les marchés organisés ont,
par contre, définit des regles de fonctionnement qui rendent ce risque pratiquement nul.

1.2.2 Les produits financiers

Ce sont des titres ou contrats dont certains sont négociables en bourse. Ils comptent deux
catégories : les actifs financiers traditionnels et les produits dérivés.

1.2.2.1 Les actifs financiers traditionnels

Action : est un titre de propriété délivré par une société de capitaux. Elle confere a son
détenteur la propriété d'une partie du capital, avec les droits qui y sont associés : intervenir
dans la gestion de I'entreprise et en retirer un revenu appelé dividende. Le détenteur
d’actions est qualifié d’actionnaire et I'’ensemble des actionnaires constitue I’actionnariat.
Obligation : est une valeur mobiliére constituant un titre de créance représentatif d’'un
emprunt. Donnant droit a des rendements obligataires, I'obligation est cessible et peut donc
faire 'objet d’'une cotation sur une bourse ou un marché secondaire. Dans la pratique, les
volumes échangés se négocient principalement de gré a gré. La crise financiére de 2007 a
2011 a vu les rendements des obligations atteindre des plus bas historiques.

Taux de change d’'une devise (une monnaie) : est le cours (autrement dit le prix) de cette
devise par rapport a une autre. Le taux de change est déterminé par I'offre et la demande de
chacune des deux monnaies : si la demande dépasse l'offre, le cours augmente.

Matiére premiere : est un produit a I’état brut (matiére extraite de la nature : notion de
ressources naturelles), ou ayant subi une premiere transformation sur le lieu de production
pour la rendre propre a I'échange international, utilisé dans la production de produits finis
ou comme source d’énergie. Par exemple : or, argent, diamant, pétrole, produits agricoles
(blés, riz, mais), gaz naturel, minerais et métaux, sable (pour le verre ou le silicium pour
circuit intégré), potasse, caoutchouc, etc.

1.2.2.2 Les produits dérivés

En finance, un produit dérivé ou contrat dérivé ou encore derivative product, est un contrat
entre deux parties, un acheteur et un vendeur, qui fixent des flux financiers futurs fondés
sur ceux d'un actif sous-jacent, réel ou théorique, généralement financier. On distingue
notamment les swaps, warrants, forwards, futures et options.

Un actif sous-jacent est un actif sur lequel porte une option ou plus largement un produit
dérivé. Il peut étre financier (actions, obligations, bons du Trésor, contrats a terme, devises,
indices boursiers...) ou physique (matieres premieres agricoles ou minérales...).
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options Les options sont échangées sur les deux types de marché. Il en existe de deux types.
Une option d’achat (call), donne le droit a son détenteur d’acheter une certaine quantité
d’un actif sous-jacent a une date future donnée et a un prix convenu. On précise qu’ait
appelé actif sous-jacent, tout actif sur lequel porte une option ou plus largement un produit
dérivé. Une option de vente (put), donne le droit a son détenteur de vendre une certaine
quantité d'un actif sous-jacent a une date future et a un prix convenu.

Ce prix est appelé prix d’exercice; la date maximale a laquelle le droit peut-étre exercé
est la date d’échéance. Si l'exercice peut étre effectué a tout moment jusqu'a la date
d’échéance, I'option est dite américaine. Par contre, si 'option ne peut étre exercée qu’a la
date d’échéance, elle est dite européenne.

Une option d’achat (call) est dans la monnaie, en jeu, ou in the money en anglais, lorsque
le prix d’exercice est inférieur au cours du sous-jacent (je peux acheter ce sous-jacent moins
cher en exercant mon Call que si je 'achetais sur le marché). Elle est a la monnaie, a parité, ou
at the money en anglais, quand le prix d’exercice est égal au cours du sous-jacent (cela m’est
égal d’exercer ou non mon Call). Elle est hors la monnaie, hors jeu, ou out of the money en
anglais, si le prix d’exercice est supérieur au cours du sous-jacent (je n’ai pas intérét a exercer
mon droit d’achat).

A l'inverse, une option de vente (put) est dans la monnaie lorsque le prix d’exercice est
supérieur au cours du sous-jacent (je peux vendre ce sous-jacent plus cher en exer¢cant mon
put que si je le vendais sur le marché).

Les composantes du prix d’'une option La valeur de 'option est communément partagée
en valeur intrinseque et valeur temps.

La valeur intrinséque : Elle représente le gain qui serait obtenu si 'option était exercée
immeédiatement. Elle est toujours positive ou nulle, car une option est un droit et non une
obligation.

Lorsque I'option est dans la monnaie, sa valeur intrinseque est positive.

Lorsque I'option est a la monnaie ou hors la monnaie, sa valeur intrinseque est nulle.

La valeur temps : est en quelque sorte la valeur d’espoirs de 'option. Valeur temps = Valeur
de I'option - Valeur intrinséque. Cette valeur décroit avec le temps.

Les déterminants du prix d’'une option L'évaluation d’'une option (un droit d’acheter ou de
vendre) est 'estimation de la prime a débourser pour ’acquérir qui représente la probabilité
d’exercer celle-ci : plus I’exercice est probable, plus I'option sera chere.

Cette valeur théorique dépend de divers facteurs, notamment :

- la différence entre le prix d’exercice et le prix courant (cours de bourse) de 'actif sous-
jacent;

- la durée restant a courir avant I’échéance de I'option ( maturité ) ;

- le taux d’intérét applicable a cette durée;

- la volatilité de ce cours (et aussi du cours de 'option elle-méme) ;
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- le type d’options.
Swaps, warrants, forwards et futures

Swaps 1l s’agit d'un contrat d’échange de flux financiers entre deux parties, qui sont
généralement des banques ou des institutions financieres.

Warrants Un Warrant est un contrat transférable qui confére a son détenteur le droit, et
non l'obligation, d’acheter ou de vendre une quantité donnée d'un actif spécifique, a un
prix déterminé d’avance (le prix d’exercice ou strike), a la date d’échéance (ou maturité)
du contrat (Warrant européen) ou a tout moment jusqu’a cette date (Warrant américain). Il
appartient a la famille des produits listés, comme les obligations, les actions ou les certificats.

Forwards Il s’agit d'un accord d’acheter ou de vendre un actif a un prix et une date future
précisée dans le contrat. les contrats forwards sont négociés de gré a gré, entre banques et
institutions financiéres, de plus, ils sont des contrats a terme non standardisés.

Futures La définition des contrats futures est identique a celle des contrats forwards la
seule différence, c’est qu’ils sont négociés sur un marché organisé, localisé a un endroit bien
précis.

1.2.3 Rappel de calcul stochastique

Définition 1.2.1 Un processus (aléatoire) X sur l'espace de probabilité (Q,%,P) est une
famille de v.a. aléatoires (X;) (0, 1) - C'est donc une fonction de 2 variables :

X:0,T1xQ—R.

Définition 1.2.2 Soient E et F des espaces mesurables munis de leurs tribus respectives & et
ZF.

Une fonction f : E — F est dite (8,5 )-mesurable si la tribu image réciproque par f de la tribu
& estincluse dans &, c’est-a-dire si :

VBeZ, f1(B)e&.

Définition 1.2.3 Une filtration est une suite croissante de tribus (¥;) ;>q, c'est-a-dire ; c F;
Vs<t.

Remarque 1.2.4 &, représente la quantité d’information disponible a linstant t; il est
logique que cette quantité augmente avec le temps.
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Définition 1.2.5 Soit (X;);s¢ une suite de variables aléatoires. On dit que (¥;) ;o définie par
Fi=0(Xy, t=0) est la filtration naturelle de la suite (X;) ;> -

Définition 1.2.6 On dit que le processus (X;) ;o est F:—adapté si, pour tout t, la variable
aléatoire X; est & ,—mesurable.

Définition 1.2.7 Un processus aléatoire M est une %;—martingale si

1) M est F;—adapté.

2) pourtoutt < T, M; € LLQ), i.eE[|M;]] < oo.

3)E[M;/Fs] = Mg pour tout s < t.

Une sur-martingale et une sous-martingale sont des processus qui vérifient les deux premieres
propriétés et pour tout s < t respectivementE [M;/ Fg] < M et E[M;/ F¢] = M.

Définition 1.2.8 Un processus stochastique (B;) ;o est appelé mouvement brownien (stan-
dard) si ses trajectoires sont continues, By = 0 et

1) pour tout n €N, 0=ty < tj < ... < tp, la suite (By; By, — By,;...; By, — Bt ,) est une suite de
variables aléatoires indépendantes.

2) pour tout0 < s < t, la loi de B; — B est la loi &/ (0,t—5).

Théoréeme 1.2.9 Le Mouvement Brownien existe.

Preuve. Ce résultat non évident est admis. La plus grosse difficulté réside dans U'obtention de
la continuité du Mouvement Brownien. Le Mouvement Brownien peut étre vu comme limite
de marches aléatoires sur des pas de temps de plus en plus courts. [ |

Définition 1.2.10 On appelle processus d’Ito, un processus X = (X;)o<,<7 @ valeurs dansR tel
que:
dXt = tht + thBt,

avec

1K =(K) et H=(H;) sont des processus & ;—adaptées.

0=t<T 0=<t<T

T
@P(ﬂKﬂds<aJ:L

0

T
wm(fuﬂﬁds<aﬂz1.

0

Lemme 1.2.11 (d’Itd) Soit X un processus d’Ito, c’est a dire tel que dX; = K;dt + H;dB; et
feC*RxRy;R). AlorsV0<t<T,
of of 10% 2) of
df (t, X)) =|—0X;) K;+—(t, X)) +——=(t,X;) H7 |dt+— (t,X;) H; dB;. 1.1
[ Xy) (GX( ) Kt Ot( t) 26X2( ) Hy ax( t) Hy dB; (1.1)
Lemme 1.2.12 (de Fatou) Soit (E,</,u) un espace mesuré. Pour toute suite (fn), .y de
fonctions mesurables sur E a valeurs dans [0, +ool, la limite inférieure de la suite est mesurable
etlona:

lir?linffndus I’i,lminfffnd,u.
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Lemme 1.2.13 Une martingale locale minorée est une sur-martingale.

Preuve. Soit X une martingale locale minorée c’est a dire pour laquelle il existe une
constante ¢ = 0 telle que X; = —c. Nous supposons que X est positive. Soit (7 ) ,en Une suite
localisante pour X.On a, si 0 < s < ¢, pour tout n € N, comme X" est une martingale,

E (Xt/\'r,, | 93) = Xs/\'rn,
et le lemme|1.2.12|donne, puisque 7, — 400,
E(X; | ZFs) < liminfE (X;aq, | F5) = liminfXs,,, = X,
n—oo n—oo
ce qui montre que X est une sur-martingale. [ ]

Théoreme 1.2.14 (de Radon-Nikodym) Soient P et P* deux probabilités sur le méme espace
de probabilité (Q, F) alors P* < P (P* est absolument continue par rapport a P) ssi il existe
une variable aléatoire Z = 0, —intégrable vérifiant :

EplZ]l=1telqueNAeF, P*(A)=Ep[Z14].

On appelle Z la densité de Radon Nikodym deP par rapport aP*, elle est généralement notée :
apP*

Z .
dapP

ie
P* (A) :deIP.
A

Théoréme 1.2.15 (de Girsanov) Soit (Q, F,P,(F});s0) un espace probabilisé, muni de la
filtration naturelle par rapport au mouvement brownien standard (B;);so. Soit (Yy) o un
processus adapté tel que :

t
f YZds < oo,P - ps.
0

Et soit le processus (Z;) ;¢ défini par :

t

r
1
Z; = exp fYSdBS_EfYSZdS .
0 0

SiP* = Z;P est une mesure de probabilité.
Alors, le processus (Wy) ;s défini par :

t
Wt = Bt__[ stS,
0

est un mouvement brownien standard sous P*.
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1.3 Le modele de Black-Scholes

1.3.1 Présentation du Modele

Le modele de Black-Scholes voir[9] est, a I'origine, un modele a deux actifs : 'un risqué,
I'autre pas. Typiquement, I'actif risqué est une action (I’action sous-jacente a I’option) tandis
que I'actif non risqué s’apparente a une obligation. A I'instant t, le prix de I'obligation est R;
et le prix de l'action est S;. L'évolution de I'obligation est relativement simple puisque I'on
suppose que
ft rsds

dR;=r:R;dt o R;= Ryed , (1.2)
r: > 0 représente le taux d’intérét instantané. Nous supposerons toujours que Ry = 1.
Le prix de I'action, {S;};s, est régi par I'équation différentielle stochastique (EDS en abrégé)

dS;=S;(usdt+0o.dB;). So>0donné, (1.3)

ol u; est un parametre réel, et o, = 0; le parametre o s’appelle la volatilité. {B;};>, est un
mouvement Brownien standard et nous notons {%;},so sa filtration naturelle. En ce qui
concerne les hypotheses, nous supposerons dans la suite que les processus r, et o sont
progressivement mesurables et que, pour tout 7 = 0,

T
P-p.s., f{rt+|ut|+a§}dt< +00.
0

En outre, nous supposons également le processus o borné.
On obtient a ’aide de la formule d’It6,
t 1 t t
St =Spexp fades—Efaids exp f,usds . (1.4)
0 0 0

Dans le modele de Black-Scholes originel, les parametres r, u et o sont des constantes. On a
dans ce cas
dS;=S;(udt+0dB;). So>0donné. (1.5)

En posant f (S;, f) =InS;, On obtient grace a la formule d’'It6 (L.1)
1 11 1
d(nS,) = —S,udt — ~—Sia*dt + —S,0dB;,
(InS;) 3 tH > S% ¢ S, t t
puis, nous avons

1
d(nS;) = (u— 502 dt+odB;.

Finalement, nous obtenons

2
%)['FO'BL‘

S, = soe(“‘
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1.3.2 Stratégie de Portefeuille Auto-Financant, et hypothése d’A.0.A

Une stratégie de portefeuille consiste a I'investissement a tout instant ¢ € [0, T] dans une
quantité notée ¢; d’actifs sans risque R et d'une quantité v ; d’actifs risqué S. La valeur du
portefeuille est donnée par :

e =QrRe + WSy

On suppose que le processus (¢, ) est progressivement mesurable. Le fait que (¢, ;) soit
adapté signifie que I'agent, pour déterminer la stratégie qu’il va adopter, n’anticipe pas sur
le futur : il ne dispose que de l'information jusqu’a l'instant ¢ qui est véhiculée par %;.
Signalons d’autre part que dans ce modele ¢; et 1, sont des réels; lorsqu’ils sont négatifs,
I’agent contracte une dette libéllée dans I'actif correspondant.

Un tel couple de processus s’appelle une stratégie de financement. En fait, nous ne
considererons que des stratégies auto-financées c’est a dire pour lesquelles nous avons :

dﬂ'[ = (Pth[ + I/ItdSt.

La signification de 'auto-financement est la suivante : a l'instant ¢ = 0, 'agent investit la
somme 77y dans le marché puis au cours du temps, il fait évoluer la répartition des titres dans
son portefeuille. Il n'y a ni apport de fonds ni retrait d’argent pour consommation. L'équation
d’auto-financement nécessite une petite hypothese technique.

Définition 1.3.1 Une stratégie auto-financée est un couple de processus (¢, w) progressive-
ment mesurable vérifiant P-p.s.

T
f{r[|¢>t| +0% ||t dt < +oo
0

et tel que le processus ; = ¢ Ry + Sy satisfait
dT[t = ()bl’de' —HﬂtdSt, r=0.

Définition 1.3.2 Une stratégie de portefeuille auto-financant est une stratégie dans laquelle
il n'y a pas d’ajout ou de retrait d'argents dans le portefeuille entre le temps t et t + 1.

On utilise la notation suivante : si {X;};>( est un processus adapté, on note X/ la valeur
actualisée soit X' = g—;. On note a; le coefficient d’actualisation a I'instant ¢ soit a; = R%.La
formule d’intégration par parties donne

dnf =-rmldt+ aidn;, dS?=-rStdt+a;dS;=-r;a;S;dt + a;dS;.
On a alors, comme 7; = ¢R; + ¥ Sy,
u/tdS? =—Tr¢a; (Tlt —¢[Rt) dt+ aﬂ//tdS,; = —r[ﬂ?dt'f’ ag ((pth[ + U/tdS[) .

On en déduit immédiatement le lemme suivant
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Lemme 1.3.3 Soit (¢, ) une stratégie. (¢, y) est autofinancée si et seulement si dn® = y,dS?.

Ce petit lemme posséde une conséquence importante : une stratégie autofinancée est
entierement caractérisée par la valeur initiale du portefeuille 7 et le processus v ;.En effet,
une stratégie est autofinancée si et seulement si

t
¢ =mg +f1VudSZ-
0
On obtient alors ¢, via la relation
t
¢t:n?—wt8?:n0+fu/ud83—u/t8?. (1.6)
0

En vertu de ce lemme, une stratégie autofinancée sera désignée par le couple (x, u/), X
représentant la valeur initiale du portefeuille associée via la relation (I1.6). Si besoin, nous
noterons nf’w la valeur du portefeuille correspondant a la stratégie autofinancée (x,w) mais
la plupart du temps la référence a (x, 1) sera omise.

Définition 1.3.4 Une stratégie autofinancée, (x,v), est dite admissible si pour tout t = 0,
nf’w > 0. Elle est dite minorée, s'il existe une constante c = 0 telle que

V=0, 7n{=-c.

Une opportunité d’arbitrage ou plus simplement un arbitrage est un moyen de gagner de
I'argent sans prendre aucun risque en particulier sans mise initiale. Cela se traduit par la
définition suivante.

Définition 1.3.5 Un arbitrage sur la période [0, T] est un portefeuille auto-finangant n de
valeur nulle en t = 0 dont la valeur tt en T est supérieure ou égale a 0 avec une probabilité
strictement positive.

=0, =0 et P(mr>0)>0.

La premiere condition signifie que I'on part de rien, la seconde que I'on est stir de ne pas
perdre d’argent et la troisieme qu’avec une probabilité strictement positive, on fait un réel
profit.

On imagine sans peine que les gens qui tentent de réguler le marché cherchent a tout prix
a proscrire les opportunités d’arbitrage. En effet, si de telles opportunités sont admises
le marché ne tarde pas a exploser . Une hypothése communément faite est donc celle
d’absence d’opportunité d’arbitrage désigné par (A.0.A) dans la suite.
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Définition 1.3.6 ['hypothese fondamentale appelée absence d’opportunité d’arbitrage (A.O.A)
suppose qu'il est impossible de gagner de l'argent sans prendre de risque a l'instant initial.

{mp=0etmr=0=>PmEr>0)=0.

Définition 1.3.7 Considérons un marché dans lequel 'hypothése d’A.O.A est vérifiée. On peut
en déduire deux résultats

1) Si deux actifs financiers X et Y ont le méme flux terminal Xt = Yr,alorsNt<TonaX;=Y;.
2)SiXr<Yr,alorsVt<TonaX;<Y;.

1.3.3 Probabilité Risque Neutre et Marché Complet

Pour les modeles financiers discrets , il y a un résultat tres important qui dit que I'absence
d’opportunité d’arbitrage est équivalente a I'existence d'une probabilité risque neutre P*.
Rappelons qu'une probabilité risque neutre est une mesure de probabilité P* équivalente a
P sur la tribu Z7 et telle que {S%,0 < r < T} est une P*-martingale. Ce résultat est-il encore
vrai pour les modeles continus ? Comme nous allons le voir, I'existence d’'une probabilité
risque neutre entraine toujours ’absence d’opportunité d’arbitrage mais la réciproque est
fausse. 1l faut renforcer '’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage pour parvenir a
construire une probabilité risque neutre P* Je vous renvoie aux travaux de E Delbaen et W.
Schachermayer [22],[23].Contentons-nous de prouver la premiere implication et d’essayer
de percevoir la difficulté de la seconde.

Supposons donc I'existence d'une probabilité risque neutre P*. Si on considere une stratégie

t
minorée y telle que 7o =0.Onan¢ = Jw,dS%; sous P*, S¢ (lavaleur actualisé de S;) est une
0

martingale et donc 7¢ est une martingale locale comme intégrale stochastique par rapport
a une martingale. De plus, 7{ reste minorée par une constante. Or une martingale locale
minorée est une sur-martingale (c’est une conséquence du lemme [1.2.12] Par suite, nous
avons

E* [#(T)] <E* [7%(0)] =70 = 0.

Pour un arbitrage, on a 7% (T) = 0 P* p.s. et donc E* [x?(T)] = 0 puis n%(T) = 0 P* p.s. Ceci
contredit le fait que P [z > 0] > 0. Il n'y a donc pas d’arbitrage.

Essayons de percevoir la difficulté de I'implication réciproque. Soit P* une mesure de
probabilité équivalente a P sur %7 et donc sur %; pour tout ¢ € [0, T]. Si on note Z; la densité
de P* par rapport a P sur %;, Z; (densité de Radon-Nikodym voir théoreme|1.2.14| est une
P-martingale strictement positive. Il existe donc un processus {h;}co, 7] progressivement
mesurable tel que

ap*
dapP

T t t

1
fh§d5<+oo, =7, =exp fhsst—thids
0 0 0
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t
D’apres le théoréme(1.2.15} le processus W; = B; — [ hsds est un mouvement Brownien sous
0

[P*. D’autre part, nous avons
dS? = S?{(,ut—rt)dt+0tdBt} = S?{([J,t— rt+0tht)dt+0tdBt}.

Si donc P* est une probabilité risque neutre, S¢ est une P*-martingale, et I'unicité de la
décomposition des processus d’Itd, donne

He—Tr+0chy

C’est précisément ce que fournit I’absence d’opportunité d’arbitrage : un processus 0 tel
. 2 . -r

que 0:0; = u; — r;. Mais en supposant que o; > 0, on a nécessairement 0; = —h; = “;—[t et

I’absence d’opportunité d’arbitrage ne donne pas d’information sur ce dernier processus. Or

notre hypothése de départ, P* est une probabilité équivalente a P, ce qui est équivalent a

T 1 T
E |exp fhsst—thEds =1,
0 0

puisqu’une sur-martingale d’espérance constante est une martingale.
Nous venons de voir qu’il existe une probabilité risque neutre P*, si et seulement si il existe
un processus progressivement mesurable 0 tel que

T T T
_ 1
g, ="t feids<+oo, E |exp —fesst—Efeids = 1.
O¢
0 0 0

t
Of.l, Wt = Bt + f@sds.
0
Dans le modéle de Black-Scholes originel, les paramétres r, 1 et o sont des constantes.

-r

En utilisant la prime de risque 6 = MT dans le modele de Black-Scholes (1.5), on voit que la
dynamique du prix de l'actif risqué s’écrit :
dS[ = rS[dt'FO'S[(edt'F dBt)

On prenons
th =0dt+ dBt,

nous obtenons
dS;=rS;dt+oS;dW;.

On note S{ la valeur actualisée de S;

ga= St

—rt
=—=¢€ St.
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On obtient
dst=-re "'S;dt+e"'dS,,

puis, en remplacgant dS; par sa valeur,on a:
dSt=-re "'S;dt+re” " S;dt+oe "' S dW,.

Finalement, nous obtenons la dynamique du prix actualisé S¢ sous la probabilité risque
neutre P* :

1
dS?=0S{dwW,, ie. S?:SOexp{GWt—Eazt}. (1.7)

Ceci signifie que le prix actualisé S¢ est une intégrale stochastique par rapport au P*-
mouvement brownien W; et est donc une P*-martingale. On dit que P* est une probabilité
risque neutre ou probabilité martingale.

De maniere générale, on introduit alors la définition suivante.

Définition 1.3.8 Une probabilité P* est appelée probabilité risque-neutre ou probabilité
martingale siP* est équivalente aP et si le prix actualisé S? = e”"'S; est une martingale sous
P*.

On vient ainsi de voir I’existence d'une probabilité risque-neutre dans le modele de Black-
Scholes. Ce résultat d’existence est en fait trés général dans les modeles en temps continu
et découle comme pour les modeles discrets de la condition d’A.O.A. 1l est connu sous le
nom de premier théoreme fondamental de la finance et souligne 'importance du concept
de probabilité martingale.

(A.O.A) Il existe une probabilité risque-neutre.

Remarque 1.3.9 Dans le cadre du modele de Black-Scholes, on se convainc aisément, qu'il n'y
a qu’'une maniere de rendre le processus de prix actualisé martingale, en faisant de W; = B;+0't
un mouvement Brownien. Ceci implique l'unicité d’'une probabilité risque-neutre, a savoir la
probabilité P*.

Maintenant, nous allons transformer 1'équation différentielle stochastique du prix de
I'action {S;};>¢ :

dSt = St (ﬂdt+0'dBt) .
On supposons la transformation logarithmique des prix des actifs risqués
X[ = f(SI) t) = log(sl’) )

alors, on obtient grace a la formule d’1t6 (1.1)

1 11 1
dXt = —Stl,tdt— ——S?O'Zdt'i' —StO'dBt,
S; 252 S;
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puis, nous avons

1
dX, = (u— Eaz)dt+0dBt. (1.8)

On prenons
-r

AW, =0dt+dB;, ot ="
(02

Ensuite, en remplace dans (1.8), nous obtenons I'’équation différentielle stochastique
suivante :

1
aX; = (r - 502) dt+odW;.

Définition 1.3.10 Un produit financier est dit réplicable, ou atteignable, s’il existe une
stratégie de portefeuille auto-financant de couverture de ce produit. En d’'autres termes, le
produit financier S est dit réplicable si l'on peut construire un portefeuille qui dépend des
autres produits du marché et qui a chaque instant t vaut S;. Pour construire ce portefeuille, on
achete une certaine quantité de différents produits et on vend, une certaine quantité d'autres
produits dans le but d’avoir une valeur de portefeuille égale a S.

Définition 1.3.11 Considérons un marché dans lequel I'hypothese d’A.O.A est vérifiée. Ce
marché est dit complet si tout produit financier est réplicable. Dans la suite le marché sera
supposé complet.

Comme dans les modeles discrets, nous avons le résultat général suivant : s'il existe une
probabilité risque neutre P*, le marché est P*—complet si et seulement si P* est 'unique
probabilité risque neutre. Je vous renvoie a I'article de J. Harrison et R. Pliska [29].

1.3.4 DEquation de Black-Scholes

On s’intéresse a une option européenne, qui rapporte a son détenteur H = h(S7) a
I’échéance T (ou h est la fonction pay-off). Par exemple, dans le cas d'un Call européen ont
ah(x)=x-K)*.

Le prix de cette option a l'instant ¢ est E;,0 < t < T. On a bien stir E7 = h(S7).

Il existe une application V € C L2([0, T] x Ry;R,) telle que pour tout 0 < ¢t < T, on ait

Et:V(t,St). (19)

Pour obtenir I'’équation de Black-Scholes, certaines hypotheses doivent étre faites voir[30] :
- le marché est complet,

- le temps est continu,

- le sous-jacent est infiniment divisible (par exemple, on peut acheter 1/1000 de sous-jacent),
- les ventes a découvert sont autorisées,

- iln’y a pas de coup de transaction,
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- il existe un taux d’intérét constant,
- iln’y a pas de dividende (bénéfices distribués aux détenteurs d’actions).
On peut donc appliquer la formule d’It6 a (1.5) , ce qui nous donne :

2 52y
026

ov
IOSZ (t S;}) dt‘l‘O'St (t St) dBt (110)

ov ov
dE; = —(f S[)+uSt (t Sy +

Considérons un agent qui investit dans ce marché. Désignons par ¢; et ¥; les nombres
respectifs d’obligations et d’actions détenues par l'agent a l'instant t. La valeur du
portefeuille de cet investisseur est

ﬂ[:(,b[R[‘F'(//tS[. (1.11)
Larichesse 1 associée a I'instant final T est
nr=h(St), ou h estla fonction pay-off,

alors nécessairement
Tl't:Et, 0<t=<T,

et la condition d’auto-financement s’écrit en temps continu
dn;=¢.dR;+y,dS;. (1.12)
D’apres et on en déduit :
dny=(r¢Re+pwS;) dt + oy S;dB;. (1.13)

D’apres les équations (1.10) et (1.13) on a égalité entre les coefficients de B; et de dt. D’ou,

ov
U'([/tSt—O'St (t St) (1.14)
Soit encore
ov
wtzg(tyst)y (115)
et en outre
ov ov 02 2
r(/)[Rt‘l'IU'l//tSt— (t SI)+IJ'St (t St) + — t 682 (t, St) (1.16)
Et on tire de et que
_1 ov
¢r =Ry V(tyst)_stﬁ(t;st) . (1.17)
Donc, la relation devient :
ov o? 62 ov
E(L‘,St) tOSz (t,Sy) + rS; (t S)—-rVi(t,8) = (1.18)
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Il s’agit de I’équation différentielle de Black-Scholes.
On suppose la transformation logarithmique des prix des actifs risqués :

X =1log(Sy), (1.19)
alors, on a
oV _0VoexX 10V
S 04X dS Sox’
et
0’V _ 0 [av 0 [10\/]_ 10V 10 0XoV
0S2 4S|0S| 0S|[SaXx| S20X SOX A4S aX
10V 1%V

————t =
S20X S2oXx?
Donc, I'’équation (1.18) devient :
2 02

a—V(tX)+U——(tX)+(r—a—2)a—V(tX)—rV(tX)—O (1.20)
ar U T 2ax2 2 )ax ! e '

1.3.4.1 Inéquation de Black-Scholes pour les options américaines

Contrairement aux options européennes qui ne donne le droit a son d“etenteur de n’exercer
qu'a maturité T et de recevoir ainsi un flux terminal % (S7), une option américaine permet
a son détenteur de I'exercer a toute date ¢ avant la maturité T et de recevoir alors le flux
h(S;). Bien entendu, le prix d'une option américaine est supérieure au prix d'une option
européenne puisqu’il donne plus de droits.

Dans le cas d'une option américaine, il y a des moments ot il est optimal d’exercer. Le simple
argument d’arbitrage utilisé pour les options européennes ne conduit plus a une unique
valeur pour la rentabilité du portefeuille, mais a un ensemble de valeurs. On peut seulement
dire que la rentabilité du portefeuille ne peut pas étre supérieure a la rentabilité d'un dépot
en banque, donc dm;—rmdt <0.

Comme une option américaine ne satisfait pas une égalité mais une inégalité, alors nous

aurons:
2 2

W s+ 222V sn+rs 2 (1,80 rvin,80 <0 (1.21)
or R R T orE '
D’autre part, puisque le détenteur de I'option peut a toute date t, obtenir le flux h(S;) s’il
exerce a cette date, on a

V(t,S:)=h(Sy). (1.22)

On appelle région de continuation, noté ¢, 'ensemble des valeurs de date et prix (¢, S;)
pour lesquels il n'est pas optimal d’exercer 'option lorsque (z,S;) est dans cette région.
De maniére similaire, on appelle région d’exercice, I'ensemble complémentaire noté ¢, i.e.
I’ensemble des valeurs de date et prix (£, S;) pour lesquels il est optimal d’exercer ’option.
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Intuitivement il sera optimal d’exercer 'option pour les valeurs de (¢,S;) pour lesquels le
prix de 'option est égal au payoff en cas d’exercice immédiat, i.e. lorsque V (¢, x) = h(x), ol
x = S;. Autrement dit,

€ ={(t,x)e[0, T[xR :V(t,x)>h(x)},

e={(t, ) €[0, T[xR :V(t,x)=h(x)}.

Ceci signifie que si (¢,x) € €, alors 'EDP de Black-Scholes est valable dans la région de
continuation :

v, )+U2 PV o+ e (60— v (1,0 =0
—(t,x) +—X°— (6, X)+rx— (£, X)— T ,X) =
ot 0x? 0x
D’autre part, si (£, x) € €, on c0n51dere seulement I'inégalité de Black-Scholes :
V(tx)+02x202 0+ 22 (4 - PV (£ x) <0,
ot 0x? 0x

Les relations (1.21) , (1.22) s’écrivent sous forme d’'inéquation variationnelle :

ov g% 20°V
—%r ~TX 5=z rxa—+rV>0 V=h,

(_6_‘; _Uz_zng%/— x6—+rV)(V h) =

Avec une condition terminale :
V(T, x)=h(x).

On peut I'écrire sous une forme plus simple :

min ov 02x *v rxaV+rVV h (1.23)
ot 0x2 0x '

auquel il faut rajouter la condition terminale suivante :
V(T,x)=h(x).

C’est un probleme dit a frontiere libre ot la frontiere est la courbe séparant la région
d’exercice delarégion de continuation. Elle est dite libre car elle est inconnue et fait partie de
la solution du probleme. I n’y a pas de formule explicite pour le prix d'une option américaine
et on arecours a des méthodes numériques pour résoudre 'inéquation variationnelle (1.23).

Remarque 1.3.12 Le prix d’'un Call américain est égal au prix d’'un Call européen, i.e. il n'est
jamais optimal d’exercer un Call avant sa maturité. Lexercice prématuré du Call n'est donc
pas optimal. On s'intéresse généralement alors au cas du Put américain qui est différent du
Put européen.

Pour plus de détails, voici des références a la littérature [33],[45].
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1.4 Généralités sur les inéquations variationnelles ellip-
tiques

1.4.1 Le probleme continu

1.4.1.1 Notations et Hypotheses

Soient Q un ouvert de RV de frontiere I' suffisamment réguliere. Pour u,v € V, I'espace
H'(Q) ou Hj (), on pose :

ov 0 N 0
ov ou dx+ X aj(x)—a “ vdx+ay(x)uv|dx. (1.24)
x.

N
, — > ..
a(u, v) f(i,jzlaw(x)axi ox; & ]
Q

La forme bilinéaire associée a I'opérateur A est définie par

Au=-— g a; -(x)ia—u+ ga-(x)a—u+a xX)u (1.25)
~igm T ex 0x; =1 T o 0 ' ’

Les coefficients a; j(x), a;(x) et ap(x) sont supposés étre suffisamment réguliers, et
ap(x)=pf>0; (VxeQ). (1.26)
On suppose que la forme bilinéaire est continue et fortement coercive :
Jda > 0 tel que a(v, v) zallvllé. (1.27)
De plus, on considere un second membre f tel que :
fel>™ Q). (1.28)
et un obstacle

weW>®(Q) tel que w >0 surT. (1.29)

1.4.1.2 Probleme d’inéquation variationnelle continue

On cherche u la solution de I'inéquation variationnelle suivante (en abrégé 1.V.) :
Trouver u €V tel que :

{ a(u,v-w) = (f,v-u), YveV (1.30)

Uy, V<Y
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1.4.1.3 Existence et unicité

Théoreme 1.4.1 (cf[32]) Sous les hypothéses et notations précédentes le probleme (1.30) admet
une solution unique.

Nous allons étudier quelques propriétés de la solution du probléme en commencant par
I'introduction de la notion de sous-solutions.

1.4.2 Caractérisation dela Solution Continue comme Enveloppe de Sous-
Solutions Continues

Définition 1.4.2 Soit X l'ensemble des sous- solutions pour I'L'V,, c'est -a-dire l'ensemble des
zeV telque:

{ alz,v) < (f,v), VveV, v=0 _ (1.31)

ZSY, VY

Théoreme 1.4.3 (cf[21]) Sous les hypotheses précédentes , la solution u de I'L'V. (1.30) est le
plus grand élément de X.

Preuve. On a

)

alu,v—u)=(f,v—u), VeV
Usy; 'y
avec
P=u—-vouv=0.
Donc, on aura

)

a(u,v) < (f,v), v=0,YveV
Uy, vy
c’est-a-dire
ue X.

Par ailleurs, soit z € X telle que u < z. Ainsi z est une sous-solution

)

{ alz,v) < (f,v), v=0,YveV
ZSY; VY

posons
v=z—u=0.

Donc, on aura

)

{ alz,z—u) < (f,z—u)
usy,vzeV
d’autre part
{ alu,z—u)=(f,z—u)
usy,VzeV '
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Alors, on a
alu,z—u) = (f,z—u) = alz,z—u),

donc
alz—u,z—u) <0.

Comme af(.,.) est une forme bilinéaire coercive, on conclue que

Z=<U.

1.4.3 Propriétés de Monotonie de la Solution Continue

Soient f, f € L®(Q) deux second membre et u = d(f,y), @& = 0(f, %) les solutions
respectives de I'LLV. continue (1.30).

Proposition 1.4.4 Sous les hypotheses et notations précédentes, la solution de I'L'V. est
croissante par rapport a l’ obstacle v et au second membre f , i.e,

Sif<f etws<yalorsd(f,w)<d(f ¥). (1.32)
Preuve. Soient f < f et ¢ < 1, posons u = d(f,y) d’aprés le théoréme ona:

a(u,v) < (f,v) ,YveV,v=0
U<y <y, v<w<1. '
Et comme

(f,v) < (f,v),

on trouve .
{ a(u,v) <(f,v) ,YveV,v=0

Uy, v=1.

Alors u est une sous-solution pour i = 8(f, ¥).
Comme # est la plus grande des sous-solutions, on a :

u<i.

o(fw)<a(f ).
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1.4.4 Propriété de Dépendance Lipschitzienne de la Solution Continue

Proposition 1.4.5 Sous les hypotheses et notations précédentes, nous avons

lo(£v)=0(F 9o =1f = Flloo-

Preuve. Posons ¢ = ||f - f||oo, alors

Ona
o= F+lf-Fleo
< f+¢,
et
Y.
En utilisant le proposition|1.4.4, nous avons
o(f.y)=o(f+¢.w),
<o(f+pw+p)=0(f9)+¢,
Vsy+¢
Ainsi,
o(fy)<o(f.9)+o
Donc
Usii+do.

Echangeant les roles de f et f, on obtient de la méme facon
u=su+do.

Par conséquent,
lu=tilloo = || f = floo-

Et donc on a le résultat désiré.

1.4.5 Régularité de la solution de 'LV

Inégalité de Levy-Stampacchia

(1.33)

Lemme 1.4.6 (cf[6,7]) Soienty € H'(Q) telle que v = 0 sur T, A un opérateur différentiel

associé a la forme bilinéaire a(.,.) et u la solution du probleme (1.30) vérifiants

Au=g,ouge L*(Q), (au sensde H'(Q)),

alors, on a
fzAy=fag=minif,g}.

(1.34)

(1.35)

Théoreme 1.4.7 (cf17,28]) D’apres les hypotheses du lemme on a que u € W2P(Q);

2<p<oo, Aue L*(Q).



CHAPITRE 2

Comportement asymptotique de
I'inéquation variationnelle issue du
probléeme de 'option américaine.

2.1 Introduction

La formalisation du probleme de l'option américaine en une inéquation variationnelle
d’évolution, et sa discrétisation par des méthodes numériques, n'est apparu qu’assez
tardivement dans I'article de Jaillet, Lamberton et Lapeyre voir [30]. Peu apres, les livres
de Wilmott, Dewynne et Howison voir [45],[46] ont rendu beaucoup plus accessible la
tarification par PC.L du probléeme de I'option américaine. Pour les problemes a frontiere
libre plusieurs résultats numériques ont été obtenus pour les inéquations variationnelles
et quasi variationnelles elliptiques et d’évolutions voir [11],[12],[14],[15]. Dans ce chapitre,
nous nous sommes intéressés au comportement asymptotique de 'LV issue du probleme
d’option américaine oi1I’on a discrétisé I'espace H'(Q) par un espace V" € H'(Q) construit
a partir des polyndmes de degré 1 et le temps par le §-schéma, puis on a donner une
estimation d’erreur entre la solution du probléme continue et la solution du probléeme
discret donnée par :

Sin%,ona

on_ oo 2 2 1 "
= ue] =€ | fiogh +(1+ﬁ9At) ]
etsi,0<f <3, ona
on _ oo 2 2 2Ch2 )n]
””h u ”oosc i [loghl +(2Ch2+ﬁ9(1—29) '

On a utilisé la norme uniforme puisque c’est une norme réaliste, qui nous donne
I'approximation ci-dessus. Cela nous permet d’avoir une vision sur la frontiere libre chose
cruciale dans la pratique des options américaines.
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2.2 Formulation du probléme de 'option américaine comme
inéquation variationnelle

Dans cette section, nous rappelons le contexte de notre probleme. Une option américaine
est un contrat qui donne le droit a son détenteur de recevoir une prime h(SE")) a tout

moment ¢ € [0, T], ou T < +oo. Cette prime est alors donnée en fonction des prix (S;i )) N
1=1,...,

al'instant ¢ de N produits financiers constituant I'actif sous-jacent. Etant donné que ces prix
sont strictement positifs, nous supposons que

Xi") = log(Sff)) pouri=1,..,N, 2.1)
et nous exprimons la prime sous la forme suivante :

n(s) = (x), 2.2)

w :RY — R est une fonction réguliere donnée.

Nous supposons que I'’équation différentielle stochastique suivante est satisfaite par la
transformation logarithmique des prix:

G _ 1N, L P
dXP=|r-= 2% |dt+ x 0;;dw,”,i=1,.,N, (2.3)
2j=1 Y j=1

ol r > 0 est le taux d'intérét,(o;; est une matrice inversible appelée matrice de

)i,j=1,...,N

volatilité et (Wt(] )) re0.T] est un mouvement brownien standard de dimension N définie sur
€lo,

un espace de probabilité (Q, &, P*).

2.2.1 Le probleme continu

Sous certaines hypotheéses sur les marchés financiers (absence d’opportunité d’arbitrage)
voir [30],[33] et les hypothéses précédentes, U (x,t) est une solution de l'inéquation
variationnelle parabolique suivante :

N N ) N N
W,y ¥ (% z(;ikajk)a—”+ > (r—%z

2 | U
% -ru=o,
ot i,j=1\% k=1 ox;0xj =~ ;1 j=1 l])éxi

U(x,t) =y (x), pour (x,1) RN x (0,T),

(o))

N N N N
U 1 U 1 2 | oU _
WU 4 l-,,-z=1 (zkglaikajk) dwow; * El (r - z]Elal.j) o rU) (W) -Ux,0)=0,

U, T)=v(x), pouer[RN,
(2.4)
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Maintenant, nous allons donner l'inéquation variationnelle associée au probleme de
I'option américaine sous une forme plus compacte, ot 'on commence par donner de
nouvelles notations et imposer certaines conditions.

Par le changement de variable U (t, x) = u(T — t, x), le probleme devient : trouver u € K
solution de

ou
i +Au=f pour (x,1)eQx(0,7), (2.5)
ol K est un ensemble convexe fermé défini comme suit :
K={v(t,x) e L*(0, T; H (), v(t,x) =y (x), v(0,x) =y (x) dans Q}, (2.6)
avec
v(x) e H (Q), 2.7)

et Q un domaine borné régulier dans RY, N > 1, avec frontiére T".
A est un opérateur défini dans H' (Q) par :
A g 9 ou ¥ 2 bj=— Ou -+ 2.8)
u=- apl, .
i1 o 0y =1 oy
et dont les coefficients : a; j, bj,ap, oul <i < Netl< j<N satisfaisaient les conditions
suivantes :

1N
aij=aj;= Ekglaikajk; ap=r= >0, ol B est une constante. (2.9)
z (@i JEi gjzylel®, eeRY, y>o0. (2.10)
l =
1N
bj= z]zlal] r. (2.11)

f estune fonction artificielle.
On peut reformuler le probléme (2.5) par I'inéquation variationnelle parabolique suivante :

ou
(E,v—u)+a(u,v—u)2(f,v—u), velk, (2.12)

ou a(.,.) une forme bilinéaire continue associée a I'opérateur A défini dans (2.8), a savoir

N ov ou N Ou
a(u, v):f 2 ajj——=<—*t, Z aj—v+apuv|dx. (2.13)
i,j=1 " 0x; 0xj j=1 " 0X;j
Q

Théoréme 2.2.1 (cf[36]) Siyve H L, le probleme (2.12) admet une unique solution u € K,
telle que

uel*(0,T; H () and ?TL; € L*(0, T; L* (Q)). (2.14)
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2.3 Etude du probléme discret

Nous décomposons Q en triangles et 7, dénote I’ensemble de tous les éléments, avec h > 0
la taille du maillage. Nous supposons que la famille 7, est réguliére et quasi uniforme. Soit
V" I'espace d’éléments finis conformes, et A la matrice avec des coefficients génériques
alg;,¢j) ou ¢;, i = {1,..,m(h)}, sont les fonctions de base de I'espace V" définie par
®i(Mj) =6;j, o, M; est un sommet de la triangulation.

Nous introduisons I'espace discret V" d’éléments finis construits a partir des polynomes de
degré 1:

Vi = {vh e L*(0, T; H () nC(0, T; H' (), telle que vyix € Py, k€ rh}, (2.15)

et
K= {vh € \/h, vy =y, vy (0,x) = rpw dans Q}. (2.16)

Nous considérons rj, 'opérateur d’'interpolation définie par
2 1 1 m(h)
vpeL7(0,T; H (Q)nC(0, T; H' (), rpv = z v (M) (x). (2.17)
Jj=

Le principe du maximum discret (d.m.p)[cf[19]] : Nous supposons que la matrice dont les
coefficients sont a(u;, u;) est une M-matrice.

Théoreme 2.3.1 (cf[40]) Supposons que la forme bilinéaire a(.,.) est faiblement coercive
dans V" « H (Q). Alors, il existe deux constantes a > 0 et u >0 telle que

aup, up) + plupl =z allupl, . (2.18)

2.3.1 Discrétisation

Nous discrétisons I'espace H L) par un espace de dimension finie v e H! (Q) construit
a partir des polyndmes de degré 1 et pour la régularité de la solution voir [10]. Dans la
seconde étape, on discrétise le probleme par rapport au temps en utilisant le 6 —schéma.
Par conséquent, nous recherchons une séquence d’éléments uZ e K" qui approche uy, (t¢),
tx = kAt, avec donnée initiale ) = ugp,.

Nous appliquons la méthode des éléments finis a I'inéquation (2.12), et 'l.V.P semi-discrétisé
prend la forme suivante :

(auh

TR Vp— uh) +a(uy, vy —up) = (f, vy — uh), vy € K" (2.19)

Maintenant, nous appliquons le 8 —schéma sur le probleme semi-discrétisé (2.19) : pour tout
0e0,1]et k=1,..., n nousavons
k_ k-1

uy—u
) 0,k 0k 0k 0k ., 0k h
T,vh—uh )+a(uh Y Uh— Uy, )z(f JUp— U ) vy e K", (2.20)
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=0uf+(1-0)uy
FPE=0F () +1-0) f (te_1).

0.k est admissible car

Nous avons que u,
ufl’k = Guz +(1-0) u’,j_l >0rpy+0-0)rpy =rpy.

Ainsi, nous pouvons réécrire (2.20) : pour u Fekhet v, e Kh

9k yk-1
Uy 0,k 0,k 0,k 0,k h 0,k
—,Vp—Uu +a(u ,Up— U )_ T —— v — U . 2.21

Ainsi, notre probleme (2.19) est équivalent a I'inéquation variationnelle discrete coercive
suivante :

b( Zk,vh u )z(fg'k+uufl_1,vh—u2’k),vhe[Kh, (2.22)
telle que
0,k 0,k _ 0,k 0,k 0,k
b(uh yUh— Uy, )—a U, vh—u, )+u( yUh— Uy ) (2.23)
1 n
F=onr " o1

2.3.2 Analyse de stabilité du 6 —schéma pour I'L.V.P

Létude de la stabilité du 6—schéma pour le probléeme de I'option américaine est une
adaptation de [12]. Avant d’analyser le cas général ou 6 € [0,1], nous introduisons la
définition suivante.

Définition 2.3.2 On dit que le nombre A est une valeur propre de la forme bilinéaire a(.,.) :
VxV —=Retquew eV estla fonction propre correspondante si

a(w,v)=A(w,V).

Si la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique et coercive, elle a un nombre infini de valeurs
propres réelles positives qui forment une suite non bornée; en outre, ses fonctions propres
forment une base pour I'espace V.
Dans le cas discret, les valeurs propres de a(.,.) sont celles qui correspondent aux fonctions
propres qui appartiennent au sous-espace V", c’est-a-dire que A, et w;, sont liées par la
relation :

wp € V& a(wy,vy) =Ap (W, vy), Yope Vi

Ces valeurs propres sont toutes positives et elles sont au nombre de m(h), ot m(h) est la
dimension du sous-espace V". Les fonctions propres correspondantes forment une base
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pour le sous-espace V" et elles peuvent étre choisies de facon a étre orthonormales. Cela
signifie que, si'on indique par w;;, la fonction propre qui correspond a la valeur propre A;j,
ona (wil,wi) =6ij,Vi,j=1,..,m(h). Donc, tout vy, € V" peut étre représentée comme suit :

m(h) ;
vy = Z Viwy,. (2.24)
Soit {w}l} les vecteurs propres (orthonormales) de a(.,.). Puisque uft e K" nous pouvons
écrire :

uy = ¥ ufo!. (2.25)

m(h) .
=1 !

i
De plus, soit f}f la projection orthogonale de f%* dans V", alors

i m(h) ki
fp= X Jion (2.26)

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la stabilité pour 0 <0 < %, choisissant dans
(2.21) vy = 0. Anisi, nous avons pour ulk e kh

h
1 _
A7 (ufl - u,’ft L uzk) + a(uz'k, uzk) < (fe’k, ui’k). (2.27)
I'inéquation (2.27) est équivalente a
1 m ., m(h) .,
A _Zl [uf‘— uf'l] (wfq,a)’h) + '21 [9uf+ (1-6) uf'l] a(w’h,w’h) < fik. (2.28)
1= i=
Pour touti=1,...,m(h),ona
a(w;,w;l) ~ i (w;l,w;'l) = Ain, (2.29)
et donc, pour touti =1,..., m(h),
k_ k=1
us — us
i+ |0l + -0 uf~| A= fF. (2.30)
Sil'on résout maintenant par rapport a uf, on trouve :
1-(1-0)A;,At At
b LZUOARAE oy AE e (2.31)
1+0A;,At 1+0A;,At

Nous pouvons conclure que pour garantir la stabilité absolue du 6—schéma, I'inégalité

suivante doit étre satisfaite :
1-(1-0)A;,At

1. 2.32
1+0A;,At < ( )

c’est-a-dire :
—1-0A;pAt<1-(1-OA;pAt<1+0A;,AL.
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Donc,

-0<60-1<86.
AinAt < <

La deuxieme inégalité est toujours vraie, tandis que la premiere peut étre récrite comme :

20—-1>— .
AinAt

Sif = %, le terme de gauche est positif ou nul, tandis que celui de droite est toujours négatif;
donc, I'inégalité est vraie pour tout At. Si par contre 0 < 1 I'inégalité est satisfaite et, par
conséquent, la méthode est stable ssi

2

At ———.
S =200

(2.33)
Puisque cette relation doit étre satisfaite par toutes les valeurs propres A;; de la forme
bilinéaire, il suffit de demander qu’elle soit vraie pour la valeur maximale A ax.

Lemme2.3.3 - Si0 = %, la 0-méthode est inconditionnellement stable (c-a-d elle est stable
pour tout At),
-Sif < %, la 0-méthode est stable seulement pour

2
At< ——. (2.34)
(1-26) Amax
On peut montrer que
Amax = Ch™2. (2.35)
et, alors, on peut conclure que si 0 < %, la méthode est absolument stable ssi
2C
At< 2. 2.36
(1-20) ( )

Notez que cette condition est toujours satisfaite si 0 < 0 < % Ainsi, en prenant la valeur
absolu dans (2.31), nous avons

At

— X , k=1,...,n.
1+0A;,At k=1

fr

af] = ]+

Proposition 2.3.4 (c f[40]) Nous supposons que I'hypothese de coercivité (2.18) est satisfaite
avec A =0, et pour chaque k = 1, ..., n, nous trouvons

ased il scon( i arlf) e

PR =0f (1) +1—=0) f (tr_1).
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Preuve. En prenons v = 0 dans (2.20), on trouve

Lk — ke
Y ok 0.k 0k o,k 0.k
gl =100 ).

puis, on a

(1af, %)+ ara(uf, uf®) < A (£05, ) + (uf k). (2.38)

De la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.), on a
0.k 0.k 6,k
aluy ) 2 aul |
et des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on trouve
A U Wt T W et B Ul T T
u,,u — || +=1lu , luy S u u +—lu .
Donc, I'inéquation (2.38) devient
Liokl?, L) 6k ok 0k) . L k-1 L ok|?
—lu +—|lu +aAtH H <At( uy )+ Hu H +—Hu’ H .
2HhH22HhH ! h 2070 2" 2107n 2

On applique maintenant I'inégalité de Young aux termes du second membre, ce qui donne

()51

et

2 2 2 At 2
uk” 1 2ant | uf*| <ent fg"C +— [luk| + ukl , k=1.
1P kol 2 e l7h 2 P

Par I'inégalité de Poincaré on a que

A0« 25 o
P L

.. C2 .
Donc en choisissant € = 7’3 on obtient

2 C At
k-1
]+

2
k 0,k 0,k 3
], + e sy < | “ k=1,.,n.

1

Apreés sommation sur k on tire le résultat cherché.
nj2 2 0k|? 02 2| po.k|?
gl +ane g [ ] =con (sl ae g |r24]:).

ol C (n) est une constante indépendante de & et At, ainsi, nous avons prouvé que le schéma
est inconditionnellement stable pour 6 = % [ |
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2.4 Existence et unicité de la solution de I'.V discrete.

Nous considérons que u™ et u;’ sont respectivement les solutions stationnaires de
I'inéquation variationnelle continue et discréte suivante :

b(u®,v—u®)=(f+pu>,v-u>), Vvek, (2.39)

b (e, vn—uy) = (f + pusy, vp — 1Y), Yop e K" (2.40)

ou la forme bilinéaire b(.,.) = a(.,.) + A (.,.) satisfaite la condition de coercivité, avec A une
constante arbitraire positive.

Théoreme 2.4.1 (cf[21]) Sous les hypothéses précédentes, et le principe du maximum discret,
il existe une constante C indépendante de h telle que

I u°°—u‘,’l°||ooSCh2|logh|2. (2.41)
2.4.1 Lapplication point fixe associé au probleme discret (2.22)

Ty : L (Q) — K" (2.42)
w— Tp(w) =&y,

ol (j, est'unique solution de 1.V discréte suivante : Trouver ¢j, € K" telle que
b(€h,Vh—€h)2(f9'k+uw, Vh—éh), Vo, e K" (2.43)

Lemme 2.4.2 (cf[14]) Sous le principe du maximum discret, nous avons si F = F et Ty =
W, alors, & = &

1

Proposition 2.4.3 Sous les hypotheéses et notations précédentes, si 6 = 3,

contractante dans L*° (Q)

Uapplication Ty, est

- 1 _
||Th(w)—Th(w)||oo§m”w—w”m- (2.44)

Par conséquent, Ty, admet un unique point fixe qui coincide avec la solution de I'L'V (2.22) .

Preuve. Pour w € L®(Q) et @ € L™ (Q), nous considérons &, = Ty (w) = 0y (FO%, rpy)
(respectivement &, =Ty, () = 0y, (Fe'k, rh1/7)) solution de 1.V discrete avec le second
membre FOK = fO% 4 1w (respectivement FO* = fOk 4 ).

Nous prenons

1
-

[e.0]
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En outre, nous avons

ol
N
~

IA

0k | HFe,k_Fe,kH ,

oo

IA

)
oo

ok G0 TH HFe,k _ Fe,kH
p+p

(comme ay = > 0)

FO% < FOk 4 (ag+ p) @.
en utilisant le lemme[2.4.2] cela donne
o (Fa’k, rhw) <0y (Fg’k +(ag+p) @, rmp) )
D’autre part, on a
o (Fe’k, rhtf/) +® =9 (Fg’k + (ao+ 1) @, rpy + (D) :
En effet, &, + @ est solution de

b(En+®,vp+ = (& + @) = (FOF + (ag + p) &, v+ @ - (£, + D)),

En+ <R+, vy +P <+, Vv, K",
ainsi,
o (Fe’k, rhw) <0, (13“9"“ +(ap + ) @, rhu”/) <0, (13"9”‘ +(ag + p) @, 1 + CD) .
Donc )
Ep=<¢p+®.

De méme, en échangeant les roles de w et wj, nous avons aussi

Epsép+ 0.

Par conséquence,
1 -
Ty () = T () oo < —— [ F¥* = FOF]|
I Th (w) — Th, ()l PR

1 0,k 0k
= u+ﬁ ‘f +Nw f uw“oo’
< w- e,
U+
- 1 -
||Th(w)_Th(w)||ool BOA lw— e

Qui est le résultat souhaité. [ ]
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Remarque 2.4.4 Si nous posons0 < 0 < X, Uapplication T}, est une contraction dans L™ (Q)

2Ch?
2Ch? + 86 (1 -26)

Par conséquent, Ty, admet un unique point fixe qui coincide avec la solution de 'LV (2.24) .

| Ty (w) = Ty (0) o

lw—1|o- (2.45)

Preuve. Dans des conditions de stabilité, nous avons montré que le 8-schéma est stable si et

. 2C_ 1.2
seulement si At < =207 he.

Ainsi, on peut montrer que

1
ITh (W) = Th (D)oo = = lW =Wl = ——F—— W — Wlleo,
1+ BOAL 1-20
p 1+ 60 (14
2CH- I vl
= W—Wlloo,
2Ch? + 0 (1-20) o
Par conséquence,
1T (0)~ T (@ oo = 2oy )
h Wi Moo = 5Chz + O (1 - 20) 00"
Qui est le résultat souhaité. [ |
2.4.2 Algorithme itératif discret
Soit u?l solution de I’équation discrete suivante :
b(ujp, vn) = (g% vn), v e K", (2.46)
otl, g° est une fonction réguliére donnée.
Maintenant, nous donnons l’algorithme discret suivant :
ufl’k: Thulfl_l, k=1,...,n, uZ’kE[Kh, (2.47)

ou, uZ’k est la solution du probleme (2.22).

Remarque 2.4.5 Si nous prenons 0 = 1 dans [2.47), nous obtenons lalgorithme de
Bensoussan-Lions.

Proposition 2.4.6 Sous les hypotheses et notations précédentes, nous avons l'estimation de la
convergence suivante :

Sig=1
0,k 1 £lo
» o0 o0
Huh ~ Hoos(1+ﬁeAt) 14 = 63 oo (248)
etsi059<%
2Ch? g
0,k _ ooH 0_ 00
u u < u u . 2.49
” he Tl (2Ch2+,69(1—20)) liah =47l (249
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Preuve. Nous avons pour, 6 = %
uy’ = Tpu}?,
uft -y ||Tu Thus® || ||u0—u°°||
h h|le ~ NHR%R ™ Lhltp 1+ﬁ0Athhoo
Nous supposons que
k
u, —u
Jut =l = (s 18- e
comme
A Nt LA N v il L
o P 1+ﬁ0At “n
alors, on a
+
9 k+1_ ” u® — ™
Etpour0<6 < %, on peut facilement montrer que
e B e e N
“n 2Ch2 + B6 (1 - 26) b Th lloo®
Qui est le résultat souhaité. [ |

2.5 Comportement asymptotique de 'LV issue du probleme

de 'option américaine

Cette section est consacrée a la preuve du résultat principal de la présente étude, ou
nous prouvons le théoreme du comportement asymptotique en norme uniforme de L.V

parabolique issu du probléme de I'option américaine.

Maintenant, nous évaluons la variation en norme L entre uz (T, x), la solution discrete

calculée au moment T = nAt et u®, la solution continue de (2.39).

Théoreme 2.5.1 Sous les conditions du théoreme|2.4.1| et de la proposition|2.4.6, nous avons,

pour@z%
o,n o0 2 2 ]. n
“uh -u “OOSC h* [logh|” + m) ],
et nous avons, pour0 <6 < 1
6,n _ o0 2 2 2Ch? )”]
0“11 —u ‘)OOSC h* log h| +(2Ch2+ﬁ6(1—29)

ot C est une constante indépendante de h et n.
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Preuve. Nous avons
ud* = wy (£,x) pour t€](k—1)At; kAt],
etaussi, on a
u?l'" =uy (T, x).
alors, nous obtenons
0 foe) o,n oo 0,n oo 0o 00
u, (T, x)—u H :”u’—u ” S”u'—u 0 +|u;” —u .
|ty (7,0 = N LTl R Dt Tl I

En utilisant le théoréme et la proposition . nous avons pour 6 = %

0,n 2 2 1 "
Je =], = o+ (g ) |
et pour 0 <6 < %, nous avons
0,n_ oo 2 2 2Ch? )n]
0”}1 u ‘)OOSC h* |logh| +(2Ch2+,66(1—29) :




CHAPITRE 3

Lapproche sous-solution pour le
comportement asymptotique de
I'inéquation variationnelle issue du
probleme de 'option américaine.

3.1 Introduction

Le probleme de l'option américaine dans un modeéle de Black-Scholes a coefficients
constants et sans dividende peut étre résolu en considérant 'inéquation variationnelle
parabolique suivante (PV.I), voir [45] :

W1 AU=0, UzY, pour(t,x)e(0T]xQ
(%—l{+AU) (U-¥)=0, pour (t,x)€(0,T]*xQ 3.1)
U, x)=¥(x), pour (t,x) € (0, T] xT.

avec la condition initiale
UO0,x)=¥Y(x), Ye, 3.2)

ot Q est un domaine borné de RY, N = 1, avec une frontiére réguliere I'. ¥ (x) dénoter le
payoff.
Lopérateur A est donné par :

AU 5 (1%1 ) U +§(1%’ 2 r)6U+rU (3.3)
=— - 2 00 ; - Y05 —1r|— . .
i,j=1\2k=1 ik jk 0x;0x; j=1\2i=1 1 0xj

Pour discrétiser par la méthode des éléments finis, nous écrivons l'inéquation
variationnelle parabolique liée au probleme de l'option américaine sous une forme plus
compacte. En supposant qu’il existe une fonction i qui est C?, telle que 1 = ¥ dans I et
que u = U — 1/, nous pouvons reformuler le probleme par I'LLV.P suivante :

trouver u € K solution de

ou
(E,v—u)+a(u,v—u)2(f,v—u), Vvek, (3.4)
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ou K est un ensemble convexe fermé défini comme suit :

K={v(t,x) e L*(0,T; Hy (Q)), v(t,x) 2w (x), v(0,x) =y (x) dans Q, v=0surT}. (3.5)

f est une fonction réguliere, f = — A dans L? (€0).
w est un obstacle positif de W? (Q), oty = ¥ -,

la fonction ¥ a la méme régularité que ¥, et ¥ est une fonction suffisamment réguliére.
La forme bilinéaire associée a I'opérateur A défini dans (3.3) est donnée par :

N ou ou N ou
a(u, v):f 2 ajj—=—+2Zbj—v+tauv|dx, (3.6)
ij=1 " 0x; 0x; j=1 " 0x;
Q

etles coefficients : a; j, bj, ap, ou1 <i < N,1 < j < N satisfaisaient les conditions suivantes :

1N
ai,j=aj;= Ekglaikajk; ap=r= >0, ou § est une constante. (3.7
N 2

> 1a,-,j€,~£]- =vylel”; y>0. (3.8)

i,j=

1N

b;==% 0% —r. 3.9
U Y Y (3.9)

La formalisation du probleme d’option américaine en une inéquation variationnelle et
sa discrétisation par des méthodes numériques, n’est apparu qu’assez tardivement dans
I'article de Jaillet, Lamberton et Lapeyre voir [30]. Un peu plus tard, les livres de Wilmott,
Dewynne et Howison voir [45],[46] ont rendu beaucoup plus accessible la tarification
par PC.L du probleme de 'option américaine. Puis, 'article de Xiao lan Zhang voir [47],
et 'article de Feng, Linetsky, Morales, Nocedal voir [24]. Pour les problemes a frontiere
libre plusieurs résultats numériques ont été obtenus pour les inéquations variationnelles
paraboliques et elliptiques et inéquations quasi variationnelles voir [11],[12],[14],[15]. Dans
ce chapitre, nous établissons le comportement asymptotique de I'inéquation variationnelle
liée au probleme de I'option américaine en utilisant le schéma semi-implicite combiné avec
une approximation par éléments finis et la méthode des sous-solutions. Cette méthode est
introduite dans P. Corty-dumont [21], M.Boulbrachene [16], et M.Boulbrachene, P. Corty-
dumont [15], qui caractérise la solution continue (Resp. la solution discrete) comme la
plus grande des sous-solutions continues (Resp. sous-solutions discretes) sera cruciale pour
prouver le comportement asymptotique en norme uniforme de 'inéquation variationnelle
parabolique issue du probleme de l'option américaine. La méthode d’approximation
développé dans ce chapitre se base sur la construction d’'une suite de sous-solutions
continues notée (8X), ., telle que

pE<u et |pF-uf| <cr?mn?, vk=1,.n (3.10)
(e.0)
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et la construction d'une suite de sous-solutions discrétesnotée (a’,;) > telleque
oc’,; < uZ et ”a'fl - ukH <Ch?|Inh)?, Vk=1,...,n, (3.11)
o0
ainsi, nous établissons I'estimation suivante
|k~ uf| <cr?mn?, vi=1,..n. (3.12)
[e.9]
Et'estimation de la convergence du schéma itératif continu et discret
k 1\ o
uk - u| s( ) W —u®|_, (3.13)
| =) 1=l
o
U, —u -u (3.14)
ok =] = () o

Dans cette situation, nous obtenons l'estimation du comportement asymptotique du
probléme de I'option américaine :

Jur -l =C

2 2 1 )n]
K |In kil +(1+,6At : (3.15)

Il est a noter que la construction du second membre f et la méthode d’approximation
présentée dans ce chapitre sont tout a fait différentes de celle développée dans le deuxieéme
chapitre.

3.2 Etude du probléme continu

3.2.1 Discrétisation en temps

Maintenant, nous appliquons le schéma semi-implicite a I'inéquation variationnelle conti-
nue (3.4), nous avons pour uk e K, pourtoutk=1,...,n

k_ k-1
u-u - ok k. ok ( ok
( A U u)+a(u,v u)z fiv u), Vvel, (3.16)

o, At =1L 1 = kAt.
Linéquation (3.16) est équivalente a

b(uk,v—uk)z(f+)tuk_1,v—uk), Vvek, (3.17)
telle que

{ b(uk, v—u*) = A (u¥, v-u*)+a(uk,v-u), (3.18)
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3.2.2 Existence et unicité de I'.V continue

En utilisant les hypothéses précédentes, nous allons prouver I'existence d’'une solution
unique pour le probléme (3.17) al’aide du théoreme de point fixe de Banach.

3.2.2.1 Lapplication du point fixe associé a I'l.V continue (3.17)

Nous définissons l'application suivante
T:LP(Q) — L (Q) (3.19)

w—T(w)=¢,

telle que, ¢ est la solution de I'inéquation variationnelle suivant
b&v-8=(f+Aw,v-¢), Yvek, (3.20)

ou, LY (Q) est le cone positif de L™ (Q2).

3.2.2.2 Algorithme itératif continu

Nous choisissons u° solution de '’équation continue suivante
b(u’,v)=(Ev), Yvek, (3.21)

ol, F est une fonction réguliere donnée.
Maintenant, nous donnons l’algorithme continu suivante :

uk=Tuk ! k=1,..n uFek, (3.22)

otl, u¥ est solution de 'LV continue (3.17).

3.2.2.3 Propriété de Monotonie de la Solution Continue

Soient F = f + Auf™1, F = f + Ai*~! deux second membre et u* = d(Ev), a* = d(F,¥) les
solutions respectives de 1.V continue (3.17).

Lemme 3.2.1 SiF > F ety =1, alors u® = ii*.

Preuve. Cette preuve est une adaptation de [14].

A partir de u° et i° solutions de I’équation (3.21), avec second membre F et F, respective-
ment. Alors u° = 7i° implique f+u® > f+ @i® ety = 7.

Donc, on applique le résultat de comparaison standard pour I'l.V coercive voir [18], nous
obtenons

u' =il
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Supposons maintenant que
uk 1= gkl
il s’ensuit que
f+uf = f+akt,
et
v=y
Enfin, nous obtenons
uk = ak.
|

3.2.2.4 Propriété de Dépendance Lipschitzienne de la Solution continue

Proposition 3.2.2 Sous les notations précédentes et les conditions du lemme|3.2.1, nous avons
k_ =~k i
|uk-a|_<|r-Fl.. (3.23)

Preuve. Cette preuve est une adaptation de [14].
Soit
©= |F-Fl,
Il est facile de voir que
F<F+|F-F|_,

F<F+®,
et
v <1.
En utilisant le lemme[3.2.1] nous avons

V=<U+o
Ainsi,
O(Ey)<o(F,y)+@
Donc
uk <k +o.

Echangeant les roles de F et F, on obtient de la méme facon

k

ik <uf+o.
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Par conséquent,
|k -a|_<|F-Fl..

Proposition 3.2.3 Sous les conditions du lemme|3.2.1| et U'hypothese (3.7), l'application T est
une contraction dans L™ (QQ), c’est-a-dire

1
Tw)-TWeo<——llw-Wle. 3.24
IT(w)—T () lloo 1+,6At” lloo (3.24)
Par conséquent, T admet un unique point fixe, qui coincide avec la solution de 'LV continue
3.17).

Preuve. Pour w, i dans L°°(Q2), nous considérons ¢ = T (w) = 6(f+/1w, 1[/) et 5 =T(w) =
0 (f + )LLT/,{U) deux solutions de 'LV continue (3.17), avec second membres F = f+ Aw, F =
f+Aw.

Maintenant, nous prenons
1

¢

Ensuite, il est clair que
F<F+|F-F|,
apg+ A

<F
= +,B+A

|F=Flo.

(carap=p>0).
<F+(ag+1)o.

En utilisant le lemme[3.2.1} il s’ensuit que
O(Ey)<a(F+(ap+M) ).

D’autre part, on a
O(F,9)+d=0(F+(a+N) ), 7).

En effet, & + ¢ est solution de
b+, (v+p)—(E+)) = (F+(ap+ M), (v+) - (E+0))

E+pzy+dp, v+dp=y+¢, Vrek.
O(Ew)<0(F+(ap+ M), ) <0 (F+(ap+M) 9 +¢),

E<é+ .
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De méme, en échangeant les roles de w et i, nous obtenons
E<E+.
finalement, nous avons .
T(w)—T () lleo < F-F|_,
1T (w) = T () lloo Mﬂll I
<L |f+rw-f-rm|,
A+p °
= A I |l
= w—-—w )
A+ °°
IT(w)-T ()0 = . | vl
wW)—T () llo < W—W|loo-
7 1+ BAt ©
|

Proposition 3.2.4 Sous les conditions de la proposition et les hypotheéses précédentes,
nous avons l'estimation de convergence géométrique suivante

k_ 00 1 )k 0_ .00
o HOOS(H,BM |’ =1 (3.25)

otl, u™ est la solution stationnaire de 1.V continue suivante

b(u®,v—u®)=(f+Au>®,v-u*>), VvekK. (3.26)
Preuve. Pour k = 1, nous avons
u™ = Tu®™,
et ) . . . 1 . .
e R e L el it

Nous supposons que, pour 'étape k

k_ 00 1 )k 0_ 00
0u u HOOS(l-l—ﬁAZ’ u’—u>|

ensuite, nous utilisons I'algorithme de Bensoussan-Lions

1
e I L T N v vl [ e
(e e] (ee]

1+ BAt

o=
ainsi, nous obtenons

1

Huk+1_uoo” S( 1
oo \14fAt

k
0_ 00
v LG
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3.2.2.5 LaNotion de Sous-Solution Continue

Définition 3.2.5 w* € K est dite sous-solution pour U'LV continue si
b(wk,u)s(f+/1wk‘1,v), Vrek. (3.27)

Soit X 'ensemble des sous-solutions continues.

Théoréme 3.2.6 La solution de I'l.V continue est le maximum de l'ensemble X.

Preuve. C’est une adaptation facile de [21]. [ |

3.3 Etude du probléme discret

Nous avons décomposé Q2 en triangles et soit 7 'ensemble de tous ces éléments, ou /2 > 0
est la taille des mailles. Nous supposons que la famille 7, est réguliere et quasi uniforme.
Nous considérons la base habituelle de fonctions affines ¢;, i = {1,..., m(h)} définie par
®i(M;) = 6;j, ou M; est un sommet de la triangulation. Nous introduisons I'espace discret
suivant V/* des éléments finis construits 2 partir des polynomes de degré 1.

Vi ={v, e 12(0, T; HL (@) n C(0, T; Hy (Q)), tel que vy, |x€ Py, ke Ty}, (3.28)

et
K" = {vh eVvh, vp =y, vy (0,x) = rpy dans Q, v, =0 dans F}. (3.29)

Nous considérons rj, 'opérateur d’interpolation d’habitude défini par

- (h)
vpe L*(0,T; Hy ()N C (0, T; Hy (Q)), rpv = n?zl v(M;) i (x). (3.30)
1=

Le Principe du Maximum Discret (PM.D) [c f[19]] : Nous supposons que la matrice dont les
coefficients génériques sont a ((p N7 j) est une M-matrice.

Théoréme 3.3.1 Supposons que la forme bilinéaire al(.,.) est faiblement coercive dans K" c
H& (Q), il existe deux constantes a >0 et A > 0 telle que :

a(up, up)+Allupll, = allugll; . (3.31)

3.3.1 Discrétisation

Nous discrétisons I'espace H& (Q) par un espace de dimension finie K" < H& (Q) construits a
partir de polynémes de degré 1. Ensuite, nous discrétisons le probleme par rapport au temps
en utilisant le schéma semi-implicite. Pour cela, nous cherchons une séquence d’éléments
uy € K" qui approches u* (#), t = kAt, avec donnée initiale u = ugp,.
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Nous appliquons la méthode des éléments finis a I'inéquation (3.4), et I'.V semi-discretisé
prend la forme suivante

ou
(Tigﬁm—wm)+a(umvh—Lm)2Lﬁvh—uhL Yo e K" (3.32)

Maintenant, nous appliquons le schéma semi-implicite au probléme semi-discretisé (3.32) ;
pour tout k = 1,..., n, nous avons vy € K"

uy — uy”! k k k) = k 333
T,vh—uh taluy, vp—uy| =\ f,vpn—uy. (3.33)

Ensuite, le probleme (3.33) peut étre reformulé par I'L.V discrete suivante :

b(u’ﬁ, vh—u’}j) > (f+/1u’}j‘1,vh—u’}j), Vo, e K", (3.34)
telle que
k kY — 1 (1K k k k
{ bl o= 1) = Ay, o~ y) + aluey v =), (3.35)
A=xi=T7

3.3.2 Existence et unicité de I’V discrete

D’une maniere similaire a celle de la section 2, nous allons prouver |’existence d’'une solution
unique pour le probleme al'aide du théoréme de point fixe de Banach. A cette fin, nous
avons besoin d'un résultat de monotonie et une propriété de dépendance Lipschitzienne
pour 'LV discréte.

3.3.2.1 Lapplication du point fixe associé a I'.V discrete (3.34)

Nous définissons I'application suivant
Ty : L (Q) — K" (3.36)
w — Ty (W) =&y,
telle que, ¢, est la solution de I'inéquation variationnelle suivante
b(Epvn—En) = (f+Aw vy~ &), Yopekh, (3.37)

ou, L (Q) est le cone positif de L™ (Q).
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3.3.2.2 Algorithme itératif discret
Nous choisissons u% solution de I'équation discreéte suivante :
b(ul, vy) = (Fvp), Yvekh, (3.38)

ou, F est une fonction réguliere donnée.
Maintenant, nous donnons l’algorithme discret suivant :

uf =Tyur ', k=1,..,n, ufek” (3.39)
ou, u’}; est solution de I'l.V discrete (3.34).

Remarque 3.3.2 Sous le PM.D, les propriétés qualitatives et les résultats établis dans la
section 2 sont conservés dans le cas discret. Leurs preuves respectives seront omises, car ils sont
tres semblables a ceux de leur analogue continue.

3.3.2.3 Propriété de Monotonie de la Solution Discrete

Soient F = f +Auf !, F = f+ Aiaf~! deux second membre et uf =0 (F, ryy), ak = 0(F, ry)
les solutions respectives de 1.V discrete (3.34).

Lemme 3.3.3 (cf[14]) Sousle PM.D, Si F = Fet Y = rpy, alors u’;l >0

S

3.3.2.4 Propriété de Dépendance Lipschitzienne de la Solution Discrete

Proposition 3.3.4 (cf[14]) Sous les notations précédentes et les conditions du lemme
nous avons
|k -ak]_<lF-Fl.. (3.40)

Proposition 3.3.5 (cf[4]) Sous les conditions du lemme|3.3.3 et 'hypothese B3.7), l'applica-
tion Ty, est une contraction dans L (QQ),c’est-a-dire

I Th (W) — Th (W)l oo = n lw -l (3.41)

Par conséquent, Ty, admet un unique point fixe, qui coincide avec la solution de 'LV discrete
(3.34).

Proposition 3.3.6 (cf[4]) Sous les conditions de la proposition et les hypotheses
précédentes, nous avons l'estimation de convergence géométrique suivante

k
- 0_
A R P e AT 342

ol u;’lo est la solution stationnaire de 1.V discrete suivante

b (52, vn— ) = (f + Auie, vn = u5Y), Vop € K. 3.43)
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3.3.2.5 Lanotion de sous-solution discrete

Définition 3.3.7 wﬁ € K" est dite sous-solution pour 'LV discréte (3.34) si
b(wf,pi) = (f+ 2wk i), Yie .. mn). (3.44)
Soit X}, I'’ensemble des sous-solutions discretes.

Théoréme 3.3.8 Sous le PM.D, la solution de 'LV discrete (3.34) est le maximum de
l'ensemble X;,.

3.4 Analyse d’erreur en norme L™

Dans cette section, nous introduisons deux problémes auxiliaires qui nous permettent de
définir des suites de sous-solutions continues et discretes.

3.4.1 Deux problémes auxiliaires

k

Nous définissons la suite {L’tk } > telle que " résout 'V continue suivante

b(ak,v-a¥) = (f+Auf " v-a¥), vek, (3.45)

o, u’,;‘l est définie dans (3.39), et la suite {L’t’h‘ }k>1 telle que L_t],; résout 'LV discrete suivante

b(a’,;, uh—u’g) > (f+/1uk_1,vh—ak), Vo, € K, (3.46)
o1, uk~1 est définie dans (3.22).
Lemme 3.4.1 (cf[21]) Il existe une constante C indépendante de h et k telle que

< CH?|Inh)?, (3.47)

HOO

-k k

et
ik —u*| <ch?Inh?. (3.48)
k-]

Maintenant, nous allons estimer I'erreur en norme L entre u* et u’}i définie dans (3.17) et
(3.34), respectivement.

Théoreme 3.4.2

H k_yukll < ch?inn?. (3.49)

uk = uf|
hOO

Le lemme suivant joue un role crucial pour prouver le théoreme|3.4.2
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Lemme 3.4.3 I existe une suite de sous-solutions continues {*},_, telle que

pF<uk, vk=1,..,n, (3.50)
et
| 6% - uk]|_=<cr?imne, (3.51)
et une suite de sous-solutions discreétes {aﬁ} > lelleque
ak<uf, vk=1,..,n, (3.52)
et
|k - ut| _<cntmn?. (3.53)

Preuve. Considérons 'LV continue suivante
b(a',v—-i')= (f+/lu?l,v—a1), Vvek,
puis, comme ! estla solution de 'LV continue, c’est aussi une sous-solution, c-a-d

b(i',v) S(f+/lu2,v), Vvelk,

et
b(i'v) < (f+/1uh+Au -Aul,v), Vvek,
nous avons
||u%—u°||oosCh2|lnh| (voir [37]). (3.54)
Alors

b(a',v) < (f+A]u)—u®| +Au’v), Yvek,

et en utilisant (3.54), nous obtenons
b(a',v) < (f +ACK*|Inhl+Au’,v), Vvek.

Alors, @' est une sous-solution pour I'LV continue, dont la solution est U' =
0(f +ACH? Inh| + Au®).Puis, u' = 0(f + Au®) faisant usage de la proposition[3.2.2 nous
avons

1T = u'| < || f+ACK* IInhl+ Au® - f - Au|

<Ch?|Inh|,

et en raison du théoreme|3.2.6, nous avons

' <U'<u! + Ch?|Inh|.

maintenant, choisissons
h?|In Al

Il
<

ﬁl
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nous obtenons
Bl <ul (3.55)

et
|8" =l = & - CP*In k-],

<|a' - u,|| ., + Ch*IInhl,
< Ch?|Inh|? + Ch?|Inh|,
< Ch?|Inh)?. (3.56)

Considérons I'LV discrete suivante
b(a;l, vy — L't;l) > (f+Au’, v, — L_t;l), Yo, e K",

puis, comme 12}1 est la solution de I'lLV discrete, c’est aussi une sous-solution, c-a-d
b(ay, ¢s) < (f+Au’05), Vs, s=1,..,m(h),

et

b(ﬂ;p(ﬁs) <(f+Au° +/lu?l —Au%,(ps), Vo5, s=1,..,mh),

alors
b(iy, @) < (f+A|u® - up|  +Aup, @5), Yoo, s=1,...,m(h),

et en utilisant (3.54), nous obtenons
b(ay, ¢s) < (f + ACK* Inhl+ Au), 5), Vs, s=1,...m(h).

Alors, a;l est une sous-solution pour la IV discrete, dont la solution est U,i =
0n(f+ACRH?|Inh| + )Lu(;l) .Puis, u}l =o(f+ /lu?l) faisant usage de la proposition nous
avons
1T} = up |l < | £ +ACK* Inhl+ Auj, - f = Auj | .,
< Ch*[Inhl,

et en raison du théoréme|3.3.8) nous avons
-1 _ 41 1 2
i, <U,<u,+Ch”|Inh|.

maintenant, choisissons

nous obtenons
a, <u, (3.57)

et
la), = 'l = @, = CH* In ki - |

oo’
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< |y, - u'|_ +Ch*IInhl,

< Ch?|Inh> + Ch?|Inhl,
< Ch?|Inh)?. (3.58)
Ainsi, en combinant (3.55), (3.56) et (3.57), (3.58), nous obtenons

u' < a}l +CHh?|Inh)?,
<u, + Ch*|Inhf?,
< B+ Ch?|Inh/?,

<u'+Ch?|Inhl?,

donc

|u' =y < Ch*Inhf*. (3.59)
Etape k, nous supposons que

|ut = uft| _<crtimng, (3.60)
o0

et nous prouvons que

|uk-uf| <cr?mne. (3.61)

(e.9)

Pour cela, nous considérons I'l.V continue suivante
b(ﬁk,v— L'tk) > (f+Au’,;_l,v—L'tk), Vvek,
puis, comme ii* est la solution de I’V continue, c’est aussi une sous-solution, c-a-d
b(ﬁk, v) < (f+)tu’,§_1, v), Vvel,

t
) b(ﬁk, v) < (f+Au’,fl_l+Auk_l—Auk_l,v), VYvelk,

alors

b(ﬁk, v) < (f+/1” u’g_l - uk_lu + Auk v), Vvek,

o0

et en utilisant (3.60), nous obtenons

b(ak, u) < (f+)LCh2 Inhf? +AukT, u), Vvek.
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Alors, @i* est une sous- solution pour la LV continue, dont la solution est U* =

0(f + ACh?Inh| + Au¥~1) .Puis, u* = 0 (f + AuF~") faisant usage de la proposition[3.2.2, nous
avons

H Uk—ukH < 0f+/1Ch2|1nh|2+)Luk_1—f—/luk_lu :

(e9) o0

< Ch?|Inh|?,

et en raison du théoréme|3.2.6, nous avons

i < U% < u*+ Ch?|Inh)?,

maintenant, choisissons
B*=a*-ch?inn?,

nous obtenons
p* < uk, (3.62)

et
Hﬁk— u’,;“ < H a5~ Ch?|InhP? - u’,;“ ,
o0 o0

<|@*-uf| +cn*mng,
< Ch?|Inh|? + Ch?|Inh/|?,

<CHh?|Inh)*. (3.63)

Considérons I'LV discrete suivante
b(a’g, vy — L'th) (f+/1uk Ly, - uh) Yvy, € K",
puis, comme a’}g est la solution de I'l.V discrete, c’est aussi une sous-solution, c-a-d

b(a’,j,%) < (f+/1uk_1,(ps), Yps,s=1,...m(h),

“ b(uh,(ps) (f+/1uk 1+/1u —Auz_l,(ps), Yps,s=1,...m(h),

alors
b(ﬁz,(ps)s(f+/lnuk 1_ Z 1“ +Au£‘1,(ps), Yos,s=1,...m(h),

et en utilisant (3.60) ; nous obtenons

b(uh,(ps) (f+7LCh2|lnh| +/1u ,(ps), Yos,s=1,...m(h).

Alors, IZZ est une sous-solution pour la 1.V discrete, dont la solution est U =
On (f +ACH? InhI* + Auf~') Puis, uf = 0(f+Auk~!) faisant usage de la proposition [3.3.4)
nous
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avons
|0k -uk| <|r+rchmnne+auf - p -2
o0 (e,0)

< Ch?|Inh|?,

et en raison du théoréme|3.3.8] nous avons

maintenant, choisissons

nous obtenons
ak <uk, (3.64)

et
Jak -t < |k - crtnnne -]
<|af-ut|_+cn*manp,
< Ch*Inhl* + Ch*|Inhf?,
< Ch*[Inhl®. (3.65)

Ainsi, en combinant (3.62), (3.63) et (3.64)), (3.65), nous obtenons

uk < a’fl +Ch?|Inh|?,
< uf+Ch?Inhf?,
<X+ Ch?|Inh)?,

< uF+Ch?Inh?.

Par conséquent

H k_uk|l  <cr?inn?. (3.66)

uk — uf|
hOO
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3.5 Comportement asymptotique en norme L> du probleme
de 'option américaine

Cette section est consacrée a la preuve du résultat principal de la présente étude, ou nous
prouvons le théoréme du comportement asymptotique en norme L* de 'LV parabolique
liée au probleme de I'option américaine. Plus précisément, nous évaluons la variation en
norme L entre uy, (T, x), la solution discrete calculée au moment T = nAt et 4°°, la solution
stationnaire de I'.V continue (3.26).

Théoréme 3.5.1 Sous les conditions du proposition[3.2.4 et de la théoreme|3.4.2, nous avons

Jur -l =C

2 2 "
K |In k| +(1+,6At) ] (3.67)

ou C est une constante indépendante de h et n.
Preuve. Nous avons
u’,i =uy(t,x) pourte](k—1)At;kAt[,

et on a aussi
up =up(T,x).

Puis, nous avons

o (T2 = || g = gy = ™ o = Nty = 0" oo + 1" = % -

En utilisant le théoréeme et la proposition3.2.4} nous obtenons

n
i —u|_<cC h2|1nh|2+( ! ) .

1+ BAt




CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans notre these, nous avons étudié 'approximation par la méthode des éléments finis
de I'inéquation variationnelle liée au probleme de I'option américaine. Nous avons établi
une estimation du comportement asymptotique de I'inéquation variationnelle d’évolution
associée au probleme de I'option américaine par deux approches :

- 'approche algorithmique.

- 'approche des sous-solutions.

Le type d’estimation que nous avons obtenue, nous permet de localiser la frontiere libre,
chose essentielle, pour avoir une vision sur le Put et le Call. Comme perspective, nous
allons d’'une part consolider nos résultats théoriques par des simulations numériques sur
des modeles réalistes adaptés, d’autre part, on va appliquer la méthode multigrilles qui a
donné de bons résultats pour des modeles similaires a notre probleme.
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