REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET
POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
(&
&

N

UNIVERSITE BADJI MOKHTAR-ANNABA

FACULTE DES SCIENCES. DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

THESE

Présenté en vue de 'obtention du dipléme de doctorat en sciences

Option : Analyse Numérique

Titre

Approximation par la Méthode de Décomposition

en sous Domaines d’une Classe d’Inéquation

Quasi-Variationnelle Elliptique

Par :
Mehri Allaoua

Soutenue le 06/ 05/ 2015

Jury :

Haiour Mohamed Président Pr. Univ. B.M Annaba
Saadi Samira Rapporteur M.C.A Univ. B.M Annaba
Christine Bernardi Examinateur Pr. Univ. Pierre et M. Curie
Sissaoui Hocine Examinateur Pr. Univ. B.M Annaba
Ayadi Ab.Hamid Examinateur Pr. Univ. Oum EIl Bouaghi

Boussetila Nadjib Examinateur Pr. Univ. Guelma



}mdmmm@m&mmm?w
Qammibwdem%ﬁmmdgmmité%a%ﬂ%gp\tandecf@m-
m@awmmammwmoﬂwdﬁwma
biem ces brawansc. Je biens o lui assurer qrofonde gnalibude peun
m oo imibié & lo nechenche dams ce domaine.
}WW%W%W%MWMQQW
W@%Mﬁwa@&mn,aem'm{@Q’WagmﬂeM
ek de Vimkenet qu'il o pente a mes bransaucc.

Mes simesnes nemenciements vont & dome Christime Bermardi dinec-
W&MMWA'WW&QM
Perve ek Moanie Cunie Faris 6, monsiewn. Sissasui Pecime

& Vumisserwits @Ewﬁx MOshhEan, mensieun dbfgndk foldelhamid

seunt & Lumiseraike dOwm El @?)mmgpxk ek monsieun Boussetilla Nad-
gﬂm@gmmaﬁ’wmmmmmwﬁdegmwmgm
Remmeun d’2bre nappenteuns de ma. Hhese. Je lews adnense tous mes
bien woulu ponten a ce bransail.

JWWMWMQMWJMWJ(%

gehmem%\mammwmwgtw%mb aimai kouk le
/rmmmeﬂdudarw\tmnemkdgmtpxmmho[u@



Table des matiéres

(Introduction générale

(0.1 Introduction |

[0.2 Historique de la méthode de Schwarz|

[1 Geénéralités sur les inéquations variationnelles et quasi-variationnelles|

M1

Inéquation variationnelle (I.V) continue| . . . . . . . . ... ..

(1.1.1  Existence, unicité et régularité de la solution d’I.V|. . . .
(1.1.2  Propriété de monotonief. . . . . . . .. ... ... ...
[1.1.3  Propriété de Lipschitzianité de la Solution| . . . . . . .

T2

Inéquation variationnelle discrete] . . . . . . . .. ... ...

|1,2|1 E:;l:ilg:lls:g: g:l !llllﬁllf’: d,f: 1;!‘ :igllll!is!ll Sli:ig:lg‘:lg: I -------

[1.2.2  Propriété de monotonie de la solution discréte |. . . . .

[1.2.3  Propriété de Lipschitzianité de la solution discrete |

[1.2.4  Reégularité de la solution discrete | . . . . . . . . . ...

2.5 FEstimation d’erreur! . . . . . . .. ... ... .....

3

Inéquation quasi-variationnelle continue (1.Q.V)| . . . . . . ..

[1.3.1 Application du point fixe| . . . . . .. ... ... ...
(1.3.2  Algorithme de Bensoussan-Lions|. . . . . . . .. .. ..
[1.3.3 Existence et unicité de la solution d’'I.Q.V|. . . . . ..
[1.3.4  Reégularité de la solution d’I.Q.V | . . . . .. ... ...

!

Inéquation quasi-variationnelle discrete| . . . . . . . . . .. ..

[1.4.1 Application discrete du point fixe|. . . . . . . . . . ..
[1.4.2  Algorithme discret de Bensoussan-Lions . . . . . ...
(1.4.3  Existence et unicité de la solution discrete d'l.QQ.V | . . .

1

2

o ~J O W

10
10
10
11
11
12
13
15
15
16
16
16
17
18

1



2 Estimation de I’erreur en norme L* de 'algorithme de Schwarz |

[ pour une inéquation quasi-variationnelle elliptique 19
2.1 Introductionl . . . . . . . . ... 20
[2.2  Algorithme de Schwarz pour une inéquation quasi-variationnelle, 20

[2.2.1  Quelques résultats préliminaires sur les [.QQ.V| . . . . . . 20
[2.2.2  Algorithme continu de Schwarzl . . . . ... ... .. .. 26
[2.2.3  "T'héoreme de convergence géométrique] . . . . . . . . .. 28
2.2.4  La Discrétisationl . . . . . . . . . . ... 31
2.3 Analyse de l'erreur| . . . . . . . ... 32
2.3.1 Deéfnition de deux suites auxiliaires de dSchwarz . . . . . 32
2.3.2 Fstimation de I'erreur en norme L. . . . . . . ... .. 35
[2.4  Expérimentation numérique| . . . . . ... 37

[3  Estimation de I’erreur en norme L*° de 'algorithme de Schwarz |
[ pour une inéquation variationnelle elliptique a opérateur non- |

[_coercifl 45
3.1 Introductionl . . . . . . . . .. ... 46
[3.2  Algorithme de Schwarz pour I'inéquation variationnelle a opéra- |

[ teur noncoercifl . . . . ... ... 47

[3.2.1 Notations et hypotheses| . . . . . . ... ... ... ... 47

[3.2.2  Quelques résultats préliminaires sur ['l.V noncoercivel . . 50

[3.2.3  Algorithme continu de Schwarz . . . ... ... ... .. 54

B.24 La discrétisation] . . . . ... ... ... .. ... ... 56

[3.3  Analyse de l'erreur d’approximation| . . . . . . . . . . ... ... 57
[3.3.1 Suites auxiliaires de Schwarz/ . . . . . . . . ... ... .. 57

[3.3.2  Suites de sous solutions|. . . . .. . ... ... L. 59

3.3.3 FEstimation d’erreur| . . . . . . . ... ... 62

[3.4  Expérimentation numérique| . . . . ... 64
[Conclusionl 75
A ppend 75

(Bibliographie| 78

11



Liste des tableaux

2.2 Ttérations de la solution pour hy = o5, he = 55,d = 0.5|

25 bl 26 sy W — UVLuJp e v 000 e
2.3 Nombre d'itérations de Schwarzl . . . . . .. ... ... ... ..
3.1 Erreurs et nombre d’itérations pour : A=1/. . . . . . . ... ..

3.2

Itérations de la solution pour : A =1,d = 0.5, hy = 25, hy = =5

3.3

Nombre d’itérations de Schwarz pour : A = 1|

B4

Nombre d’itérations pour : A =3 et A =06 |

v



Table des figures

(1 La fameuse figure de Schwarz . . . . ... ... ... ... ... Xiv
2.1 Discrétisation des deux sous domainesl . . . . . ... ... ... 38
[2.2  Surface de la solution numérique a 'itération de Schwarz 1t3 = 1| 41
[2.3  Surface de la solution numérique a I'itération de Schwarz 1t = 2| 41
[2.4  Surface de la solution numérique a I'itération de Schwarz 1t3 = 4] 42
[2.5 Surface de la solution numérique a I'itération de Schwarz 1t3 = 6| 42
2.6  Evolution des erreurs dans £ . . . . . . ... ... 43
[2.7 Evolution des erreurs dans €| . . . . . . ... 43
[3.1 Surface de la solution numérique a 'itération de Schwarz 1t3 =1 69
[3.2  Surface de la solution numérique a 'itération de Schwarz 1t3 = 2| 69
[3.3 Surface de la solution numérique a I'itération de Schwarz 125 = 3| 70
[3.4 Surface de la solution numérique a I'itération de Schwarz 1t3 =5 70
3.5 Evolution de erreur pour h; fixe: hy = 1/16,hy = 1/32,d = 0.5, A =1

3.6 Evolution de l'erreur pour h; fixe : hy = 1/32,hy = 1/64,d = 0.5, A =1

71
71



Résumé

Ce travail porte sur I’étude de la méthode de Schwarz et son application pour ré-
soudre un probléme de 'obstacle régis par des inéquations variationelles et quasi-
variationnelles a opérateur elliptique. Le principe de cette méthode consiste a
ramener des problémes de grande taille sur des domaines a géométries complexes
en une suite de sous-problémes de taille plus petite sur des sous domaines & géo-
métries plus simples. En considérant une décomposition en deux sous domaines
avec recouvrement dont chaque sous domaine a sa propre triangulation, autre-
ment dit que les deux triangulations sont indépendantes I'une & l'autre, nous
prouvons une estimation optimale de I’erreur dans chaque sous domaine entre
la solution continue et I'itéré discret de Schwarz. Cette approche combine entre
un résultat de convergence géométrique des suites continues de Schwarz et une
autre estimation d’erreur des suites auxiliaires de Schwarz pour chaque sous
probléme. Cette derniére estimation repose également sur une propriété de Lip-
schitzianité de la solution par rapport aux données sur la frontiére et le second

membre de 'inéquation.
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Abstract

The Schwarz method can be used to solve elliptic variational inequalities on
domain which consist of two or more overlapping subdomains. The solution is
approximated by an infinite sequence of functions which results from solving a
sequence of elliptic variational inequalities in each of the subdomains. In this
work, we are interested in the error analysis in L°°- norm for a class of ellip-
tic variational and quasi-variational inequalities in the context of overlapping
nonmatching grids : we consider a domain which is the union of two overlap-
ping subdomains where each subdomain has its own triangulation. The proof
of the main result of this work stands on a Lipschitz continuous dependency
with respect to the boundary condition and the source term for variational or
quasi-variational inequality. More precisely, we develop an approach which com-
bines a geometrical convergence result due to Lions and estimates errors between
the continuous and discretes Schwarz iterates. The optimal convergence order is
then derived making use of standard finite element L>°-error estimate for elliptic

variational inequalities.

Vil



Liste des Publications

1. S. SAADI and A. MEHRI, L*>*-Error Estimate of Schwarz Algorithm
for Elliptic Quasi-Variational Inequalities Related to Impulse Control Pro-
blem, The Australian Journal of Mathematical Analysis and Applications
(AJMAA), http ://www.ajmaa.org, Volume 11, N°1, (2014), pp 1-13.

2. S. SAADI and A. MEHRI, L*-Error Estimate of Schwarz Algorithm

for Noncoercive Variational Inequalities, Applied Mathematics,

http ://www.scirp.org/journal /am, Volume 5, N°3, (2014), pp 572-580.

viil



Notations

Soit  un ouvert borné de RY a frontiére réguliére 052,
- L>=(9Q) est l'espace de Banach, des fonctions mesurables et bornées définies

presque partout de {2 dans R, munit de la norme
[ ]| oo () = Supessaeq [u] = inf {M/ |u(z)] < M},

- LP(92) est I'espace de Banach, des fonctions mesurables définies presque partout

de Q dans R, tel que |u(z)|” soit intégrable, munit de la norme

1/p
ull 2oy = (/Q |U(iv)|pd:v) , 1<p< o

- pour p > 1,m € N*, on appelle espace de Sobolev d’ordre m sur LP(2) I'espace
WP (Q)={ve L’ Q) /D e L*(Q),|a| <m}

munit de la norme

1/p

el = | D 1Dl

la|<m
est un espace de Banach,
- 'espace

Hy (Q) = {ve H' (Q) /v=0sur 00}

est un sous espace fermé de H' (Q),

- V est 'espace H' () ou H} (Q).
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Introduction générale

0.1 Introduction

Les méthodes de Schwarz ou méthodes de décomposition de domaine ont
récemment suscité un grand intérét ceci est di principalement au développe-
ment et I’évolution des calculs paralléles. Nous nous intéressons a 1’application
de ces méthodes pour la résolution de problémes de controle impulsionnel et
stochastique régis par des inéquations aux dérivées partielles [11, 4] (5 14 24] 26].
Le premier objectif de ces méthodes est de trouver des solutions efficaces aux
problémes gouvernés par des inéquations aux dérivées partielles sur des géo-
métries compliquées et leurs approximations sur de trés fines grilles. En effet,
cela engendre des systémes linéaires de grande taille et difficiles a résoudre par
des solveurs directs ou des méthodes itératives, puisque de tels systémes sont
souvent mal conditionnés. Ainsi, les méthodes de Schwarz permettent de dé-
composer le probléme initial en des sous problémes de petite taille et sur des

géométries plus simples |2} 3], 9, 17, 18] 27, 28].

Il faudra ajouter que les méthodes de Schwarz fournissent une fagon trés
naturelle de dériver des algorithmes bien adaptés aux machines paralléles. C’est

pourquoi, elles ont récemment suscité un grand intérét du point de vue théo-



rique et pratique. A cet effet et depuis 1987, une conférence internationale se
tiendra annuellement pour présenter les nouveaux résultats et les diverses appli-
cations qui sont recueillis par la suite dans des "proceeding" de ces conférences
[17, 18], la derniére conférence s’est tenue en 2013 sous le titre "22nd Interna-
tional Conference on Domain Decomposition Methods". Quant aux diverses et
importantes raisons qui ont conduit a la popularité de ces méthodes, cela peut

étre résumé dans le fait qu’elles :

1. sont bien adaptées aux machines paralléles dont le développement et les

caractéristiques ne cessent de s’accroitre,
2. possédent un intérét mathématique intrinséque,
3. peuvent s’appliquer & des problémes définis sur des géométries complexes,
4. possédent une base théorique solide,

5. facilitent I'utilisation des schémas numériques différents pour chaque sous

probléme, par exemple, éléments finis, différences finies, méthodes spec-

6. et peuvent étre combinées avec une résolution par d’autres méthodes telles
les méthodes multigrilles.
Ces méthodes peuvent étre vues comme des algorithmes type "diviser pour
régner".
On s’intéresse a 'approximation par décomposition de domaine et parfois

appelée algorithme de Schwarz de I'inéquation quasi-variationnelle elliptique en
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abrégé (1.Q.V) liée a des problémes de gestion des stocks [5], et I'inéquation
variationnelle (I.V) & opérateur non coercif [4]. Ce travail est divisé en trois
chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats généraux sur
I'inéquation variationnelle et quasi-variationnelle, telles I'existence et 'unicité
de la solution, leurs propriétés de régularité, de monotonie et de Lipshitzianité.
Nous rappelons aussi ’approximation par éléments finis des problemes d'I.V et
d’I.Q.V et par symétrie nous donnons des résultats analogues aux problémes
continus. Et pour évaluer I'erreur commise entre la solution continue et la so-
lution discréte du probléme, nous introduisons un théoréme fondamental da a
Cortey-Dumont [I3] qui montre la convergence uniforme en norme L de la
solution approchée vers la solution exacte.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’application de la méthode de Schwarz
a une inéquation quasi-variationnelle elliptique. Nous exposons les deux algo-
rithmes de Schwarz continu et discret. Nous prouvons un théoréme de conver-
gence géométrique qui forme un élément essentiel de ce chapitre. Finalement
nous estimons l'erreur de la solution de chaque sous probléme, en introduisant
deux suites et en se basant sur un résultat classique de la convergence uniforme
de Cortey-Dumont [I3]. Il convient de mentionner que la technique présentée
dans cette preuve est différente a celle introduite dans les travaux de [I5]. Pour
valider notre théorie, nous traitons un test numérique simple sur un logiciel

MATHLAB pour différentes décompositions géométriques.
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L’objectif du troixieme chapitre est de faire une extension de l’algorithme
de Schwarz a une inéquation variationnelle & opérateur noncoercif. La technique
utilisée dans ce chapitre différe a celle entreprise dans le chapitre précédent. Plus
précisément, nous introduisons dans chaque sous domaine deux suites de sous
solutions continues et discrétes. Nous prouvons leurs approximations en norme
L qui forment une base de cette technique, et nous terminons ce chapitre par

des applications numériques sur différents exemples simples.

Avant d’entamer la réalisation du premier chapitre de cette thése, nous ex-

posons ici un bref historique sur la méthode de Schwarz et ses variantes.

0.2 Historique de la méthode de Schwarz

La premiére méthode de Schwarz a été développée a la fin du 19°"¢ siecle
par le mathématicien H. A. Schwarz [23] dans le but d’étudier 'opérateur de
Laplace. Son idée est de traiter le probléme dans le cas ou 2 est la réunion avec
recouvrement de deux domaines simples, par exemple : 'union d’une plaque

rectangulaire et un disque.
ALGORITHME]1 : Schwarz 1870
Lu"™ = f dans O,

utt =l sur Ty (0.2.1)
ut = wy sur 0 N Ty

xiil



FIGURE 1 — La fameuse figure de Schwarz

Lutt™t = f dans

uptt = utt sur Ty (0.2.2)
ud™ = wy sur 0 \ Ty

La convergence vers la solution globale de cet algorithme a été établie par
Schwarz en utilisant le principe du maximum.
Ensuite, vers les années 30, Sobolev a découvert la formulation variationnelle
pour des problémes en élasticité linéaire [25]. Le résultat de Sobolev offre un
point de départ pour utiliser 'algorithme pour des problémes ne vérifiant pas le
principe du maximum. Puis en 1988, P. L. Lions donne une interprétation de cet
algorithme & 1’aide d’une formulation variationnelle [17, [I8], [19]. Il précise que la

convergence de cette méthode dépend de la taille du recouvrement d et du pas
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de discrétisation h. On note que la convergence est meilleure si le recouvrement

est important.

0.3 Meéthodes de Schwarz avec recouvrement et
sans recouvrement

Pour simplifier, nous allons nous limiter au cas d’un probléme elliptique avec
conditions de Dirichlet homogénes :

Lu = f dans 2
(0.3.3)
uw=0 sur 0

Les méthodes de Schwarz sont basées sur un partitionnement du domaine {2 en

m(m > 2) sous domaines 2; tel que :

o= |J o

1<i<m

Ces méthodes visent a résoudre le probléme global sur 2 en résolvant des pro-
blémes plus petits sur les sous-domaines €2;. On distingue deux types de parti-

tionnement :

0.3.1 Meéthode de Schwarz sans recouvrement

L’intersection entre les sous domaines se limite aux interfaces :
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ou I'; ; est la frontiere entre les sous domaines €; et €2;.

ALGORITHME?2 : Schwarz sans recouvrement

Soit (u?);=1 2 une approximation initiale de la solution u dans chaque sous do-
maine dans le cas d'un découpage en deux sous domaines, et (ul');,—12 est la
valeur de 'approximation de u a l'itération n.

L’algorithme de Schwarz s’écrit :

Lut™ = f dans

(0.3.4)
B = Biub sur Ty
Lul™ = f dans Qs

(0.3.5)
32ug+1 = Boul sur I'y,

ou B; et By sont des opérateurs d’interfaces.

Dans cet algorithme la résolution des deux sous problémes se déroule
en parallele: a 1’itération courante, chaque sous domaine a besoin
d’information & 1’itération précédente de son voisin, avec lequel il

a des frontiéres non vides. P.L. Lions [I9] a montré que ces opérateurs
d’interfaces peuvent &tre remplacés par des conditions aux limites
mixtes de type Dirichlet et Newmann, qui sont appelées " conditions

de transmissions de type Robin ou mixtes ".

0.3.2 Meéthode de Schwarz avec recouvrement

Chaque sous domaine recouvre une partie de ses sous domaines voisins. On

distingue deux versions :
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ALGORITHMES : Schwarz additif - Calcul paralléle

On prend comme conditions de Dirichlet pour un sous domaine 2;, les valeurs
calculées par le sous domaine voisin a l'itération précédente. Soit a résoudre ces
deux sous problémes en paralléle :

( Lu'™ = f dans Oy

u' = b sur I (0.3.6)
u'tt = 0 sur 00 Ty

Lul™ = f dans Q,

upy™ =l sur Ty (0.3.7)

n+1 _
[ Us = 0 sur 02y 1y

ALGORITHME4 : Schwarz multiplicatif - Calcul séquentiel
On prend comme conditions de Dirichlet les derniéres valeurs d’interfaces cal-
culées par le sous domaine voisin. Soit a résoudre ces deux sous problémes

séquentiellement :

( Lu"™ = f dans Oy
u' = b sur Iy (0.3.8)

ut Tt =0 sur 09 Ty

((Lul™ = f dans Q,

upy™ = ut sur Ty (0.3.9)

uZH = 0 sur 02y Ty

xXvil



Remarque 0.3.1. L’algorithme de Schwarz multiplicatif s’interpréte algébri-
quement comme une méthode de Gauss Seidel par blocs ol chaque bloc est
relatif & 'opérateur restreint sur un sous domaine. Le degré du parallélisme
dans ce cas est moins important puisque le sous domaine €2, doit attendre que
le calcul soit fait sur le sous domaine voisin (); avant d’entamer son propre

calcul.

Remarque 0.3.2. Il faut souligner que la convergence de la méthode de Schwarz
additive est moins bonne que sa version multiplicative. En termes algébriques,
elle correspond & une méthode de Jacobi par blocs ou chaque bloc est relatif a

I'opérateur restreint sur un sous domaine.

L’avantage de ces algorithmes est 1’économie en place mémoire, en
effet si le probléme global est résolu par des méthodes directes le
colit de stockage est trés grand, mais en divisant ce probléme en plus

petits morceaux la quantité de stockage peut é&tre réduite.
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Chapitre 1

Généralités sur les inéquations
variationnelles et
quasi-variationnelles



1.1 Inéquation variationnelle (I.V) continue

On définit pour tout u,v € V (ici V = H}(Q))

ou Ov ou
_ D A L 1.1.1
alu,v) /Q ( " 0 Oz; ! 1<j<N “oa, " aO““) " )

1<ij<N J

qui est une forme bilinéaire associée a 'opérateur A défini par

0 0 0
A=— Z a—x]<awa—$z)+ Z aj8_41:j+a0 (112)

1<ij<N 1<j<N
dont les coefficients a;;(z), a;(x), ap(z) sont supposés suffisamment réguliers, et
ao(x) satisfait

ap(x) > > 0,Vx € Q. (1.1.3)
Nous supposons aussi que la forme bilinéaire est continue et fortement coercive
Ja > 0: alv,v) > |jolf3 . (1.1.4)

Soient une fonction f € L>(Q) telle que

(f,v) = /Qf(m)v(x)dx,Vv eV (1.1.5)

et un obstacle

P € W®(Q) telle que 1 > 0 sur €. (1.1.6)

Soit enfin un ensemble convexe fermé non vide de V

K ={v e V/v <1 dans Q}. (1.1.7)



On considére 'inéquation variationnelle elliptique (en abrégé 1.V) continue sui-
vante :
trouver u € K telle que

(1.1.8)
a(u,v —u) > (f,v—u),Yv € K

Ce genre d’inéquation s’appelle aussi probléme de I'obstacle ot probléme & fron-
tiere libre. En effet la fonction u coincide avec I'obstacle 1 sur une partie de €2,
et dans l'autre partie l'obstacle ¢ > u. Cela nous conduit & définir une frontiére
libre entre les deux parties de €. En pratique les inéquations variationnelles sont
souvent appliquées dans le domaine des problémes de controle stochastique et

les problémes de 1'énergie [I], 4], 14, 24, 26].
1.1.1 Existence, unicité et régularité de la solution d’I.V

Théoréme 1.1.1. [7], [26] Sous les notations et les hypothéses précédentes, il
existe une unique solution u du probléeme . De plus u satisfait la propriété
de régularité :

u€ W?(9Q),2< p< o,

Preuve.

1. Prouvons d’abord 'unicité.

Soient u; et up deux solutions du probléme ([1.1.8)), alors nous avons

a(u,v—uy) > (f,v—u) Yo e K

a(ug, v —uz) > (f,v—wug) Yve K



posons v = us dans la premiére inéquation, v = u; dans la deuxiéme

inéquation, et en additionnant les deux inéquations, nous obtenons
a(ug — uy,ug —uy) <0
en utilisant la coercivité de af(.,.),
a||lug — u1H2 < a(ug — uy,ug —ug) <0

d’ou

Uz = Uy
. Prouvons l'existance. L’idée est de transformer le probléme (1.1.8)) & un
probléme de point fixe. En effet, nous avons

a(u,v —u) = (Au,v —u), Yo € K

ainsi, le probléme ([1.1.8)) est équivalent &,

trouver u € K telle que

(Au— fv—u)>0,Yv e K
soit t > 0, alors

(—t(Au— f),v—u) <0,Vv e K

ce qui implique que

(u—t(Au — f) —u,v —u) <0,Vv € K.



Soit

PKZV—>K

la projection orthogonale de V sur K. Alors le probléme ([1.1.8) est équi-
valent & un probléme de point fixe,

trouver u € K telle que

u= Pg(u—t(Au — f)), pour t > 0.
Montrons maintenant que Pk est une contraction sur V. Soit v,w € V,
alors
1Pk (v — t(Av = f)) = Px(w — t(Aw = f))|*
< l(v = t(Av = f)) = (w — t(Aw = f))||"
=[I(v = w) = tAWw — w)|
= ||v — w|]* = 2ta(v — w,v — w) 4+ 2 ||A(v — w)|
< (1—2ta + 2M?) [jv — w]|?
nous choisissons

2a

alors Pk est une contraction, et par le théoréme du point fixe de Banach,

il existe donc une solution unique u € K.



Nous donnons une propriété de monotonie de la solution d’I.V.

1.1.2 Propriété de monotonie

On notera par u = 0(f,v) (second membre f, obstacle ¥) la solution du
probléme (|1.1.8)).

Proposition 1.1.2. Sous les notations et les hypothéses précédentes, on a
sif2 [ et > alors O(f,4) 2 9(f, ).

Preuve. On pose v~ = maz(—v,0) qui est une fonction de V. soit @ =

d(f, i) € K solution de
a(@,v—1a) > (f,v—1i),Vve K (1.1.9)

Alors la fonction v = u+ (u — @)~ est une fonction admissible pour le probléme

[CT8) done
alu, (u— 7)) > (f, (u— 7)) (1.1.10)
de méme v = @ — (u — @)~ est une fonction admissible pour le probléme ([1.1.9)),

donc

a(t, —(u—u)") = (f, —(u—1u)") (1.1.11)

par addition de (|1.1.10]) et (1.1.11]), nous obtenons

alu—a, (u—u)") = (f = f,(u=a)") =0

ce qui donne

a((u—a)", (u—u)") <0
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comme af.,.) est coercive, ceci implique que
(u—a)" =0

d’ou

1.1.3 Propriété de Lipschitzianité de la Solution

Proposition 1.1.3. Sous les notations et les hypothéses de la proposition ,

on a
N 1 _
vl < [0 =]y + 517 ]
P e N1 T

Preuve. La démonstration est une adaptation de [§]. Posons

L e

L>(Q)
alors
V<Y+P
et
Fefrlr=if,., <irwe

donc d’aprés la proposition (1.1.2), on a

o(f. ) < Of +ap®, ¥+ )



d’ou

similairement, en changeant les roles des couples (f, %) et ( f, 1), nous obtenons

ce qui achéve la démonstration. 0]

1.2 Inéquation variationnelle discréte

Nous allons maintenant introduire le probléme discret et effectuer une étude
similaire a celle entreprise précédemment pour le probléme continu. Toutes
les démonstrations qui ne sont pas données explicitement sont exactement les
mémes que dans le cas continu. Et pour insister sur la symétrie de I’étude, nous
suivrons exactement la méme démarche qu’au cas continu. Nous allons consi-
dérer un espace d’éléments finis conformes construit a partir des polynémes de
degré 1. L’introduction de polyndémes de degré supérieur n’a pas été envisagée
dans la mesure ol les propriétés de régularité rencontrées ne semblent pas per-
mettre d’en tirer partie.

Nous introduisons une famille de triangulation réguliéres, quasi-uniformes 7" de

), et considérons l'espace V}, d’éléments finis conformes

Vi, = {Uh S C(Q) nv / Un|K S Pl,VK S Th} (1212)
Soit Mg, s =1,2,....... ,m(h) les sommets de la famille de triangulation 7" qui
n’appartiennent pas a 9. Nous notons par @ , s = 1,2, ....... ,m(h) les fonctions



de bases usuelles (ps(M;) = b4, symbole de Kronecker ).

Soit aussi 7, 'opérateur d’interpolation défini par : Vo € C(Q) NV

m(h)
v = Z v(Ms)ps(x,y) (1.2.13)

s=1
L’ordre sur Vj, sera celui induit par R™").

Nous introduisons de maniére similaire la matrice de discrétisation A de coef-
ficients génériques a;s = a(py, ps), ol ps, s = 1,2,....m(h) sont les fonctions de

base usuelles.

L’hypothése du principe du maximum discret (p.m.d)

Définition 1.2.1. Soit A une matrice carré telle que ass > 0 et a;s < 0 pour [ #
5. On dit que A est une M-matrice si A™! existe et ses éléments sont tous non

négatifs.

Dans [I1], on trouve des conditions géométriques simples liées a la triangulation,
pour lesquelles le (p.m.d) sera vérifié. Dans ce qui suit on suppose que A est
une M-matrice.

Considérons le probléme discret associé au probléme

trouver u;, € K}, solution de
(1.2.14)
a(un,vn — up) > (f,vn — un), Vo, € K,

ou

K, = {vh € Vi /vy < rptp dans Th} (1.2.15)



1.2.1 Existence et unicité de la solution discréte

Théoréme 1.2.1. [T, [Z]] Sous les notations et les hypothéses précédentes, le

probléme (1.2.14) admet une solution unique.
1.2.2 Propriété de monotonie de la solution discréte

On notera par uj, = O, (f,737) la solution du probléme discret (1.2.14)).

Proposition 1.2.2. Sous les notations et les hypothéses précédentes,

si f > f et i > 1/; alors O (f,rptb) > (9;1(]?,7‘;115).

Preuve. La démonstration est similaire & celle donnée dans la proposition

(T.1.2). O

1.2.3 Propriété de Lipschitzianité de la solution discreéte

Proposition 1.2.3. Sous les notations et les hypothéses de la proposition ,

on a

lun = @nl poo ) <

- 1 .
il
] 1 V|
Preuve. La démonstration est analogue a celle de la proposition (1.1.3). O

Remarque 1.2.1. Si f = f, alors

i — i (1.2.16)

[[un _ah”LOO(Q) < Loo(Q)

10



1.2.4 Reégularité de la solution discréte

Comme dans le cas continu, la régularité de la solution discréte se démontre

par le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.4. [12] Il existe une constante ¢ indépendante de h telle que

|a(un, ©5)| < cll@sllprqy Vs, s = 1,2, .., m(h)
1.2.5 Estimation d’erreur

Le théoréme suivant da a Cortey-Dumont ([13]), établit la convergence uni-

forme de la solution discréte uy, vers la solution continue w.

Théoréme 1.2.5. Sous les notations et les hypothéses -(1.1.7) et le

(p.m.d), il existe une constante c indépendante de h telle que
[ = un| oo ) < ch? |In h|*

Remarque 1.2.2. L’estimation d’erreur en norme L* est un défi non seulement
pour le caractére réaliste de cette norme mais aussi pour les difficultés inhérentes
de convergence. L’intérét de son emploi dans I'approximation des problémes de
type obstacle réside dans le fait qu’ils sont des problémes a frontiére libre. Ce
fait a été confronté et validé en premier lieu par I'article de Brezzi et Caffarelli
[10], et plus tard par celui de Nochetto [20] sur la convergence de la frontiére

libre discréte vers la frontiére libre continue.
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1.3 Inéquation quasi-variationnelle continue (1.Q.V)

On s’intéresse a I’étude de I'inéquation quasi-variationnelle (en abrége 1.Q.V),
dont l'obstacle dépend de la solution w. Plus précisément soit un ensemble

convexe fermé non vide de V/
Ku)={veV /0<wv< Mudans 2} (1.3.17)
ou l'opérateur M est défini de V N L>*(Q2) dans lui méme par :
Mu(z) =k+infu(x +§),2 € 0> 0,2+ & € Q k= conste >0 (1.3.18)

et possédant les propriétés suivantes

|Mu— Mol,, < ||lu—v|,Yu,veV (1.3.19)
Mu < Mv dés que u <wv (1.3.20)
M(u+c¢) = Mu+ ¢, c constante positive. (1.3.21)

Considérons le probléme de I'inéquation quasi-variationnelle suivant

trouver u € K (u) telle que
(1.3.22)
a(u,v —u) > (f,v—u),Vv € K(u).

En pratique ce type d’inéquation apparait dans le domaine de gestion des stocks

qui est lié aux problémes de controle impulsionnel [5], [14] 24].

Remarque 1.3.1. Dans le probléme ([1.3.22)), la condition v > 0 est naturelle

puisqu’elle provient de la théorie du controle impulsionnel [5] 14, 24].
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L’existence et 'unicité de la solution d’I.QQ.V se déduit a partir de la construc-

tion d’une suite de solutions d’inéquations variationnelles qui converge vers la

solution d’I.QQ.V.

1.3.1 Application du point fixe

Soit I'application du point fixe

T: L2(Q) — LT(Q)

w: —Tw=¢

ou & € V est la solution de I'inéquation variationnelle

a(fav_§> > (f,v—{),VvE 14

(1.3.23)
¢ < Mw,v < Mw
et
LE(Q) = {v e L¥(Q) [ v > 0}
Soit maintenant #° € V la solution de 1’équation
a(@’,v) = (f,v),Yv eV (1.3.24)

alors le probléme ([1.3.24)) admet une solution unique, de plus @° € W*P(Q),2 < p < oo,

voir |1, 5, 14} 24].
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Donnons maintenant quelques propriétés de 'application 7.
Soit

H={wel?®)/0<w<a’}

Proposition 1.3.1. [3] L’application T est croissante, concave de H dans lui

meéme.

Proposition 1.3.2. T est lipschitzienne de constante 1 dans H,
[Tw = T0[| o) < [ w = D] ooy » Vo, @ € H
Preuve. La démonstration est une adaptation de [5]. On pose
P = lw— wHLOO(Q)
comme 7' est croissante, alors
Tw <T(Ww+P®)=Tw+ P

donc

Tw—-Tw <P

de la méme maniére, échangeant les roles de w et w, nous obtenons
T <Tw+ P

d’ou

1 Tw — T oo ) < M| = D] oo
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1.3.2 Algorithme de Bensoussan-Lions

Partant de @° (resp. u° = 0), nous définissons les suites
"t =Tu",n=0,1,2,.......

(resp.)

" =Tu" n=0,1,2,.....

ot "t € V est la solution de 'LV

a(@"™t v —a"th) > (f,o—a"th), Yo e V

(1.3.25)
v < Ma™, a"tt < Ma"
(resp.) u™™! € V est la solution de 'LV
a(gn-i-l’ U= Qn—’_l) 2 (f7 U= Qn—i_l)avv eV
(1.3.26)
v S Mgn’gnJrl S Mﬂn
Nous donnons maitenant un théoréme de convergence des suites u"™! (resp.

un+1).

1.3.3 Existence et unicité de la solution d’I1.Q.V

Théoréme 1.3.3. [3] Les suites (u") et (u"*) convergent respectivement en dé-

croissant et en croissant vers l'unique solution du probleme :
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1.3.4 Reégularité de la solution d’I.Q.V

Théoréme 1.3.4. [5, [1])] La solution u du probléme satisfait la pro-
priété de régularité :

u€ W*(Q),2<p< oo

1.4 Inéquation quasi-variationnelle discréte

On garde la méme triangulation du paragraphe précédent (|1.2)). Soit
K(up) = {Uh eV /0 <w, <r,Muy, dans Th} (1.4.27)

I’analogue discret du probléme ([1.3.22)), consiste a

trouver uy, € K (uy) solution de
(1.4.28)
a(up, v, —up) > (f,vop — up)Vo, € K(up)

De la méme maniére on construit une suite de solutions discrétes d’inéquations

variationnelles (I.V) qui converge vers la solution d’1.Q.V discréte.

1.4.1 Application discréte du point fixe

Soit I'application discréte du point fixe

Th: LT(Q) — Vy
w: — Thw =&,

16



ou &, € V}, est la solution discréte de 'inéquation variationnelle

a(&n,vn — &n) > (f,vn — &n), Yun € Vi,

(1.4.29)
& < rnMw, vy, < rpMw
Soit maintenant @) € V}, la solution de I'équation discréte
a(dy, vn) = (f,vn),Yon € Vi, (1.4.30)

I’application T}, posséde des propriétés analogues a celles de ’application 7T'. Soit

Proposition 1.4.1. [J, [7] L’application T}, est croissante, concave de Hy dans

luz méme.
Proposition 1.4.2. T}, est lipschitzienne de constante 1 dans Hy,.

Preuve. La démonstration est similaire a celle donnée dans la proposition

(1.3.2). O

1.4.2 Algorithme discret de Bensoussan-Lions
Partant de @) (resp. u) = 0), nous définissons les suites

-n+1 __ -n _
u, " =Tpuy,n=0,1,2,........

(resp.)



ou QZH € V), est la solution de I'l.V discréte

a(ty, ™ o — ) > (f o — ), Yo € Vi

(1.4.31)
Up, S ThMaZ,ﬂZ—H S T’hMaZ
(resp.) up ™' €V, est la solution de 'LV discréte
alup ™ v — ™) = (f, o — ), Yo, € Vi,
(1.4.32)

v < rpMull, uftt < Mud
1.4.3 Existence et unicité de la solution discréte d’1.Q.V

Théoréme 1.4.3. [7] Supposons que U’hypothése du principe du mazimum dis-
cret est vérifiée. Alors les suites (u}}) et (u}) convergent respectivement en dé-

croissant et en croissant vers l'unique solution du probléme :
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Chapitre 2

Estimation de ’erreur en norme
L°° de l'algorithme de Schwarz
pour une inéquation
quasi-variationnelle elliptique
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de Schwarz pour une classe
d’inéquation quasi-variationnelle elliptique. Le résultat principal de cette étude
est de prouver l'estimation de ’erreur en norme L*° en combinant la conver-
gence géométrique des suites itérées et la convergence uniforme dit & Cortey-
Dumont[I3]. L’idée de la démonstration repose sur la propriété de Lipschitzia-
nité de la solution par rapport a la donnée de Dirichlet ¢ sur la frontiére. Le
domaine €2 est décomposé en deux sous domaines avec recouvrement, La discré-
tisation des deux sous domaines est indépendante I'une a ’autre de fagon a avoir
un maillage nonmatching. Et pour valider notre théorie, des expérimentations

numériques ont été faites, et des comparaisons ont été obtenues.

2.2 Algorithme de Schwarz pour une inéquation
quasi-variationnelle

2.2.1 Quelques résultats préliminaires sur les 1.Q.V

Pour tout u et v dans V ( V = H'(£2)), nous définissons une forme bilinéaire

ou Ov ou
a(u,v) = / ajj——=— + a;—v + apuv | dz, (2.2.1)
Q <1<sz<2 J@xi 8ZE]‘ 1;2 ]8x]~ 0 )

une fonction

FeL®Q),f>0 (2.2.2)
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un obstacle Mwu du contréle impulsionnel
Mu(z) =k+infu(x +&),2 € 0,6 > 0,2 +& € Q, k = conste >0 (2.2.3)
et un ensemble convexe non vide
Ky(u)={veV /v=gsur9Q,0<v < Mudans Q} (2.2.4)
ol g est une fonction réguliére définie sur OS2,
gEW?P(Q),2<p<o00,g>0. (2.2.5)

Supposons que la forme bilinéaire, la fonction f et 'obstacle Mu satisfont les

hypothéses (1.1.3)-(1.1.5)),(1.3.19)-(1.3.21)) du chapitre 1.

Considérons 'inéquation quasi-variationnelle elliptique (I.Q).V) suivante

trouver u € K (u) tq
(2.2.6)
a(u,v—u) > (f,v—u),Yv € K,(u)

Soit V}, 'espace d’éléments finis des fonctions linéaires par morceaux. L’analogue

discret du probléme ([2.2.6)) consiste a

trouver w, € Kgp(up) solution de
(2.2.7)
a(un, vn —up) > (f,vn — un), Yor € Kgn(up)

ou

Kop(up) ={vn, € Vi [ vp = mpg sur 09,0 < vy, < rpMuy, dans Q) (2.2.8)

7, est un opérateur d’interpolation convenable sur 02 et r), est 'opérateur de

restriction usuelle par éléments finis dans €.
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Soit uy, la solution de I'l.Q.V discréte

a(up, vp — up) > (f, v — upn), Vo, € Vj,
up = g sur 0Q,up < rpMuy, dans Q (2.2.9)

v, =7mhg  sur 0Q,v, < rpMuy, dans §2
d’une facon similaire soit 4y, la solution discréte de 'LV

a(ﬂh,vh — ﬂh) > (f, Vp — ﬂh),Vvh € Vh
up, = mg sur 0, up < rpMuy dans (2.2.10)

v, = Thg sur 0, v < rpMuy, dans ()
ol g est une fonction réguliére définie sur 0f2.

Nous donnons une propriété de monotonie et de stabilité de la solution.

Lemme 2.2.1. Soient g, g deux fonctions données et up, = On(g, Muy),u, =

On(g, Muy) les solutions discrétes correspondantes de (resp. ). Si
g =g, alors Op(g, Muy) = On(g, Mup,).

Preuve. Soit

vy, = min(0, u, — ay)

dans la région ou vy, est négatif (v, < 0), on a
0<uy <uap <rpbMuy,

ce qui signifie que 'obstacle r, Muy, n’est pas actif pour uy, donc pour cette

fonction v, on a,
CL(thUh) = (fa Uh) (2211)
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si on pose wy, = Uy, + vy, alors wy, < r,Muy, qui est une fonction admissible pour

le probléme ([2.2.10)), donc

a(tn,vn) = (f, vn) (2.2.12)

en soustrayant (2.2.11)) de (2.2.12]), il vient que

a(ﬂh — Up, Uh) Z 0
or
a(vp, vp) = a(up — Up,vp) <0

donc

a(vp,vp) <0

comme af.,.) est fortement coercive alors v, = 0, ce qui implique que

up, > Uy,

Remarque 2.2.1. La preuve est similaire a celle du cas continu.

Nous établissons une proriété de Lipschitzianité de la solution par rapport a

la donnée sur la frontiére, et qui sera utile ci- aprés.

Proposition 2.2.2. Sous les notations et les hypothéses du lemme , on

a

||Uh — ahHLoo(Q) S ||g - g”L‘”(@Q) '
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Avant de démontrer cette proposition, prouvons le lemme suivant :

Lemme 2.2.3. Soit
® = llg = 9llp~ 0
alors
On(g + @, Mup, + ®) = Oh(g, Mup) + P
Preuve. Soit
Up = On(g, Muy,)

la solution de (|2.2.10]), on sait que

CL((I),’Uh — ﬁh) = ao.(fb, Vp — fbh)

donc
a(ﬂh + (I), UV — ﬂh) = a(ﬂh, Vp — ’ah) + CL((I), UV — lNLh)
= a(ﬂh, Vp — ﬂh) + (I)(ao, Up — ﬂh)
> (f,vn — ap) + P(ag, vn — Un)
= (f+ ®ag, vy, — up)
ainsi

a(ty + @, (v, + D) — (ap, + D)) > (f + Pag, (vy, + P) — (u, + D))

posons

op=v,+ et u,=1u,+o
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alors

up < rpMup + © = 1, M (up, + @) dans 2

et
up =79 + P =7mp(g+ P) sur 00Q
de méme
oy < rpMup, + @ = rp M (u, + ®) dans Q
et

op =7+ D =7mp(g+ D) sur 00
on peut dire alors que uy, est solution de
a(tp, vp, — up) > (f + Pag, v, — up)
up < rpM(up + D), vp < 1M (up + @) dans Q
up = (g + P), vy = (g + D) sur 09
vue 'unicité de la solution, on conclut que

Up, = 8h(§+<1>,Muh+<I>)

d’ou le résultat.
Démontrons maintenant la proposition ([2.2.2).
Preuve. On a
9= 9<9=9l1=00
donc
g<g+@
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d’aprés les lemmes (2.2.1)) et (2.2.3)), il s’ensuit que

On(g, Mup) < On(g+ ©, Muy + @)

- ah<§7Muh) +®

d’ou
8h(g, Muh) — 8h(§, Muh) S (1)

similairement en changeant les roles de g et g on déduit que
(g, Mup) — Op(g, Mup) < ®
Ce qui implique que

||Uh — ahHLoo(Q) S ||g - §||L°°(8Q) :

0

Remarque 2.2.2. La proposition précédente reste valable dans le cas continu.

2.2.2 Algorithme continu de Schwarz

Considérons le probléme modéle de 1'obstacle

trouver u € Ko(u) tel que

a(u,v—u) > (f,v—u),Yv € Ko(u)

(2.2.13)

ou Ky(u) est 'ensemble convexe non vide défini en (2.2.4) avec ¢ = 0. On

décompose () en deux sous domaines polygonaux avec recouvrement €2, et {2y

tel que
QZglLJQQ’ leQQ#(Z)
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et u satisfait la condition de régularité locale
ujo, € W(Q;),2 < p < oo.

On note par 0€); la frontiére de (2, et I'; = 9€; N ;. I'intersection de T; et
fj,i # 7 est supposée vide. On supposera toujours pour simplifier que I'; et 'y

sont réguliéres. Soit
Vi() = {ve H()/v =0 sur 90Q; N 0N} i =1,2.
Pour w € C°(T}), nous définissons
Vi = {v e Vi(Q) /v =w sur Ty} ,i=1,2.

Nous associons au probléme 1) le couple (uq,uz) € V(“2 VQ(ul) tels que

ar(u,v—u) > (fi,v —u1),Vo € Vl(uQ)
(2.2.14)
uy < Mug,v < Muy dans

as(ug, v — ug) > (fo,v —ug),Yov € ‘/'2(“1)

(2.2.15)
Uy < Mug, v < Muy dans )y

ou

ou Ov
a;(u, / (Z ayj— Zaj v+a0uv>dxz—12
Qi \1<1,j<2 Oz axﬂ 1<5<2 Oz

fi= fio,, wi=1uq,,i=1,2
Soit u® € C°(Q) une valeur initiale telle que

a(u’,v) = (f,v),Yv € Hy(Q) (2.2.16)
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nous définissons respectivement les suites de Schwarz (u}*') sur Q; telle que

upt e V" solution de

ay (v — ™) > (fr v — uh), o € Vl(uS)

(2.2.17)
™ < Mub dans Qv < Mu? dans €,
n+1
et (us™h) sur Q telle que uj™ € Vz(u1 ) résout le probléme
un+1
ag(ud™ v —ul™) > (fo,v — ud ), Vo € V1 )
(2.2.18)

uy™ < Mu} dans Qv < Mub dans o,
ol

ul = u® dans Q,ud = u® dans Q,

u'™ =0 dans Q\Qp et ul =0 dans Q\ Q.
2.2.3 Théoréme de convergence géométrique

Considérons maintenant une fonction w; € L>(£2;) continue dans ;\ (T'; N 99)

telle que
Aw; =0 dans Q;,1=1,2

0 sur 0\ T;
w; =
1 sur I

avec w; = 0 dans Q\ Q;. D’aprés le principe du maximum, on a 0 < w; <
1 dans ; (voir [18], pages 51-63).

Nous prouvons un théoréme de convergence géométrique.
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n+1)’ (ug—l—l

Théoréme 2.2.4. Les suite (uj ), n > 0 générées par lalgorithme

de Schwarz convergent géométriquement vers la solution (ui,us) du systéme

(2.2.14))-(2.2.15)). Plus précisément, il existe deux constantes ki, ky €]0, 1] telles

que pour tout n > 0,

Jur — Wi ey < KTRS | — u®|| poo(ry)

lus — uy ™ |10y < kTR [Ju — 6| ooy
Preuve. D’aprés le principe du maximum, on
lur = ui | ooy < flun — w | ooy

et

A

Jur — uf™| ooy |ug — us || Loo(ry) < [Jwrug — wiuy || Loe(ry)

< Jwiug — wiuy || pe(a,) < [Jwius — wiuy||per,)
< wi || zee g (e — g || oo ry) < Wil poory) [[wotie — wotsy || oo (ry)

< wr || pee g [[wary — wau || Loo gy < [Jwr || poe () |waun — wau} || Lo ()

< leﬂLw(Fz)szUl - w2u’f|\L°°(F1) < Hw2HL°°(F1)Hw1||L°°(F2)HU1 - U?HL"O(H)

posons

k; = sup {w;(x)/x € 0 N Qi # j} €]0,1[, Vi, j = 1,2

alors

lur = wi | o y) < Kakollus — ufllpoo(ry)
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par induction, on obtient

Jur — uf ™oy < kTESlwr — ugllpeoqry)

< k|l — u®|| oo qry)

ot uj = u’ sur I'y et uj = 0 sur 9O N IN.

D’une fagon similaire, on a

Jug — ™[ Looy) < Jlug — us ™| Loy

< lwouy — woul | oo (ry) < [Jwaus — worl | oo )

< lwour — waul | peoqryy < NJwal| ooy llun — uf | oo ry)

< wall poeqryy llwrun — wrwd ™| oo (ryy < flws| oo ey lfwrue — wiug || ooy
< lwallzee ey lwius — wiug || Lo,y < llwallzeery [lwiue — wiug || e r,)
< wallzeeepllwillzee oy llue = ugllLoera) < kikallus — w3 e (r,)

par induction, on obtient

luz = uy ™ [ro(n) < ATRS s — usllpoe(ray < ARG lwaws — wouy || Lo (ra)

IN

Kk lwaun — wauy || Lo (ay) < KTkg lwaur — wouy | oo (ry)

< KPR (luy — gl e ry) < RPTTRS lug — ud| oy

IN

KPS (|ug — ul| pooa) < KPS [lug — ul| poo(ry)

< Rl — u|| poeqry)

ce qui compléte la démonstration. O]
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Remarque 2.2.3. La démonstration du théoréme ([2.2.4)) est une adaptation
de [I8] prouvé pour une équation variationnelle. Ce théoréme reste vraie pour

I'inéquation quasi-variationnelle.

2.2.4 La Discrétisation

Pour i = 1,2 soit 7% une famille de triangulation réguliére et quasi-uniforme
de €2;, h; étant le pas de la discrétisation. On suppose que les deux triangulations
sont mutuellement indépendantes sur {2; €2y, dans le sens ol un triangle appar-
tient & un domaine de triangulation n’appartient pas nécessairement a l'autre.
Soit Vi, = V4,(€;) 'espace des fonctions linéaires continues par morceaux sur
7hi | qui s’annulent sur 9Q; N 9Q ,V},, étant de dimension finie. Pour w € C°(T),

nous définissons
Vh(fu) = {wp, € Vi, / vp, = 0 sur 0 N O, vy, = mp, (w), sur I';},1=1,2

ol m,, désigne un opérateur d’interpolation convenable sur I';. Nous définissons

maintenant les analogues discrets des suites de Schwarz , on suppose aussi que

les matrices qui résultent de la discrétisation des problémes ([2.2.17)),(2.2.18]) sont

des M-matrices [11].

. (45,
Partant de uj = ryu’ , trouver la suite u;" le V,,, " telle que

(ugp,,)
ai (u?le’ Uhy — u?}—;l) > <f1>vh1 - urlll—;l)vvvm S Vh1 i
(2.2.19)

n+1

n h1 n h1
uyy, < rpy Mugy, dans 7' vy, <1y Muyy, dans T

31



n+1
Uip .
respectivement, trouver la suite u”+1 € V '” solution de

n+1
1 )
a2(ug};~_gl>vh2 Ug;; ) > (f27 Uhy — u2h2 ) vvhz € Vh S

(2.2.20)

n+1

n ho n ho
uy, - < rhyMuyy,, dans 7% v, < 1y, Muyy,, dans T

ol 7, est 'opérateur de restriction usuelle dans ; , ¥, =u? dans Qp, et u), =
i ’ 1hy hi ’ 2ha

0
uy, dans (.

2.3 Analyse de 'erreur

Cette section est consacrée a la démonstration du résultat principal de ce
chapitre. Pour cela nous commencons par introduire deux suites auxiliaires dis-

crétes et montrons un lemme fondamental.

2.3.1 Définition de deux suites auxiliaires de Schwarz

Pour wh = uh , nous définissons la suite w"+1 € V , solution discrete de
'LV
ay (W vy, — @) > (fi,v H, v EV“2
Ty Uhy — Wiy ) = (frony — W1, Vo, ( )
2.3.21
w?,jl < rp, Muty, dans Thl,?]hl < rp, Mul, dans T,
respectivement la suite w”Jrl € V . satisfait
~n-+1 ~n+1 n+1)
as(w Wohy » Vhy — Wap, ) > (fa, vhy — w2h ) Vup, € Vh (2.3.22)

~n+1

n ha n ho
Wy < Ty Muy, dans 72 vp, < rp, Mugyy,, dans 72,

Notation : Dans la suite de ce travail, nous adopterons les notations suivantes

\-|1 = ||-HL°°(F1)7 ||2 = H-”L‘”(Fa)?
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-l = [ llzoe @y -2 = 1z (2).
hl = h/2 = harhl = ,rhz = Th7ﬂ-h1 = 7Th2 = Th.

Le lemme suivant jouera un role crucial dans la démonstration du résultat prin-

cipal.

Lemme 2.3.1. Soient (u™), (ui™),i = 1,2 les suites définies en (2.2.17),(2.2.18), (2.2.19),
respectivement. Alors, on a

n+1 n

hptt =it < Yol - @+ D -l (2:323)
p=1 p=0
n+1 n+1

h™ =gl < 3 b — @Bl > I — @l (23:24)
p=0 p=1

Preuve. Raisonnons par récurrence, pour n = 0, d’aprés la proposition [2.2.2]

on a
101, — uiplly < Iy — gyt < Jluy — uyll2 < Jluy — @Iz
donc
lur = uppll < flug — @iyl + [Jug — @2
de méme

luy —ugplla < lluy — Wy ll2 + (|0, =ty 2

< lug — Wypllz + [mpug — mhugy |

< luy = Waplla + [Jug — ugylh
1 1
> " lub — @yl + > [lui — @iylh
p=0 p=1
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pour n = 1, en utilisant encore la proposition [2.2.2, on aura

lui —uiplh < llud =@l + [l@F, — udyll
< flui = @l + [mnuy — Thug,
<t = @Yl + lug — gl

1
<l — @l + et = @l + D llub — @bl
p=0

2 1
D ol =@l lub — @byl
p=1 p=0

IN

et

s —uplla < g — @y [l2 + (15, — s, 2

< g = @oylla + |mnuy — mauiyl2

< lul — @glla + Hg?—u?hlh 1

< g —@alle + Y lluf =@yl + Y b — e
p=1 p=0

<

2 2
Z [[uy — Wyl + Z [y — Wy, [|2-
p=1 p=0

Supposons que

n n
Juy —uspll2 < Z |uf — @yl + Z |uh — wh, |2 est vraie
p=1 p=0
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alors

e O e e o [ e i I
= i PR A AT
= i TR (A B

n n
< st =@+ Y e = @l > (b — @byl
p=1 p=0

par conséquent

n+1 n
lupt —upt e < > M = @bl lub — @5, s
p=1 p=0

de méme, en utilisant ’estimation précédente, on obtient

s ™ —ugy o < flup ™ — @iyl + (g — ugy 2
< g™ = @yl + lmul ™ = mady
< st =g o+ i —

n+1 n+1

Z luf — why [l + Z [y — Wy 2.
p=1 p=0

IN

d’out
n+1 n+1

g™ =i lle <Y Mud = @yl + Y [luh — @5yl
p=1 p=0

2.3.2 Estimation de I’erreur en norme L[>
Théoréme 2.3.2. [l existe une constante c¢ indépendente de n et h telle que

w; — u|; < ch?|loghl?,i =1, 2.
ih
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Preuve. Nous donnons la preuve pour ¢ = 1. Le cas i = 2 est similaire.

En effet, soit k = max(ky, ks), on a
lur —ug e < flun =@+ g™ =i

On introduit le théoréme [2.2.4] et le lemme [2.3.T], on obtient

n+1 n
lur —uf e < R —uly ) =@l + Y b — @l
p=1 p=0

n+1 n
< =l + [l =@+ (b — @bl
p=1 p=0

n+1 n
< —alls+ Yl =@l + Y b — @bl
p=1 p=0
n+1 n
< ([ = unlla + llun = ull2) + D el = @l + > ub — @5, 2.
p=1 p=0

En appliquant le théoréme [I.2.5] on en déduit
n+1

uy —ul i < (ch®|log h|? + ch?|log h|?) + (n + 1)ch?|log h|* + (n + 1)ch?| log h?

< ch?|logh|? + 2(n + 1)ch?|log h*.

Maintenant posons

k" =h

nous obtenons

Jur — ufi 1 < ch®|log h|?

d’ou 'estimation de 'erreur désirée. O
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2.4 Expérimentation numérique

Dans cette section, on présente quelques résultats de test numérique simple

comportant un maillage nonmatching. On pose

Q = [0,1] x[0,1],V = Hy(Q)
Au = —Au+u
f(z,y) = (2n° + 1)sin(rz) sin(ry)
Mu(z) = 1+inf{u(z+¢§),£>0,2+€€Q} Ve eQ
O = [0,21] x [0,1],Q = [22,1] x [0, 1]

d = 11— 29,0< <21 <1
on arréte toutes les itérations lorsque
n n—1 —6 n n—1 —6
[win, — ulp, I <1077 et [Jugy,, — ugy, |l < 107°.

Soit uf, = 0, valeur initiale. Pour chaque macro-itération (itération de Schwarz )
nous avons employé sur chaque sous domaine la méthode itérative de relaxation

par projection, dont le paramétre de relaxation est w = 1.5
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FIGURE 2.1 — Discrétisation des deux sous domaines

0 4

14 erreur dans 2 erreur dans 2y it | ity | ity

d=05 |1 / / 6 | 22 | 23
ro =0.25 | 2] 3.4460e — 02(/) 1.4128e — 02(/) 6 | 65 | 23
hy = 251+1 3 | 8.6500e — 03(3.98) | 3.2638¢ — 03(4.32) | 6 | 250 | 67
hoy = 2[% 4] 2.2461e — 03(3.85) | 8.0498¢ — 04(4.05) | 6 | 885 | 254
d=0.25 1 17 | 21 23
xe =05 | 2| 3.3886e —02(/) 1.2371e — 02(/) 171 34 | 23
hy = 2,_% 3 | 8.4832¢ — 03(3.99) | 2.9105e — 03(4.25) | 17 | 143 | 67
hy = 21,% 41 2.1911e — 03(3.87) | 7.3943e — 04(3.93) | 17 | 516 | 254
d=1/3 1 / / 9 | 22 | 21
we=1/3 [2] 4.6320e —02(/) | 2.0774e—02(/) | 10| 26 | 23
hy = m% 3| 1.2975e — 02(3.57) | 5.2879¢ — 03(3.93) | 10 | 125 | 28
» = 5 | 4] 3.1613¢ — 03(4.10) | 1.2342¢ — 03(4.28) | 10 | 456 | 129

TABLE 2.1 — Erreurs et nombre d’itérations

it3, indique le macro itération de Schwarz (itération extérieure),

it1,1ty, indiquent les micro itérations de relaxation par projection pour chaque

sous domaine (itérations intérieures),

¢, indique le niveau du raffinage,

A la rangé ¢, le nombre entre parenthése (.) indique le quotient de la valeur de




Ierreur a la rangé ¢ — 1 sur la valeur de I'erreur a la rangé /.
Nous remarquons que :

— Le quotient des erreurs montre la bonne précision de la discrétisation, ainsi
I’ordre de convergence est égal a 2.

— Le nombre d’itérations de Schwarz it3 est borné indépendamment du pas
h; de la discrétisation.

— Les valeurs numériques des erreurs pour chaque sous domaine décroissent
dés qu’on raffine le maillage ce qui nous assure la convergence de la solu-
tion.

— A chaque pas de discrétisation les valeurs numériques des erreurs dans le
sous domaine 25 sont plus petites que celles de €24, et ¢a est dii a la finesse
du maillage de €s.

— Sur les noeuds de la frontiére I'y qui sont non communs avec les noeuds du
maillage 2;, on a considéré I'interpolation linéaire de u}** de deux noeuds
voisins, ce qui induit un accumule des erreurs d’arrondis.

— Dans les cas d = 0.5,d = 1/3 les itérations ity, it; sont proportionnelles, et

ca est di a la proportionnalité des deux matrices des deux sous problémes.
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k = its 1 2 3 4 ) 6

u*(0.25,0.25) | 0.42204973 | 0.49844705 | 0.50031850 | 0.50036433 | 0.50036546 | 0.50036548

u*(0.5,0.5) | 0.69966404 | 0.99328516 | 1.00047814 | 1.00065431 | 1.00065863 | 1.00065873

u*(0.75,0.75) | 0.48780615 | 0.49975636 | 0.50004905 | 0.50005622 | 0.50005639 | 0.50005640

TABLE 2.2 — Itérations de la solution pour h; = 2%, hy = 2%, d=10.5

— On remarque que les premiers chiffres qui sont aprés la virgule se stabilisent
a partir de l'itération it3 = 3, ce qui nous assure la convergence de la
solution.

— Les valeurs numériques sont positives puisque la solution u est supposée

positive.

AN 1]2[3]4
126|666
1/3]9 [10 |10 10
1/4 |17 |17 [ 17 [ 17

TABLE 2.3 — Nombre d’itérations de Schwarz

Nous constatons que :
— Si la valeur de la distance géométrique d croit, le nombre d’itérations
de Schwarz décroit, ce qui prouve que le nombre d’itérations it3 dépend
impérativement de la dimension de la partie géométrique commune ;M.

— La convergence est plus rapide si le recouvrement est important.
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FIGURE 2.2 — Surface de la solution numérique a l'itération de Schwarz it3 = 1
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FIGURE 2.3 — Surface de la solution numérique a l'itération de Schwarz it3 = 2
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FIGURE 2.4 — Surface de la solution numérique a l'itération de Schwarz it; = 4
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FIGURE 2.5 — Surface de la solution numérique a l'itération de Schwarz it3 = 6
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axe des emeurs

axe des erreurs: log

35 , ! , , .

2 i I i i
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4

——d=1/2

FIGURE 2.6 — Evolution des erreurs dans €24

——d=1/2
—&—d=1/3 |
d=1/4

axe: h

FIGURE 2.7 — Evolution des erreurs dans €2,
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La surface de la solution numérique est tragée en collant les deux morceaux
de la solution des deux sous problémes.

Notons que sur la partie du recouvrement les deux morceaux s’approchent
de plus en plus a chaque itération de Schwarz.

La surface est au dessus du plan XOY car u > 0.

La valeur maximale de la surface est :u%(0.5,0.5) = 1.00065873.

Les trois courbes indiquent 1’évolution de I’erreur de la solution par rapport
au pas h dans chaque sous domaine €2; pour les trois décompositions.

Les courbes décroissent si h décroit ce qui prouve que l'erreur est stable.
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Chapitre 3

Estimation de ’erreur en norme
L°° de l'algorithme de Schwarz
pour une inéquation variationnelle
elliptique a opérateur noncoercif
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de 'inéquation variationnelle
a opérateur noncoercif lié aux problémes de controle stochastique. Nous consi-
dérons un domaine qui est 'union de deux sous domaines avec recouvrement
dont chacun d’eux a sa propre triangulation. Sous I'hypothése du principe du
maximum discret, nous montrons que la discrétisation sur chaque sous domaine
converge quasi-optimal en norme L*>. L’idée de la démonstration repose sur
la propriété de Lipschitzianité de la solution par rapport au second membre
f et non pas aux données g et . Plus précisément, le chapitre est organisé
comme suit : dans la deuxiéme section nous introduisons le probléme de 1’obs-
tacle continu et discret, ainsi que 'algorithme de Schwarz pour deux sous do-
maines, et nous donnons un théoréme de convergence géométrique. Dans la
troixiéme section, nous établissons deux suites de sous-solutions et leurs estima-
tions, et nous prouvons un résultat principal concernant I’estimation de I’erreur
de la solution en norme L°°, en combinant la convergence géométrique, et la
convergence uniforme [0, [13] de 'approximation par éléments finis des inéqua-
tions variationnelles. Finalement, dans la quatriéme section, et pour appuyer

notre théorie, nous traitons quelques exemples de tests numériques.
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3.2 Algorithme de Schwarz pour l'inéquation va-

riationnelle & opérateur noncoercif

3.2.1 Notations et hypothéses

Etant données les fonctions
Qij € 02(5),% < Ol(ﬁ), 1< ’L,j < 2,&0 € Oo(ﬁ),

telles que

Z a;;j&&; > o Z & ¢€eRa>0

1<i,j<2 1<i<2

ag(x) > ag >0
ol Q est un domaine borné dans R? , de frontiére 9 réguliére.
Nous définissons un opérateur différentiel du second ordre

A 0
- Z 3 S\ iy, 3 Z aJ
1<i,j<2 1<5<2

et une forme bilinéaire associée, Vu,v € H* ()

ou Ov
a(u / ( Z Ajj— oz, 895] Z aja v+ amw) dx

1<i,j 1<j<2
Soilent :
— une fonction

fe L= )

— un obstacle

Y € W>*(Q)
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— une fonction réguliére g définie sur 0N telle que
g€ W?P(Q),2<p<o00,9g <t sur 00 (3.2.8)
— et un ensemble convexe non vide
Ky ={ve H(Q)/v—ge Hy(Q),v <1 dans Q} . (3.2.9)

Nous supposons aussi qu’il existe A > 0 assez grand et une constante S > 0

telles que
5||v||§{1(9) < a(v,v)+ )\/QUQCZ$ (3.2.10)
posons
b(u,v) = alu,v) + /\/ uvdz,Yu,v € H' () (3.2.11)
Q

alors la forme bilinéaire b(.,.) est fortement coercive.
En effet, soient

B =supla;| et A= sup]lag|
zeQ €N
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nous avons :

B Ov Ov Jv 9 9
b(v,v) = /Q< Z a”(’?&:iaxj + Z ajaxjv—l—aov +)\v>dx

1<i,j<2 1<y<2

o) 2 a [ (Z (;,;)) "

b(v,v) > a/ﬂ<1;<2 (g;’i)Q) dz
(L)) S e fro

si B # 0, nous choisissons

2a B
— et A > A+ —
e<Be > +26

et si B = 0, nous choisissons

A> A

posons

Be B
15 mm{a 5 + A 26}
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alors nous avons

b(v,v) > B (/Q (1%;2 (g;’iy) d:c+/ﬂv2dx) .

Soit u € K(y.g) la solution de I'inéquation variationnelle (I.V)

a(u,v —u) > (f,v—u), Vo € Ky

qui est équivalent a

trouver u € Ky 4) solution de

bu, v —u) > (f + Au,v —u), Vo € Ky g
(.,.) désigne le produit scalaire dans L?((2).

Nous définissons @ = o(f + Aw) € Ky 4 la solution d’I.V suivante :

b(w,v—1u) > (f + \w,v—0),Vv € Ky

avec w € L®()) et o est une application de L>(2) dans lui méme.

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

Remarque 3.2.1. On appelle inéquation quasi-variationnelle (I1.Q.V) si le se-

cond membre (f + Au) dépend de la solution u, dans le cas contraire on appelle

inéquation variationnelle (I.V).

3.2.2 Quelques résultats préliminaires sur I’.V noncoer-

cive

Soit une paire de données (f,v,g); (f, QZ, g) et soient u = O(f, ¥, g);u =

8(}: @Z, g) les solutions correspondantes de 'LV (3.2.12). Nous donnons une pro-

priété de monotonie de la solution par rapport au second membre f, la donné

au frontiére g et I'obstacle v, qui sera utile ci-aprés.

20



Lemme 3.2.1. []] Sous les notations et les hypothéses (3.2.1) a (3.2.11)), si

f> >0 et g>3, alors O(f,,9) > 0(f,0,).

Soit X l’ensemble des sous solutions de I'l.QQ.V, c’est a dire ’ensemble des

w € K4 tels que
b(w,v) < (f + \w,v),v > 0,v € Hy(Q) (3.2.15)
qui est équivalent a
a(w,v) < (f,v),v >0,v € H&(Q)

Lemme 3.2.2. [J] Sous les notations et les hypothéses précédentes (3.2.1) a

3.2.11), la solution u du probléeme est le plus grand élément de X .

Nous prouvons la propriété de lipschitizianité de la solution, qui montre la

dépendance continue de u par rapport aux données f, g, 1.

Lemme 3.2.3. Sous les notations et les hypotheses (3.2.1) a (3.2.11]), on a

= il ey < max {ellf = Fllzins g = Flleecomys 0 = Pllrece }

ol ¢ est une constante indépendante des données, c.ap(x) > 1.
Preuve. Premiérement :

Soit

@ = max { L 11f = Fllze=c@. g = Gllze<coy, 19 = lzeien }
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on a

alors
a(u+®,0—u) > (f +ag®, v — )
et
a(u+®,(v+P)— (u+P)) > (f +ae®, (v+P) — (u+ D))
si on pose
u+d®=u0and v+ P =170
donc

a(i,d —a) > (f + a®, 0 — )

par conséquent
f +a®, v+ Q,9+ Q) =10=09(f,v,g9) + .

Deuxiément : Il est clair que

Ferelr=1,.,
< rrali=il,
< f4+ay®
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et

<
VAN

Y+ P

g < g+
ainsi, d’apreés le lemme [3.2.1] on obtient
O(f0.9) O(f + ao®, v+ @9+ @) = O(f.0h,9) + P

ce qui donne

O(f,0,9) = O(f,1,9) < @
en changeant les roles de (f, v, g) et (f, 1;, g), on déduit que

of.0,9) ~0(F,.9) < @
ce qui achéve la démonstration. 0
Remarque 3.2.2. Si ¢ = {Dv et g = g, alors on a

=l oy < €llf = Fllze:

Soit 7 une famille de triangulation réguliére quasi-uniforme de 2 de pas
de discrétisation A > 0. Soit V), I'espace d’éléments finis standard des fonctions

linéaires continues par morceaux sur ) et ¢;,i = 1,2, .....,m(h), les fonctions de
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base de 'espace Vj. Soit r, 'opérateur de restriction usuel par éléments finis
dans 2. L’analogue discret de (3.2.13)) consiste & :

trouver wup € K(hw 9) telle que

(3.2.16)
b(un, vn — up) > (f + Aup, vp — up), Yo, € K},

ou

K(yg) = {vn € VaJon = mng sur 0y < rp¢p dans 7"} (3.2.17)

7, est un opérateur d’interpolation convenable sur 9€). Nous supposons que la

matrice B définie par

Bij = b(gi, ;) = alei, ;) + A/Qsoisojdx (3.2.18)

est une M-matrice (voir[L]),
(ce qui est vérifiée sous les hypothéses usuelles puisque I'opérateur A + A est

fortement coercif et les angles des triangles de 7" sont < 7/2 ).

3.2.3 Algorithme continu de Schwarz

Considérons le probléme modele de 'obstacle : trouver u € Ky ) tel que
b(u,v —u) > (f + Au,v —u), Vv € Ky (3.2.19)

olt K(y,0) est 'ensemble convexe non vide défini en (3.2.9) avec g = 0.
Nous décomposons €2 en deux sous domaines polygonaux avec recouvrement {2,

et )y tel que

QZglLJQQ’ leQQ#(Z)
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et supposons que u satisfait la propriété de régularité locale

w € W2P(Q;),2<p< o0

Q4

nous notons par 9€); la frontiere de €2;, et I'; = 9€; N ;. L’intersection de T; et
fj; i # 7 est supposée vide. On supposera toujours pour simplifier que I'y et T’y
sont réguliéres.

Pour w € C°(T}), nous définissons
V" = {ve HY(Q) /v =0 sur 90N, v =w sur T;};i=1,2.

Nous associons au probléme ([3.2.19)) le couple (u1,us) € Vl(“Q) X VQ("I) tels que

bi(u, v —uy) > (fi,v—w), Vv € Vl(UZ)
(3.2.20)
up < Y,v <Y dans )y

bQ(UQ, v — UQ) Z (fQ,’U — UQ),VU S VvQ(un
(3.2.21)
uy <Y, v <Y dans (2

ou

Ju 0 0
bi(u,v) = /ﬂ( Z alja—za—;%— Z aja—::v—l—aouv%—)\uv)dx; 1=1,2
J

T 1<l,j<2 1<j<2 J
partant de u° = 1, nous définissons la suite continue de Schwarz (uf"") sur ;
telle que u ™' € V2 solution de
bu(uf o — ) 2 (fi A, — ), Vo € Vi
(3.2.22)

uptt <o <
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n+1
et (u2™) sur Q, telle que ui™ € V) solution de

un+1
bg(uSH, v — u;”“l) > (fo+ Aub,v— USH),‘V’U € V2( ) (32.23)

up™ < v <

ou

uw) = u’ dans Qp,u) =u’ dans Q,

u' = 0 dans Q\Q et ul =0 dans Q\ Q.
3.2.4 La discrétisation

Pour i = 1,2 soit 7% une famille de triangulation réguliére et quasi-uniforme
de €;, h; étant le pas de la discrétisation. Nous supposons que les deux triangu-
lations sont mutuellement indépendantes sur 2; N2, dans le sens ot un triangle
appartient & un domaine de triangulation n’appartient forcément & ’autre. Soit
Vi, = Vi.(Q;) Pespace des fonctions linéaires continues par morceaux sur 7/,

qui s’annulent sur 9§; NIQ ,V;,, étant de dimension finie. Pour w € C°(T;), nous

définissons
Vh(iw) =A{vp, € Vi, / vn, = 0 sur 0Q; N OQ, vy, = mp, (w), sur Ii},i=1,2

ou 7, désigne un opérateur d’interpolation convenable sur I';. Nous donnons

I'algorithme de Schwarz discret associé aux problémes (3.2.22)) et (3.2.23) comme

suit :

Partant de u, = r5,¢, nous définissons la suite discrete de Schwarz (ufj!) sur
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O telle que u’ff[l le Vh(?%?) solution de

n+1 n+1 n n+1 (ughz)
bl(uml 3 Uhy — Upp, ) > (fi+ AUTY, 5 Uhy — U1p, ), Vup, € Vs

(3.2.24)
it < o <t
¢ sur O lasuite w2 € VM olution d
el sur iy la suilte U2h2 € R solution ae
n+1 n+1 n n+1 (“?}jll)
62(u2h2 7vh2 - u2h2 ) 2 (f2 + Au?hg’ Uh2 - u2h2 ),vth € th (3 2 25)

n+1
u2h2 S thwa Vhy S Thzrlvb

Nous supposons aussi que les matrices résultantes respectivement des problémes

(3.2.24) et (3.2.25) sont des M-matrices.

3.3 Analyse de I’erreur d’approximation

Cette section est consacrée a la démonstration du résultat principal de ce

chapitre. Pour cela nous commencons par introduire deux suites auxiliaires.

3.3.1 Suites auxiliaires de Schwarz

Pour simplifier les notations, on pose

hy = hy =h, Thy = Thy = Thy, Thy = Thy = Th,

||||1 = H'”LOO(Ql)? ||||2 - ||-||Loo(§22)
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Soit Wht = oy, (f; + Aul) € Vi, () la solution de I'L.V discréte suivante

b (Wi on — ) > (i + Ml v — Tt Yo, € Vi)

att < rpab, v < rptb dans TP (3.3.26)
—n+1 __ n+1 . n+1 )
Uy ™ = Ty, Un = TRl sur Iy

ot ultt = o(f; + Au?), i = 1,2 est la solution de 'LV continue (3.2.22)) (resp.

(]

(3:2.23)).

Et soit u"" " = o(f; + Aull) € Vi la solution de 'LV continue suivante

(b @ ™ v — @MYy > (4 v — @Y Yo e HY()

)

< @ <, v <Y dans 9 (3.3.27)
\ aMm =gty =t sur T

avec ulytt = oy, (fi+ b)), i = 1,2 est la solution de 'LV discréte (3.2.24)) (resp.
(3.2.25)). I1 est clair que u}, est I'approximation par éléments finis de u[. Alors,
comme ||f; + Au?||; < ¢ (indépendante de n), par conséquent, appliquons le
théoréeme de l'estimation d’erreur pour I'inéquation variationnelle (voir [6] 13]),

nous obtenons

lu — @I, < ch® [log hf? (3.3.28)

de fagon similaire, nous avons

n —(h)7n
Wiy, — Uy

< ch?[logh)®. (3.3.29)
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3.3.2 Suites de sous solutions

Les théoremes suivant joueront un roéle essentiel dans la démonstration du

résultat principal de ce chapitre.

lere Partie - sous solution discréte

On construit une fonction discréte af;, proche de ' et qui vérifie o), < uf,.

Théoréme 3.3.1. Soit u};™" la solution de . Alors il existe une fonction

o, et une constante c indépendante de h et n, telles que

n n
Qi S Uy,

oy, —ufll, < ch®[loghl’

)

Preuve. On prouve le théoréme pour ¢ = 1. Le cas ¢ = 2 est similaire. Etant

donné que uj;” 1 est la solution de 'V (3.3.26)), il est facile de montrer que uy !

est aussi une sous solution, i.e
bWt o) < (fr + Mt ), Vor >0, I=1,..,m(h)
wit <rp dans T, Wt = mul, sur T

alors

b1<ﬂ?112_17 901) < (fl + A HU? - ﬂthl + Aﬂ?llha 901)7 VQOI > 07 [ = 17 ---- >m(h)

h  —n+1

att < o dans T, Wt = mul,  sur T

1h
et d’aprés le lemme m (cas discret), il suit que

at < apt = on(fh) (3.3.30)
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ou
fi=fi+XM]uy _ﬂ?h‘h

posons w5 = Oy (f1, 1), mpud,), en introduisant la remarquem ( cas discret)

et 'estimation (|3.3.28]), nous obtenons

it =, < e[ - £

< eMud —a |, < ch?|loghl? (3.3.31)
1

en combinant (3.3.29) et (3.3.30]) cela donne

—n+1 n+1 2 3
uyy s <ufy + ch?|logh|
ainsi, nous choisissons
n+l _ —n+l 2 3
ay " =ay, " — ch®|loghl

alors

n+1 n+1
Qy - < Uy,

et

n+1

n+1
Halh ! Hl

IN

—n+1 2 3 n+1
|t — ch® [log h|” — uf Hl

IN

@t — wi |, + ch? log hf®
< ch?|logh|® + ch?|log h|?

< ch?|loghl|?
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2eme Partie - sous solution continue

™ proche de u? vérifiant 8" < un.

: : : h
On construit une fonction continue 57;( ) :

Théoréme 3.3.2. Soit ﬂl(-h)’"ﬂ la solution de . Alors il existe une fonc-

tion ﬁi(;f)’" et une constante ¢ indépendante de h et n, telle que

g <
|80 =i < en® poghf?

Preuve. On prouve le théoréme pour ¢ = 1. Le cas i = 2 est similaire. En

effet, ﬂgh)’nﬂ étant la solution de 'LV (13.3.27]), c’est aussi une sous solution, i.e
by w) < (fL + A, w), Yw € HY Q) w >0
ag’”’”“ < dans €y , Ugh)’"ﬂ =uy sur I
ainsi

—(h),n

(@7 w) < (A fug, -

1+wﬁ“ﬂm,vweﬂamxwzo

ag’"‘%”“ < dans Q , Ugh)’nﬂ =uy sur T,

alors, en appliquant le lemme [3.2.2] on obtient

a" "t <t = o(f) (3.3.32)
ou
3 :f1+A’uth—a§h)’” 1
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posons u = 9(f1,1,u}), utilisant la remarque et I'estimation (3.3.29)),

nous obtenons

n —(h),?’l
Uy — Uy

fi—h

~n+1 n+1
@t =it < e

Sc)\‘
1

< ch?[logh|®  (3.3.33)
ainsi, en combinant avec I'estimation ([3.3.33)) cela nous donne
at"" < utt 4 eh? [log b
finalement, choisissant
ﬁ£h),n+1 _ ﬂgh),n+1 — ch?|log h[*
on conclut le résultat immédiatement. 0J

3.3.3 Estimation d’erreur

Théoréme 3.3.3. Soient (u]™) (resp. (uly™)) les solutions de (3.2.29),(3.2.25)

(resp. (3.2.24)),(5.2.25)). Alors il existe une constante c indépendante de h et n,

telle que

”“i_“?hHHi < ch?|loghl?

n+1

s — ul < chllogh’

s

Preuve. En se basant sur les résultats du théoréme et le théoréme [3.3.2),

nous avons

uitt — it < ch?|log hf®
ultt —utt < ch? |log h|3

7
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par conséquent

Jup ™t — || < ch® flog b 5i =1, 2. (3.3.34)

(3
De plus
||uz _ un+1H < ||Uz _ un+1H 4 Hun+1 n+1H

Soit k = max(ky, ko), ainsi appliquons le théoréme et 'estimation (3.3.34]),

nous obtenons

Hul—ufh*l” < k2"||u u||LOO +ch2|logh\
<R =l + b log P

< k™ + ch? [logh’.

Nous choisissons n tel que

k,?n S h2
alors

i —wlp™]|. < ch®+ ch? [log h[®

< ch®|loghl|®.

Et par I'inégalité inverse nous obtenons

||uz - U?h—Hle 00(Q;) — < ch |10gh|
ce qui achéve la démonstration. ([l
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3.4 Expérimentation numérique

Dans cette section, on présente quelques résultats de tests numériques simples

comportant un maillage nonmatching. On pose
Q = [0,1]x[0,1], V =H)

Ox
fz,y) = sin(2rz)sin(27y)

) )
Au = —Au+05222 ¢ 0.5ya—” +0.045u
Y

Y(z) = 0,V el
Q1 = [0,21] x [0,1],Q9 = [22,1] x [0,1]

d:flfl—l'g, O<zo<ai <1
on arréte toutes les itérations quand
n—1 —6 n—1 —6
||u?h1 = Uiy, ||1 <10 et Hughz — Ugp, HQ < 107

Soit u, = 0 une valeur initiale.
Pour chaque macro-itération (itération de Schwarz ) nous avons employé sur
chaque sous domaine la méthode itérative de relaxation par projection, dont le

paramétre de relaxation est w = 1.5.
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14 erreur dans )y erreur dans €2 ity | ity | ity

d=20.5 1 / / 5 | 16 | 17
ro =025 | 2| 2.6479¢ — 03(/) 1.0995¢ — 03(/) 5 | 28 | 18
hy = 22%1 3| 6.4476e — 04(4.11) | 3.2312e — 04(3.40) | 5 | 103 | 29
ho = 2,312 4 | 1.5741e — 04(4.09) | 8.5800e — 05(3.76) | 5 | 332 | 104
d=0.25 1 / 6 | 16 | 16
To = 0.5 2| 2.6378¢ —03(/) 4.7167e — 04(/) 6 | 17 | 17
hy = 2[{H 3| 6.4414e — 04(4.09) | 1.5458¢ — 04(3.05) | 7 | 73 | 28
hy = 2512 4| 1.5692¢ — 04(4.10) | 4.4176e — 05(3.50) | 7 | 243 | 103
d=1/3 1 / / 4 | 16 | 16
ro=1/3 | 2| 5.6987e — 03(/) 2.0413e — 03(/) 5 | 17 | 16
h1 3X21£_1 3| 1.1146e — 03(5.11) | 5.4825e — 04(3.72) | 6 | 59 | 17
hy = 3;2(3 4| 2.8029¢ — 04(3.97) | 1.2620e — 04(4.34) | 6 | 197 | 59

TABLE 3.1 — Erreurs et nombre d’itérations pour : A =1

it3, indique le macro itération de Schwarz (itération extérieure),

— Le quotient des erreurs montre la bonne précision de la discrétisation, ainsi

sous domaine (itérations intérieures),

¢, indique le niveau du raffinage,

Nous constatons que :

I’ordre de convergence est égal a 2.

— Le nombre d’itérations de Schwarz it3 est borné indépendamment du pas

h; de la discrétisation.
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— Les valeurs numériques des erreurs pour chaque sous domaine décroissent
dés qu’on raffine le maillage ce qui nous assure la convergence de la solu-
tion.

— Puisque le maillage est nonmatching alors les valeurs numériques des er-
reurs dans le sous domaine €2, sont plus petites que celles de §2;.

— Le critére d’arrét des itérations de Schwarz itz est choisi de fagon que 'er-
reur entre deux itérations successives sur chaque sous domaine est inférieur
a 1075, Nous pensons qu'il est préférable de remplacer le test d’arrét sur
chaque sous domaine par un seul test sur le "overlap" 7 N Q5.

— Les résultats numériques montrent que dans le cas d’'une décomposition
symétrique, les itérations de relaxation par projection ity et ity sont pro-
portionnelles, par contre dans le cas non symétrique (cas d = 0.25) ne le
sont pas. De plus 'erreur est stable si la décomposition est symétrique cas
d = 0.5,d = 1/3, et dans l'autre cas ( d = 0.25 ) l'erreur pourrait étre
instable pour certains problémes, et ¢a provient que la taille de la matrice
d’un sous probléme est indépendante de ’autre, ce qui induit un accumule
d’erreurs d’arrondis plus grand que 'autre, dans ce cas nous conseillons

d’éviter les décompositions non symétriques.
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k =ity 1 2 3 4 5
u(0.5,0.25) | —0.23184e — 2 | —0.54148¢ — 2 | —0.55464e — 2 | —0.55510e — 2 | —0.55512¢ — 2
u*(0.5,0.5) | —0.36135¢ — 2 | —0.60834e — 2 | —0.62139¢ — 2 | —0.62191e — 2 | —0.62193¢ — 2
u*(0.75,0.5) | —0.53239¢ — 2 | —0.55319¢ — 2 | —0.55400e — 2 | —0.55403¢ — 2 | —0.55403¢ — 2
TABLE 3.2 — [térations de la solution pour : A =1,d = 0.5, h; = 2%, hy = 2%

— On remarque que les premiers chiffres qui sont aprés la virgule se stabilisent

a partir de l'itération it3 = 3, ce qui nous assure la convergence de la

solution.

— Les valeurs numériques sont négatives puisque 1’obstacle 1) = 0.

— Il aurait di calculer la solution du probléme global discrétisé sans décom-

position de domaine afin de comparer les deux méthodes au niveau du

temps de calcul, taille des matrices et nombre d’itérations de la résolution

des systémes d’équations linéaires.

ANC[1][2]3]4
1725555
1/314[5]66
1/416(6]|7 |7

TABLE 3.3 — Nombre d’itérations de Schwarz pour : A =1

— Si la valeur de la distance géométrique d croit, le nombre d’itérations

de Schwarz décroit, ce qui prouve que le nombre d’itérations it3 dépend

impérativement de la dimension de la partie géométrique commune €2;M€2s.

— La convergence est plus rapide si la taille du recouvrement est plus large.
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A=3 A=

g Zt3 ’Ltg Ztl Ztg ZtQ Ztl

d=05 [1[6 ] 16 |17]] 7 | 16 |17
15=025 [2]6 [ 27 [18][ 7 [ 25 [17
=g 3] 699 [27]] 7]94]26
heg == [4] 6 [320]99]] 7 [304] 94
d=025 [1] 7 ]16 [16]] 8 [ 15 [16
xo=05 [2] 7 [ 17 [16]] 8 [ 16 [ 16
hi=5 [3] 7] 71 [26]] 86825
hy =5t [4] 7 [237]99]] 8 [229] 94
d=1/3 [1][ 5] 16 [16]] 6 | 16 | 16
zo=1/3 [2]6 [ 17 [16]] 7 [ 17 |16
hi=359—|3| 6|5 [17]] 8 | 53 |17
hy =gz |4] 7 [190]56]] 8 [181]53

TABLE 3.4 — Nombre d’itérations pour : A=3 et A =6

On remarque que le nombre d’itérations de Schwarz varie suivant les valeurs
de A, par conséquent le temps et le volume de calcul s’accroit proportionnelle-

ment avec les valeurs de A. Alors il convient de choisir une valeur optimale de

A, on rappelle que dans notre cas

A > 0.1075
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— La surface de la solution numérique est tracée en collant les deux morceaux
de la solution des deux sous problémes.

— La surface est au dessous du plan XOY car u < 0.

— La valeur minimale de la surface est :u”(0.5,0.5) = —0.62193¢ — 2.

— Puisqu’on a considéré un maillage nonmatching alors le morceau de la
surface sur 25 est plus fin que celui de €2;.

— La surface prend la forme d’une fonction Sinusoidale car le second membre
f de I'inéquation comporte des fonctions sinus.

— Chaque courbe indique I’évolution de l'erreur de la solution entre deux
itérations successives de Schwarz dans un sous domaine €2; avec un pas
de discrétisation fixe h;. Nous constatons que la courbe est décroissante
ce qui signifie que I'erreur est stable (non perturbée) lorsque l'itération de

Schwarz it3 s’accroit.
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons proposé deux approches différentes permettant
d’estimer ’erreur en norme L*>° de l'algorithme de Schwarz pour des problémes
d’obstacle gouvernés par des inéquations aux dérivées partielles.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéréssés a un probléme d’inéqua-
tion quasi-variationnelle elliptique. Nous avons établi un ordre de convergence
de T'algorithme de Schwarz pour deux sous-domaines. L’approche développée
dans cette partie est fondée principalement sur la propriété de Lipschitzianité
de la solution par rapport aux conditions de Dirichlet sur les frontiéres
"T';,[e" et sur la convergence géométrique des systémes itératifs de Schwarz.
L’estimation d’erreur obtenue a contenu un facteur logarithmique avec une puis-

sance supplémentaire de |logh| que prévu.

Dans les expressions (2.2.19)), (2.2.20)) et a l'itération (n + 1) 'obstacle Mul,

dépend de la solution a l'itération n, ce qui nous impose a conserver en mémoire
machine les deux solutions u?, et ul,t" pourqu’on puisse tester I'une a 'autre.

Puis dans un deuxiéme temps, nous avons estimé l’erreur de l'algorithme de
Schwarz pour une inéquation variationnnelle & opérateur noncoercif. L’approche
utilisée dans cette partie est reposée essentiellement sur la propriété de Lip-
schitzianité de la solution par rapport au second membre f et sur la convergence

géométrique des systémes itératifs de Schwarz. L’estimation d’erreur obtenue sur
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chaque sous domaine est quasi optimal avec un ordre de convergence h?|log h|>.
Dans la démonstration des théorémes d’estimation d’erreur, nous avons supposé
k™ < h, il serait trés intéréssant de chercher une estimation a priori de I'itération
n de Schwarz.

Du co6té numérique, les résultats sont satisfaisants. Le meilleur résultat est ob-
tenu pour un recouvrement grand. Les résultats numériques présentées pour une
décomposition en deux sous domaines symétriques sont plus robustes qu’une dé-
composition non symeétrique.

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de Schwarz multiplicative. Une
extension de ce travail serait d’appliquer la variante additive et cela nous per-

mettra de comparer les deux variantes.
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Appendice A

Les fonctions et les boucles de la programmation de la méthode de
Schwarz sur un logiciel Mathlab pour un probléme d’inéquation quasi-

variationnelle - Maillage nonmatching -

1. Calcul des coordonnés nodales

Mcoord-nodalll.m, Mcoord-nodall2.m

2. Connectivité nodale

Mconect-nodalll.m, Mconect-nodall2.m

3. Conditions aux frontiéres

Mfrontiere-u01.m, Mfrontiere-u02.m

4. Remplissage des conditions aux limites discrétes des 2 problémes

Mbcval-U01.m, Mbcval-U02.m

5. Assemblage des matrices élémentaires

Massemble-mat1l.m, Massemble-mat2.m

6. Calcul des 2 vecteurs de droite

MlocalF1-11.m, MlocalF1-12.

7. Assemblage des vecteurs de droite

MassembleF1-11.m, MassembleF1-12.m

75



8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ajout des conditions aux limites aux membres de droite

Mbound-U01.m, Mbound-U02.m

Matrices extraites

Mbound-k01.m, Mbound-k02.m

Iteration de ’algorithme de Schwarz

10.1. Remplissage des conditions aux limites discrétes probléme 1
10.2. Ajout des conditions aux limites au membre de droite FF1
10.3. Vecteur de droite extrait FFF1

10.4. Méthode de relaxation pour le probléme 1

10.5. Passage au probléme 2

10.6. Remplissage des conditions aux limites discrétes probleme 2
10.7. Ajout des conditions aux limites au membre de droite FF2
10.8. Vecteur de droite extrait FFF2

10.9. Méthode de relaxation pour le probléme 2

10.10. Test d’arrét des itérations de ’algorithme de Schwarz
Remplissage du vecteur solution globale v, composé de vl et v2
Remplissage du vecteur obstacle global G, composé de G1 et G2

Conditions aux frontiéres sur le carré entier

Mfrontiere-v0.m, Mbcval3-v0.m
Chargement du vecteur solution numérique U, et de I'obstacle GG

Tracé de 'obstacle GG
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16.

17.

18.

19.

Tracé de la solution numérique Usol
Tracé de I'obstacle GG et de la solution numérique Usol

Calcul de la solution exacte

uexactfunc = inline(’-sin(pi*x).*sin(pi*y)’,’x’,’y’)

Calcul de l'erreur

erreurl=norm(Usol- uexact, inf)
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