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Existence et unicité de la solution d’'une équation
différentielle fractionnaire impulsive de temps infini dans un
espace de Banach

Résumé

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans dif-
férents domaines scientifiques comme la physique, I'ingénierie, la médicine, I'électrochi-
mie, la théorie du controle, etc. Lefficacité de ces équations dans la modélisation de plu-
sieurs phénomeénes du monde réel a motivé beaucoup de chercheurs a étudier leurs aspects
quantitatifs et qualitatifs.

Lobjectif de cette these est de contribuer au développement de la théorie d’existence
et d'unicité de solutions des équations différentielles fractionnaires en étudiant deux types
de ces équations dans des espaces de Banach. Les résultats obtenus dans ce travail sont
basés sur les techniques du point fixe. Nous étudions d’abord une équation différentielle
fractionnaire quasi-linéaire de type neutre présentée sous forme d'un probleme de Cauchy
avec condition initiale non locale. Nous présentons alors quelques résultats d’existence et
d’unicité ainsi que la dépendance continue de la solution par rapport a la condition initiale.
Ensuite nous nous intéressons a I’étude d’'une équation différentielle d’ordres fractionnaires
multiples soumise a des conditions impulsives. Nous établissons ainsi I’existence globale
de la solution en utilisant la méthode du point fixe combinée avec un certain procéssus de
continuation. Nous concluons les résultats obtenus par des exemples illustratifs.

Mots-clés : Calcul fractionnaire, conditions impulsives, théorémes de point fixe, conditions

non locales, probleme a valeur initiale, existence globale.




Existence and uniqueness of a solution to an infinite time
impulsive fractional differential equation in a Banach space

Abstract

The fractional differential equations (FDEs) appear as a natural description of observed
evolution phenomena in various scientific areas such as physics, engineering, medicine,
electrochemistry, control theory, etc. The efficiency of these equations in the modeling of
many real-world problems motivated a lot of researchers to investigate their quantitative
and qualitative aspects.

The aim of this thesis is to contribute to the development of the study of existence and
uniqueness of solutions to fractional differential equations where we investigate two types
of such equations in Banach spaces. The derived results are based on some fixed point theo-
rems. First, we are concerned with existence, uniqueness and stability of the solution of
some neutral quasi-linear fractional differential equation presented in the form of a Cauchy
problem subjected to a nonlocal initial condition. Next, we establish the global existence
of the solution to a certain fractional differential equation with multi-orders subjected to
impulsive conditions in a finite dimensional Banach space. Illustrative examples are also
presented.

Keywords : Fractional calculus, impulsive conditions, fixed point theorems, non local condi-

tion, initial value problem, global existence.
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Introduction générale

E calcul fractionnaire connait a I’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-
L cheurs en sciences fondamentales et appliqueés. En fait, il étend les opérations de
dérivation et d’'intégration aux ordres non entiers. Au début c’était presque un jeu d’esprit
pour certains mathématiciens de renommée, qui voulaient généraliser la notion de différen-
tiation d’ordres entiers a des ordres fractionnaires, permettant le calcul de la dérivée d’ordre

a réel ou complexe d'une fonction différentiable f(¢) soit:

d®f (1)
dte

@ )o) =

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces origines

remontaient a la fin du 17/ siécle, partant de la réponse de G.W. Leibniz concernant la

n

T sin= % Son intérét n’est reconnu

question de 'Hopital, posée sur la signification de
que durant les deux derniéres décennies du 20°*° siecle oi1 de nombreuses applications ont
été développées utilisant ce concept. Un exposé historique détaillé est donné en introduc-
tion de [58] ; de plus, cet ouvrage est sans doute 'un des premiers a rassembler des résultats

épars.

Le calcul fractionnaire a été intensivement développé depuis la premiéere conférence sur
ce domaine en 1974 [61]. Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante
da principalement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appli-

quées et de I'ingénierie ou il a été remarqué que le comportement d’'un grand nombre de



Introduction

systemes physiques peut étre décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui fournit
un excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux et proces-
sus [10} 11} 25} 27, 44, 45| 149| 51]. Donc, il est trés important d’établir une théorie claire et

nette pour I'étude et I'analyse des opérateurs et systemes d’ordres fractionnaires.

Tout d’abord, plusieurs mathématiciens ont apporté des contributions importantes jus-
qu’a la moitié du dernier siecle : PS. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823 —
1826), H. Holmgren (1865 —67), A.K. Griinwald (1867 — 1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H.
Laurent (1884), PA. Nekrassov (1888), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892 —-1912), S. Pin-
cherle (1902), G.H. Hardy and J.E. Littlewood (1917 —1928), H. Weyl (1917), P. Lévy (1923), A.
Marchaud (1927), H.T. Davis (1924—-1936), A. Zygmund (1935—-1945), E.R. Love (1938—-1996),
A. Erdélyi (1939 — 1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Ces développements mathématiques obtenus ont été tres différents de ceux utilisés dans
le calcul ordinaire. A cette époque, Il n'y avait presque pas d’applications du calcul frac-
tionnaire. Depuis longtemps, il a été considéré par certains comme un domaine abstrait ne
contenant que des manipulations mathématiques avec peu ou pas d’utilité. Il y a presque
30 ans, ce paradigme a commencé a se passer des mathématiques pures aux applications
dans différents domaines. Les opérateurs et les systemes d’ordres fractionnaires ont été
appliqués dans presque tous les domaines de la science. Les divers domaines ou le calcul
fractionnaire a fait un impact profond comprend la viscoélasticité et la rhéologie, le génie
électrique, I'électrochimie, la biologie, la biophysique et le génie biologique, le traitement
du signal et d'image, la mécanique, la mécatronique, la physique, et la théorie de la com-
mande. Bien que certaines questions mathématiques restent non résolues, beaucoup de
difficultés ont été surmontées, et la plupart des problemes mathématiques clés documen-
tés dans le domaine ont été résolus a un point ou plusieurs outils mathématiques sont les
meémes pour les deux calculs, régulier et fractionnaire. Les ouvrages déja cités précédem-
ment ont été trés utiles dans I'introduction du calcul fractionnaire aux chercheurs des diffé-

rentes communautés scientifiques. En plus, on peut compter plusieurs travaux fondamen-

iv
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taux [28, 29, 34} 39,160, 59, 66], qui fournissent une bonne compréhension des opérateurs et
des systemes d’ordres fractionnaires.

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaient comme une descrip-
tion naturelle de nombreux phénomenes d’évolution dans le monde réel. La majorité des
processus dans les sciences appliquées sont représentés par des équations différentielles.
Cependant, la situation est différente dans certains phénomenes physiques subisant des
changements brusques au cours de leur évolution comme les systémes mécaniques avec
impact, les systemes biologiques (battements du coeur, flux du sang,...), la dynamique des
populations, les disastres naturels, etc. Ces changements sont souvent de tres courtes du-
rées et sont donc produits instantanément sous forme d’impulsions. La modélisation de
tels phénomeénes nécessite I'utilisation des formes qui font intervenir explicitement et si-
multanément I'évolution continue du phénomeéne ainsi que les changements instantanés.
De tels modeles sont dits "impulsifs" ; ils sont évolutifs de processus continus régis par des
équations différentielles combinées avec des équations aux différences représentant I’effet

impulsif subi.

Présentation de la thése

Dans cette thése nous nous intéressons a I'étude de deux classes d’équations différen-
tielles d’ordres fractionnaires, elle est organisée en trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous présentons des notions préliminaires nécessaires pour la
bonne compréhension de ce manuscrit. Ce chapitre est partagé en trois sections. La pre-
miere section présente une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour le dé-
veloppement des chapitres qui suivent. Les concepts de base et les principales propriétés
des opérateurs d’ordres fractionnaires y sont répertoriés. Dans la deuxieme section nous
traitons des systemes impulsifs en présentant un exemple concret d’'une application de tels
systemes en médecine. Enfin nous rapelons les différents théoremes de point fixe utilisés

dans ce travail.
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Lobjet du deuxiéme chapitre est I'étude de I'existence et 'unicité de solutions pour le

probléme différentiel fractionnaire soumis a une condition non-locale suivant :

C@(‘)’i(y(t) +o(t,y(0) = AL, y()y(®) + f(t,y(1), t€ ] =[0,00),
y(0) +g(y) = yo,

Nous commencons d’abord par établir une équivalence entre ce probleme et une cer-
taine équation intégrale. Ensuite, nous présentons dans la deuxieme section notre premier
résultat d’existence en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. La validité de ce ré-
sultat sera illustrée par un exemple adéquat. Un deuxiéme résultat d’existence sera présenté
dans la derniére section. Il s’agit d'un résultat d’existence et d'unicité obtenu a 'aide du
principe de contraction de Banach. Nous montrons par la suite que cette solution dépend
continGiment de la donnée initiale du probléeme. Ce résultat est également illustré par un
exemple concret.

Le dernier chapitre est consacré al’étude du probléme fractionnaire impulsif semi-linéaire

d’ordres multiples suivant

C@%’Cy(t) =AWy + f(t,y(®), teJr, k=0,1,..,,
y(©0) =y € X, (P)
yD) =y + L(y(t), k=0,

Apres la présentation, a I’aide d'un exemple illustratif, de la notion d’'un probléme fraction-
naire impulsif d’ordres multiples, nous abordons la question d’existence globale de la so-
lution du probleme (P). Nous commengons par établir une équivalence entre ce probleme
et une équation intégrale. Ensuite, nous prouvons |’existence de la solution en passant par
deux étapes :

 Dans la premiere, nous montrons l'existence de la solution sur un intervalle borné al’aide
du théoréme du point fixe de Schauder.

¢ Dans la deuxieme, nous utilisons un procéssus de continuation pour étendre le résultat

d’existence a la demi droite réelle positive.

vi
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Nous terminons ce chapitre par un exemple illustratif.
Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats réalisés et suggere les

perspectives futures pour la suite de ce travail de recherche.

vii



Notations

N : ensemble des nombres entiers naturels.

N* :=N\ {0}.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

Lyla, b] : espace des fonctions mesurables de puissance p € [1, +oo) intégrables sur [a, b].
Lsola, b] : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a, b].

C([a, b], X) : espace des fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans un espace de Banach X.
AC([a, b)) ou AC}([a, b)) : espace des fonctions absoliment continues sur [a, b].

AC"([a, b)) : espace des fonctions y : [a, b] — Rtelles que y(”_l) € ACY([a, b)) et y(k) e C(la, b)),
k=1,..,n-1.

I'(.) : la fonction Gamma.

B(,,.) : la fonction Béta.

I7y : intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre a > 0.

27y : dérivée fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville dordre a > 0.

€9y : dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo dordre a > 0.

Y0 _ —o.

%, : espace des fonctions y € C([a, b], X) telles que tl—iI!-nooH'[aH

26 (la, b, X) : espace des fonctions continues par morceaux sur [a, b] a valeurs dans un es-

pace de Banach X.

viii



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhen-
sion de ce manuscrit, il est partagé en trois sections. La premiére section comporte un
bref rappel sur les éléments de base de la théorie du calcul fractionnaire ainsi que quelques
exemples d’applications de cette théorie dans certains domaines scientifiques. La deuxieme
section est consacrée a la présentation de la notion de systemes impulsifs. On conclutle cha-

pitre par une section réservée aux différents théoréemes de point fixe utilisés dans ce travail.

1.1 Calcul fractionnaire

Le concept du calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de 'intégra-
tion ordinaires a un ordre arbitraire. Les dérivées d’ordres non entiers sont a présent large-
ment appliquées dans de nombreux domaines, par exemple, en probabilité, viscoélasticité,
électronique, économie, mécanique et en biologie, etc. Un intérét particulier pour la dériva-
tion fractionnaire est lié a la modélisation mécanique des gommes et des caoutchoucs. En
bref, toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations antérieures
notamment a caractere viscoélastique. En effet, la dérivation fractionnaire s’y introduit na-

turellement.



1.1. Calcul fractionnaire

Il existe plusieurs définitions mathématiques de I'intégration et de la dérivation d’ordre
fractionnaire. Ces définitions ne menent pas toujours a des résultats identiques mais sont
équivalentes pour une large gamme de fonctions.

Dans ce chapitre, on introduira ’opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les deux
définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires a savoir celle de Riemann-Liouville

et de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces notions.

1.1.1 Espaces L”

Soit [a, b] (—oo < a < b < 0o) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1.1 Soit p €e R avec1 < p < oco. On note par LP[a, b] l'espace des classes d’équi-

valence de fonctions de puissance p-intégrables sur |a, b] a valeurs dans C :
LP(la, b)) ={f : la,bl — C; f mesurable, et || f];, <oo},

avec
1/p

b
v = ([ 1701 ax)

Lespace LP[a, b] muni de la norme ||. || » est un espace de Banach.

Si p = 2, alors L?([a, b]) est I'espace des classes d’équivalence de fonctions mesurables de
carré intégrable sur [a, b].

Le produit scalaire sur L%[a, b] est défini pour toutes f,g € L%([a, b)) par

b
(f> 8)12(1a,b) =ff(x)ﬁdx.

Lespace L?([a, b]), muni par la norme

1/2

b
17 zamn = | [ 17C0F dx|
a

est un espace de Hilbert.



1.1. Calcul fractionnaire

1.1.2 Fonctions absoliiment continues

Soit maintenant [a, b] (—oo < a < b < oo) un intervalle fini.

Définition 1.1.2 On note par AC(la,b]) lespace des fonctions absoliiment continues sur

[a, b] constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-sommables i.e :
X
feAC([a, b)) < Ape L (la,b)) telle que f = c+f p)dt.
a

Ainsi, toute fonction f absoliiment continue posséde une dérivée sommable f' = ¢, presque

partout sur [a, b], et donc c = f(a).

Définition 1.1.3 On note par AC"([a, b]), ne N*={1,2,3...}, 'espace des fonctions f définies
surla, b] a valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a, b] jusqu'a l'ordre n—1 et telles

que f"V e AC((a, b)) i.e.

Ac"(a,b) = {f:Q—C: fPeclab), k=0..n-1, f" Ve AC(a,b)}.
Remarque 1.1.1 Ona ACY([a, b)) = AC(la, b))

Une caratérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Une fonction f € AC"([a, b]), n € N*, si et seulement si elle est représentée sous

la forme

(k)
fa = f(x ) ('”(t)dHZf ()(x a)*.

-1)!

1.1.3 Fonctions Gamma et Béta

Dans ce paragraphe nous introduisons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées
ultérieurement. Ces deux fonctions jouent un role tres important dans la théorie du calcul

fractionnaire.



1.1. Calcul fractionnaire

Définition 1.1.4 La fonction Gamma d’Euler est une fonction qui prolonge naturellement la
factorielle aux nombres réels, et méme aux nombres complexes. Pour z € C tel que Ze(z) > 0,

on définit la fonction Gamma par

o0

I'(z) :fe"tz—ldt. (1.1)
0

En intégrant par parties dans (1.1), on montre que
I'z+1)=zI(2), Ze(z)>0. (1.2)
La propriété permet d’établir que
I'n+1)=n!, VneN.

La fonction Gamma peut étre représentée par la limite

n'n®

I'(z) = lim

, Re(z)>0.
n—ooz(z+1)...(z+ n)

Définition 1.1.5 La fonction Béta est un type d'intégrale d’Euler définie pour des nombre

complexes z et w par

1
B(z, w) :ftz_l(l— n¥ldr, Re(z)>0, Ze(w) > 0. (1.3)
0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

_T@T(w)

B(z, w)
I'(z+ w)

, Re(z) >0, Ze(w) > 0. (1.4)

Il s’ensuit de (1.4) que

B(z,w) =B(w,z), Xe(z)>0, Ze(w) > 0.



1.1. Calcul fractionnaire

1.1.4 Intégrale et dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville

Selon 'approche de Riemann-Liouville sur le calcul fractionnaire, la notion d’intégrale

fractionnaire d’ordre a, (a > 0) généralise la célebre formulelﬂd’intégrales répétées n-fois

4 S1 Sn-1
(Igf)(t):fdslfdsz... f f(sp)dsy (1.5)

_1)'f(t $)""Lf(s)ds, neN*,

qui réduit le calcul de la n°™ primitive d’'une fonction f continue sur un intervalle [a, b] a

une seule intégrale de type convolution.

Notons par 2", n € N, 'opérateur de dérivation d’ordre 7, alors on a

Q"IN=1, I'9"#], (1.6)

ou I est 'opérateur d’identité.

Définition 1.1.6 L’intégrale fractionnaire d’ordre a > 0 de Riemann-Liouville d’'une fonction
f € L'a,b) est donnée par

t

IFNH @)= ﬁf(t—s)“_lf(s)ds, t>a. (1.7)

a

Définition 1.1.7 La dérivée fractionnaire d'ordre & > 0 au sens de Riemann-Liouville d'une

fonction f définie sur un intervalle [a, b] deR est donnée par

@5HW=2"I]"%f(1) (1.8)

1

- n-a-1
“Tn- a)( )f(t s) f(s)ds, t>a,

oun=al+1, et|a] est la partie entiere de .

1. Cette formule est généralement attribuée a Cauchy.



1.1. Calcul fractionnaire

En particulier, si @ =0, alors

@2 () =I0fF(1) = f(2).

Sia=neN, alors

@ f)(t) = f™(1).

SideplusO<a<1,alorsn=1,dou

@%f)(1) = f(r 9O f()ds, > a

a)dt

Remarque 1.1.2 La définition de la dérivation d’ordre fractionnaire est basée sur celle d'une
intégration d’ordre fractionnaire, une dérivation d’ordre fractionnaire revét un caractere glo-
bal contrairement a une dérivation entiere. Il s'avere en effet que la dérivée d’ordre fraction-
naire d’'une fonction nécessite la connaissance de f (t) sur tout l'intervalle]a, t[, alors que dans
le cas entier, seule la connaissance locale de | autour de t est nécessaire. Cette propriété per-
met d’interpréter les systemes d’ordres fractionnaires comme des systéemes a mémoire longue,

les systemes entiers étant alors interprétables comme des systemes a mémoire courte .

Exemple 1.1.1 Soienta >0, y> -1, et f(t) = (t—a)?, alors

Iz (1) = M(t—a)““, a>0,y>-1.

I'y+a+1)
a _ I'(y) _ r-a B
(@“f)(t)_—l“(y—a+1)(t a)?’ % a>0,y>-1.
En effet,
t
a — 1 _ a1l Ny
(I, ) = @) f(t s) (t—a)'ds. (1.9)

Effectuant le changement de variable

t=a+0(t—a), 0=60<], (1.10)
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alors, (1.9) devient
1

—_ q\aty
wfm’(l_g)“—ldg
0

(U @) = (@)

En utilisant et la propriété (1.4) on arrive a

By +1,a)

a 7 _ (X+)/

7 )@ (@) (t—a)
M(t_aﬂm_
I'y+a+1)

En particulier, siy = 0 et a > 0, alors la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une

constante est en général non nulle. En effet, on a

a _ C _ —-a

Il est aisé d’établir le résultat suivant :
Proposition 1.1.1 Soienta >0 etn=[a]+1, alors

@2H)(=0 = f(O=) c;t-a)* I, Ye1,...,cheR.
j=1

En particulier, si0 < a < 1, alors
@) () =0 < f(=ct—-a)*', VceR.
Enoncons maintenant quelques propriétés des opérateurs I et 2.

Lemme 1.1.2 [40] Lopérateur d’intégration fractionnaire I, a > 0 est linéaire et borné de
Uespace LP[a,b] (1 < p <oo) dans lui méme, i.e3k >0 tel que :

_W-a"

||Igf||p < k||f||preLP[a,b] ,olL k= PR

Le résultat suivant caractérise les conditions nécéssaires pour 'existence de la dérivée frac-

tionnaire 2.
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Lemme 1.1.3 [40] Soient a >0 et n = [a] + 1. Si f € AC"[a, b, alors la dérivée fractionnaire

D7 f existe presque partout sur [a, b] et elle est representée sous la forme

a ol f(k)(a) k-« : n—a-1 p(n)
@)= kzz‘bm(t—a) + To—® f(t—s) M (s)ds.

Une propriété importante de 'opérateur d’intégration fractionnaire I3, dite propriété du

semi-groupe, est donnée par le lemme suivant :
Lemme 1.1.4 /53] Sia >0, >0, alors l'équation

I 0 = ayr po, (1.11)
est satisfaite presque partout sur [a, b], pour toute f € LP[a,b],1 < p < oo.

Démonstration. Soit f € LP[a, b], alors on a grace au théoreme de Fubini

IO f (t— )% VI P)(s)ds

I'(a)

_ 1 a1 _np-1
_—r(a)r(ﬁ)f(t 9 drf(s HFLF@©)dE

a-1 p-1
v )F(ﬁ)ff(cf)dcff(t 99 s— &P ds

— 1 _ na+p-1
F(CH-’B)([U O™l f(E)de

=P ).

D’otu le résultat. m
Une des propriétés importantes qui lie la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

avec l'intégrale fractionnaire est la suivante :

Lemme 1.1.5 Poura >0et f€ L'[a,blona

@I ) () =f(1), p.p surla,b) (1.12)
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La propriété (1.12) signifie que 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville est un inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville du méme ordre.

Démonstration. D’apres et la propriété (I.11), on a pour n = [a] + 1
DSISHD =2 "I *I°f()=2" 1" f(t) = f(t), p.p sur |a,b],

ce qui établit le résultat m

1.1.5 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les dérivées de Riemann-Liouville ont certains inconvénients lorsque on essaie de mo-
déliser des phénomenes du monde réel. Les problemes étudiés exigent une définition des
dérivées fractionnaires permettant l'utilisation des conditions initiales physiquement in-
terprétables incluant y(0), y'(0), etc. Ces défaillances ont conduit vers la fin des années
soixante, a une définition alternative des dérivées fractionnaires qui satisfait ces demandes;
elle a été introduite par Caputo [23]. En fait, Caputo et Mainardi [24] ont utilisé cette défini-
tion dans leurs travaux sur la viscoélasticité.

Dans cette section on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Soit [a, b] un intervalle fini de R, et soit I et 2 les opérateurs d’intégration et de dérivation

fractionnaires donnés par (1.7) et (1.8) dans la section précédente.

Définition 1.1.8 La dérivée fractionnaire d’'ordre « > 0 de Caputo d’'une fonction f définie

surla, b] est donnée par

n-1 r(k)
Coa _ o H(a) k
20 (1) =28 f(t)—l;) a(t-at, (1.13)
ol
n=lal+1, sia¢N, etn=asiaecN". (1.14)
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Si a =0, alors

Ca0f @) = 0.
En particulier, lorsque 0 < a < 1, la relation prend la forme
Cof0=2; ([0~ f@]).

Dongc, si @ ¢ Net f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo

(1.13), et celle de Riemann-Liouville (1.8) existent, alors elles sont liées 'une a I’autre par la

relation
(C@“)f(t) =@, - nilﬂ(t— a)* % (n=[al+1) (1.15)
a S Ta S Tk-a+1) ’ B ' ‘
En particulier, lorsque 0 < @ < 1, on a
fla)

C29f() =@ f)(1) - (t—a)™@. (1.16)

rli-a

D’apres la relation (1.15), si @ ¢ N, alors la dérivée de Caputo (1.13) coincide avec la dérivée
de Riemann-Liouville (1.8) si la fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a I'ordre n —

1 (n = [a] + 1) sannulent au point 4, i.e.
C2iNHW0) =@ = fl@=f(@=..=f"a)=0.

Si @ = n €N etla dérivée usuelle " (¢) existe, alors (“2%) f (1) coincide avec f" (1) i.e

C29f(1) = f" (). (1.17)

La dérivée fractionnaire de Caputo (1.13) est définie pour les fonctions f(¢) pour les-
quelles la dérivée de Riemann-Louville (1.8) existe, en particulier, elle est définie pour les

fonctions f(t) € AC"[a, b]. On a le théoréeme suivant :

Théoréme 1.1.1 [40] Soit a > 0 et soit n donné par (1.14). Si f € AC"[a, b, alors la dérivée

fractionnaire de Caputo (“@% f)(t) existe presque partout sur [a, b).

10
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(i) Sia ¢ N, alors C@gf(t) est donnée par

t
1 _ n—a-1 ¢(n)
iy f(t s) 7 (s)ds, (1.18)

Coa —
( @“f)(t)_r(n

= "G f (D).
En particulier, lorsque0 < a <1 et f € ACla, b], alors

1
ri-o

t
(C@Z)f(t) = f(t—s)_“f'(s)ds (1.19)
a

=1} f'(1).
(ii) Sia = neN, alors 2™ f(1) = f(¢).

Démonstration. D’apres la définition, on a

n—1 g(k)
C29f (1) =22 (f(t) -y %m a)k)
k=0 :

n—1 (k)
=", ¢ (f(t)—Zf (a)(t—a)’“).

i k!

Posons

n—1 (k)
y(t):lg‘“(f(t)—zf (a)(t—a)k).

=0 K
D’apres (1.7), on a
t

_ (t_ S)n—oc—l n—lf(k)(a) &
ﬂ”‘fﬂ(ﬂs)—g R b

a

Integrant par parties, on aura

t
_ (t_s)n—a—l n—lf(k)(a) B
f(t)—fw(f(s)—kgb 0 (s—a)"|ds

_ an—a n—1 £k)
Ut (f(S)—Zf (a)(s—a)")

T Tm-a+1) Pl

s=t

S=a

t
(t—s)" @ nea n—lf(k)(a) %
-l-mf([ s) 9(]6(8) ]CZ:‘Z) I (s—a)"|ds

n—1 £k)
_ gh—a+l _ f (61) _ k
=1 @(f(t) kz=o o (- )

11



1.1. Calcul fractionnaire

En répétant ce procédé n fois, on trouve

n-1 r(k)
f(t)ZIg_CHn@n (f(t)— Zf k'(a)([—(l)k)
k=0 .

n—1 r(k)
=11 2" (f(t) -2 ! k,(a) (t- a)k).
k=0 :

(k)
Or, Z g ( ) (t— a)* est un polynéme de degré n — 1, par conséquent
k=0
F()=11"D" f(1).
Ainsi,

C29f(1)=2"9(1)
=" I YD" f(1).

=17%9" f(1)

14

_ _ ah—a-1 ¢(n)

_F(n—a)f(t TS ds
a

d’ot le résultat. m

Théoréme 1.1.2 [40] Soient a > 0, n donné par et f € C"[a,b]. Alors la dérivée frac-

tionnaire de Caputo (“2%) f est continue sur [a, b).

(i) Si a ¢ N, alors (C@f{f)(t) est donnée par . En particulier, elle prend la forme
pour0<a<1.

(ii) Sia =neN, alors D" f (1) = f(1).

Exemple 1.1.2 Soient0< a<letf(t)=(t—a)’, y>—1. Alors

I'y+1)

Cona _
(Zap0= T(y—a+1)

(t—a)’ ™. (1.20)
En effet,

C2°H ) =1f (1)

a r-1
F(l— )f(t ) Y s—a)'ds.

12
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En efféctuant le changement de variable (1.10), on aura

1
C2eNH) = rist-a [ 1 -9 s
0
—Y — gY@ —
1ﬂ(l_a)(t a) " *B(y,1-a)
Lo+D e
I'y—a+1)

En particulier, la dérivée fractionnaire de Caputo d’'une constante est nulle :
“@%C=0, VCeR. (1.21)

La dérivée fractionnaire de Caputo C@g, comme celle de Riemann-Liouville, représente

I'opération inverse a gauche de 'intégrale fractionnaire 3.
Lemme 1.1.6 Soient a >0 et f € L*[a, b], alors
D515 H(0) = (D).
Lemme 1.1.7 Soita >0, et f € L*°[a, b] alors
I%CQ%f(1) = f() +co+ CrE+Cot? + oo+ Cpor 171,
pour certains contsantesc; €R,i=0,1,...,n-1, m=[a]+ 1.

On a défini la dérivée fractionnaire de Caputo d'une fonction f sur un intervalle fini
[a, D] par (1.13), et on a vu dans le Théoreme[I.1.1]qu’elle peut étre représentée par et
a condition que f € AC"[a, b]. En fait, la formule peut étre utilisée pour définir
la dérivée fractionnaire de Caputo sur le demi axe R*. En effet, la dérivée fractionnaire de

Caputo d’une fonction f € AC"[0,00) sur le demi axe R* est donnée par
2. f)() = f(t s)"" LM 9yds, t>0.

En particulier, lorsque 0 < a<1let f € AC'[0,00), alors

CE) f (1) = f(r 9 F(9)ds, t>0.

13
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1.1.6 Applications des systémes fractionnaires

Les systémes fractionnaires apparaissent de plus en plus dans les différents domaines
de la recherche. Toutefois, I'intérét progressif que I'on porte a ces systémes est leurs appli-
cations en sciences fondamentales et appliquées. On peut noter que pour la majeure partie
des domaines présentés ci dessous, les opérateurs fractionnaires sont utilisés pour prendre
en compte des effets de mémoire. Mentionnons les ouvrages [39,/60] qui regroupent diverses

applications du calcul fractionnaire.

En Automatique :
En automatique, ce n'est qu'au début des années 1990 que le régulateur CRONE (commande
robuste d’ordre non entier) était proposé par Oustaloup [51]. En profitant des propriétés
avantageuses des systemes d’ordres fractionnaires, ce régulateur permet d’assurer la robus-
tesse de la commande dans une bande de fréquence donnée. La réussite de cette approche
fut énorme, plusieurs variantes de cette commande ont vu le jour (167e, peme gp geme géné-
rations). Et depuis, La commande d’ordres fractionnaires a attiré ’attention de nombreux
chercheurs. En 1999, Podlubny [54] a proposé le régulateur PI*DP comprenant une inté-
gration fractionnaire d’ordre « et une dérivation fractionnaire d’ordre 8, élargissant ainsi le

champ d’applications du calcul fractionnaire a la théorie de la commande.

En Physique :
Une des applications les plus remarquables du calcul fractionnaire en physique était dans
le contexte de la mécanique classique. Riewe [55] a montré que le Lagrangien contenant des
dérivées temporelles d’ordres fractionnaires conduit a une équation du mouvement avec
des forces nonconservatives telles que les frottements. Ce résultat est remarquable du fait
que les forces de frottement et les forces nonconservatives sont essentielles dans le traite-
ment variationnel macroscopique habituel, et par conséquent, dans les méthodes les plus
avancées de la mécanique classique. Riewe a généralisé le calcul des variations habituel au
Lagrangien qui dépend des dérivées fractionnaires [56] afin de traiter avec les forces non-

conservatives habituelles. D’autre part, plusieurs approches ont été développées pour gé-

14
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néraliser le principe de moindre action et I’équation d’Euler-Lagrange au cas des dérivées
fractionnaires [3} 4].

En Mécanique des milieux continus :
La déformation des milieux continus (solides ou liquides) est souvent décrite a I'aide de
deux tenseurs, celui des déformations noté ¢;; et celui des contraintes o;;. Certains ma-
tériaux, comme les polymeres (gommes, caoutchouc,...), présentent un comportement in-
termédiaire entre caracteres visqueux et élastiques, qualifié de visco-élastique. De tels sys-

temes peuvent étre modélisés a l’aide de la relation suivante entre les deux tenseurs :
oij=Ee;j () +nP%;j(1), O0<a<l.

Cette loi est justifiée par Bagley et Torvik dans [10,[11] (pour a = %). Dans [52], I'introduction
de dérivées fractionnaires dans le cas de polymeéres est motivée par I’analyse suivante : a
cause de lalongueur des fibres, les déformations appliquées prennent du temps a étre com-
muniquées de proche en proche (lalongueur des fibres enroulées, étant bien supérieure a la
distance géométrique). Elles sont progressivement amorties et induisent des effets de mé-
moire ('état a 'instant ¢ va dépendre des états antérieurs). Si la contrainte décroit comme
t~0+® 'elle pourra induire une dérivée fractionnaire d’ordre a . Cet opérateur permet ainsi
de donner une description macroscopique simple (ne nécessitant que peu de parametres)
de phénomeénes microscopiques complexes.
En Acoustique :
Pour certains instruments de musique a vent les pertes visco-thermiques peuvent étre mo-

délisées efficacement a I'aide de dérivées fractionnaires temporelles [38].

15
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1.2 Systemes impulsifs

Une classe particuliére de systemes hybrides sont les systemes impulsifs, qui présentent
une combinaison d'un processus continu décrit par une équation différentielle ordinaire
(EDO) et des sauts instantanés de 1’état ou impulsions. Les systemes différentiels impulsifs
ont été observés naturellement dans plusieurs modeles et phénomemes. Par exemple, dans
le modeéle de choc Bautin, d'un mécanisme de ’horloge, dans I’étude de la distribution de
médicaments dans le corps humain, dans le controle des modeles de Lotka-Volterra, etc.

La théorie des équations différentielles impulsives a été initiée par A. Mishkis et V. D.
Mil'man en 1960 [46]. Le développement de cette théorie était relativement lent a cause
de la difficulté de manipulation de telles équations, V. Lakshmikantham, L. Byszewski, D.
Bainov et S. Simeonov ainsi que d’aures chercheurs ont participé a I'’enrichissement et la
popularisation de la théorie des équations différentielles impulsives a partir de 1991 [6, (7,8,

9,131, 157].

1.2.1 Description des systémes impulsifs

Un systéme impulsif est généralement défini par la donnée
i. d'une équation différentielle

x'(1) = f(t,%), (1.22)

avec f:R* x Q — R", Q cR" est un ouvert, R” est 'espace euclidien de dimension n et R*
I’ensemble des réels positifs.
ii. d’applications : (t,x) — M(t,x) et (t,x) — N(t,x) de R" x Q dans I'’ensemble des parties
de Q.
iii. d'une famille d’applications A(t, x) : M(¢t, x) — N(t, x).

On note x(t, ty, Xo) la solution du systeme x'(#) = f(¢, x) de condition initiale (ty, xp). Une
solution du systeme impulsif ci-dessus est une fonction de R* — Q, notée x;(t, o, Xo)
telle que x;(ty, fo, Xo) = Xp et qui vérifie x}(t, to, Xo) = f(t, x1(t, to, Xo)) tant que le point x(, fy, Xo)

n‘appartient pas al’ensemble M(t, x(t, ty, Xo)). Sila trajectoire x (¢, ty, xo) intersecte I’ensemble

16
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M(t, x) autemps ¢ = 1, 'application A(#, Py,) transfere le point Py, = x(f1, fy, Xo) (appartenant
a 'ensemble M(#;,P;)) en un point Ptf = A(t1,Py)P;, de I'ensemble N(f1,Py). Pour les
temps t > 1, x;(t, to, Xo) est solution de x'(¢t) = f(¢,x) de condition initiale (¢, Pt1+ ). Nous
avons donc x;(t, ty, x9) = x(t, f1, Pt1+) pour ¢ > t; et ceci tant que x;(¢, fy, Xo) n'appartient pas
a l'ensemble M(t, x[(¢, ty, Xo)). S'il existe un temps % > t;, tel que Py, € M(f2, Py,)) , le point
Py, sera transféré en P+ € N(tp, Pp,) par I'application A. Ainsi, le processus d’évolution conti-

nue a avancer tant que la solution du systeme (1.22) existe.

Remarque 1.2.1 Soitty, b, ..., ty, ... les instants pendant lesquels P; rencontre l'ensemble M(t, x).

Ces instants sont dits instants d'impulsions. 1l pourrait arriver que klim ty =T < +oo.
—+00

Ce cadre général étant posé, nous allons décrire ci-dessous deux types particuliers de sys-
téemes impulsifs.

B Systemes avec temps d’impulsions fixés : Pour ce premier type de systemes, on se donne
une suite strictement croissante t; < f, < ... < f; < ... tendant vers l'infini, d’'instants d’im-

pulsions. Les ensembles M(¢, x) et N(t, x) sont

M(t,x) = N(t,x) =¢, si t#t;, k=1,2..,,

M(t,x) = N(t,x) =Q, si t=#t, k=1,2..,,
Les applications A(t, x) ne sont définies alors que pour les instants ¢ = t; par la donnée
d’une suite d’applications (Ax) k=0, que I'on écrit

A :+ Q—-Q
X — Ap(x) = x+ I(x),
avec I : Q — Q. Ainsi, avec ce choix de M, N et A, nous pouvons décrire simplement

un systeme différentiel impulsif dont les impulsions se produisent a des instants fixés par le

modele mathématique suivant

x'(0) = f(t,x(1), t#1t, k=12.,
Ax() = I(x(), t=t, k=1,2..,

x(ty) = Xo,

17
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olt Ax(ty) = x(¢) — x(tx), d'oltt on tire x(¢) = x(x) + I (x ().

B Systemes avec temps d’'impulsions variables : Ces systemes constituent une générali-

sation des systemes a instants d'impulsions fixés. Pour ce type de systemes impulsifs, on

se donne une infinité dénombrable de fonctions 7, : Q — R* telles que 7j(x) < Try41(X) et
lim 74(x) = +oo pour tout x € Q.

k—+o00
Les ensembles M(t, x) et N(¢,x) sont

M(t,x) = N(t,x) =¢, si t#1r(x), k=1,2..,,

M(t,x) = N(t,x) =Q, si t=711(x), k=1,2...,

et les applications A(t, x) ne sont définies que pour les instants ¢ = T4(x). Ainsi un tel

systeme est décrit par

x'(6) = f(t,x(1), t#1e(x), k=1,2...,

Ax(t) = I (x), t=T1r(x)

Comme les instants d'impulsions dépendent a travers I’état x de la solution, ce type de

systemes présente plus de difficultés que les systemes a temps d'impulsions fixés.

1.2.2 Application des systémes impulsifs

De nos jours, les systémes impulsifs sont devenus de plus en plus importants dans cer-
tains processus réels et phénomenes étudiés en physique, en pathologie [42], en technologie
chimique [26], en dynamique des populations [63}64], en biotechnologie, surtout dans les
réseaux de neurones biologiques [36] et en économie [32]. Ces dernieres années, il y a eu
un développement important dans la théorie des équations différentielles impulsives avec
moments fixés, voir les ouvrages [9], [62] et [70]. Dans ce qui suit, nous allons présenter un
exemple d’application de systemes impulsifs en médicine.

Le systeme suivant représente un modele mathématiques décrivant I’évolution d'une

tumeur hétérogeéne, sous un traitement chimiothérapique périodique avec des médicaments
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a effets instantanés représentés par des impulsions.
x'=r1(x,y)x
'=r(x,y)
4 y =Rt yy (1.23)
x(t;) =Nn(D, x(1), y(tn))

y(t5) = 0,(D, x(1y), y(tn))

ou

e D estla dose de médicament administré.

* X,y sont respectivement la biomasse des cellules sensibles et des cellules résistantes.

e 12(x,y) et r2(x, y) sont respectivement les taux de croissance des cellules sensibles et les
cellules résistantes.

e Les valeurs 1,(D, x(t,), y(t,)) et 6,(D, x(t,), y(t,)) sont respectivement la biomasse des
cellules sensibles et des cellules résistantes qui survivent apres la n/¢”*¢ dose D du médica-
ment administré a l'instant ¢,,.

¢ La suite (¢;) est strictement croissante.

Le systeme (1.23) représente le cas ou plusieurs médicaments sont administrés un par
un; dans |'ordre, avec une certaine période T : le médicament 1 est administré a I'instant #;,
le médicament 2 a I'instant ¢, et ainsi de suite jusqu’au dernier médicament n.

Si on considere le cas de deux médicaments alors la période est T = 1.

La tumeur est constituée de cellules sensibles et de cellules résistantes, 1I’évolution de leur
biomasse est égale a la biomasse des cellules sensibles x(#;) et la biomasse des cellules ré-
sistantes y(#7).
Quand une dose D de médicament A est administrée a I'instant # la biomasse de la tumeur
devient
x(t) +y(t)) =m (D, x(t1), y(11)) + 01 (D, x(1), y(11))

Le médicament élimine seulement une petite fraction de la biomasse de cellules résis-
tantes. Pour réduire une biomasse significative de cellules résistantes, on administre une
dose D du médicament B au moment ¢ = fp; f, > t; et on reprend périodiquement le méme

processus par le médicament A jusqu’a l’éradication de la tumeur.
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1.3. Théorémes de point fixe

1.2.3 Lespace des fonctions continues par morceaux

Les solutions d’'une équation différentielle impulsive sont en général des fonctions conti-
nues par morceaux. Alors ’espace fonctionnel approprié pour de telles solutions est1’espace
des fonctions continues par morceaux.

Soient

Jo=10,41; Jr = (tk, tes1), k=1,...m, meN~,

Soit y une fonction continue. On note par y(¢,) et y(¢) leslimites a gauche et a droite de

yen t = fty. Alors pour tout T = 1 + [£1], on introduit 'espace

y:10,T] - X:yeCUrnI0,T],X), k=1,...m
P€(0,T1,X) =
y(t)ety(t,) existent et y(¢.) = y(&x), k=1,..,m

Lespace 2€([0, T], X) muni de la norme

Iylleze = sup lly(Dll,
te(0,T]

est un espace de Banach.

1.3 Théoremes de point fixe

Les théorémes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir
'existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste a
transformer un probléme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probleme
transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons les théorémes célebres du point fixe que nous allons
utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencons par la définition

d’'un point fixe.

Définition 1.3.1 Soit f une application d'un ensemble E dans lui méme. On appelle point
fixede f tout point u € E tel que
fu) = u.
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1.3. Théorémes de point fixe

Le principe de contraction de Banach, qui garantit |'existence d'un point fixe unique
d'une contraction d'un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme, est certaine-
ment le plus connu des théorémes de point fixe. Ce théoréme prouvé en 1922 par Stefan
Banach est basé essentiellement sur les notions d’application Lipschitzienne et d’applica-

tion contractante.

Théoreme 1.3.1 (Principe de contraction de Banach)
Soit E un espace métrique complet et soit F : E — E une application contractante, alors

F posséde un point fixe unique.
Le deuxieme théoreme de point fixe qu’on va énnoncer est celui de Schauder.

Théoreme 1.3.2 Soit C une partie convexe et fermée d’'un espace de Banach E et soit F: C —

C un opérateur continu et compact . Alors F possede au moins un point fixe.

Enfin, nous rappelons le théoreme d’Arzela-Ascoli de type 2?6 introduit dans [68] pour ca-

ractériser les parties relativement compactes de I'espace 226. Nous avons

Théoreme 1.3.3 Soit E un espace de Banach et W une partie de 2?6 (], E). Si les conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) W est uniformément bornée,
(ii) W est équicontinue,
(iii) Les parties# (t) ={u(t): ueW, te \udy, W () ={ut):uew},
W)= {u(t,;) :u €W} sont relativement compactes,

alors la partie W est relativment compacte.
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Chapitre

Etude d’'un probléme différentiel

fractionnaire dans un domaine non borné

Au cours des dernieres années, la théorie des équations différentielles fractionnaires li-
néaires et non linéaires a attiré I'attention de nombreux auteurs, et un nombre considé-
rable de résultats ont été obtenus. Cependant, la majorité des travaux parus concernant
I'étude de ces équations dans des espaces de Banach ont considéré I'existence et I'unicité
de solutions dans I'intervalle fini [0, T'], et seulement peu de résultats dans la litterature ma-
thématique ont traité le probleme d’existence et d'unicité dans des domaines non bornés
15,30} 41} 143, 165, [71].

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’étude d'un probléeme différentiel d’ordre frac-
tionnaire sur un domaine non borné et avec des conditions initiales non locales. En outre,
nous établissons deux résultats d’existence et d'unicité ainsi que la dépendance continue
de la solution par rapport a la donnée initiale.

Ce chapitre est structuré comme suit

Dans la premiere section, nous étudions I'existence globale de solutions pour une classe
d’équations différentielles fractionnaires quasi-linéaires de type neutre présentées sous la
forme d’un probleme de Cauchy avec condition non locale. Tout d’abord, nous prouvons

une équivalence entre le probleme de Cauchy et une équation intégrale. Ensuite, en s’ap-



2.1. Probleme différentiel quasi-linéaire avec condition non locale

puyant sur un critere de compacité approprié, nous établissons notre premier résultat d’exis-
tence en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. Nous présentons enfin un exemple
adéquat pour valider le résultat obtenu.

Dans la deuxiéme section nous présentons notre deuxieme résultat qui s’agit d'un résul-
tat d’existence et d'unicité. Nous montrons, a I'aide du principe de contraction de Banach,
que sous certaines hypothéses de type Lipschitz, nous obtenons I’existence et I'unicité de
la solution. Nous montrons aussi que dans ce cas la solution dépend contintiment de la

donnée initiale. Nous concluons cette section par un exemple illustratif.

2.1 Probleme différentiel quasi-linéaire avec condition non

locale

Cette section est consacrée a I’étude de |'existence globale de la solution d'un probleme

différentiel fractionnaire soumis a une condition initiale non locale de la forme :

C@g+ (Y@ +a(t,y(0) = AL, y(0)y(e) + f(t,y(2), t>0, 21
y(0)+g1) = yo,

ou

oC@gi désigne la dérivée fractionnaire d’ordre a, 0 < a < 1 au sens de Caputo.

e f,o0:]xX— X, g:X— X sontdes fonctions données, ot J = [0,00).

e (X, |I. II) est un espace de Banach.

o A(t,x): ] x X — PB(X) est un opérateur linéaire borné, 4(X) étant '’espace de Banach de

tous les opérateurs linéaires bornés sur X.

La condition non locale est une condition donnée sur la solution en un nombre fini ou
infini d’'instants. Celle ci est présentée sous forme de la relation y(0) + g(y) = yo liant y(0) et
d’autres valeurs de la solution. Par exemple

gy = Zplciy(ri), 2.2)
i-
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2.1. Probleme différentiel quasi-linéaire avec condition non locale

ouc;, i =1,2,...p, sont des constantes données et 0 < 71 <72 <... < T).
Byszewski [21] a utilisé la formule (2.2) pour décrire le phénomene de diffusion d'une
petite quantité de gaz dans un tube transparent. Une autre forme de la condition non locale

est donnée par
L

gy) = i 2 ywar,
i=1€i e
oucj, €, i =1,2,..p, sont des constantes positives données telles que 0 < t; —¢; et 0 <
tio1<ti—¢€;,i=12,..p.

La condition non locale [2} [18} 19, 22, [37,169] jointe a I'équation principale - au lieu de
la condition initiale classique - s’avére nécessaire pour bien modéliser et décrire mathéma-
tiquement, de la maniére la plus proche de la réalité de nombreux phénomenes dans de
multiples disciplines.

Considérons I'espace

<€a={y€C(],X), [lim ﬂ 0},

—~+ool + o+l

muni de la norme

71, = supA 201
a =0 1+ ta+1

Alors (€, |. ll¢,) est un espace de Banach.

On a besoin de ce lemme introduit dans [41] (Lemme 4.2 dans le cas ¢(f) = 2+,

Lemme 2.1.1 Soit M un sous ensemble de €. Alors M est relativement compacte si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :

t
(i) { %, yeM } est uniformément bornée.

t
(i1) { %, Y€ M} est équicontinue sur [0, +00).
y(1)

1+ rotl

(iii)Ve>0,3T>0telquevNye Mett=T: H

Introduisons maintenant la définition de la solution du probléeme (2.1).
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2.2. Premier résultat d’existence

Définition 2.1.1 Une fonctiony € 6, estdite solution du probleme siellesatisfait l'équa-
tion dlﬁérentiellec,@g+ (O +o(t,y(0)) = AL, y(O))y(&)+ f(¢t,y(1), pourte (0,00), ainsi que

la condition non locale y(0) + g(y) = yo.

2.2 Premier résultat d’existence

Afin d’établir I'existence de la solution du probleme nous proposons les hypotheses
suivantes :
(Hy) Pour tout (t,x) € J x X, A(t,x) est un opérateur linéaire borné, la fonction (z,x) —
A(t,x) est continue et il existe deux fonctions continues, bornées et non négatives ¢(f) et
w(t) définies sur J telles que

O=swyw(s)=ss, s=0,

et

||A(r,x)||sl"’(” ( I-x1 )

+ tOH—l 1+ l—(l+1 (2'3)

(H) La fonction f: J x X — X est continue et il existe deux fonctions continues, bornées et

non négatives a(t), b(t) définies sur J telles que

| £z slfinxnmm, r=0, x€X. (2.4)

pa+l
(H3) Lafonction o: J x X — X est continue et il existe une constante ¢ > 0 telle que
lo(t,u)—o(t, V) <cllu-vl, u, veX, (2.5)
et

o =suplla(t,0)] <oco, oco=0(0,y(0))
t20

(H4) Lafonction g: X — X est continue et il existe une constante G > 0 telle que
||g(u)—g(v)|| <Glu-vl, u, ve X.

(Hs) Il existe r > 0 tel que
Co(nN+Ci(r)<r, (2.6)
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2.2. Premier résultat d’existence

Co(r) = ||yol| + | 8| + llooll + 6+ (G+¢)r, Ci(r) = (lelloo 7>+ lalloo T + 1 Blloo)-

1
INa+1)

Notre premier résultat est le suivant :

Théoreéme 2.2.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hs) le probléme (2.1) possede au moins une so-

lution y dans l'espace 6.

Pour démonter ce théoreme nous allons utiliser la méthode du point fixe. Commencons
d’abord par transformer le probleme a valeur initiale (2.1) en une équation intégrale de Vol-
terra (Lemme [2.2.1), ensuite on prouvera 'existence de la solution de I’équation intégrale

ainsi obtenue a I'aide du théoréme du point fixe de Schauder. On a

Lemme 2.2.1 Une fonction y € 6, est solution du probléme (2.1) si et seulement si elle satis-

fait I'équation intégrale de Volterra

1 t
y(©) = yo+oo-g-o(t,y(0))+—— [(t—)* LA, y(s) y(s)ds
['(a) o
t (2.7)
+ 7 S =9 f (s, y(s)ds.
0
Démonstration. Supposons que y satisfait le probleme (2.1), alors on a
CQS@ (Y@ +o(t,y(0) = Alt, y(0)y(6) + f (¢, y(2). (2.8)

En appliquant I'opérateur de I'intégration fractionnaire I, aux deux membres de I'équation

ci-dessus nous obtenons
t
1 a-1
y)+o(t,y()+ca= T@ (t—9)" (AL, y(0)y() + f (¢, y(©))ds. (2.9)
0
Maintenant, en utilisant la condition initiale non locale y(0) + g(y) = yp on trouve

1 =-y(0)-o0yp.
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2.2. Premier résultat d’existence

Substituant dans (2.9) nous obtenons I'équation (2.7).
Inversement, si y est une solution de I'’équation de Volterra (2.7), alors on peut écrire cette

équation sous la forme
YO +o(t,y(1) = yo+0o—gy) + I (A, y() y(s) + f (s, ¥(5)))

On applique I'opérateur différentiel C@gﬁ aux deux membres de cette égalité, on se rend
compte immédiatement que y est aussi une solution de I'’équation différentielle (2.8).

D’autre part, il est simple de voir que y satisfait la condition initiale non locale

yO0)+g() = yo.

Par conséquent, y est solution du probléeme (2.1). =

En utilisant ce résultat nous pouvons maintenant démontrer le Théoreme|2.2.1
Démonstration. Dans le but de démontrer I'existence de la solution de I'’équation intégrale

(2.7) on introduit le sous-ensemble

= {ye e lo, =7}

r étant la constante introduite dans (Hs). Il est clair que c’est une partie fermée et convexe

deI'espace 6, munidelanorme |. |4, . On définit sur %8, 'opérateur & par

1

t
(F)=yo+oo—gy)—o(t,y()+ %f(t— $)* (s, y(s))ds,
0

ou O(s, y(s)) = A(s, y(8)) + f (s, y(s)). Alors '’équation intégrale est réduite a

y=%y,

et afin d’établir notre résultat d’existence, nous devons montrer que & possede un point

fixe. Regardons de plus pres les propriétés de I'opérateur &.
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2.2. Premier résultat d’existence

D’abord notons que, pour tout y € 98, on a

t
J/0+Uo—g(y)—0(t,y(t))+ 1 (t—s)* 1
1+ tot! F@)) 1+to*!
0

‘ (Fy)(1) O(s, y(s))ds

1+ o+l

1
W(“J’o” +llooll + | g@] + o0l + | gy —gO)|

IA

l-_ S)le—l
1+ tot!

t
1 [
+|ot, y@)-o,0]) + @) Of [®Cs, y(s))|| ds,

1
Tt vl +lool+[lg@[ +6+G|y[ +¢[y@]

L 1
1 [ (t—9%
+
I(@)) 1+r2+!
0

IA

(| Acs, y» || |y | + | £, y(s» | ds.

Nous obtenons grace aux hypotheses (H;), (H») et (H3) 'estimation suivante

(F y)(1) _ G a
Lr o | = T et T
d’ ou
I _
t—oo 14 o+l
et
1y, <con)+er ) =<r, (2.10)

ce qui prouve que & y € %, si y € %,, c’est-a-dire que F envoie 98, dans %;.

D’autre part, I'opérateur & est continu.
En effet, soient {y,} .>1 une suite de %, et y € 9B, telles que nEeryn = y. Pour établir la
continuité de & il suffit de prouver que pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que pour tout

n> N; ||54‘yn—9y||% <e.Ona

|Zyn(&) - Fy@)| < |gWn) —gW)| + o, yu(8) — oz, y(0) ||

1 . (t— S)a—l
T r(a)f et 1A yn(©)yn(s) = Als, y() ()] ds
0

t
1 (t—s)21

r@ ) T 1F sy = fls @] ds.
0
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2.2. Premier résultat d’existence

En utilisant les hypotheéses (H3) et (H4) nous obtenons I'estimation

|Fyn=F )¢, =G+ |yn—v|e,

t
s 1 (t—s)2!
sSu
P T@ ) T+ e
0

| ACS, yn () yn () = Als, y() y(s))|| ds

t
1 (t—s5)%1
+Supr Of T gar | £ (s, yn(s) = f(s,y(s))]| ds.

Comme lim |y,—-y|, =0, alorsil exist une constante u > 0 telle que
n—+oo a

|ynlle, =m n=1et |ylq, <p.
Au vue de 'hypothese (H;), on a

t
1 (t—s)2!
[(a)) 1+ rat!
0

21 @
”A(S,J/n(S))yn(S) —A(S,y(s))y(s)” dSS( u ”(p”oo)

F@+1) |1+ 2+l

Donc pour tout € > 0, il existe T3 >0 et §; > 0 tels que

t

1 f— a—1

r(“)f(lv“?““ IAGS, yn(sDyn(s) = Als, y(sDy(9)|| ds<e, =T,
0

et

t

1 f— a-1

= f (1 " ?‘"” |AGS, yn () yn(s) = AGs, y()y(s)||ds<e, 0<r<6;.
0

De plus, comme A est continu alors

sup || A(s, yu(s) — A(s, y(s) | = 0, n— +oo,
s€[61,T1]

Il s’ensuit qu’il existe N > 0 tel que pour tout n > N

t
1 (t—s)2!
I(a)J 1+ e+l

| ACS, yr () yn(s) — Als, y()) y(5)|| ds

01
I3
1 (t—9)* 11+ s*h
< sup ) ds
t€[61,T1]r(a)6 1+1¢
1

X sup (||A(s,yn)—A(s,y)|| lyaleg, +1yn=¥le, ||A(3,y)||)
sel61,Th]

T()c
L sup (|| AG ya() = AG YD |+ |y Ve, 1A v
F(a + 1) s€[61,T1] a

—0,n — +o0.
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2.2. Premier résultat d’existence

D’autre part, en utilisant I’hypothese (Hy) nous obtenons pour tout n = 1

)a—l

t
Sy [ dullaleg +21ble) £
r(a)f 1+ o+l ”f(s’.Vn(S))—f(S,y(s))”dss K
0

Ta+1) 1+ retl’

Donc pour tout € > 0, il existe T» > 0 et 5, > 0 tels que

t

1 f— a—1

F(a)f(1+?a+1 ”f(SrJ’n(S)—f(S,y(s))” ds<e, t=Ty,
0

et

1 t(t_s)a’—l
F(a)f 1+ o+l (s, yn(8) = f(s,y(s)]|dsse, 0=t=6m.
0

De plus, la continuité de f entraine

sup |75, yn(s) = f(5,y()| =0, n— +oo.
s€[02,T2]

Alors, il existe N > 0 tel que pour tout n> N ona

t
1 (t— S)a—l
F(a)ﬁf £, yn(s) = £ (s, y(5)|| ds
2

1+ ¢+l
t
(l-_ S)a—l
< sup | f(s,yn(8)—f(s,y(s)|| sup
s€[62,T5] ” " ” te(62, T2 F(Ol)é 1+ ¢otl
2
< L

s S8 1530 = F5. @] =0 n = s

Les estimations ci-dessus montrent que I'opérateur & est continu.

Il ne reste plus qu'a montrer que F (%,) ={%y, y € %,} est un ensemble relativement
compact pour pouvoir appliquer le théoréme du point fixe de Schauder. Ceci peut étre éta-
bli a I'aide du Lemme Compte tenu de I'estimation (2.10), nous concluons immédia-

tement que la condition (i) du Lemme|2.1.1|est satisfaite.
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2.2. Premier résultat d’existence

D’autre part, pour tout y€ %, et t;, to € ] avec t; < fp on a

15
1 f (-1 (f -5
I'a) 1+ tg” 1+ tf‘“

(£ — 5)*7!
+ F(a)f A(s, y(9)y(s)| ds

(ZFy)(12) B (ZFy)(h)
L+g%h 14041

A(s, y(9)y(s)ds

1+ g+
(-9 (—9)*"!
+ F(a)f( 1+ 12+ - 1+ (0] f(s,y(s)ds

(lfz— 5)@1

En calculant les intégrales, nous obtenons

n K 2( — 1)
ta+1 1+ t2a+1 1+ tg+1

[(F» () - F @), =G|

Notons que le terme de droite de cette expression est indépendant de y, de plus lorsque
t) — 1, le membre de droite tend vers 0, ce qui implique que I’ensemble % (48,) est équi-
continu, et donc la condition (ii) du Lemme(2.1.1|est satisfaite.

Enfin, pour tout y € %8, on a

Cette derniere estimation montre que la derniere condition du Lemme est également

(ZF ()
1+ tot!

Co(r) t*
STrgerl (r)

ta+1

satisfaite. Alors, & (98,) estrelativement compacte d’apres le Lemme Le théoréme du
point fixe de Schauder assure I'existence d'un point fixe de & . Par conséquent, le probleme

a valeur initiale (2.1) possede au moins une solution y € 6. m

Nous terminons cette section par I'exemple illustratif suivant :
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2.2. Premier résultat d’existence

2.2.1 Exemple

Considérons le probleme a valeur initiale suivant :

1
i 1. cos(£3 +1) =5 2 ly] \3
C@()2+(y(t)+gsm(t+y(t))):T(l+tﬁ)2 ly|? In (1+—r\/i +1 |y
) A 1
+ +—, >0
(19+e2H(1+tv/1) 10
y(0) + 1 sin(y(1)) = 1072,
(2.11)

On prend

1
(Xr ” ”) - (R) | |)) a = 5)

1

cos(£3+1) 52 ( |y| )5
Alt, = ————1+tVD2 |yPIn||———=]| +1|I, t=0, yeR.
(t,y) 15 ( ) |y| ( 11 0v7 y

1
o(t,y) = gsin(t+y)

1 1

f,y) = Y +=, t=0), yeR.

19+e? 1+t 3

1
gly) = 1 sin(y(1)).

Alorson a

|cos(t3+ 1)|

2 1
S L
151+ tv1) \ (1 + V1) 1+ tVt

|cos(t3+1)|( M )é( |l )%
151+ tv1) \(1+ V1) 1+ V1)
lcos(+1)| |y

15(1+ tvV1) (1+1v/1)
Donc A(t, y) satisfait (H;) avec

| A, )]

B |cos(£® +1)| )
o= 15 ” ”0051—5.
D’autre part,
|ft, ()] < v 1

19+e2' 1+ 1/ 10
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2.2. Premier résultat d’existence

et donc (H,) est satisfaite avec

a(r) = ”a”oo:_

19 + 2t 20°

b(t)

— bl =—
10~ 1Pl = 75

Quant a 'hypotheése (H3) on a

|0(t,x)—0(t,y)| é|sin(t+x)—sin(t+y)|

IA

1| R
g X—=Y,XYEK,

donc (H3) est satisfaite avec

1 1
=—, 6=—et 09=0.
9 5 5 0

Il découle de la condition (Hy) que

1
s -g|<|x-ylxyeR

et donc

G=-.
4

Finalement, I'inégalité donnée dans I’hypothese (Hs) nécessite que la constante r satisfait

2 11 L, 2 1
re+( +-+=-—-1Dr+(10°+=-+—=)<0,

15\7 100/7 4 5 5 57

ce qui est vrai pour tout r € [1.34, 5.25].

Ainsi toutes les hypotheses du Théoreme [2.2.1| sont satisfaites, par conséquent le pro-

bleme 1i possede au moins une solutiony dans I'espace %%.
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

2.3 Deuxieme résultat d’existence

Dans la présente section nous allons étudier I'existence et I'unicité de la solution du pro-
bleme (2.I). Pour cela nous imposons d’autres conditions sur les données du probleme.
Dans la suite, nous aurons besoin des hypotheses suivantes :

(H}) Il existe une fonction L: J — R* continue et bornée et une constante A > 0 telle que

L(1)

IA(t, w) — AL, v)|l < Y

lu—"vl, u,ve X,t=0, (2.12)

et

IACZ, 0 < 1

+ l—(l+1 :
(H’Z) La fonction f: J x X — X est continue et il existe une fonction p : ] — R* continue et
bornée telle que

p(t)

|f &, w—f,v)| < T

lu—vl, v,ve X,t=0, (2.13)

et
1
= raansepl @ 0] <co.

(H}) Lafonction 0 : J x X — X est continue et il existe une constante ¢ > 0 telle que
lo(t,u)—o(t, V) <cllu-vl, u,veX,t=0, (2.14)

et

= ——supllo(t,0)| <oo.
F(a+1)t2€”( ) <oo

(H}) La fonction g : X — X est continue et il existe une constante G >0 telle que
lew -gw)| <Glu-vl, u, veX.

On définit la boule fermée
Bp =1y €6a, |¥]¢, <P}
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

del’espace 6, centrée en 0 et de rayon p pour un certain p > 0. Si on munit 98, de la distance

d définie pour tout u, v € 6, par
du,v)=llu-vlg,,

alors nous obtenons un espace métrique complet (%8,, d). Posons

C Moo Pl A
Fa+D) "~ T@+D' ' T+l

Nous supposons de plus que
(H) Mp*+(y +G+c+N)p+ | yof +llooll +[|gO] +5+n<p
H) (1+p)M+y+G+c+N<1.

Notre deuxieme résultat est le théoreme d’existence et d’'unicité suivant :

Théoréme 2.3.1 Sous les hypotheses (H))—(Hy) le probleme (2.1) possede une solution unique
VEEC,.

On sait déja que le probleme est équivalent aI’équation intégrale (2.7). Il suffit de prou-
ver I'existence et 'unicité de la solution de ’équation intégrale par le principe de contraction
de Banach.

Posons @(t, y(1)) = A(t, y(£) y(2) + f (¢, y(2)), et définissons sur %, 'opérateur ¥ par

t

1
Yy(t)=yo+0oo—8g(y)—o(t,y() + @ (t—9)% (s, y(s)ds.
0

Alors I'équation intégrale (2.7) est réduite a

y=Yy

Pour obtenir notre résultat, nous devons montrer que ¥ possede un point fixe unique y qui
est solution de I’équation intégrale (2.7). On procede en deux étapes :
e Dans la premiere étape on montre que ¥ envoie %, dans %,,.

» Dans la deuxieme étape on montre que ¥ est une contraction.
Lemme 2.3.1 Lopérateur¥ envoie %, dans %B,,.
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

Démonstration. Soit y € 9, notons d’abord que

t
Yy@) _ yo+oo gW+oltby®) 1 (=97

D(s, y(s))ds,

1+ o+l 14 gatl 1+ o+l @) 1+ o+l
d’ou
Wy (1) Ivol +lool g oty 1 [-g?
‘ 1+t“+1 1+ ta+1 + 1+ta+1 + 1+ ta+1 + F(a)of 1+t“+1 ”CD(S,y)” ds

lg) - g0 . o, y(0)-o(t,0)|
1+ tot! 1+ ratl

IA

w0l + ool + || g @] + o (z,0)1l +

[ 1
1 (t—s)%"
+
I'la) 1+ ratl
0

(| As, y()) = Ats, 0) || + 1 AGs, 01D | y(s) || ds

L 1
1 [ (t—9%
+
I(a)) 1+to+!
0

(| fs, N = f(s,0) + | f(s,0|)ds.

En utilisant les hypotheses (H}) — (H}), nous obtenons I'estimation

Wy(n) Gly@l  sly@l
|2 = Dol oo+ g + o+ S0+ S2E
t
1 [ (-9 (L©) |y w1 |y
T ) T ( Trsort TUTS )”A(S’O)”)st
0

1 [ (t—go! (p(S) ly|
+
M@ ] T+t | 1ot

+||f(s,0)||)ds

En calculant les intégrales et en utilisant I'hypothese (Hf) nous arrivons a

Wy(r)
1+ o+l

3ol + ool + || @] +6+Gp+cp+ (Mp+y)p+Np+n

IA

Mp*+(y+G+c+N)p+ |yl +llooll + || g0 | +5+n

IA

P.

Il en résulte que
¥y, <o,

ce qui implique que Y9, < %,, c'est a dire que ¥ envoie %, dans %,. =
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

Lemme 2.3.2 Lopérateur ¥ est une contraction dans (%,,d).

Démonstration. Pour tous u, v€ %, ona
Yul®)-Yv(@)  gw-gw) o(t,ul)-o(t,v)
1+ ta+l 1+ gatl 1+ o+l

4 1
1 (t—s)%"
+
I'(a) 1+ rotl
0

(A(s, ) u(s) — A(s, ) v(s)ds

L 1
N 1 (t—9)%"
I'la) 1+ totl
0

(f(s,u(9) = f(s,v(s))ds,

d’ot1 les estimations

H‘I’u(t) ‘I’v(t)“ _ lsw-gw]| ot um)-ot,vwi

1+ tot! 1+ tot! 1+ tot!

t
1 (t—s)21

T@ J T I AGs, w)u(s) - A(s, 1) v(s) | ds

1+ rat!

1 (t—s)%!
o Of | £ (s, u(s) = f(s,v(s))]| ds

[ -] ot utw) ~ott, v
1+ o+l 1+ o+l

1 (t—s)%!

I'la) J 1+ tatl

(IA(s, W lue(s) = v(s)|l

+ 1 A(s, u) —A(s, 0l llv(s)Ihds

1+ tatl

1 (t—s)%!
o Of | £ (s, us) = f(s,v(s)]| ds

Nous obtenons par les hypotheses (H}), (H), (H}) et (H))

”‘Pu(z‘)—‘PV(t) Glu-vll cllu-vl

1+ o+l 1+ ¢atl 14 gotl
t
1 [(t—s*t ((L(S) lu(s) lu(s) — v(s)]
+ +(1+ s Acs,0 )—
F(a) 14 rotl 14 satl ( JIAG, 0l 14 satl

L(S) IIu(S)—V(S)II lv(s)l )

1+s°‘+1 1+ satl

L F(t— )] (p(S) Ilu(S)—v(S)II)dS
r(a)0 1+ o+l 1+ sa+l '
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

En calculant les intégrales et en prenant le sup sur / nous obtenons I'estimation

Wu-Yvig, = Glu-vig, +clu-vig, + M+y)llu-vig, + Mpllu—vilg, + Nlu-vl,

I\

(A+p)M+y+G+c+N)lu—-vl,.

On en déduit de 'hypothese (Hg) que 'opérateur ¥ est une contraction dans (%,,d). m
Démonstration du Théoréme 2.3.1. L'application ¥ est une contraction de %, dans

%B,. 1l s’ensuit du principe de contraction de Banach qu’elle posséde un point fixe unique

¥ € %, qui est solution de I'équation intégrale (2.7). Ainsi, le probleme (2.1) posséde une

solution unique y € 6.

2.3.1 Dépendance de la solution par rapport a la condition initiale

Ce paragraphe s’intéresse a 1’étude de la dépendance continue de la solution du pro-

bleme (2.1) par rapport a la condition initiale yj.

Proposition 2.3.1 Sous les hypothéses du Théoreme la solution du probleme (2.1) dé-

pend continiiment de la valeur initiale y.

Démonstration. Comme y est'unique solution du probléme (2.1), alors elle satisfait1’équa-
tion intégrale (2.7). Soit x une autre solution du probléeme (2.1) avec la condition initiale

x(0) = xp — g(x). Alors x satisfait 'équation intégrale

t
x(t) = x0+00—g(x)—a(t,x(t))+Lf(t—s)“‘lA(s,x(s))x(s)ds
T@) o (2.15)

%Of(t )L f(s,x(s))ds.

En estimant la norme de la différence entre y(¢) et x(¢) nous obtenons

” y(1) — x(2)

e —gw]| . o, y@)—ot,x@)|
1+ o+l

= -]+ EEEE o

1 [ (-1
+F(a)f e | AGs, ) y(s) — A(s, x)x(s)| ds

t
1 (t—s)21

tra ) Toe sy = fls x| ds
0
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

Les hypotheses (H) — (H}) impliquent que

y(6) = x(0) Gly-x|  ¢ly-x|
1+ta+1 - ||y0_x0|| 1+ tcx+1 1+ tGH‘l
t
1 (=9 (L) ] y&)] - |yt - x|
+F(a) 1+t“+1( Ty TUFSIAG O)H)W
L) IIy(s) x®[ 1x)]
1+s“+1 1+ sa+l
L] (t—s)“_l( p(s) ||y(s) - x(8)||)
F(a)o 14 rotl 1+ satl
Ainsi
y() — x(1)
[H52] = bomsll+Gly=slg, +ely=slg, + 01 +p Ly -l

+Mp ||y = x|, + Ny -4,
En prenant le supremum sur [0, +00) on arrive a

1
[y =g, < g lyo-.,

ou

(=1-1+p)M-G—-y—-¢—N.

Ceci implique que I'application: yy — y est continue de X — 6. =

Afin de valider le résultat précédent nous présentons I’exemple suivant :
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

2.3.2 Exemple

Considérons le probleme a valeurs initiales suivant

lymle™t e 'In6+|y®)) ; sin(#)

1
CoZ (y(1) + = »
oY 2(ly(|+5) 51+ 112 Y 51+ tv/D(|y@ | + 1)

t>0

(2.16)
(0) + 5 cos(y(1)) = 0.001

Soit

1
(X; ” ”) = (Ry | |)y a = 5)

Alt )—(e_tln(6+|y|))1 (>0, yeR

= s vz ) T
|y[e”!
(tLy)=——7F—
Y=y +5)

f&,y) sin(0) =0, yeR.

TS5+ VDR D)

1
gly) = gcos(y(l)).

Alors pour tout x,y € R
e—t
51+ £v/1)?
e—t
S _—
30(1 + £v/1)2

|A(t,y) - A1, )| < |In6+x) ~In(6 + y)|

|lx-y|,t=0, x,yeR.

Ainsi, I'opérateur A(t, y) satisfait I'hypothese (H)) avec

et 1 In(6) 1 21n(6)
L(¥) = % > Lloo==—, A=

30 5’ 15y7 ¥ 57

D’autre part, 'hypothese (H,) donne

[sin(?)] 1 1
t,x)— f(t, | < -
F0 - f ) 100 +tvD | 2+1) 02+ 1)
|sin(#)]

<—(X- ,tZO,x, € R.
10(1+t\/7r)| v Y

Donc (H'z) est satisfaite avec

1
= plo=15 N

_ Isin(7)]
10

1 1
57 = 5V

p(1)
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2.3. Deuxieéme résultat d’existence

Quant a 'hypothese (H}) on a

eyl
2 [Ux1+5)  (|y|+5)

lo(t,x)~0(t,y)| =

51—10|x—y|,t20, x,yER.

Alors (Hg) est satisfaite avec

L 0 et 6=0
=— Op= e = U.
¢ 10 0

Il découle de la condition (Hﬁl) que

1
|ﬂw—gwﬂ5§h—yLLy€R

, etdonc

G=-.
8

Finalement, les inégalités données dans les hypotheses (Hx) et (Hy) nécessitent que la cons-

tante p satisfait

L o (20® 1 1, 1 £(0.001 42+ ——) <0
w¢ﬁp 5/7 8 10 5ym prm 8 5Vm
et
1 2ln6) 1 1

2
+—+——=-1<0
10

+ +=
15V’ 5ym 8 5V

ce qui est vérifié pour tout p € [1.2, 5.6].
Ainsi toute les hypothéses du Théoréme [2.3.1| sont satisfaites et par conséquent le pro-

bléme (2.16) posséde une solution unique.
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Chapitre

Etude d’'un probléme différentiel impulsif

d’ordres fractionnaires multiples

Les équations différentielles fractionnaires impulsives représentent de nos jours un ou-
til mathématique important pour la modélisation de différents phénomenes dans divers
domaines scientifiques, ce qui a poussé beaucoup de mathématiciens a s'impliquer dans
I’étude des propriétés de ces équations. Au cours des derniéres années, un nombre considé-
rable de travaux traitant ce sujet ont été présentés [1,[12, 13,14, (15,16} 20} 33} 50} 67].

Cependant, la majorité des résultats développés s'intéressent al’étude des équations dif-
férentielles fractionnaires impulsives dans des domaines bornés. D’autres part, différentes
formules de solutions ont été proposées dans le cadre du concept classique d'une solution
utilisant la théorie des semi-groupes [20), 12} 16} 33} 50].

Dans ce chapitre nous introduisons une nouvelle approche afin d’étudier une classe des
équations différentielles fractionnaires impulsives dites : équations différentielles impul-
sives d’ordres fractionnaires multiples. Plus précisement nous étudions I'existence globale
d’une solution bornée d’'un probleme fractionnaire impulsif dont la dérivé fractionnaire est
comprise au sens de Caputo. La téchnique que nous allons utiliser consiste a montrer 1’exis-
tence de la solution sur un intervalle borné de type [0, n], n € N*, par le théoréme du point

fixe de Schauder puis étendre le résultat d’existence a 'intervalle [0, +c0) a I'aide d'un pro-



3.1. Problemes impulsifs d’ordres fractionnaires multiples

cessus de continuation. Le chapitre est organisé comme suit :

Dans la premiere section, nous introduisons la notion de probleme fractionnaire impul-
sif d’ordres multiples en donnant un exemple concrét de ce type de problemes dans R. La
deuxieme section sera consacrée a I’étude d'un probléme impulsif semi-linéaire d’ordres
fractionnaires multiples. Tout d’abord, nous établissons une équivalence entre le probleme
donné et une certaine équation intégrale de type Volterra en tenant compte des remarques
et d’améliorations introduites dans [20]. Ensuite, nous montrons |’existence globale d'une
solution bornée en passant par deux étapes :

» Dans la premiére étape, nous établissons 'existence de la solution sur un intervalle borné.
 Dans la deuxieme étape, nous utilisons un procéssus de continuation pour étendre le ré-
sultat d’existence a l'intervalle [0, +00).

Nous concluons ce chapitre par un exemple illustratif.

3.1 Problemes impulsifs d’ordres fractionnaires multiples

Un probleme différentiel impulsif d’ordres fractionnaires multiples est un systeme d’équa-
tions différentielles impulsives dans lequel apparaissent des dérivées fractionnaires d’ordres
variés. Ce type de problemes a été étudié recemment par A. Bouzaroura et S. Mazouzi [20].
Un exemple concret de tels problemes dans R sur un intervalle borné [0, T], T > 1 est de la

forme
Cop2y(m=1"-1,1e]y=1001],

“@Pym=r*-2t+1,re ) =(,T],
1 (3.1)
y0)=1,

y(1) =y +2.

On cherche une fonction continue par morceaux y : [0, T] — R satisfaisant (3.1). On résout
le sous-probleme
@iy =1*-1, te ),

y(0) =1,
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3.1. Problemes impulsifs d’ordres fractionnaires multiples

on obtient
_1 12 2 f 1/2
y(@) + F(I/Z)f (t—38)" ds— F(1/2) (t—98)""'"ds
16 2
S lp— S22 a2
15\ NG
Doncy(1)=1- W

Ensuite, on résout le sous-probleme
@By =1*-2t+1, te ]y,

Y1) =ym+2=3-57,

on trouve

o (1+ ;ft 2030 142
y=y(1 )+r(1/3) 1 (t-9""(s-1)ds

14 6
=3- + (t—1)7""3,

157 I'(1/3)

Donc, la fonction continue par morceaux

16 (5/2 _ 2 41/2
(0 = L+ =122 = 2L t12, e )y,

__14
3 15ﬁ+

est une solution du probleme fractionnaire impulsif (3.1)

r(1/3) (-1, te .

On note que dans la majorité des travaux publiés, les problemes traités sont des pro-
blemes fractionnaires impulsifs avec un seul ordre de dérivation et la plupart des résul-
tats obtenus sont des résultats d’existence locale. Dans ce chapitre nous nous intéressons
al’étude de l'existence globale d'une solution bornée d’'un nouveau probleme fractionnaire
impulsif d’ordres fractionnaires multiples de la forme

C@“ky(t) Ay + f(t,y(0), te T, k=0,1,...,
y0) =y € X,
y() =y) + I(y(t), k>0,

Les résultats développés dans ce chapitre, qui sont issus de [47] généralisent ceux obte-
nus récemment par Benchohra et al. [5,[17] établis en ’absence des impulsions ainsi que les
travaux de Balachandran et al. [12, (13, 14], Bouzaroura et Mazouzi [20] considérés dans un

espace de Banach mais seulement sur un intervalle fini [0, T].
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3.2 Probleme différentiel semi-linéaire impulsif

Cette section est consacrée a I’étude de I'existence globale de la solution du probleme
impulsif d’ordres fractionnaires multiples suivant :
oLy = ADy@ + f(1,y(@), te Tk, k=0,1,..
y(0)=yp€ X, (3.2)
y(t,j) =yt )+ Ik(y(r), k>0,
ou
o C@Z:’“ désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordres ay € (0,1), k=0,1,...
¢ (X, . Il) est un espace de Banach de dimension finie.
e A:J=[0,+00) — ZB(X) est un opérateur linéaire continu.
o f:]xX— Xetl:X—X sontdes fonctions données.
o Ji=(tr, th1), 0=t < H <..<tp < tps1 <...
o y(£)) = }1111101+ y(te+h) ety(t,) = }}LII()l_ y(tx + h) representent les limites a droite et a gauche
de y(t) a t = t.

Pour étudier ce probleme, nous allons utiliser la méthode du point fixe. Nous montrons
d’abord I'existence de la solution sur un intervalle borné de type [0, n], n € N*, a 'aide du
théoreme du point fixe de Schauder puis nous utilisons un processus de continuation pour
étendre le résultat d’existence a l'intervalle [0, +00).

Soit n € N* et considérons le probleme impulsif d’ordres fractionnaires multiples suivant
C@%’“y(t) =AMy + f(t,y(@), teJrn[0,n], k=0,..m,
y(0) =y € X, (3.3
y&) =y () + L(y(t), k=1,2,..,my,
ou
my =max{keN, t < n}.

Considérons I'espace de Banach

:[0,n]— X:yeCUrn[0,n],X), k=0,...,m,,
peqo,n,x)={ yERUk oL

y(t) et y(t;) existent et y(t) = y(tx), k=1,...,my
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muni de la norme

Iylln= sup [y(DI.
te[0,n]

Introduisons maintenant la définition de la solution du probléme (3.3).

Définition 3.2.1 Unefonctiony € € (10, nl, X) estdite solution du probleme li si C@:ﬂ" y(1)

k
existe pour tout t € Jrn[0,n], k =0,...,,m, et satisfait les équations C@::’Cy(t) =AMy +

f(t,y(1), pour tout te Jin[0,n], k=0..my, ainsi que les conditions

y0) =y e X,
Y =y(5) + L), k=1,2,...my.

3.2.1 Equivalence entre le probleme (3.3) et une équation intégrale

Nous allons établir une équivalence entre le probleme (3.3) et une certaine équation

intégrale. Posons

O(1,y(0) = AN y(1) + f(z, y(1).

On a le résultat suivant :

Lemme 3.2.1 Une fonction y € 226 ([0, n], X) est solution du probleme (3.3) si et seulement si

elle est solution de I'équation intégrale suivante
t
Yo+ ﬁo)f(t— ¥ D(s, y(s))ds, t€[0, 4]
0

I
k
y)=4 Yot _glr(a;il)‘[(ti—s)“i—l_lfb(s,y(s))ds (3.4)

li-1

t
k
+ﬁf(t— $)ULD(s, y(s)ds + l_zzlll- W), teJeni0,nl, k=1,...,m,

Ik

Démonstration. Soit y une solution de 1) Comme y(t,;) = y(tx), alorson a

y(5) = y() + Ie(y(£0).
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Pour ¢ € [0, 1], 1a solution du probleme

€5 y(t) =D(t,y(1), teo
y0) =y € X,

est donnée par

t
f(t—s)“°—1q>(s,y(s))ds.

1
ym‘y"+r(ao)0

Site (1, IN[0,nl, alors

13
f (t— )M (s, y(s))ds

0=y + L
yi) =yt F(Oll)t

t
_ 1 -
=y()+ L(y() + Ty f(t— $)M L d(s, y(s))ds

=yo+hL(y(ty ))+ f(tl )% (s, y(s)ds

*Ta 1)f(t ) d(s, y(s))ds.

Si t € (£, 131 N [0, n], alors nous obtenons

y) =y(t;) + f(tz—S)“2‘1<D(s,y(S))ds

I'(ay)
12

t
f (t—9)271D(s, y(s)ds

_ 1
=y()+ L(y(t,)) + Ty t
2

- - 1 ¢ ap—1
=yo+L(y()) + L(y(t, ))+F( )f(tl_s) 07 D(s, y(s))ds
0
0

f(tg—s)“l Th(s)ds+

t
1
_ (Zz—l(D
F( 3 az)tf(t s) (s, y(s))ds.
2
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Plus généralement, si t € J; N[0, n], k=1,...,m, alors

y(1) = yo+Z f(t, ¥ 7l0(s, y(s)ds

F(ll)

k
— %1 . -
+F(ak)tf(r s) @(s,y(s))dwizzlfl(y(r, ).

k

Donc y satisfait (3.4).

Inversement, supposons que y satisfait (3.4).

Site[0, ], alors

y(0) =yo

Ensuite, en utilisant le fait que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'une constante

est nulle nous obtenons

C@aky(t) C@

a—1
i | T k)f(t s) D(s,y(s))ds

:ngi’q“k @(t,y(t), teJrnl0,nl, k=1,..,my,
k
et grace a la propriété fondamentale
CaTF I D (1, y(1) = D1, y(1)),
k

nous obtenons

C@“ky(r) (1, y(1),

pourtout t€ JiNn[0,n], k=1,..., my,.

De plus, il est aisé de montrer que
y(6) =yt + L), k=1,..,my,

Tout cela prouve que y satisfait (3.3).

Par conséquent, I’équation intégrale (3.4) est équivalente au probleme impulsif (3.3). =
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3.2.2 Existence de la solution

Dans cette section nous allons établir I'existence de la solution du probleme (3.2). En
vue d’obtenir un tel résultat, on propose les hypotheses suivantes :
(Hp) {@k} k=0 < (0,1). On pose a = i‘ig{“k} etl’ = Iichlg{r(ak +1)}.
(Hy) La fonction f: Jx X — X es_t continue, et il existe une fonction continue et bornée

P:J— R" et une fonction continue et croissante ¢ : J — R* telles que

Ilf(t, wll=P@Oelul), te], ueX,

et

I

© ]

* = (t; — $)¥171P(s)ds < co.
P ;r(ai_l)lf ’

i-1

On pose || P|loo = sup|P(2)].
=0

(H,) A: J — X est continu et satisfait I'estimation
IA(D)IBx) < a(t), t=0,

pour une certaine fonction continue et bornée a: J — R* telle que

- 1 / a 1
a* = (5 —8)% 1" a(s)ds < co.
izzl F(ai—l)tf l
i—1

On pose | allo = supla(?)|.

=0
(H3) Les fonctions I : X — X sont continues et il existe une suite de nombres positifs
{Ak}=1 tels que

I Ix(w)ll <Ak, ueX,

et

A= Z}Lk<oo.
k=1

(Hy) Il existe une constante p > 0 telle que

Iyoll + A+a*p+p*p(p) <p. (3.5)
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3.2. Probleme différentiel semi-linéaire impulsif

Nous allons tout d’abord montrer que le probleme (3.3) posséde au moins une solution
bornée y, € %€ ([0, nl], X) en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder.

Soit ’ensemble

<%}’lp = {J’E@Cg([oyn],X), ||J/||n SP},

ol p estla constante définie dans I'hypothese (Hy). Il est clair que %,,, estun sous-ensemble
convexe, fermé et non vide de 226 ([0, n], X). Pour tout t € /. n[0,n], k=0,1,...,m;, on défi-

nit sur 98,,, I'opérateur & par
t
J’0+—r(}xo)f(l‘—S)“O_I‘D(S,y(s))ds, tel0, ]
0

I
k
(F ) =X J/o+_glr(a;il)f(ti—S)“"‘l_ICD(s,y(s))ds

li-1

t
k
+ﬁf(f— HHTIO(s, y(s)ds + ;L‘(J’(ti—)), teJrnlo,nl, k=1,..,my

Ik
D’abord notons que # y € 98, pour tout y € %8, .

En effet, soit y € %np, alors, pour 7€ [0, f1],0ona

t
1
DW= ol + Of (t— 9% @ (s, y(s)l ds

1
I'(ao)

t
<llyoll + f (1= 9% AW 1 y(9) | ds
0

t
1
+ mof I f(s,y(s)lds.

Compte tenu des hypothéses (H;), (H2) et (H4) nous obtenons

1
I'(ao)

t
IE DO <ol + f (1= 9% a(s)y(s) I ds
0

1
I'(ao)

+

t
f (1= 97 P()p(llyD)lds,
0
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d’ou
IF ylln < lyoll+a*p+p elp) < p.
D’autre part, pour tout t € /N [0,n], k=1,...,my,ona

k

FY()| <
Il( y)()||<||yo||+lzlr( o

f (t; — ) ¥ 1Y D(s, y(s)ds

f(t 950 (s, y) Ids+ 3 MG

F(ak) i=1
k+1
<llyoll+A+ ), f(tz Y1 D (s, y(s)llds
i Tai-1)

En estimant les termes du second membre on obtient

[e.®]

IF @<yl +A+ )
i= 1r( i— 1)

f (t; — ) ¥ 1D (s, y(s)ds

<lyoll+A+p Zr( 3 f(t, s)“ 1 a(s)ds
l

+¢(p) Z f(t,—s)“’ 1=1p(s)ds

F(ll)

<lyll+A+a*p+p*pp).

Donc

IZyln<lyl+A+a*p+p el <p, (3.6)

ce qui montre que Fy € By, siy € By, , C'est-a-dire que F envoie %, dans %,,,.
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Etablissons maintenant que % est continu. On a
Lemme 3.2.2 Lopérateur & est continu.

Démonstration. Soit {y,} _, une suite de %, , telle que y; — y, ¢ — oo, dans € ([0, n], X).

q=1

Alors pour € [0,f;] ona

1
I'(ao)

t
1(Fya) () — (F DI < f(t— N D(s, y4(5) —@(s, y(s)) I ds
0

t
1
< ( f(t— S)“OldS)( sup | A(S)(y4(8)) = y(s))I
0

I'(ao) se[0,n]

+ sup ||f(s,yq(8))—f(S,y(S)))II)

s€(0,n]

= T .20, 1A~ yish1

+ sup [ f(s,y4(s) —f(s,y(S)))II)

s€l0,n]

na
< I ( sup [|A(S)(yq(8)) — y ()l

s€l0,n]

+ sup [ f(s,y4(s) —f(s,y(S)))Il)
sel0,n]

Les hypotheses (Hp) — (H) entrainent

\Z Yy —Fylla—0, g— oco.
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Ensuite, pour tout t € Jin[0,n], k=1,...,myona

I
ko1
[EIMOEIESVNOIEDY f (11— 957 |5,y 5)) — (s, YDl
i=1 F(ai—l)t_
1 t
T tf”‘ NUD(s, yg(9)) — (s, y(s) lds
k

k
+ ) Ik (yq () = Ly ()|

i=1

< Xk: ! fti(t-—s)“"‘l_lds
“|AT@n
i-1

x ( sup [[A(S)(yq(8)) =yl + sup [ f(s,y4(8) = f(s, y(&NI

s€l0,n) s€l0,n]
k
+ 3 i (yq(£) = Ly )
i=1

(my, +1)n%
< f( sup [|A(S)(yq(s) —y(s)l

se(0,n]
+ sup [l f(s,yq(8)— f(s, y(sN)I
sel0,n]
k
+ 3 i (yq(£7) = Lyl
i=1
Compte tenu des hypothéses (Hp) — (H3) on obtient

1Fyg—=Fyln—0, g —oc0.

Par conséquent, 'opérateur & est continu. m

Il nous reste a montrer que & est compact pour pouvoir appliquer le théoreme du point

fixe de Schauder. On a le résultat suivant :

Lemme 3.2.3 Lopérateur & est compact.

Démonstration. Pour établir la compacité de I'opérateur &, il suffit de prouver que & (%) est

relativement compacte en utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela de type €6 .

Nous avons déja montré que &y € %,,,, pour tout y € %8y, ce qui implique que F (%5, est
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uniformément bornée. Il reste a montrer que & (%, p) est une famille équicontinue de

PE€([0,n], X).Soitalors 0<1;<7T2< £ et y € Bp,, ona

1
I'(ao)

T1
I(F ) (T2) = (F YT < f (T2 = 8)* 7 = (11— )% | D(s, y(s) Il ds
0

+ F(LO)J(Tz — )% (s, y(s) llds
< F(ilo) Of 72— )% = (1 = NAASI |y + | f (s, y(s) | ds
+ 1 ]2(12 — 9% L Al Iy + [ £ ys)|ds

r(aO)T )

T1

o0 P o0 — —

< lalleollyll + 11 PIl <p(||y||)f|(T2_S)w0 ' (1 - 9% ds
['(ao) J

T2
[e.0] P [e.0] -
N lalloollyll + I P (p(”y”)f(rg—s)“‘) 1ds,
I'(ao) P
1

En calculant les intégrales nous obtenons I’estimation

lallcop + I Plloop (p)

o (170 = 15" +2(12 — 7).

I(Fy)(T2) = (F ))<=

Le membre de droite de l'inégalité ci-dessus est indépendant de y et tend vers 0 lorsque

T1 — T2. Ainsi ¥ (%, ,) est equicontinue dans l'intervalle [0, #;].
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Maintenant,sit€ Jyn[0,n], k=1,...,myetye€ %np, on a pour tous 71, Ty satisfaisant

I <T1 <T2 < [lk+1)

T1
1
I(Fy)(a2) = (F )l < fl(rz — )% — (71— )" | D(s, y(s)) I ds
I'lag) J
1
¥ f (12— 9% o5, yDlds+ Y ILGEDI
r(ak)_[l T1=t;<T)
17
< f (2= )% = (@1 = ) NUAAGI |y + || £ s, y(s) | s
I'lag) J

T2
+ —r(;k) f(Tz — %L AW ”y(s) ” + ||f(s,y(s)) ||)ds
T1

+ Y LI

T1<l;<T2

T1

o0 + P [o.0] — —

< lallooll ¥l + | Pl (p(IIyII)fKTZ_S)ak L (g — )% 1| ds
['(ag) J

T2
o0 Plloo _
N lalloollyll + I P <p(||y||)f(T2_S)ak 145
I'(ak) P
1

En calculant les intégrales du membre de droite, nous obtenons 'estimation

lalloop + I Plloctp(p)
I"I

+ ) LG,

T1<[;<T)

I(F y)(T2) = (Fy) )l < (@ =15 +2(12 - 1))

Le second membre de cette inégalité est indépendant de y et tend vers 0, lorsque 7; —

T, C'est-a-dire 9(,%’,%) est equicontinue dans l'intervalle J N[0, n], k=1,..., my.

D’autre part, comme 'espace X est de dimension finie, alors les fermetures des sous-ensembles
W0 ={Fy0): ye B, te NMud}, W) ={Fyal)ue B, b, w () ={Fyp) ue B, |,

pour k =1,..., m, sontbornées et donc elles sont relativement compactes. Ainsi, & (%p,) est

relativement compacte d’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela de type € .m

Nous concluons d’apres ce qui précede qu’en vertu du théoreme du point fixe de Schau-
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3.2. Probleme différentiel semi-linéaire impulsif

der I'opérateur &# possede au moins un point fixe y, dans %, tel que

IIJ/ nlln < Do,
Nous somme maintenant sur le point d’énoncer et démontrer notre résultat principal.

Théoreme 3.2.1 Sous les hypotheses (Hy) — (Hy) le probleme posséde au moins une so-
lution bornée y € 22%€ (], X).

Démonstration. On a déja montré auparavant que le probleme qui est la restriction
du probleme sur un intervalle borné de type [0, n] posséde au moins une solution y, €
P€([0,n], X) avec |y,ll, < p. Pour démontrer le Théoréme (3.2.1), nous allons utiliser un
processus de continuation afin d’étendre le résultat d’existence obtenu dans les intervalles
bornés [0,n], n=1,2,... ala demi-droite réelle positive.

Nous allons utiliser le processus de continuation suivant :

Soit {n;} ;>0 une suite croissante de nombres entiers qui satisfait
np=0<m<ny<..<nj<..too.
Pour chaque j € N*, on défini la fonction u j(f) comme suit :

(1), te€l0, njl
u](l') _ y] J (3.7)
yij(nj), telnj, oo),

ou y;(t) estla solution dans I'intervalle [0, n;]. Il est facile de voir que
”u]”I’ll = o, ] € N*’

et pour chaque j e N*, u j satisfait I'équation intégrale suivante, pour ¢ € J;- N [0, n1],

k=1,..,my,

uj(t) = 0+Z f(tl Y171 (s, uj)ds
F( ai;— 1)

f(t U (s, uj)ds +le(u](t )).
F( @)
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En procédant d'une maniere analogue, on montre que {u;} ;> est relativement compacte
dans 26 ([0, n;], X). Alors il existe un sous-ensemble propre N; de N* et une fonction v; €

26 (10,n1], X) tels que
uj — v, dans 2€([0,m], X), j— oo, (atravers Np).

D’autre part, on a

”u]”nz SP; jENI)

et comme la suite {u;(f), j € Np} est relativement compacte dans Z<€([0, nz], X), alors il

existe un sous-ensemble propre N> de N; et une fonction v, € 2€([0, n2], X) tels que
uj— vy dans 2%€([0,n], X), j — oo, (atravers Np).

Poursuivant ce processus, nous obtenons une suite décroissante de sous-ensembles {N;};>1
satitsfaisant N;,; < Nj, pour [ = 1,2, ..., et une suite de fonctions continues par morceaux
{v};>1 telles que, pour chaque [ =1,2,...,ona

(1) v, e 2€((0,n], X),

(2) {uj, j € Ni} — v; dans 2€([0, n], X), lorsque j — oo, (a travers Np),

(3) v;4+1 = vy sur l'intervalle [0, n;] puisque N;;1 < Ny,

(4) Pour chaque ! € N*, la sous-suite {u;, j € Nj} satisfait 'équation intégrale suivante :
q jrJ q g

k fi
uj(f)=yo+ Z ! f (t; — )% 17 1(s, ujds (3.8)
iz l"(ai-l)t
i-1
1 k
* Fan f(t—s)“k_lcl)(s, u]-)ds+izzili(uj(ti_)),

Ik
pour tout £ € J N[0, nygl.
Ensuite, nous définissons la fonction y: J = [0,00) — X comme suit :

0) =
¥©0) =y (3.9)

y() =vi(0), ten_,nl I=1.

58



3.2. Probleme différentiel semi-linéaire impulsif

Il s’ensuit que y € 2€6(J, X) et |y(H)ll < p, t € J. De plus, faisant tendre j — oo dans

nous obtenons I’équation intégrale

(1) = y0+z f(tl $)¥171D(s, v))ds (3.10)

T(z1)

k
— % 1p I; 7)),
+r(ak)f(t s) (s,vz)ds+i:Z1 (vi(£;))
k

pour tout /N[0, n;], et comme v;(s) = y(s) pour chaque s € (n;-1,ny],1=1,2,...,alorsI'équa-

tion (3.10) devient

y(1) = yo+Z f(tl 9%l 0(s, y(s)ds

r(ll)

f(t $)* (s, y(s))ds+ZI,(y(t ), teJiknI0,nl.

l_

T(Oék)

Compte tenu de I'équivalence de cette équation intégrale et le probléme (3.2) nous dédui-
sons que y est une solution globale continue par morceaux et bornée du probleme (3.2). Ce
qui achéve la preuve du Théoreme [

Pour illustrer le résultat d’existence ci-dessus, on considere I'exemple suivant :

3.2.3 Exemple

Considérons le probleme suivant :

C@“°y(t) Sy, te Jo=1[0,7]
y(0)=1/6,
| 2ty = Sly0IV2, te Ji = (kn, (k+ D) (3.11)

k
Y((km)*) = y(km) = g k=12,

Dans le probléme (3.11) on a

LD 1
ar=————,k=0,1,..., aveca = —.
k=5 34k 2
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—t/2 -t
Ax =

t 1

Ii(t)y=————, A= —.
K=y M R
Il est clair que les hypotheses (Hy) — (Hs) sont satisfaites avec

—t/2 -t
a(t) =

10 10

D’autre part, on a

*

Ii
1 & 1 P
—Z f(ti—s)“l‘l 1e=Sds
]'0 i=1 F(ai_l)t

i—1

1
T2

—mk 11
()" T8l-em

=0.23156 < co.

IA
S
18
| o

k=0

et

*_l‘x’
_5;

f(tl §)* 171673 45 <0.34963 < oo.

(al 1)
Par ailleurs, la série
2
n
A= Z Ak = Z — < o0.
k=1 k=1 kz 6

En ce qui concerne '’hypothése (Hy) on note que

2

* * 1 =
Iyol + A+a*p+p*plp) < E+E+O.34963p+0.23156\/ﬁs

e
x, f(t,x) = 10 — x|, pour tout (¢,x) € J x R.

e 1/2 1
, P(1) = —, o(ul) =1u@®)|"", lPlec=— laloo==

5

qui est satisfaite pour tout p = 3.5. Comme toutes les hypothéses du Théoreme|3.2.1|sont sa-

tisfaites, alors le probléme (3.11) possede au moins une solution globale continue par mor-

ceaux et bornée sur le demi-axe réel positif.
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Conclusion et Perspectives

Au terme de cette thése, nous estimons que les résultats présentés contribueront au dé-
veloppement de I’étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nouveaux
horizons a la recherche scientifique sur cette thématique émergente.

Apreés avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du
présent travail, nous avons présenté des résultats d’existence et d’'unicité de certains pro-
blemes différentiels d’ordres fractionnaires relatifs a la dérivée de Caputo dans des espaces
de Banach. Tout d’abord, nous avons établi des résultats d’existence globale et d'unicité d'un
probleme différentiel fractionnaire de type neutre en utilisant les techniques de points fixes.
La dépendance de solutions par rapport aux données initiales a été également discutée. Les
résultats obtenus sont soumis pour publication [48].

Par ailleurs, nous avons présenté un résultat d’existence globale de la solution d'une
nouvelle classe de problemes différentiels impulsifs d’ordres fractionnaires multiples. Ce
résultat est obtenu a ’aide de la technique de point fixe combinée avec un certain processus
de continuation. Ce résultat sera incessamment publié dans une revue de renommée [47].

Les résultats présentés dans cette these offrent naturellement de nombreuses perspec-
tives. La premiere est I'étude des équations différentielles fractionnaires dont I'’ordre de dé-
rivation est compris entre 1 et 2. La deuxiéme perspective envisageable serait I’étude des
équations impulsives d’ordres fractionnaires avec retard fini et infini, ainsi que la stabilité

des solutions de ces équations.



Conclusion et Perspectives

Finalement, une perspective, qui semble étre, une continuité logique de ce travail, est le
développement de modeles numériques correspondant aux problemes présentés dans ce

travail.
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Abstract. In this paper, we introduce a novel approach to tackle a class of fractional differential
problems with impulses on the positive half-ray. So, we establish the existence of a bounded solution
to certain impulsive multi-orders fractional initial value problem in a finite dimensional Banach space.
The obtained result is based on the Schauder’s fixed point theorem as well as certain continuation
process. Finally, an illustrative example is provided.
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1. INTRODUCTION

Due to their intensive applications in the modeling of many phenomena in various
fields of science and engineering, Fractional Differential Equations (FDEs) have
attracted the attention of a great deal of investigators in the last decade. Actually,
the theory of FDEs has been rapidly developed, see the monographs of Kilbas et
al. [14], Kilbas and Trujillo [15, 16], Lakshmikantham et al. [17], Miller and Ross
[18], Srivastava and Saxena [23], Podlubny [22], Agarwal et al. [1], and so we can
encounter in the literature several new results dealing with the FDEs such as in
viscoelasticity, electrochemistry, control, porous media, etc. (see [9, 11, 13, 21] and

the references therein).

Regarding the impulsive fractional differential equations (IFDE), we mention that
they are nowadays an important tool for various mathematical models such as in phys-
ical and mathematical sciences. Due to their effectiveness, impulsive conditions have
been used in specific models dealing with rapid changes which cause the discontinuity

of the solution in a finite or infinite increasing temporal moments. For this reason
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2 MULTI-ORDERS IMPULSIVE FDE

several mathematicians are investigating the properties of solutions of such problems;
unfortunately, most of the developed results are studied in the finite interval [0, T, see
[3, 4, 7, 19]. For instance in [10], the authors studied the existence and uniqueness of
a class of impulsive fractional differential equations on J = [0, 7] and they introduced
a new formula of solutions for an impulsive Cauchy problem with Caputo’s fractional
derivative by applying fixed point methods.
As far as we are involved in the study of impulsive fractional equations we must point
out that Lemma 2.6 used in [10] to obtain the equivalence between an impulsive
fractional problem and an integral equation is not correct as we see in the following
counter-example:

Let us consider the function described on page 48 of the famous book of B. Nagy and
F. Riesz [20] which is an example of a monotonic continuous function F : [0,1] — R,
not constant in any subinterval of [0,1] and satisfies F’ = 0, almost everywhere in
[0,1]. So, in terms of Caputo’s derivative we would have formally for any « € (0, 1)

1 k e

F(l—oz)/o (t—s) “F'(s)ds=0, t€]0,1]
F(a) = Fy, (0<a<1l), Fybeing the value of F at a.

“Dgy F(t)

However, there is no apparent equivalence between this problem and the fractional
integral representation of F defined in Lemma 2.6 [10], otherwise the function F' (t)
would be constant and equal to Fy throughout the interval [0, 1] which is a contradic-
tion! Furthermore, since in the same work Lemma 2.7 is based on Lemma 2.6 then it
is not correct and may lead to apparent contradictions... For further details see the
recent paper of A. Bouzaroura and S. Mazouzi [8]. The reader may find in the recent
comments about the concept of impulsive fractional differential equations of [24] that
the proposed approach in [10] is incorrect.

Our main contribution in this paper is the study of new multi-orders fractional
problems in a finite dimensional normed space (X, ||. ||) such as either the euclidean

space R™ or C" subject to some impulsive conditions, namely

Cfoy(t) =A)y(t) + f(t,y(t), t € Jp = (tr, toga), E=0,1,...,
y(0) = yo € X, (1)
y(th) = y(ty) + I(y(ty)), k=1,

where CD:? is the Caputo’s fractional derivative of order ay, € (0,1), k = 0,1, ...;
Jo = [0,t1]; Jx = (tg,tr41], for k =1,...; and yo is a given initial value in X. On the
other hand, A:J =[0,4+00) — B(X), where B(X) is the Banach space of bounded
linear operators on X into itself, f : JxX — X and I}, : X—X are given continuous

functions, 0 = tg < t1 < ... < tpy < typy1 < ... Finally, y(t:) = hliery(t;C +h) and
—0



MULTI-ORDERS IMPULSIVE FDE 3

y(t, ) = lim y(tx + h) represent the right and left limits of y(t) at ¢t = ;.

h—0—
Let us first anticipate our study by a concrete example of such a problem in R in a
finite interval [0,T], T' > 1, namely

CDYPy(t) =12 —1, te Jy=[0,1],
DBy (t) =12 241, teJ, = (1,T],
y(0)=1,

y(17) =y (1) +2.

First, we look for a piecewise continuous function y : [0,1] — R satisfying (2).

(2)

Solving the subproblem
{ CDy(t) =12 — 1, t € Jo,

y(0)=1,
we get
y(t) = 1+1/t(t—s)1/232ds—1/t(t—s)1/2ds
I'(1/2) Jo I'(1/2) Jo
— 14 16 £5/2 it1/2

so that y (1) =1 — 151%.

Next, solving the subproblem

Dy (t)y =12 -2t 41, t € Ji,
y(1) =y(1)+2=3~ 57

15/7°
we find
1 ¢ —2/3 2
y() = y(1t Jri/ t—s s—1)"ds
_ 3 14 27 (t—1)7/3.

T 5y 1T (1/3)
Thus, the piecewise continuous function

{ L+ oo t9/2 — 2412, 1 ey,

) — 15/7
y (1) 7/3,t€J1,

3— ﬁ + ﬁim (t—1)
is a solution to the impulsive fractional problem (2).

In view of these new ideas we intent to extend in this paper recent results on fractional
differential equations on unbounded domains, for instance those of Benchohra et al.
in [2, 6] established in the absence of impulses, as well as those of K. Balachandran et
al. in [5] considered in a Banach space but only for the finite interval [0, T]. We point
out that using the Schauder’s fixed point theorem combined with the diagonalization

process the authors in [2, 6] proved the existence of bounded real-valued solutions of
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some fractional order differential equation on the half-ray J = [0, +00).

The paper is organized as follows, in section 2 we introduce some basic definitions and
notations, and give some necessary lemmas that will be used throughout this paper.
In section 3 we state and prove our main results. Finally, in the last section we give
a concrete example that illustrates the existence result established in Theorem 3.1.

2. PRELIMINARIES

Let RT = [0, c0) and let I be an arbitrary interval of R; we denote by C(I, X)
the linear space of all continuous functions y : I — X.

First, we introduce the Caputo’s fractional derivative as defined in the reference
[14]. We have

Definition 2.1. We define the left-sided fractional Riemann-Liouville integral of or-
der a € (0,1) of a function f :[a,b] = X as follows

1 tfso‘*lss a
vl R RO

We define the left-sided fractional derivative of order a € (0,1) of a function f :
[a,b] = X in the sense of Caputo by

J3+ f(t) -

€ Do, f(t) = ﬁ/ (t—s)°f (s)ds, t>a.

Remark 2.1. We point out that the above integrals are understood in the sense of
Bochner and we assume that the function f satisfies the necessary conditions for

which those integrals are well defined.
We set
Jo =10,t1]; Jk = (tk,te+1], kK = 1,... and m,, = max{k € N, t;, <n}, for n > 1+[t],
and for each n > 1+ [t1], we introduce the Banach space
SCLER PP el i
equipped with the norm

[yl = sup [[y(t)]-
te[0,n]

We need the following hypotheses:
(Ho) {ar}rso C (0,1). We set a =sup{ay} and IV = ]g% {T(ar, +1)}.
- k>0 >

(H1) f: Jx X — X is a continuous function.
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(H2) There exist a continuous bounded function P : J — RT and a continuous

nondecreasing function ¢ : J — R such that

1f (& wll < P@e(llul), teJ, ueX, ®3)
and ‘
pr = Z F(Oéli—ﬂ / (t; — s)“1"1P(s)ds < o0.

=1

We put |[Pl|o = sup| P(¢)
t>0

~.

ti—1

(H3) A:J — X is continuous and satisfies the estimate
IA®)5x) < alt), t >0,

for some continuous bounded function @ : J — R such that
t;

— 1
a* = Z T / (t; — 5)*17a(s)ds < oc.

(1)
=1 ‘ ti—1

7

We set ||alloo = supla(?)].

>0
(H4) The functions I, : X — X are continuous and there exists a sequence of positive
numbers {A;},~, such that

k(W) < Ak, we X,

and

A:Z)\k<oo;

k>1
(H5) There exists a constant p > 0 such that

lgoll + A+ a”p +p p(p) < p. (4)
Next, consider the impulsive differential equation of fractional multi-orders
CDFy(t) = A@t)y(t) + f(t,y(t), t € kN [0,n], k=0,1,...;m,,
k

y(0) =yo € X, (5)
y(t) =y (t;) + Le(y(ty)), k=1,2,..,my,.

To be more rigorous we define a solution to the problem (5) as follows

Definition 2.2. A function y € PC([0,n], X) is said to be a solution to the problem
(5) if CDf;’jry (t) exists for t € J, N[0,n], for each k = 0,...,my, and satisfies the
equation Ckai y(t) = A(t)y(t) + f(t,y(t)) fort € J,N[0,n], for each k=0,..,my,
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and the conditions
y(0) = yo € X,
{ (6)

y(th) =y (ty) + L(y(ty)), k=1,2,..,my,.

Next, we state and prove a useful equivalence between problem (5) and certain
integral equation.
Let h € C(RT, X) and consider the fractional differential equation

CD;j;;y(t) =h(t), teJ,nN[0,n],k=0,..m, (7)
We refer to (7)-(6) as (pb), we have the following result:

Lemma 2.1. A function y € PC([0,n],X) is a solution to the problem (pb) if and
only if it satisfies the following integral equation

t
Yo+ tragy J (t = 8)* 7 h(s)ds , t € [0, 1]
k 01 t;
y(t) = vt Xty S (o9 T h(s)ds

i—1

t k
+F((1xk) f(t - S)akilh(s)ds + Z:llZ(y(tz_))7 te ']k N [Oan]a k= 17 ceey M.
tr 1=

Proof. Let y be a solution to problem (pb) and let t € [0,¢1], then we have
. t
t) = —— [ (t—s8)* " h(s)ds.
V) = 0+ T 0/( 9 h(s)ds

Ift e (tl, tg] N [0, n], then

y(t)

I
@
=

~
=
N~—
+
_
~
Se—_
—
=
»
N~—
2
|
L
>
—
»
N~—
Y
VA
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If t € (t2,t3] N [0,n], then we get once again

y(t;) + 1—\((1)52) /(tg — S)CYQ—lh(S)dS

y(t)

= ) + Dy(ty)) + — /@—@”“Mﬁ%

['(as)
_ ~ o »
= o BOD) + () + e [ (6= R
1 i a;—1 1 / az—1
+ F(al)tl/(tz —8)* 7 h(s)ds + T(aa) Z(t — 5)** 7 h(s)ds,

and more generally, if t € J, N [0,n], k=1,..,m,, then we get

t;

k
= 1 — 8)% 1 h(s)ds
ye) = m+§;FmFﬂ(/ul ) h(s)d

ti—1

1 / ar—1 - -
+ﬁ$/wﬂ> h(s)ds + 3 Li(y(t;)-

tr i=1

Conversely, assume that y satisfies (8). If ¢t € [0,¢1] N [0,n], then y(0) = yo. Next,
since the Caputo’s derivative of a constant is zero, then we merely obtain CD?:; y(t) =
h(t), t € JyN[0,n], k=0,1,..,m,. On the other hand, one can easily verify that

y(t5) =y (t) + Le(y(ty)),  k=1,.,mnp,

which completes the proof. O

The next Theorem is a piecewise continuous version of the famous Ascoli-Arzela’s
theorem. It is essentially needed in the proof of our main result.

Theorem 2.1. [25] Let X be a Banach space and W a subset of PC([0,n],X).
Then W is relatively compact if the following conditions are satisfied:

(i) W is a uniformly bounded subset of PC([0,n], X);

(it) W is equicontinuous in (tg,tit1), k=0,1,...,mp, where tog =0, ty,,,., =n;
(iii) W(t) = {u(®) | uw € W, t € J:}, W) = {ult)) : u e W} and W(t;) =
{u(ty) : we W} are relatively compact subsets of X, where J;: = [0,n]\ {tx}, ="
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3. MAIN RESULTS

We will establish in this section the global existence of at least one bounded so-
lution to the problem (1) by using Schauder’s fixed point theorem combined with
certain continuation process based on Arzela-Ascoli’s Theorem. Our main result is
the following

Theorem 3.1. If the hypotheses (H1) — (Hs) are satisfied, then problem (1) has at
least one bounded solution y € PC(J, X).

Proof. The proof will be given in two parts:

Part I: We begin by showing that problem (5) has a solution y, €
PC([0,n], X) satistying ||ynlln < p, for any n > 1+ [t;]. We set ®(¢,y(t)) =

A(t)y(t) + f(t,y(t)), and for each t € Jy N [0,n], Kk = 0,1,...,m,, we define the
mapping

F: PC([0,n],X) — PC(|0,n], X)
by

1

Yo+ T'(ao) (t - S)ao_l(b(&y(s))ds ; te [07t1]7

o o

t;

k
vo ; ray J (= 8) T (s, y(s))ds

ti—1

(Fy)(t) = . k
+ﬁtf(t _ S)ak—lq)(37y(s))d8 + ;Iz(y(tz_))?

teJpyn0,n], k=1,....,my.

Our main goal is to show that the mapping F has a fixed point which is a solution
to the problem (5). Indeed, let

¢ :{y € PO([O,TL] 7X)7 ”y”n < 0}7

be the closed ball of PC([0,n],X) centered at 0 and with radius p defined in (Hs).
It is clear that C is a closed and convex subset of PC([0,n],X).

We proceed in several steps:

Step 1: F maps C into itself.

Let y € C, then for t € [0,¢], we have

t

[(Fy)@OI < ILl/ollJrF(;O)/(t5)““1|<I’(S7y(5))||dS
0

< ol +a*p+p p(p)
<

N
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Moreover, for each t € J, N [0,n], kK =0,1,...,m,, we have

- 1 i a;1—1
IFR @I < lyoll + > Tl D) /(ti—s) D (s, y(s)) llds
=1 S

t

1 —1 b _
) / DA LOOICE )]
k+1 ti
! @1 =P (g y(s s
< llyoll + A+ E_jr(a)/ (t: — 551D (s, y(s)) d
<loll+ 4+ 3 g [ (6= 9" B(s(s) s
< lwoll + A +p Zﬁ / (i — 51 a(s)ds

ti—1
ti

+¢(p) Zr(ali,l) /(ti—s)““*lP(s)ds

=1

ti—1

< lyoll + A+ a*p+p*p(p).
Thus

IFylln < llyoll + A +a*p+p p(p) < p, 9)

showing that FC C C.

Step 2: Let us prove that F is continuous. Indeed, consider a sequence {yq}q>1

such that y, — v, in PC([0,n], X), when ¢ — oco. Then, for any ¢t € [0,¢1], we have

t

I(Fu)t) - Fn)®) < ﬁ /(t—s>a0—1\|¢<s,yq<s>>—@(ay(s»uds
0
< TCsup A wa(s) ~ uls)]
s€[0,n]
+ s 5(6.4(5) ~ £, ()

Since f and A are continuous, then

1Fyq — Fylln — 0, ¢ — 0.
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Next, for each t € Jy N [0,n], k =1,...,m,,, we have
t;

[ 6= T B (s) — sy s

ti—1

k
[(Fyqg)(t) = (Fy < Z

/ )o@ (s, yq(s)) — B(s, y(s))||ds

+Z 1k (yq () = Te(y ()
i=1

< O G A yls) — o)
s€[0,n]
s (5 30(5) ~ £ v

k
+ 3 I Liyq (7)) = Liy(E)]-
i=1
The continuity of the functions f, A, I;, for i =1, ..., k, implies that
|Fyq = Fylln — 0, ¢ — o0,
which establishes the continuity of F.

Step 3: F maps C into an equicontinuous family of PC([0,n], X).
Let 0 <1 < 7o <t; and y € C, then

1 7 ap—1 ap—1
[(Fy)(r2) = (Fy)(m)|| < m/I(TQ—S) — (11— 8)* 7 |2(s,y(s))llds

1 f — g)@o~t s,y(s s
+m/m 9201 (s, y(s)) |

T1

lalloollyll + ||P||ooso lyl) /‘ 5y

IN

I«

llallsollyll + 1Pl (llyl]) a0-1 4
+ F(Ozo) /(Tg — S) ds.

T1
Hence

lalloop + [ Pllooe(p)
T’

1(Fy)(r2) = (Fy)(m)l < (M =75 +2(m2 = 1)™).

—(n — s)a°*1|d5
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Obviously, the right-hand side of the above inequality tends to zero as 7, — 7o,
therefore FC is equicontinuous in the interval [0, ¢1].

More generally, regarding the interval J, N [0,n], k = 1,...,m,, if y € C, then for
every 71, To satisfying ¢, < 7 < T2 < tx41, we obtain the following estimate

lallosp + 1Plloce(p)
I

+ > M),

71 <t; <72

I(Fy)(r2) = (Fy)(m)| <

(7" =1+ 2(2 — 1))

which shows once again that FC is equicontinuous in the interval Jx N [0,n], for
k=1,...,my,.

Thanks to the finite dimension assumption of X condition (iii) of Theorem 2.1 is
obviously satisfied. As a consequence of the steps 1-3 together with the fact that X
is of finite dimension we conclude by the PC-type Arzela-Ascoli theorem that F is
completely continuous.

Accordingly, in virtue of Schauder’s fixed point theorem F has a fixed point ¥, in C
which is a bounded solution to the problem (5) satisfying

Ynlln < p.

Next, in order to extend the foregoing existence result from the finite interval J,,, n >
1 4 [t1] to the positive half ray we use certain continuation process which can be
described as follows:

Part II: Continuation process. Let {n;};>o be an increasing sequence of integer

numbers satisfying
n0:O<n1<n2<...<nj<...Too.

For each j € N*, we define the function u;(t) as follows:

)y, telo, ny]
us(t)= { yj(ng), teln;, o), (o)

where y;(t) is the piecewise continuous solution on the interval [0, n;] obtained in the

above steps. It is easy to see that

HujHﬂ1 S P je N*7
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and for each j € N*, u; satisfies the following integral equation for ¢t € J,N[0, n1], k =
1, 2,...,mp,

k ti
j = ! ;— 8) % T D (s, uy)ds
ult) = yﬁgr(“i—l)ti/l (t: — 5)" 105, u;)d
1 / 04)671 k —
+1—‘(Olk)t/(t_8) (D(s,uj)ds +iz:;li(’u]‘(ti ))

Following the above steps we can prove that the sequence {u;};>1 is relatively compact
in PC([0, n1],X), so there is an infinite proper subset N; of N* and a function
v1 € PC([0, n1], X) such that

u; = v, in PC([0, ni],X), as j — oo, (through Ny).

We notice that
||uj||712 < P je va

and since the sequence {u;(t), j € N1} is relatively compact in PC([0, ns], X), then
there exists an infinite proper subset Ny of Ny and a function v, € PC([0, nsg], X)
such that

uj = vg in PC([0, ngl, X), as j — oo, (through N).

Continuing in this way we obtain a sequence of decreasing subsets {N;};>1 satisfying

Nit1 C N, for every | > 1, and a sequence of piecewise continuous functions {v;};>1

such that, for each [ = 1,2, ..., we have

(1) v € PC([0, ny], X),

(2) {uj, j € N} — v in PC([0, ny], X), as j — oo, (through N;),

(3) vi4+1 = v; on the interval [0, n;] since Njy1 C Ny,

(4) For each | € N*, the subsequence {uj, j € N;} satisfies the following integral

equation
k b

w®) = et Yy [ e s s (1)

i=1 (041'71)&71

t k

[t =9 e s + 3 1))

2 i=1

1
[(ag)

+

for every t € J, N[0, ny].
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Next, define a function y : J = [0,00) — X as follows
O =
y(0) =wo (12)
yt) =v(t), tem-1,m], 1=1,2,..
It follows that y € PC(J, X) and ||y(¢)|| < p, t € J. Furthermore, letting j — oo in

(11), we obtain the following integral equation

t;

1 ;— 5)4 17 D (s, vy (s))ds
ﬂ/m (s, () (13)

¢
1 / 1
+—— [ (t—8)*  D®(s,u(s))ds + L (vt
I(uk) =) Z
tr
for every t € J; N [0,n]. Now since we have v;(s) = y(s), for every s € (nj_1,ny],
[ =1,2,..., then equation (13) merely becomes

t;

k
1 L
W0 = w9 e y(s)ds
i=1 Oz_1)t‘
1 t
+— [ (t—5)1D(s ))ds + Ii( ,teJpN|[0,n
Nw/<) e 2 N [0.m]

from which we infer that y satisfies problem (1). Accordingly, y is a piecewise contin-

uous bounded solution to the given problem which completes the proof of the main

theorem.
O
Here is a concrete example illustrating the above global existence theorem.
4. EXAMPLE
Let ay = % — :,)J%k, k =0,1,... and consider the problem
—t/2 —t
“Dy(t) = —y(t) + o ly®'V?, t e Jo=[0,m]
y(0) =1/6, /
o —t/2 —t
Cthy(t) =<——y(t) + S5 ly(t)|V/2, t € Jp = (km, (k + 1)7] (14)
((bm)*) = y(bm) — ity b= 1,2
YT YWT) = wltlyGml) Po

Here
o—t/2 et
Alt)z = % ft,z) = 1—0|$| /2 for every (t,z) € J x R,
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t 1
Iy(t) =——5——, o= —, k=1,2,...
k() k2(4+t)7 k k2’ )
It is clear that hypotheses (Ho)— (#3) are satisfied with
e t/? et 1 1
= P(t) = — = 1/2 Pl = — = .
alt) = o, Py =S5 ol = O, 1Pl = 15 llalloo = §

On the other hand, we have

t;

I 1
= t; — ai—1=1,=sg
p 10 Z F(O&i_l) / ( S) € s

ti—1

t;

< - ti — s)%171ds < 0.23156 )
S 102 T ) /( s) s < < 00

ti—1

Proceeding in the same manner we find that
ti

* 1 - 1 a;_1—1_—5
=1 ti 1
In addition, we have
1 72
k>1 k>1

Regarding condition (Hs) we notice that we have
1 w2
looll +A+a"p+p"p(p) < &+ 7 +0.34963p 4023156,/ < p,
which is satisfied for any p > 3.45. Since all the assumptions of Theorem 3.1 are
satisfied, then problem (14) has a bounded global solution on J.



[1]
2]

3]

[9

(10]
(11]
(12]

(13]
(14]

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]

20]

MULTI-ORDERS IMPULSIVE FDE 15

REFERENCES

R. P. Agarwal, M. Benchohra, B. A. Slimani, Existence results for differential equations with
fractional order and impulses, Mem. Differential Equations Math. Phys. 44 (2008), 1-21.

A. Arara, M. Benchohra, N. Hamidi, J. J. Nieto, Fractional order differential equations on an
unbounded domain, Nonlinear Anal. 72 (2010), 580-586.

K. Balachandran, S. Kiruthika, J. J. Trujillo, Existence results for fractional impulsive inte-
grodifferential equations in Banach spaces, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 16, 2011
1970-1977.

K. Balachandran, S. Kiruthika, J. J. Trujillo, On fractional impulsive equations of Sobolev type
with nonlocal condition in Banach spaces, Comput. Math. Appl., 62, 2011, 157-1165.

K. Balachandran, S. Kiruthika, Existence of solutions of abstract fractional impulsive semilinear
evolution equations, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., 2010 No 4, 1-12.

M. Benchohra, F. Berhoun, G. N’Guérékata, Bounded solutions for fractional order differential
equations on the half-line, Bull. Math. Anal. Appl., Vol. 4, 1(2012), 62-71.

M. Benchohra, B. A. Slimani, Existence and uniqueness of solutions to impulsive fractional
differential equations, Electron. J. Differential Equations, Vol. 2009 (2009), No. 10, pp. 1-11.
A. Bouzaroura and S. Mazouzi, An Alternative Method for the Study of Impulsive Differential
Equations of Fractional Orders in a Banach Space, Int. J. Differ. Equ., Vol. 2013 (2013), Article
ID 191060.

K. Diethelm, A. D. Freed, On the solution of nonlinear fractional order differential equations used
in the modeling of viscoelasticity, in: F. Keil, W. Mackens, H. Voss, J. Werther (Eds.), Scientific
Computing in Chemical Engineering II-Computational Fluid Dynamics, Reaction Engineering
and Molecular Properties, Springer-Verlag, Heidelberg, 1999, pp. 217-307.

M. Fe¢kan, Y. Zhou, J. Wang, On the concept and existence of solution for impulsive fractional
differential equations, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 17, 2012, 3050-3060

L. Gaul, P. Klein, S. Kempfle, Damping description involving fractional operators, Mech. Syst.
Signal Process. 5 (1991) 81-88.

E. Hernandez, D. O’'Regan, K. Balachandran, On recent developments in the theory of abstract
differential equations with fractional derivatives, Nonlinear Anal. 73 (2010), 3462-3471.

R. Hilfer, Applications of Fractional Calculus in Physics, World Scientific, 2000.

A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, J. J. Trujillo, Theory and applications of fractional differential
equations, North-Holland Mathematical studies 204, Ed. Van Mill , Amsterdam, (2006).

A. A. Kilbas, J. J. Trujillo, Differential equations of fractional order: Methods, results and
problems I, Appl. Anal. 78 (2001), 153-192.

A. A. Kilbas, J. J. Trujillo, Differential equations of fractional order: Methods, results and
problems II, Appl. Anal. 81 (2002), 435-493.

V. Lakshmikantham, A.S. Vatsala, Basic theory of fractional differential equations, Nonlinear
Anal. 69 (2008), 2677-2682.

K. S. Miller, B. Ross, An Introduction to the Fractional Calculus and Differential Equations,
John Wiley, New York, 1993.

G. M. Mophou, G. M. N’Guérékata, Existence of mild solution for some fractional differential
equations with a nonlocal condition, Semigroup Forum, 79 (2009), 315-322.

B. Nagy, F. Riesz, Functional analysis, Blackie and Son Limited, London 1956.



16 MULTI-ORDERS IMPULSIVE FDE

[21] L. Podlubny, Geometric and physical interpretation of fractional integration and fractional dif-
ferentiation, Fract. Calc. Appl. Anal. 5 (2002), 367-386.

[22] L. Podlubny, Fractional Differential Equations, Academic Press, San Diego, 1999.

[23] H. M. Srivastava, R. K. Saxena, Operators of fractional integration and their applications, Appl.
Math. Comput. 118 (2001), 1-52.

[24] G. Wang, B. Ahmad, L. Zhang, and J. J. Nieto, Comments on the concept of existence of
solution for impulsive fractional differential equations. Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul.
19 (2014), no. 3, 401-403.

[25] W. Wei, X. Xiang, Y. Peng, Nonlinear impulsive integrodifferential equation of mixed type and
optimal controls, Optimization, 55 (2006), 141-156.

Received: ; Accepted:






Bibliographie

[1]

(2]

3]

(4]

[5]

(6]

[7]

(8]

(9]

(10]

(11]

R. P Agarwal, M. Benchohra, S. Hamani, A survey on existence results for boundary va-
lue problems of nonlinear fractional differential equations and inclusions, Acta. Appl.
Math.109 (2010), 973-1033.

S. Agarwal, D. Bahuguna, Existence and uniqueness of strong solutions to nonlinear
nonlocal functional differential equations, EJDE, Vol 2004 N°. 52 2004, pp. 1-9.

O. P. Agrawal, Formulation of Euler-Lagrange equations for fractional variational pro-
blems, J. Math. Anal. Appl. 272 (2002), 368-379.

R. Almeida, S. Pooseh, D. E M. Torres, Fractional variational problems depending on
indefinite integrals, Nonlinear Anal. 75 (2012), 1009-1025.

A. Arara, M. Benchohra, N. Hamidji, J. J. Nieto, Fractional order differential equations
on an unbounded domain, Nonlinear Analysis 72 (2010), 580-586.

D. D. Bainov and P. S. Simeonov, Oscillation theory of impulsive differential equations,
International Publications, Orlando, Fla, USA, (1998).

D. D. Bainov and P. S. Simeonov, Impulsive differential equations : Asymptotic proper-
ties of the solutions, vol.28 of Series on Advances in Mathematics for Applied Sciences,
World Scientific, Singapore, (1995).

D. Bainov and V. Covachev, Impulsive differential equations with a small parameter,
vol. 24 of Series on Advances in Mathematics for Applied Sciences, World Scientific,
Singapore, (1994).

D. D. Bainoyv, V. Lakshmikantham, and P. S. Simeonov, Theory of impulsive differential
equations, vol.6 of Series in Modern Applied Mathematics, World Scientific, Singa-
pore, (1989).

R. L. Bagley, P. ]. Torvik, A theoritical basis for the application of fractional calculus in
viscoelasticity, Journal of Rheology 27, 201-210 (1983).

R. L. Bagley, P. J. Torvik, On the fractional calculus model of viscoelasticity behavior,
Journal of Rheology 30, 133-155 (1986).



Bibliographie

(12]

(13]

(14]

(15]

(16]

(17]

(18]

(19]

(20]

(21]

(22]

(23]

(24]

(25]

(26]

K. Balachandran et al., Remark on the existence results for fractional impulsive integro-
differential equations in Banach spaces, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 17
(2012), 2244-2247.

K. Balachandran et al., Existence results for fractional impulsive integrodifferential
equations in Banach spaces. Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 16 (2011) 1970-
1977.

K. Balachandran, S. Kiruthika, Existence of solutions of abstract fractional impulsive
semilinear evolution equations, Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential
Equations, 2010, No.4, 1-12.

M. Benchohra, D. Seba, Impulsive fractional differential equations in Banach Spaces,
Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, Spec. Ed. I, 2009,
No.8,1-14.

M. Benchohra, B. A. Slimani, Existence and uniqueness of solutions to impulsive frac-
tional differential equations, EJDE, Vol 2009 (2009), No 10, 1-11.

M. Benchohra, E Berhoun, G. N'Guerekata, Bounded solutions for fractional order dif-
ferential equations on the half-line, Bull. Math. Anal. Appli, Vol. 4, 1(2012), 62-71.

M. Benchohra, S. B. Abbes, S. K. Ntouyas, Existence of mild solutions of second or-
der initial value problems for delay integrodifferential inclusions with non local condi-
tions, Mathematica bohemica, 127 N°. 4 2002 pp. 612-621.

M. Benchohra, S. K. Ntouyas, Existence of mild solutions for certain delay semilinear
evolution inclusions with nonlocal conditions, Dynam. systems Appl. 9 2000 , 405-412

A. Bouzaroura, S. Mazouzi, An alternative method for the study of impulsive differen-
tial equations of fractional orders in a Banach space, International Journal of Differen-
tial Equations, vol 2013, Article ID 191060, 12 pages, 2013. doi :10.1155/2013/191060.

L. Byszewski, Theorems about the existence and uniqueness of solutions of a semilinear
evolution nonlocal Cauchy problem.J. Math. Anal. Appl. 162 1991 pp. 494-505.

L. Byszewski, Application of properties of the right-hand sides of evolution equations to
an investigation of nonlocal evolution problems, Nonlinear Anal. 33 1998 pp. 413-426.

M. Caputo, Linear models of dissipation whose Q is almost frequency independent, Part
II, Geophys. J. R. Astr. Soc., 13 (1967), 529-539.

M. Caputo and E Mainardi, Linear models of dissipation in an elastic solids, Riv. Nuovo
Cimento (Ser. II), 1 (1971), 161-198.

A.V. Chechkin, R. Gorenflo, I. M. Sokolov, Fractional diffusion in inhomogeneous me-
dia.]. Phys. A, Math. Gen. 38, (2005), 679-684.

Y. Chou and K.T. Jih. Robust control of a class of time-delay nonlinear processes, Indus-
trial and Engineering Chemistry Research, 45 (26) : pp. 8963 8972, 2006.

82



Bibliographie

(27]

(28]

(29]

(30]

(31]

(32]

(33]

(34]

(35]

(36]

(37]

(38]

(39]
(40]

S. Das, Functional fractional calculus for system identification and controls, Springer,
New York, 2008.

L. Debanth, Recent applications of fractional calculus to science and engineering, Int.
J. Math. Appl. Sci. 54 (2003), 3413-3442.

K. Diethelm, A. D. Freed, On the solution of nonlinear fractional order differential
equations used in the modeling of viscoelasticity, in : E Keil, W. Mackens, H. Voss, J.
Werther (Eds.), Scientific computing in chemical engineering II-Computational fluid
dynamics, reaction engineering and molecular properties, Springer-Verlag, Heidel-
berg, 1999, pp. 217-307

D. Delbosco, L. Rodino, Existence and uniqueness for a fractional differential equation,
Journal of Mathematical Analysis and Applications 204 (1996), 609 625.

A. Dishliev and D.D. Bainov, Dependence upon initial conditions and parameters of so-
lutions of impulsive differential equations with variable structure, International Jour-
nal of Theoretical Physics, 29, (1990), 655-676.

J. Eastham, K. Hastings. Optimal impulse control of portfolios. Mathematics of Opera-
tions Research, 4 : pp.588 605, 1988.

M. Feckan, Y. Zhou, J. Wang, On the concept and existence of solution for impulsive
fractional differential equations, Communications in Nonlinear Science and Numeri-
cal Simulation, 17, 2012, 3050-3060

L. Gaul, P Klein, S. Kempfle, Damping description involving fractional operators,
Mech. Syst. Signal Process. 5 (1991) 81-88.

R. Gorenflo and E Mainardi, Fractional calculus : integral and differential equations of
fractional order, in : Fractals and fractional calculus in continuum Mechanics (Eds. A.
Carpinteri and EMainardi), Springer Verlag, Wien and New York (1997), 223-276.

Z.Y. He, Y.F Zhang, L.X Yang, and Y.H Shi. Control chaos in nonautonomous cellular
neural networks using impulsive control methods, International Joint Conference on
Neural Networks, 1 : pp. 262 267, 1999.

E. M. Hernandez, Existence results for partial neutral functional differential equations
with nonlocal conditions, Cadernos de Mat., 02 2001, pp. 239-250.

T. Hélie, D. Matignon, Diffusive representations for the analysis and simulation of fla-
red acoustic pipes with visco-thermal losses. Math. Mod. and Meth. in Appl. Sc. 503-536
(2006).

R. Hilfer, Applications of Fractional Calculus in Physics, World Scientific, 2000.

A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, J. J. Trujillo, Theory and applications of fractional diffe-
rential equations, North-Holland Mathematical studies 204, Ed Van Mill, Amsterdam,
(2006).

83



Bibliographie

(41]

(42]

(43]

(44]

(45]

[46]

(47]

(48]

(49]

(50]

(51]

[52]

(53]
[54]

[55]

[56]
[57]

C. Kou, H. Zhoua, Y. Yan, Existence of solutions of initial value problems for nonlinear
fractiona differential equations on the half-axis, Nonlinear Analysis 74 (2011) 5975-
5986.

E. Kruger-Thiemer, Formal theory of drug dosage regiments, International Journal of
Theoretical Biology, 13, 1966.

S. Liang, J. Zhang, Existence of three positive solutions of m-point boundary value pro-
blems for some nonlinear fractional differential equations on an infinite interval, Com-
puters and Mathematics with Applications 61 (2011) 3343-3354.

E Mainardi, Fractional calculus : Some basic problems in continuum and statistical
mechanics, in : A. Carpinteri, E Mainardi (Eds.), Fractals and Fractional Calculus in
Continuum Mechanics, Springer-Verlag, Wien, Austria, 1997.

R. L. Magin, Fractional calculus in bioengineering, Begell House, Redding, CT, USA,
2006.

V.D. Mil'man and A.D. Myshkis, On the stability of motion in the presence of impulses,
Sib. Math. J., 1, (1960), 233-237

H. Medjekal, S. Mazouzi, On global existence of certain impulsive multi-orders fractio-
nal differential problem, accepté pour publication dans Fixed Point Theory.

H. Medjekal, S. Mazouzi, On the global existence of certain abstract fractional differen-
tial equation on the half-ray, soumis pour publication.

C. A. Monje, Y. Q. Chen, B. M. Vinagre, D. Xue, V. Feliu, Fractional-order systems and
controls fundamentals and applications, Springer-Verlag, England, UK, 2010S.

G. M. Mophou, G. M. N’'Gu er ekata, Existence of mild solution for some fractional di
erential equations with a nonlocal condition , Semigroup Forum, 79 (2009), 315-322.

A. Oustaloup, La dérivation non entiere : théorie, synthese et applications, Hermes, Pa-
ris, 1995.

T. Pfitzenreiter, A physical basis for fractional derivatives in constitutive equations, Z.
Angew. Math. Mech. 84(4), 284-287 (2004).

I. Podlubny, Fractional differential equations, Academic Press, San Diego, 1999.

I. Podlubny, Fractional-order system and fractional-order controllers, Technical report
uef-03-94 Institut of Experimental Physics, Academy of Sciences, Slovakia (1994).

E Riewe, Nonconservative Lagrangian and Hamiltonian mechanics, Phys. Rev. E. 53
(1996), 1890-1899.

E Riewe, Mechanics with fractional derivatives, Phys. Rev. E 55 (1997), 3581-3592.

A. V. Roup et. al., Limit cycle analysis of the verge and foliot clock escapement using
impulsive differential equations and poincar maps, Int. J. Control, 76, (2003), 1685-
1698.

84



Bibliographie

(58]

[59]

(60]

(61]

(62]

(63]

(64]

(65]

[66]

[67]

[68]

(69]

[70]
[71]

B. Ross, Fractional Calculus and its Applications, Springer-Verlag, Berlin, 1975.

Yu. Rossikhin, M.\V. Shitikova, Applications of fractional calculus to dynamic problems
of linear and nonlinear hereditary mechanics of solids, Appl. Mech. Rev. 50 (1) (1997)
15-67.

J. Sabatier, O.P. Agrawal, J.A. Tenreiro Machado. Advances in fractional calculus. Sprin-
ger (2007).
S. Samko, A. Kilbas, and O. Maricheyv, Fractional integrals and derivatives : Theory and

Applications, Gordon and Breach, London, 1993.

A. M Samoilenko, N. A Perestyuk, Impulsive differential equations, volume 14 of A.
World Scientific Publishing, 1995.

R. Shi, L. Chen. An impulsive predator-prey model with disease in the prey for integra-
ted pest management, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simula-
tion, 2009.

R. Shi, X. Jiang, L. Chen, The effect of impulsive vaccination on an sir epidemic model,
Applied Mathematics and Computation, 212 :pp.305 311, 2009.

X. Su, S. Zhang, Unbounded solutions to a boundary value problem of fractional order
on the half-line, Computers and Mathematics with Applications 61 (2011) 1079-1087.

C. C. Tseng, Design of fractional order digital FIR differentiators, IEEE Signal Proces-
sing Letters, 2001, 3, (8), pp 77-79.

J. Wang, Y. Zhou, M. Feckan, Nonlinear impulsive problems for fractional differen-
tiale quations and Ulam stability, Computers and Mathematics with Applications, 64
(2012), 3389-3405.

W. Wei, X. Xiang, Y. Peng, Nonlinear impulsive integro-differential equation of mixed
type and optimal controls, Optimization, 55 (2006), 141-156.

X. Xue, Existence of solutions for semilinear nonlocal Cauchy problems in Banach
spaces. E]JDE, Vol. N°64 2005, pp. 1-7.

T. Yang. Impulsive control theory, volume 272. Springer, 2001.

Z. Zhang, Q. Ning, H. Wang, Mild solutions of fractional evolution equations on an
unbounded interval, Advances in Difference Equations 2014, 2014 :27

85



	Introduction
	Préliminaires
	Calcul fractionnaire
	Espaces Lp
	Fonctions absolûment continues
	Fonctions Gamma et Bêta
	Intégrale et dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville
	Dérivée fractionnaire de Caputo
	Applications des systèmes fractionnaires

	Systèmes impulsifs
	Description des systèmes impulsifs
	Application des systèmes impulsifs
	L'espace des fonctions continues par morceaux

	Théorèmes de point fixe

	Étude d'un problème différentiel fractionnaire dans un domaine non borné
	Problème différentiel quasi-linéaire avec condition non locale
	Premier résultat d'existence
	Exemple

	Deuxième résultat d'existence
	Dépendance de la solution par rapport à la condition initiale
	Exemple


	Étude d'un problème différentiel impulsif d'ordres fractionnaires multiples
	Problèmes impulsifs d'ordres fractionnaires multiples
	Problème différentiel semi-linéaire impulsif
	Équivalence entre le problème (3.3) et une équation intégrale
	Existence de la solution
	Exemple


	Conclusion et Perspectives
	Bibliographie

