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Résumé

Le but de cette thése est de présenter des nouvelles classes de recherches
linéaires non monotones lesquelles appliquées a la méthode du gradient conju-
gué donnent de bons résultats de convergence et assure la condition de des-
cente suffisante. Plus particuliérement, appliquées a la méthode du gradient
conjugué de Fletcher Reeves (FR) avec des fonctions fortement convexes as-
surent la convergence globale et donnent de bonnes performances numériques.

Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale, Re-
cheche linéaire inexacte, Régle d’Armijo, Regle de Wolf, Méthode de Hestenes-
Stiefel, Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode de Polak-Ribiére-Polyak, Mé-
thode de la descente conjuguée, Méthode de Gradient conjugué non mono-
tone, La recheche linéaire non monotone.



Abstract

The purpose of this thesis is to present a new class of nonmonotone line
search which applied to gradient conjugate method give a good results of
convergence and assure the condition of sufficent descent. More particularly,
applied to the method of conjugate gradient of Fletcher Reeves (FR) with
strongly convex functions assure the global convergence and give a good
numerical performance.

Key words : Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, In-
exact line search, Armijo line search, Wolf line search, Hestenes-Stiefel Me-
thod, Fletcher-Reeves Method, Polak-Ribiére-Polyak Method, Conjugate des-
cent Method, Nonmonotone conjugate gradient method, nonmonotone line
search.
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Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques et de 'informatique en tant que disciplines,
cherchant a modéliser, a analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement les problémes
qui consistent & déterminer quelles sont la ou les solution(s) satisfaisant un objectif quantitatif
tout en respectant d’éventuelles contraintes.

L’optimisation joue un rdle important en recherche opérationnelle (domaine a la frontiére
entre l'informatique, les mathématiques et 1’économie), dans les mathématiques appliquées (fon-
damentales pour U'industrie et 'ingénierie), en analyse et en analyse numérique, en statistique
pour lestimation du maximum de vraisemblance d’une distribution, pour la recherche de stra-
tégies dans le cadre de la théorie des jeux, ou encore en théorie du controle et de la commande.

Aujourd’hui, tous les systémes susceptibles d’étre décrits par un modeéle mathématique sont
optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du modéle, de
Pefficacité de 'algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

Les domaines d’applications sont extrémement variés : optimisation d’un trajet, de la forme
d’un objet, d’un prix de vente, d’une réaction chimique, du contréle aérien, du rendement d’un
appareil, du fonctionnement d’un moteur, de la gestion des lignes ferroviaires, du choix des in-
vestissements économiques, de la construction d’un navire, etc. L’optimisation de ces systémes
permet de trouver une configuration idéale, d’obtenir un gain d’effort, de temps, d’argent, d’éner-
gie, de matiére premieére, ou encore de satisfaction.

Tres loin de constituer une liste exhaustive, ces quelques exemples attestent de la variété
des formulations et préfigure la diversité des outils mathématiques susceptibles de résoudre ces
problémes.

Plus formellement, I'optimisation est I’étude des problémes qui s’expriment de la maniére
suivante.

Etant donné une fonction f : R® — R, trouver un élément T de R” tel que f(Z) < f ()
pour tout x € R.

On dit que I'on cherche a minimiser la fonction f sur ’ensemble R. La fonction f porte divers

noms : fonction-cotit ou simplement cott, fonction-objectif ou simplement objectif, critére, etc.



Cela permet de varier le vocabulaire.

L’ensemble €2 des points de R qui satisfont cette condition est appelé I’ensemble admissible
et les points de {2 sont appelés les points admissibles du probléme. On dit que le probléme est
réalisable si 2 est non vide (I’ensemble admissible étant souvent défini de maniére implicite, son
caractére non vide n’est pas nécessairement évident, ce qui justifie le besoin de ce concept de
réalisabilité).

Le point T est appelé solution du probléme d’optimisation (ou minimum ou minimiseur).
On l'appelle aussi parfois une solution globale pour le distinguer des notions locales introduites
ci-dessous.

L’optimisation est découpée en sous-disciplines qui se chevauchent, suivant la forme de la fonc-
tion objectif et celle des contraintes : 'optimisation en dimension finie ou infinie (on parle ici de
la dimension de I’espace vectoriel des variables & optimiser), 'optimisation continue ou combina-
toire (les variables a optimiser sont discrétes dans ce dernier cas), 'optimisation différentiable ou
non lisse (on qualifie ici la régularité des fonctions définissant le probléme), 'optimisation linéaire
(fonctions affines), quadratique (objectif quadratique et contraintes affines), semi-définie positive
(la variable a optimiser est une matrice dont on requiert la semi-définie positivité), copositive
(la variable a optimiser est une matrice dont on requiert la copositivité), conique (généralisa-
tion des disciplines précédentes, dans laquelle on minimise une fonction linéaire sur l'intersection
d’un cone et d’'un sous-espace affine), convexe (fonctions convexes), non linéaire, la commande
optimale, I'optimisation stochastique (en) et robuste (en) (présence d’aléas), 'optimisation mul-
ticritére (un compromis entre plusieurs objectifs contradictoires est recherché), 1’optimisation
algébrique (fonctions polynomiales), ’optimisation bi-niveaux, ’optimisation sous contraintes de
complémentarité, 'optimisation disjonctive (I’ensemble admissible est une réunion d’ensembles),
etc.

Cette abondance de disciplines provient du fait que pratiquement toute classe de problémes
modélisables peut conduire & un probléme d’optimisation, pourvu que l'on y introduise des
parametres & optimiser. Par ailleurs, les conditions d’optimalité de ces problémes d’optimisation
apportent parfois des expressions mathématiques originales qui, par le mécanisme précédent,

conduisent & leur tour & de nouveaux problémes d’optimisation.



L’optimisation linéaire étudie le cas ou la fonction objectif et les contraintes caractérisant
I’ensemble A sont linéaires. C’est une méthode trés employée pour établir les programmes des
raffineries pétroliéres, mais aussi pour déterminer la composition la plus rentable d’'un mélange
salé, sous contraintes, & partir des prix de marché du moment.

L’optimisation linéaire en nombres entiers étudie les problémes d’optimisation linéaire dans
lesquels certaines ou toutes les variables sont contraintes de prendre des valeurs entiéres. Ces
problémes peuvent étre résolus par différentes méthodes : séparation et évaluation, méthode des
plans sécants.

L’optimisation quadratique étudie le cas ou la fonction objectif est une forme quadratique
(avec contraintes linéaires)

L’optimisation non linéaire étudie le cas général dans lequel objectif ou les contraintes (ou
les deux) contiennent des parties non linéaires, éventuellement non-convexes.

L’optimisation stochastique étudie le cas dans lequel certaines des contraintes dépendent
de variables aléatoires. En optimisation robuste, les aléas sont supposés étre situés dans des
intervalles autour de positions nominales et on cherche & optimiser le systéme soumis a de tels
aléas, dans le pire des cas.

La programmation dynamique utilise la propriété qu’une solution se compose nécessairement
de sous-solutions optimales (attention : le contraire n’est pas vrai en général) pour décomposer
le probleme en évitant ’explosion combinatoire. Elle est utilisable lorsque la fonction objectif est
une somme de fonctions monotones croissantes dont les arguments sont des inconnues distinctes.
C’est la programmation dynamique qui permet par exemple :

— - aux avionneurs de trouver les plans de décollage optimaux de leurs engins,

- aux ingénieurs de bassin de répartir la production miniére entre leurs différents puits,

- aux producteurs d’électricité de planifier la marche des usines hydroélectriques,

- aux media planners de répartir efficacement un budget de publicité entre différents supports.

Formellement on peut écrire ce probléme noté (P) de la maniére suivante :

(P)  minimiser f(z) x€R"



Remarquons toute fois que comme on a

sup f () = —inf (= (z)) (0.1)

TERM reR”™

alors le probléme de maximisation d’une fonction f est équivalent au probléme de minimisation de
— f. L’équivalence veut dire ici que les solutions sont les mémes et que les valeurs optimales sont
opposées. En particulier, une méthode pour analyser et résoudre un probléme de minimisation
pourra étre utilisée pour analyser et résoudre un probléme de maximisation.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (P), on peut
citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour les problémes
de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel [32] pour la minimisation de
fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été réalisé
pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher Reeves [21] (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969
par Polak, Ribiére [45] et Ployak [46] (méthode de Polak-Ribiére-Ployak). Une autre variante a
été étudiée en 1987 par Fletcher [20] (Méthode de la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, . de la facon suivante :

Tl = Tk + )\kdk (02)

Le pas Ay € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire
exacte ou inexacte.
Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes :
—q1 sik=1

dy, = (0.3)
—gr + ﬁkdk,1 sik > 2

g = Vf(zg) et 5, € R.

Les différentes valeurs attribuées a 3, définissent les différentes formes du gradient conjugué.



Si on note par yx_1 = gr — gk—1, on obtient les variantes suivantes :

T
DRP — %, gradient conjugué variante Polak-Ribiere-Polyak (0.4)
Jk—1
2
rr_ 96l dient conjugué variante Fletcher R (0.5)
= ek gradient conjugué variante Fletcher Reeves. .
2
oo Ol dessento oo 05
R gradient conjugué variante descente conjugué. .
k—19k—
DY HQkHQ . . . .
e T gradient conjugué variante de Dai- Yuan. (0.7)
k—1Yk—1
HS g;f(gk: - gk—l) . . ) .
K= oF , gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel. (0.8)
di_1(9k — Gr—1)
HZ 9 Yr—1 T ||yk—1H2 . . .
v =5 — 29y dr—1757— 5 gradient conjugué variante de Hager-Zhang (0.9)

Al gk (df_191-1)

Le but de cette thése est de faire une étude de la convergence des méthodes du gradient
conjugué avec la recherche linéaire non monotone.

La technique de la recherche linéaire non monotone a été proposée en premier par Grippo,
Lampariello, and Lucidi [30,1986] et a connu de nombreuses applications aussi bien en opti-
misation sans contraintes qu’en optimisation avec contraintes [30], [62]. Bien que prometteuse,
la recherche sur le théme de la recherche linéaire non monotone est toujours dans ses débuts.
comme on le verra par la suite, les recherches linéaires non monotone ont la particularité de ne
pas imposer la condition de décroissance suffisante & la fonction objectif.

Cette thése comporte une introduction, quatre chapitres, des simulations numériques et une

conclusion .



Chapitre 1

On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires de base concernant I’optimisation
sans contraintes. On commence par citer quelques éléments de Topologie et de calcul différentiel
puis on y explicite quelques notions sur les problémes de minimisation sans contraintes et leurs
algorithmes.

Chapitre 2

Ce chapitre comporte les grandes lignes des méthodes d’optimisation sans contraintes basées
sur les directions de descente et les recherches linéaires. Ces méthodes générent a partir d’un

point initial zy une suite de points {z;}, .y de la fagon suivante :

Tht1 = Tg + Apdy

On suppose connaitre la direction de descente dj au point x;. La recherche linéaire consiste a
trouver A\, de fagon & diminuer la fonction f suffisamment le long de cette direction. On insistera
dans ce chapitre sur les recherches linéaires non monotones avec lesquelles nous allons établir des
résultats de convergence de certaines méthodes du gradient conjugué.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré aux différents résultats de convergence avec la recherche linéaire non
monotone. On commence d’abord par faire une synthése des résultats de convergence concernant
les différentes variantes de la méthode du gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte .
Cette synthése comprend les plus importants résultats de convergence concernant les méthodes
de Hestenes et Steifel, de Fletcher et Reeves, de Polak-Ribiére et Ployak, de Fletcher et enfin
celle de Dai et Yuan [12] et [17].

Ensuite on propose une synthése sur les résultats de convergence des méthodes du gradient
conjugué avec les recherches linéaires non monotones d’Armijo [7] , [10], [11],[30] ... et de Wolfe
[31],[36], [37], [62] .... Cette partie comporte le premier résultat original [53] de cette thése dans

lequel une nouvelle classe de recherche linéaire non monotone de Wolfe (RLN1) est présentée.



Chapitre 4
Ce chapitre contient un résultat original, on propose une étude sur la convergence de
la méthode de Fletcher Reeves avec une nouvelle classe de recherche linéaire non monotone de

Wolfe (RLN2) pour des fonctions fortement convexes.



Chapitre 1

Préliminaires : Optimisation sans

contraintes

1- Différentiabilité.

2- Les problémes de minimisation sans contraintes et leurs algorithmes.

3- Convergence globale des algorithmes.

4- Modes et vitesse de convergence.

5- Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes.

6- Fonctions convexes.
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Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

Ce chapitre sera consacré a certaines notions de base et théorémes concernant les méthodes
itératives d’optimisation non linéaire en général et les méthodes du gradient conjugué en parti-

culier.

1.1 Différentiabilité

On se place dans R", n < oo, considéré comme un espace vectoriel normé muni de la norme

euclidienne notée ||.||.

1.1.1 Gradient, Hessien

Définition 1.1

e On note par

i@ = 5w = (e D) @ (1)

le gradient de f au point x = (z1, .., ).

e On appelle Hessien de f la matrice symétrique de M, (R)

H(z) =V(Vf)(x) = Vf(z) = (aiaij) (), i=1,..,n, j=1,.,n (1.2)

Définition 1.2

e On dit que z* est un point stationnaire de f si Vf(z*) =0.

e Soit M,, 'anneau des matrices carrées n X n dans R Une matrice A € M,, est dite semi-
définie positive si

Ve €R": 2" Az >0 (1.3)

elle est dite définie positive si

Vo € R": 2" Az >0 (1.4)

12



Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

1.1.2 Dérivée directionnelle

Définition 1.3 [5]
On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point z, notée ¢ f(x,d), la

limite (éventuellement +00) du rapport :

f(x + hd) — f(x)

7 lorsque h tend vers 0. (1.5)

Autrement dit :
5f (v, d) = lim Jla+ h? — @) g (1.6)
e Si ||d|| =1 : la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f dans la direction d

au point x.
Remarque 1.1
e Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient

e Le gradient indique la direction de la plus grande pente.

1.2 Les problémes de minimisation sans contraintes et
leurs algorithmes

Soit f : R™ — R. On appelle probléme de minimisation sans contraintes le probléme (P) cité
précédemment. L’étude de ces problémes est importante pour des raisons diverses. Beaucoup de
problémes d’optimisation avec contraintes sont transformés en des suites de problemes d’opti-
misation sans contraintes (multiplicateur de Lagrange, méthodes des penalités, ...). L’études des
problémes d’optimisation sans contraintes trouve aussi des applications dans la résolution des
systeémes différentiels non linéaires.

Les méthodes numériques de résolution de divers problémes de minimisation sans contraintes
ont pris ces dernieres années un bel essor si bien que la bibliographie correspondante contient des
centaines d’ouvrages et d’articles. Cet intérét n’est nullement fortuit, il refléte le role de premier

plan que les problémes d’optimisation jouent dans les applications.
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Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

La construction d’algorithmes consacrés a la recherche efficace de minimum d’une fonction
sans contraintes est un probléme complexe, car il ne suffit pas d’élaborer un algorithme mais il
faut montrer de plus qu’il est plus performant que ceux déja connus.

On compare des algorithmes en se basant sur plusieurs critéres, par exemple, la précision du
résultat, le nombre d’évalutions fonctionnelles et celui d’évaluations du gradient, la vitesse de la

convergence ainsi que le temps de calcul.

1.2.1 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait appel a des procesuss
itératifs du type :
Tpa1 = T + Apdg (17)

ou dy détermine la direction de déplacement & partir du point z; et Ay est un facteur numérique
dont le grandeur donne la longueur du pas dans la direction dj.

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (P) sera déterminé dés qu’on définit
les procédes de construction du vecteur dj et de calcul de A\, & chaque itération.

La facon avec laquelle on construit les vecteurs dj et les scalaires )\, détermine directement
les propriétés du procesus et spécialement en ce qui concerne la convergence de la suite {z;} et
la vitesse de la convergence.

Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (P) (dans le cas général, c’est un point
en lequel ont lieu peut étre avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de
f ), on se déplace naturellement & partir du point z; dans la direction de la décroissance de la

fonction f.

1.2.2 Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui & x € R" fait correspondre un sous
ensemble A(z) de R™.
Etant donné un point x;. En appliquant les instructions d’un certain algorithme, on obtient un

nouveau point x, ;. Cette procédure peut étre décrite par une application multivoque A applée
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Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

application algorithmique. Donc étant donné un point x; € R”, 'application algorithmique génére
une suite xq, s, .., .. ol Txy1 € R pour tout k.

La notion d’application algorithmique fermé est directement liée a la convergence des algo-
rithmes

Définition 1.4. Soient X et Y deux sous ensembles fermés non vides de R"et R™ res-
pectivement et A : X — Y wune application multivoque. A est dite fermée au point x € R"
st

T €X, xp — X o
implique que y € A(x).

U €Y, yp =y
Donnons un théoréme de convergence qui utilise les fonctions multivoques et qui nous sera

utile par la suite. Avant cela notons qu’a cause de la non convexité, de la taille du probléme et
d’autres difficultés on peut arréter le procesuss itératif si on trouve un point appartenant a un
ensemble spécifique qu’on a appellé ensemble des solutions 2.

Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.

Q={z,:Vf(z.) =0}

Q) = {x, : z, est une solution optimale locale du probléeme (P)}

Q= {z.: f(x,) <ve+e}oue >0 est une tolérance définie a 'avance et v, est la valeur
minimale de la fonction objective.

Nous dirons que I'application algorithmique A : X — X converge dans Y C X si commencant
par n’importe quel point initial x; € Y, la limite de toute sous suite convergente, extraite de la
suite 1, xo, .., .. générée par l'algorithme, appartient a 2.

Théoréme 1.1[4]. Soient X un ensemble non vide férmé dans R™ et Q C X un ensemble
des solutions non vide. Soit o : R® — R une fonction continue, on considére que [’application
algorithmique C' : X — X wvérifie la propriété suivante :

étant donné x € X alors a(y) < a(zx) pour y € C(z).

Soit B : X — X wune application algorithmique fermée sur le complémentaire de € qui
vérifie :

a(y) < a(x) pour y € B(z) et x ¢ . Considérons ’application algorithmique composé
A= CB. Soit x1 € X, la suite {x}} est générée comme suit :

Si xy, € Q, stop; sinon poser xy1 € A(xy), remplacer k par (k+ 1) et repéter.
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Supposons que A = {z € X, a(z) < a(x1)} est compact. Alors, ou bien 'algorithme s’arréte
a un nombre fini d’itérations pour un point de ), ou tous les points d’accumilation de {xj}

appartiennent a 2.

1.3 Convergence globale des algorithmes

Définition 1.5

Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est globalement convergent
(ou encore : possede la propriété de convergence globale) si, quelque soit le point de départ x4
choisi, la suite {zx} engendrée par z;,; € A(xg) (ou une sous suite) converge vers un point

satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité.

1.4 Modes et vitesse de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous intéressons maintenant
a I’évaluation de son efficacité d’un point de vue pratique, l'efficacité d’un algorithme dépend
du nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une approximation a ¢ pres (e fixé a Pavance)
de 'optimum z*.
Si 'on compare entre eux plusieurs algorithmes, et si 'on admet que le temps de calcul par
itération est sensiblement le méme pour tous, le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit
nombre d’itérations.
Malheureusement, il se révele impossible de dégager des conclusions générales de ce genre de
comparaison
Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction & optimiser, la valeur de la tolérance
choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier considérablement.
Si I'on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par conséquent recourir
a un autre type d’analyse : c’est l'objet de ’étude de la convergence asymptotique c’est-a-dire du
comportement de la suite {z;} au voisinage du point limite z..

Ceci conduit a attribuer & chaque algorithme un indice d’efficacité appelé sa vitesse de conver-
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gence.
Nous introduisons ici les principales définitions de base qui seront abondamment utilisées par la
suite.

Plagons nous dans R™, ou ||.|| désigne la norme euclidienne et considérons une suite {x;} conver-

geant vers x*.
[ Zh41-4
[k — .|
On dit que la convergence est linéaire et A est le taux de convergence associé.
g loeaad
[l — 2]
on dit que la convergence est superlinéaire.

-Si lim sup =<1

— 0 quand kK — o0

Plus précisément si dp > 1 tel que :

k1 — 2.

lim sup P < 400 (1.8)

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.

En particulier si

||xk+1 o [E*”

lim sup
S P

< 400 (1.9)

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2)

1.5 Conditions d’optimalité des problémes d’optimisation
sans contraintes

Définition 1.6. Considérons le probléme de minimisation sans contraintes (P).

a) . € R" s’appelle minimum global du probléme (P) si

f(zy) < f(x), Vo € R". (1.10)

17



Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

b) x, est un minimum local de (P) s’il existe un voisinage V.(x,) de x, tel que
flzy) < f(x), Vo € V(). (1.11)
¢) x4 est un minimum local strict s’il existe un voisinage V.(z.) de . tel que

flzy) < fx), Vo e Vo(z,) et x#x.. (1.12)

1.5.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.2. Soit f : R — R telle que f soit différentiable au point T € R™. Soit
d € R" telle que V f(T)'d < 0. Alors il existe § > 0 tel que f(T+ ad) < f(T) pour tout a €]0, 9.
La direction d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Démonstration. [4]

Comme f est différentiable en T alors
[(@+ad) = f(Z) +aVf(@)'d+ alld| \T;ad)
o A(T; ad) — 0 pour @ — 0. Ceci implique :

= Vf(@)'d+ ||d| AT ad), a #0

f@+ad) — f(T)
Q
et comme V f(Z)'d < 0 et A\(T; ad) — 0 pour o — 0, il existe § > 0 tel que
Vf(@)'d + ||d|| \(T; ad) < 0 pour tout a €]0, §]
et par conséquent on obtient :

f(Z + ad) < f(T) pour tout o €]0, 6.1
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Théoréme 1.3. Soit f : R" — R différentiable en T, si T est un minimum local alors
V(@) =0.

Démonstration. Par contre, on suppose que V f(Z) # 0. Si on pose d = —V f(Z), on obtient :
Vi@)'d=—|Vi@|* <0
et par le théoréme précédent, il existe o > 0 tel que :
f(T + ad) < f(T) pour tout a €]0, d]

mais ceci est contradictoire avec le fait que T est un minimum local, d’'oa V f(Z) = 0.1
Théoréme 1.4. Soit f : R* — R deux fois différentiable en T. Supposons que T soit
minmum local. Alors V f(Z) =0 et H(T) est semi définie positive.
Démonstration.[41]

Le corollaire ci-dessus montre la pemiére proposition, pour la deuxiéme proposition on a :
1
f@+ad) = f(T) +aVf(@)d+ §a2dtH(f)d + a2 ||d||* M(T; ad)

ou \(T; ad) — 0 pour o — 0. Ceci implique :

f(@ +ad) - f(7)

o

1
= §dtH(f)d—|— 1d||> M(T; ad), o # 0.
Comme 7 est un minimum local alors f(Z + ad) > f(Z) pour «a suffisamment petit, d’ou
Lo 2\ (= .
§d H(Z)d + ||d||* \(T; ad) > 0 pour « petit.

En passant a la limite qund o« — 0, on obtient que d'H(T)d > 0, d’oa H(T) est semi définie

positive.ll
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1.5.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.5. Soit f: R* — R deuz fois différentiable en T. Si Vf(Z) =0 et H(T) est
définie positive, alors T est minmum local strict.
Démonstration [41]

f est deux fois différentiable au point . Alors Vx € R™, on obtient :

1
f@) = [@) + V@' (@ =7) + S =) H@) (@ = 7) + |z - 7] A7 2 - 7) (1.13)
ou AM(Z;x —T) — 0 pour x — T. Supposons que T n’est pas un minimum local strict. Donc il
existe une suite {z;} convergente vers T telle que
flzx) < f(T), xr # T, Vk. Posons d, = (xx — T)/ ||zr — Z|| . Donc ||dx|| = 1 et on obtient &

partir de (1.13) :
f(aw) — [(7)

1
= ~d, H(@)dy + ANT; 2, — T) <0, VEk (1.14)
[ — ] 2

et comme ||di|| = 1, Vk alors 3{dy},.n, y telle que d, — d pour k — oo et k € N;. On a bein
stir ||d[| = 1. Considérons donc {dy}, ., et le fait que A\(T;2 —7) — 0 pour k — oo et k € Ny,
Alors (1.4) donne : d"H(Z)d < 0, ce qui conterdit le fait que H(T) est définie positive car ||d|| = 1

(donc d # 0). Donc T est un minimum local strict.l

1.6 Fonctions convexes

Définition 1.7. Soit f: R* — R.

a) [ est dite convexe sur R™ si :

fltry + (1 =)o) < tf(21) + (1 — 1) f(22)

pour touts point x1 et x5 € R™ et pour tout t € [0,1].
b) Si linégalité précédente est stricte pour touts points xiet xo distincts et pour tout t €]0, 1],

alors f est dite strictement conveze.

20



Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

c¢) Supposons que f soit différentiable. [ est dite fortement convexe si :

JUQ = Dy +twa) (L= 0f (@) + £ (w2) = SO = 1)y = o

pour touts point x1 et x4 € R™ et pour tout t € [0,1].

d) Supposons que f soit différentiable. f est dite pseudo conveze si :

Pour tout x1 et xo vérifiant V f(x1) (xy — 1) >0, on a : f(x2) > f(z1).

Théoréme 1.6. [4]. Soit f: R® — R telle que f est conveze et différentiable. Alors x,
est un minimum global de f si et seulement si V f(x,) = 0.

Théoréme 1.7. [4]. Soit f:R" — R telle que est pseudo conveze. Soit x, € R" tel que
Vf(z.) =0, alors x, est un minimum global de f.

Remarque 1.2. Les théoremes 1.5 et 1.6 demeurent vrais si on remplace R™ par un ouvert
S de R™.

Remarque 1.3. Dans le cas ou f est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De
plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais

aussi unique [4].
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Chapitre 2

Optimisation unidimensionnelle ou

recherches linéaires non monotones

1- Méthodes a directions de descente.
2- Recherche linéaire

3- Recherches linéaires exactes.

4- Recherches linéaires inexactes.

H- Recherches linéaire non monotones.
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2.1 Méthodes a directions de descente

2.1.1 Principe général

Considérons le probleme d’optimisation sans contrainte :

() {min 7o)}

ou f:R™ — R est supposée réguliére.
On note aussi par Vf(z) et V>f(z) le gradient et le hessien de f en x respectivement.
On s’intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de direction de

descente.

2.1.2 Direction de descente

Définition 2.1. Soit f : R — R d un vecteur non nul de R" est dit une direction de
descente

sl existe un réel § > 0 tel que pour tout A dans l'intervalle |0, [, on a

f(x+Xd) < f(x)

Théoréme 2.1. Si f est différentiable en un point € R” et d € R" telle que

VIf(z).d<0

Alors d est une direction de descente en x
Remarque 2.1. d fait avec 'opposé du gradient —V f(z) un angle 0 strictement plus petit
que 90° :

f = arccos

~Vf(x)'.d m
i@ € 3l

L’ensemble des directions de descente de f en z, {d cR": VI f(2).d < O} forme un

demi-espace ouvert de R" .
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V(x)
d

demi-espace des directions
de descente de f en x
tf = constante

Demi-espace (translaté) des directions de descente d de f en x. (Figure 2.1)

On voit que si d est une direction de descente, f(z + Ad) < f(x), pour tout A > 0 suffi-
samment petit, et donc que f décroit strictement dans la direction d. De telles directions sont
intéressantes en optimisation car, pour faire décroitre f, il suffit de faire un déplacement le long
de d. Les méthodes & directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction .
Elles construisent la suite des itérés {z}},, , approchant une solution z; du probléme (P) par

la formule de récurrence suivante :

Tpi1 = Tk + Apdg, pour k > 1.

f[:{,-=C1|.__H‘

flx)F=cc

méthode a directions de descente (Figure 2.2)

Ou A\, est appelé le pas et dj la direction de descente de f en xy.
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Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ dire comment la direction dj est calculée, la maniére de procéder donne le nom a I’algo-
rithme ;

¢ dire comment on détermine le pas A, c’est ce que 'on appelle la recherche linéaire.

Remarque 2.2. Par la suite 1’angle 0} entre la direction dy, et —gy (gx = V f (xx)) jouera un

role important dans le processus de la convergence. Pour 6, on a la relation classique suivante

—gndi = ||gxll l|di | cos 0.

Meéthode a directions de descente- une itération

Algorithme 2.1

Etape 0 :(initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré x, € R"
Etapel :
Test d’arrét : si |V f(x)|| = 0, arrét de Ialgorithme;;
Etape2 :
Choix d’une direction de descente d; € R";
Etape3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas A, > 0 le long de d;, de maniére a "faire décroitre
f suffisamment" ;
Etape4 :
Si la recherche linéaire réussie xy, 1 = o) + Apdy;

remplacer k par k + 1 et aller a Iétape 1.
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2.2 Recherche linéaire

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) minimiser f(x) x€R"
ou f:R*"—=R
Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux suivants :
Trp1 = Tr + Apdy

ol A, est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel suivant :

win [y + Ady)

c’est a’ dire que A\, vérifie

f (e + Aedi) < f (zp+ Adi) , VA > 0

T, dy, sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable réelle définie comme

suit :

Il faut noter que dans les probléme d’optimisation sans contraintes on a besoin de résoudre a
chaque Itération zj, un probléme d’optimisation dans R.
Dans ce chapitre nous allons décrire les dimérentes maniéres de déterminer un pas Ay > 0
le long d’une direction de descente dj. C’est ce que I'on appeélle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a’
I’optimisation unidimensionnelle :
» les recherches linéaires exactes.

» les recherches linéaires inexactes.
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2.2.1 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif

Consiste a faire décroitre f suffisamment. Cela se traduit le plus souvent par la réalisation

d’une inégalité de la forme :

f (x4 Adi) < f(zx) + “un terme négatif” (**)

Le terme négatif, disons v, joue un roéle-clé dans la convergence de ’algorithme utilisant
cette recherche linéaire.

[’argument est le suivant.

Si f (xr) est minorée (il existe une constante C' telle que f (z5) > C pour tout k ), alors ce

terme négatif tend nécessairement vers zéro : v, — 0. C’est souvent a partir de la convergence
vers zéro de cette suite que I'on parvient & montrer que le gradient lui-méme doit tendre vers
zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de

I'information. En particulier, il ne suffit pas d’imposer f (zx + \dy) < f (z).

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas A\, > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (xx) est en général satisfaite par
du pas Ay > 0 arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-a-dire la convergence des itérés vers

un point non stationnaire, comme le montre 1’observation suivante [40].

Si on prend :

g
0< N\ < ————0
TP

la suite {zy} générée par (1.1) est de Cauchy, puisque pour 1 <! < k on a :
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i=k—1

> Aid;
=1

Donc {zy} converge, disons vers un point z*. En prenant [ = 1 et k& — oo dans l'estimation

i=k—1
|ze — 2| = < > 5 — 0Jorsque I — oo
i=1

ci-dessus, on voit que x* € B (x1,¢) et donc x* ne saurait étre solution s’il n’y a pas de solution
dans B (71, ¢).
On a donc arbitrairement forcer la convergence de {x;} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit : h; : R, — R comme suit :

2.2.2 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (0.2), nécéssitent la recherche d’une

valeur de Ay > 0 optimale ou non, vérifiant :

flar + Aedi) < flag)

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal A* peut étre caractérisé par

h(A*) =0

h(A*) < Rh(A),pour 0 <X < \*

autrement dit, \* est un minimum local de i qui assure de plus la décroissance de f .

En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de re-
cherche linéaire exacte, car trouver \* signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre de fois
la fonction h et cela peut étre dissuasif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on
recherche plutét une valeur de \ qui assure une décroissance suffisante de f . Cela conduit a la

notion d’intervalle de sécurité.
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2.2.3 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche
linéaire exacte, car trouver )\ signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction
hi et cela peut étre dissuasif du point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutot une valeur \* qui assure une décroissance suffisante de f.

Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.2. On dit que [Ags Ad] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les
valeurs de \ de la fagon suivante :

— 81 A < Ay alors \ est considéré trop petit,

=8t Ag > X > Ny alors \ est satisfaisant,

- S8t A > Ay alors est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur hy les trois conditions précédentes, ainsi

que de trouver un algorithme permettant de déterminer A, et \;.

2.2.4 Algorithme de base

[ Algorithme 2.2 (Algorithme de base)|

Etape 0 : (initialisation)
Ag = A¢ = O,choisir A\; > 0, poser k& =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si A, convient, poser \* = A\ et on s’arréte.
Si A est trop petit on prend A\g 11 = A\, Ag = Ag.
et on va a I'étape 2 .
Si i est trop grand on prend Agri1 = Mg, Ag = Ag.
et on va a I’étape 2 .
Etape 2 :
si Agr41 = 0 déterminer A\piq €]Ag k41, +00[.
si Agrt1 # 0 déterminer A\pi1 €] Ay kr1, Ad gt

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.
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2.3 Recherches linéaires exactes

Comme on cherche & minimiser f, il semble naturel de chercher & minimiser le critére le long

de dj et donc de déterminer le pas A, comme solution du probléme.

min hi(A), A>0 (2.1)

C’est ce que 'on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par cette régle est appelé pas
de Cauchy ou pas optimal
(voir figure2.3). Dans certains cas, on préférera le plus petit point stationnaire de hy qui fait

décroitre cette fonction.

Ao = inf {A > 0: 7 (A) < hy (0} (2.2)

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette régle est appelé pas de Curry
(voir figure 2.3). De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont parfois qualifiées de recherche

linéaire exacte.

Pas de Pas de ho(
()
Cutty Couchy / Tal )

' /r-'a

R =t

Reégles de Cauchy et de Curry (Figure 2.3)

Remarque 2.3. Ces deux régles ne sont utilisées que dans des cas particuliers, par exemple

lorsque hy est quadratique.
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Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique la solution de la

recherche linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un nombre fini d’itérations.

2.3.1 Les inconvénients des recherches linéaires exactes

Pour une fonction non linéaire arbitraire,

- Il peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry.

- La détermination de ces pas demande en général beaucoup d’observations et ne peut de
toutes facons pas étre faite avec précision.

- Defficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par une recherche
linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu a déterminer un tel pas.

- les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles (recherches linéaires in-

exactes), moins gourmandes en temps de calcul.

Au lieu de demander & )\, de minimiser la fonction hj , on préfére imposer des conditions
moins restrictives, plus faciles a vérifier, qui permettent toute fois de contribuer a la convergence
des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces
conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur
recherche plus aisée. C’est ce que 'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe

décrites dans la prochaine section.

2.4 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour 'application de la technique de recherche
linéaire a l'intérieur de la méthode principale multidimensionnelle.

Sur une itération k£ de la derniére méthode nous avons l'itération courante z; € R" et la
direction de recherche d; € R™ qui est une direction de descente pour la fonction objectif f :

R" — R, on a:
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Le but est de réduire "de fagon importante" la valeur de 1'objectif par un pas xy — 11 =
T + A\kdy de xy dans la direction dj. Pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein,
Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...) ont élaboré plusieurs régles (tests).

L’objectif de cette section consiste a présenter les principaux tests.

D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.

Elles reviennent & déterminer, par tdtonnement un intervalle [A,, A4] , ott A" € [Ay, A4], dans

lequel :
hi(ar) < hi(0) (f (zx + Medy) < f(21)) (2.4)

[Algorithme 2.3 (Schéma général des recherches linéaires inexactes) |

Etape 0 : (initialisation)

Ag,1 = Ag1 = 0, choisir A\; > 0, poser & =1 et aller a I'étape 1.

Etape 1 :
si A, est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP(\" = Ag).
si Ay est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle : [ A\jpi1 = Mg ,
Ad k1= Ad |

et aller & I’étape 2.
si A, est trop grand (suivant un certain critére) : nouvel intervalle : [ Ay p41 = Ay, A1 =
Ak |
et aller a ’étape 2.
Etape 2 :
st Adgg+1 = 0 déterminer A\pi1 €] Agpt1 ,+00 |
st Mg g1 # 0 déterminer Aji1 €] Agrt1 s Adjet1]
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
Il nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) A est trop petit ou trop grand ou satisfai-

sant.

32



Chapitre 2. Optimisation unidimensionnelle ou recherches linéaires non monotones

2.4.1 La régle d’Armijo

On bute a réduire "de fagon importante" la valeur de 'objectif par un pas z; — xp1 =
T + A\pdy de z dans la direction di, tel que f(xy + A\edi) < f(xk).

Or cette condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser h; au moins

2

localement. Par exemple, avec la fonction h : R — R; z +— h(z) = 2° et 1 = 2, les choix

dp, = (=11 Ny =243 x 27¢F) donnent : x5, = (—1)F(1 4 27).

Exemple 2.1 (Figure 2.4)

(z1) est bien strictement décroissante mais {z}};-, ne converge pas vers le minimum zéro
mais vers 1(dans cet exemple le pas est trop grand.).

La régle d’Armijo [2] impose une contrainte sur le choix de ) suffisante pour minimiser
localement h.

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion p €]0,1[ de
ce que ferait le modele linéaire de f en xp. Cela conduit a 'inégalité suivante, parfois appelée

condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

For+ Medi) < fxr) + pA VT f (1) di (2.5)

Elle est de la forme (2.5), car p devra étre choisi dans|0, 1[.
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2O

h, (@)

pente b, (0)

Regle d’Armijo (Figure 2.5)

On voit bien & la figure 2.5 ce que signifie cette condition.

Il faut qu’en A, , la fonction hj; prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction

CHOVE
A+ Ry (0) + phl,(0)A autremment dit A +— f(xy) + pA VT f(24)dp (2.6)

Test d’Armijo :

¢ Si

hi(N)

IN

hy(0) + phy(0)A (2.7)
autrement dit f(z, + Ady,) < flag) + pAVT f(ag)dy,

alors \ convient.

¢ Si

hi(\) > B(0) + phl (0)X (2.8)

autrement dit f(zp + Adp) > f(xr) + pAVT (1) dy

alors A est trop grand.
[Algorithme 2.4 (Régle d’Armijo)
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Etape 0 : (initialisation)
Ag1 = Ag1 = 0, choisir \; > 0, p € ]0,1] poser k =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
si hi(Ak) < he(0) 4 phl(0) A : STOP (A" = \).
si hi(Ag) > hi(0) + phy(0) Ay , alors
Adk+1 = Ad , Agr+1 = A et aller a I’étape 2.
Etape 2 :
st Agr+1 = 0 déterminer A\yi1 €] Aggr1, +00 |
st Aggt1 # 0 déterminer Api1 €] Agrt1 , Adgr1 |
remplacer k par k4 1 et aller a ’étape 1.
Remarque 2.4. En pratique, la constante p est prise trés petite, de maniére a satisfaire (2.7)
le plus facilement possible. Typiquement, p = 1074
Notons que cette constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que
I’on ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.
Remarque 2.5. 1l est clair d’apres la figure 2.5 que I'inégalité (2.7) est toujours vérifiée si
Ar > 0 est suffisamment petit.
En effet dans le cas contraire, on aurait une suite de pas strictement positifs {Ak,i}iZI conver-
geant vers 0 lorsque i — oo et tels que (2.7) n’ait pas lieu pour Ay = A ;.
En retranchant f(z;) dans les deux membres, en divisant par A\, et en passant a la limite

quand ¢ — oo, on trouve :

VT fa)dy > pV7 f (k) dy (2.9)

ce qui contredit le fait que dj est une direction de descente (p < 1).

Dans le théoréme suivant on va assurer 1’existence du pas d’Armijo en posant quelques condi-
tions sur la fonction Ay.

Théoréme 2.2. Si hy : R, — R;définie par (2.2) hy(N) = f(xp + Ady,) est continue et
bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy, (h},(0) < 0) et si p € ]0,1[, alors
I’ensemble des pas vérifiant la régle d’Armijo est non vide.

Démonstration. [24]
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On a

hi(\) = f(zr + Ady)
V,(N) = flaw) + PV f (k) dy

Le développement de Taylor-Young en A = 0 de hy est :
hi(A) =[x+ Mdi) = (1) + pAVT f(2x)dr + AE(A) ou £(A) — 0,A — 0.
et comme p € 10, 1[ et h,(0) = V7 f(z1)dr < 0 on déduit :
f(e) + M VT f(ap)de < fzr) + pA VT f()dy, pour A >0
On voit que pour \ > 0 assez petit on a :

hi(A) <, (A)

De ce qui précede et du fait que hy est bornée inférieurement,

et 1, (\) — —o0; A — +00, on déduit que la fonction ¢,(A) — hx(A) posséde la propriété :

¥,(A) = he(A) >0 pour ) assez petit
¥,(A) = hg(A) <0 pour A assez grand

donc s’annule au moins une fois pour A > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

hie(X) = 1,(X) et hp(a) < 1,(A) pour 0 <A < \.H

Décrivons maintenant la régle de Goldstein&Price.
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2.4.2 La régle de Goldstein&Price.

Dans la régle d’Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif & chaque pas, mais
c’est ne pas suffisant ; reprenant 1’'exemple de la fonction i : R — R;x +— h(z) = 22 et z; = 2, et

cette fois dy = —1 le choix Ay = 2~*+1) donnent : x;, = (1 +27F)

3

Exemple 2.2 (Figure 2.6)

hy, est bien strictement décroissante mais {z},, ne converge pas vers le minimum zéro mais
vers 1( voir figure 2.6).

Alors que la condition d’Armijo est satisfaite.

Les conditions de Goldstein & Price [28, 1969] suivant sont, comme on va le prouver, suffisante
pour assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment de l'algorithme qui
calcule le paramétre .

Etant données deux réels p et d tels que 0 < p < § < 1; ces conditions sont :

flap+Xdy) < f(zr) + pAVT f(xx)dy, (2.10)
flrr+Ady) > flag) + AV f(2x)dr, (2.11)

autrement dit
hi(N) > hg(0) + dhj (0)A. (2.12)

hi(A) > hi(0) + phl(0)A
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Test de Goldstein&Price :

¢ Si

hi(0) + 0hi (0)X < hi(N) < hi(0) + phi (0)A

autrement dit f(zg) + AV f(zp)de < flop + Mdy) < f(x) + pAVT f () dp

alors \ convient.

¢ Si

hi(A) > hi(0) + phi(0)A

autrement dit f(zy +Ady,) > f(zx) + pAV? f(2p)dy,

alors A est trop grand.

¢ Si

he(X) < hi(0) + dh,(0)\

autrement dit f(zy + Adi) < f(zp) + AV f(zp)dy
alors \ est trop petit.

On voit bien dans la figure 2.7 ce que signifie cette condition.e cette condition.
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=

R (0)

e —"".:'
e

Regle de Goldstein&Price (Figure 2.7)

[Algorithme 2.5 (Régle de Goldstein&Price)

Etape 0 : (initialisation)
Ag1 = Ag1 = 0, choisir A\; >0, p €]0,1[,0 € |p,1[, poser k = 1 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
si hi(0) + 0L (0)A < hy(Ax) < hi(0) + phy(0) A : STOP(A" = Ag).
si hi(Ae) > hi(0) + phi(0) Ay , alors
Adk+1 = Ak 5 Agk+1 = Ag i et aller & I'étape 2.
si hi(Ar) < hi(0) + 0hy(0)\g , alors
Adk+1 = Adk 5 Agk+1 = A et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
si Agr+1 = 0 déterminer A\pi1 €], k41, +00]
si Mg g1 # 0 déterminer A1 €] Ag ki1, Ad 1]
Dans le théoréme suivant on va assurer I'existence du pas de Goldstein & price en posant
quelques conditions sur la fonction hy.
Théoréme 2.3. Si b, : R, — R définie par (2.12) hy(N\) = f(xp + Adi) est continue et
bornée inférieurement, si dj, est une direction de descente en xy, et si p € 10,1[,d € |p, 1], alors

Uensemble des pas vérifiant la régle de Goldstein & Price (2.10)-(2.11) est non vide.
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Démonstration. [24]

On a

(N = flax) + pAVT f (@) dy,
s(A) = flxr) + AV fap)dy

Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de hy est :
hi(A) = f(ax + Mdi) = f(x1) + pAVT f(2x)dr + AE(A) on £(A) — 0,A — 0.
et comme p € 10, 1[ et h,(0) = V7 f(z1)dr < 0 on déduit :
fzr) + AV flap)dy, < flog) + AV f(zp)de < f(xy) + pAVT f(23)dg pour A > 0
On voit que pour A > 0 assez petit on a :

hie(A) < s(A) <, ()

De ce qui précede et du fait que hy est bornée inférieurement,

et ¥, (\) — —00, A — 400, on déduit que la fonction 1, (A) — hi()) a la propriété :

¥,(A) = he(A) >0 pour ) assez petit
¥,(A) — hg(A) <0 pour A assez grand
donc s’annule au moins une fois pour A > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

hie(X) = 1,(X) et hp(X) < ,(A) pour 0 < A < A
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De la meme maniere, il existe > 0 tel que :
he(X) = 15(N) et he(X) < 1h5(A) pour 0 < A < A

et comme 15(A) < 1,(A) pour A > 0, forcément X <X et A= X satisfait (2.10)-(2.11)
bs(N) = he(N) < ¥, () n’est autre que
Flar) + oAV fzp)dy, = f(zp + i) < f(zr) + pAVT f(4)dy. M

2.4.3 La régle de Wolfe

La conditions (2.10)-(2.11) "regle de Goldstein & Price" peuvent exclure un minimum ce qui
est peut étre un inconvénient.

Les conditions de wolfe [57] n’ont pas cet inconvénient.

Conditions de Wolfe faibles

Etant donnés deux réels p et o tel que 0 < p < 0 < 1, ces conditions sont :

flak+Mdi) < flag) + pAVT f (@) dy, (2.13)

autrement dit :
hie(N) < hi(0) + phi(0)A (2.15)
hi.(\) > oh}(0) (2.16)
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Test de Wolfe :

& Si
hi(N) < hi(0) + ph ()X et By (A) = o} (0)

alors \ convient.
& Si
hi(A) > hi(0) + phi (0)A

alors A est trop grand.

hi,(A\) < ohi.(0)

alors \ est trop petit.

On voit bien a la figure 2.8 ce que signifie cette condition.

B (@)

D H—//f + fiolfe \\\-‘ / i

/ pente pii, (0)

Regle de Wolfe (Figure 2.8)

[Algorithme 2.6 (Régle de Wolfe)|

Etape 0 : (initialisation)

Ag1 = Ag1 =0, choisir \y >0, p€]0,1][,0 € |p, 1], poser k =1 et aller a I’é¢tape 1.
Etape 1 :

si (M) < hi(0) + phL (0N et hL(N) > oh(0) : STOP(A* = Ay).

si hi(Ag) > hi(0) + phy(0) Ay , alors
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Adk+1 = Ak 5 Agk+1 = Ag i et aller & I'étape 2.
si hj () < oh,(0) , alors
Adk+1 = Adk 5 Agk+1 = A et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
st Agrt1 = 0 déterminer A\pi1 €]\, k41, +00]

si )\d,k+1 7é 0 déterminer )\k+1 e])\ngJrl, )\d,k+1[

Remarque 2.6. La régle de Wolfe fait appel au calcul de R}, elle est donc en théorie plus

couteuse que la régle de Goldstein & Price.

Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible

cout additionnel en comparaison du cout d’évaluation de f(z), c’est pourquoi cette régle est tres

utilisée.

Conditions de Wolfe fortes

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire) il est parfois né-

céssaire d’avoir une condition plus restrictive que (2.10).

Pour cela la deuxiéme condition (2.10) est remplacée par

On aurra donc les conditions de Wolfe fortes [58] :

flar+AMdy) < flan) + pAVT f(2g)dy
‘VTf(a:k + )\dk)dk‘ < —O'VTf(.%k)dk

autrement dit :

hie(A) < hi(0) + phi (0)A
|7 (M| < —ohy(0)

ou 0<p<o<l.

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Remarque 2.7. La seconde condition (2.20) ou condition de courbure interdit le choix de pas
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trop petit pouvant entrainer une convergence lente ou prématurée(section 2.21).

Remarque 2.8. On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les conditions de
Wolfe faibles. Effectivement (2.17) est équivalente a (2.13), tandis que (2.18) est équivalente a
(2.14) , en effet,

VT f(xr + Mdi)dr| < —o V7 f(p)dy

(3

4

oV f(ap)d, < V7T flop + \dy)dy

La régle de Wolfe relaxée

Proposée par Dai et Yuan [14, 1996], cette régle consiste a choisir le pas \;, satisfaisant aux

conditions :

flzp +Mdp) < fzp) + pAVE fzp)dy (2.21)
o VI flxp)d, < VT f(an 4+ Mdp)dp < —0oV7T fag)dy, (2.22)
autrement dit :
hi(A) < hi(0) + ph},(0)A (2.23)
o1h,(0) < Iy (A) < =02l (0) (2.24)

ol 0<p<or<let o3>0
Remarque 2.9. On voit bien que les conditions de Wolfe relaxées impliquent les conditions
de Wolfe fortes. Effectivement (2.22) est équivalente a (2.17), tandis que pour le cas particulier

01 = 09 = 0, (2.24) est équivalente a (2.18). En effet,

o VT f(zp)dy < VT f(ve + Medp)dy < —02 VT f(1)dy
= O’VTf<l‘k)dk S va(Ik + )\kdk)dk S —Jva(.CL'k)dk

U

(V" fze + Medi)di| < =0V f (1) di
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Remarque 2.10. Les conditions de Wolfe relaxées impliquent les conditions de Wolfe faibles.
Effectivement (2.23) est équivalente a (2.13), tandis que pour le cas particulier o1 = o et g5 =

+00, (2.24) est équivalente & (2.14). En effet,

o VT flap)d, < VT f(ve + Medy)dy < —0oVT f(2)di
= oVTf(a)dy < VT f(ar + Medy)dy

Dans le théoréme suivant on va assurer I'existence du pas de Wolfe en posant quelques condi-
tions sur la fonction Ay.

Théoréme 2.4. Si by : R, — R définie par (2.12) hy(\) = f(zp + Ady) est dérivable et
bornée inférieurement, si dj, est une direction de descente en xy et si p € |10,1[,0 € |p, 1], alors
lensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe (faible) (2.13)-(2.14) est non vide.

Démonstration. [24]

On a

he(A) = flaze + Ady)

v,(A) = flzr) + pAVT fan)dy
Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de hy est :
hi(N) = fax + M) = f(ax) + pAVT f(2r)dy, + a€(N) ot E(N) — 0, — 0,
et comme p € 10, 1[ et h4(0) = V7 f(z1)dr < 0 on déduit :
fzr) + AV flap)dy, < fzg) + pAVT f(2)dy, pour A > 0
On voit que pour \ > 0 assez petit on a
hi(A) <, (A)

De ce qui précede et du fait que hy, est bornée inférieurement, et 1, (A) — —o0, A — o0,
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on déduit que la fonction 1 ,(A) — hy(\) a la propriété suivante

¥,(A) = he(A) >0 pour \ assez petit
¥,(A) — hx(A) <0 pour A assez grand
donc s’annule au moins une fois pour A > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

hie(X) = 1,(X) et hp(X) < 1,(A) pour 0 < A < A

La formule des accroissements finis fournit alors un nombre X, 0< A< tel que

he(N) — he(0) = XL\ = AVT Fap + Ady)dy,
= pAVT f(zp)d, = AV f () + Ay )dy,
= VT f(x, + Mp)de = pVT fzp)dy > oV f () dy,

car0 < p<o<let V! f(a)d, <0.
Donc A satisfait (2.23)

D’autre part, A = A satisfait (2.22), en effet,
\ satisfait (*) hp(\) < o p(X) n’est autre que :

Flae+ M) < f(@) + pAVT fzp)d, B

En pratique, on utilise des algorithmes spécifiques pour trouver un pas de Wolfe.
On va présenter un alogorithme simple, appelé de Fletcher-Lemaréchal, dont on peut monter

qu’il trouve un pas de Wolfe en un nombre fini d’étapes.
[Algorithme 2.7 (Régle de Fletcher-Lemaréchal)|

EtapeO : (initialisation)
Ag1 =0, A\g1 = +o0, p€10,1[, 0 € |p,1[, v € ]0, %[, 7 > 1,choisir \; > 0, poser k =1

et aller a ’étape 1.
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Etape 1 :
1.1 81 hy(Ag) > hi(0) + phi(0) N , alors
Adk+1 = Ak 5 Agk+1 = Ag i et aller a I'étape 2.
1.3 Si non (hx(Ax) < hi(0) + ph}(0)A) , alors
1.3.1 si hj(A) > ohp(0) : STOP(A" = Ag).
1.3.2 si non (h}(\) < ohy(0))
Adk+1 = Adk 5 Agk+1 = Ai et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
si Agg+1 = oo déterminer A\y1 €]TA, r1, +00[
si non déterminer A\p1 €](1 — V) Ag ki1 + Va1, VA p11 + (1 — U)Ag ]
poser k =k + 1 et aller a ’étape 1.
Théoréme 2.5. [24] Si hy, : R, — R définie par (2.12) hi(A\) = f(z + \dy) est dérivable
et bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy et si p € 10,1[,0 € |p, 1],
alors 'alogorithme de Fletcher-Lemaréchal trouve le pas de Wolfe(2.22)-(2.23) en un nombre fini

d’étapes.

2.5 Recherches lineaires non monotones

La technique de la recherche linéaire non monotone a été proposée en premier par Grippo,
Lampariello, and Lucidi [30,1986] et a connu de nombreuses applications aussi bien en opti-
misation sans contraintes qu’en optimisation avec contraintes [30], [62]. Bien que prometteuse,
la recherche sur le theme de la recherche linéaire non monotone est toujours dans ses débuts ,
comme est souligné dans [54]. L’objectif de ce chapitre est d’expliciter les recherches linéaires et
en particulier les recherches linéaire non monotone.

Soit le probléme d’optimisation sans contraintes :
p .
(P) {gggl f (ft)}

ou f est une fonction différentiable et son gradient est noté par g = V f(x).

Supposons que le rapprochement actuel a la solution de (P) est xy.
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Si g, = V f(zr) # 0, pour une direction de descente donnée dj, par une certaine méthode, on
trouve le pas )\, par la réalisation de certaines recherches linéaires tout au long de dy,

et on calcule le prochain rapprochement x;,; comme suit

Thy1 = Tp + Apdy.

La recherche du pas A\, doit assurer la décroissance suffisante de la fonction & chaque itération.

c’est-a-dire que :

f(re + Medy) < maz f(ag)

0<j<m(k)
Par exemple, voir la recherche linéaire d’Armijo [2] et la recherche linéaire de Wolfe[57].
La recherche linéaire non monotone comme on va le voir n’impose pas la condition de dé-
croissance suffisante de la fonction objectif comme est le cas des recherches linéaires précédentes.
Nous allons expliciter dans ce qui suit deux recherches linéaires non monotones : la recherche

linéaire non monotone d’Armijo et la recherhe linéaire non monotone de Wolfe.

2.5.1 La recherche linéaire non monotone d’Armijo

Soit 0 < ny < ng, o € (0,1), § € (0,1), et soit M est un entier positif, supposons que lors de
la k iéme itération, on a \; € (ny,ng) donné.

La recherche linéaire non monotone consiste a choisir des la premiére itération un pas A\ tel

que :
M = Ao (2.25)
satisfaisant
flan + Aedi) < Ogﬁcﬁk)f(ﬁkfj) + ONgi di, (2.26)
ol
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m(0) =0 et 0<m(k) <minm(k—-1)+1,M—-1], k>1. (2.27)

[Algorithme 2.8 (Régle nonmonotone d’Armijo )|

Etape O : (initialisation)

Ag1 = Ag1 =0, choisir M > 0, p € |0, 1] poser k = 1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

Sif(xp + Medy) < ogrjng%{f(k)f@k_j) + 0Aegi dy, : STOP (A" = \p).

Si f(zg + \edy) > Oggﬁk)f(:ck,j) + OA\kg} dy, , alors

Adk+1 = Ad , Agr+1 = A, et aller a I’étape 2.

Etape 2 :

Si Ag 1 = 0 déterminer A\yyq €] Agpt1, +00 |.

Si Agpt1 # 0 déterminer Agyq €] Ayt s Adgtr [-

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.
Remarque 2.11
Si m(k) = 0, la recherche linéaire ci-dessus non monotone est réduite a la recherche linéaire

inexacte d’Armijo classique.

2.5.2 La recherche linéaire non monotone de Wolfe

Déterminer \; tel que :

flan + Aedi) < Ogﬁfﬁk)f(xkfj) + pArgi d, (2.28)
| (9 (zhs Medy)  di) | < =0 di, (2.29)

1
o< p<i< 3 et ou l'ordre du nombre entier {m(k)} est produit par la formule

m(0) =0,m (k) <min{m (k—1)+1, My}, (2.30)
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avec M, un nombre entier.

[Algorithme 2.9 (Régle non monotone de Wolfe)|

Etape 0 : (initialisation)
Ag1 = Ag1 =0, choisir M >0, p € 1]0,1],d € |p, 1] poser k =1 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :
si f(or + Ady) < O<C?"L<Cfrf7(k)f(xk—j) + pAgildi et | (g (zpeMidy) , di) |< —0gidy : STOP

si f(xr+ Medi) > maz f(zr—j) + pArgidy , alors
0<j<m(k)
Adk+1 = Ad , Agr+1 = A et aller a I’étape 2.
si | (g (s Midy) , di) |> —dgidy , alors
Adk+1 = Ak 5 Agk+1 = Ag et aller a I’étape 2.
Etape 2 :
st Agr+1 = 0 déterminer A\pi1 €] Aggt1, +00 [.
si )\d’kJrl 75 0 déterminer Ay, E] )\g,k+1 , )\d’k-Jrl [

remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

2.5.3 La recherche linéaire non monotone de Goldstein& Price

Soit § € (07 %), le pas Ay de la recherche linéaire non monotone de Goldstein&Price vérifient

les conditions suivantes :

flxr + Aedi) < Ogg’gg(k)f(%—j) + 6\ gy dy

et

f(xr 4+ M\edi) > max f(rgp—;) + (1 — 5)/\kg,fdk

0<j<m(k)
Une deuxiéme approche de la la recherche linéaire non monotone de Goldstein&Price a été
proposé par [61] qui est la suivante :

Déterminer A\ tels que
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fzp 4+ Mdy) < Oy + SAigi dy,

et

f(&:k + )\kdk) Z Ck + (1 - 5))\kngdk

Algorithme 2.10 (Régle non monotone de Goldstein&Price )

Etape 0 : (initialisation)
Ag1 = Ag1 =0, choisir § € § € (0, %) poson Cy = f(x1) et k =1 et aller a 'étape 1.
Etape 1 :
si f(zgp+ Mdy) < Cr+0Mgldy et f(xp+ Medi) > Cp+ (1 —0)\egi dy, - STOP (X* = \y).
si f(zg + Aedi) > Ck + pArgldy , alors
Adk+1 = Ad , Agr+1 = A, et aller a I’étape 2.
si (zp + Mdy) < Cp + (1 — 8)Argldy , alors
Adk+1 = Ak 5 Agk+1 = Ag et aller a I’étape 2.
Etape 2 :
st Agrt1 = 0 déterminer A\yi1 €] Agxr1, +00 [.
si Agg+1 7# 0 déterminer A\gi1 €] A\gpv1 , Adg+1 [-

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.
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La convergence des méthodes du
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1- Condition de Zoutendijk.

2- La méthode du gradient conjugué.

3- Le principe général d’'une méthode a directions conjuguées.
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cherche linéaire non monotone.
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3.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette partie, on va étudier la contribution de la recherche linéaire non monotone a la
convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu’une contribution, parce que la
recherche linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien que
le choix de la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de
Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu’'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe une

constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait

F(aren) < flax) = C IV f ()| cos® b, (3.1)

ou 0y est Pangle que fait dj, avec —V f(xy), défini par

—va<Ik)dk

| (3.2)
|| [| i ||

cos 0, =

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.
Proposition 3.1. Si la suite {x;} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la

condition de Zoutendigk (3.1) et si la suite {f(xy)} est minorée, alors

Z IV f ()| cos? 6, < co. (3.3)

k>1

Démonstration. [24]

En sommant les inégalités (3.1), on a

STV )| co by < = (FGon) = Flannn))- (3.4

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que pour tout k, f(zy) >
c'm

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles la condition de
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Zoutendijk (3.1) est vérifiee avec les régles d’Armijo et de Wolfe.

Proposition 3.2. Soit f : R" — R une fonction continiment différentiable dans un
voisinage de I' = {z e R" : f(x) < f(z1)}.

On considére un algorithme & directions de descente dy, qui génére une suite {x} en utilisant
la recherche linéaire d’Armijo(2.5) avec Ay > 0.

Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des conditions
fae) < fla) — OV f(ap)dy (3.5)

ol

F(@rg1) < flaw) — C IV f(zx)]” cos® 0, (3.6)

est vérifiée.

Démonstration. [24]

Si le pas Ay = Ay est accepté, on a(3.1), car \; est uniformément positif.

Dans le cas contraire, (2.5) n'est pas vérifiée avec un pas A, < 25, c’est-a-dire f(zx + Nydy) >

flae) + pA VT f(n)dy

Comme f est continiment différentiable, on a pour tout A, > 0 :

1
0

= flor 4+ M) < (@) + MV f(@)d, + CA2 | di?
ou C' > 0 est une constante. Avec 'inégalité précédente, et le fait que , on obtient :

Flae+ Nedi) — f () > pA VT ) d
floy + A;dk) - f(iUk) < )\;fva(mk)dk + C’)\2;2 HdkH2

= pN VT f(zp)de < MV f(x)dy + CAZ || di||? (3.9)
= —COMN |ldill” < (1 = p) XV f (i),

o4



Chapitre 3. La convergence des méthodes du gradient conjugué avec la recherche
linéaire non monotone

ou
p<1:>0<1—p<1:>ﬁ>1 (3.10)
d’ou
Vfed 2 ook | = = (e < T X el (.11)
= [ ande] = V7 o)l cos O =< T

ce qui permet de minorer X’ ||dy|| et donc aussi A ||dy || par une constante fois HVTf(zL‘k) H Ildk]|-

Cette minoration et ’expression suivante de (2.5)

Flan + Xedi) < f(a) = pAe [V f (@) || l|di|| cos 6y, (3.12)

conduit 4(3.6).H

Proposition 3.3. Soit f : R® — R une fonction continiment différentiable dans un
voisinage de I' = {x € R" : f(x) < f(x1)}.

On considére un algorithme o directions de descente dy, qui génére une suite {xy} en utilisant
la recherche linéaire de Wolfe (2.13)-(2.14).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk
(8.1) est vérifiée.

Démonstration. [24]

D’apres (2.13)

VT (g + Mudi)dy, > oV f(2)dy (3.13)

= (Vf(xp + Medi) = V() d > (0 — 1) VT f(2r)ds (3.14)
= —(1=0) VI f(zr)dp = (1 = 0) |V f (1) di]
& (L—0) |V f(a)de| < (Vf(xr+ Mdi) — Vi (zx) di
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et du fait que f est contintiment différentiable :

(1=0) |V flan)di| = 1 —=0)||[V" ()| lldxl| cos by (3.15)
< V(e + Awdi) = V()] [|diell

1—0
en utilisant (2.13), on aura :

flan+Xede) < fxe) + pAeVT f (@) di (3.16)
flae+ Mdy) < fap) + pAVT f(zr)dy < fae) + |pAVT f () dy |
flan + Ady) < fxe) + pA |V flan)di| < f(zr) — pAVT f2r)d

( flaw) —

( flaw) —

) <
flog + Ady) < PA HVT T, H ||dk]|| cos Oy
)

=
=
= Ty
=

flag + M) < fla ( HVT k)H cos? 0,

On en déduit (3.1). B

3.2 La méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problémes d’optimisation
non linéaires sans contraintes spécialement les problémes de grandes tailles. On 'utilise aussi
pour résoudre les grands systémes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont
orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant de résoudre le

probléme suivant :

(P) min {f (z) : z € R"}

Ou f est réguliere (contintiment différentiable).
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Dans cette partie on va décrire toutes ces méthodes, mais avant d’accéder a ces derniéres, on

va d’abord donner le principe général d’'une méthode a directions conjuguées.

3.3 Le principe général d’une méthode a directions conju-
guées

Définition.3.1. Soit A une matrice symétrique n x n, définie positive. On dit que deux

vecteurs x et y de R” sont A-conjugués (ou conjugués par rapport a A) s'ils vérifient :
2T Ay =0

3.3.1 Description de la méthode

Soit{dy,ds,...,d,} une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors méthode de
directions conjuguées toute méthode itérative appliquée & une fonction quadratique strictement
convexe de n variables définie par ¢(z) = %xTAx +bTx 4 ¢, avec ¢ € R" et A une matrice de
Mn x n symétrique et définie positive, b € R™ et ¢ € R , conduisant a 'optimum en n étapes au

plus. Cette méthode est de la forme suivante :

To donné

Tpt1 = Tk + M\idy

ou k est optimal et di,ds,...,d, possédant la propriété d’étre mutuellement conjuguées par
rapport a la fonction quadratique.

Si I'on note g, = Vq(x), la méthode se construit comme suit :

Calcul de )\,

Comme A\, minimise g dans la direction dg, on a Vk :

¢ (M) = diVq(z) = 0,
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diVq(zpi1) = df (Azpyy + ) = 0.

Soit :

dEA (2, + Medi) + dEb =0
d’oti 'on tire :

\, —dg (A.CL"k + b)
T dT Ady,

Comment construire les directions A-conjuguées ?

Des directions A-conjuguées dy,...,d; peuvent étre générées a partir d’'un ensemble de vecteurs
linéairement indépendants &, ..., §; en utilisant la procédure dite de Gram-Schmidt, de telle sorte
que pour tout ¢ entre 0 et k, le sous-espace généré par dy,...,d; soit égal au sous espace généré

par &g, .., &;-

Alors d; 41 est construite comme suit :

div1 = &1 + Z ¢ (i + 1) md,,.

m=0

Nous pouvons noter que si d;;; est construite d’une telle maniére, elle est effectivement
linéairement indépendante avec dy,...,d;.

En effet, le sous-espace généré par les directions dy,...,d; est le méme que le sous-espace généré
par les directions &, ..., &, et §;,; est linéairement indépendant de &, ..., §;.

&;+1 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons linéaires de la forme

i

> @ (i+1)md,,, de sorte que d;; n’en fait pas partie non plus et est donc linéairement indé-
m=0
pendante des dy,...,d;.

Les coefficients ¢ (i + 1) m, eux sont choisis de maniére & assurer la A-conjugaison des dj,...,d;.
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3.4 Meéthode du gradient conjugué dans le cas quadra-
tique

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure de Gram-Schmidt
aux gradients Vq(zo), ..., Vq(x,_1), c’est-a-dire en posant {, = —Vq(zo),...,&,,_1 = —Vaq(Tn_1).

En outre, nous avons que

Vq(z) = Az +b (3.17)
et Viq(r) = A (3.18)

Notons que la méthode se termine si Vg(xy) = 0.

La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre de droite
de I’équation donnant la valeur de dj. 1 dans la procédure de Gram-Schmidt peut étre grandement
simplifié.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du gradient (plus forte

pente).

3.4.1 Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonc-

tions quadratiques

On suppose ici que la fonction & minimiser est quadratique sous la forme :

1
q(z) = éxTAx + bz +c

Si 'on note g, = V f (), Palgorithme prend la forme suivante :

Cet algorithme consiste a générer une suite d’itérés {xy} sous la forme :

L’idée de la méthode est :

29



Chapitre 3. La convergence des méthodes du gradient conjugué avec la recherche
linéaire non monotone

1- Construire itérativement des directions d,, ..., d, mutuellement conju-
guées
A chaque étape k la direction dj, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient en z;, et
de la direction précédente dj_; c’est-a-dire les coefficients 3, étant choisis de telle maniere que

dy, soit conjuguée avec toutes les directions précédentes. Autrement dit :

di 1 Ady =0,

on en déduit que

d£+1Adk = 0= (_vq(xk+1) + ﬂk+1dk)TAdk =0,

= =V q(xp41) Ady, + By, df Ady = 0,
VTQ(xk+1)Adk 9;{+1Adk-

- = : 3.20

= ﬁkﬂ dedk d;{Adk ( )

2- Déterminer le pas x,
En particulier, une fagon de choisir \; est de résoudre le probléme d’optimisation (& une seule

variable) suivant :

On en déduit que
—d} gi 1 dif  —dig
n— e 1A —dygr 22
T A, AR T AT Ad, (3:22)

Le pas A\ obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

"‘

[Algorithme 3.1 (Algorithme du gradient conjugué "quadratique

Etape 0 : (initialisation)
Soit xq le point de depart, go = Vq(z9) = Axg + b, poser dy = —go.
poser k = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :
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sigp =0 : STOP ( z* = zy)."Test d’arrét"
si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir x5,1 = xp + Apdy avec

_dTgk
e = —ht 3.23
* Tl Ad, (3:23)
diy1 = —Gr41 + Bryrdi- (3.24)
T
ngAdk
= el 2

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.4.2 Les avantages de la méthode du gradient conjugué linéaire

1- La consommation mémoire de 1’algorithme est minime : on doit stocker les quatre vecteurs
Tk, Gk, dg, Adg ( bien sur x4, prend la place de z; au niveau de son calcul avec des remarques
analogues pour gi1, dit1, Adyki1) et les scalaires Ay, 5, ;.

2- L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre des grands
systémes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A a un vecteur.

3- La convergence peut étre assez rapide : si A admet seulement r (r < n) valeurs propres

distincts la convergence a lieu en au plus r itération.

3.5 Synthése des résultats de convergence des méthodes
du gradient conjugué

On présente dans cette section une synthése concernant la convergence des différentes va-

riantes du gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte et de Wolfe faible.
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Notre probléme consiste a résoudre le probléme (P)cité ci-dessus
min {f(z) : z € R"}

ou f est réguliere (contintment différentiable) et g est son gradient. Notons par g, le gradient
de f au point z; . Rappelons que les différentes variantes du gradient conjugué genérent une
suite {xy} de la forme suivante :

Tpy1 = Tk + Adp, (3.26)

la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante : (5, € R)

- k=1
dy = { o . } (3.27)

_gk + Bkdk—l ........ Si k Z 27

le pas A\; € R étant déterminé par une recherche linéaire. Rappelons les différentes variantes du
gradient conjugué qui différent selon les valeurs que prennent les constantes 3. Particuliérement,

on cite les variantes suivantes :

2
r— gl o (Fletcher — Reeves). (3.28)
lgk—1l]
T _
pap 99k = i) (Polak — Ribiére). (3.29)
[y
HS _ 9i (9 — 9r-1) (Hestenes — Stiefel) (3.30)
* di (9% — gr—1)’
2
b — M, ( Conjugate Descent Method). (3.31)
—dj_19k—1
ou ||.|| est la norme Euclidienne. Récemment Dai et yuan ont aussi introduit la forme suivante :
DY ||91<:||2
ko= (3.32)

a dzfl(gk - gk—l).

La convergence globale des méthodes (3.28)-(3.29)-(3.30)-(3.31)-(3.32) a été étudiée par beau-
coup d’auteurs. Citons en particulier Al-Baali [3], Gilbert et Nocedal [25]|, Hestenes et Stiefel
[32], Hu et Story [33], Liu, Han et Yin [37], Powell [47] Touati-Ahmed et Story [55], et Zou-
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tendijk [63].Un facteur clé dans I’étude de la convergence globale est comment sélectionner le

paramétre \;. Le choix le plus naturel de \; est de faire une recherche linéaire exacte, c.-a-d

poser A\ = argminy>o f(zx + Adg). Cependant, ce choix naturel pourrait ne pas donner de

convergence comme est le cas de la méthode (PRP) et (HS), comme I’a montré Powell dans [47]

. Inspiré par le travail de Powell, Gilbert et Nocedal dans [25] ont montré que la méthode (PRP)
PR

est globalement convergente si 3, est non-négatif et \; est déterminé avec la recherche linéaire

satisfaisant la condition suffisante de descente suivante :
T 2 .
G dp < —c||lgkl|”, one>0, (3.33)

en plus des conditions standard de Wolfe :

fzg + Medy) < fxr) + wi Aedf i,

(3.34)
di gry1 > wad] g

o' 0 <wy <wgy < 1.
Récemment, Dai et Yuan [10][11] ont montré que la méthode (CD) et la méthode (FR)
sont globalement convergentes si les conditions de la recherche linéaire suivantes pour \; sont

satisfaites :

[y + Medi) < f(xr) + w1 Aedi g,

/dT < dT < _ //dT (335)
Wolp gk S A Jk+1 S —Wody, G-

o0 <wy <w)h<1letwy>D0.
Nous adoptons la supposition suivante sur fonction f.
Supposition 3.1. Soit f: R* — R.
(i) L’ensemble £ := {x € R™; f(x) < f(x1)} est borné; ou x1 € R™ est le point initial.
(i1) Sur un voisinage N de £, la fonction objectif f est continiment différentiable et son

gradient est lipschitzien (i.e)

3L > 0 tel que ||g(z) — g(2)|| < L ||z — Z|,Vz, 2 € N (3.36)

63



Chapitre 3. La convergence des méthodes du gradient conjugué avec la recherche
linéaire non monotone

Remarque 3.1 Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que

lg(@)|| < v, Vo e £ (3.37)

Rappelons maintenant le Théoréme suivant obtenu essentiellement par Zoutendijk [63] et
Wolfe [57][58]. Ce théoréme assure la satisfaction de la condition de Zoutendijk[63] , pour toute
méthode du type (3.27)-(3.28), dans laquelle le pas Ay est déterminé par la regle de Wolfe faible
(3.35).

Théoréme de Zoutendijk. 3.1.

Considérons la suite (xy)y, définie par (3.26) ot dy, est une direction de descente et i, vérifie

les conditions (3.35).Considérons aussi que la supposition 3.1 soit satisfaite,alors :

> cos® 0| gill* < oo, (3.38)
k>1
est vérifiée, avec
T
d
cos b = —&.
gl 1l i
Remarque 3.2. (3.38)<—=
3 (g% di)”
- < 0. (3.39)
eigzo |I%I

ou #; est 'angle que fait d avec —gy, .
En effet

D’apres la 2¢¢ condition de (3.35) nous avant

4} (grsr — gr) > (wo — 1) d} g

D’autre part

A

dg(gk—i-l_gk) < lgrsr — grll M dill
< ALy,
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d’ou

wy — 1Y\ digy
Akz( 7 ) (; 3
||

167‘6

En remplacant ceci dans la condition de on aura :

Flap + Medi) < f(zx) + pcos® O || gel®,

wl(w2 — 1)
L
Or puisque f est bornée sur N on a :

ou i =

Zcos2 O llgr|” < oc.

k>1

Ce qui achéve la démonstration.ll

3.5.1 Reésultats de Convergence du Gradient Conjugué, version Fletcher-

Reves

Avant d’exposer sans démonstration les différents résultats de convergence, donnons d’abord

I’algorithme de la méthode de Fletcher Reeves :
[Algorithme 3.2 de la méthode de Fletcher-Reeves

EtapeO : (initialisation)
Soit z le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr=0 :STOP ( z* = x)."Test d’arrét"
Sinon aller a ’étape 2.
Etape 2 :
Définir x5y 1 = 2 + Agdy avec : AL = /{r>1i0nf(xk + Ady).

A1 = —Gr1 + Bffldk-
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ou

2

FR H9k+1H

k+1 — 2
Il

Les avantages de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est trés intéressante, d’une part parce qu’elle nécessite le stockage de trés peu
d’informations (essentiellement trois vecteurs de dimension n).
Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire (version

Flecher Reeves) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte suivante

fxr + Medi) < f(xr) + w1 Aedi g,

(3.40)

|dF g1 | < —w2di g

1 :
ol (wy < 5) a été démontré par Al-Baali [3].
e Touati Ahmed et Story [55] ont généralisé ce résultat pour

0< B, <BiE (3.41)

e Gilbert et Nocedal [25] ont généralisé ce résultat pour
18| < BT (3.42)

e Récemment, Dai et Yuan [13] a montré que la méthode (FR) es globalement convergente
avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relazée.

On donne dans ce paragraphe les principaux résultats de convergence de la méthode du gra-
dient conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte [Gilbertet et Nocedal],

aussi avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée [Dai et Yuan].
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La propriété de descente de la méthode de Fletcher-Reeves

proposition 3.4. [25]

On considére que la supposition (3.1) est satisfaite. Considérons une méthode du type (3.26)
et (3.27) avec B, satisfaisant & (3.40) et le pas A, vérifiant la régle de Wolfe forte (3.40) o
Wy € }O, % [

Alors cette méthode génére des directions de descente. De plus on a :

< I < D k=1,.
L—ws ™ lgef|” — 1~ w2

Théoréme 3.1. [25] On considére que la supposition (3.1) est satisfaite. Toute méthode
du type (3.26) et (3.27)dans laquelle 5, vériffie

18] < BLE, Yk >1,

1
et le pas A\ est déterminé par la régle de Wolfe forte (3.40) avec 0 < wy < ws < 3 est une

méthode de descente (gid, < 0, Vk > 1) convergente, dans le sens ot

klim inf || gx|| = 0. (3.43)

Théoréme 3.2 [25] Soit x; un point de départ pour lequel la supposition (3.1) soit satisfaite.
Considérons une méthode du type (3.26) et (3.27) avec B, satisfaisant a (3.28). On suppose aussi
que

¢ Chaque direction dj, vérifie

digr <0 (3.44)

¢ Le pas Ay, est déterminé par la régle de Wolfe relazée (3.35) avec w”5 < 00,

alors

klim inf [|gx]| =0
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Inconvinients de la méthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves posséde de bonnes propriété théoriques, mais en pratique,
elle converge parfois lentement, et méme prématurément. En effet, si les pas sont trop petits, il
se peut que ce comportement s’élargit pour un grand nombre d’itérations, et c’est ce qu’il nous
oblige a réinitialiser en posant [35 R —.

Powell ([43,1977]) est le premier qui a observé ce comportement, ainsi il a donné un contre
exemple avec une recherche linéaire exacte. On évite cet inconvénient en réinitialisant a chaque
n itérations par exemple.

Nemirovsky et Yudin ([36, 1983]) ont démontré par un contre exemple que la méthode (FR)
converge plus lentement que la méthode de Steepest descent. (cas d’une fonction quadratique

avec recherche linéaire exacte).

3.5.2 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version Po-

lyak Ribiére et Polyak

La variante dite de Polak-Ribiére et Polyac (PRP) consiste & définir 3, par la formule (3.29).
Cette méthode fat découverte par Polak, Ribiére [45] et Polyak [46]. L’algorithme de la méthode

de (PRP) est le suivant
[Algorithme 3.3 de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

EtapeO : (initialisation)
Soit z le point de depart, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr=0 :STOP ( x* = x})."Test d’arrét"
Sinon aller a Iétape 2.

Etape 2 :
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Définir xyy1 = xp + A > 0xd), avec :
A = m;{)lf(ﬁk +A> Odk)

A1 = —Grs1 + Bigd .

ou
PRP _ 91{+1 [9k+1 — 9] . QkT+1yk
/Bk‘-i-l - 2 - 2
Il [l

Poser k =k + 1 et aller a I’étape 1.

Avantages de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

La méthode de Polak-Ribiere-Polyak posséde bonnes performances numériques

Convergence de la méthode de PRP

pour étudier la convergence de cette méthode on a deux cas :

Cas ou | est fortement convexe Polak et Ribiére ([45, 1969]) ont démontré la convergence
de la méthode (PRP) a travers le théoréme suivant :

Proposition 3.5. [22] Si f est fortement conveze, de classe C' avec un gradient lipschitzien,
alors la méthode de Polak Ribiére et Polyac avec la recherche linéaire exacte génére une suite
{zk} convergeant vers l'unique point x, réalisant le minimum de f.

Démonstration. ([24])

Montrons dans un premier temps que

—dfgk

cosb = ————
gkl [ d|

est positif.
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Grace a la recherche linéaire exacte, on a

dg—lyk—l = d£—1 (9% — gr-1)
T
= _dzﬂgk—l == (_gk—l =+ 55ﬁ1pdk—2) Jk—1

= Hgk,lﬂz

La forte convexité de f implique que

(2 — 2e) T Yoot > —— |2k — 2

dr yeq = >
k ]_yk 1 )\kfl

k-1

oun > 0.

On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g que :

ey = lotvol  latval il el o =il _ L e
S T R Y

On peut alors borner ||d|| par :

Idill < llgell + |8 ] di-1 ]
L Hng
< lgwll + = k-l
N | de-l|
L
< (14 =) llgwll
n
Ensuite
T 2 L
dpgr = —llgell” < — 1+5 [ grll [l d |
ou encore

T —1
cos bl = ﬂ > (1+£)
llgxl [l 7

D’apres la proposition 3.1 et la recherche linéaire exacte, la condition de Zoutendijk est vérifié.
Et comme {f(x;)} est bornée inférieurement (car f est fortement convexe). On en déduit que
gk — 0.

D’autre part, {x;} est bornée ( f est fortement convexe) et posseéde donc des sous suites
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convergentes. La limite de celles-ci ne peut étre que 'unique minimum z* de f (car g, — 0) .

Donc toute la suite {x)} converge vers z*.

Cas ou f mn’est pas convere Powell ([48, 1984]) a donné un exemple de fonction (de 3
variables, deux fois continiiment différentiable) pour laquelle 1’algorithme génére une suite {xzy}
dont aucun des points d’adhérence n’est stationnaire.
Donc Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak peut ne pas converger.
En 1986 Powell([47, 1986]), a modifié la variante ;" en évitant les valeurs négatives, au-
PRP PRP

trement dit si a I'itération £ on a : si 5,7 < 0, on redémarre en posant ;" = 0 (prendre la

direction de la plus profonde pente)

B = max {O,kaRP}

Ce choix assure la convergence si le pas )\, est déterminé par la regle de Wolfe forte.
Gilbert et Nocedal ([25, 1992]) ont assuré la convergence avec une recherche linéaire exacte

ou inexacte, en hybridant les méthodes de (F'R) et de (PRP).

Donc cette nouvelle méthode consiste a prendre la variante 3, comme suit :

FR . oPRP FR
=B s By < =By

_ PRP . | aPRP FR

B = k s1 |ﬁk ‘ < By
FR _. oPRP FR
koSBT > By

3.5.3 Reésultats de convergence du gradient conjugué, version Des-

cente conjuguée
Cette méthode fut proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([20, 1987]),

Rappelons que pour la méthode de la descente conjuguée la variante 3, est :

2
ool
g _d£_1gk71
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La propriété de descente de la méthode de la descente conjuguée

Fletcher ([20, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée est une méthode
pour laquelle la condition de descente suffisante est assurée si le pas A\, est déterminé par la régle
forte de Wolfe (5.40) avec o < 1.

Dai et Yuan ([13, 1996]) ont démontré le théoréme suivant :

Théoréme 3.3. Supposons que Supposition (3.1) est satisfaite.

Pour toute méthode du type (0.2) et (0.3) dont [3), satisfait a (3.31) et le pas N\ satisfait aux
conditions de Wolfe relaxée

(2.21) et (2.22) :

flan+Medy) < flaw) + pdf gn
et

ald;‘fgk < dgglwrl < —Uzdggk

ou 0<p<or<let0<o0,<1

Alors la méthode géneére des directions de descente suffisante a chaque itération k > 1.
Démonstration. ([13, 1996])

On a

T
_dggk = —(—gk-irﬁkCdeq) Ik
di g
2 k—1Yk
= gk 1~|——]
H H { d£—1gk—1
—dF g _ di_19k
llgxl” 1 9c1

D’autre part de (2.22)

odpgr < digra < —02di g
dgflgk

= 1—0'2§].+
dnggk—1

§1+O'1
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d’ou

—dr
I—0y< —kg; <l+o
19|

Donc si ||gk|| # 0, on a :
T 2 N
degr < —Cllg]|” ouC=1—-09>0
et donc dj, est une direction de descente suffisante.ll

Convergence de la méthode de la descente conjuguée

Yuan ([49, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.41) de cette méthode avec un pas
satisfaisant aux conditions (2.13)-(2.21) si oy < 5 et 05 = 0.

Dai et Yuan ([11,1996]) ont démontré ce résultat pour o1 < 1 et o5 =0,

Théoréme 3.4. Supposons que Supposition (3.1) est satisfaite.

Toute méthode du type (0.2) et (0.3) dons laquelle B, vérifie (3.32) et le pas Ny, est déterminé
par la régle de Wolfe relazée (2.21)-(3.22) ot 0 < p < 01 < 1 et 09 = 0; la méthode converge

dans le sens ot

klim inf [|gx]| =0

Démonstration. ([13,1996])
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Du théoréme 3.3 on a :

—dr
-0y < —kgzk <l+o;
19l
_ T
I 11 R
1%l
2
o (4ot < ol
—d} gk
g ll” llgxlI”
= (1 + 01)_1 — T 2 S
—dy, i || g1 |
cD
= (1+o) <= <1
k41
= gfl < 5551
Donc A7) vérifie I'inégalité (3.41).
D’apres le théoréme 3.2 on a :
klim inf ||gx| =0

3.5.4 Reésultats de convergence du gradient conjugué version(Dai-

Yuan)

Récemment Dai et yuan ([12, 1998]) ont introduit une formule pour 3, sous la forme suivante :

2
DY ||9k||

_ , 3.45
k dgilyk;—l ( )

ol Yk—1 = gk — Jr—1-
Cette méthode posséde plusieurs propriétés, par exemple elle posseéde la propriété de descente
a chaque itération et elle converge si le pas est déterminé par la régle de (Wolfe faible, Armijo

et Goldstein) lorsque f est strictement convexe.
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Descente de la méthode de Dai-Yuan

Théoréme 3.5.[16] Soit x1 un point de départ pour lequel la supposition (3.1)est satis-
faite. Considérons une méthode du type (3.26) et (3.27) avec B, satisfaisant o (3.45).

¢ Si f est strictement convexe sur ’ensemble convexe £ c- a- d :
(g(x) — g(y)) (x —y) >0, pour tout z,y € £. (3.46)

Alors pour tout k> 1:
gid, <0 (3.47)

En 1999 les auteurs ont généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere avec la recherche
de Wolfe faible (3.35).

Théoréme 3.6.[12] Supposons que (3.26) soit satisfaite. Pour toute méthode du type
(8.26) et (3.27) dont 5, satisfait & (3.45) et le pas N\, > 0 satisfaisant aux conditions de Wolfe

faible (3.34), alors toutes les directions générées sont de descente, autrement dit :
dlgr <0, Vk>1

Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Les résultats suivant sont das a Dai et Yuan [16]. Ils assurent la convergence de cette méthode
pour une fonction strictement convexe avec une recherche linéaire inexacte d’ Armijo et Goldstein.

Théoréme 3.7.[16] Soit x, un point de départ pour lequel la supposition (3.1) soit
satisfaite. Considérons une méthode du type (3.26) et (3.27 )avec B, satisfaisantt a (3.45).

¢ Si [ est strictement convere sur l’ensemble £ et le pas N\, satisfait aux conditions de

Goldstein suivantes :

ot gr = Vf(zg) et wy et wy sont deux constantes vérifiant 0 < wq < 1/2 < wq < 1.

75



Chapitre 3. La convergence des méthodes du gradient conjugué avec la recherche
linéaire non monotone

Alors :

klim inf [|gx|| =0

Théoréme 3.8.[16] Soit v, un point de départ pour lequel la supposition (3.1) est satis-
faite. Considérons une méthode du type (3.26) et (3.27) avec B, satisfaisant o (3.45).
¢ Si f est uniformément convexe sur l’ensemble convexe £ c-a- d s’il existe une constante
n > 0 tel que :
(9(z) = 9(v)" (& —y) > nllz = y[*, pour tout z,y € £, (3.49)

et le pas A\ satisfait aux conditions d’Armijo suivantes :

ot g = Vf(zg) et 0 <w < 1, pour lequel la condition suffisante de descente (3.33) est assurée.
Alors

Tim g = 0.

gorithme 3.4 de Ia Méthode de Dai-Yuan avec la régle de Wolfe faible

EtapeO : (initialisation)
Soit zg le point de départ, go = V f(xq), poser dy = —go.
Poser £ = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigp =0 :STOP (z* = x;)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir x5, 1 = xp + Apdy avec

Ak vérifie les conditions (3.10).

dir1 = — g1 + B 1dy.
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ou
2 2
DY ”gk+1H - H%HH

LT AT (g — k] ATy

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.6 Analyse de la convergence des méthodes du gradient
conjugué avec la recherche linéaire non monotone

Nous avons constaté que les résultats de convergence pour les différentes variantes du gradient
conjugué ont été obtenus en utilisant des recherches linéaires inexactes . La question naturelle
qui se pose est la suivante :

Peut-on obtenir des résultats de convergence avec ces variantes du Gradient
Conjugué ou d’autres en utilisant la recherche lineaire non-monotone ?

La réponse a été donnée positivement dans les travaux de B. Tahar , L. Yamina, and G. Rafik

53], Y. H. Dai [11]

3.6.1 Reésultats de Convergence du Gradient Conjugué avec la re-
cherche linéaire non monotone d’Armijo
Lemme 3.1.[11]
Soit f : R® — R une fonction différentiable. On suppose que

(i) La fonction f est bornée iinférieurement dans R"

(i1) Son gradient est lipchitzien i.e
L > 0 tel que |lg(z) — g(2)|| < Lz — 2| ,V2, 2 € N (3.51)

Considérons une méthode de type (0.2) dans laquelle dy est une direction de descente et le
pas A est déterminé par la recherche linéaire non monotone d’Armijo (2.25)-(2.26)

alors pour tout [ > 1, on a
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T
12%%\:/[f(xm+i) < 1@%3‘?/[]6(3?M1(171)+i) + 50;%%_1[)\MWQMMdMM]a (3.52)

g]MH—i Mi+i

2 2
’ <g£l+idMl+i> /HdMl+i } < +0o0 (3.53)

min
0<i<M—1
>1
preuve

Pour prouver (3.52) il suffit de montrer que 'inégalité suivante est satisfaite pour j =1, .., M.

f(xMH-i) < 1@%ﬂf(x1\/f(l*1)+i) + 5)\Ml+j—lg]€l+j_1dMl+j—1' (354)

Puisque les conditions de la recherche linéaire (2.25)-(2.26) impliquent

. < , r .
fl@min) < Jnax f (Tr1—i) + 0Am19pr 1A (3.55)

il s’ensuit de ceci que :
m(MI) < M —1
et que (3.54) est satisfaite pour j = 1.Supposons que (3.54) est satisfaite pour tout 1 < j <

M — 1. En vertu de la propriété de la descente de dj, on a

maz f(zan+i) < maz f(@ang-1)+i)- (3.56)

D’aprés les conditions de la recherche linéaire, il suit que :

m(MI+j) <M -1

et de (3.56), on obtient que :
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T
J@nrsin) < oggn%z\%ﬂ)f(mm”“) 0 s D

IN

max { maz f (Tara-1)4i); maz f (me)} + OAn1 i 9nrr s darrg

< 1@%»’]5\/[f(55M(l 1 +Z)5)‘Mf+ngI+]dMI+J

ainsi (3.54) est aussi juste pour j + 1.Par induction (3.54) est satisfaite pour 1 < j < M. Par
conséquent on a (3.52).

Puisque f(z) est bornée inférieurement, il s’ensuit que :

2/ (Patna) = —o0.

En sommant (3.52) par rapport [, on peut obtenir

1 Oggrgliz\I}fl [_)\MI‘Hg]j\}IO—l-idMI-FJ < +00. (3.57)

supposons que (2.26) est fausse pour le pas A, . Alors, nous avons

flxr + (M0)dr) > max f(xk —j) + §(Ak/0) g dr, > f(x) + 6N/ 0)gf di (3.58)

0<j<m(k

D’apreés le théoréeme des valeurs moyennes et la continuité de Lipschitz du V f, on peut montrer

que

[0}

flar+ M) — f(z) = Agldy+ / Vf (g, + tdy) — gi) dpdt < Agidy, + /tL ||| dt
0 0
= gldit (L/2)LN di P < 63T

pour tout
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e (0,121 -8)/L]. |glde] / el (3.59)

Il s’ensuit de (3.58) - (3.59) que

Ae/o 2 [2(1-8)/L]|gidi] / |l dill” (3.60)

Si (2.26) est vraie pour le pas Xk, alors Ay = \p > ;. Dong, la relation suivante est saitisfaite

pour certain constant ¢ > 0 :

Ae > min { Ay, ¢ |gfd| / ||di]|*} (3.61)

en vertu de (3.57) implique (3.53).1

Remarque 3.1 : De la relation (3.52), on voit que pour n’importe quelle méthode de re-
cherche linéaire non monotone , ’ordre {172%{4 f (le(l_l)H) est strictement décroissant. En
conséquence, cette relation joue un role important dans les analyses de convergence R-linéaires.

Supposons qu’il existe deux constantes C et (5 telles que, pour tout &, on ait :

grdi < —cy || gel” (3.62)

1]l < 2 llgil (3.63)

Nous pouvons montrons facilement le résultat de convergence suivant en utilisant le lemme
3.1.

Théoréme 3.9.[11] Soit f : R® — R une fonction différentiable. On suppose que :

(i) La fonction f est bornée inférieurement dans R"

(i1) Le gradient est lipchitzien i.e
dL > 0 tel que  |lg(x) — g(Z)|| < L|jlz — &||,Vx,2 € N (3.64)

Considérons une méthode de type (0.2) dans laquelle dy satisfait les deuz conditions (3.62)-
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(3.63) et le pas Ay, est déterminé par la recherche linéaire non monotone d’Armijo (2.25)-(2.26).

Alors il existe une constante C5 tel que

llgrs1ll < esllgx|| pour tout k

en plus nous avons que

lim g = 0
Preuve
Notons que Ay < ny donc (3.61) et (3.63) nous donne :
ki1 — il < Ak [ldell < cana gl

D’apres le (ii) on a que :

gr+1 — grll < conaL ||gkll -

Ainsi (3.65) est satisfaite pour

¢, =1+ congL

En outre, d’apres (3.53), (3.62), (3.63) il s’en suit que

kll_{{)lo |garam]| =0,

ou

0< ()< M—1.

D’apeés (3.65) on a que

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

81



Chapitre 3. La convergence des méthodes du gradient conjugué avec la recherche
linéaire non monotone

gnecrny+il| < &Y [|grrvom || fori=0,..M —1. (3.70)

Par conséquent, il s’en suit de (3.69) - (3.70) que (3.66) est satisfaite.

Dans le cas ou ’ensemble

U={zeR": f(x) < f(z1)}

est bornée, la relation (3.66) implique que chaque point de {x;} est un point stationnaire de
f(z). Il s’en suit de(3.66) - (3.67) que xpy1 — xx tend vers zéro quand k — oo. Ceci montre
que, si le nombre des points stationnaires de f est fini, la suite {z}} est convergente. Ainsi, nous
prouvons encore la convergence globale de ces méthodes avec la recherche linéaire non monotone
pour des fonctions générales sous les conditions (3.62) - (3.63). Cependant, la relation utile (3.53)
peut étre établie, et par conséquent elle rend possible d’affaiblir les conditions (3.62) et (3.63)
en utilisant la direction de recherche dy,. Par exemple, si pour ||di|” il existe deux constantes

positives [ et v telles que :

ldi||> < B+~ pour tout k (3.71)

et si la condition suffisante (3.62) est satisfaite, alors on peut montrer que la méthode converge

dans le sens

lgm inf ||gx|| = 0.1 (3.72)

Théoréme 3.10 [11]. Supposons que f(x) est bornée inférieurement sur R” et que son
gradient V f(x) est continu Lipschitzien . Considérons n’importe quelle méthode itérative (0.2),
ou dy, satisfait (3.62) et (3.71), et oit A, est obtenu par la recherche linéaire non monotone (2.25)-
(2.26). Alors, la méthode converge dans le sens de (3.72).

Preuve

On suppose le contraire donc la relation (3.72) n’est pas satisfaite Alors, il existe une certaine

constante 7 > 0 telle que :
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lgwll > 7 pour tout & > 1, (3.73)

de la relation (3.62) on a :

grdy > err?. (3.74)

Alors, il s’en suit de (3.74) et (3.71) que :

2
‘g]\{l+i Ml+i

2
7<g£l+idMl+i> /||dl\41+i

min
- 0<i<M—1

> = oggrgli]\zl,l {017'2, C17'4/ B+~ (MI+ 2)]}
> min{eir? a7/ [B 4 (MI+ M —1)]} = +oo a75)
I>1

La relation (3.75) contredit (3.53).H
[11] a détendu plus loin la condition de la descente suffisante (3.62). Dans [11], on a proposé
un algorithme du gradient conjugué non monotone pour résoudre (1), pour lequel seulement les

relations suivantes sont montrées pour tout k :

—gudy = min {8,V } (3.76)

(67 de)* / dell? = 7,/ k (3.77)

ou (3,7, sont des constantes positives. Il est évident que les relations ci-dessus sont plus
faibles que les conditions (3.62) et (3.63). Cependant, pareillement au théoréme 3.10, nous pou-
vons prouver sans difficultés par les relations (3.53), (3.76), (3.77) que l'algorithme converge dans

le sens de (3.72).1
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3.6.2 Résultats de convergence du gradient conjugué avec la recherche

linéaire non monotone de Wolfe

Dans cette partie, on étudie la convergence globale de la méthode du gradient
conjugué en utilisant une nouvelle classe de recherche linéaire non monotone de Wolfe. L’ideé
vient des techniques de recherche de F-role.
Dans I’analyse de convergence et implémentation de la méthode du gradient conjugué. La

régle de wolfe pour la recherche linéaire non monotone classique notée (RLN) élargie est :

< . T .
f(@g + Ardy) < og%%k)f(xk_]) + V1 Ak, di (3.78)
Yagi d < g (i Medi) " dy, (3.79)

ot 0<y; <7 <L, A >0et MeN,

0<m(k) <min{m(k—1)+1,M },m(0)=0 (3.80)

Nous allons voir dans cette partie comment on introduit la nouvelle classe de recherche

linéaire non monotone de Wolfe que 1'on notera par (RLN1)

Technique de la recherche linéaire non monotone de Wolfe

Etant donné d’abord, les suppositions générales de cette partie.
Supposition 3.2. Soit f : R” — R une fonction différentiable. On suppose que :
(A1) L’ensemble de niveau Ly = {z\ f(z) < f(z0),z eR"} est borné, ou x, et le point
de départ.
(As) f est fortement convexe et différentiable dans l’ensemble de niveau L et son

gradient g = V f (x}) est continue de lipschitz . ie, il existe une constante L > 0 tel que :

lg(x) =gl < Lllz =yl ,Va,y € N (3.81)
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Définition 3.2. La fonction o : [0,00) — [0,00) est une F-fonction, si pour toute suite

{t;} C [0, 00)

limo(t;) =0 = kli.m ti =0 (3.82)

k—o0
Définition 3.3. Soit

n = sup{[lg(z) — g(v)|| / =,y € Lo} > 0.
Alors Iapplication § : [0,00) — [0, 00) définie par

i M=yl
inf {Hg(x)—g(y)ll Z t} L€ [0,m)
lim 9(s), t € [0,n)

s—n—

3(t) =

est appelé la fonction reverse modulus du gradient g(x).

Maintenant on donne la F-rule de la recherche linéaire non monotone (RLN1) comme suit :

Medp) < _i)—ol(t 3.83
[ + Apdy) < Ogggf(k)f(a?k j) —o(ty) (3.83)
oll o est une fonction différentiable et ¢, = —Tl’g;jﬁ. Posons xy 11 = x + A\pdy

Evidemment, si M = 0, la F-role non monotone est justement la régle de decroissance suffi-
sante dans [44].
Notons aussi que toute fonction non décroissante o : [0,00) — [0,00) telle que o(0) = 0 et

o(t;) >0 pour t > 0 est nécessairement une F-fonction. Par convention dans la suite on pose :

[z + Mdi) < max f(zg—)

0<j<m(k)

ou

En utilisant la définition 3.3 on a
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T
g, d
] 25 |0y - 18]
qui désigne
T
g, d
kil 2 8 |1 =) (=05 (3:5)

ou J(.) est la fonction reverse modulus du gradient. donc, il s’en suit de (3.78) et (3.84) que :

f(@r 4+ Xedi) < f(mir) + 1097 di

f(@n + Medy) = f(Tigry) — v % [|dil| (=

T T
Flon+ Mdi) < flaig) — M—%)é (1 — ) (— T

flxr + Mdi) < fmip)) — o= (3.85)

ou o(t) = vt 0[(1 —y)t], t > 0. clairement, o(t) est une fonction différentiable. Ceci
indique que la régle (3.78) - (3.79) satisfait la F-rule non monotone (3.83)
Algorithme 3.5
Etant donné p > 0, 5 € [0,1], v, € [0,1], M un entier non négatif, faire I’étape initiale du
test

o ngdk
- 2
e

Tk

Prendre \, = 8"®r,, h(k) =0,1,2, ..., h(k) est faire

flan + Aedi) < og%%nx(k)f(xk*j) — o(tx)

ot m0)=0 ,0<m(k) <min{m(k—1)+1,M}, k> 1, évidement si la direction de
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la descente dj, est supposée étre d} gy, alors si m (k) est suffisament grand, I'inégalité (3.83) est
toujours satisfaite, donc elle satisfait 1’existence de Ay .

Dans la recherche linéaire ci-dessus a chaque itération il est recommandé que I’étape initiale
du test r; reste la méme mais peut étre ajusté automatiquement.

Remarque 3.2

1- Afin d’utiliser une recherche linéaire non monotone le calcul du pas A\, doit se

faire suivant la direction de descente, on prouve que cette étude du gradient conjugué préserve
la direction de recherche dj,.

2- Afin de calculer un grand pas A, on doit avoir :

S oty) < oo (3.86)

k

oo
=0

Analyse de convergence

Dans cette section, on établit les propriétés de la convergence globale des méthodes du
gradient conjugué avec F-role non monotone (RLN1). Notons que pour établir notre résultat, on
a besoin de quelques conditions.

Lemme 3.2. Soit d; une direction de descente et \; le pas trouvé par la recherche linéaire
non monotone alors {z;} C Ly.

Preuve. La recherche linéaire non monotone (RLN1) (3.83) montre que :

f(z1) < f(z0) — o(to) < f(20)

flz2) < mazx f(x1-j) —o(t1) < f(xo)

- 0<j<m(1)

flzs) < Ogﬁ%ﬂﬁmf(?f?—j) —0a(ta) < f(wo)
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f(Ts1) < 0<7}%<%k)f($k—j) —o(tx) < f(o)

On alors {zx} C Lo.1
Lemme 3.3 [34]. Soit \; le pas obtenu par la recherche linéaire non monotone (RLN) et d,

une direction de descente. Soit g le gradient de f . Alors :

ghd, < —g||gk||2,k:0,1,2... (3.87)

Preuve. Puisque dy = —gp , on a gl dy = — ||90||2

grdi = = ||gell* + Byt di
ou By = 37

ghd = = llgell* + By g¥ dk—s

T 2 T gljgyk—l T ||?Jk—1||2
— i di = [|g6lI” — g dkfl(m — 20 qum
el (g adi1)? — gl dia gl yn (=gl dit) + 2098 di1)? i) (3.88)

(_glzlldk—l)Q

on applique I'inégalité

2 2
w'v < S(llull”+ [lol)

| —

au second terme dans (3.88) avec

1
u = 591«(—9;?_1%—1), v = 2(gf dk—1)Yr-1

Donc, on peut obtenir (3.87) pour tout k € N .
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Pour la simplification, on introduit la notation suivante :

I(k) = max{i |0<k—i<m(k),f(x;) = max f(x —j)} (3.89)

0< j <mi(k)

i,e [(k) est un entier non négatif qui satisfait les deux formules suivantes :

k—m(k) <U(k) <k (3.90)
f(aum) o, max f ) (3.91)

D’ou la recherche linéaire non monotone (RLN) (3.78) peut étre réécrite comme suit :

f([L’k + )\k:dk) < f(()ﬁl(k)) — J(tk).. (3.92)

Lemme 3.4. Sous les conditions de la suppositions (A;), la suite f(x;4)) est croissante.

Preuve. D’aprés (3.83), pour tout k on a :

J(@rs1) < flaiw))

d’aprés la recherche linéaire non monotone (RLN), 0 < m (k) <m(k—1)+ l,on a:
faiw) Oﬁjgnﬂ?()é) fwn—g) < 03js£23£1)+1f ()

= max Ogjgﬁé_l)f(xk—l—j), f(zg)

= max { f(zige—1)), f(zn)}
= f(@y(e—1)) M

Lemme 3.5. En supposant que (A;) soit vérifiée, alors f(xz;x)) converge i.e klim f () existe.
et
khm U(tl(k)—l) =0 (393)

Preuve. On a que f(x) est bornnée inférieurement. Puisque f(xy) < f(zo) ,Vk, {xx} C Lo
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(voir la preuve du Lemme 3.2 ) et { f(zx)) } est croissante (voir la preuve du Lemme 3.4 ) , alors

klim f (@) existe. Daprés (3.92), on a

frwy) < fl@am-1) — o(tigry-1)

quand k£ — oo,

lim U(tl(k)71> =0.1

k—oo
Theoréme 3.11. Soit la fonction f : R™ — R satisfaisant la supposition 3.1. Soit la suite
{z}} définie par (0.2) ou le pas A, défini par la F-role non monotone (RLN1) . Si la direction dy,

satisfait

9 )
Ty 2 oo k= 0.1, (3.94)
el

et

[dill < ma llgel (3.95)
ou o(-) est une fonction différentiable et m; > 0. Alors la suite {x,} C Ly et

li =0.
Jim flg, ]
Preuve. D’apres la définition 3.2 on a que :

 Gigy -1t 1

=0 3.96
Tl (399

Jim 1)1 =

En utilisant la condition (3.94), on déduit :

lim o ( Hgl 1H)—

k—o0

ce qui implique que :
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Jim.{|gigy— || =0

d’apres la définition 3.2.
Alors il s’en suit d’apres (3.95) que

Him|[digy [ =0 (3.97)
Soit
L(k) = 1(k + M +2) (3.98)

On prouve par récurrence que pour tout j > 1

L (390
et
Jim (i 0)-5) = lim f (@) (3.100)

Si j =1, puisque {l1(k)} C {i(k)}, (3.99) et (3.100) donne (3.97). Supposons que (3.99) et

(3.100) sont verifiées pour un j donné. On considére le cas de j + 1. Puisque

Py g-5) < (@100 i) — ‘7(711<k>—<j+1))

en utilisant le méme argument pour dériver (3.97), on obtient :

lim ||d

oo || -G+D)

’ —0 (3.101)

Maintenant (3.99) est établit. Mais

Lli(k)—j — Tha(k)—(+1) = )‘11<k)—<j+1>dzl<k>—<j+1)

Notons que Lo = {z \ f(z) < f(xo),x eR"} est borné, xy41 = x5 + Apdx € Lg,pour tout k et
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que A\ reste borné, on a

=0

lim Hxll(k)_]. -

ko0 ()= (+1)

f(z) est uniformément continue sur le niveau Ly, telle que :

i f (2, () - ) = 1o f (@ 0)-5)

k—o0

= lim f(zy,) = im f(zi)

k—o0

Ceci montre que pour j > 1. (3.99) est aussi établit.
Par la définition de Liet (3.90) ona :

Li(k)=L(k+M+2)<k+M+2

Li(k)—k—1< M+1
Donc, pour tout &

L(k)—k—1

Lh+1 = TLy(k) — Z (xll(k)*]"i’l - xll(k)*j)
j=1

L(k)—k—1
=T — Y. Aum—idn -
j=1

d’aprés (3.103) on a :

L(k)—k-1 M+1
o — 2wl == D Auw-iduw—i| < D [Muw—du |
= P

Et quand k — oo, il vient que

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)
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B |z = zp, || =0 (3.106)

Donc, d’aprés la continuité uniforme de f(z), klim flanw) = klim f(z), alors d’apreés (3.105),

on peut voir que

Jim f(zir) = lim f(zx) (3.107)
D’ou, pour
T
— g
f(ka) < f(ﬂfl(k)) - U( dk )
ld|
en prennant la limite pour £ — oo, on obtient
T
. Jjs A
limo(— )=0.
koo [|di]

qui signifie

Tim g = om
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Convergence de la méthode de FR avec
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1- Introduction.
2- Convergence Globale.

3- Expériences numérique.
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Chapitre 4. Convergence de la méthode de FR avec une nouvelle classe de
recherche linéaire non monotone

4.1 Introduction

Dans ce chapitre une nouvelle classe de recherche linéaire non monotone de Wolfe notée
(RLN2) est présentée pour prouver la descente suffisante et la convergence globale de la méthode
du gradient conjugué de Fletcher Reeves (FR).

Cette méthode posséde la propriété de descente suffisante et converge globalement.

Le premier objectif de ce travail est d’étudier la convergence globale et la performance
pratique de la méthode de gradient conjugué de (F'R) avec la nouvelle recherche linéaire non
monotone de Wolfe forte (RLN2).

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :
min{f (z) : z € R"} (4.1)

ou f: R™ — R est continiment différentiable. La forme générale de la méthode du gradient

conjugué est donnée par :

g k=0
d, = 9 (4.3)

— gk + Bydi—1 , k>1

ot gy = Vf (zx) , A est le pas obtenu par une certaine recherche linéaire, et ), [12,21, 32, 46]
est un scalaire. Il existe plusieurs maniéres pour déterminer 3., rappelons que celui qui correspond

a la méthode du gradient conjugué version Fletcher Reeves est donné par :

2
rr _ |9kl
ko 2

k1l

, Gradient conjugué variante Fletcher Reeves. (4.4)

Dans I'analyse de la convergence et de I'implémentation de la méthode du gradient

conjugué, la recherche linéaire non monotone de Wolfe forte (RLN) est la suivante :

flze + M\di) < mazx )f(a:k,j) + 6)\kg,{dk (4.5)

T 0<i<m(k
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orgtdy < g (T dedy)" dy, < —0agF dy, (4.6)

on0<0<0;<1,0<0,<1,0<a<1et MyeN ,

0<m(k) <min{m(k—1)+1,My},m(0)=0

De plus, la condition de la descente suffisante est comme suit :
2
grdi < —c || gk (4.7)

Pour f fortement convexe, le pas A\, satisfait la nouvelle condition de recherche linéaire non

monotone de Wolfe (RLN2) suivante :

— N —(1— i ) < T .
f(zp + Ardy) ogj?ﬁfi)f(xk‘ﬂ) (1 &)Og?élrg(k)f(:rk_]) < 0Akgy di, (4.8)

Lucidi et Roma [38] ont presenté un algorithme avec une recherche linéaire non monotone
de (FR) en 1995. G. H. Liu, L. L. Jing, L. X. Han, And D. Han, et Han dans [36] ont montré
que les méthodes (PRP) et (HS) pour une fonction objective convexe avec la recherche linéaire
de Wolfe non monotone convergent globalement avec la recherche linéaire de Wolfe forte non
monotone (RLN). En 2002, Dai Yu Hong [10] approfondi ’étude de la recherche linéaire non
monotone fondée initialement par Grippo, Lampariello et Lucidi et I’a utilisé pour montrer la
convergence de la méthode du gradient conjugué version (DY) et (CD).

Remarque 4.1

La nouvelle recherche linéaire non monotone de Wolfe (RLN2) peut étre vu en quelques sorte
comme une combination convexe de la recherche linéaire non monotone de Wolfe forte (RLN) et
la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Lorsque o = 1, la nouvelle recherche linéaire non monotone de Wolfe (RLN2) se réduit a la
recherche linéaire non monotone de Wolfe forte (RLN) , et lorsque o« = 0 la nouvelle recherche
linéaire non monotone se réduit a la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Dans cette partie, on montre la convergence globale de la méthode du gradient conjugué de
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(FR) avec la recherche linéaire non monotone de Wolfe (RLN2).

Supposition 4.1. On suppose que

(A;) L’ensemble de niveau L, = {z\ f(z) < f(x1),xeR"} et borné, ou zjest le point de
départ

(Ay) f est fortement convexe et différentiable dans I’ensemble de niveau L; et son gradient

gx = V[ (xx) est continu et lipschitzien . ie, il existe une constante L > 0 et n > 0 :
lg(x) —gW)l| < Lz -yl ,Vo,y e N (4.9)

et
(9(z) — g¥) " (x —y) > nllz -yl (4.10)

Si f satisfait les suppositions (A;) et (Ay), on peut obtenir que :

lg(@)|| <~ (4.11)

pour tout x L.
A présent, on donne le théoréme suivant qui illustre que la formule (4.5) posséde la condition
de descente suffisante sans aucune recherche linéaire.

Théoréme 4.1. Considérons les méthodes (4.2) et (4.3), ou 3, = f1 . Alors pour tout k > 1
gedy = — il (4.12)
Preuve : Comme dy = —go , on a gl dy = — ||go]|?

grdi = g (—0wgr + By dx_1)

T(_djfalyk—l lgell”

Gy, 2 Yk 2 K—l)
lgr—1| | gr—1l
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Cdi Yk 2 g’
gwll” + e A1
gi—1]® g1l
2
gk
= H! |’H2(_d£—1ykl +9deKfl)
k—1
gx]”
- Hg ”2(_d£—lyk‘1 + d%—lgk)
k—1
lgx]”
= e le [_djl;—l(gk — Gk—1) +d11;—1gk]
2
— llgell
- 50 _19k—1
gr—al

Ainsi , on trouve la relation de récurrence suivante :

T lgx|I”

k Yk dk 19k—1
Hgk 1”
donc
lgxl”
gpdr = 50k_19k—1
Hgkle
2 2 2
o gell” MNlgr=all” 7 A
- 2 2 UK _o0k—2 = 50K _20k—2
gx—1ll" l|gr—2ll |l gr—2]|
2
_ ol
- 0
lg0]”
Hng2 2 2
= g ||2(—|lgo|| )= —llgel” <0
0

Lemme 4.1. Supposons que la supposition 4.1 soit satisfaite et A\ est obtenu par la nouvelle
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recherche linéaire non monotone de Wolfe (RLN2) (4.8) et (4.6). Alors il existe ¢; > 0, tellle que

ci(—gld
o) > I, (113)
[ d |
ou S = Tkl — Tk
Preuve. D’aprés la supposition 4.1 (A;)
lg(x) =gl < Lz =yl
c’est-a-dire
el < Llskll (4.14)
donc on a
Yedi < Llsill lldill (4.15)
et d’aprés (1.10) on peut avoir
yrdie = di (ges1 — g) = (1 — 01)(— gf di) (4.16)
Ainsi, d’aprés (2.7) et (2.8) on obtient
(1—01) (= gcde)
el > >< (4.17)
L Idx]”
soit ¢; = (1_—;1) et d’aprés (4.17), on obtient alors (4.13).

Lemme 4.2. Supposons que la supposition 4.1 soit satisfaite, A, est donné par (4.5) et (4.6),

et 0B, = 65 R Alors il existe une constante positive M = %2 telle que

2
“ka
y{sk

<M (4.18)

Preuve : D’aprés la supposition de la convexité, on a
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yidy = d} (ge1 — gr) = 1 || (4.19)

et d’aprés la continuité de lipschitz (4.9), on peut obtenir que

lysll = Ngrrr = grell < Lllwnia — zall = LA [|di] (4.20)

En utilisant (4.3) et (4.20), on peut obtenir que

2 2
lyell” LN Nldil” _ L?
yise — naplldel® m

=M (4.21)

ce qui acheve la preuve.ll

Lemme 4.3. Supposons que 'inégalité suivante soit satisfaite pour tout k

et \x est donné par (4.8) et (4.6), alors

(1) il existe une constante positive b > 1 telle que

Bl <0 (4.23)

2) il existe une constante positive p, telle que ||yx_1|| < p, alors |8, < € pour tout € > 0.
k
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Preuve. Lorsque 3, = 17, d’aprés (4.12) et (4.22) on peut obtenir que :

_ ||9k||2 gk — g1 + gk—1||2
Bl = 5= 5
gkl gkl
_ lgr — gk—1 + gr1ll llgx — gr—1 + gr-1l
i1l
< Ulge = grall + llge-1[D(lge = gl + [lgr-1l)
- =l
_ g — g1l + 2 llgk — geall lgr_1ll + llgr_1]l’
lge—l?
< lgell* + Nlgr—all” + 2 gl gnall + 2 lge = go-all llge—1ll + llge—a”
B Hgk—1H2
< lgell” + Nlgr—all® + 2 lgall lge-rll + 2 {llgell + Ngn—1l} llge-sll + llgr—al®

g

lgell” + 2 1lge—11* + 2 gl lge—ll + 2 lgell lgs-all + 2 llgs—*
gl
lgxI* + 4 llge—1[l” + 4 llgell llgx—
g1 11"

9m3 [ 3my 2
m?  \ my

2
Soit b = (3&> , evidement on a b > 1 car my > my > 0.

mi
. o 2m:f
soit n = mé‘,
2 2 2
8, = g%l < lge = gr—1ll" + 2 |lgk — gr—1ll lgr—11] + [|gr-1|
[ lgk—1]l”
< gk — grall* + 2 gk — ge—sll g1l + 97 1dr—s
B g
< gk — grll* + 209k — ge—1ll lge—1]| + 97 1dr—s
B [=s
gk — gral® + 219k — gr_all lge_all ~ 9F_1dik—
< 2 + 2
| gr—1l gr—1|
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on a

ggfldkfl <0
donc

g — ge-1l” + 2 llgx — gr | llgr-1l]

Bl < 2
1gk—1]l
_ gk = gr-all Ulgr — g1l + 2 [lge—1 1)
lge—1l?
(lgwll + 3 lgr—1l)) l[ye—1ll
a lge—l?
4my 8m3
= lyk—1l = Sm2i, [ yr—1l]
2 2
< g el < 5% il
9m3

< —25<cm
— 3 —
2my

Lemme 4.4. Supposons que la supposition 4.1 (A;) soit satisfaite et A\ est obtenu par la
nouvelle recherche linéaire non monotone (4.8) et (4.6), notons ¢, = d\,g{ dy, alors {f(zx)} est

décroissante et

kli_{gofz(kﬂ)A =0 (4.24)
ou
— 0<k—i< ) = : .
(k) = max {2 |0 <k—i<m(k),f(z;) o rjrlg)&k)f(xk])} (4.25)

et k—m(k) <I(k) < (k)
Preuve. D’aprés (4.8) et (4.25) on peut obtenir que :

f(ze + Medy) < amax f(vp_j)+(1—a) min  f(zr_;) + S gl (4.26)

0<j<mi(k) 0<j<m(k)
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< flamw) + ¢ (4.27)

Puisque ¢, < 0, alors :

f(xaen) < flmie

d’aprés (4.25) et

m(k) <m(k—1)+1

pour tout k, on peut obtenir que

o) < max lf(xk_j) = max{ max  f(xr_1-,), f(xk)} (4.28)

T 0< j<m(k—1)+ 0< j<m(k—1)

= max f(@yk-1)), [ (@) = f(Tig-1), kF=1,2,...

donc {f(xy)} est décroissante et puisque

I(k+1)—=1>k+1—m(k+1)—1>k—My,ona
f@iawsy-1) < fF(@100-010)) (4.29)

d’aprés l'inégalité ci-dessus et (4.27), on peut obtenir

f(@iesn)) < F@agsn-1) + Cipeny—1

< f(@igh-m0)) + Cigbs1y-1

donc, on a

0 < —Crry-1 < f(@r—a10)) — f(@uern)) (4.30)

d’aprés (4.30) et lorsque la supposition 4.1 (A) est satisfaite, on a
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lim Cl(k+1)71 =0

k—oo

Lemme 4.5. Supposons que A est donné par (4.8) et (4.6) et 3, = 7 . Alors {I(k)}

est croissante.ll

Preuve. Supposons que

I(k+1) < I(k) (4.31)

alors on a

k+1>k>1k)>U(k+1)>k+1—m(k+1) (4.32)

d’aprés la définition de [(k + 1) et (4.28), on peut obtenir

f@igsy) > fiw) (4.33)

mais d’aprés le lemme 4.4, on a

f@igsy) < flrw) (4.34)
donc, par la définition de I(k + 1) et (4.33), on a
I(k+1)>1(k) (4.35)

ceci est contredit (4.33) . Donc I(k) < I(k + 1), i.e {l(k)} est croissante.l

Maintenant on peut présenter la nouvelle méthode du gradient conjugué de la descente comme
suit

Algorithme de la nouvelle recherche linéaire non monotone de Wolfe forte (RLN2).

étape 1 : Etant donné z:¢R",c > 0,0< 6 <01 <1,0< 0, <1, MgeN ,0< a <1,

posons di = —gy, k = 1, if || gx|| < ¢, alors stop
étape 2 : Trouver )\, > 0 par (4.8) et (4.6).
étape 3 : Soit w411 =z + Medy €t grr1 = g(T11),81 ||grr1]| < €, alors stop.

étape 4 : Calculer (8, = 3; © par la formule (1.5) et générer dy, par (4.3).
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étape 5 : Poser k£ = k + 1,aller a I’étape 2.

4.2 convergence Globale

Théoréme 4.2. Supposons que la supposition 4.1 est satisfaite et A\, est obtenu par la
nouvelle recherche linéaire non monotone de Wolfe (RLN2), (4.8) et (4.6), considérons la méthode

d’itération de la forme (4.2) et (4.3), ot B, = L. Alors
klim inf ||gx|| =0 (4.36)
Preuve. Si la supposition 4.1, alors il existe une constante v, telle que

0 <y <|lgl@)ll <7y

pour tout k£ . D’aprés (4.3) et lemme 4.3, on a

i1 ]| < Mgl + [Bigerny | [|dugesn ]| (4.37)
< vy + b || digern)—2|
<
1(k+1)—1(k)—3
< v Y (O + )T dyg |
=0
1(ke+1)—1(k)—2
< vy O+ O T 00] [die |
=0

puisque

Ik4+1)—1(k) <k+1—[k—m(k)] < My +2

on peut obtenir
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1(k+1)—1(k)—2 Mo
Do Y <D (), @) IO < (gt
J=0 Jj=0
ou
Mo
72Z(b>j = ha, (b)MO = hy
j=0
Alors
iy -1]| < b+ ha | By | [l | (4.38)

d’aprés le lemme 4.2 et (4.6), on a

0 < lunll < /Myl s < /M + 02)(~Negl )

d’aprés le lemme 4.3, on note que € = ]12%, il existe un entier non négative kg,tel que pour

k> koona |5l(k)‘ <e.

Donc on peut obtenir

d
[ digir1y—1]| hi + w

IA

hi + lgrcs || + ‘i;kﬂ || dugay1]|
V2 + 0 || digy 1 ||

b2

dik)—
hs + H l(l;)) 1”

IN

IN

hi +

IN

ou hy = hy + Z—S, on a une équation récursive qui conduit &
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Hdz =1

IN
>

ldigesny1

di(k—1)—
- ') o]

IA

hs +

<..
b =

1. 1 —ko+1
b3 )+ ]

j=0

hsd (5 + lldiguo)
j=0

IN

IN

< hs

R L (139

En applicant I(k) > k — m(k) > k — M, et le lemme 4.5, on peut supposer
(i) —1<j<i(i4+1)—1,i > ko+2
pour tout j > (ko +2) — 1, donc on a
il < lgsll + 85| 1dj-all < 7o+ 0(llgs—all +[8;-1| lld; = 1) < ... (4.40)

J=1(9)

< Y Z(b)t + (b)jil(i)ﬂ Hdl(z’)ﬂ”

t=0
Donc, d’aprés
J=li)+1 < [I(i+1)—=1]—1@)+1
< i+ 1—[i—m(i)]
< My+1

et (4.40), on a
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=100
il < 72 Y (0" + B || digya | (4.41)

t=0

D’aprés (4.40) et (4.41), on a

Mo
b
<3530 + 0 [ha-2 + (1.2
t=0

pour tout ¢ — 1 > ky. En utilisant le lemme 4.1 et le lemme 4.2, on a

0 | suwrny-1 || (gigern)-1, digy-1)
—Cihg1)—1 =

ldigesny-1

— 1, dies1)—1)?
(=910+1)-1, dir1)-1) (4.43)

>
= i 1) -1 |

4
Y1 >0

>
=gl =

mais d’aprés (4.24) et (3.8), on peut obtenir que :

1
lim 0

oo g ]
ceci contredit (4.44).

Donc

klim inf [|gx|| = 0.1

4.3 Expériences numériques

On procede a quelques expériences numériques sur les méthodes du gradient conjugué avec
les nouvelles recherches linéaires non monotones du type Wolfe forte . On teste la méthode de
(FR), la méthode de (DY) , la méthode de (HS) et la méthode de (PRP) . Les méthodes sont
testées d’apres [41] , pour e = 1075 6 =0.01,0; = 02 =0.1,a =0, My = 150, pour € = 107¢,
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0=001,00=09=0.1,a = % , My = 150. Les problémes testés sont classés dans le tableau 4.1,
et les résultats numériques détaillés de nos tests sont rapportés dans le tableau 4.2, les résultats
numériques détaillés sont classés dans la forme NI/NF/NG, ou NI, NF, NG dénote le nombre

d’intération, évaluations de fonction et gradient respectivement.

Problemes Nons
1 fonction de Roth
2 fonction de Beale
3 fonction de Helicalevalley
4 function de recherche de Gulf et developement
5 fonction singuliére de Powell
6 fonction de Wood
7 fonction de Kowalikand Osborne
8 fonction de Brownand Dennis
9 fonction de Watson
10 fonction de Rosenbrock étendre
11 fonction Trigonometrique
12 fonction singuliére de Powell étendre
13 fonction de Pénalité I
14 fonction de Pénalité 11

Tableau 4.1. Liste des problémes testés
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Problemes dimension FR DY HS PRP
*
1 2 11/70/56 42/168/139 55/187/155 11/76/57
*
2 2 14/57/45 75/186/164 74/177/155 13/58/45
*
3 3 40/148/123 37/118/98 56/157/132 66/183/156
* * * *
4 3 1/2/2 1/2/2 1/2/2 1/2/2
5 4 103/333/383 2286/4555/4547 425/1036/947 113/380/328
*
6 4 78/278/230 100/291/240 184/438/399 118/357/304
7 4 68/249/220 536/1449/1271 254/723/633 93/269/240
*
8 5 41/178/136 39/158/121 44/171/133 37/156/123
*
5 403/1210/1062 126/348/298 87/276/238 133/374/338
9
20 2287/7972/7045 1945/5658/4924 4375/12695/11223 3293/10458/9246
*
100 33/195/152 31/157/121 62/223/182 29/168/128
10
*
200 24/167/125 26/160/121 25/159/117 25/175/132
*
100 56/137/120 306/401/401 FAIL 59/120/114
11
200 64/168/140 314/399/398 FAIL 64/135/127
*
500 219/490/465 4796/6823/6822 5089/7049/7058 1645/2889/2889
12
*
1000 38/69/64 414/449/449 2406/3114/3115 147/251/252
*
500 6/13/7 7/16/8 7/16/8 7/16/8
13
*
1000 7/14/8 7/15/8 7/15/8 6/13/7
*
1000 33/75/60 52/107/102 52/114/109 36/78/75
14
*
5000 32/75/60 65/137/131 72/149/145 35/76/73

Tableau 4. 2. Les résultats numérique des méthodes

(%) signifie que ce résultat est le meilleur parmi ces méthodes.
Remarque 4.2 : Dans le tableau 4.3, les CPU des méthodes sont données. Les tableaux 4.2
et 4.3 montrent que la méthode de (F'R) a la meilleure performance par rapport aux nombres
d’itérations et temps CPU. Tous les résultats numériques montrent I'efficacité de la méthode de

(FR).
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Probléme | dimension FR DY HS PRP
1 2 0.0451* 0.1775 0.1964 0.0516
2 2 0.0721 0.3100 0.2717 0.0713*
3 3 0.2530 0.1264* 0.1995 0.5374
4 3 0.0008* 0.0041 0.0044 0.0036
5t 4 0.3892 8.9351 2.5667 0.7034
6 4 0.3788* 0.4389 0.7155 0.5266
7 4 0.3570 2.1098 0.6122 0.4177
8 bt 0.2364 0.3521 0.1614* 0.2172
9 5 2.2057 0.5362 0.3141* 0.6104

20 7.5890 6.100* 16.9904 10.9497

10 100 0.2136* 0.2332 0.5122 0.2718
200 0.3657* 0.4020 0.3961 0.4309

- 100 0.3899* 1.9000 FAIL 0.4573
200 1.9860 6.5000 FAIL 1.8896*

19 500 8.7861* 56.4843 57.1386 28.8092
1000 1.8963* 15.0000 40.6372 6.1500

13 500 1.9425 2.1589 2.1428 1.8554*
1000 8.3452 9.7060 8.5487 7.3760*

” 1000 0.5001* 0.6897 0.7284 0.5066

5000 1.3960* 3.1576 3.6011 1.7479

Tableau 4.3. Les temps CPU correspondant aux méthodes.
Afin de classer les méthodes numériques itératives on peut calculer le nombre totale d’éva-

luations de la fonction et du gradient par la formule suivante :

Nigtat = NF + NG (4.44)

Similairement, on compare la méthode (PRP) , (HS) , (DY) et la méthode (FR) comme

suit : pour chaque probléme 7, on calcule le nombre totale d’évaluation de la fonction et d’éva-
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luation du gradient obtenu de ces méthodes et celle de (F'R) a1 aide de la formule (4.44) et on

les note par Nipari (EM) et Niotari (FR); alors le taux est calculé comme suit :

_ Ntotal,i [EM (J)}

rlEM ()l = =N R)

(4.45)

Si la méthode [EFM (Jy)] ne fonctionne pas par exemple pour iy, mais la méthode de (F'R)
peut fonctionner, on remplace r;, [EM (Jy)] par une constante positive 71 qui est définie comme
suit :

71 =max {r; [EM (Jy)]: (i,70) € S1} (4.46)

soit

S1 = {(4, jo) : la méthode jy ne fonctionne pas par exemple pour i} (4.47)

Si la méthode de (F'R) ne fonctionne pas par exemple pour ig, mais la méthode de[EM (Jp)]
peut fonctionner, on remplace r;, [EM (Jy)] par une constante positive 75 qui est définie comme

suit :

7o =min{r; [EM (Jo)]: (i,70) € Si} (4.48)

Soit la méthode de (FR) et la méthode [EM (Jy)] fonctionne, on définit 7, [EM (Jo)] = 1.
Le sens géométrique de ces taux pour la méthode [EM (J)] sur tous les problémes testés est

défini par

1

rEM (J)] = {Ilies r; [EM (J)]}1 (4.49)

ou S désigne I'ensemble des problémes testés et |S| le nombre des éléments dans S.

1. Les valeurs de 7(F'R), r(PRP), r(HS), et r(DY') sont classés dans le tableau 4.4 suivant :

FR PRP | HS DY
1.212 | 0.923 | 0.896 | 0.775
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D’apres le tableau 4.4 on peut voir que la nouvelle méthode est plus efficace que la méthode

de (HS) et la méthode de (PRP) .

113



Conclusion

A travers ce travail nous avons voulu montrer comment les recherches linéaires non monotone
pouvaient contribuer dans la convergence globale des algorithmes des méthodes du gradient
conjugué. Nous avons explicité les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et Wolfe et
nous les avons étendu aux recherches linéaires non monotone en particulier d’Armijo et Wolfe.

Nous avons aussi présenté une synthése sur les importants résultats de convergence des dif-
férentes variantes de la méthode du gradient conjugué avec les recherches linéaires inexactes
d’Armijo, Goldstein et Wolfe puis on s’est posé la question de pouvoir faire la méme chose avec
les recherches linéaires non monotone d’Armijo et Wolfe.

Nous avons fait des tests numériques et testé plusieurs méthodes du gradient conjugué pour
les comparer avec la méthode (FR) et la nouvelle recherche linéaire non monotone de Wolfe. Les

résultats numériques ont montré 'efficacité de cette derniére.
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