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Résumé

A.Wald a comparé les solutions minimax et les solutions bayésiennes . Nous es-
sayons d’établir dans ce travail un résultat similaire a celui de A.Wald entre solutions
bayésiennes et les solutions du maximum de vraisemblance.Nous prenons ’espace des
parametres un groupe compact métrisable. Nous construisons au préalable une suite
de fonctions de coflit bornées, invariantes par translation, continues et mesurables.

Nous prouvons alors l'existence des solutions bayésiennes et des solutions de
maximum de vraisemblance sous certaines conditions de régularité.

L’idée clé est de construire une suite de fonctions de cofits a 1'aide du Lemme
d’Urysohn. La loi a priori est fixée ; il s’agit de la mesure Haar. Le théoreme de section
de K.Kuratowski et Ryll-Nardzewski permet d’établir la mesurabilité des solutions
bayésiennes et des solutions du maximum de vraisemblance. Nous montrons enfin
qu’elles sont asymptotiquement équivalentes.Il s’agit en fait d’un probléeme in verse

car la loi a priori étant fixée, on construit alors la fonction de cofit.

Mots-clefs

Fonction de cotit, mesure de Haar, solution bayésienne, solution du maximum de

vraisemblance, groupe topologique, fonction multivoque, mesurabilité, loi a priori



Bayesian and maximum likelihood solutions .An
asymptotic comparison related to cost function

Abstract

A.Wald showed that if the rule of minimax exist, it is also a rule of bayesian
decision in comparaison with the most disadvantageous law, that is to say a rule of
Bayes in comparaison with the law which would maximize (among all law) the risk
of Bayes. The purpose of the present work to establish a result similar, to that of
A.Wald, between Bayes estimator and maximum likelihood estimator.

We compare the bayesian solution and the maximum likelihood one when the
parameter space is a metrisable compact group.We first construct a sequence of
bounded cost functions which are invariant by translation.

We prove the existence of bayesian solutions and maximum likelihood ones under
some regularity conditions. For us, the a priori law is fixed ; it is Haar measure, and
the cost function that varies.The section theorem of K. KURATOWSKI and RYLL-
NARDZEWSKI allows to establish measurability of bayesian solutions as will as
maximum likelihood ones. We shall show that they are asymptotically equivalent.
Key Words : cost function, Haar measure, bayesian solution, maximum likelihood

solution, topological group, multivoc function, measurability, a priori law.
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Cost function, Haar measure, Bayesian solution, maximum likelihood solution,

topological group, multivoc functions, measurability, a priori law.
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Introduction

0.1 Position du probleme

Le probleme fondamental de la théorie de la décision peut étre formulé comme
suit : étant donné le triplet (0, D,C), ou © est l'espace des parametres, D est
I'espace des décisions finales, C' est la fonction de cofit , et un élément aléatoire
observable w € €2 dont la loi de distribution Py dépend du parameétre 6 € O, quelle
regle de décision d(w) € D le statisticien doit choisir 7 L’espace Q2 cité plus haut est

I’espace des observations , nous le munissons de la tribu a.

Pour discriminer entre les différentes regles de décision , nous utilisons un critere
appelé fonction de risque, qui est définie par : R(0,) = E(C(0,§(w))), cette quantité
représente la perte moyenne subie en choisissant 6(w) quand le parametre 6 est
inconnu , et dépend de 6 . Ce qui fait que nous ne pouvons obtenir de regles de
décisions optimales dans le sens ou R(6,6) est uniformément minimum.

Afin de contourner cette difficulté, nous ordonnons les différentes regles de dé-
cision selon d’autres principes tels que : le principe du minimax, ou le principe de
Bayes, ou encore nous considérons seulement des regles de décisions basées sur les
méthodes intuitives telles que le principe du maximum de vraisemblance.

Nous supposons la famille de probabilités (F),0 € © dominée par une probabilité
Q sur (2, a).

Nous noterons L(#,.) la densité Py par rapport a Q.

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6 est la valeur de 0 qui maximise
L(0,w) a la vue de w.Il est facile de remarquer que cette définition est tout a fait

intuitive.
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Une regle de décision 6y est dite minimax, si elle minimise (parmi tous les regles

0) le risque maximum ; c’est a dire satisfait a :

sgp(R(& onr)) = i?}gf(sgp(R(G, 9))

Dans le cadre bayésien le parametre 6 est considéré comme une variable aléatoire et
une loi de distribution p lui est attribuée. Cette loi est appelée loi a priori.

Une regle de décision dp est dite regle de Bayes, si elle minimise le risque de
Bayes , c’est a dire : r(p,d5) = infs(r(pn,d)) = infs(EL(R(6,0))) ou l'espérance
mathématiqueE, (R(6,0)) est calculée par rapport a la loi s .

L’expression r(u, d)est appelée risque de Bayes . Pour une description plus dé-
taillée de ces regles de décision , le lecteur peut consulter [3] ou [5].

Les trois méthodes d’estimation que nous venons de décrire ne donnent pas
nécessairement les mémes estimateurs pour le parametre inconnu 6, méme dans un
cadre asymptotique [12] pour une comparaison des performances asymptotiques des
méthodes de Bayes et des méthodes du maximum de vraisemblance.

A. Wald [13] a cependant montré que si la régle de décision minimax existe ,
elle est aussi une regle de décision bayésienne par rapport a la loi a priori la plus
défavorable, c’est a dire une regle de Bayes par rapport a la loi qui maximiserait
(parmi toutes les lois) le risque de Bayes .

Le but de ce travail est d’établir un résultat similaire a celui de A.Wald entre
estimateur de Bayes et estimateur du maximum de vraisemblance.

Nous tenterons de trouver un cadre(©, D, C') pour lequel I'estimateur de Bayes et
I’estimateur du maximum de vraisemblance sont égaux ou asymptotiquement égaux.
Avant de procéder a la construction de ce cadre, signalons deux choses impor-

tantes :

1. Nous réduisons le probleme par invariance. Cette simplification est motivée
par les considérations suivantes : en cas d’égalité des solutions de Bayes et des
solutions du maximum de vraisemblance, nous pouvons dire que la loi & priori
i sur I'espace des parametres, n’a pas d’influence.

Dans ce cas p peut étre interprétée comme une loi a priori « non informative
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» . [9] justifie 'absence d’information dans p par des propriétés d’invariance
[6].

2. Il est possible d’obtenir des solutions bayésiennes pour des fonctions de cofit
plus générales que celles envisagées par le modele de décision statistique de
A.Wald , ou la fonction de cotit s’exprimait comme la somme de deux cotits
positifs I'un relatif a I’'observation effectuée, et I'autre a la décision finale prise.
Nous pouvons considérer un cotit global C'(6, z,w,t) de la décision finale z
quand le parametre vaut 6, apres observation de la réalisation w jusqu’a l'ins-
tant [11].

Dans notre cas, le systeme observé n’est pas dynamique, c’est-a-dire que 1’ob-
servation est fixée en durée, et I'information disponible est exprimée par la
tribu a .

Nous avons une fonction de cotit C définie ainsi :

C:(0,6,w) e©xDxQ—C0,0,w) eR

0.2 Description des résultats

En premier dans le chapitre 1, nous rappelons toutes les notions fondamentales
dont nous aurons besoin telles que : la théorie de la mesure, la théorie de la déci-
sion statistique, les fonctions multivoques, les groupes topologiques, le théoreme de
Radon-Nicodym, le théoreme de Fubini, le lemme d’Urysohn et la mesure de Haar.

Suit alors le chapitre 2 ou nous établirons la mesurabilité de la fonction de vrai-
semblance L(#,w) par rapport au couple (#,w). Par le théoreme 2.2 nous dégageons
les conditions pour lesquelles L est mesurable dans le couple.Puis on termine par
une démonstration moyennant I’approche bayesienne . Cette démonstration est plus
aisée que celle établie dans le livre de P.A.Meyer [13].

Au chapitre 3 nous comparons la solution bayésienne et la solution du maximum
de vraisemblance quand I’espace des parametres est un groupe compact métrisable.

Nous construisons au préalable une suite de fonctions de cofit bornée, puis nous

démontrons 'existence des solutions bayésiennes et des solutions du maximum de
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vraisemblance sous certaines conditions de régularité.

Nous montrons enfin que ces deux solutions sont asymptotiquement équivalentes.
La suite de fonctions de colit est construite a ’aide du Lemme d’'URYSOHN,

puis la mesurabilité des solutions bayésiennes et du maximum de vraisemblance

est établie a l'aide du théoreme de la section mesurable de K. KURATOWSKI et

RYLL-NARDZEWSKI.



Chapitre 1

Notions Fondamentales

Nous rappelons ici quelques notions fondamentales telles que :la théorie de la
mesure, la théorie de la décision statistique, les groupes topologiques les fonctions
multivoques, la mesure de Haar, et le Lemme d’Urysohn qui seront utilisés dans les

chapitres suivants.

1.1 Rappels de la théorie de la mesure

1.1.1 Produit de deux espaces mesurables

Soient (€2, a)et (O, 7 deux espaces mesurables.Sur le produit cartésien© x 2, on
consideére la famille définie par : C ={A C O x Q, A=A} x Ay, A Eaet Ay € T}

Les éléments de C s’appellent pavées mesurables de © x 2.

1.1.2 Proposition

C est une semi-algebre de parties de © x .

1.1.3 Définition

La tribu produit de a et 7 est par définition la tribu sur €2 x © engendrée par

COnlanotea®r.
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1.1.4 Définition
Soit A une partie de 2 x © :
Yw € €2, on appelle coupe de A en w le sous ensemble de © définie par :
A,={0€0,(wb) e A}

De méme on définit la coupe de A en 0 par :

Ay ={w e, (w,0) € A}

1.1.5 Remarque

STIACOXx0O Aestdelaforme A=A x Ayou A; C Qet Ay C O.

Assiwe A A sifde A
A, = { 2 1 Ay = { 1 2
0 sinon 0 sinon

1.1.6 Proposition

VAca®Tona:
1. A, eT,Vw e

2. Apea,VheO

1.1.7 Définition

Soient (€2, a) et (O, 7) deux espaces mesurables .
(Pp) € © est une famille de probabilités de transition sur (€2, a) paramétrées sur

(0,7) Si
1. V0 € ©, A — P, (A) une probabilité sur (2, a)

2. VA€ a,0 — Py(A)estT - mesurable.
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1.1.8 Proposition

Soient (Py)gee une famille de probabilité de transition sur (£2,a) paramétrée sur
(6, 7). Pour toute fonction mesurable f bornée ou positive de (2 X ©,a ® 7) dans

R, I'application de (©,7) dans R :
0— [ F(w,0)Po(dw)

est définie et est mesurable.

Démonstration

1. Si f est la fonction indicatrice de A x Bou A€ a, BET. f = xaxB.

0 — [ Xaxn(0.0)Pad(w) = [ x5(@)Pud(w) = x5(6)Po(4)
est T7-mesurable
2. SipourneN, f, =>"  aixa,xp,Ai €a,B;eT,i=1-n
0 — /QZf:loziXAixgi(@,w)Pthemd(w) = if:lozixBi(@)Pg(Ai)
est T-mesurable

3. Si f mesurable positive alors on sait que f = lim 1 f,, ou f, est une fonction

étagée.Dans ce cas,

9 —>/f (6, ) Pyd( /hmTfn (6, ) Pyd(w) —lim/ﬂfn(w,Q)Pgd(w)

est 7-mesurable

4. Si f mesurable, alors elle admet la représentation f = f* — f~.Dans ce cas,

Jo f(O,w)Ped(w) = [o [T(0,w)Pyd(w) — [ f(0,w)Pad(w) est T-mesurable
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1.1.9 Théoréme

Soient (Py)geco une famille de probabilité de transition sur (£2,a) paramétrée sur
(0, 7), et u une probabilité sur (O, 7).
Il existe alors une unique probabilité II sur (2 x ©,a ® 7) telle que pour tout h

fonction mesurable positive(ou bornée) de (2 x ©,a ® 7) dans R,

| . 0)11(dw) = [ ([ b, 6)Pa(do))n(db)

Démonstration

D’apres la proposition précédente le second membre est défini.On définit II par :
VAcaor: II(A) = /@ ( /Q xalw, ) Pyd(w)) pd (6)
IT est une probabilité sur (2 x ©,a ® 7) car en effet :

1. TI(0) = 0 et TI(Q) = 1;

IS AL) = [ (] x5, 0)Pod() ud(6) =

En:l/e(/g Xa,(w, 0) Pyd(w)) pud(8) =

Pour l'unicité et 'égalité citée dans le théoreme, on commence par les fonctions

génératrices, ensuite on généralise selon la technique classique.

1.1.10 Remarque

Ce théoreme peut étre prolongé au cas ou p est une mesure positive, o — finie sur

(6, 1) ; dans ce cas nous obtenons une mesurell positive, o — finie sur (2 X ©,a®7)
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1.1.11 Théoreme Radon Nicodym

Soit une mesure positive,u o — finie sur B (tribu) et une mesure réelle ou

complexe v telle que v < p , alors il existe une fonction, f € L' (i), telle que :

V(A):/Afdu, D

Démonstration.

1. Existence.

Nous allons envisager les cas u < oo, v > 0, puis v quelconque et uo — finie

quelconque.

(a) u finie . a) On suppose d’abord que v > 0. Remarquons que s’il existe

f répondant a la question, alors
Vo tel que ¢ < f, onaura v (A) > [, edu .

On est donc amené a considérer ’ensemble ® des fonctions ¢, telles que
¢20.v(A)2 [ fdu, VAED.
A

et a chercher g’il existe f € @, telle que

[ edi < [ fdn.

Or, ¢ € ® donc ([, pdu < v(E)) et par conséquent (sup,eq [p@dy <
v(E)).

Soit M définie comme suit :

M =sup | @du
ped JE

on va montrer qu'il existe f € ® telle que M = [ fdu .
En effet :

1
Vn o, tel que ¢, € &, M — — < / pndp,
n E



18

CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Soit f, =sup(@1,...,pn) et f=1lim ¢,
Si ¢, € ® la propriété de Beppo-Levi entraine f € ® et [, fdu > M

Il suffit donc d’établir que f, € ® et de raisonner par récurrence.

/ Jadp =/ sup (g1, v2)dp z/ ordy + du
A A ANBy

ANBs

Avec By =A{z,¢1(x) = @a(x)} et By = {z, 1 () < @2(x)}
Donc [, fdu<v(ANBy)+v(ANDBy) =v(A)
D’ou l'existence de la fonction f telle que [ fdu = M.

La fonction f satisfait
v (A) :/A fdu, Y Ae®.
Comme f € ® | il reste a établir
v (A) Z/A fdu, Y AeB.
Supposons le contraire . Alors, 34y, ,e > 0 tels que
/Aofd,u< v(Ag) —€

Soit 34y et € >0 , tels que [, (f +¢€)du < v (Ap), puisque p est finie.

Puisque v < 1 alors nécessairement (Ag) > 0.

Appliquons le théoreme de décomposition de Hahn a la fonction d’en-

semble :

A— ()= [ (F+edn.

Il existe alors une partition A; et Ay de Ay, telle que :
z/(A)—/ (f+e)du >0 , VAC A,
A

V(A)—/A (f+€)du <0, VA C Ay
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f+e sur A

f sur Ay
Alors f. € et [ fedu > [ fdu  ce quiest contraire a la propriété de f.

Soit f. =

b) Supposons v réelle ou complexe. On a v = 11 — vy dans le cas réel
, v 1et vy sont deux mesures positives absolument continues si v 'est (ré-
sulte du Théoreme de Hahn). On peut donc appliquer le cas précédent v >
0 a chacune des mesuresv 1et 15, d’ou le résultat. Le cas complexe se ra-

meéne au cas réel.
(b) p o—finie.

SoitE = Upe, Ek, et F' = UL, ou les Ej disjoints deux a deux et de

mesures finies.

D’aprés le cas précédent sur chaque Ej, il existe fr .On pose f = fi sur
E;.

Si A C UL, Ek, on a bien

v(4)= [ fdu

Donc [p|f|dp < ||v||, car la variation totale de la mesure définie sur F

par A — [, fdu , est égale a : [ |f|du
L’inégalité [, | f| du < ||v|| valable, pour tout m, entraine que f € L' (E,B, u)

Pour tout A € B, on a donc

/Afdu:%i_lgo/FQAfdu:liml/(AﬂF) =v(A)

d’apres le Théoreme de Lebesque (convergence dominée).
2. UNICITE.
L’unicité résulte du fait que ||v|| = [z |f] dp.

On acheve cette section par le théoreme de Fubini qu’on a jugé important de rappeler

car il sera utilisé dans les Chapitres suivants.
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1.1.12 Théoréme de Fubini

Soit f une fonction positive : (0, w) — f(0,w) et B— mesurable, alors :

1.V € © : w+— f(f,w) est une fonction By— mesurable et [, f(6,w)dusest

une fonction B; —mesurable.

2. Yw € Q: 60+ f(0,w) est une fonction B;— mesurable et [g f(6,w)dpest

une fonction By;—mesurable.

3. Joxa f(0,w)du = fodur Jo f(0,w)dus = Jodus fo f(0,w) dun

Démonstration. Cet énoncé est vraie pour les fonctions caractéristiques d’ensembles B
- mesurables .
Par passage a la limite a partir de fonctions étagées mesurables on voit qu’il est

valable pour toute fonction B— mesurable positive.

1.1.13 Définition

Soient (£2,a) et (O©,7) deux espaces mesurables et (F) € © une famille de
probabilités de transition sur (2, a) paramétrées sur (O, 7). Nous appelons structure
statistique (ou modele) le triplet (le systeme) {Q, a, (Fy) € O} . Nous disons que la
structure statistique {Q, a, (P) € O} est dominée si :

il existe une mesure positive , o -finie @ sur (2, a) telleque :
Vo € O, P << Q.

D’apres le théoreme de RADON-NIKODYM, il existe une application , fy de
(Q,a) sur (R+, Br +) mesurable telle que :

vA€aP(A)= [ fQUw).

fo est appelée densité de probabilité de P, par rapport a (); Nous appelons

fonction de vraisemblance I'application :

L:(w,0)eQx0r Lw,0)=f(w) eR".
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1.1.14 Remarques

1. La mesure dominante n’est pas unique .Si :
Vo € O, P << Q.

ol @ est une mesure positive ¢ -finie sur (€2, a) et si @ << v ou v est une

mesure positive o-finie sur (2, a), alors
Vo € O, P << v.

Nous pouvons toujours et ce sera commode pour les calculs théoriques de

choisir comme mesure dominante une loi de probabilité équivalente a la fa-

mille (), 6 € © [1].

2. La fonction de vraisemblance n’est mesurable que par rapport a w. Pouvons

nous affirmer qu’elle est mesurable dans le couple.C’est 1’'objet du chapitre 2.

1.2 Théorie de la décision statistique

Cette section rappelle certaines notions de la théorie statistique . Soient :
2, a)un espace mesurable (espace des observations).
©, 7) un espace mesurable (espace des parametres).
D, D) un espace mesurable (espace des décisions possibles ).
Py),0 € © une famille de probabilités de transition sur(€2, a) paramétrée sur (0, 7).
Py (-) régit 'observation w dans €2 quand 6 est la valeur (inconnue) du parametre .

C une fonction mesurable :
C:(0,0,w)e O©xDxQ— C(H,6,w) R’

ou C (0,0,w) représente le coiit de la décision finale § quand le parameétre vaut

0 et quand on observe w.
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Une regle de décision (ou stratégie) ¢ est une application de (2, a) dans (D, D)

mesurable; elle consiste a décider § (w) apres avoir observé w.

Nous noterons par C (6, w,d (w)) le cotit de la décision d (w) quand nous avons

observé w et quand le parametre vaut 6 et par A I'ensemble des regles de décision.

Résoudre un probleme de décision statistique consiste a choisir une regle de

décision dans A (selon des criteres reconnus comme raisonnables).

Nous disposons de la fonction de risque :
R(0,w) :/C(G,W,é(w))Pgdw.
Q

Comme critere de choix, nous définissons une relation de préférence dans A. Soient

detd e A

d' est préféré a 0, on note ( § < d'), si et seulement si

[ R(0,0')< R(6,5) ,¥9cO]

0" est équivalente a 0 , on note ( & ~ d'), si et seulement si
[ R(6,8)=R(6,0) ,V0e€O]
0" est strictement préférée , on note (§ < ¢'), si et seulement si

[R(6,8)< R(6,6) ,¥0€ O] et| 30O, R(0,5)< R(6,5) .

1.2.1 Définition

0 € A est appelée regle de décision admissible, s’il n’existe pas §' € A telle que

0 < 0", autrement dit il n’existe pas de ' € A telle que nous ayons :

{ [ R,§)<RB,5), YocO | et [F0€O , R(0,5) < R(6,5) ]}
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1.2.2 Définition

Une regle de décision dy € A est uniformément optimale si :

VSEA 5 < 8.

C’est a dire :

R(60,80) < R(0,5),¥5 € A,Y0 € ©.

Il n’existe pas en général de regle de décision optimale, puisque la fonction de risque
R(0,6) dépend d’un parametre inconnu € ; mais des régles de décision admissibles.

Pour choisir entre celles-ci nous sommes amenés a :

1. Soit a raisonner de maniére conservatrice, c¢’est a dire en fournissant une solu-

tion minimax .

Nous posons :

VdeA , p(d)= supR(0,0).
0o

Oy est appelé solution minimax si

pOu) < p(0) , VoA

Autrement dit :

supR (0,6y) = inf(supR(0,9) ).
0€0 o " peo

2. Soit a donner une idée préconcue de la solution par exemple en estimation
ponctuelle du parametre #.Nous choisissons la valeur de € qui donne la plus
grande probabilité du systeme étudié. Cette procédure permet d’obtenir un

estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Soit a partir du principe que sur l’espace des parameétres ©, nous avons une
probabilité p qui pondere entre les valeurs possibles du parametre. C’est la

théorie de la décision bayésienne .
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Dans ce cas nous considérons le risque de Bayes défini ainsi :

r(n8) = [ R(0.0) (@) = |

/QC(G,w,(S(w))Pg (dw)| 12 (d6) .

0p est appelée solution bayésienne si :

r (:uv 53) = H(}f( r (/Lv 5))

De telles situations sont trés fréquentes en statistique pour plus de détails [7]

et [13].

1.3 Groupes Topologiques

Comme cela a été indiqué en introduction, nous sommes amenés a étudier des
lois a priori satisfaisant a des propriétés d’invariance; d’ou l'intérét de rappeler
quelques notions sur les groupes topologiques et mesure de Haar. C’est I'objet des
deux sections suivantes.

Soit G’ un groupe noté multiplicativement (pas nécessairement commutatif) et e son

élément neutre.

1.3.1 Définition
Nous disons qu'une topologie sur G est compatible avec la structure de groupe
si les deux applications suivantes : a) L’application :
(x,y) € G X Gw— xy € G.
b) L’application :
(r,y)) EGx G 27t €q.

sont continues.
Un groupe muni d’une topologie compatible avec la structure de groupe est

appelé groupe topologique.
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1.3.2 Remarques

1.

Pour tout a € G, la translation a gauche : x +— ax (respectivement la trans-
lation a droite z +— xa) est continue. C’est un homéomorphisme de G sur lui

méme .

. Pour tout a,b € G, I'application : x — axb (en particulier z — aza™!) est un

homéomorphisme de G sur lui-méme.

. L’application :

x ot

est bijective, et est égale a I'application réciproque.C’est un isomorphisme de

G sur lui-méme .

1.3.3 Proposition

Soit G un groupe topologique .

1.

Pour toute partie ouverte (respectivement fermée) A de G et pour tout = € G :

les ensembles zA, , Az et A~ sont des ouverts (respectivement des fermés).

. Pour toute partie ouverte A de GG et pour toute partie B de G, les ensembles

AB et BA sont des ouverts de G.

Si V' est un voisinage de e dans G, et A une partie non vide quelconque de
G, alors VA et AV sont des voisinages de A. En effet si W est un voisinage
ouvert de e contenu dans V', on a WA et AW sont des ouverts et contiennent

A WACVAet AW C AV .

1.3.4 Remarques

1.

Soit a € G et V un voisinage de e.Puisque = +— ax et x +— za sont des

homéomorphismes alors aV' et Va sont des voisinages de a.

. Si on exprime que x — xy~! x — x sont continues pour x = y = e on obtient :

i) VU (voisinage de €) 3V (voisinage de €) telque V' C U

ii) VU (voisinage de €) on a U™ (voisinage de e)
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1.3.5 Définition

On dit qu’un voisinage V' de e est symétrique si V = V1L

1.3.6 Définition

Une famille F de voisinage de x forme un systeme fondamental de voisinage de
X si:

VYU voisinage de x 3V € F tel que V C U.

1.3.7 Proposition

Les voisinages symétriques de e forment un systeme fondamental de voisinages
de e.
En effet puisque pour tout voisinage U de e, U~! est aussi voisinage de e donc

W =UNU"! est un voisinage de e contenu dans U et est symétrique.

1.3.8 Groupes métrisables

Pour que la topologie d'un groupe topologique soit métrisable il faut et il suffit
qu’il existe un systeme fondamental dénombrable de voisinages de 1’élément neutre
e dont l'intersection est réduite a e. Lorsque qu’il en est ainsi, la topologie du groupe

G peut étre définie par une distance invariante a gauche et a droite.

1.3.9 Définition

Soient G un groupe et £ un ensemble. Une opération (ou opération a gauche ou
action) de G dans E est une application : (s,z) € G x E +— sz € E telle que :
Si e est ’élément neutre de G, on a : ex = x,Vor € E.
Vs,t € Gon a: s(tr) = (st)z,Vo € E.

Nous dirons que G opére sur E.
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1.3.10 Définition

. Soit un G groupe topologique et E un espace topologique. Nous dirons que G

opere continument dans F si 'application :

(s,1) eGXx E— sx€FE

est continue.

1.3.11 Lemme

Si G est un groupe topologique opérant continument dans un espace topologique

E alors pour tout s € GG, 'application

relb—srelk

est un homéomorphisme.

En effet ¢’est une bijection continue, ainsi que sa bijection réciproque.

1.3.12 Remarque

Une opération a droite d’'un groupe GG dans un ensemble E est une application
définie comme suit :

(s,x) EGXxE—xseFE
telle que :
1. ze=a,Vr € E.;
2. x(st) = (zs)t,Vs,t € G,Vx € E .

On transpose aussitot a ces opérations tout ce qui a été dit ci dessus, c’est a dire
que toutes les définitions et propriétés énoncées plus haut restent valables dans le

cas d’une opération a droite.
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1.4 Mesure de Haar

La notion de « mesure de Haar » a été introduite par Alfréd Haar en 1933, ainsi
que la démonstration de son existence pour tout groupe localement compact, sous
I'hypothese restrictive que le groupe est métrisable et séparable (ce qui équivaut en

fait a le supposer seulement a base dénombrable).

La démonstration de son « unicité » (& la proportionnalité pres) a été faite
par John von Neumann en 1935. En 1940, André Weil a démontré le théoreme en
toute généralité et Henri Cartan en a produit une preuve sans 'axiome du choix et

démontrant simultanément 'existence et I'unicité.

Une mesure de Haar g sur un groupe localement compact est une mesure de
Borel quasi-réguliere non nulle, invariante par translation a gauche.

Autrement dit, pour toute partie borélienne B de G, et pour tout g dans G, on a :

n(gB) = u(B)

L’existence d’'une mesure de Haar p est assurée dans tout groupe localement
compact. Elle est finie sur les parties compactes de GG. De plus, toute mesure boré-
lienne complexe invariante par translation a gauche s’écrit o ot o est un nombre
complexe.

Bien qu’elle ne soit définie qu’a un coefficient multiplicateur pres, de nombreux ou-
vrages parlent de la mesure de Haar. Cet usage est justifié pour un groupe compact

ou pour un groupe discret, ou des normalisations peuvent étre effectuées.

L’existence d'une mesure de Haar sur un groupe compact peut étre déduite du
théoréme du point fixe de Kakutani.
Comme le groupe G est compact, p(G) est finie, et quitte a effectuer une normali-

sation, il est possible de supposer u de probabilité.

Sur tout groupe topologique localement compact et séparable G, il existe une
mesure borélienne invariante par les translations a gauche, appelée mesure de Haar,
unique a coefficient multiplicatif pres. Elle est finie sur les parties compactes de G.

Si G est lui-méme compact, toute mesure de Haar est finie, et il est possible de la
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normaliser. On dispose ainsi sur tout groupe compact G d’'une unique mesure de
probabilité qui soit invariante par translations a gauche, qu’on nomme la mesure de

Haar de GG, notée p dans la suite de 'article.

En pratique, la mesure de Haar permet de moyenner les objets sur G pour obtenir

des objets invariants.

1.4.1 Notations

Soit G un groupe topologique opérant continument a gauche dans un espace
localement compact, nous noterons par 7y(s) I’ homéomorphisme de F dans F, définie
par :

v(s)z = sz,Vs € G,Vx € E.

Si p est une mesure défine sur F, nous noterons par y(s)u la mesure image de p par

v(s) .On a :
(Y(s)u(A) = p(s™HA),VA.

ou A un ensemble mesurable de F.

1.4.2 Définition

Soit p une mesure sur £ Nous dirons que p est invariante par G si

v(s)pw = puvs € G.

1.4.3 Remarque

Soit GG est un groupe topologique opérant continument a droite dans F.Nous

noterons par §(s) ’homéomorphisme de E dans E, défini par :
-1

i(s)x =zs

Soit u est une mesure sur F, nous noterons par 6(s)u la mesure image de u par §(s)
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1.4.4 Définition

Si ¢ est une mesure sur £.Nous dirons que p est invariante a droite par G si

(0(s)p) = p, Vs € G

Lorsque G est un groupe localement compact opérant sur lui-méme par translation

a gauche et a droite c’est a dire :

v(s)r = sx et 6(s)x = x5t

Alors nous pouvons définir sur G les notions de mesures invariantes a gauche et a

droite.

1.4.5 Définition

Soit G un groupe localement compact. Nous appelons mesure de Haar a gauche
(respectivement a droite) sur G une mesure positive non nulle, o-finie sur G inva-

riante a gauche (respectivement a droite).

L’existence et l'unicité d’une pareille mesure sont données par le théoreme sui-

vant. La démonstration de ce résultat est donnée dans [8].

1.4.6 Théoréme

Sur tout groupe localement compact, il existe une mesure de Haar a gauche

(respectivement a droite) et & un facteur constant prés, il n’en existe qu’une.

1.4.7 Remarque Importante

Si G est compact , il existe une mesure de Haar et une seule p sur G telle que

1(G) = 1.0n 'appelle mesure de Haar normalisée.
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1.5 Applications multivoques

Nous nous servons des applications multivoques pour établir certains résultats
importants du Chapitre 3.1l nous parait nécessaire d’en faire un petit paragraphe.

Pour plus de détails le lecteur peut consulter [2].

1.5.1 Définition

Soient Xet Y deux ensembles quelconques . Pour tout x € X nous faisons cor-

respondre un sous ensemble ®(x) de Y .Nous dirons que la correspondance
re€X >P(x)CY
est une application multivoque de X dans Y. Ainsi on définit les ensembles :
X* ={z e X/0(z) # 0},
appelé ensemble de définition de ®.

Y = U ®(x),

zeX

appelé ensemble des valeurs de ®.
Si ®(x) est composé d'un seul élément, nous dirons que ® est une application uni-
voque de X dans Y.

L’inverse supérieur ®* est par définition
T (B) ={z € X/®(x) C B},YBCY.
L’inverse inférieur &~ est par définition

VBCY :® (B)={ze€ X/®(x)NB # 0}
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1.5.2 Théoréme

o~ (LzJAl) =Ud™ (A).

(2

La démonstration est immédiate.
Pour terminer ce chapitre, nous citons un théoreme de KURATOWSKI et RYLL-
NARDZEWSKI, qui sera utilisé dans le chapitre 3. Avant de citer le théoreme,

donnons une définition.

1.5.3 Définition

Un espace polonais est un espace mesurable, séparable, sur lequel il existe un
métrique compatible avec la topologie pour laquelle I'espace est complet.

Soit X un espace polonais et (U,U) un espace mesurable .
Nous considérons 'application multivoque de U dans X telle que :

Vu € U, ®(u) est fermé et non vide dans X .

1.5.4 Théoréeme

Si @7 (G) = {u/P(u) NG = (0} € U pour tout G ouvert dans X, alors Il existe
application ¢ mesurable de (U, U) dans (X, Bx) telle que :

Vu € U, p(u) € O(u).
Pour la démonstration, le lecteur peut consulter [10] .On achéve cette section en

rappellant le Lemme d’Urysohn.

1.6 Lemme d’Uryshon

Ce lemme établit que pour deux fermés disjoints F' et G d’un espace normal X
il existe une application continue de X dans [0, 1] qui vaut 0 sur F' et 1 sur G.On le

considere parfois comme le premier résultat non trivial sur les espaces topologiques.



1.6. LEMME D’URYSHON 33

Ce lemme permet d’étendre aux espaces normaux le théoreme de Tietze initialement
démontré en 1914 par Heinrich Tietze pour les espaces métriques .

Pavel Urysohn trouve une nouvelle démonstration et énonce son lemme un peu plus
tard,dans un texte mathématique dont I'objectif est la démonstration des théorémes
sur 'invariance de la dimension d’un espace topologique localement homéomorphe
a un espace euclidien.

Il existe un premier énoncé spécifique aux espaces Ty Théoréme

1.6.1 Lemme d’URysohn

Soient X un espace Ty et F', G deux fermés disjoints de X.Alors il existe une

fonction continuef de X dans [0, 1], définie comme suit :
1 si z €G

frxe X —f(x)=
0 st x € F

Démonstration
Soit D une partie dénombrable dense de |0, 1[. On définit une famille(U (1)), .,

d’ouverts telle que :

1.Vre D,FCU(r)et (U(r)) Cc X\G;
2.Vry,seD, r<s = (U(r)) C Uls).

Comme D est dénombrable , on choisit de noter par r une bijection de N dans D,
puis on raisonne par récurrence.

Soient n€ N | (1,5) € D? et supposons que les U(r;,) pour k< n vérifient les propriétés
1. et 2. ci-dessus .

Ainsi Fy = FU (Ug<nryor, U(Tr)) est fermé et est inclus dans I'ouvert suivant :

On=( (1 Ulr)n(X\G)

k<n,rg~7n

Puisque X est un T} , il existe donc un ouvert U(r,)tel que :

F, C U (ry,) et U(ry) C Oy,

S’ensuit alors la définition de la fonctionfde Xdans [0, 1] par :
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f@)=inf({se D ,xeU(s) U{l}) =sup({s € DxgU(r) U{0})
Par construction f vaut 0 sur F et 1 sur GG. Elle est continue car elle est semi-continue
inférieurement et supérieurement.

Un autre corollaire est le suivant .

1.6.2 Corollaire

Soient X un espace localement et K une partie compact de X, alors il existe une

application continue de X dans [0, 1] & support compact et qui vaut 1 sur K.



Chapitre 2

Mesurabilité de la fonction de

vraisemblance

2.1 Introduction

Comme cela a été indiqué en chapitre 1, le probleme de la mesurabilité de la
fonction de vraisemblance L par rapport au couple (6, w) n’est pas évident .Elle a
été abordée et démontrée par P.AMEYER [13].Sa démonstration est basée sur les
théoremes de convergence des martingales.Notre travail ici consiste a élaborér une

démonstration plus directe de ce méme résultat moyennant 'approche bayésienne.

2.2 Définition

Soit (€2, a) un espace mesurable. Nous dirons qu’une sous tribu F de a est sépa-

rable si F est engendrée par une suite (A,), d’éléments de a.

2.3 Théoréme

Soient(Q,a) et (©,7) deux espaces mesurables. Nous supposerons que la tribu a
est séparable.
Si (Py)0 € © est une famille de probabilités de transition sur (€2, a) paramétrée sur

(O, 7) telle que : Y0 € O, Py < Q ot Q est une probabilité sur (Q,a) , alors :
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pour toute probabilité(ou mesure positive, o — finie) p sur (©,7) il existe une ap-
plication L mesurable, positive sur (© x Q, 7 ® a) dans (R,Bg) telle que :
p presque tout 0 € © |, L(0,.) est la densité de Py par rapport a @

2.3.1 preuve

Nous traitons le cas ou p est une probabilité sur (©,7) .Le cas ou p est une
mesure positive o — finie se traite de la méme maniere. D’apres le théoreme 1.1.9, il
existe une probabilité IT sur (O x Q, 7 ® a) telle que pour toute fonction f mesurable

positive(ou bornée) de €2 x © dans R nous avons

S, o P OM8) = [ (] F02,6)Po(do)] ()

Nous pouvons affirmer que II est absolument continue par rapport u ® Q). En effet,
soit £ € a® T tel que p® Q(F) =
Considérons la coupe Ey de E en 0 c’est a dire : Fy = {w : (w,0) € E} € a, V0 € O.

pour 0§ fixé, xp(w,0) = xz,,,(w)

uQ(E) //XEwH)Q(dw (d6) //XE Q(dw)]p(dO) /QEQ )u(df) = 0

d’ott Q(Ey) = Op presque partout
Par conséquent Py(Ey) = Ou p.p.(car Py < Q) et donc [g Py(Ep)p(df) =0
Or :

[, PoBoyn(do) = [[[] xio(@)Poldeo))u(@0) = [ [] xe(w.0)Po(deo)]n(de) = TL(E)

Puisque p ® Q(F) = 0, alors II(E) = 0 .Ceci prouve bien I’absolue continuité de IT
par rapport a u ® Q.

Puisque IT < p ® @, il existe une application L de © x 2 dans R* mesurable telle
que

VE € a7, II(E) = /E L(0,w)i @ Q(dbw).
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Donc VA € 7,VB € a, nous avons d’une part :

T(A x B) = /AxB L0, w)p ® Q(dbw) = /A[/B L(6,0)Q(dw)|(dh).

D’autre part :

TI(A x B) = / /XAxB w, 0) Py(dus)] () / / Py(dw)]pu(d) /Pg

Par conséquent on obtient :Py(B) = [z L(0,w)Q(dw)u p.p.
Soit A une algebre dénombrable engendrant a, A = (A,,n € N).

Pour A, , nous avons N,, négligeable appartenant a 7 tel que :
VO €O — N, PyA,) = /A L0, 0)Q(dw)
Posons N = J N,, (négligeable)

V0 €O — N,VneN,Py(A,) = / L(8,0)Q(dw).

n

Une probabilité sur une algebre s’étend d’'une fagcon unique sur la o-algebre engen-

drée. Donc :

V0 €O — N,PyB) = /B L(0,0)Q(dw),¥B € a

Alors : V0 € © — N, L(0,w) est la densité de Py par rapport a Q.

2.3.2 Remarque

Notons que les conditions du théoreme 2.3 sont les mémes que celles citées dans
le livre de P.A.Meyer[13]. Nos résultats sont valables y presque partout.

La présente démonstration est plus simple.Cette simplicité est due au fait que
nous prenions une mesure p sur (©,7), ceci n’est autre que I'approche bayesienne

en décision statistique.






Chapitre 3

Solutions bayesiennes et solutions
du maximum de vraisemblance

quand O est compact

Dans ce chapitre, nous donnons un cadre mathématique qui nous permet d’af-
firmer que les solutions bayésiennes et les solutions du maximum de vraisemblance

sont asymptotiquement égales .

Nous construisons une suite de fonctions de coiit C, (0, z,w) bornées, invariantes

par translation, continues en 6 et z et mesurables en w(voir Lemme 3.3.2).

Pour ce type de fonction de cofit, nous obtenons une suite de solutions bayé-
siennes (6,), qui converge simplement vers la solution du maximum de vraisem-

blance # (voir Théoréme 3.2).

Dans la section 3.5, nous généralisons le Théoreme 3.2, en supprimant I’hypothese

restrictive d’unicité de la solution du maximum de vraisemblance.

Nous nous assurons au préalable dans les Lemmes 3.3.1 et 3.3.3 de 'existence
et de la mesurabilité des solutions du maximum de vraisemblance et des solutions

bayésiennes.
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3.1 Notations

() 'espace des observations, on le muni de la tribu a.

© l'espace des parametres, munissons le de la tribu borélien 7 et on le suppose un
groupe (noté multiplicativement) compact et métrisable.

e 'élément neutre de © et par d la distance invariante par translation.

(€n),, une suite de nombres réels positifs telle que :

i) (e,), décroit strictement vers 0;

i) 2e,11<€n;

iii) eo< (diametre © A 1) .

(Va=DB(e, (¢1)) e st une base de voisinage de e telle que
B*(e,e,) - B*(e,e,) C B(e,en-1)

Ou B*(e,e,,) est la boule fermée de centre e et de rayon &,.

(Py)geco est une famille de probabilités de transition sur (2, a) paramétrée (O, 7).
L(6, - ) la densité de probabilité Py par rapport a Q.

Quand @ est la valeur inconnue du parametre, elle est estimée par d appelée décision

finale et appartient a D.

3.2 Hypotheses

H1 : Nous supposons qu'il existe une probabilité @ sur (£2,a) telle que :
VO € 0,P< <@

H2 : Nous supposons que :

Yw e Q.0 — L(0,w)

est continue sur ©.

H3 : Nous supposons que D = O, qui est une condition courante de régularité.
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H4 : Nous supposons 'unicité de la solution du maximum de vraisemblance c’est a
dire :

® (w) ={6:L (8,w) = sup (L (z,w) , 7 € O ={§ ()}

H5 : Nous supposons que la mesure a priori sur (0, 7) est la mesure de Haar.

3.3 Théoréme

Quelque soit la fonction de vraisemblance L vérifiant H2, et sous , les hypotheéses,
H1,H3,H4,H5, il existe une suite de fonctions de cout(Cy), oy définies sur © xOxQ
a valeurs dans R, vérifiant les conditions suivantes :

i) bornées et invariantes par translation ;

i) Continues sur Ox0O;

iti) Mesurables sur)

et telles que : lim,,_ 0~n = ész’mplement, ou (én)n est une suite de solutions bayé-

siennes.

3.4 Lemmes

Avant de démontrer ce résultat, nous devons donner une série de lemmes, c’est
I’objet de la section suivante. Lemme 3.3.1 donne 'existence et la mesurabilité de la

solution du maximum de vraisemblance.

3.4.1 lemme

Sous Uhypothése H2, il existe une application 0 de (9, a) dans(©,7) mesurable telle
que

Vw e Q, L(f (w)w) > L(0,w),¥0 € O,

Démonstration

Yw e Q 3 Qw €0 telque L(,@w,w) > L(0,w) V0 € ©
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car Yw € ,0: — L(0,w) est continue sur le compact © .
Il reste a prouver que nous pouvons choisir une solution 2, mesurable en w. Consi-

dérons 'application multivoque ® suivante :

Q2 —- 0
w — Ow)={0:LO,w)=Mw)}
ou M(w) = sup{(L(z,w),xr € O}.
Pour tout w € Q, ®(w) est un fermé non vide de © .
Soit G un ouvert dans © .Dans un espace métrique, tout ouvert est réunion dénom-
brable de fermés G=U;, F}, ou Fj, est fermé dans O .

Pour prouver que

P~ (G) ={w/P(w)NG #0} €a

il suffit de prouver que :
O (F) ={w/@(w)NF # 0} € a pour tout fermé dans ©

car &7 (G) =Ug O (F}) (voir théoreme.5.2).

F étant un fermé dans © compact, il est lui méme compact .
o7 (F) ={w/®(w) N F # O}={w/ sup L (0, w) =M (w)}={w/Mp (w) =M (w)}
S

ot Mp (w)=supL (0,w).
ekl
Soit D={0; / i € N} un sous ensemble dénombrable et dense dans © .

sup L (0, w) =sup L (6;,w) .
0cF i€N

Donc :

w— M (w)=sup L (§,w)=sup L (6;,w)
00 ieN

est mesurable (c’est un suprémum dénombrable de fonctions mesurables).

Il en est de méme pour

Mp (w)=sup L (0,w) = sup{L (0,w) ,0 € Dr}
9eF
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ou D est un sous ensemble dénombrable dense dans F'. Par conséquent
O (F) ={w/Mp (w)=M (w)} € a

car M est Mp sont deux variables aléatoires définies sur (€2, a) & valeurs dans un

espace métrique séparable R*.

Nous avons donc ®~(G) € a pour chaque ouvert G dans ©. D’apres le théoréeme

1.5.4, il existe une application 8 de (Q,a) dans (O, 7) mesurable telle que :
A
Vw e Q2,0 (w) € P (w)
c’est a dire :
Yw € Q,L(/e\(w) yw) > L(0,w),V0 € O,

Le Lemme 3.3.2 est crucial pour la démonstration du Théoreme 3.2. Il donne la

construction de la fonction de cotit .

3.4.2 Lemme

Sous les hypotheses H1, H2, H3, H4, H5, il existe une suite de fonction de cott
(Cp)pey  définies dans ©xOxQ a valeurs dans R, tel que Vn :
i) C,, est bornée et invariante par translation ;
it) Cpest continue dans OxO;

iii) C, est mesurable sur €.

Démonstration D’aprés '’hypothese H5 nous avons :
A A
sup{L(z,w).a & 0 () - B (e,en)} < L (w)w)

ce suprémum est atteint car ©—0 (w) - B (e, &,) est compact non vide .

Soit Yw € Q

en (@) = L(6 (@) w) — sup{L(z,w),x 6 () - B (e},
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Yw € Q, ep(w) >0

Il existe un voisinage U, de e, contenu dans B (e, ;) tel que :

VO € 0(w) - Uny L(6,w) > [L(O(w)w)—en(w)/2).

0(w) - Uy, peut étre choisi comme la boule ouverte de centre 6(w) et de rayon p,(w)
ou :

pn (W) =sup{r>0:d((0,0(w)) <7 = L(0,w) > [LO(w),w)—en(w)/2]}

L (9 (w) ,w) _enéw)] 1.

=sup {r>0: inf L(A,w)>
QEB(G(w),T)

D’aprés le lemme D’Urysohn, il existe une application 7, de © dans [0, 1] continue,

a support dans U, , et égal a 1 en e. Autrement dit nous avons :

Ynw: © — [0, 1]
1 sif=e
0 = Ynw(f) =
0 si6¢ U,y
ou U, ,=B(e, pn(w)).
Prenons 7, (6) :%(wd)w’e) V 0. Cette application suggere la fonction de cotlit sui-

vante :
Cp: OxOxQ — [0,1] telle que (0, z,w) — Cn(0, 2,w) = 1=, (2710)

c’est a dire :
pn(w)_d(ev Z)

Ch(0,z,w) =1— ()

Vo, (L1

Il est clair que C), est continue en et z, bornée et invariante par translation c’est
a dire :

Cn(20,xz,w) =C, (0, z,w),Vz € O

Puisque nous sommes amenés a évaluer les quantités telles que :

/ Co(0,2,0) L(0,w)E(0)dw
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Il est important que C,, (., .,w) soit mesurable en w .

Ainsi prouver que C,, (., .,w) est mesurable en w, revient & prouver la mesurabilité de
pn(w) par rapport w, puisque C,, (0, z,w) est écrite sous la forme (1.1) .

Prouvons donc que I'application p,, de (£2,a) dans (Ri, BR*+> définie comme suit :

nle) =supfr > 0: il (L0.)) > (08 ())—e(w)/2])

est mesurable.

Posons

X(s,w) :infGEB(é(w),s) (L(O,w)) .

Pour montrer que w — p,(w) est mesurable, nous devons prouver que :
Vs e RY, {wipn(w)>s} €a.
Nous remarquons que :
{w:pp(w) > s}= N, {w:X(si,w) > [L(g(w),w)—en(w)/Q],si € Q}
Le probleme revient ainsi a montrer que les deux applications suivantes :
w = en(w) =L () w) — sup{L(z,w),x ¢ 0 () - B (€60}

w— X(s,w)= inf (L(O,w))
GGB(é(w),s)

sont mesurables. La preuve de la mesurabilité de la premiere application est établie
dans la section 3.5.
Montrons que pour s fixé w — X (s,w) est mesurable.

Soit ©° un sous ensemble dénombrable dense dans B(e, s). L’ensemble :

{0(w)0;/0; € ©°} est dense dans O(w)B(e,s) =B(f(w), s). L’ application suivante :

P, (w) w — (g(w)ei,w) — L(@(w)@i,w) est mesurable.
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Par conséquent

w—inf®;(w)= inf (L(O,w))
t 0eB(H(w),s)

est mesurable.

Rappelons que 6, est un estimateur de Bayes (par rapport & ) si

r (,0) = infr (4, 6) = in / / Co(6,0(w), ) L(8, ) Q(dw)|j(d6)

1nf/ / O (0, 5(w), w)L(8, ) u(d)] Q(dw).

D’apres le théoreme de Fubini puisque

inf / / O, (0, 5(w), w) L0, w)Q(dw)]pu(dh) < oo

Minimiser le risque de Bayes r(u,0) revient a minimiser :
|, Cul6,d.) L, )u(d0)
©

pour w fixé §(w) =d € O.

Le lemme suivant donne l'existence et la mesurabilité de la solution bayésienne

eyl
3

3.4.3 Lemme

Sous les hypothéses H, H2, ..., H5, il existe une application mesurable 0,, de(,a)

dans (©, 1) mesurable telle que :
Vwe Q3de o, / O (0, B (w) w) L0, w)u(df) < / Co(6,d, ) L6, w)u(d6)
) G

Démonstration
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Il est clair que minimiser :

/@ Co(0, d, w) L(O,w)u(dd)

revient , par définition de C,, , a maximiser :
[ Al d™16) L(0.0)p(a).
Le maximum de cette derniere intégrale est atteint car :
Vw € Q.d — /@ o (A710) L(8, ) u(d6)

est continue dans le compact ©.

Par conséquent :

Vw € Q,H:lz € O telque:

/@ %,w(ﬁz_le) L(0,w)p(do) > /@ Ynew(z710) L(6,w)p(dh) Yz € ©

Il reste a prouver que nous pouvons choisir un d, mesurable en w.

Pour cela considérons ’application multivoque suivante ®,, :

Q — ©
W o Bu(w) = {d: fovnw(d0)L(0,w)u(dh) = gu(w))

ou

Gn(W) =sup | Ynw(z7'0) L(0,w)u(dh).
z€© /O

Nous vérifions les conditions du Théoreme 1.5.4 de la méme maniere que pour ’ap-

plication ® (Lemme 3.3.1). Nous pouvons affirmer qu’il existe une application me-

surable 6, de (€, a) dans (©,7) telle que :

VweQ | fa(w) € Dp(w).
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3.5 Démonstration du Théoréme 3.2

L’existence de la suite de fonctions de coiit (C),)nen est établie dans le Lemme

3.3.2. L’existence et la mesurabilité des solutions bayésiennes (6,,)nen et la solution
du maximum de vraisemblance  sont établies dans le Lemme 3.3.3 et le Lemme
3.3.1.

Il reste & montrer que lim,_,o 6, = 0 simplement. Rappelons la définition de ®,, (w)

et O(w)

Do) ={d: [ oald " O)LO,)p(d0) =50p [ 5, (@ O)LO. )6}

® (w)={6:L(0,w) = sup{L(z,w),x € O}={ o (w)}
et supposons qu’il existe :

A

gn € D, (w) tel que g, B(e, pp(w)) NG (w)Ble,e,) =0.

Pour ces considérations nous avons :

a)D’une part :

e '0) LO.)p(a0) = | Yoo (00 L(0.0) ()

gnB(e,pn(w))

car la fonction 7, est a support dans Bl(e, p,(w)), et nous avons

/nB(e,pn(w)) ’Yn,w<g7;19)[’(97 w)p(d@) < L( 9 (W) ,w)—en (w) } / Vn,w(ggle)ﬂ<d9)

gnB(e,pn(w))

car

Sup{L(6,w),0 & (8(w) - B(e,e0)}= [L(6 (W) ,w)—en (w)]

b) D’autre part :

Lo sty T (D) 710) L0, )u)>
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L(8(@) @) =en@) /2 [ nal(8() ()

0 € (6/(w) Ble, pu(w)), = L(0,w) > L(§ (@) ), () /2
> (L) e @] [ nal(8() " O)uldd)

Notons que :

A

/. ol (8 D = [ el 0)70)1a(0) = [ Ao 8)pa(a9)
(6(w)B(e,pn(w))

et aussi :

/ Y5 O)1(A9) = [ o9 0) (0= [ . (O)pa(d0)
gnB(e,pn(w)) ©

Donc nous avons :

et :

Ce qui contredit la définition de g,,. Nous avons nécessairement :
A
Vagn € P, (w) :9,B(e, pn(w)) N (w) Ble,e,) #0 =

Vg, € O, (w) : (g(w) ) g € B(e,e,)-Ble,pn) ' € Ble,en) Ble,en) C Ble,en_1)

= Vg € Bu(w) : (0(w)) " gn € Be,en1)
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= Vg, € ¢, (w) : lim gn:/e\(w)
Comme 0™, (w) € ®,(w). Nous avons lim,, ,, 8™, (w) =6" (w).
Par conséquent
lim 5n:/é simplement

n—0o0

3.5.1 Remarques

1. Le résultat reste valable pour une suite quelconque de fonctions 6, de Q dans

© non nécessairement mesurables telle que :
wn)n (w) € Pp(w)

2. Nous démontrons que 0 est mesurable, car elle est la limite simple de fonctions

mesurables.

3.6 Comparaison asymptotique de 0, et 0 quand

A

6 n’est pas unique

Dans cette section , nous généralisons le Théoreme 3.2., dans le sens ou nous

n’envisagerons plus I” hypothese H4.

3.6.1 Théoréme

Quelque soit la fonction de L vérifiant H2, et sous les hypothéses H1, H3, HJ,
Hb, il existe : une suite de fonctions de cott (Cy), oy définies dans ©x d valeurs
dans R, tel que Vn :

i) Cpest bornée et invariante par translation. ;

ii) C, est continue sur Ox ©;

iii) C,, est mesurable sur €.

et telle que : lim,,_, én (si elle existe ) est un estimateur du mazimum de vraisem-

blance.



3.6. COMPARAISON ASYMPTOTIQUE DE én ET 0 QUAND 0 N’EST PAS UNIQUE b1

Démonstration

La construction de la fonction de colit est établie en utilisant la méme technique du

(Lemme 3.3.2). Nous posons :
O (w) ={6:L(0,w) =M (w)} ou M (w) = sup{L(z,w),r € O}

en (W) =M (w) — sup{L(0,w),0 ¢ ®(w)B (e,e,)}
Yw € Qey(w) >0

Zn (W)= H;fl sup{L(0,w),0 ¢ ®(w)B* (e,e, (1 —1/m))}.
pn (W) = sup {T>O : 9€<I>(lwr)1£(e,r) L(0,w)>M(w)—e, (w) /2} A &p
Il existe une application 7, de © dans [0, 1] continue, & support dans B(e, p,(w)),

et est égal a 1 en e. Autrement dit nous avons :

Yrw O — [0,1]
1 sif=e
0 — v,,(0) =
0 sif & Ble, pn(w))
Considérons
pn(w)—d(0, e)
Yrw(l) =—————"—= V0
)

Cette application suggere la fonction de cofit suivante :
Cr:OxOxQ — [0, 1]

(0, z,w) = Cn(0, z,w) = 1—7,,,(2710)

c’est a dire

Il est clair Vn € N, (), est continue sur 6 et z. C,, bornée, invariante par translation,
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c’est a dire :

Co(20, 22, w) =C, (0, z,w),Vor € ©
La mesurabilité de (), sur w est déduite des deux applications suivantes :
w ey (W) =M(w) —sup{L(0,w),0 ¢ ®(w)B (e,e,)}
w— inf{L(0,w),0 € ®(w)B (e,7)}

Clarifions ceci séparément dans les probleme 1 et 2. En effet :

Problémel.

Nous devons prouver que w — e,(w) est mesurable. Nous commencons par :
wi— M (w)=sup{L(0,w),0 € O}
est mesurable. Soit D={0;,7 € N} un sous ensemble dénombrable dense dans ©
wr— M(w) :sgpL (0;,w)

est donc mesurable.

Montrons maintenant que : w — sup{L(0,w),0 ¢ ®(w)B (e,&,)} est mesurable.

a)Nous avons d’une part : pour w fixé et n fixé :
sup{L (0,w),0 ¢ ®(w)B(e,e,)} =2, (w) (3.5.a)

La preuve de( 3.5.a) se trouve dans I'appendice .

b)Deuxiémement : Soit ¥ :

OxQ — R
(0,w) = dB), e(w))
est mesurable. La preuve de la de ¥ est traitée dans 'appendice. Donc :

¥m > 1, By, — xp—l[o,ena—;)] —{(0,w) : d(0,B(w))} < sn(l—;)} € rxa.
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Modifions L sur B,,

~ L(6,w) si (0,w) € B,,.
7o (0.0) = (0,w) si (6,w)

—00 SInon

Vm>1, L, est mesurable sur ©xQ. Soit AY =0—®(w)B*(e,e,(1 — 1/m)), A%,
est ouvert dans © .

A2 N D est dense dans A% . Par conséquent, w — Z,, (w)

=inf sup L (A,w))=inf sup L (0,w))

m>1ge Aw m>1geAwnD
—inf ( s upLy, (6,w))

m>1"0eD

est mesurable sur 2.
Ainsi :

w— ep(w) =M (w)—2Z,(w)

est mesurable sur (2. Ce qui achéve la démonstration du Problemel .

Probléme2 .
Montrons que, pour r fixé :
w— inf{L(0,w),0 € ®(w)B (e,7)}
est mesurable. Soit :
B=U"1(0,r)) ={(0,w):d(0,® (w)) <r} €T x a

Modifions L sur B :

. L(O,w) si (O,w) € B
P R R
+00 sitnon
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L est mesurable sur O xQ. Et
w — inf{L(0,w),0 € ®(w)B (e,r)}=inf{L(0,w),0 € ®(w)B (e,r) N D}

A
= inf{ L (0,w),0 € D} est mesurable.
Nous avons pu construire une suite de fonctions de cotit, qui vérifie les conditions
du théoréme. Montrons enfin que pour ce type de fonctions de cotit, lim,,_e0 6, si

elle existe est un estimateur du maximum de vraisemblance.

Supposons qu'il existe g, € @, (w) tel que
gnB (€, pn (W) NP (w) B (€,64) =0

Dans ces considérations nous avons :

L e o e L0 ) (d8) < (M () =4 () [ 3 (8) i)
et Vi e ®(w):
Loy el 710) LO.)(ah) = (M () =6 (@) /2] [ 50(0) ()

>[ —€n / ’)/nw

Ceci donne :

VfE@(w),/

Yo 710) L(O,w)p(a0) > [ i, 0) (0, )p(9)
fB(e,pn(w)) gnB(e,pn(w))

Ceci contredit la définition de g, (gn € Py, (w)).

Nous avons forcément :

Vg, € @, (W), gnB (€, pn (W) NP (w) B(e,e,) #0 =

Vgn € Oy (w) : lim g, (si elle existe) €  (w)
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Nous savons qu'il existe 6, de (Q,a) dans (6, 7) mesurable tel que 6, (w) € ®,(w).
D’aprés ce qui précede la limite delim,,_, 6, (w) si elle existe, appartient & ®(w).Comme

lim,, o, 0,(w) est encore une mesurable application de (€2,a) dans (©,7), alors la

limite lim,,_,o 0, si elle existe, est un estimateur du maximum de vraisemblance.






Annexe A

Appendice

A.1 Lemme

(Preuve de (3.2.a)) Soit © un espace métrique compact, A est un sous en-

semble compact de ©, f wune application continue de © dans R.

Posons :
F={0:d0,A) >¢,}
1
=1{6: A 1——
G = {0 (0, 4) > 01— )}
- 1
= - d(f, A) > 1——
G =102 d(6,4) > (1 - )
Alors :
sup f(x) = inf (sup f(x)) = inf (sup f(x))
IEF m>1 IeGm m>1 Gm
Démonstration

inf (sup f(x)) = ir;fl(sup f(@) car Gmyr C Gyt C G,
m G

m>1 .Z’EGWL

Puis selon F' considérons les deux cas F' # () et F' = (). En effet :

1. Si F # (), donc



58 ANNEXE A. APPENDICE

Nous avons d’une part :

Vm>1, sup f(z) >supf(z) =
meém zeF

Vm>1, inf (sup f(x)) > sup f (x) (1)
m>1 G r
b)D’autre part :

sup f(z) = f(m), Tm € G-
Gom

Nous pouvons supposer que la suite (z,,),, converge vers .
d(xm, A) > e, (1 —1/m)

d(xpm, A) = d(z,A), m — oc.

Alors
d(z,A)>¢e, =z €F.
sc};pf(x) = f(zm) = f(z) ;m— o0

puisque f est continue.

= inf (sup f(z) = inf (f (zm)) =f (2)

m>1 G m>1

car (f (xm)),, est décroissante. Mais
f(z) <supf(z) (z€F) (2)
(1)et (2) = sup f(z) = inf (sup f(z)) = ggfl(sgp f(@))

zeF m>1 z€Gm

2. Si F=1, il existe nécessairement un m tel que G,,=0 .En effet : (G )m
est une suite décroissante de compacts. Si Gp,est non vide, donc NG, # 0

(propriété de la compacité ).
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Mais pour :

xmeém, Vm > 1

nous avons

d(z,A) > e, (1 —=1/m) ¥m =1
par conséquent
d(x,A) > e, = x € F ceci contredit I'hypothese.
Par conséquent
F= Q G= Q émzq)'
et

zeF m>1" 0 eGon

sup f(z) = inf (sup f(z)) = ggfl(Sélp flz)) = —o0

A.2 Preuve de la mesurabilité ¥

Soit ¥ :

OxN — R
0,w) +— db,P(w))

Considérons K (©)une famille de compact de ©, munie de la topologie de Hausdorff

, dont une sous-base est g U ¢/, oll g et ¢ sont définies par :
g ouvert {KeK(©) | KNG #0, Gouvert dans©}

g ‘ouvert {K eEK®O) /| KCG /, G ouvert dans@}

Soient A et B deux fermés non vides de ©

) (A, B) = max {supd (z, B),supd (y, A)}

€A yeB

définit une distance sur K (©), appelée la distance de Hausdorff.

La topologie induite par 0 est celle définie plus haut (on rappelle © est un espace
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métrique) voir [4].

Montrons alors que 'application définie ci-dessous est mesurable : On définit & :

Q — K(O©)
w =~ P(w)={0:LO,w)=Mw)}eK(©O)}

P HK/KNFy={wd(w)NF)} €a
(Voir la démonstration du Lemme 3.3.1.
A={w: (W) N F* # 0} =U{w:® (w) N F # 0)}
Car F°=U, F,, ou F}, est fermé dans O.
= A° € a,car {w:® (W) N F, #0)} € a,¥Vn

= A=0"'{K/KCF}ca.

Par conséquent ® est mesurable.

Montrons maintenant que ’application suivante d :

K(x)x© — R
(K.,9) — d(K,0)

est continue (uniformément).

Pour cela définissons sur K (0©) x O la distance suivante :

i’ ((K,Q), (K "0 )) _d (0,9 > +5 (K, K').

’d(e,K)—d(K',e’)‘ < ‘d(e,f()—d(e',K)‘+’d(9',f() —d(K',@')

’d(Q,K)—d (9 K)‘ <d (9,9 ) .

Soient ;1 € K, 29 € K " tels que d(¢9 /,x1> =d (9 /,K> et d(@ /,m2> =d (0 I,K ,>
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Soient xll € K tels que d (K, z9) =d (:Eg, x1,>. Nous avons :

d(e ',K) _d (9 'K ) —d (9 ’,xl) _d (9 ',;cQ)

Idem pour :

Par conséquent :

’ !/

‘d(@,K) —d (K " )‘ <d (0,9 ) i) (K,K ) —d ((K,0),(K .0
Ceci prouve 'uniforme continuité de :
(K,0) — d(K,0)
Donc finalement I'application suivante :
U: (O,w) € OXQ = (0,2 (w)) € OXKL(O) = d (0,2 (w)) € R

est mesurable, comme composée de deux applications mesurables.
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A.3 Conclusion

Dans le probleme de décision bayésienne classique, la fonction de cotit est une

donnée intrinseque du probléme et 'attention se focalise sur la mesure a priori.

Nous procédons dans notre travail autrement, on fixe la mesure a priori c¢’est
la mesure de Haar, et c’est la fonction de cotit qui est choisie et construite a partir

du Lemme d’Urysohn.

On peut généraliser ce résultat a un espace des parametres © localement com-
pact. On peut le compactifier par un point a l'infini et on se rameéne a un espace

compact.
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