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Résumé
Dans ce mémoire, nous proposons une nouvelle technique de recherche

linéaire non monotone. Cette technique est proposée pour garantir la conver-
gence globale ainsi que la condition su¢sante de descente des méthodes du
gradient conjugué en particulier la méthode du gradient conjugué Wei-Yao
Liu (WYL) sous la recherche linéairedeWolfe-Powell forte.
Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale, Re-

cheche linéaire inexacte, condition su¢sante de descente.
Méthode de Hestenes-Stiefel, Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode
Polak-Ribière-Polyak, Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Liu

et Storey.
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Abstract

In this paper, we propose A new no monotone line search technique . It is
proposed to guarantee the global convergence of these conjugate gradient
methods with su¢cient descent condition of the Wei-Yao-Liu conjugate

gradient method under the strong Wolfe-Powell line search

Mots clés : : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale, Re-
cheche linéaire inexacte, condition su¢sante de descente.
Méthode de Hestenes-Stiefel, Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode Polak-

Ribière-Polyak, Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Liu et Storey.
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Introduction

Optimiser : rendre optimal, donner à quelque chose les meilleures condi-
tions d�utilisation, de fonctionnement ou de rendement au regard de certaines
circonstances. (Déf. du larousse).

Les gens optimisent :
Des compagnies aériènnes établissent les horaires des équipages et des

avions avant de minimiser le coût. Des investisseurs cherchent a constituer
des porte-feuilles boursiers qui évitent des risques excessifs tout en donnant
un bon rendement. Des fabricants visent le maximum d�e¢cac/acité dans la
conception et l�opération de leurs processus de production.

La nature optimise :
Des systèmes physiques tendent vers un état d�énergie minimale. Des mo-

lécules dans un système chimique réagissent entre eux jusqu�à ce que l�éner-
gie potentielle totale de leurs électrons soit minimisée. Des rayons de lumière
suivent des trajectoires qui minimisent leur temps de trajet. L�optimisation
est un outil important dans la théorie des décisions et dans l�analyse des
systèmes physiques. Avant de l�utiliser, nous devons d�abord identi�er un
objectif. Ceci est une mesure quantitative de la performance du système. Cet
objectif pourrait être : béné�ce, temps, énergie potentielle, ou toute autre
quantité ou combinaison des quantités qui peut être représentée par un seul
nombre. L�objectif dépend de certaines caractéristiques du système, appe-
lées des variables ou des inconnues. Notre but est de trouver des valeurs de
variables qui optimisent l�objectif. Souvent les variables sont restreintes, ou
contraintes, d�une certaine manière. Par exemple, la densité ou l�énergie ou
le taux d�intérêt ne peuvent pas être négatifs. Le processus de l�identifca-
tion de l�objectif, variables et contraintes pour un problème donné est ap-
pelé la modélisation. La construction d�un modèle approprié est la première
étape. Parfois c�est l�étape la plus importante du processus d�optimisation.
Si le modèle est simpliste, il ne donnera pas d�informations utiles concer-
nant le problème pratique. Par contre, si le modèle est trop complexe, il
pourra devenir trop di¤cile à résoudre. Une fois que le modèle a été formulé,
un algorithme d�optimisation peut être utilisé avant de trouver sa solution.
Ceci est fait, normalement, par un ordinateur. Il n�existe pas un algorithme
universel d�optimisation. Plutôt, il existe de nombreux algorithmes, chacun
étant adapté à un type particulier de problème d�optimisation. Il est sou-
vent de la responsabilité de l�utilisateur/programmeur/modéleur de choisir
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un algorithme approprié pour l�application spéci�que. Ce choix est très im-
portant puisqu�il déterminera si le problème est résolu rapidement ou pas
et e¤ectivement, même si la solution est dèjà trouvée. Après l�application
d�un algorithme d�optimisation au problème, on doit être capable de recon-
naître si l�on a réussi à trouver une solution. Dans certains cas, il existe des
expressions mathématiques, les conditions d�optimalité, pour véri�er si l�en-
semble des variables obtenu est bien la solution du problème. Si les conditions
d�optimalité ne sont pas véri�ées, elles peuvent donner des indications sur la
manière d�améliorer notre estimation actuelle. Finalement, le modèle peut
être amélioré par l�application de techniques comme l�analyse de sensibilité
qui révèle la sensibilité de la solution aux changements dans le modèle et
dans les données. En résumé, voici les étapes principales :
1- identi�er un objectif et des variables.
construire un modèle approprié ;
choisir un algorithme d�optimisation ;
véri�er les conditions d�optimalité ;
faire éventuellement une analyse de sensibilité..
Nous divisons les problèmes d�optimisation en plusieurs familles et caté-

gories (voir la Figure 0.0.1) :
1- optimisation continue.
optimisation discrète ;
optimisation stochastique.
Parmi les problèmes pratiques en optimisation continue, nous pouvons

citer les suivants :
trouver le trajectoire optimal pour un avion, une navette spatiale ou le

bras d�un robot ;
identi�er les propriétés sismiques de l�écorce terrestre en ajustant un mo-

dèle à un ensemble d�enregistrements pris sur le terrain (en fait, un problème
inverse) ; composer une porte-feuille d�investissements a�n de maximiser le
retour tout en gardant un niveau de risque acceptable ;
contrôler un processus chimique ou un dispositif mécanique a�n d�opti-

miser la performance ;
calculer la forme optimale d�une voiture, un voilier ou un avion
On s�interesse dans ce mémoire au probléme (P ) suivant :
Soit f : Rn ! R. On cherche à résoudre le problème de minimisation

sans contraintes suivant :

(P ) : min ff (x) : x 2 Rng (0.1)

8
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Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes
du type (P ), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette mé-
thode est surtout utilisée pour les problèmes de grande taille.Cette méthode
a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel , pour la minimisation de
fonctions quadratiques strictement convexes.Plusieurs mathématiciens ont
étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été réalisé pour la
première fois, en 1964 par Fletcher et Reevese (méthode de Fletcher-Reeves)
puis en 1969 par Polak, Ribière et Ployak (méthode de Polak-Ribière-Ployak).
Une autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher (Méthode de la descente
conjuguée). Une nouvelle variante a été proposée en 1991 par Liu et Storey
(Méthode de Liu et Storey). Et en�n une dernière variante qui a été étudiée
en 1999 par Dai et Yuan (Méthode de Dai et Yuan) Toutes ces méthodes
génèrent une suite fxkgk2N de la façon suivante :

xk+1 = xk + tkdk (0.2)

Le pas tk 2 R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules sui-

vantes :

dk =

�
�g1 si k = 1

�gk + �kdk�1 si k � 2
(0.3)

gk = rf(xk) et �k 2 R:
Les di¤érentes valeurs attribuées à �k dé�nissent les di¤érentes formes

du gradient conjugué.

�HSk =
gTk (gk � gk�1)

dTk�1(gk � gk�1)
; Hestenes-Stiefel [14] ; 1952. (0.4)

�FRk =
gTk gk

gTk�1gk�1
; Fletcher Reeves [11] ; 1964 (0.5)

�PRPk =
gTk (gk � gk�1)

kgk�1k
2

Polak-Ribière-Polyak [18; 19] ; 1969 (0.6)

�CDk = �
gTk gk

dTk�1gk�1
; descente conjugué. [10] ; 1987. (0.7)

�LSk = �
gTk (gk � gk�1)

dTk�1gk�1
; Liu-Storey [15] ; 1991 (0.8)

10
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�DYk =
gTk gk

(gk � gk�1)
T dk�1

; Dai-Yuan [7] ; 1999 (0.9)

Dans ce travail, on s�nteresse à la méthode de GC de wyl qui�a été pro-
posée par wyl en 2006:ont mis au point une nouvelle méthode du gradient
conjuguée et ont étudie sa convergence en utilisant la recherche linéaire non
monotone de wolf powelle fort (SWP ):
Le but de ce mémoire est la Recherche linèaire non monotone est proposé

pour garante la convergence globale de la méthode du gradient conjugué sous
la condition su¢sante de décent de la méthode W Y L gradient conjugué sous
la forte Wolfe de recherche linèaire.

11



TABLE DES MATIÈRES

Ce mémoire comporte quatre chapitres.
Dans le chapitre premier on rappelle les notions préléminaires de base

concernant l�optimisation sans contraintes.
Dans le chapitre deux on expose les grandes lignes des méthodes d�op-

timisation sans contraintes basées sur les directions de descente et les re-
cherches linéaires. Ces méthodes génèrent des suites fxkgk2N de la façon
suivante : xk+1 = xk + tkdk
On suppose connaitre la direction de descente dk au point xk: La recherche

linéaire consiste à trouver tk de façon à diminuer la fonction f su¢samment
le long de cette direction On insistera dans ce chapitre sur les recherches
linéaires non monotone avec lesquelles nous allons établir des résultats de
convergence pour certaines méthodes
Dans le chapitre trois on étudie la convergence de quelques méthodes de

gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte de wolf. On s�interessera
spécialement sur les methodes de FR. CD. PRP. DY.
Le chapitre quatre est la partie la plus importante de ce travail, car

il contient La méthode de gradient conjugué de wei-yao-liu(wyl) sous la
recherche linéaire non monotone de wolfe-powell fort.
.
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CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Chapitre 1

Optimisation sans contraintes

Nous allons exposer dans ce premier chapitre quelques concepts clés
concernant l�optimisation, l�e¤ort dé�nitionnel portera surtout sur la mé-
thode du gradient conjugué, où les questions suivantes seront prises en consi-
dération les problèmes proposés comportent-ils des contraintes ?
- les fonctions en jeu sont-elles quadratiques ? sont-elles convexes ?
- les domaines de dé�nition des fonctions sont-ils continus où discrets ?
Chaque problème possède sa structure spéci�que et demande donc d�être

traiter de manière particulière . Le présent projet ne se focalisera que sur les
problèmes d�optimisation sans contraintes et non linéaires.
Ce problème sera formulé comme suit :

(P ) min f(x) x 2 Rn (1.1)

oú f : Rn �! R

La majorité des méthodes de résolution d�optimisation qu�on étudie par
la suite sont de nature itérative, c�est à dire qu�à partir d�un point initial
x1, elles engendrent une suite in�nie x1; x2; :::::; xk; ::dont on espère qu�elle
converge vers la solution optimale.
Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait

appel à des processus itératifs du type :

xk+1 = xk + tkdk; (1.2)

où dk détermine la direction de déplacement à partir du point xk et tk
est solution optimale du problème d�optimisation unidimensionnel suivant
min
t>0
f (xk + tdk) ; c�est a dire que tk véri�é :

f (xk + tkdk) � f (xk + tdk) ;8t > 0 (1.3)

13



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.1 Rappel de quelques dé�nitions

Nous introduisons ici les principales dé�nitions de base qui seront utilisées
par la suite
Convergence des algorithmes.

Dé�nition 1.1 Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, à
partir d�une point initial x1, d�engendrer la suite x1; x2 : : : ; xk; : : : :

Un algorithme est parfaitement dé�ni par la donnée de l�application A
qui associée à xk le point xk+1 2 A (xk). Ceci permettra de confondre un
algorithme et l�application A qui lui est associée.

Dé�nition 1.2 Nous dirons qu�un algorithme décrit par une application
multivoque A, est globalement convergent (ou encore : possède la propriété
de convergence globale) si, quelque soit le point de départ x1 choisi, la suite
fxkg engendrée par xk+1 2 A (xk) (ou une sous suite) converge vers un point
satisfaisant les conditions nécessaires d�optimalité(ou solution optimale).

Les modes de convergence
Soit fxkgk2N une suite dans R

n convergeant vers x�:
� Si

lim sup
kxk+1�x�k

kxk � x�k
= � < 1;

On dit que fxkgk2N converge vers x� linéairement avec le taux � .
� Si

kxk+1�x�k

kxk � x�k
�! 0 quand k �!1;

on dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisement si 9p > 1 tel que :

lim sup
k�!1

kxk+1 � x�k

kxk � x�k
p < +1;

on dit que la convergence est superlinéaire d�ordre p.
En particulier si

lim sup
k�!1



xk+1 � x�




kxk � x�k
2
< +1;

on dit que la convergence est quadratique superlinéaire d�ordre 2

14



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

.
Ensemble convexe .

Dé�nition 1.3 Soit L�ensemble C � R
n:C est convexe si seulement si

8x; y 2 C2;8t 2 [0; 1] ; tx+ (1� t)y 2 C

Fonction convexe

Dé�nition 1.4 Soit C � Rn un ensemble convexe non vide: Une fonction
f : C ! R est convexe si seulement si

8x; y 2 C2; 8t 2 [0; 1] ; f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y)

Une fonction f est concave si �f est convexe. On dira que f est stricte-
ment convexe dans C si seulement si

8x; y 2 C2; x 6= y; 8t 2 [0; 1] ; f(tx+ (1� t)y) < tf(x) + (1� t)f(y)

15
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CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Fonction convexe deux foix di¤érentiable

Dé�nition 1.5 Soit C � R
n non vide et f : Rn �! R est dite deux foix

diférentiable au point bx 2 int(C) s�il existe un vecteur Of(bx) et une matrice
symétrique H(bx) d�ordre (n; n) appelée matrice hessienne, et une fonction
� : Rn ! R telles que

8x 2 C : f(x) = f(bx)+rf(bx)T (x�bx)+1
2
(x�bx)TH(bx)(x�bx)+kx� bxk2 �(bx; x�bx);

(1.4)

ou :�(bx; x� bx) �!
x!bx

0:On peut écrire :

H(x̂) =

2
6666666664

@2f(x̂)

@x1@x1

@2f(x̂)

@x1@x2
� � �

@2f(x̂)

@x1@xn
@2f(x̂)

@x2@x1

@2f(x̂)

@x2@x2
� � �

@2f(x̂)

@x2@xn
� � � � � �
� � � � � �

@2f(x̂)

@xn@x1

@2f(x̂)

@xn@x2
� � �

@2f(x̂)

@xn@xn

3
7777777775

� La matrice H(x̂) est dite semi-dé�nie positive si

8x 2 Rn : xTH(x̂)x � 0

� La matrice H(x̂) est dite dé�nie positive si

8x 2 Rn; x 6= 0 : xTH(x̂)x > 0

Théorème 1.1 soit H(x̂) la matrice hessienne, on note par ftigi=1:::nses
valeurs propres ( réelles ) on a les équivalences suivantes :

� H(x̂) � 0() ti � 0
� H(x̂) > 0() ti > 0

17



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.2 Conditions d�optimalité des problèmes de

minimisation sans contraintes :

Considérons le problème d�optimisatin sans contraintes (P )

(P ) min
x2Rn

f(x)

oú f : Rn �! R

1.2.1 Minima locaux et globaux

Dé�nition 1.6 1) x̂ 2 Rn est un minimum local de (P ) si et seulement
si il existe un voisinage V"(bx) tel que

f(bx) � f(x) : 8x 2 V"(bx) (1.5)

2) x̂ 2 Rn est un minimum local strict de (P ) si et seulement si il existe un
voisinage V"(bx) tel que

f(bx) < f(x) : 8x 2 V"(bx); x 6= x̂ (1.6)

3) x̂ 2 Rn est un minimum global de (P ) si et seulement si

f(bx) � f(x) : 8x 2 Rn (1.7)

Remarque 1.1 Dans le cas d�une fonction objectif convexe, il n�y a pas de
distinction entre minimum local et global : tout minimum local est également
global, comme l�établit le théorème suivant.

Théorème 1.2 . Soit f : Rn ! R une fonction convexe dé�nie sur l�en-
semble convexe X: Alors, tout minimum local de f est également un mini-
mum global. Si f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum
global de f

18
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CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.3 Direction de descente

Principes généraux
Considérons le problème d�optmisation sans contraintes (P ) :

(P ) min
x2Rn

f(x);

ou�f : Rn ! R est supposé régulière.
On note aussi rf(x) et r2f(x) le gradient et le hessien de f en x pour

le produit scalaire euclidien sur Rn.
On s�intéresse ici à une classe d�algorithmes qui sont fondés sur la notion

de direction de descente.

Dé�nition 1.7 Soit d un vecteur non nul de Rn: On dit que d est une
direction de descente de f en x 2 Rn si

rf(x)Td < 0: (1.8)

Ou encore que d fait avec l�opposé du gradient �rf(x) un angle � strictement
plus petit que 90� :

� = arccos
�rf(x)T :d

krf(x)k kdk
2
h
0;
�

2

h
: (1.9)

L�ensemble des directions de descente de f en x est le demi espace suivant

�
d 2 Rn : rf(x)T :d < 0

	
:
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On voit que si d est une direction de descente, f(x + td) < f(x), pour
tout t > 0 su¢samment petit, et donc que f décroît strictement dans la
direction d. De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour
faire décroître f , il su¢t de faire un déplacement le long de d. Les méthodes
à directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction .
Elles construisent la suite des itérés fxkgk�1 ; approchant une solution xk du
problème (1.1) par la récurrence :

xk+1 = xk + tkdk; pour k � 1
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Où tk est appelé le pas et dk la direction de descente de f en xk:Pour
dé�nir une direction de descente il faut donc spéci�er deux choses :
� dire comment la direction dk est calculée, la manière de procéder donne

le nom à l�algorithme ;
� dire comment on détermine le pas tk; c�est ce que l�on appelle la re-

cherche linéaire.

Remarque 1.2 Par la suite l�angle �k entre la direction dk et �gk jouera un
role important dans le processus de la convergence. Pour �k on a la relation
classique suivante :�gTk dk = kgkk kdkk cos �k

Dé�nition 1.8 Soit f : x � Rn �! R; x̂ 2 Rn ; d 2 Rn est une direction
de déscente au point x̂ si et seulement si il existe � > 0 tel que

f (x̂+ td) < f (x̂) : 8t 2 ]0; �[ ; (1.9)

donnons maintenant une condition su¢sante pour que soit d une direction
de déscente.

Théorème 1.3 Soit f : Rn �! R di¤érentiable au point x̂ 2 Rn et d 2 Rn

une direction véri�ant la condition suivante :

f
0

(x̂; d) = rf (x̂)T :d < 0:

Alors d est une direction de déscente au point x̂:

Proof. f est di¤érentiable au point x̂:Donc

f (x̂+ td) = f (x̂) + trf (x̂)T :d+ t kdk� (x̂; d) ;

avec � (x̂; d) �! 0
t�!0

ceci implique que

f
0

(x̂; d) =lim
t!0

f (x̂+ td)� f (x̂)

t
=

:

rf (x̂)T :d < 0: (1.10)

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V (0)
tel que

f (x̂+ td)� f (x̂)

t
< 0; 8t 2 V (0): (1.11)

La relation (1.11) est particulièrement vraie pour tout t 2 ]��;+�[. On
obtient le résultat cherché en multipliant la relation (1.11) par t > 0
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1.3.1 Schéma général des algorithmes d�optimisation

sans contraintes

Supposons que dk soit une direction de déscente au point xk.Ceci nous
permet de considérer le point xk+1, successeur de xk, de la manière suivante :

xk+1 = xk + tkdk; tk 2 ]0;+�[

Vu la dé�nition de direction de déscente,on est assuré que

f(xk+1) = f(xk + tkdk) < f(xk):

Un bon choix de dk et tk permet ainsi de construire une multitude d�algo-
rithme d�optimisation.
Exemple de choix de direction de descente :
Par exemple si on choisit dk = �rf(xk) et si rf(xk) 6= 0, on obtient la

méthode du gradient. Dans le cas dk = �(H(xk))
�1:rf(xk); on obtient La

méthode de Newton, oú la matrice hessienne H(xk) est dé�nie positive.
Exemple de choix de pas tk :
On choisit en général tk de façon optimale, c�est a dire que tk doit véri�er

f(xk + tkdk) � f(xk + tdk) : 8t 2 [0;+1[ :

En d�autres temps on est ramené à étudier à chaque itération un problème
de minimisation d�une variable réelle.C�est ce qu�on appèlle recherche linéaire

1.3.2 Conditions nécéssaires d�optimalité

Etant donné un vecteur x̂, nous souhaiterions être capables de déterminer
si ce vecteur est un minimum local ou global de (P ). La propriété de di¤é-
rentiabilité de f fournit une première manière de caractériser une solution
optimale. Enonçons tout d�abord un théorème, pour établir une première
condition nécéssaire d�optimalité.

Condition nécessaire d�optimalité du premier ordre

Théorème 1.4 Soit f : Rn �! R di¤érentiable au point x̂ 2 Rn:Si x̂ est
un minimum local de (P ), alors rf(x̂) = 0.

Proof. C�est une conséqence directe du théorème (1.2) .En e¤et, suppo-
sons que rf(x̂) 6= 0. Puisque la direction d = �rf(x̂) est une direction de
descente, alors il existe � > 0 tel que :

f(x̂+ td) < f(x̂) : 8t 2 ]0; �[ :
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Ceci est contradiction avec le fait que x̂ est une solution optimale locale de
(P ):

Remarque 1.3 si f est convexe, la condition nécéssaire du premier ordre
est également su¢sante pour que x̂ soit un minimum global. Dans le cas où f
est deux fois di¤érentiable, une autre condition nécéssaire est donnée par le
théorème (1.4). Elle est appelée condition nécéssaire du second ordre car elle
fait intervenir la matrice hessienne de f (que nous noterons r2f(x), dont
les éléments sont ses secondes dérivées partielles)

Conditions nécéssaires d�optimalité du second ordre

Théorème 1.5 Soit f : Rn �! R deux fois di¤érentiable au point x̂ 2
R
n:Si x̂ est un minimum local de (P ), alors rf(x̂) = 0 et H(bx) est semi
dé�nie positive.

Proof. Soit x 2 Rn quelconque, étant f deux foix di¤érentiable au point
x̂, on aura pour tout t 6= 0

f(x̂+ tx) = f(x̂) +
1

2
t2xTH(x̂)x+ t2 kxk2 �(x̂; tx); �(x̂; tx) !

t!0
0:

Ceci implique

f(x̂+ tx)� f(x̂)

t2
=
1

2
xTH(x̂)x+ kxk2 �(x̂; tx): (1.12)

x̂ est un optimum local, il existe alors � > 0 tel que

f(x̂+ tx)� f(x̂)

t2
� 0; 8t 2 ]��;+�[ :

Si on prend en considération (1.13) et on passe à la limite quand t ! 0,
t 6= 0;on obtient :

xTH(x̂)x � 0; 8x 2 Rn:

1.3.3 Conditions su¢santes d�optimalité

Les conditions données précédemment sont nécéssaires (si f n�est pas
convexe), c�est-à-dire qu�elles doivent être satisfaites pour tout minimum lo-
cal ; cependant, tout vecteur véri�ant ces conditions n�est pas nécessairement
un minimum local. Le théorème (1.5) établit une condition su¢sante pour
qu�un vecteur soit un minimum local, si f est deux fois di¤érentiable.
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Condition su¢sante d�optimalité du second ordre

Théorème 1.6 Soient f : Rn ! R deux fois di¤érentiable au point x̂ 2
R
n: Si rf(x̂) = 0 et H(x̂) est dé�nie positive, alors x̂ est un minimum local
strict de (P ).

Proof. f étant deux foix di¤érentiable au point x̂, on aura pour tout
x 2 Rn

f(x) = f(bx)+1
2
(x�bx)tH(bx)(x�bx)+kx� bxk2 �(bx; x�bx), �(bx; (x�bx))! 0; (rf(x̂) = 0)

x!x̂

:

(1.13)
Supposons que bx n�est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite
fxkgk2N� telle quexk 6= bx : 8k et

xk 6= bx : 8k; xk !
k!1

bx et f(xk) � f(x̂): (1.14)

Dans (1.14) prenons x = xk divisons le tout par kxk � bxk2 et notons dk =
(xk � bx)
kxk � bxk

; on obtient

f(xk)� f(x̂)

kxk � bxk2
=
1

2
dTkH(x̂)dk + �(bx; (xk � bx); �(bx; (xk � bx) !

k!1
:

0: (1.15)

(1.15) et (1.16) impliquent

1

2
dTkH(x̂)dk + �(bx; (xk � bx)) � 0; 8k:

D�autre part la suite fdkgk2N� est bornée (kdkk = 1;8n). Donc il existe une
sous suite fdkgk2N1�N telle que dk !

k!1
d:Finalement lorsque k ! 1 on

obtient
1

2
~dTkH(x̂)

~dk � 0:

La dernière relation et le fait que ~d 6= 0 (



 ~d



 = 1) impliquent que la ma-

trice hessienne H(x̂) n�est pas dé�nie positive. Ceci est en contradiction avec
l�hypothèse.

Remarque 1.4 Dans le cas où f est convexe, alors tout minimum local est
aussi global. De plus si f .est strictement convexe, alors tout minimum local
devient non seulement global mais aussi unique.
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Chapitre 2

Recherche linéaire inexacte

2.1 Recherche linéaire

2.1.1 Introduction

Considérons le problème d�optimisation sans contraintes P:

(P ) : min
x2Rn

f (x) ; (2.1)

o�u f : Rn �! R:
Les algorithmes qu�on étudie par la suite suivent les schémas généraux

suivants.
xk+1 = xk + tkdk (2.2)

où tk est solution optimale du problème d�optimisation unidimensionnel sui-
vant :

min
t>0
f (xk + tdk) ;

c�est a� dire que tk véri�e

f (xk + tkdk) � f (xk + tdk) ;8t > 0;

xk, dk sont �xes et la fonction a minimiser est une fonction d�une variable
réelle dé�nie comme suit :

t! ' (t) = f (xk + tdk) : (2.3)

Il faut noter que dans les problème d�optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre à chaque Itération . xk, un problème d�optimisation dans
R
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Dans ce chapitre nous allons décrire les di¤érentes manières de déterminer
un pas tk > 0 le long d�une direction de descente dk. C�est ce que l�on appèlle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui
s�intéressent a� l�optimisation unidimensionnelle :
I les recherches linéaires exactes.
I les recherches linéaires inexactes.

2.1.2 Objectifs de la recherche linéaire

Il s�agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif, faire décroître f su¤usamment, et pour celà on
cherche à véri�er l�inégalité :

f(xk + tkdk) � f(xk) + �un terme n�egatif� (2.4)

Le terme négatif joue un rôle-clé dans la convergence de l�algorithme.
Le second objectif, on choisit le pas tk > 0 d�être trop petit, pour

assurer la convergence d�algorithme au point stationnaire .
Le premier objectif n�est en e¤et pas su¢sant car l�inégalité (2.4) est

en général satisfaite par des pas tk > 0arbitrairement petit. Or ceci peut
entraîner une �fausse convergence�, c�est-à- dire la convergence des itérés
vers un point non stationnaire, comme le montre l�observation suivante
Si on prend

0 < tk �
"

2k kdkk
;

la suite fxkg générée par (2.4) est de Cauchy, puisque pour 1 � l < k on a

kxk � xlk =








k�1X

i=l

tidi






 �
k�1X

i=l

"

2i
! 0;

lorsque l!1:
Donc fxkg converge, disons vers un point �x. En prenant l = 1 et k !1

dans l�estimation ci-dessus, on voit que �x 2 B(x1; �) et donc �x ne saurait être
solution s�il n�y a pas de solution danc B(x1; "). On a donc arbitrairement
forcer la convergence de fxkg en prenant des pas très petits.
Pour simpli�er les notations, on dé�nit la restriction de f a la droite

fxk + tdk : t 2 Rg comme la fonction

� : R+ ! R; t 7�! '(t) = f(xk + tdk):
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2.1.3 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2:2), nécéssitent
la recherche d�une valeur de tk > 0 optimale ou non, vér�ant :

f(xk + tkdk) � f(xk): (2.5)

Rappellons que si f est di¤érentiable, le pas optimal t� peut être carac-
térisé par

'0(t�) = 0;

'(t�) � '(t); pour 0 < t � t�;

autrement dit, t� est un minimum local de ' qui assure de plus la décroissance
de f . En fait, dans la plupart des algorithmes d�optimisation modernes, on ne
fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver t� signi�e qu�il va falloir
calculer un grand nombre de fois la fonction ', et cela peut être dissuasif du
point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutôt une valeur
de t qui assure une décroissance su¢sante de f . Cela conduit à la notion
d�intervalle de sécurité.

2.1.4 Intervalle de sécurité

Dé�nition 2.1 On dit que [a; b] est un intervalle de sécurité s�il permet de
classer les valeurs de t de la façon suivante :

� Si t < a alors t est considéré trop petit.
� Si b � t � a alors t est satisfaisant.
� Si t > b alors t est considéré trop grand.
Le problème est de traduire de façon numérique sur ' les trois conditions

précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer
a et b. L�idée est de partir d�un intervalle su¢samment grand pour conte-
nir [a; b], et d�appliquer une bonne stratégie pour itérativement réduire cet
intervalle.

2.1.5 Algorithme de base

Etape 0 : (initialisation)
a = b = 0;choisir t1 > 0; poser k = 1 et aller à l�étape 1 ;

Etape 1 :
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Si tk convient, poser t
� = tk et on s�arrête.

Si tk est trop petit on prend ak+1 = tk; bk+1 = b;
et on va à l�étape 2 .
Si tk est trop grand on prend bk+1 = tk; ak+1 = a;
et on va à l�étape 2 .

Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer tk+1 2]ak+1;+1[:
Si bk+1 6= 0 déterminer tk+1 2]ak+1; bk+1[;
remplacer k par k + 1 et aller à l�étape 1.

Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ' qui va nous
permettre de caractériser les valeurs de t convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire l�intervalle.

2.2 Recherches linéaires "exactes"

Comme on cherche à minimiser f , il semble naturel de chercher a mini-
miser le critère le long de dk et donc de déterminer le pas tk comme solution
du problème

min
t>0
' (t)

C�est ce que l�on appèlle la règle de Cauchy et le pas déterminé par
cette règle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal Dans certains cas, on
préférera le plus petit point stationnaire de ' qui fait décroître par cette
fonction :

tk = inf ft > 0 : '
0(t) = 0; '(t) < '(0)g :

On parle alors de règle de Curry et le pas déterminé par cette règle est
appelé pas de Curry. De manière un peu imprécise, ces deux règles sont
parfois quali�ées de recherche linéaire exacte. Elles ne sont utilisées que
dans des cas particuliers, par exemple lorsque ' est quadratique, la solu-

tion de la recherche linéaire s�obtient de façon exacte et dans un nombre �ni
d�itérations.
Inconvénients : Pour une fonction non linéaire arbitraire,
I il ne peut pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,
I la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de

calcul et ne peut de toutes façons pas être faite avec une précision in�nie,
I l�e¢cacité supplémentaire éventuellement apportée à un algorithme

par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdu à déterminer un tel pas,
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I les résultats de convergence autorisent d�autres types de règles, moins
gourmandes en temps de calcul.
Au lieu de demander que tk minimise ', on préfère imposer des condi-

tions moins restrictives, plus facilement véri�ées, qui permettent toutefois de
contribuer à la convergence des algorithmes. En particulier, il n�y aura plus
un unique pas (ou quelques pas) véri�ant ces conditions mais tout un inter-
valle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d�ailleurs leur recherche
plus facile.
C�est ce que l�on fait avec les règles d�Armijo, de Goldstein et de Wolfe

décrites ci-dessous.

2.3 Recherches linéaires inexactes

On considère la situation qui est typique pour l�application de la tech-
nique de recherche linéaire à l�intérieur de la méthode principale multidimen-
sionnelle. Sur une itération k de la dernière méthode nous avons l�itération
courante xk 2 R

n et la direction de recherche dk 2 R
n qui est direction de

descente pour notre objectif : f : Rn ! R

rTf(xk)dk < 0:

Le but est de réduire �de façon importante�la valeur de l�objectif par un
pas xk ! xk+1 = xk+ tkdk de xk dans la direction dk. Pour celà de nombreux
mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...)
ont élaboré plusieurs règles.
Schéma des recherches linéaires inexactes
Elles reviennent à déterminer, par tâtonnement un intervalle [a ; b], où

t� 2 [a ; b], dans lequel :

f(xk + tkdk) < f(xk):

Le schéma de l�algorithme est donc :
Algorithme (Schéma général des recherches linéaires inexactes)
Etape 0 : (initialisation)
a1 = b1 = 0, choisir t1 > 0, poser k = 1 et aller à l�étape 1 :
Etape 1 :
Si tk est satisfaisant (suivant un certain critère) : STOP(t

� = tk):
Si tk est trop petit (suivant un certain critère) : nouvel intervalle : [ak+1 = tk; bk+1 = b] ;
et aller à l�étape 2.
Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer tk+1 2 ]ak+1;+1[:
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Si ak+1 6= 0 déterminer tk+1 2 ]ak+1; bk+1[;
remplacer k par k + 1 et aller à l�étape 1.
Il nous reste donc à décider selon quel(s) critère(s) est trop petit ou trop

grand ou satisfaisant

2.3.1 Caractérisation de l�intervalle de sécurité

la règle d�Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu�une
portion � 2 ]0; 1[ de ce que ferait le modèle linéaire de f en xk. Celà conduit
à l�inégalité suivante, parfois appelée condition d�Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

f (xk + tkdk) � f(xk) + �tkrf(xk)
Tdk: (2.6)

Elle est de la forme (2:4), car � devra être choisi dans ]0; 1[. On voit bien
à la �gure (2:1) ce que signi�e cette condition. Il faut qu�en tk, la fonction
prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction a¢ne

t! f(xk) + �tr
Tf(xk)dk: (2.7)

Règle d�Armijo
� Si '(t) � '(0) + �'0(0)t; alors t convient.
� Si '(t) > '(0) + �'0(0)t; alors t est trop grand.
On peut noter que l�on a

'(t) = f(xk + tdk)

'(0) = f(xk);

'0(0) = rf(xk)
Tdk:

Algorithme 2.1 (Règle d�Armijo)

Etape 0 : (initialisation)
a1 = b1 = 0, choisirt1 > 0, !1 2 ]0; 1[ poser k = 1 et aller à l�étape 1:

Etape 1 :
Si '(tk) � '(0) + �'

0

(0)tk : STOP (t
� = tk).

Si '(tk) > '(0) + �'
0

(0)tk , alors
bk+1 = b, ak+1 = tk et aller à l�étape 2.

Etape 2 :
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Si bk+1 = 0 déterminer tk+1 2] ak+1 ; +1 [:
Si bk+1 6= 0 déterminer tk+1 2] ak+1 ; bk+1[;
remplacer k par k + 1 et aller à l�étape 1.
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Remarque 2.1

1) En pratique, la constante � est prise trés petite, de manière à satisfaire
(2:6) le plus facilement possible. Typiquement, � = 10�4:Notons que cette
constante ne doit pas être adaptée aux données du problème et donc que l�on
ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre � <
1

2
pour que

le pas tk soit accepté lorsque xk est proche d�une solution.
3) Il est clair d�aprés la �gure (2:1) que l�inégalité (2:6) est toujours véri�ée

si tk > 0 est su¢samment petit.
On a vu qu�il etait dangereux d�accepter des pas trop petits, cela pouvait
conduire a une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémen-
taire qui empêche le pas d�être trop petit. On utilise souvent la technique de
rebroussement due à Armijo [60, 1966] ou celle de Goldstein.

La règle de Goldstein

La règle de Goldstein remédie à cet inconvénient (le pas tk doit être trop
petit ). Dans celle-ci, en ajoutant une deuxième inégalité à la règle d�Armijo
on obtient la règle de Goldstein.

f(xk) + �tkr
Tf(xk)dk � f (xk + tkdk) � f(xk) + �tkr

Tf(xk)dk; (2.8)

où � et � sont deux constantes véri�ant 0 < � < � < 1; cette inégalité qui
empêche le pas d�être trop petit.
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la règle de Wolf :

La règle de Wolfe fait appel au calcul de '0(t), elle est donc en théorie
plus coûteuse que la règle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient rf(x) représente un faible coût additionnel
en comparaison du coût d�évaluation de f(x), c�est pourquoi cette règle est
très utilisée.
Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur t > 0 :

Règle de wolf faible

f(xk + tdk) � f(xk) + �trf(xk)
T :dk:

rf(xk + tdk)
T :dk � �rf(xk)

T :dk:

avec 0 < � < � < 1 .
Pour expliquer ces conditions posons

l(t) = �(0) + (��0(0))t:

Règle de Wolfe faible
� Si �(t) � �(0) + �'0(0)t et '0(t) � �'0(0); alors t convient.
� Si �(t) > �(0) + �'0(0)t, alors t est trop grand.
� Si '0(t) < �'0(0); alors t est trop petit.

34



CHAPITRE 2. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE

.
Algorithme 2.3 (Règle de Wolfe)

Etape 0 : (initialisation)
a1 = b1 = 0, choisir t1 > 0 � 2 ]0; 1[ ; � 2 ]�; 1[ ; poser k = 1 et aller

à l�étape 1:
Etape 1 :

Si �(tk) � �(0) + ��
0(0)tk et �0(t) � ��0(0) : STOP(t� = tk).

Si �(tk) > �(0) + ��
0(0)tk , alors

bk+1 = tk ,ak+1 = ak; et aller à l�étape 2.
Si �0(t) < ��0(0) , alors
bk+1 = bk ,ak+1 = tk et aller à l�étape 2.

Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer tk+1 2]ak+1;+1[:
Si bk+1 6= 0 déterminer tk+1 2]ak+1; bk+1[.

Règle deWolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si l�on rem-

place (W2) par

��rf(xk + tdk)T :dk
�� � ��rf(xk)T :dk

Les (W1) et (W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (W3)
entraîne que ��0(0) � �0(t) � ���0(0) c-à-d.�0(t) n�est pas�trop� positif.
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1) On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les condi-
tions de Wolfe faibles,en e¤et :
��rTf(xk + tkdk)dk

�� � ��rTf(xk)dk

, �rTf(xk)dk � r
Tf(xk + tkdk)dk � ��r

Tf(xk)dk

) �rTf(xk)dk � r
Tf(xk + tkdk)dk. (W2)

2) L�existence de valeurs t de véri�ant les conditions de
Wolfe faibles et fortes. est donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.1 [20].Soit f 2 C1 et d une direction de descente de f en
x ,on suppose que f est minorée . Alors, si 0 < � < � < 1 , il existe des
intervalles dans R+ qui véri�ent les conditions de Wolfe faibles et fortes.

La règle de Wolfe relaxée Proposée par Dai et Yuan [1996], cette règle
consiste à choisir le pas satisfaisant aux conditions :

f(xk + tdk) � f(xk) + �tr
Tf(xk)dk

��rTf(xk)dk � rTf(xk + tkdk)dk � ���r
Tf(xk)dk;

où 0 < � < �� < 1 et �� > 0:

Remarque 2.2 .

1) On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les condi-
tions de Wolfe fortes. E¤ectivement (w4) est équivalente à (w1), tandis que
pour le cas particulier �� = �� = �, (w5) est équivalente à (w3). En e¤et :

��rTf(xk)dk � rTf(xk + �kdk)dk � ���r
Tf(xk)dk

) �rTf(xk)dk � r
Tf(xk + �kdk)dk � ��r

Tf(xk)dk

)
��rTf(xk + �kdk)dk

�� � ��rTf(xk)dk: (w3)

2) Les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe
faibles. E¤ectivement (w4) est équivalente à (w1), tandis que pour le cas
particulier �� = � et �� = +1, (w5) est équivalente à (w2). En e¤et :

�� = rTf(xk)dk � r
Tf(xk + tkdk)dk � ���r

Tf(xk)dk

) �rTf(xk)dk � r
Tf(xk + tkdk)dk. (w2)

Wei-Yao-Liu conjugate gradient method under the strong
Wolfe-Powell line search
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FIG . comparaison entre les trois règles de wolf
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2.4 Convergence des méthodes à directions

de descente

2.4.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte à la convergence des algorithmes à directions de descente. On dit
qu�une règle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s�il
existe une constante C > 0 telle que pour tout indice k � 1 on ait

f(xk+1) � f(xk)� C krf(xk)k
2 cos2 �k; (2.10)

où �k est l�angle que fait dk avec �rf(xk), dé�ni par

cos �k =
�rTf(xk)dk
kgkk kdkk

:

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

Proposition 2.2 . Si la suite fxkg générée par un algorithme d�optimisation
véri�e la condition de Zoutendijk (2:10) et si la suite ff(xk)g est minorée,
alors X

k�1

krf(xk)k
2 cos2 �k <1: (2.11)

Proof. En sommant les inégalités (2:10), on a

lX

k�1

krf(xk)k
2 cos2 �k �

1

C
(f(x1)� f(xl+1)) :

La série est donc convergente puisqu�il existe une constante C 0 telle que pour
tout k, f(xk) � C 0:Il ya des propositions précisent les circonstances dans
les quelles la condition de Zoutendijk (2:10) est véri�e avec les règles de la
recherche linéaire exacte (Cauchy,Curry) et aussi les règles de la recherche li-
néaire inexacte (Armijo,Wolfe).
qui concernant la proposition qui est véri�e la condition de Zoutendijk avec
la règle de Wolfe.
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Proposition 2.3 Soit f : Rn ! R une fonction contiuement di¤érentiable
dans un voisinage de 
 = fx 2 Rn : f(x) � f(x1)g :On considère un algo-
rithme à directions de descente dk; qui génère une suite fxkg en utilisant
la recherche linéaire de Wolfe (w1)-(w2):

Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k � 1, la condition
de Zoutendijk (2:10) est véri�ée.

Proof. Noton gk = rf(xk) et gk+1 = rf(xk + tkdk):D�après (W2)

gTk+1dk � �g
T
k dk

) (gk+1 � gk)
T dk � (� � 1) g

T
k dk

= �(1� �) gTk dk = (1� �)
��gTk dk

��

, (1� �)
��gTk dk

�� � (gk+1 � gk)T dk;
et du fait que f est continement di¤érentiable :

(1� �)
��gTk dk

�� = (1� �) kgkk kdkk cos �k

� kgk+1 � gkk kdkk

) (1� �) kgkk cos �k � Ltk kdkk

) tk kdkk �
(1� �)

L
kgkk cos �k;

en utilisant (w1), on aura :

f(xk + tkdk) � f(xk) + �tkg
T
k dk

) f(xk + tdk) � f(xk) + �tg
T
k dk � f(xk) +

���tgTk dk
��

) f(xk + tdk) � f(xk) + �t
��gTk dk

�� � f(xk)� �tgTk dk
) f(xk + tdk) � f(xk)� �t kgkk kdkk cos �k

) f(xk + tdk) � f(xk)�
�(1� �)

L
kgkk

2 cos2 �k:

On en déduit (2:10).

2.5 Méthodes itératives d�optimisation sans

contraintes

Il convient de souligner que la plupart des algorithmes d�optimisation sans
ou avec contrainte fonctionnent selon un schéma général consistant, à chaque
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itération, à se rapprocher du minimum par la résolution d�un sous-problème
de minimisation. Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre
un problème d�optimisation sans contraintes, soit le problème (P )

(P )min ff(x) : x 2 Rng ;

pour lequel nous allons commencer par décrire les méthodes suivantes :
�Les méthodes de gradient
�Les méthodes utilisant des directions conjuguées
�Les méthodes de Newton et quasi-Newton.
Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de di¤érentia-

bilité de f ) à l�exception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans
le cas particulier de la méthode du gradient conjugué) basée elle, sur des pro-
priétés plus géométriques.
les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes du type (P ),
on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout
utilisée pour les problèmes de grande taille.
Après les avoir décrites, nous donnons la dé�nition d�une forme quadra-

tique et Principe des méthodes de descente et de gradient.

Dé�nition 2.2 . Soit H une matrice symétrique n � n et b 2 Rn On
appelle forme quadratique la fonction f : Rn ! R dé�nie par

f(x) =
1

2
xTH(x)x� bTx: (2.12)

Lorsque la matrice H est dé�nie positive (resp. semi-dé�nie positive), on
dira que f(x) est une forme quadratique dé�nie positive (resp. semi-dé�nie
positive).

2.5.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d�une méthode de descente consiste à faire les itérations sui-
vantes
xk+1 = xk + tkdk tk > 0;tout en assurant la propriété

f(xk+1) < f(xk): (2.13)

Le vecteur dk est la direction de descente en xk. Le scalaire tk est appelé
le pas de la méthode à l�itération k. On peut caractériser les directions de
descente en xk à l�aide du gradient.
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2.5.2 Principe des méthodes de gradient(méthodes de

la plus forte descente)

On cherche à déterminer la direction de descente qui fait décroitre '(t)
= f(xk + tkdk) le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va
essayer de minimiser la dérivée de '(t) en 0: On a '0(0) = rf(x)Td; et on
cherche d solution du problème

min�0(0):
d2Rn;kdk=1

La solution est bien sûr

d = �
rf(x)

krf(x)k
:

En vertu de l�inégalité de Schwartz. Il y a ensuite de nombreuses façon d�uti-
liser cette direction de descente. On peut par exemple utiliser un pas �xé a
priori tk = t > 0;8k:On obtient alors la méthode du gradient simple :

�
dk = �rf(xk);
xk+1 = xk + tdk.

(2.14)

Sous certaines hypothèses de régularité (f deux fois di¤érentiable) cette mé-
thode converge si t est choisi assez petit. Ou bient consiste à faire les itérations
suivantes

�
dk = �rf(xk);
xk+1 = xk + tkdk.

(2.15)

Où tk est choisi de manière à ce que

f(xk + tkdk) � f(xk + tdk);8t > 0: (2.16)

On obtient alors la méthode du gradient à pas optimal, cette méthode possède
une propriété interessante :
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Proposition 2.4 Soit f : Rn ! R une fonction di¤érentiable. Les direc-
tions de descente dk générées par la méthode (2.15) et (2.16) véri�ent

dTk+1dk = 0: (2.17)

Proof. Si on introduit la fonction

'(t) = f(xk + tdk);

on a
'0(t) = rf(xk + tdk)

Tdk;

et puisque ' est dérivable on a nécessairement

'0(t) = 0;

donc
rf(xk + tkdk)

Tdk = rf(xk+1)
Tdk = �d

T
k+1dk = 0:

I Calcul du pas optimal dans le cas quadratique :

On a f(x) =
1

2
xTHx� bTx avec H > 0 et on note '(t) = f(xk + tdk). Le

pas optimal tk est caractérisé par

'0(t) = 0;

on a donc

rf(xk + tkdk)
Tdk = (H(xk + tkdk)� b)

Tdk = 0;

soit

(rf(xk) + tkHdk)
Tdk = 0;

on obtient donc

tk = �
rf(xk)

Tdk
dTkHdk

; (2.18)

qui est bien positif car dk est une direction de descente et

dTkHdk > 0(car H > 0):
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La méthode du gradient à pas optimal peut donc s�écrire(dans le cas
quadratique)

dk = b�Hxk;

tk =
dTk dk
dTkHdk

;

xk+1 = xk + tkdk:

Example 2.1

I Méthode du gradient simple dans le cas quadratique
Dans le cas où f(x) = 1

2
xTH(x)x � bTx la méthode du gradient simple

peut s�écrire

dk = b�Hxk;

xk+1 = xk + tdk;

où t > 0 est �xé a priori. Il existe bien sûr des conditions sur pour que la
méthode converge.

IMéthode du gradient à pas optimal dans le cas quadratique
Dans le cas où f(x) = 1

2
xTH(x)x � bTx la méthode du gradient à pas

optimal peut s�écrire :
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dk = b�Hxk;

tk =
dTk dk
dTkHdk

;

xk+1 = xk + tkdk:

.
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Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale :
Choisir un " > 0:
Choisir un point unitial x1.
Poser k = 1 et aller à l�étape principale.

Etape principale :
Si krf(x)k < " stop.
Si non poser dk = � rf(xk) et soit tk la solution optimale de la

recherche linéaire

min ff(xk + tdk); t > 0g :

Poser xk+1 = xk + tkdk:
Remplacer k par k + 1et répéter l�étape principale.

Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

ILenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires.
ICette méthode travaille de façon performante dans les premières étapes

de l�algorithme. Malheuresement, dès qu�on s�approche du point stationnaire,
La méthode devient trés lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomène
par les considérations suivantes

f(xk + tdk) = f(xk) + trf(xk)
Td+ t kdk�(xk; td);

oú �(xk; td)! 0 quand td! 0:
Si dk = � rf(xk); on obtient : xk+1 = xk � trf(xk) et par conséquent

f (xk+1)� f (xk) = t
�
�krf(xk)k

2 + krf(xk)k�(xk; trf(xk))
�
:

D�aprés l�expression précedente, on voit que lorsque xk s�approche d�un
point stationnaire, et si f est continument di¤érentiable, alors krf(xk)k est
proche de zéro.Donc le terme à droite s�approche de zéro, indépendemment
de t, et par conséquent f(xk+1) ne s�éloigne pas beaucoup de f(xk) quand
on passe du point xk au point xk+1:
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2.5.3 Les méthodes utilisant des directions conjuguées

Description de la méthode

Ces méthode sont basées sur l�important concept de la conjugaison et ont
été développées a�n de résoudre le problème quadratique

min f(x)
x2Rn

=
1

2
xT :A:x+ bT :x+ c:

Où A 2 Rn�n est symétrique et dé�nie positive , b 2 Rnet c 2 R. Les
méthodes de direction conjuguées peuvent résoudre les problèmes de cette
forme en au plus n itérations et, contrairement au méthodes présentées
jusqu�à présent, elle n�utilisent pas de dérivées, sauf dans le cas particulier
de la méthode du gradient conjugué. Donnons la dé�nition de la notion de
"conjugaison" :

Dé�nition 2.3 Soient A une matrice n�n symétrique et dé�nie positive
et un ensemble de directions non nulles fd1; d2; :::; dkg. Ces directions sont
dites A-conjuguées si

dTi Adj = 0; 8i; j tels que i 6= j: (2.19)

Propriété 2.1. Si d1; :::; dk sont A-conjuguées, alors elles sont linéaire-
ment indépendantes.

Propriété 2.2. Comme des direction A-conjuguées sont linéairement
indépendantes, alors l�espace vectoriel engendré par un ensemble de n direc-
tions A-conjuguées est de dimension n.
Etant donné un ensemble de n directions A-conjuguées d0; d1; :::; dn�1, la

méthode de directions conjuguées correspondante est donnée par

xk+1 = xk + tkdk; k = 0; :::; n� 1;

où x0 est un vecteur de départ choisi arbitrairement et où les tk sont obtenus
par minimisation monodimentionnelle le long de dk.
Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions

conjuguées est qu�à chaque itération k, la méthode minimise f sur le sous-
espace généré par les k premières directions A-conjuguées utilisées par l�al-
gorithme. A la ni�eme itération au plus tard, ce sous-espace inclura alors le
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minimum global de f , grâce à la propriété d�indépendance linéaire des direc-
tion A-conjuguées qui assure qu�à l�itération n, l�espace vectorielle générée
par les n directions A-conjuguées ne sera autre que Rn.

Remarque 2.5.la notion de conjugaison n�a pas de sens dans le cas non
quadratique.

La methode du gradient conjugué non linéaire

L�idée de la méthode est de construire itérativement des directions d0; :::; dk
mutuellement conjuguées. A chaque étape k la direction dk est obtenue
comme combinaison linéaire du gradient en xk et de la direction précédente
dk�1, les coe¢cients étant choisis de telle manière que dk soit conjuguée avec
toutes les directions précédentes. On s�intéresse ici à la minimisation d�une
fonction f : Rn ! R, non nécessairement quadratique :

min f(x)
x2Rn

;

et on cherche à étendre la méthode du gradient conjugué à ce problème. Il y
a plusieurs manières de le faire et peu de critères permettant de dire laquelle
est la meilleure. Une extension possible consiste simplement a reprendre les
formules utilisées dans le cas quadratique. On se propose donc d�étudier les
méthodes oú la direction dk est dé�nie par la formule de récurrence suivante
(�k 2 R)

dk =

�
�g1 si k = 1;

�gk + �kdk�1........ si k � 2;
(2.20)

ou�gk = rf(xk) , �k 2 R et fxkg est générée par la formule :

xk+1 = xk + tkdk;

le pas tk 2 R étant déterminé par une recherche linéaire.
Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjuguée

si �k prend l�une des valeurs

�HSk =
gTk (gk � gk�1)

dTk�1(gk � gk�1)
; Hestenes-Stiefel [14] ; 1952 (2.21)

�FRk =
gTk gk

gTk�1gk�1
; Fletcher Reeves [11] ; 1964 (2.22)

48



CHAPITRE 2. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE

�PRPk =
gTk (gk � gk�1)

kgk�1k
2

Polak-Ribière-Polyak [18; 19] ; 1969 (2.23)

�CDk = �
gTk gk

dTk�1gk�1
; descente conjugué. [10] ; 1987 (2.24)

�LSk = �
gTk (gk � gk�1)

dTk�1gk�1
; Liu-Storey [15] ; 1991 (2.25)

�DYk =
gTk gk

(gk � gk�1)
T dk�1

; Dai-Yuan [7] ; 1999 (2.26)

oú yk�1 = gk � gk�1.
Pour faciliter la présentation nous appelons les méthodes qui corres-

pondent à (2.21) - (2.26) la méthode PRP, la méthode FR, la méthode HS,
la méthode CD, et la méthode LS, et la méthode DY, respectivement.
Dans le cas où f est une fonction quadratique strictement convexe avec

une recherche linéaire exacte toutes ces variantes de �k ont la même valeur :

�PRPk = �FRk = �CDk = �DYk = �LSk = �HSk :

Si f est quelconque, il n�en est plus de même et on parle respectivement
de méthode de Polak-Ribière-Ployak n ([ 35, 1969])-([36, 1969]) méthode de
Fletcher-Reeves ([18, 1964 ]), méthode de la descente conjuguée ([55, 1987])
ou de méthode de Dai-Yuan ([54, 1999]) selon que l�on utilise �PRPk ; �FRk ; �CDk
ou �DYk à la place de �k dans (2:20).
Pour que les méthodes ainsi dé�nies soient utilisables, il faut répondre

aux deux questions suivantes.
I Les directions dk dé�nies par (2:20) sont-elles des directions de descente

de f ?
I Les méthodes ainsi dé�nies sont-elles convergentes ?
En ce qui concerne la première question remarquons que, quel que soit

�k 2 R, dk est une direction de descente si on fait de la recherche linéaire
exacte, c�est- a-dire si le pas tk�1 est un point stationnaire de t! f(xk�1 +
tdk�1). En e¤et, dans ce cas g

T
k dk�1 = 0 et on trouve lorsque gk 6= 0 :

dTk gk = (�gk + �kdk�1)
T gk

= �kgkk
2 + �kd

T
k�1gk = �kgkk

2 < 0
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Cependant, il est fortement déconseillé de faire de la recherche linéaire
exacte lorsque f n�est pas quadratique : le coût de détermination de k est
excessif.
L�e¢cacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur

deux points :
I La recherche linéaire détermination du pas optimal) doit être exacte,
I Les relations de conjugaison doivent être précises.
La recherche du pas optimal doit être réalisée à l�aide d�un algorithme

spéci�que, puisque f est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n�a
pas de sens dans le cas non quadratique.
L�étude des propriétés de convergence de quelques méthodes du gradient

conjugué non linéaire est l�objectif du troisième chapitre.
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CHAPITRE 3. LA CONVERGENCE DE QUELQUES
MÉTHODES DU GRADIENT CONJUGUÉ NON LINÉAIRE

AVEC LA RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE

Chapitre 3

la convergence de quelques
méthodes du gradient conjugué
non linéaire avec la recherche
linéaire inexacte

Notre problème consiste de minimiser une fonction f de n variables de
valeurs rèelles

(P ) minimiser f(x) x 2 Rn (3.1)

où f est règulière (continûment difèrentiable) et g est son gra-
dient. Notons par gk le gradient de f au point xk .
pelons que les difèrentes mèthodes du gradient conjugué génèrent
des suites fxkg de la forme suivante :

xk+1 = xk + tkdk tk > 0; (3.2)

où la direction recherchèe est dé�nie par la formule de rècurrence sui-
vante :

dk =

�
�g1 si k = 1;

�gk + �kdk�1........ si k � 2;
(3.3)

Le coè¢cient �k dètermine la mèthode du gradient conjugué en question
(Fletcher Reeves, Polak Ribière Polyak,...) (voir Chapitre 2). Le pas tk 2 R

+

étant déterminé par une recherche linèaire.
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Supposition 3.1.
(i) L�ensemble 
 := fx 2 Rn; f(x) � f(x1)g est borné ; où x1 2 R

n est le
point initial.
(ii) Sur un voisinage N de 
, la fonction objectif f est continûment

di¤érentiable et son gradient est lipschitzien i.e

9L > 0 tel que kg(x)� g(~x)k � L kx� ~xk ;8x; ~x 2 N (3.4)

Ces suppositions impliquent qu�il existe 
 > 0 tel que

kg(x)k � 
; 8x 2 $ (3.5)

Dé�nition 3.1 .([40, 1992])

On dit que dk est une direction de descente su¢sante si

gTk dk < �c kgkk
2 : (3.6)

Rappelons les conditions de Wolfe faibles :

f(xk + tdk) � f(xk) + �trf(xk)
T :dk: (3.7)

rf(xk + tdk)
T :dk � �rf(xk)

T :dk: (3.8)

avec 0 < � < � < 1 :
Les conditions de Wolfe fortes :

f(xk + tdk) � f(xk) + �trf(xk)
T :dk: (3.9)

��rf(xk + tdk)T :dk
�� � ��rf(xk)T :dk (3.10)

Les conditions de Wolfe relaxée :

f(xk + tdk) � f(xk) + �tr
Tf(xk)dk (3.11)

��rTf(xk)dk � rTf(xk + tkdk)dk � ���r
Tf(xk)dk; (3.12)
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où 0 < � < �� < 1 et �� > 0
Présentons maintenant un théorème fondamental qui assure lla condition

de Zoutendijk pour.toute méthode du type (3.2)-(3.3), dans laquelle le pas
tk est déterminé par la règle de Wolfe faible (3.7)-(3.8) Ce théorème était
démontré par Zoutendijk ([52, 1970]) et Powell ([53, 1971]).

Considèrons une mèthode du type (3.2) et (3.3) dans la quelle dk est une
direction de descente et le pas tk est déterminé par la règle de Wolfe faible
(3. 7)-(3.8) avec 0 < � < 1=2 : Considérons aussi que la supposition 3.1 soit
satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition de Zoutendijk suivante :

X

k�1

cos2 �k kgkk
2 � 1 (3.13)

3.1 méthode de Fletcher-Reev

La mèthode de Fletcher-Reeves ([11, 1964]) est une extension directe de
la méthode du gradient conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques.
Appliquèe à une fonction quadratique, elle est identique au gradient conjugué
linéaire.
Rappelons (chapitre2) que pour la méthode de Fletcher-Reeves la variante

�k est :

�FRk =
kgkk

2

kgk�1k
2

Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves (3.14)

Lorsque la fonction à minimiser est quadratique, le coe¢cient BK assure la
conjugaison entre dket dk�1 et la méthode est assurée de converger en au plus
n itérations, où n est la dimension du vecteur d�inconnues. Dans le cas non
quadratique, il existe de nombreuses variantes à la méthode de Fletcher et
Reeves, di¤érant par le choix du paramètreBK

3.1.1 Algorithme de la mèthode de Fletcher-Reeves

Cette mèthode est très intèressante, d�une part parce qu�elle nècessite le
stockage de très peu d�informations
sentiellement trois vecteurs de dimension n) ; d�autre part, par sa vitesse de
convergence très supèrieure à celle des algorithmes du gradient classique
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Algorithme 3.1 de la méthode de Fletcher-Reeves
Etape0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = rf(x0), poser d0 = �g0
Poser k = 0 et aller à l�étape 1:

Etape 1 :
Si gk = 0 : STOP ( x� = xk)."Test d�arrêt"
Si non aller à l�étape 2.

Etape 2 :
Dé�nir xk+1 = xk + tkdk avec : tk = argmin�>0 f(xk + tdk)

dk+1 = �gk+1 + �
FR
k+1dk.

où

�FRk+1 =
kgk+1k

2

kgkk
2
:

3.1.2 . La propriétè de descente de la mèthode de FR

Powell ([42, 1984]) a démontré la satisfaction de la propriété de descente
de la fonction objective pour la méthode de Fletcher-Reeves avec recherche
linéaire exacte.
Al-Baali ([50, 1985]) a démontré la satisfaisse de la propriété de descente

de la fonction objectif pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte.
J. C. Gilbert et Nocedal([40, 1992]) ont généralisé ce résultat pour toute

méthode du type (3. 2)-(3. 3) dont

j�kj � �
FR
k : (3.15)
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Théorème 3.1 On considère que la supposition (3.1) est satisfaite. Consi-
dérons une méthode du type (3.2) et (3.3) avec :�k satisfaisant à (3.14) et le
pas tk véri�ant la règle de Wolfe forte (3.10) où � 2

�
0; 1

2

�

Alors cette méthode génère des directions de descente. De plus on a :

�1

1� �
�
dTk gk

kgkk
2
�
2� � 1

1� �
; k = 1; ::: (3.16)

Proof. . ([40, 1992]) La démonstration se fait par récurrence. 1)Pour
k = 1 :

dT1 g1

kg1k
2
=
�kg1k

2

kg1k
2
= �1

D�autre part :

0 < � <
1

2
)

�
�1
1��

� �1
2��1
1��

� �1

2)Supposons que (3.16) est satisfaite pour k et démontrons qu�elle le sera
pour k + 1 : Supposons que :

�1

1� �
�
dTk gk

kgkk
2
�
2� � 1

1� �
; k = 1; ::: (*)

On a :

dTk+1gk+1

kgk+1k
2
=

�
�gk+1 + �k+1dk

�
gk+1

kgk+1k
2

= �1 + �k+1d
T
k gk+1:

D�autre part de (3.14) on aura :

�FRk =
kgkk

2

kgk�1k
2
=)

1

�FRk+1
=

kgkk
2

kgk+1k
2
:

d�où :
dTk+1gk+1

kgk+1k
2
= �1 +

�k+1
�FRk

dTk gk+1

kgkk
2
: (**)

En utilisant la condition de recherche linéaire (4.10) on aura :

��dTk gk+1
�� � ��dTk gk ) �

���k+1
�� dTk gk: � �k+1dTk+1gk+1 � ��

���k+1
�� dTk gk
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Remplaçant ceci dans (**) :

�1 + �

���k+1
��

�FRk+1

dTk gk

kgkk
2
�
dTk+1gk+1

kgk+1k
2
� �1� �

���k+1
��

�FRk+1

dTk gk

kgkk
2
:

De (*) on aura :

�1�

���k+1
���

�FRk+1 (1� �)
�
dTk+1gk+1

kgk+1k
2
� �1 +

���k+1
���

�FRk+1 (1� �)
:

et de (3:15)
��

1� �
�

���k+1
��

�FRk+1
� 1 :

On aura :
�1

1� �
�
dTk+1gk+1

kgk+1k
2
�
2� � 1

1� �
:

Ce qui achève la dèmonstration.

D�aprés (4.18) on déduit que pour tout k � 1 :dk est une direction de
descente avec C = 2��1

1��

En efet :

�1

1� �
�
dTk gk

kgkk
2
�
2� � 1

1� �
) dTk gk � �C kgkk

2 :ouC =
1� 2�

1� �

Remarque 3.1 .

La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire exacte génère
des directions de descente.
En efet, à chaque itèration k � 1 :, on a :

dTk+1gk+1 =
�
�gk+1 + �

FR
k+1dk

�T
gk+1

= �gTk+1gk+1 + �
FR
k+1d

T
k gk+1

= �kgk+1k
2

Puisque
tk = argminti0 f(xk + tkdk) = argmint>0 'k(t)
Donc tk véri�e la condition nécessaire d�optimalitè :
�'k(tk) = rf(xk + tkdk)

T :dk = g
T
k+1dk = 0 , 8k � 1:
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3.1.3 Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire (version Fletcher- Reeves) avec des recherches linéaires inexactes
(recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (3.9)-(3.10)

où � < 1

2
) était démontré par Al-Baali ([50, 1985]). Touati Ahmed et

Story ([51,1990]) ont généralisé ce résultat pour

0 � �k � �
FR
k :

Gilbert et Nocedal ([48, 1992]) ont généralisé ce résultat pour

j�kj � �
FR
k (3.17)

Théorème 3.2 Supposons que l�hypothèse 3.1 soit satisfaite. Considérons
une méthode du type (3.2) et (3.3) dont �k satisfait à (3.14) et le pas tk
satisfait aux conditions de Wolfe fortes (3.9)-(3.10) où � 2

�
0; 1

2

�
: Alors

cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

lim
k!1

inf kgkk = 0: (3.18)

Proof. . ([49, 1992])
Puisque les conditions du théorème 3.3.1 sont satisfaites alors on a :

�1

1� �
�
dTk gk

kgkk
2
) ��dTk�1gk�1 �

�

1� �
kgk�1k

2 :

D�autre part de (3:10)
��dTk gk+1

�� � ��dTk gk )
��dTk�1gk

�� � ��dTk�1gk�1;

d�où ��dTk�1gk
�� � ��dTk�1gk�1 �

�

1� �
kgk�1k

2 : (3.19)

De (3:2); (3:15) et (3:19) :

kdkk
2 =

��kgkk2 � 2�kdTk�1gk + �2k kdk�1k2
��

� kgkk
2 +

��2�kdTk�1gk
��+ �2k kdk�1k2

�
1 + �

1� �
kgkk

2 +
�
�FRk

�2
kdk�1k

2 :
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Posons
!̂=1+�

1��
on aura :

kdkk
2 � !̂ kgkk

2 +
�
�FRk

�2
kdk�1k

2

� !̂ kgkk
2 +

�
�FRk

�2 h
!̂ kgk�1k

2 +
�
�FRk�1

�2
kdk�2k

2
i

= !̂ kgkk
4

kX

j=2

kgjk
�2 + !̂ kgkk

4 kg1k
�2 = !̂ kgkk

4

kX

j=1

kgjk
�2 :

Supposons que gk est borné en dehors du zéro (limk!1 inf kgkk 6= 0), c�est-
à-dire :

kgkk � ! > 0;8k ) kgkk
�2 � !�2;

de (3.5) on a :

kdkk
2 � !̂ kgkk

4

kX

j=1

kgjk
�2 � !̂


4

!2

kX

j=1

1

) kdkk
2 � !̂


4

!2
k;

d�où X

k�1

1

kdkk
2
�
!2

!̂
4

X

k�1

1

k
>1: (3.20)

Ce qui veut dire que
P
k�1

1

kdkk
2 est divergente.

D�autre part, puisque les conditions du Théorème 3.3.1 sont satisfaites on
a : X

k�1

cos2 �k kgkk
2 <1;

et

c1
kgkk

kdkk
� cos �k � c2

kgkk

kdkk
;
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d�où

X

k�1

c21
kgkk

2

kdkk
2
kgkk

2 �
X

k�1

cos2 �k kgkk
2 <1

)
X

k�1

kgkk
4

kdkk
2
<1

)
X

k�1

!4

kdkk
2
<1

)
X

k�1

1

kdkk
2
<1:

Ce qui contredit (3:20), d�où le résultat :

lim
k!1

inf kgkk = 0:

3.2 Méthode de Polak-Ribière-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribière ([18, 1969]) et Polyak
([19, 1969]). Rappelons que pour la méthode de Polak-Ribière-Polyak la va-
riante �k est :

�PRPk =
gTk yk�1

kgk�1k
2

(3.21)
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3.2.1 Algorithme 3.2 de la méthode de Polak-Ribière-

Polyak

Etape0 : (initialisation)
Soit x0 le point de départ, g0 = rf(x0), poser d0 = �g0
Poser k = 0 et aller à l�étape 1:
Etape 1 :
Si gk = 0 : STOP ( x� = xk)."Test d�arrêt"
Si non aller à l�étape 2.
Etape 2
Dé�nir xk+1 = xk + tkdk avec :

tk = min
�>0

f(xk + tdk)

dk+1 = �gk+1 + �
PRP
k+1 dk

où

�PRPk+1 =
gTk+1 [gk+1 � gk]

kgkk
2

=
gTk+1yk

kgkk
2

Poser k = k + 1 et aller à l�étape 1.

3.2.2 Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement
convexe avec recherche linéaire, mais si f n�est pas convexe elle ne converge
pas.

Théorème 3.3 Si f est fortement convexe, continûment di¤érentiable avec
un gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribière avec recherche
linéaire exacte génère une suite fxkg convergeant vers l�unique point x

� réa-
lisant le minimum de f:

Proof. ([33]) Montrons dans un premier temps que

cos �k =
�dTk gk
kgkk kdkk

;

est uniformément positif.
Grâce à la recherche linéaire exacte, on a
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dTk�1yk�1 = dTk�1 (gk � gk�1)

= �dTk�1gk�1 = �
�
�gk�1 + �

PRP
k�1 dk�2

�T
gk�1

= kgk�1k
2 :

La forte convexité de f implique que

dTk�1yk�1 =
1

tk�1
(xk � xk�1)

T yk�1 �
�

tk�1
kxk � xk�1k

2 ;

où � > 0 est le module de forte convexité de f .
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

���PRPk

�� =
��gTk yk�1

��
kgk�1k

2
=

��gTk yk�1
��

dTk�1yk�1
�
tk�1L

�

kgkk kxk � xk�1k

kxk � xk�1k
2

=
L

�

kgkk

kdk�1k
:

On peut alors borner kdkk par :

kdkk � kgkk+
���PRPk

�� kdk�1k

� kgkk+
L

�

kgkk

kdk�1k
kdk�1k

�

�
1 +

L

�

�
kgkk :

Ensuite

dTk gk = �kgkk
2 � �

�
1 +

L

�

��1
kgkk kdkk ;

ou encore

cos �k =
�dTk gk
kgkk kdkk

�

�
1 +

L

�

��1
:

La condition de Zoutendijk est véri�ée. Donc ff(xk)g est bornée inférieu-
rement (car f est fortement convexe).
On en déduit que gk ! 0:
D�autre part, fxkg est bornée ( f est fortement convexe) et possède donc

des sous suites convergentes.
La limite de celles-ci ne peut être que l�unique minimum x� de f (car

gk �! 0).
Donc toute la suite fxkg converge vers x

�.
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3.3 Méthode de la descente conjugué

Cette méthode fût proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([37, 1987]),
Rappelons que pour la méthode de la descente conjuguée la variante �k

est :

�CDk =
kgkk

2

�dTk�1gk�1
(3.22)

3.3.1 Algorithme 3.2 de la méthode de descente conju-

gué

Etape0 : (initialisation)
Soit x0 le point de départ, g0 = rf(x0), poser d0 = �g0
Poser k = 0 et aller à l�étape 1:
Etape 1 :
Si gk = 0 : STOP ( x� = xk)."Test d�arrêt"
Si non aller à l�étape 2.
Etape 2 :
Dé�nir xk+1 = xk + tkdk avec :

tk = argmin
�>0

f(xk + tdk)

dk+1 = �gk+1 + �
CD
k+1dk

où

�CDk+1 =
kgk+1k

2

�dTk gk

Poser k = k + 1 et aller à l�étape 1.

3.3.2 La propriété de descente de la méthode de la

descente conjuguée

Fletcher ([37, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas tk est déterminé par la règle forte de
Wolfe(3.9) et (3.10) avec � � 1

2
.Dai et Yuan ([35, 1996]) ont démontré que

cette méthode avec la règle deWolfe relaxé ou 0 < � < � � 1et 0 � �� � 1
génére des directions de descente a chaque itération k � 1
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Théorème 3.4

Supposons que l�hypothèse 3.1 est satisfaite.
Pour toute méthode du type (3.2) et (3.3) dont �k satisfait à (3.19)
et le pas tk satisfait aux conditions de Wolfe relaxée (3.11) et (3.12) :

f(xk + tkdk) � f(xk) + �td
T
k gk

et �dTk gk � dTk gk+1 � ���d
T
k gk

où 0 < � < � < 1 et 0 � �� � 1
Alors notre méthode génére des directions de descente su¢sante àchaque

itération k � 1

Proof. ([35, 1996]) On a

�dTk gk = �
�
�gk + �

CD
k dk�1

�T
gk

= kgkk
2

�
1 +

dTk�1gk

dTk�1gk�1

�

)
�dTk gk

kgkk
2
= 1 +

dTk�1gk

dTk�1gk�1

D�autre part de (3.12)

�dTk gk � dTk gk+1 � ���d
T
k gk

) 1� �� � 1 +
dTk�1gk

dTk�1gk�1
� 1 + �

d�où

1� �� �
�dTk gk

kgkk
2
� 1 + �

Donc si kgkk 6= 0; on a :

dTk gk � �C kgkk
2 où C = 1� �� > 0

et donc dk est une direction de descente su¢sante
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3.3.3 Convergence de la méthode de la descente conju-

guée

Yuan ([36, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.18) de cette
méthode avec un pas satisfaisant aux conditions (3.11)-(3.12) si � < 1

2
et

�� = 0. Dai et Yuan ([35,1996]) ont démontré ce résultat pour � < 1 et �� = 0;

Théorème 3.5 Supposons que la l�hypothèse 3.1 est satisfaite. Toute mé-
thode du type (3.2) et (3.3) dons laquelle �k véri�e (3.19) et le pas tk est
déterminé par la règle de Wolfe relaxée (3.11)-(3.12) où 0 < � < � < 1 et
�� = 0; est de descente convergente, dans le sens où

lim
k!1

inf kgkk = 0

Proof. ([35,1996])Du théorème 3.4 on a :

1� �� �
�dTk gk

kgkk
2
� 1 + �

) 1 �
�dTk gk

kgkk
2
� 1 + �

) (1 + �)�1 �
kgkk

2

�dTk gk
� 1

) (1 + �)�1 �
kgk+1k

2 kgkk
2

�dTk gk kgk+1k
2
� 1

) (1 + �)�1 �
�CDk+1
�FRk+1

� 1

) �CDk+1 � �
FR
k+1

Donc �CDk+1 véri�e l�inégalité (3.15).D�après le théorème 3.2 on a :

lim
k!1

inf kgkk = 0
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3.4 Mèthode de Dai-Yuan

Cette mèthode était découverte par Dai et Yuan ([33, 1999]),
Rappelons (chapitre2) que pour la méthode de la descente conjuguée

la variante �k est :

�DYk =
kgkk

2

dTk�1yk�1
(3.23)

Remarquons que cette variante on a les mèmes numèrateur et dénominateur
des variantes de Fletcher-Reeves et Hestenes-Stielfel respectivement . Cette
méthode possède plusieurs propriétès, par exemple elle possède la propriétè
de descente à chaque.itération, la convergence au sens (3.17) si le pas est
déterminé par la règle de Wolfe faible

3.4.1 Algorithme 3.3 de la Méthode de Dai-Yuan avec

la règle de Wolfe faible

Etape0 : (initialisation)
Soit x0 le point de départ, g0 = rf(x0), poser d0 = �g0
Poser k = 0 et aller à l�étape 1:

Etape 1 :
Si gk = 0 : STOP ( x� = xk)."Test d�arrêt"
Si non aller à l�étape 2.

Etape 2 :
Dé�nir xk+1 = xk + tkdk avec :

tk véri�e les conditions (3:10)

dk+1 = �gk+1 + �
DY
k+1dk

oú

�DYk+1 =
kgk+1k

2

dTk [gk+1 � gk]
=
kgk+1k

2

dTk yk

Poser k = k + 1 et aller à l�étape 1.
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3.4.2 La propriètè de descente de la méthode de Dai-

Yuan

Dai et Yuan ([34, 1998]) ont démontré que à chaque itérationk � 1 ;

la direction recherchée par cette méthode avec la recherche de Wolfe faible
(3.7)-(3.8),
est de descente si la fonction objectif f est strictement convexe.
Ils ([33, 1999]) s�ont généralisé ce résultat pour toute fonction régulière

Théorème 3.6 Supposons que L�hypothèse 3.1 soit satisfaite. Pour toute
méthode du type (3.2) et (3.3) dont �k satisfait à (3.20) et le pas tk satisfait
aux conditions de Wolfe faible :

f(xk + tdk) � f(xk) + �trf(xk)
T :dk

et dTk gk+1 � �dTk gk

où 0 < � < � < 1
toutes les directions générées sont de descente, autrement dit :dTk gk < 0

; 8k � 1

Proof. ([33, 1999])La démonstration se fait par récurrence.1) Pour
k = 1 :

dT1 g1 = �kg1k
2 < 0

2)Supposons que (3.21) estsatisfaite pour k>1 et démontrons qu�elle le sera
pour k + 1 :Supposons que :

dTk gk < 0; k > 1

En utilisant (3.7), on aura :

dTk yk = d
T
k (gk+1 � gk) > d

T
k (gk+1 � gk) = (� � 1) d

T
k gk = � (1� �) d

T
k gk > 0
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D�autre part :

dTk+1gk+1 =
�
�gk+1 + �

DY
k+1dk

�T
gk+1

= �kgk+1k
2 + �DYk+1d

T
k gk+1

= �kgk+1k
2 +

kgk+1k
2

dTk yk
dTk gk+1

= �kgk+1k
2 +

kgk+1k
2

dTk yk
dTk (yk + gk)

= �kgk+1k
2 + kgk+1k

2 +
kgk+1k

2

dTk yk
dTk gk

=
kgk+1k

2

dTk yk
dTk gk

or puisque :dTk gk < 0; d
T
k yk > 0; il en résulte :

dTk+1gk+1 < 0

Ce qui achève la démonstration.

3.4.3 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai-Yuan ([33, 1999]) ont démontré la convergence de la méthde de Dai-
Yuan au sens (3.17) si le pas tk est déterminé par la règle de wolfe faible.
et la fonction objective satisfait les conditions qui situent dans la propo-

sition suivantes.

Théorème 3.7 Supposons que la proposition 3.1 est satisfaite. La suite
fxkg générée par l�algorithme 3.1 converge dans le sens

lim
k!1

inf kgkk = 0

Proof. ([33, 1999])En utilisant le théorème 3.1, on aura :
X

k�1

cos2 � kgkk
2 <1 (*)
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d�autre part on a :

kdk+1 + gk+1k
2 =



�DYk+1dk


2

) kdk+1k
2 =

�
�DYk+1

�2
kdkk

2 � 2dTk+1gk+1 � kgk+1k
2(**)

De (3.20) :

dTk+1gk+1 =
�
�gk+1 + �

DY
k+1dk

�T
gk+1

=
kgk+1k

2

dTk yk
dTk gk = �

DY
k+1d

T
k gk

) �DYk+1 =
dTk+1gk+1

dTk gk

remplaçant ceci dans (**), on aura :

kdk+1k
2

�
dTk+1gk+1

�2 =

�
�DYk+1

�2
kdkk

2

�
dTk+1gk+1

�2 �
2dTk+1gk+1�
dTk+1gk+1

�2 �
kgk+1k

2

�
dTk+1gk+1

�2

=
kdkk

2

(dTk gk)
�

"
1

kgk+1k
2
+ 2

1

dTk+1gk+1
�

kgk+1k
2

�
dTk+1gk+1

�2

#
+

1

kgk+1k
2

=
kdkk

2

(dTk gk)
�

�
1

kgk+1k
+

kgk+1k

dTk+1gk+1

�2
+

1

kgk+1k
2

�
kdkk

2

(dTk gk)
+

1

kgk+1k
2

d�où

kdkk
2

(dTk gk)
2
�

1

kgkk
2
+

kdk�1k
2

�
dTk�1gk�1

�

�
1

kgkk
2
+

1

kgk�1k
2
+

kdk�2k
2

�
dTk�2gk�2

�
:

�
kX

i=1

1

kgik
2

Supposons maintenant que (4.18) n�est pas satisfaite, autrement dit :

9! > 0 tel que kgkk > !;8k
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On aura :

kdkk
2

(dTk gk)
2
�

1

kgik
2
�
1

!2

kX

i=1

1 =
1

!2
k

)
X

k�1

�
dTk gk

�2

kdkk
2
� !2

X

k�1

1

k

d�où
X

k�1

�
dTk gk

�2

kdkk
2
=1

ce qui contredit (*) Ce qui achève la démonstration.

Example 3.8 Minimiser f(x) =
1

2
xT
�
2 0
0 8

�
x+

�
�4
�8

�
x

par la méthode de Fletcher-Reeves à partir de

x0 =
�
0 0

�T
:

Véri�er que :
�les directions de déplacement sont mutuellement conjuguées
�les gradients sont orthogonaux
�dTk gk = �g

T
k gk � 0 (Condition de descente)

_______________________________________
f(x) est quadratique
=)F.R.� algo des gradients conjuguées

5f(x) =

�
2 0
0 8

�
x+

�
�4
�8

�

Première itération :

x0 =

�
0
0

�
d0 = �5 f(x

0) =

�
4
8

�
= �g0

�k ? �k =
gTk gk
gTkAgk

=) �0 =

�
4 8

��4
8

�

�
4 8

��2 0
0 8

��
4
8

� = 80

544
=
5

34

x1 = x0 + �0d0 =
5

34

�
4
8

�
=

�
20

34
40

34

�

g1 = 5f(x
1) =

�
�48
17
24

17

�
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=) B0 =
gT1 g1
gT0 g0

=
36

289

d1 = �g1 +B0d0 =
120

289

�
8
�1

�

Deuxième itération :

�1 =

�24

17

120

289

�
�2 1

�� 8
�1

�

120

289

120

289

�
8 �1

��2 0
0 8

��
8
�1

� = ::: = 17

40

x2 = x1 + �1d1 =

�
20

34
40

34

�
+
17

40

120

289

�
8
�1

�
=

�
2
1

�

g2 =

�
0
0

�

=) B1 = 0 =) �2 = 0; x
2 = x3 = ::::

=)optimum atteint (pt stationnaire !)
La méthode converge bien en n (=2) étapes , au plus pour une fct qua-

dratique.

Le min est en x� =
�
2 1

�T
; f(x�) = �8

C�est un min global (cf. répet précédente)
Véri�cations :
� Directions mutuellement conjuguées ?

dT1Ad0 =
120

289

�
8 �1

��2 0
0 8

��
4
8

�
= 0

=) d0; d1conjuguées par rapport à A
� Gradients orthogonaux ?

5f(x0) = g0 =

�
�4
�8

�

5f(x1) = g1 = �
24

17

�
2
�1

�

=) gT0 g1 = 0 ok
�Condition de descente ?
k = 0 dT0 g0 = �g

T
0 g0 � 0 véri�e car d0 = �g0

k=1 dT1 g1 =
120

289

�
8 �1

�� 2
�1

�
24

17
=
�120:24

289

�gT1 g1 = �

�
24

17

�2 �
�2 1

�� 2
�1

�
=
�120:24

289
=)d0 et d1 sont bien des directions de descente
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Chapitre 4

la méthode du gradient
conjugué de Wei-Yao-Liu sous
la recherche linéaire non
monotone de Wolfe-Powell forte

4.1 1Introduction

On considère le problème d�optimisation sans contraintes suivants :

min
n
f(x) : x 2 ~Rn

o
(4.1)

où f : ~Rn ! R est une fonction non linéaire, lisse dont le gradient est
g:La formule itérative de la méthode du gradient conjugué est donnée par :

xk+1 = xk + tkdk; (4.2)

où tk est une longueur de pas obtenu par une recherche linéaire unidi-
mensionnelle et dk est le direction de la recherche dé�nie par

dk =

�
�g1 si k = 1;

�gk + �kdk�1........si k � 2;

�
(4.3)

où gk = rf(xk) et �k est un scalaire, Il y�a au moins six variantes pour
�k, elles sont données ci-dessous par :

�HSk =
gTk (gk � gk�1)

dTk�1(gk � gk�1)
; Hestenes-Stiefel [14] ; 1952 (4.4)
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�FRk =
gTk gk

gTk�1gk�1
; Fletcher Reeves [11] ; 1964 . (4.5)

�PRPk =
gTk (gk � gk�1)

kgk�1k
2

Polak-Ribière-Polyak [18; 19] ; 1969 (4.6)

�CDk = �
gTk gk

dTk�1gk�1
; descente conjugué. [10] ; 1987 (4.7)

�LSk = �
gTk (gk � gk�1)

dTk�1gk�1
; Liu-Storey [15] ; 1991. (4.8)

�DYk =
gTk gk

(gk � gk�1)
T dk�1

; Dai-Yuan [7] ; 1999 (4.9)

De considérables e¤orts ont été fournis pour l�étude de la convergence globale
de ces méthodes.

Zoutendijk [22] a prouvé que la méthode FR avec la recherche linéaire
exacte est globalement convergente. Al-Baali [1] a étendu ce résultat à la
recherche linéaire de Wolfe-Powell forte. Powell [20] a montré que la suite
des normes du gradient kgkk pourrait tendre vers zéro seulement lorsque la
relation suivante est satisfaite :

X 1

kdkk
< +1: (4.10)

Donc on peut prouver que la méthode FR est globalement convergente
pour les fonctions générales, en utilisant (4.10). Toutefois la convergence
globale n�a pas été établie pour la méthode PRP avec les conditions de
la recherche linéaire de Wolf- Powell forte. En réalité Powell a prouvé que
même si le pas a été choisi pour minimiser la fonction d�une variable 'k(t) =
f (xk + tdk) ; t 2 R la méthode PRP ne converge vers aucune solution
la condition su¢sante de descente

gTk dk � �C kgkk
2 (4.11)

Pour une certaine constante c 2 (0; 1), Gilbert et Nocedal [12] ont donné
une autre façon de prouver la convergence globale de la méthode PRP avec
la recherche linéaire de Wolfe-Powell faible. Dans [12], le paramètre Bk dans
(4,6) ne doit pas être négatif, à savoir :

�k = max
�
�PRPk ; 0

	
(4.12)
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En utilisant une recherche linéaire complexe, Gilbert et Nocedal [12] a pû éta-
blir le résultat de convergence globale des méthodes PRP et HS , en imposant
au scalaire �k d�être positif ou nul. Pour les algorithmes liés aux méthodes
de PRP, Gilbert et Nocedal [12] ont étudié l�ensemble des choix de �k qui
assurent la convergence globale.Grippo et Lucidi [13] ont proposé des nou-
velles conditions de recherche linéaire qui ont été conçus pour répondre aux
exigences de la théorie de la convergence pour s�assurer que la méthode PRP
est globalement convergente pour des problèmes non convexes, mais l�étude
de convergence globale ne pourrait pas donner un meilleur algorithme du gra-
dient conjugué ni de meilleures résultats numériques.
ont conclu que pour la méthode PRP, la bornitude de l�ensemble et la restric-
tion (4,12) sont indispensables.
la recherche linéaire inexacte d�Armijo , Dai [3], Dai et Yuan [8] ont discuté la
convergence globale des méthodes FR et PRP d�une manière systématique.Ils
ont conclu que la méthode PRP est globalement convergente si la fonction ob-
jective f est strictement convexe et la condition su¢sante de descente (4.11)
est véri�ee. Deux nouvelles formules (4,8) et (4.9) ont été données dans [15,7].
La nouvelle formule non linéaire du gradient conjugué (4,9) a été prouvée ainsi
que la convergence globale [7-9]. Récemment, Wei et al. [23] ont proposé la
nouvelle formule suivante :

Bwylk =
gTk

�
gk �

kgkk
kgk�1k

gk�1

�

gTk�1gk�1
(4.13)

cette formule n�a pas seulement de bons résultats numériques , mais elle est
globalement convergentes avec la recherche linéaire exacte et les conditions de
recherche linéaire de Grippo-Lucidi. Donc, il est évident qu�il faut s�assurer
qu�elle véri�e la condition su¢sante de descente. Dans ce travail , nous allons
montrer que la formule (WYL) avec la recherche linéaire deWolfe-Powell forte
(SWP) assure la condition su¢sante de descente. Les tk véri�ent les relations
de wolfe fortes suivantes :

f(xk + tkdk)� f(xk) � �tkg
T
k :dk: (4.14)

��g(xk + tkdk)T :dk
�� � �

��gTk dk
�� (4.15)

Où � 2
�
0; 1

2

�
et � 2 (�; 1)

73



CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DU GRADIENT CONJUGUÉ
DE WEI-YAO-LIU SOUS LA RECHERCHE LINÉAIRE NON

MONOTONE DE WOLFE-POWELL FORTE

4.2 2 Condition su¢sante de descente

Le théorème suivant montre que la formule (WYL) avec la recherche
linéaire de (SWP) assure la condition su¢sante de descente

Théorème 4.1 .

Supposons que les suites fgkg et fdkg sont générées par la méthode de la
forme (4,2),(4,3) et (4,13)
que le pas tk est déterminé par la recherche linéaire de Wolf- Powell forte
(4,14) et (4,15), si � < 1

4
donc la suite fdkg assure la condition su¢sante de

descente (4.11).
Proof. Nous avons d�abord prouver la propriété de descente de fdkg :

D�aprés (4.3) nous avons gTk dk = �kgkk
2 +Bwylk gTk dk�1 en combinant

cette équation avec
�
Bwylk

�
on obtient

gTk dk

kgkk
2
= �1 +Bwylk

gTk dk�1

kgkk
2

= �1 +

0
@
gTk

�
gk �

kgkk
kgk�1k

gk�1

�

gTk�1gk�1

1
A gTk dk�1

kgkk
2

= �1 +
1

kgkk
2

�
gTk gk �

kgkk g
T
k gk�1

kgk�1k

�
gTk dk�1
gTk�1gk�1

gTk dk

kgkk
2
= �1 +

gTk dk�1
gTk�1gk�1

�
1�

gTk gk�1
kgkk kgk�1k

�
(4.16)

de (4.15) et (4.16) on :

�1+
�gTk�1dk�1

kgk�1k
2

�
1�

gTk gk�1
kgkk kgk�1k

�
�
gTk dk

kgkk
2
� �1+

��gTk�1dk�1

kgk�1k
2

�
1�

gTk gk�1
kgkk kgk�1k

�

(4.17)
puisque gT1 d1 = �kg1k

2 < 0 si g1 6= 0, Supposons maintenant que di, i =
1; 2; 3; ::; k�1:sont toutes des directions de descente qui véri�ent gTk dk < 0:De
l�inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

0 � 1�
gTk gk�1

kgkk kgk�1k
� 2; (4.18)

de (4,17) et (4.18) on a

�1 + 2�
gTk�1dk�1

kgk�1k
2
�
gTk dk

kgkk
2
� �1� 2�

gTk�1dk�1

kgk�1k
2

(4.19)
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En répétant ce processus et le fait que gT1 d1 = �kg1k
2 ;nous avons

�
k�1X

j=0

(2�)j �
gTk dk

kgkk
2
� �2 +

k�1X

j=0

(2�)j (4.20)

puisque

k�1X

j=0

(2�)j <
1X

j=0

(2�)j = 1

1�2�
; alors de (4,20) on peut écrire que :

�
1

1� 2�
�
gTk dk

kgkk
2
� �2 +

1

1� 2�
; (4.21)

En prenant ��
�
0; 1

4

�
;nous avons gTk dk < 0;Donc 8k 2 N gTk dk < 0:

Maintenant, prouvons la propriété su¢sante de descente de dk. si ��
�
0; 1

4

�

on pose c = 2� 1

1�2�
; 0 < c < 1;et d�aprés(4,21) on obtient :

c� 2 �
gTk dk

kgkk
2
� �c; (4.22)

) gTk dk � �C kgkk
2 ou C = �2 + 1

1�2�

ce qui signi�e que (4,11) est véri�ée.
.
.
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4.3 3 Méthode du gradient conjugué (WYL)

et ses applications

On remarque que les six formules (3.2),(33),(3.4),(3.5),(3.6),(3.7) par-
tagent les numérateurs kgkk

2 et gTk yk entre-elles les méthodes FR, DY et
CD ont toutes un numérateur commun kgkk

2 les méthodes PRP, HS et LS
ont le même dénominateur gTk yk:
Une di¤érence théorique entre ces méthodes et les autres c�est le choix

de mise à jour des paramètres. Les théorèmes de convergence globale exigent
seulement l�hypothèse de Lipschitz et non l�hypothèse de bornitude. Le pre-
mier résultat de convergence globale pour la méthode FR a été donnée par
Zoutendijk [28]. Powell [26] a souligné que la méthode FR avec la recherche
linéaire exacte a l�inconvénient de produire un e¤et de zigzaguing.
Les méthodes de DY et e CD se rapproche de la méthode de FR. Les

méthodes PRP, HS et LS qui partagent le numérateur commun gTk yk;ont
l�inconvénient de produire un phénomène de zigzaguing et donc converge trés
lentement : Lorsque le xk+1�xk est petit, le facteur yk dans le numérateur de
Bk tend vers zéro. Par conséquent, Bk devient petit et la prochaine recherche
de direction dk+1est essentiellement la direction de la plus grande pente �
gk . Les méthodes PRP, HS et LS doivent automatiquempasent ajuster Bk
pour éviter le phénomène de zigzaguing. Ainsi la performance numérique de
ces méthodes est meilleure que la performance des méthodes aveckgkk

2au
numérateur dans Bk: Mais ces méthodes ont possèdent de faibles propriétés
de convergence.a partir de des discussions ci-dessus on s�est intéressé à trouver
des méthodes qui ont non seulement des propriétés de convergence globale,
mais aussi de bonnes expériences numériques.
Récemment, Wei et al. [29] ont proposé une nouvelle formule.

Bwylk =
gTk

�
gk �

kgkk
kgk�1k

gk�1

�

gTk�1gk�1
(4.23)

La formule WYL a non seulement de bons résultats numérique mais aussi
assure la condition su¢sante de descente et les propriétés de convergence glo-
bale sous la recherche linéaire Wolfe-Powell forte[29,30]. La recherche linéaire
de Wolfe-Powell Forte (SWP ) permet de trouver tk satisfaisant

f(xk + tkdk)� f(xk) � �tkg
T
k :dk: (4.24)
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��g(xk + tkdk)T :dk
�� � �

��gTk dk
�� (4.25)

Où � 2
�
0; 1

2

�
et � 2 (�; 1) ,

de la formule WY L, on peut voir que la méthode WY L pouvait égale-
ment éviter le phénomène de zingzagging : lorsque le pas xk+1�xk est petit,
kgkk

kgk�1k
tend vers 1 et le facteur yk dans le numérateur de Bktend vers zéro.

Par conséquent, Bk devient petit et le sens de la recherche suivant dk+1
est essentiellement la plus forte pente direction.�gk et dans [30], l�auteur a
prouvé qu�en restreignant le paramètre � < 1

4
sous la condition de recherche

linéaire SWP , la Méthode WY L assure la condition su¢sante de descente
ainsi que de bons les résultats de convergence globale.

4.3.1 Les formules modi�ées

En fait, la formule de WY L est similaire à la formule PRP:On récrit les
formules
PRP; HS; LS et WY L comme suit :

�HSk =
gTk yk

(gk � gk�1)Tdk�1
; (4.26)

�LSk = �
gTk yk

dTk�1gk�1
; (4.27)

Bwylk =
gTk �yk

gTk�1gk�1
(4.28)

où yk = gk � gk�1 et �yk = gk �
kgkk

kgk�1k
gk�1

Alors, une question simple se pose, c�est que si les numérateurs gTk ykdes
formules HS et LS ont été remplacé par gTk �yk;alors il est bon de savoir si
la formule déduite possède certaines propriétés de convergence qui sont si-
milaires à la méthode de WY L ou non ? Cette question a été discutée dans
[31,32]. Pour l�intégralité, nous allons montrer quelques propriétés de conver-
gence et les résultats numériques des méthodes déduites puis nous allons
comparer les méthodes modi�ées avec leurs méthodes d�origines respective-
ment. d�aprés la discussion ci-dessus pour les formules de HS et de LS nous
pouvons en déduire la formule modi�ée de Bk; on obtient en conséquence :
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�MHS
k =

gTk �yk
(gk � gk�1)Tdk�1

(4.29)

�MLS
k = �

gTk �yk
dTk�1gk�1

; (4.30)

la m�ethode origine la m�ethode modifi�ee

�PRPk =
gTk yk�1

kgk�1k
2

Bwylk =
gTk

�
gk �

kgkk
kgk�1k

gk�1

�

gTk�1gk�1

�HSk =
gTk yk�1
dTk�1yk�1

�MHS
k =

gTk �yk
(gk � gk�1)Tdk�1

�LSk = �
gTk yk

dTk�1gk�1
�MLS
k = �

gTk �yk
dTk�1gk�1

.
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.

4.4 2,2. propriétés de convergence

Dans ce paragraphe , nous allons réintroduire les propriétés de conver-
gence de la formule (4.23), (4.29) et (4.30). Ces propriétés sont données dans
[29-32]. Nous introduisons d�abord certaines hypothèses et des lemmes qui
nous sont utiles. Pour l�étude des méthodes du gradient conjugué la condition
su¢sante de descente est la suivante :

gTk dk � �C kgkk
2 ; C > 0 (4.31)

Malheureusement cette condition ne peut être satisfaite pour de nom-
breuses méthodes de gradient conjugué.
Les hypothèses dont on a besoin et que l�on note A et B sont suivantes :
Hypothéses A : L�ensemble
 := fx 2 Rn; f(x) � f(x1)g :est borné.

où x1 2 R
nest

le point initial.
Hypothéses B : Dans certains voisinages N de 
 , f(x) est continû-

ment di¤érentiable et son gradient est lipschitz continu, c�est-à-dire, pour
tout x; y 2 N; il existe une constante L � 0 telle que

kg(x)� g(y)k � L kx� yk (4.32)

Gilbert et Nocedal [12] ont introduit les propriétés suivantes (�), propres à
la méthode PRP sous la condition su¢sante de descente. Ces propriétés (�)
jouent un rôle important dans l� étude des méthodes CG en général. Nous
allons alors montrer que les trois nouvelles formules (4.23), (4.29) et (4.30)
possédent elles aussi à cette propriété.
propriété (*)

Considérons une méthode de forme (4:2) et (4:3). Supposons que

0 < 
 � kgkk � 
 (4.33)

où 
 et 
 sont deux constantes positives. Nous disons que la
méthode a la propriété (*),

si pour tout k, il existe des constantes b > 1; k > 0 ; telles que jBkj � b
et kskk � � ce qui implique que kBkk �

1

2b
où sk = tkdk

Lemme 4.1 Supposons que les hypothèses A et B ont véri�ées. considérons
la méthode de la forme (1:2) et (1:3), où dk satisfait g

T
k dk < 0 , pour tout k,

et tk est obtenu par SWP (4:24) et (4:25) alors,
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X

k�1

�
gTk dk

�2

kdkk
2
< +1 (4.34)

Proof. nous avons gTk dk < 0 pour tout k � 1 Nous avons aussi de (4.25)
et (4.32) que

�(1� �)gTk dk � (gk+1 � gk)
Tdk � Ltk kdkk

2 (4.35)

d�où

tk � �
(1� �)

L

gTk dk

kdkk
2

(4.36)

avec (4.24) on obtient :

f(xk) � f(xk + tkdk) � ��tkg
T
k dk � ��

(1� �)

L

(gTk dk)
2

kdkk
2

(4.37)

En outre, de l�hypothèse A nous avons queff(xk) g est une suite décroissante
et a une limite dans 
, ce qui montre que limk!1 f(xk+1) � +1 ; et
d�aprés (4:37 ) on a :

+1 � f(x1)� lim
k!1

f(xk+1) =
X

jf(xk) � f(xk+1)j � �
(1� �)

L

X (gTk dk)
2

kdkk
2

(4.38)
Ce qui achève la démonstration.
Gilbert et Nocedal [12] ont introduit le théorème important suivant :

Théorème 4.2 Considérons une méthode du CG de la forme (4:2) et(4:3)
qui véri�e les conditions suivantes :

(1) Bk > 0
(2) la recherche de directions véri�e la condition su¢sante de descente

(4:31):
(3) La condition de Zoutendijk (4:34) est véri�ée.
(4) la propriété (*) est véri�ée.
Si l� hypothèses A et B sont véri�ées alors la méthode converge globale-

ment.
Les lemmes et les théorèmes suivants que nous allons établir montrent

que la méthode du CG avec le paramètre (4:23), (4:29) ou
(4:30) satisfait les quatre conditions du théorème 2.1 sous la recherche

linéaire deWolfe-Powell forte (4.24) et (4.25). Dans [29] les auteurs montrent
que Bwylk � 0 pour tout k et Bwylk véri�e aussi la propriété(*).
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de 4,23 on a Bwylk =

gTk

�
gk �

kgkk

kgk�1k
gk�1

�

gTk�1gk�1

Bwylk =

gTk gk �
kgkk

kgk�1k
gTk gk�1

gTk�1gk�1

=

gTk gk: kgk�1k � kgkk g
T
k gk�1

kgk�1k

gTk�1gk�1

=
kgkk

2 kgk�1k � kgkk g
T
k gk�1

kgk�1k
:

1

kgk�1k
2

=
kgkk

2 kgk�1k � kgkk kgkk kgk�1k cos�k
kgk�1k

:
1

kgk�1k
2

=
kgkk

2 kgk�1k (1� cos�k)

kgk�1k
:

1

kgk�1k
2
� 0

où �k est l�angle entre gk et gk�1 et (1� cos�k) � 0
) Bwylk � 0

Dans [30], les auteurs montrent le théorème suivant :

Théorème 4.3 Supposons que les suites fgkg etfdkg sont générées par la
méthode de la forme (4:2); (4:3) et (4:23) et le pas tk est déterminée par la
recherche linéaire SWP (4:24) et (4:; 25); si � < 1

4
;alors Les suites fdkg

véri�ent la condition su¢sante de descente (4:31):

D�après les résultats de [31,32], nous pouvons déduire les lemmes suivants.

Lemme 4.2 [31,32] Supposons que les suites fgkg etfdkg sont générées par
la méthode de la forme (4:2), (4:3) et (4:29) et le pas tk est déterminé par
la recherche linéaire de SWP (4:24) et (4:25); si � < 1

3
alors la méthode

satisfait toutes les conditions (1)� (4) du théorème 2:1:

Lemme 4.3 [31,32] Supposons que les suites fgkg etfdkg sont générées par
la méthode de la forme (4:2); (4:3) et (2:30) et le pas tk est déterminé par la
recherche linéaire de SWP (4:24) et (4:25) si � < 1

2
alors la méthode satisfait

à toutes les conditions (1)� (4) du théorème 2:1:

En résumé, on peut donc dire que :
N Pour la méthode du CG avec la formuleBwylk sous la recherche linéaire

de Wolfe-Powell forte si le paramètre � < 1

4
alors la méthode est globalement

convergente.
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N Pour la méthode du CG avec la formule BMHS
k sous la recherche li-

néaire de Wolfe-Powell forte et si le paramètre � < 1

3
;alors la méthode est

globalement convergente.
N Pour la méthode du CG avec la formule BMLS

k sous la recherche li-
néaire de Wolfe-Powell forte et si le paramètre � < 1

2
;alors la méthode est

globalement convergente..

.

4.5 2.3. Les résultats numériques

Nous testons les six méthodes du gradient conjugué suivantes.
PRPSWP ,WY LSWP;HSSWP;MHSSWP ,LSSWP;MLSSWP:
où � = 0; 01 et � = 0; 1,
la condition d�arrêt est kgkk < 10

probleme1
considérer le probléme suivant

�
minimiser f(x; y) f(x; y) = 3x2 + 4y2 � 3x� 4y

(x; y) 2 R2

où la solution exacte est (0:5; 0:5)
Les resultats numérique dans les tableaux 3,4 et les �gures 1,2 et 3
tablaeu 3

point initiale NIPRP NIWYL NIHS NIMHS NILS NIMLS
(0;�11) 18 12 9 12 13
(�7; 0) 19 14 12 14 13 14
(1; 1) 10 6 12 14 7
(1; 100) 20 15 26 15 15
(100; 100) 9 11 9 9
(1000; 1000) 11 10 13 10 10
(1; 1000) 25 17 15 16 17
(�1;�1) 6 8 6 9 9

tablaeu 4
la m�ethode PRP NIWYL HS MHS LS MLS
la moyenne arithm�etiquede NI 16 11 13 12.37 11.75
Remarque :
il est claire que la méthode de WYL est un peu mieux que les méthodes

de MHS et MLS
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probleme 2
considérer le probléme suivant :
vardim fonction : n = 2
f(x; y) = (x� 1)2+(y� 1)2+(x� 3)2+(2y� 3)2+(x� 1)4+(2y� 3)4 ;
où la solution exacte est (2:3177; 1:4054)
où � = 0; 01 et � = 0; 1,
la condition d�arrêt est kgkk < 10

�5

Les résultats numérique dans le tableau 5,6 et les �gures 4, 5,6 et 7
tableau 5
point initial NIPRP NIWYL
(�2;�1) 37 28
(1; 1) 39 28
(1; 2) 37 17
(�1;�7) 41 19
(�21;�17) 45 23
(�21;�1) 42 28
(�21; 0) 49 27
(0; 10) 43 20
tablaeu 6
la m�ethode PRP WY L
la moyenne arithm�etique de NI 42; 625 23; 74

Figure 4
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4.6 Conclusion

1- Dans ce travail, nous avons proposé un nouvel algorithme du gradient
conjugué pour résoudre des problèmes d�optimisation sans contrainte, Les
nouvelles méthodes sont modi�eés LSSWP ,HSSWP et PRPSWP de
telle sorte que la direction générée par l�algorithme résultant répond à la
conditions su¢sante de descente . Les résultats de convergence globale de la
méthode modi�ée avec la recherche linéaire Wolfe-Powell forte est établie.
Les résultats préliminaires numériques montrent que la performance de la
méthode WY LSWP ET MHSSWP est un peu plus e¢cace que les mé-
thodes deMLSSWP; MLSSWP . PRPSWP ,HSSWP; et LSSWP pour
les problèmes tests donnés
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