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Résumé

Dans ce mémoire nous présentons une nouvelle méthode du gradient a
mémoire utilisée pour I'optimisation sans contrainte, en particulier pour les
problémes de grande taille.

La premiére idée de cette méthode fit proposée par Miele et Cantrell
(1969) ainsi que Cragg et Levy (1969). On commence par montrer que cette
nouvelle méthode génére une direction de descente et qu’elle converge globa-
lement si les conditions de Wolfe faibles sont satisfaites. Nos résultats numé-
riques démontrent que la méthode est efficace dans certains problémes test
standards si on y inclut un bon choix de parameétres.

Mots clés  optimisation sans contrainte, méthode du gradient
4 mémoire, direction de recherche de descente,conditions de Wolfe
, convergence globale
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Abstract

In this paper, we propose a memory gradient method is used for uncons-
trained optimization, especiallylarge scale problems. The first idea of memory
gradient method was proposed byMiele and Cantrell (1969) and Cragg and
Levy (1969). In this paper, we presenta new memory gradient method which
generates a descent search direction for theobjective functionat every itera-
tion. We show that our method converges globallyto the solution if the Wolfe
conditions are satisfied within the framework of the linesearch strategy. Our
numerical results show that the proposed method is efficientfor given stan-
dard test problems, if we choose a good parameter included in the method.

Key words.

unconstrained optimization, memory gradient method, descent
search direction, Wolfe conditions, global convergence.
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Introduction

Dans la vie courante nous sommes fréquemment confrontés & des pro-
blemes "d’optimisation" plus ou moins complexes. Cela peut commencer au
moment ou l'on tente de ranger son bureau, de placer son mobilier, et aller
jusqu’a un processus industriel, par exemple pour la planification des diffé-
rentes taches. Ces problémes peuvent étre exprimés sous la forme générale
d’un "probléme d’optimisation".

L’optimisation peut étre définie comme la science qui détermine la meilleure}
solution a certains problémes mathématiquement définie, qui sont souvent des
modeles de physique réal. C’est une technique qui permet de "quantifier" les
compromis entre des critéres parfois non commensurables ([31.2004]).

L’optimisation recouvre 1’étude des critéres d’optimalité pour les diffé-
rents problémes, la détermination des méthodes algorithmiques de solution,
I’étude de la structure de telles méthodes et I’expérimentation de ’ordinateur
avec ces méthodes avec vrais problémes de la vie ([17,1987]).

D‘un point de vue mathématique, 1‘'optimisation consiste a rechercher
le minimum ou le maximum d’une fonction avec ou sans contraintes.

L’optimisation posséde ses racines au 18iéme siécle dans les travaux de :

-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développe-
ments limités.

- Cauchy ([8, 1847]) fut le premier & mettre en ceuvre une méthode
d’optimisation, méthode du pas de descente, pour la résolution de problémes
sans contrainte.

Il faut attendre le milieu du vingtieme siecle, avec I’émergence des calcu-
lateurs et surtout la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre
des avancées spectaculaires en termes de techniques d’optimisation. A noter,
ces avancées ont été essentiellement obtenues en Grande Bretagne.

De nombreuses contributions apparaissent ensuite dans les années soixante.]
G. Zoutendijk ([51, 1960]), C. W. Carroll ([7, 1961]), P. Wolfe (45, 1961]),
R. Fletcher et M. J. D. Powell ([18, 1963]),C. Reeves ([19, 1964]),A. A.
Goldstein ([24, 1965]) et A. V. Fiacco et G. P. McCormick ([20, 1968]) pour
la programmation non linéaire ainsi que E. Polak et G. Ribiere([38, 1969]),
B.T. Polyak ([39, 1969]) et J.F. Price ([25, 1969]).

Le probléme que I'on étudie ici celui de la recherche du minimum (maxi-
mum) d’une fonction réelle f:R" — R .

Beaucoup de problémes peuvent se formuler de cette maniére .D’autre
part, dans les problémes ou les variables z1, ..., z, sont astreintes & vérifier
des conditions supplémentaires (du type : g; (x;) < 0,2 = 1,...m ) on peut
dans certaines conditions se ramener & des problémes d’optimisation sans
contraintes
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Soit  f : R® — R. On cherche a résoudre le probléme de minimisation
sans contraintes suivant :

(P): min{f(x): 2z € R"} (0.1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est sur tout utilisée pour les problemes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28,
1952]), pour la minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-
néaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves
([19, 1964 ]) (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiere
([38, 1969]) et Ployak ([39, 1969]) (méthode de Polak-Ribiére-Ployak). Une
autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([17, 1987]) (Méthode de la
descente conjuguée).

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, . de la facon suivante :

L1 = T + akdk (02)

Le pas a € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules sui-

vantes :
—a1 sik=1
dy, = . 0.3
: {—ngrﬁkdk—l sik>2 (0.3)
gk = Vf(zk) et B € R.
Les différentes valeurs attribuées a 3, définissent les différentes formes
du gradient conjugué.
Si on note yx_1 = gr — gr_1, On obtient les variantes suivantes :

T

PRP — i Ik kaQ Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (0.4)
Jk—1

FR ||gk||2 . . .

e = W Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (0.5)

Jk-1

oD gl

v = p— Gradient conjugué variante descente conjugué (0.6)
le—19k—

HS _ glz;(gk - gkfl)
" d£—1(9k - gk—l)’

Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel.

(0.7)

9
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Le but de ce mémoire est de faire une synthése des travaux suivants et qui

concernent des développements récents de la méthode du gradient conjugué.

1) Dai et Yuan ([14,2002]), qui a étudier les problémes de convergence

de la méthode du gradient conjugué avec des recherches linéaires inexactes
de Wolfe forte, a travers de posé une condition sur le scalaire 3, .

2) Dai et Yuan ([9,1999]), qui s’intéressé au problémes de convergence
de la méthode du gradient conjugué avec des recherches linéaires inexactes
de Wolfe faible a travers de créer une nouvelle formule pour 3, ( formule
Dai-Yuan).

3) Dai et Yuan ([15,2001]), qui & considéré des méthodes hybride qui est
des combinaisons du la méthode de Dai-Yuan et la méthode de Hestenes-
Stiefel .

Le mémoire comporte quatre chapitres :

Chapitre 1

On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires et de base. On
commence par quelques éléments de Topologie et de calcul differentiel. On
termine ce chapitre par quelques notions sur les problémes de minimisation
sans contraintes et leurs algorithmes.

Chapitre 2

On expose dans ce chapitre les grandes lignes des méthodes d’optimisa-
tion sans contraintes basées sur les directions de descente et les recherches
linéaires. Ces méthodes generent des suites {x;}, .y de la facon suivante :

Tpy1 = Tk + apdy

On suppose connaitre la direction de descente dj..au point x. La recherche
linéaire consiste a trouver «y, de fagon a diminuer la fonction f suffisamment
le long de cette direction.

On insistera dans ce chapitre sur les recherches linéaires inexactes dites
de Wolfe, Armijo et Goldstein-Price.

Chapitre 3

On établit dans ce chapitre une synthése des résultats du convergence
concernant les différentes variantes de la méthode du gradient conjugué avec
la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte.

Cette syntheése comprend les plus importants résultats de convergence
concernant les méthodes de Hestenes et Steifel, de Fletcher et Reeves, de
Polak-Ribiére et Ployak et enfin celle de Fletcher

On détaille aussi dans ce chapitre le travail de Y. H. Dai and Y. Yuan
([14,2002]). Les auteurs introduisent une classe de méthodes du gradient
conjugué de la forme (0.2), (0.3) avec des recherches linéaires inexactes

10
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de Wolfe fortes et donnent une condition sur les coéfficients 3, pour obte-
nir la convergence globale. Ce résultat sera appliqué a la méthode de Fletcher
Reeves et celle de Polak Ribiere.

Chapitre 4

Ce chapitre est le partie le plus important de ce travail, car il contient
les résultas de descente et de convergence globale d’une nouvelle méthode
du gradient & mémoire, avec les conditions de Wolfe.

Dans ce chapitre, nous avons présente une nouvelle méthode du gradient
a mémoire qui donne toujours une direction de recherche en descente, et nous
avons prouvé qu’elle convergeait globalement vers la solution.

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES :OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

Chapitre 1

Préliminaires :Optimisation
sans contraintes

1.1 Différentiabilité

On se place dans R", n < oo, considéré comme un espace vectoriel normé
muni de la norme euclidienne notée ||.|.
Soit €2 un ouvert de R".

1.1.1 Gradient, Hessien
Définition 1.1

e On note par

i@ = = (e D) @

le gradient de f au point z = (1, ..,2,).

e On appelle Hessien de f la matrice symétrique de M, (R)
0 f

81:1-8%

H(z) =V(V'f)(x) = Vf(2) = ( > (x),i=1,...,n, j=1,...,n

Définition 1.2

e On dit que z* est un point stationnaire de f si Vf(z*) = 0.

e Soit M, 'anneau des matrices carrées n x n dans R. Une matrice
A € M, est dite semi-définie positive si

Ve e R" ;2" Az > 0

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES :OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

elle est dite définie positive si

VeeR": 2" Az >0

1.1.2 Dérivée directionnelle

Définition 1.3[4,p.8]
On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point x,
notée d f(z,d), la limite (éventuellement +o00) du rapport :

f(z + hd) — f(x)

lorsque h tend vers 0.

h
Autrement dit :
(5f(l’,d) — lim f($ + hd) — f(‘T) _ VTf(l‘)d
h—0 h
e Si ||d|| = 1 : la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f

dans la direction d au point x.
Remarque 1.1
e Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient
e Le gradient indique la direction de la plus grande pente.
Définition 1.4
Soit f: R® — R.y = f(z) définit une surface dans R"™!. f (z) = r, avec r
constant, définissent des courbes de niveau ou des contours de cette surface.
Un contour de niveau r est 'ensemble des points R(r) = {z/ f(z) =r}
Exemple 1.1
La fonction de Rosenbrock f(z) = 100(xy — 22)% + (1 — z;)2.

- 1.5 -1 05 o os 1 .5
Fonction de Rosenbrock Cortaurs de ia fonction de Rosenbeock

FIG 1.1 courbes de niveau ou des contours desurface.

Propriété 1.1

Soit f: R"™ — R et V f son gradient, R le contour, alors le gradient V f
est orthogonal au contour.

13
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CONTRAINTES

Démonstration :
Soit le contour R de niveau f(xz¢) passant par o : R = {x/ f(x) = f(zo)}
Soit une courbure dans R paramétrée par v(t) : R™ — R avec v(ty) = o

et v(t) =z € R.
La tangente & cette courbe en x( est de direction
dv
dt/t:to

Nous Savons que

f() = Fflult)) = flxo)

= ST im0 =

0 d ) dv,,
a_xfl(v(to))%/tto +..+ G:L]‘; (v(to))%/t:to =

=
dv
— VTf(Io)a/t:to =0

Ce qui veut dire que V f(x¢) est orthogonal a R en xg, Vxg 0O

ignes diso cout

»

FIG 1.2

1.2 les problémes de minimisation sans contraintes]
et leurs algorithmes

Soit f : R™ — R. On appelle probléme de minimisation sans contraintes

le probléme suivant :

Minimiser { f(z): = € R"}. (P)

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES :OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

L’étude de ces problémes est importante pour des raisons diverses. Beau-
coup de problémes d’optimisation avec contraintes sont transformés en des
suites des problémes d’optimisation sans contraintes (multiplicateur de La-
grange, méthodes des penalités, ...). L’études des problémes d’optimisation
sans contraintes trouve aussi des applications dans la résoulution des sys-
témes non linéaires.

Les méthodes numériques de résolution de divers problémes de minimisa-
tion sans contraintes ont pris ces derniérs années un bel essor si bien que la
bibliographie correspondante contient des centaines d’ouvrages et d’articles.
Cet intérét n’est nullement fortuit, il refléte le role de premier plan que les
problémes d’optimisation jouent dans les applications.

La construction d’algorithmes consacrés & la recherche efficace de mini-
mum d’une fonction sans contraintes est un probléme complexe, car il ne
suffit pas d’élaborer un algorithme il faut montrer de plus qu’il importe sur
ceux connus.

On compare des algorithmes en se basant sur des plusieurs critéres, par
exemple, la précision du résultat, le nombre d’évaluations fonctionnelles et
celui d’évaluations du gradient, la vitesse de la convergence, le temps de
calcul, I'occupation de la mémoire nécessaire, ....

Meéme en se fixant des critéres de comparaison, on ne peut pas classer
les algorithmes ni en indiquant lequel et le meilleur ou le pire. Le faits et
qu’on obtient les estimations de I'un des critéres précédents pour des classes
des problémes, et un algorithme mauvais pour une vaste classe peut s’averer
efficace pour une autre, plus restreinte. L’utilisateur doit posseder tout un
arsenal d’algorithmes pour étre en mesure de faire face & chaque probléme
Pposé.

1.2.1 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contrainte on fait
appel & des procesuss itératifs du type

L1 = T + akdk (11)

ol dj détermine la direction de déplacement a partir du point z; et oy est
un facteur numérique dant le grandeur donne la longueur du pas dans la
direction d,.

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (1.1) sera dé-
terminé des qu’on définit les prossédes de construction du vecteur dj et de
calcul de «y, & chaque itération.

15
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CONTRAINTES

La fagon avec laquelle on construit les vecteurs dj et les scalaires ay
déterminent directement les propriétés du procesuss et spécialement en ce
qui concerne la convergence de la suite {x;}, la vitesse de la convergence,....

Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (1.1) (dans le cas
général, c’est un point en lequel ont lieu peut étre avec une certaine précision
les conditions nécessaires d’optimalité de f), on se déplace naturellement &
partir du point z; dans la direction de la décroissance de la fonction f.

1.2.2 Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui a x € R” fait
correspondre un sous ensemble A(z) de R™.

Etant donné un point z,. En appliquant les instructions d’'un certain
algorithme, on obtient un nouveau point x;,;. Cette procédure peut étre
décrite par une application multivoque A applée application algorithmique.
Donc; étant donné un point z; € R", I’application algorithmique génére une
suite x1, g, ....., ol T+ € R™ pour tout k.

La notion d’application algorithmique fermer est directement liée a la
convergence des algorithmes

Définition 1.5. Soient X et Y deux sous ensembles fermés non vides
de R"et R™ respectivement et A: X — Y wune application

multivoque. A est dite fermée au point x € R™ si :

v, € X, 1 >
U €Y, yp =y

Donnons un théoréme de convergence qui utilise les fonctions multivoques
et qui nous sera utile par la suite. Avant cela notons qu’a cause de la non
convexité, de la taille du probléme et d’autres difficultés on peut arréter le
procesuss itératif si on trouve un point appartient & un ensemble spécifique
qu’on appelle ensemble des solutions ).

Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.

Q=A{z,:Vf(z.) =0}

Q = {z, : , est un solution optimale locale du probléme (1.1)}

Q= {x,: f(zs) <vi+e}oue>0 est une tolérance définie a 'avance
et v, est la valeur minimale de la fonction objective.

Nous dirons que 'application algorithmique A : X — X converge dans
Y C X si commencant par n’importe quel point initial z; € Y, la limite
de toute sous suite convergente, extraite de la suite x, o, ....., générée par
I’algorithme, appartient a 2.

Théoréme 1.1. ([4]). Soient X une ensemble non vide fermé dans
R™ et Q C X wun ensemble des solutions non wvide. Soit o : R® — R wune
fonction continue, on considaire que [’application algorithmique C : X —

} implique que y € A(x). O

16
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X wérifie la propriété suivante : "étant donné v € X alors a(y) < a(z)
pour y € C(z)". Soit B : X — X une application algorithmique fermée sur
le complémentaire de ) qui vérifie :

a(y) < a(z) pour y € B(x) et x ¢ Q. Maintenant considérons l'applica-
tion algorithmique composé A = C'B. Soit x1 € X, la suite {x}} est générée
comme suit :

Si xy, € Q, stop; sinon poser xpi1 € A(xy), remplacer k par (k+ 1) et
répéter.

Supposons que A = {x € X, a(x) < a(x)} est compacte. Alors, ou bien
lalgorithme s’arréte a un nombre fini d’itérations par un point € ), ou tous
les points d’accumilation de {xy} appartenants a .

1.2.3 Convergence globale des algorithmes

Définition 1.6

Nous dirons qu'un algorithme décrit par une application multivoque A, est
globalement convergent (ou encore : posséde la propriété de convergence glo-
bale) si, quel que soit le point de départ zy choisi, la suite {z}} engendrée
par 251 € A(zg) (ou une sous suite) converge vers un point satisfaisant les
conditions nécessaires d’optimalité.

1.2.4 Modes et vitesse de convergence

La convergence globale d’une algorithme ayant été établie, nous nous in-
téressons maintenant a I’évaluation de son efficacité D’ un point de vue pra-
tique, 'efficacité d’'un algorithme dépend du nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir un approximation a € prés (¢ fixé a 'avance) de 'optimum z*.
Si ’on compare entre eux plusieurs algorithmes, et si ’on admet que le temps
de calcul par itération est sensiblement le méme pour tous, la meilleur est
celui qui nécessitera le plus petite nombre d’itérations.

Malheureusement, il se révelle impossible de dégager des conclusions géné-
rales de ce genre de comparaison

Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser, la
valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier consi-
dérablement.

Si 'on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par
conséquant recourir & un autre type d’analyse : c’est 'objet de I’étude de la
convergence asymptotique c’est-a~-dire du comportement de la suite {x;} au
voisinage du point limite x,.

Ceci conduit & attribuer a chaque algorithme une indice d’efficacité appelé
se vitesse de convergence.
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Nous introduisons ici les pricipales définitions de base qui seront abondam-
ment utilisées par la suite.
Plagons nous dans R™, ou ||.|| désigne la norme euclidienne et considérons
une suite {x;} convergeant vers x*.
Th41—Tx
loenzdl
2k — .|
On dit que la convergence est linéaire et A est le taux de convergence associé.
T pa1-z |
Gj Ikl
2k — .|
on dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément si dp > 1 tel que :

-Si lim sup

— 0 quand k£ — o0

lim SUPM < 400

k—o00 ka - .CL'*|

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.
En particulier si

k+1 ¥

|=

lim sup < +00

koo |2k — 2|

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2)

Définition 1.7

Soit f : R™ — R. On consider le probléme d’optimisation (1.1)

1-7 € R" est un optmum local ssi 3V, (Z) tel que Vo € V. (Z) : f(z) > f(Z)

2-7 € R"™ est un optmum local stricte ssi 3V, (%) tel que Vo € V()
wF# T f(x) > [(T)

3-7 € R" est un optmum global ssi Vo € R* 2 # & : f(z) > f(2)

1.2.5 Conditions d’optimalité des problémes d’optimi-
sation sans contraintes

Définition 1.8. Considérons le probléeme de minimisation sans contrainted

(1.1).

a) . € R" s’appelle minimum global du probléme (1.1) si

b) x, est un minimum local de (1.1) sl existe un voisinage V.(z.) de
x, tel que

flze) < f(x), Vo € V().
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c) x, est minimum local strict s’il existe un voisinage V.(z,) de ., tel
que
flze) < f(x), Ve e Vo(z,) et z#x. O

Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.2. Soit f : R* — R telle que f soit différentiable au
point T € R™. Soit d € R" telle que V f(T)'d < 0. Alors il existe 6 > 0 tel
que f(T + ad) < f(T) pour tout o €]0,0[. La direction d s’appelle dans ce
cas direction de descente.

Démonstration. ([4])

Comme f est différentiable en T alors

f(@+ad) = f(T) + aVf(@)'d+ al/d| \NT; ad)
ou A(7; ad) — 0 pour @ — 0. Ceci implique :

[T+ ad) - f(T)

«v

= Vf(@)'d+ |d| \7T;ad), o #0

et comme V f(Z)'d < 0 et A\(T; ad) — 0 pour o — 0, il existe § > 0 tel que
Vf(@)'d + ||d|| \(T; ad) < 0 pour tout a €]0, §[

et par conséquent on obtient :

f(ZT+ ad) < f(T) pour tout a €]0,0[. O

Corollaire 1.1. Soit f : R" — R différentiable en T, si T est un mini-
mum local alors V f(Z) = 0.

Démonstration. Par contre, on suppose que Vf(Z) # 0. Si on pose
d = —V f(T), on obtient :

Vi@'d=-|IVi@)|* <0
et par le théoréme précédent, il existe o > 0 tel que :
f(@ + ad) < f(T) pour tout a €]0, 4]

mais ceci est contradictoire avec le fait que T est un minimum local, d’ou

Vi@ =0. O

19



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES :OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

Théoréme 1.3. Soit f : R* — R deux fois différentiable en T. Supposond
que T soit minmum local. Alors Vf(T) =0 et H(T) est semi définie positive.

Démonstration.([35])

Le corollaire ¢i-dessus montre la pemiére proposition, pour la deuxieme
proposition on a :

f@+ad) = f(T)+ aVf(@)d+ %antH(z)d + 2 ||| MT; ad)

ot \(T; ad) — 0 pour o — 0. Cegi implique :

f(@+ ad) - f(7)

o

1
= §dtH(E)d + ||d|I* M(T; ad), a # 0.

Comme T est un minimum local alors f(Z +ad) > f(T) pour « suffisamment
petit, d’ou

1
§dtH(E)d + ||d|I> \(@; ad) > 0 pour « petit.

En passant a la limite quand o — 0, on obtient que d"H(T)d > 0, d’ou
H(T) est semi définie positive. O

Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.4. Soit f : R” — R deux fois différentiable en T. Si
V(@) =0 et H(T) est définie positive, alors T est minmum local strict.

Démonstration. ([35])

f est deux fois différentiable au point . Alors Vo € R", on obtient :

fl@)=f@)+Vf@'(s—7)+ %(m —T)'H@)(x—7) + ||z — Z|> \(7; 2 — T)

ou A(T;x —T) — 0 pour  — Z. Supposons que T n’est pas un minimum
local strict. Donc, il existe une suite {z}} convergente vers T telle que

flzx) < f(@), zx # T, Vk. Posons dy = (zr — T)/||zx — || . Donc,
||di|| = 1 et on obtient a partir de (1.3) :

F@) =1 _ Ly gy, + M@ —7) < 0, Vi

lox — 7" 2
et comme ||di|| = 1, Vk alors 3{dy}, .y, telle que d, — d pour k — oo et
k € Ni. On a bien str ||d|| = 1. Considérons donc ,{d},.y, et le faits que

ANT;x — %) — 0 pour k — oo et k € Ny. Alors (1.4) donne : d"H(Z)d < 0, ce
qui conterdit le fait que H(T) est définie positive car ||d|| =1 (donc, d # 0).
Donc, T est un minimum local strict. [
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Cas convexe Deéfinition 1.9. Soit f: R” — R.
a) [ est dite convexe sur R™ si

fltry + (1 —t)xzg) < tf(w1) + (1 — 1) f(22)

pour touts les points x1 et xo € R™ et pour tout t € [0,1].

fonction convexe fonction non-convexe

FIG 1.3
b) Si linégalité précédente est stricte pour toutsles points xyet xs
distincts et pour tout t €]0, 1[, alors f est dite strictement conveze.
c) Supposons que [ soit différentiable. f est dite fortement convexe si :

FUL =tz +tas) < (1 —1)f(z1) +tf(2) — %t(l — 1) |1 — 22?

pour touts point x1 et x5 € R™ et pour tout t € [0,1].

d) Supposons que f soit différentiable. f est dite pseudo conveze si :

Pour tout x1 et xo vérifiant V f(x1) (x2—x1) > 0, ona : f(x) > f(aq).0

Théoréme 1.5. ([4]). Soit f : R* — R telle que f est conveze
et différentiable. Alors x, est un minimum global de f si et seulement si
Vf(z.) = 0. O

Théoréme 1.6. ([4]). Soit f:R" — R telle que est pseudo conveze.
Soit x, € R" tel que V f(z,) =0, alors x, est un minimum global de f. O

Remarque 1.2. Les théorémes 1.4 et 1.5 demeurent vrais si on remplace
R™ par un ouvert S de R".

Remarque 1.3. Dans le cas ou f est convexe, alors tout minimum local
est aussi global. De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum
local devient non seulement global mais aussi unique ([4]) O
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E «A)

FIG 1.4 :point stationnaire, optimum local, optimum global
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Chapitre 2

Méthodes a directions de
descente et recherches linéaires

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution
des problémes d’optimisation sans contraintes.

Le concept central est celui de direction de descente. On le retrouvera dans
des contextes variés, également pour résoudre des problémes avec contraintes.
Tous les algorithmes d’optimisation n’entrent pas dans ce cadre. Une autre
classe importante de méthodes se fonde sur la notion de région de confiance.

Apreés avoir décrit comment fonctionne un algorithme a directions de des-
cente, nous donnons quelques exemples d’algorithmes de ce type . Nous dé-
crivons ensuite les principales régles de recherche linéaire

2.1 Direction de déscente

Principes généraux
Considérons le probleme d’optimisation sans contrainte :

min f(z)
ou f:R"™— R est supposé réguliere.
On note aussi Vf(z) et V2f(z) le gradient et le hessien de f en z pour
ce produit scalaire.
On s’intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion
de direction de descente.
On dit que d est une direction de descente de f en z € R" si

Vi(x)'.d<o. (2.1)
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Ou encore que d fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle 6

strictement plus petit que 90° : § = arccos % € [0, 5 [

demi-espace des dir \
de descente de f en 2 '
‘ h!:m

FIG 2.1.’ensemble des directions de descente de f en z,
{deR": V" f(z).d <0}

forme un demi-espace ouvert de R".

On voit que si d est une direction de descente, f(x + Ad) < f(z), pour
tout A > 0 suffisamment petit, et donc, que f décroit strictement dans la
direction d. Des telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour
faire décroitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes
a directions de descentes utilisent cette idée pour minumiser une fonction .
Elles construisent la suite des itérés {xy},~, , approchant un solution z; du
probléme (1.1) par la récurrence : x3,1 = 13 + A\pdy, pour k > 1

Directions de descente

dx

Tl
Tit2
/ d*+1

L
i

FIG 2.2 . La.direction de descente FIG 2.3 .

Ou A est appellé le pas et dj. la direction de descente de f en xy.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ dire comment la direction dj, est calculée ; la maniére de procéder donne
le nom a l'algorithme;
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¢ dire comment on détermine le pas \.; c’est ce que 1'on appelle la re-
cherche linéaire.

Remarque 1.3.

Par la suite I’angle 0, entre la direction dj et —g; jouera un role impor-
tant dans le processus de la convergence. Pour 6, on a la relation classique
suivante :

— i di, = ||gl| [|dk|| cos Oy,

Définition 1.21
Soit f:x CR" — R, ze€R" deR" est une direction de déscente au
point T s’est seulement s’il existe 6 > 0 tel que

FE+ad) < f(@): Yrelo,d], (2.2)

donnons maintenant une condition suffisante pour que soit d une direction
de descente.

Théoréme 1.6.

Soit f: R" — R differentiable au point & € R" et d € R"™ une direction
vérifiant la condition suivante :

!

f(&,d) =Vf@)".d<o.

Alors d est une direction de descente au point .
Preuve :
f est differentiable au point z.Donc,

F@E+XMd) = f @)+ AV (@) d+M|d| a(z,d),

avec «a (&,d) — 0 ceci implique que
A—0

lim \ = V(&) .d<o. (2.3)

La limite étant strictement négative,alors il existe un voisinage de zéro V' (0)

tel que
f @+ M) — [ (%)
A

La rolation (1.12) est particuliérement vrais pour tout A € |—9, +40[.On obtien
le résultat cherché en multipliant la relation (1.12) par A > 0.

<0, VA € V(0). (2.4)
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Algorithme 2.1(méthode a directions de descente- une itération)

Etape 0 :(initialisation)
On suppose qu’au début de I'itération k, on dispose d’un itéré z; €

Rn
Etapel :
Test d’arrét : si [V f(xy)|| = 0, arrét de I'algorithme;;
Etape2 :
Choix d’une direction de descente d; € R";
Etape3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas oy, > 0 le long de d;, de maniere
a "faire décroitre f suffisamment" ;
Etape4 :
Si la recherche linéaire réussie xy, 1 = o + Apdy;
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

2.1.1 Schémas général des algorithmes d’optimisation
sant contraintes

Supposons que dj soit une direction de descente au point x;.Ceci nous
permons de considérer le point x1,successeur de xy,de la maniére suivante :

Tpy1 = T + )\kdk, AL € ]0, —HS[

Vue la définition du direction de descente,on est assurée que

J(@rg1) = o+ Apdy) < f(xp).

Un bon choix de d; et \; de permet ainsi que de construire une multétude
d’algorithme d’optimisation.

Exemple de choix de direction de descente :

Par exemple s’on choisit dy = —V f(xy) et si Vf(xr) # 0, on obtient la
méthode du gradient. Dans le cas dy = —(H(xg)) "V f(xx), on obtient La
méthode de Newton, ot la matrice Hessienne H () est définie positive.

Exemple de choix de pas \; :

On choisit en général A\, de facon optimale,c’est- a -dire que A, doit
vérifier

flok + Medy) < fxg + Adg) - YA € [0, +00].

En d’autres thémes on est ramené a étudiet a chaque itération un probleme
de minimisation d’une variable réelle.C’est qu’on appelle recherche linéaire.
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2.2 Recherche linéaire

Considérons le probléeme d’optimisation sans contraintes P.
P): mi 2.9
(P): minf(z), (2.9)
ou f:R" — R.
Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivant les schémas généreux

suivants :

ou A, est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel sui-
vant :

r§1>1(1)1f (xk + Ady,)
c’est- a- dire que \, vérifie
f (Ik + )\kdk> < f (ﬁk + )\dk) ,\V/)\ =0,

Tk, dj sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suivant :

A= (N = f(zp + My) . (2.11)

Il faut noter que dans les problémes d’optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre a chaque Itération x;, un probléme d’optimisation dans
R.

Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer
un pas A\ > 0 le long d’une direction de descente dj. C’est ce que 'on appelle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes des méthodes qui
s’intéressent & I'optimisation unidimensionnelle :

» les recherches linéaires exactes.

» les recherches linéaires inexactes.

2.2.1 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :
Le premier objectif, faire décroitre f suffisamment, et pour cela on
cherche & vérifier I'inégalité :

f(xe + Medi) < f(xg) + “un terme négatif” (2.12)

Le terme négatif joue un role-clé dans la convergence de I’algorithme.
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Le second objectif, on choisie le pas A\, > 0 d’étre trop petit, pour
assurer la convergence d’algorithme au point stationnaire .

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.4) est
en général satisfaite par des pas A\, > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut
entrainer une “fausse convergence”, c’est- dire la convergence des itérés vers
un point non stationnaire, comme le montre ’observation suivante.

Si on prend

€

0< M < ——
F = 2k dy

la suite {x;} générée par (2.4) est de Cauchy, puisque pour 1 <[ < k on a

k-1 1
; Aid; || < ; 5 0,

|2k — 2] =

lorsque [ — oo.

Donc, {1} converge, disons vers un point . En prenant [ = 1 et k — oo
dans l'estimation ci-dessus, on voit que 7 € B(x1, €) et donc Z ne saurait étre
solution s’il n’y a pas de solution donc B(x1,€). On a arbitrairement forcer
la convergence de {z} en prenant des pass trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite
{zr + Ady, : X € R} comme la fonction

¢:Ry =R, A— od(N) = fxg + Ady).

2.2.2 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2.2), nécéssitent
la recherche d'une valeur de A\, > 0 optimale ou non, vérfiant :

oy + Mdi) < flag). (2.13)

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal \* peut étre caractérisé
par
QOI()\*) — O,

©(A*) < p(A), pour 0 <A <\,

autrement dit, \* est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décroissance
de f. En fait, dans la plus-part des algorithmes d’optimisation modernes,
on ne fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver \* signifie qu’il
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va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction ¢, et cela peut étre
dissuasif du

point de vue du temps de calcul . En pratique , on recherche plutét une
valeur de A qui assure une décroissance suffisante de f. Cela conduit a la
notion d’intervalle de sécurité.

2.2.3 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait ja-
mais de recherche linéaire exacte, car trouver oy signifie qu’il va falloir cal-
culer un grand nombre de fois la fonction hj et cela peut étre dissuasif du
point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutot une valeur de a* qui assure une décrois-
sance suffisante de f.

Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.2. On dit que [a,, ag] est un intervalle de sécurité s’il
permet de classer les valeurs de « de la fagon suivant :

- 51 o < g alors o est considéré trop petit,

=8t g > a > oy alors o est satisfaisant,

- St a > ay alors est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur hy, les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer o,
et ay.

2.2.4 Algorithme de base
[ Algorithme 2.2 (Algorithme de base) |

Etape 0 : (initialisation)
ag = ag = 0,choisir a; > 0, poser k& = 1 et aller a 'étape 1;
Etape 1 :
Si oy, convient, poser a* = ay, et on s’arréte.
Si oy, est trop petit on prend o1 = g, ag = oy
et on va a 'étape 2 .
Si oy, est trop grand on prend g1 = g, 0y = oy
et on va a ’étape 2 .
Etape 2 :
st ag g1 = 0 déterminer a1 €Jay gy1, +00[
sl g1 # 0 déterminer a1 €|ag ki1, Aapr1]
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. O
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Au lieu de demander que «j minimise , on préféere imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toute fois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un
unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle
de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche plus ai-
sée. C’est ce que 'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe dé-
crites dans la prochaine section.

2.3 Recherches linéaires "exactes"

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a mini-
miser le critere le long de dj, et donc, de déterminer le pas \; comme solution
du probléme

e )

C’est ce que l'on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par
cette régle est appellé : pas de Cauchy ou pas optimal Dans certains cas,
on préférera le plus petit point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette
fonction :

A =1nf{A > 0: o' (A) =0,0()\) < p(0)}.

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette regle
est appellé "pas de Curry”. De maniére un peu imprécise, ces deux régles
sont parfois qualifiées de recherche linéaire exacte. Ils ne sont utilisés que
dans des cas particuliers, par exemple lorsque ¢ est quadratique, la solution
de la recherche linéaire s’obtient de facon exacte et dans un nombre fini
d’itérations.

On aurait aimie restricter notre étude sur ce domaine sympathique, mal-
heureusement, c’est trés rare de rencontrer des problémes quadratiques, et
donc par exemple pour une fonction non linéaire arbitraire,

» la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de
calcul et ne peut pas de toute fagons pas étre faite avec une précision infinie,

» l'efficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme
par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdue a déterminer un tel pas,

» les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles, moins
gourmandes en temps de calcul.

Au lieu de demander que Ay minimise ¢, on préfére imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toute fois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus
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un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un inter-
valle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche
plus facile.

C’est ce que 'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe
décrites ci-dessous.

2.4 Recherches linéaires inexactes

Les recherches linéaire exacte, malgré qu’elles n’aboutissent & une solu-
tion optimal qu’avec une tolérance fixée a I’avance, elles nécessitent beaucoup
d’observation a chaque itération de I’algorithme principal. Des mathémati-
ciens ont réussi (années 60,70,80) a élaborer des recherche linéaire qui de-
mandent peu d’observations, mais respectent en méme temps la descente de
la fonction économique. On a méme réussi a avoir une vitesse de convergence
super linéaire.

L’objectif de cette section consiste a présenter les principales tests.

2.4.1 Caractérisation de ’intervalle de sécurité
la régle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une
portion wy € ]0, 1] de ce que ferait le modele linéaire de f en xy. Cela conduit
a l'inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

Elle est de la forme (2.4), car w; devra étre choisie dans ]0,1[. On voit
bien a la figure (2.1) ce que signifie cette condition. Il faut qu’en Xy, la
fonction prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

:/Users/USER /AppData/Local/Temp/graphics/swp0000, g_jpg
FIG 2.4 . Regle d’/Armijo.
Reégle d’Armijo

¢ Si p(A) < 9(0) +wi'(0)A, alors A convient.
¢ Sio(N) > ¢(0) + w1’ (0) A, alors A est trop grand.
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On peut noter que l'on a
@(A) = f(ar + Ady)

©(0) = f(aw),
@1(0) = V f ()" dy,

[Algorithme 2.1 (Régle d’Armijo)
Etape 0 : (initialisation)
a; = by =0, choisir A\; > 0, wy € |0, 1] poser k = 1 et aller a I’étape

1.
Etape 1:
$(Ae) < 6(0 )w@j(o»k : STOP (A" = \p).
d(Ae) > ¢(0) + w19 (0) N , alors
bk+1 =b a1 = \; et aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Si bry1 = 0 déterminer \gyq €] agsq, +00 [.
Si bry1 # 0 déterminer \gyq €] agr1 ,brsal,
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

Remarque 2.1

1) En pratique, la constante w; est prise trés petite, de maniére a satisfaire
(2.6) le plus facilement possible. Typiquement, w; = 10~*.Notons que cette
constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que I'on
ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre w; < §p0ur que

le pas A\ soit accepté lorsque x; est proche d’une solution.

3) Il est claire d’aprés la figure (2.1) que l'inégalité (2.6) est toujours
vérifiée si A > 0 est suffisamment petit.

4) On a vue qu'il était dangereux d’accépter des pas trops petits, cela pou-
vait conduire a une fausse convergence. Il faut donc une mécanisme supplé-
mentaire qui empéche le pas d’étre trop petit. On utilise souvent la technique
de rebroussement due a Armijo [9, 1966] ou celle de Goldstein.

La régle de Goldstein

La regle de Goldstein remédie a cet inconvénient (le pas A\ doit étre trop
petit ).
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Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’Armijo on
obtient la régle de Goldstein.

fxr) + o eV f () di > f (wp + Midi) > f(xr) + w02 e VT f(21)dg, (2.16)

ol wj et wy sont deux constantes vérifiant 0 < w; < wy < 1, cette inégalité
qui empéche le pas d’étre trop petit.

Reégle de Goldstein

¢ Si o(A) < ¢(0) + wa'(0)A, alors A est trop petit.

¢ Sio(N) > ¢(0) + w1’ (0) A, alors A est trop grand.

¢ Sip(0) +wi@ (0)A > p(N) > ¢(0) + wae'(0) A, alors A convient.

On peut noter que 'on a

() = f(og + Ady)

©(0) = f(xx)
y - .,-(A)f’_ \
. -— s N //"
% B - S /£
\\ // S
& o L

FIG 2.5. Regle de Goldstein

[Algorithme 2.2 (Régle de Goldstein&Price)
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir A\; > 0 wy € |0,1[,wy € |wy, 1], poser k =1 et
aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si ¢(0) + wag (0)A < ¢(M) < G(0) +wig (0)Ae : STOP(A" = A).
Si ¢(Ak) > @(0) + wi¢ (0) Ay, alors
b1 = A\ sapr1 = ag , et aller a ’étape 2.
Si (M) < (0) 4w (0)Ag , alors

b1 = by a1 = Mg, et aller & I’étape 2.
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Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer )\k+1 E]karl, —|—OO[
Si bry1 # 0 déterminer \giq €|agi1, bri1]-

Remarque 2.2
il n’est pas facile de voir comment on peut trouver un pas de Goldstein
en un nombre fini d’étapes.

la régle de Wolf :

La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢/()\), elle est donc en théorie
plus cotiteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient V f(z) représente un faible cott additionnel
en comparaison du cott d’évaluation de f(x), c’est pourquoi cette régle est
tres utilisée.

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur A > 0 :

T HAI=10 T Ad )

FIG 2.6. Regle de Wolfe..

Reégle de wolf faible
f(:L’k + )\dk) < f(xk) + w1>\Vf(mk)T.dk.

avec 0 < wy <wy < 1.
Pour expliquer ces conditions posons

[(A) = ¢(0) + (w20'(0))\.
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Regle de Wolfe faible
¢ Si p(N\) < 9(0) + wir(0)X et () > wapt(0), alors o convient.
¢ Si p(A) > ¢(0) + wipr(0)A, alors A est trop grand.
¢ Si /(X)) < wapr(0), alors A est trop petit.
On voit bien a lafigure 2.3 ce que signifie cette condition.

FIG 2.7. Régle de Wolfe faible..

On remarque que ¢'(0) < 0 car dj est une direction de descente.

La condition (W1) impose que la réduction de f est proportionnelle a A
et ¢'(0). On ne retiendra pas que les valeurs de A pour lesquelles le graphe de
¢ est en dessous de la droite [, comme 0 < w; < 1 ceci est possible au moins
pour A petit. La condition (WW2) implique que ¢'(\) > wy¢'(0) > ¢'(0) : si
¢'(N\) est “tres” négatif (i.e.< wy¢'(0)), on va chercher plus loin, sinon on
peut s’arréter. De cette facon le pas )\ ne sera pas trop petit.

Algorithme 2.3 (Régle de Wolfe)

Etape 0 : (initialisation)

a; = by = 0, choisir A\; > 0 wy € |0,1[,wy € |wy, 1], poser k =1 et
aller a I'étape 1.
Etape 1 :
Si p(Ae) < B(0) + w19 (0) A et ¢'(N) > we'(0) : STOP(N* = \p).
Si p(Ax) > &(0) + w19’ (0) Ay, , alors
b1 = Mg yakr1 = ag, et aller & I'étape 2.
Si ¢'(N) < wee'(0) , alors
bri1 = b ,arr1 = Mg et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
Si bry1 = 0 déterminer \giq €|agy1, +00[.
Si bry1 # 0 déterminer \giq €]agy1, bri1].
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Regle de Wolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si 'on rem-

place (W2) par

|Vf($k + )\dk)Tdk‘ S —WQVf<l'k)T.dk
Les (W1) et (WW3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (1V3)
entraine que wy'(0) < ¢'(N) < —we¢'(0) c-a-d.¢'(\) n’est pas“trop” posi-
tif.

Pas de woll forte Pas de wolf forte
1 i H :

FIG 2.8. Regle de Wolfe forte.

Remarque 2.3.
1) On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les condi-
tions de Wolfe faibles,en effet :

(VT fzn + Medi)di| < —wa V7 fag)dy
<~ CUQVTf(ZIZ'k)dk < VTf(.Tk + )\kdk)dk < —CL)QVTf(I'k)dk

2) L’existence de valeurs A\ de vérifiant les conditions de
Wolfe faibles et fortes. est donnée par la Proposition suivant.

Proposition 2.1.

[20].S0it f € C' et d une direction de descente de f en x ,on suppose
que f est minorée . Alors, si 0 < wy < wy < 1, il existe des intervalles dans
R, qui vérifient les conditions de Wolfe faibles et fortes.
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La régle de Wolfe relaxée Proposée par Dai et Yuan [1996], cette régle
consiste & choisir le pas satisfaisant aux conditions :

fzg + Ndy)
OV f (23)dye

fx) + wi AV f(zp)dy

<
< VTf(ap 4+ apdy)dy, < —w” oV f()dy,

ol <w; <wy<letw’y>D0.

Remarque 2.4.

1) On voit bien que les conditions de Wolfe relazée impliquent les condi-
tions de Wolfe fortes. Effectivement (w4) est équivalente a (wl), tandis que
pour le cas particulier Wy = w”9 = wsy, (WH) est équivalente a (w3). En effet :

OV flrp)dy < V7T flag + Mdp)dyy < —w” oV f () dy
= WQva(Jfk)dk < VTf(SCk —+ )\kdk)dk < —wgva<l’k)dk
=

‘va(%c + )\kdk)dk} < —WQVTf({Ek)dk. (’LU3)
2) Les conditions de Wolfe relazée impliquent les conditions de Wolfe
faibles. Effectivement (w4) est équivalente a (wl), tandis que pour le cas
particulier Wy = wq et W’y = 400, (WH) est équivalente & (w2). En effet :
w'2 = va(.Tk)dk < VTf(SCk + )\kdk)dk < —C«)”gva(SCk)dk
= CUQVTf(LL‘k)dk S VTf(ka + )\kdk)dk (’LUQ)

/// § 7AS UE WOLS FAIBLZ . \\
/ B
PAS DE WOLF FORTE i
bkl : Wo )
FAS DF WO F HFE‘A)FF 5’ /‘/1
— f o
! E o o — __f_
H i 3 —
Y i . /* : / Pents p L0
\ . E 4
N | : | 4 N, /
\\ i i 1/ \ /
§ 3 /
\ / Peute - ol’ (2) \\ i
. »_a
et . E
\Pcnn: ol (1)
b Pente 1'(0) .
B o

FIG 2.9 comparaison entre les trois régles de wolf
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2.5 Convergence des méthodes a directions

de descente

2.5.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est
pas qu’une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut a elle seul
assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le choix de la direc-
tion de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite
de Zoutendijk, donc on peut tirer quelques informations qualitatives intéres-
santes.

On dit qu'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-
tendijk s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on
ait

flarn) < flag) = C |V f ()] cos® b (2.17)
ou 0, est Pangle que fait dj avec —V f(xy), défini par
—V" f(ax)ds
cosfy = ————"—
| ll

Voici comment on se serrt de la condition de Zoutendijk.
Proposition 2.1. Sila suite {x}} générée par un algorithme d’opti-
misation vérifie la condition de Zoutendijk (2.30) et si la suite {f(xy)} est
minorée, alors
> IV £ (i)l cos® 0, < o0 (2.18)
k>1
Démonstration. ([21])
En sommant les inégalités (2.17), on a

S @)l cos? b5 < & (F() — flanin))

k>1

Le série donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que pour
tout k, f(zx) > C". O

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles
la condition de Zoutendijk (2.30) est vérifie avec les régles d’Armijo et de
Wolfe.

Proposition 2.2. Soit f : R® — R une fonction contiuement diffé-
rentiable dans un voisinage de I' = {x € R" : f(x) < f(x1)}.
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On considére un algorithme & directions de descente dy, qui génére une
suite {xy} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo(2.17) avec oy > 0.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des

conditions

flrer) < flag) — CVT fay)dy, (2.19)

ou

f(@ri1) < fla) = C IV f () || cos® by (2.20)

vérifiée.
Démonstration. ([21])
Si le pas o, = «; est accepté, on a (2.30), car oy est uniformément positif.

i . vérifiée av < =k -
Dans le cas contraire, (2.17) n’est pas vérifiée avec un pas o), < <&, c’est

a-dire f(zy, + ajdy) > f(ax) + paf, V7 f(ax)dy,
Comme f est continuement différentiable, on a pour tout aj > 0 :

1
0
= flzn+ady) < flag) + V7 f(zp)dy + Ca? ||di

ou C > 0 est une constante. Avec I'inégalité précédente, et le fait que ,

on obtient :
{ flan + ajdy) — fa) > pag V7 fay)dy, ,
f(l’k + a;dk) — f([)?k) S a;CVTf(l’k)dk + 006;62 ||dk||

= pa;VTf(:z:k)dk S Oévaf(ZEk)dk + O()zz Hdk||2
= —Caf |dil* < (1= p)a. V7 f () dr

or 1

,0<1:>0<1—,0<1:>m>1
d’ou

—c . C
VI f(ar)dy > L i | = =V f(zr)dy < . pak i

C
= |VTf(l’k)dk‘ = Hva<J7k)|| ||dk|| cos ) =< 1

2
|| di

ce qui permet de minorer o ||dy|| et donc aussi « ||d|| par une constante
fois || V" f(zk)|| |dk||. Cette minoration et I'expression suivante de (2.17)

flay + ardy) < flax) = pag ||V f ()| [[di| cos 0y
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conduit 4(2.30). O

Proposition 2.3. Soit f : R® — R une fonction contiuement diffé-
rentiable dans un voisinage de I' = {x € R : f(x) < f(z1)}.

On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {xy} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (2.22)-(2.23).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition
de Zoutendijk (2.30) est vérifiée.

Démonstration. ([21])

D’apres (2.22)

VT f(xr + apdy)dy, > oV f(xy)dy,

= (Vf(zr+ardy) — Vf(zp)" dp > (0 — 1) VT f(24)dy

= —(1—0) VI f(zp)dy = (1—0) |V faw)d]

& (1—0) |V far)di| < (Vf(ar + ondi) — Vf(zi)" dy

et du fait que f est contiuement différentiable :
1 =o) |V flan)de| = (1—0)|[V" f(ax)| lldil| cos by

< V(@ + ardr) =V f () || [ d|
= (1-o0) ||VTf(xk)|| cos O < Lay, ||dg||
=

(1_0>}
L

ay [|del] < (V7" f(xk)]| cos b,

en utilisant (2.22
f(zp + oudy)

On en déduit (2.30). O

2.6 Meéthodes itératives d’optimisation sans
contraintes

A travers de ce chapitre et des élémentas suivants, on s’attachera doréna-
vant & la description plus spécifique des algorithmes itératifs (ou méthodes
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itératives) qui ont été implémentés et qui permettent la résolution des pro-
blémes d’optimisation non linéaire. Il convient de souligner que la plupart des
algorithmes d’optimisation, contrainte ou non, fonctionnent selon un schémas
général consistant, a chaque itération, a se rapprocher du minimum par la
résolution d’un sous-probléme de minimisation.

Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre un probléme
d’optimisation sans contraintes (appellées aussi parfois méthodes d’optimi-
sation directe), soit le probleme

(P) minimiser f(x) z€R"

pour lequel nous commencerons par décrire les méthodes suivantes :

» Les méthodes de gradient

».Les méthodes de Newton

».Les méthodes utilisant des directions conjuguées.

Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentiabi-
lite de f ) a l'exception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans
le cas particulier de la méthode du gradient conjugué) bassée, elle, sur des
propriétés plus géométriques.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour réssoudre les problémes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problémes de grande taille.

Apres les avoir décrites, nous donnons la définition d’une forme quadra-
tique et Principe des méthodes de descente et de gradient.

Définition 2.2.

Soit H une matrice symétrique n x n et b € R™ On appelle forme
quadratique la fonction f:R"™ — R définie par

flz) = %xTH(aj)x — bl (2.21)

Lorsque la matrice H est définie positive (resp. semi-définie positive), on
dira que f(x) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie
positive).

2.6.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes

Tpy1 = T + Apdy, Ax > 0,
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tout en assurant la propriété

f(re) < flaw). (2.22)

Le vecteur dj est la direction de descente en x,. Le scalaire A, est appelé
le pas de la méthode a l'itération k. On peut caractériser les directions de
descente en x; & 'aide du gradient.

2.6.2 Principe des méthodes de gradient(méthodes de
la plus forte descente)

On cherche & déterminer la direction de descente qui fait décroitre ¢(\)
= f(x + Ad) le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va
essayer de minimiser la dérivée de ¢(\) en 0. On a ¢'(0) = V f(z)7d, et on
cherche d solution du probléeme

min ¢'(0).

deRn ||d||=1
La solution est bien sir

0

IV£@)l

En vertu de I'inégalité de Schwartz. Il y a ensuite de nombreuses fagon d’uti-
liser cette direction de descente. On peut par exemple utiliser un pas fixé a
priori Ax = o > 0,Vk.On obtient alors la méthode du gradient simple :

Thi1 = T + Adg.

Sous certaines hypothéses de régularité (f deux fois différentiable) cette mé-
thode converge si A\ est choisi assez petit.
Ou bient consiste a faire les itérations suivantes

Thel = Tk + Akdk

Ou g est choisi de maniére a ce que

f(ﬂfk + /\k:dk) < f({Ek + )\dk),V/\ > 0. (2.25)

On obtient alors la méthode du gradient & pas optimal, cette méthode possede
une propriété interessante :
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Proposition 2.4.
Soit f : R™ — R une fonction différentiable. Les directions de descente
dy générées par la méthode (2.15) et (2.16) vérifient

di1dy = 0. (2.26)

Démonstration :
Si on introduit la fonction

d(N) = fag + Ady),

on a

¢'(N) = Vf(zp + Mdi) dy,

et puisque ¢ est dérivable on a nécessairement

donc
Vf(l‘k + /\kdk)Tdk = Vf($k+1)Tdk = _dg—i-ldk? =0.

Exemple 2.1.
» Calcul du pas optimal dans le cas quadratique :

1
On a f(z) = ngHa: — bTx avec H > 0 et on note ¢(\) = f(xy, + Ady).
Le pas optimal A\, est caractérisé par
¢'(A) =0,
on a donc
soit
(Vf(an) + MeHdy) dy = 0,

on obtient donc

V(@) dy,
T Hdy

qui est bien positif car dj est une direction de descente et

Ap = (2.27)

di Hdy, > O(car H > 0).
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La méthode du gradient a pas optimal peut donc s’écrire(dans le cas
quadratique)

dk = b—H.’L’k,
dZ'dj,

A = T g
k k

Tyl = xk"’)\kdk

Exemple 2.2.

» Méthode du gradient simple dans le cas quadratique

Dans le cas ou f(z) = 27 H(z)z — b"z la méthode du gradient simple
peut s’écrire

dk = b—ka,

Tpy1 = Ty + Ady,

o A > 0 est fixé a priori. Il existe bien stir des conditions sur pour que la
méthode converge. Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans
le cas n = 2 sur une petite simulation.
» Méthode du gradient a pas optimal dans le cas quadratique
Dans le cas ou f(z) = ;2" H(z)z — b"z la méthode du gradient a pas
optimal peut s’écrire :

dk = b—H:L‘k,
drd,

M= THA
k k

Thy1 — xk—{')\kdk

Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans le cas n = 2 sur
une petite simulation
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FIG 2.10 INustrationde laconvergence plus rapide de laméthode de gradient I

Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale :
Choisir un € > 0.
Choisir un point unitiale x;.
Poser k£ =1 et aller a I’étape principale.
Etape principale :
Si|[Vf(z)|| < e stop.
Sinon poser dp = — Vf(xg) et soit Az la solution optimale de la
recherche linéaire

min { f(x + Adg); A > 0} .

Poser z11 = xp + A\pdg.
Remplacer k par k + let répéter ’étape principale.

Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

» Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires.

» Cette méthode travaille de facon performante dans les premiéres étapes
de l'algorithme. Malheuresement, dés qu’on s’aproche du point stationnaire,
La méthode devient trés lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomeéne
par les considérations suivantes

[z + M) = flar) + AV (o) d + M||d| a(ag; M),

ol a(xk; Ad) — 0 quand Ad — 0.
Si dp = — Vf(xy), on obtient : xp 1 =z, — AV f(2x) et par conséquent
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f (@) = f (@) = A= IV F@)ll* + [V f (@) || alzs AV f(ax)] -

D’aprés I'expression précedente, on voit que lorsque x, s’approche d'un
point stationnaire, et si f est continument différentiable, alors ||V f ()| est
proche de zéro.Donc le terme & droite s’approche de zéro, indépendemment
de A, et par conséquent f(zy.1) ne s’éloigne pas beaucoup de f(x;) quand
on passe du point x; au po

FIG 211 FExprime les directions de la méthode de la plus fort pente I

2.6.3 Les méthodes utilisant des directions conjuguées
Description de la méthode

Ces méthode sont basées sur I'important concept de la conjugaison et ont
été développées afin de résoudre le probléme quadratique

min imiser f(.r)zle.Q.x +blx+ e
x€R™ 2

Ou Q € R™™ est symétrique et définie positive , b € R"et ¢ € R. Les
méthodes de direction conjuguées peuvent résoudre les problemes de cette
forme en au plus n itérations et, contrairement au méthodes présentées
jusqu’a présent, elle n’utilisent pas de dérivées, sauf dans le cas particulier
de la méthode du gradient conjugué. Donnons la définition de la notion de
"conjugaison" :

Définition 2.3.
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Sotent () une matrice n X n symétrique et définie positive et un en-
semble de directions non nulles {dy,ds, ...,dy}. Ces directions sont dites Q-
conjuguées Si

d} Qd; =0, Vi; j tels que i # j. (2.28)
Propriété 2.1.

Sidy, ..., d; sont QQ-conjuguées, alors elles sont linéairement indépendantes |

Propriété 2.2.

Comme des direction ()-conjuguées sont linéairement indépendantes, alors
I’espace vectoriel engendré par un ensemble de n directions ()-conjuguées est
de dimension n.

Etant donné un ensemble de n directions ()-conjuguées dy, dy, ..., d,_1, la
méthode de directions conjuguées correspondante est donnée par

Th+1 :ZL’k—i-)\kdk, k:O,...,n—l,

oll g est un vecteur de départ choisi arbitrairement et ot les A\, sont obtenus
par minimisation monodimentionnelle le long de dj.

Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions
conjuguées est qu’a chaque itération k, la méthode minimise f sur le sous-
espace généré par les k premiéres directions ()-conjuguées utilisées par 1’al-
gorithme. A la ™7 jtération au plus tard, ce sous-espace inclura alors le
minimum global de f, grace a la propriété d’indépendance linéaire des direc-
tion )-conjuguées qui assure qu’a l'itération n, I’espace vectoriel généré par
les n directions @)-conjuguées ne sera autre que R".

Remarque 2.5.

la notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non quadratique.
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Chapitre 3

Convergence des méthodes du
Gradient Conjugué utilisant

desrecherches linéaires de
Wolfe fortes.

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les pro-
bléemes d’optimisation non linéaires sans contraintes de grandes tailles. On
I'utilise aussi pour résoudre les grands systémes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gra-
dients successifs sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permet-
tant de résoudre le probléme

min {f(z) : x € R"} (P)

Ou f est réguliere (contintment différentiable)

Dans ce chapitre on va décrire toutes ces méthodes, mais avant d’accéder
a ces derniers, on va d’abord donner le principe général d’'une méthode a
directions conjuguées

3.1 Le principe général d’une méthode a di-
rections conjuguées

Donnons la définition de "conjugaison" :

Définition 3.1. Soit A une matrice symétrique nxn, définie positive.
On dit que deux vecteurs = et y de R™ sont A—conjugués (ou conjugués par
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rapport a A) s’ils vérifient

2T Ay =0 (3.1)

3.1.1 Description de la méthode

Soit {dy,dy, ..., d,} une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors
méthode de directions conjuguées toute méthode itérative appliquée a une
fonction quadratique strictement convexe de m variables : g(x) = %xTA:L‘ +
blo+c; avec x € R"et A € M,,, est symétrique et définie positive, b € R
et ¢ € R .conduisent & I'optimum en n étapes au plus. Et cette méthode de
la forme :

ro donné

Tl = T + Oékdk (32)

ol oy, est optimal et dy,ds, .., d, possédant la propriété d’étre mutuelle-
ment conjuguées par rapport a la fonction quadratique
Si on note gx = Vq (), la méthode se construit comme suit :

Calcul de oy

Comme oy, minimise ¢ dans la direction dj, on a, Vk :

q (0%) = d£VQ($k+1) =0

diVq(2p1) = df (Axgyr +b) = 0.
Soit :
d’ot1 'on tire :
—d{ (A{Ek + b)
A = T
dT Ad,

Comment construire les directions A-conjuguées ?

Des directions A-conjuguées d, ..., d;. peuvent étre générées a partir d’un
ensemble de vecteurs linéairement indépendants &, ...., &, en utilisant la pro-
cédure dite de Gram-Schmidt, de telle sorte que pour tout ¢ entre 0 et k, le
sous-espace généré par d, ..., d; soit égale au sous-espace généré par &, ...., ;.
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Alors d;; 1 est construite comme suit :

dis1 = &1 + Z Pit 1)mm
m=0

Nous pouvons noter que si d;;; est construite d’une telle maniére, elle est
effectivement linéairement indépendante avec d, ..., d;.

En effet, le sous-espace généré par les directions dy, ..., d; est le méme
que le sous-espace généré par les directions &, ...., §;, et §;,, est linéairement
indépendant de &, ...., ;.

;41 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons
i

linéaires de la formez P +1)mdm, de sorte que d;,1 n’en fait

m=0
pas partie non plus et est donc linéairement indépendante des dj, ..., d;.

Les coefficients ¢ ;1),,, eux sont choisis de maniére a assurer la A-conjugaison]

des do, ceey di—i—l-

3.2 La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure
de Gram-Schmidt aux gradients Vq(zo), ..., Vq(x,_1), c’est-a-dire en posant
§o = —Va(0), ... {1 = —V(zn-1).

En outre, nous avons que

Vg(z) = Ax+b
et Viq(z) = A

Notons que la méthode se termine si Vg(xy) = 0.

La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que
le membre de droite de I’équation donnant la valeur de dj,; dans la procédure
de Gram-Schmidt peut étre grandement simplifié.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du
gradient (plus profonde pente).
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3.3 Algorithme de la méthode du gradient
conjugué

3.3.1 Algorithme de La méthode du gradient conjugué
pour les fonctions quadratiques (cas linéaire)

On suppose ici que la fonction & minimiser est quadratique sous la forme :
q(z) = 32T Az + Tz + ¢

Si l'on note g, = V f(zy), Palgorithme prend la forme suivante

Cet algorithme consiste a générer une suite d’itérés {x;} sous la forme :

Thy1 = Tk + Oékdk (34)

L’idée de la méthode est :
1- construire itérativement des directions d,, ..., d, mu-
tuellement conjuguées
A chaque étapek la direction d;, est obtenue comme combinaison linéaire
du gradient en xj, et de la direction précédente djy_;
c’est-a-dire
diy1 = =V (1) + Bii1di (3.5)

les coefficients 3, étant choisis de telle maniére que dj, soit conjuguée
avec toutes les directions
précédentes. autrement dit :

di Ady =0,

on en déduit :

d£+1Adk = 0= (—VQ(.TL'k+1) + ﬁlﬁ_ldk)TAdk =0

= =V q(wps1)Ady, + BkﬂdzAdk =0
Viq(rra)Ade gl Ady

- = 3.6

= Bru dedk d;fAdk (3.6)

2-déterminer le pas «, :
en particulier, une fagon de choisir «y, peut étre de résoudre le probléme
d’optimisation (a une seule variable)

ar =min f(z +ad;) , a>0 (3.7)
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on en déduit :

o —digr 1 df —digy
dTAd, — AdyTFdr T dTAdy,

(3.8)

673

Le pas «;, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

[Algorithme 3.1 (Algorithme du gradient conjugué "linéaire"|

Etape 0 : (initialisation)
Soit xo le point de depart, go = Vq(zg) = Az + b, poser dg = —go
poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
sigr =0 : STOP ( 2* = zy)."Test d’arréet"
si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir x5,1 = xp + apdy avec :

o = _d;{gk
d} Ad,
drv1 = —gry1 + B d
/6 — gg+1Adk
k+1 d{Adk
Poser k =k + 1 et aller a I’étape 1. |

La validité de I’algorithme du gradient conjugué linéaire

On va maintenant montrer que l'algorithme ci-dessus définit bien une
méthode de directions conjuguées.

Théoréme 3.1. A une itération k quelconque de l’algorithme ot I’op-
timum de q(x) n’est pas encore atteint (c’est-a-dire g; # 0,1 = 0,1,...,k )
on a :

a)
T
9k 9k
— 0 3.9
b)
T
g Jk+1 — Gk
B = ki | as | (3.10)
9k 9k
_ gl?+1gk+1 (3 11)
g{gk
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c) Les directions do,dy, ..., dy1 engendrées par l'algorithme sont mutuel-
lement conjuguées.

Démonstration. ([35])

On raisonne par récurrence sur k en supposant que dg, dy, ..., d, sont mu-
tuellement conjuguées.

a) Montrons d’abord 1'équivalence de (3.8) et de (3.9)

On a : dk = —0gr + ﬁkdkfl.

Danc (3.8) s’écrit :

_dggk
dr Ady,
—[—gr + Bkdkfl]T Ik
dT Ady
dr Ad, " dT Ady,

Q. =

Comme (dy, dy, ..., dr_1) sont mutuellement conjuguées, x; est 'optimum de
q() sur la variété v* passant par xq et engendrée par (dy,dy, ..., dy_1) (Théo-
réme 3.1).
Donc d} g, = 0 d’ou I'on déduit (3.9).
b) Pour démontrer (3.10) remarquons que :
Gerr — g = Alzrp — 2) = apAdy

1
= Adp = — [gr+1 — 9i)
ay

On a alors : )

ng:rlAdk = a—kgf+1 [gk+1 - gk]

et en utilisant (3.9)

- g}fgk
U= T Ad
k k
il vient
—7 -9 9k+1 — 9k
nggk k+1 [ +1 ]
G Ady, _ Gtr 9k — gx)
dl Ady, gk g

glicpﬂAdk =

=

Or de (3.6) on aura :

3 _ 91{+1Adk _ gg—i—l [9k+1 — 0]
e d;‘gAdk 9;{ Gk
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ce qui démontre (3.10).
(3.11) découle alors du fait que :

gt 19k =0

car
G = dj, — 6k;dk71

Appartient au sous-espace engendré par (dy, d, ..., dx) et que g1 est ortho-
gonal & ce sous-espace .
¢) Montrons enfin que dy 1 est conjuguée par rapport a (dg, dy, ..., d).
On a bien df, Ady car, en utilisant dyy1 = —gg+1 + 3,d), on aura :

dzﬂAdk = (_gk+1 + 5k+1dk)T Ady,
= —gl 1 Ady + By d) Ady

T
G Ady

= 0
Vérifions maintenant que :
deAdi =0 pourt=0,1,....k—1.
On a:
d£+1Adi = —gg+1AdZ —+ Bk+1d5Adz

Le seconde terme est nul par ’hypothése de récurrence ((dy, dy, ..., d )sont
mutuellement conjuguées).

Montrons qu’il en est de méme du premier terme. Puisque z; 1 = x;+a;d;
et que a; #0 on a :

1
Q;
1
= o (Gir1 — 9i)

7

En écrivant :

giy1 = dipqn — Bd;
g = di—B;_1diq
on voit que Ad; est combinaison linéaire de d;1,d; et de d;_; seulement).

Mais puisque (dg, dy, ..., dj) sont mutuellement conjuguées, on sait que le
point z;, 1 est 'optimum de ¢(z) sur la variété v**!, engendrée par (dy, dy, ..., dy,) |
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Donc gg41 est orthogonal au sous-espace engendré par (do,dy, ..., dy) et
comme Ad; appartient & ce sous-espace pour i = 0,1, ...,k — 1, on en déduit
g1 Ad; = 0 ce qui acheve la démonstration. [

Remarque 3.1.
dans ce cas d est une direction de descente puisque

diVa(zr) = (—Valzy) +5k+1dk71)TVQ($k>
= —Vaq(zx)" Va(xr) + Bpadi V()
= —IVa(@)[* (car i Va(a) =0)

dfVa(xy) = — |Va(zy)||* < 0

Les avantages de la méthode du gradient conjugué linéaire

1- la consommation mémoire de ’algorithme est minime : on doit stocker
les quatre vecteurs xy, g, dy, Ady

( bien sur zy,; prend la place de x; au niveau de son calcul avec des
remarques analogues pour g1, i1, Adyi1) et les scalaires oy, 5, .

2- L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour ré-
soudre des grands systémes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la
matrice A & un vecteur.

3- La convergence peut étre assez rapide : si A admet seulement r (r < n)
valeurs propres distincts la convergence a lieu en au plus r itération.

Différentes formules de (3, ,; dans le cas linéaire

Formule de Hestenes-Stiefel Cette méthode été découverte en 1952 par
Hestenes et Stiefels ([28, 1952]),

HS _ 91?+1 [Gk+1 — k]
rH d{ [9k+1 - gk]

(3.12)

Formule de Polak-Ribiére-Polyak Cette méthode été découverte en
1969 par Polak, Ribiere ([38, 1969]) et Ployak ([39, 1969]),

T
is1 [Grr1 — Grl
/Bfflp = s ||g+||2 (3']‘3)
k
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Formule de Fletcher-Reeves Cette méthode été découverte en 1964 par
Fletcher et Reeves ([19, 1964]),

||91<:+1||2
= (3.14)
[l

Formule de la descente conjuguée Cette méthode été découverte en
1987 par Fletcher ([17, 1987]),

2
cD H9k+1\|
= 3.15
k+1 _dggk ( )

Remarque 3.2. Dans le cas quadratique on a vu que :

HS PRP FR CD DY
k+1 — 5k+1 = BkJrl = 6k+1 = 6k+1'

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs diffé-
rentes. U]

3.3.2 Algorithme de La méthode du gradient conjugué
pour les fonctions quelconques (cas non linéaire)

On s’intéresse dans cette section a la minimisation d’une fonction  f :
R™ — R, non nécessairement quadratique :

min f(z); =z €R" (3.16)

Les méthodes du gradient conjugue pour réseaux cette probléme sont des
méthodes itératif de la forme :

L1 = T + akdk (317)

Le pas a; € R étant déterminé par une recherche linéaire. la direction dj,
est définie par la formule de récurrence suivante(S, € R)

_ —q1 sik=1
o= { — g+ By sik>2 (3.18)

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué
linéaire du cas quadratique, si 3, prend 'une des valeurs

PRP _ ngyk
ET 2
gr—1]l
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2
Fr _ |19kl
kK 2
1951
2
co _ llgll
=
_d£71gk—l

ol Yp—1 = Gk — Gk—1-

[Algorithme 3.2 des défirent méthodes du gradient conjugué non linéaire |

EtapeO : (initialisation)
Soit xg le point de départ, go = V f (o), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP (z* = xy)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xyy1 = xp + apdy avec :

oy : calculer par la rechérche linéaire

A1 = —Gh1 + Brp1di

ou
Byi1 : définer selone la méthode

Poser k =k + 1 et aller a ’'étape 1.  [J
Remarque 3.3. :Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte,

onavuqueﬁ,fRP: fR: gD: kDY.

La propriété de descente de la méthode du gradient conjugué non
linéaire

Cas de recherche linéaire exacte Powell ([41, 1984]) a démontré la sa-
tisfaction de la propriété de descente de la fonction objectif pour la méthode
de Fletcher-Reeves avec recherche linéaire exacte.

Soit xp11 = xk + aidi la méthode itérative pour réseudre le probleme,
avec «y, : calculer par la rechérche linérire exacte, et

g — —q1 sik=1
Tl =g + Brdpy sik>2

Alors : quelque soit 3, € R, dj, est une direction de descente,Vk > 1
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Explication : sile pas oy est un point stationnaire de o —— f(zy_1+
&dk—l)-
En effet, dans ce cas di._,g, = 0 et on trouve lorsque g, # 0 :

g = (—gr + Bedi1)” i
= —lgull® + Brdi_19t = — llgel®> < O

Cas de recherche linéaire inexacte Le premier théoréme démontrant
la descente d'une méthode du gradient conjugué non linéaire était établi par
Albaali ([3, 1985]) pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche forte
de Wolfe avec o < %

Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont généralisé ce résultat pour tout algo-
rithme du gradient conjugué dont

1Bel < BT

Aucun théoréme n’a était établi afin de démontrer la satisfaction de la
propriété de descente pour la méthode de Polak-Ribiere-Polyak non linéaire.
Grippo et Lucidi ([26, 1997]) et P. Armand ([1, 2005]) ont suggéré des modi-
fications dans le choix de «y, afin d’établir le résultat de la convergence, ainsi
la propriété de descente.

Fletcher ([17, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas a;, est déterminé par la régle forte de
Wolfe (4.9)-(4.10) avec o < 1.

Dai et Yuan ([10, 1996]) ont démontré que cette méthode avec la régle
de Wolfe relaxée (4.11)-(4.12) ou 0 < p <073 <1 et 0 < 09 < 1, génére des
directions de descente suffisante & chaque itération k£ > 1.

Dai et Yuan ([13, 1998]) ont démontré qu’a chaque itération £ > 1, la
direction recherchée par la méthode de Dai-Yuan avec la recherche de Wolfe
faible (4.7)-(4.8), est de descente si la fonction objectif f est strictement
convexe.

3.4 Synthése des résultats de convergence des]|
méthodes du gradient conjugué non li-
néaire

3.5 avec la recherche linéaire de Wolfe forte

Supposition 3.1.
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(i) L’ensemble L = {x € R"; f(z) < f(x1)} est borné; o xo € R™ est le
point initial.

(i1) Sur un voisinage N de L, la fonction objectif f est continiment
différentiable et son gradient est lipschitzien i.e

dL > 0 tel que ||g(z) — g(@)|| < L ||z — 2| ,Y2, 7 € N (3.19)

Remarque 3.4. Notons que ces suppositions impliquent qu’il existe
A > 0 tel que
lg(@)l] < AV e L (3.20)

Définition 3.2.(]22, 1992]) On dit que dy, est une direction de descente
suffisante si
digi < =C'llge]*s on >0 (3:21)

Rappelons les conditions de Wolfe faibles :

flzp +ady) < flag) + pad] g (3.22)
digrs1 > odigy (3.23)
ou O0<p<o<l
Les conditions de Wolfe fortes :
flon +ardy) < flzn) + pord) gy
i gra| < —odf gk (3.24)

ou 0<p<o<l
Les conditions de Wolfe relaxées :

flag +owdy) < f(zr) + pondy g
ody gy < df g < —oady g (3.25)
ou O<p<or<let og9>0.

Présentons maintenant un théoréeme fondamental qui assure la satisfaction
de la condition de Zoutendijk (voir chapitre2), pour toute méthode du type
(3.17)-(3.18), dans laquelle le pas oy est déterminé par la régle de Wolfe
faible (3.22)-(3.23).Ce théoréme était démontré par Zoutendijk ([47, 1970])
et Powell ([42, 1971]).
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Théoréme 3.2. Considérons une méthode du type (3.17) et (3.18)
dans laquelle dy est une direction de descente et le pas oy est déterminé par
la regle de Wolfe faible (3.22)-(3.23) avec o € ]0,3[. Considérons aussi que
la supposition 3.1 soit satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition
de Zoutendigk suivante :

2:(:052(9||g;€||2 < o0 (3.26)

k>1

est vérifiée.

3.5.1 Meéthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves ([19, 1964]) est une extension directe de
la méthode du gradient conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques.
Appliquée a une fonction quadratique, elle est identique au gradient conjugué
linéaire.

Rappelons que pour la méthode de Fletcher-Reeves la variante (3, est :

2
FR _ Al ~ (3.27)
llgr—all

les avantages de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est trés intéressante, d’une part parce qu’elle nécessite le
stockage de trés peu d’informations (essentiellement trois vecteurs de dimen-
sion n).

La propriété de descente de la méthode de FR

Théoréme 3.3. Supposons que L hypothése 3.1 soit satisfaite.
Considérons une méthode du type (3.17) et (3.18) dont

1Bi] < B " (3.28)

et le pas oy satisfait & la régle de Wolfe(3.23) et (3.24)ov o € ]0, 3.

Alors cette méthode génére des directions de descente. De plus on a :

1 % — 1
S LR ey (3.29)
T=o = lglf = 10

Démonstration. ([22, 1992])
La démonstration se fait par récurrence
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1) Pour k =1:
di g1 _ = lgall” _
loall* gl
D’autre part :
O<a<1:>{ 21_"§ -
2 = =1

2) Supposons que (3.29) est satisfaite pour £ > 1 et démontrons qu’elle
le sera pour k + 1 :
Supposons que :

3 — g e

— T —
1 < dkg;~C2 < 20 -1
1—=0 ™ lgell I-o

On a:

T
lgna g1

1+ B dy G
D’autre part de (3.27) on aura :

2 2
rr okl L gl
k
ol T OBEE T e+ 1)

d’ou : o -
d
k+19k+21 — 14 51?-]; kgkzl (3'30)
| grs1] P |

En utilisant la condition de recherche linéaire (3.24) on aura :

|d£gk+1‘ < —odige =0 ‘ﬁk—&—l‘ digr < By ghn < —0 }5]@—1—1‘ di; gn

Remplagant ceci dans (3.30) :

i |Bk+1’ dé”gk < dg+19k+1 <_1- U‘5k+1| dfgk
B gl ™ Ngisll Bity llgell”
De (3.29) on aura :
1 Bra| o < df+19k+21 <14 Bria|o
ﬁk+1< o) [resy| 5k+1( o)
et de (3.28) :
_ 1Bl _
l—o 5k+1
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On aura : .
—1 _dfagen _20-1

L=0 7 lgea|® ~ 1-0

Ce qui achéve la démonstration. [
Corollaire 3.1. D’aprés (3.29) on déduit que pour tout k > 1, dj, est une

directions de descente suflisante avec C' = % > 0.
En effet :
-1 d{gk2 Ll
I=0 = Jglf = 1-0
T 9 . 1— 20
= dpgr < —C|lgkl|© ou C= = O

Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire ( version Flecher Reeves) avec des recherches linéaires inexactes
(recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (3.22) et (3.24) on o < 1) a été
démontré par Al-Baali ([3, 1985]). Touati Ahmed et Story ([44,1990]) ont
généralisé ce résultat pour

0 < B, < B Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont généralisé ce résultat
pour |3,| < B,

Théoréme 3.4. Supposons que Uhypothése 3.1 soit satisfaite. Consi-
dérons une méthode du type (3.17) et (3.18) avec (3, satisfaisant a (3.28)
et le pas ay satisfaisant aux conditions de Wolfe fortes (3.22) et (3.24) ou
o€ }0, %[ Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens
suivant :

lim inf g = 0 (3:31)

Démonstration. ([22, 1992])
Puisque les conditions du théoréeme 4.2 sont satisfaites alors on a :

-1 dfgr  20-—1
1—0o = z S 1—0o
gl

g 2
= —od}_1ge1 < —— ||lgr_
00k 19k—1 = 1_0,H£lk 1l

D’autre part de (3.24)
|df gea| < —odigr = |di_1gx| < —odi_ 19k

d’ou o
2
|di_1gx| < —0di_ 1911 < 1o lgr—1ll (3.32)

62



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DES METHODES DU GRADIENT

CONJUGUE UTILISANT DESRECHERCHES LINEAIRES DE WOLFE
FORTES.

De (3.17), (3.28) et (3.32) :

Idill> = |llgrll* — 28xdi_19x + B ldu—1 "]
< lgell? + |284df_1 96| + B di-1|®

1+o0 2
< ( )Hgku T (BE™)? [

1-—-

Posons 6 = }*U > 1, on aura :

Il < & llgell® + (B5%) s
< Gllgl + (BE%)” [ < & llgeall® + (BE™)” N2’

IN

k k
. 4 -2 | 4 4 -2 _ 4 4 -2
6 llgll" Y Ngill™* + 6 llgwll " Ngall ™ = 6 lgell* D llgs
j=2 j=1

Supposons que gx est borné en dehors du zéro (limy_ inf || g # 0),

c’est-a-dire :
lgill > w > 03k = ||gl| > < w2

de (3.20) on a :

k 4 k

2 A 4 72
ldel® < o llgnll* D llgsl —QZ
j=1 j=1

s _ A
= |ldil|* < 675k
W

d’ou
2

1 w 1
> > 3.33
TP S o

k>1 k>1

Ce qui veut dire que >, -, W est divergente.
D’autre part, puisque les conditions du Théoréme 3.1, et du théoréme 3.2

sont satisfaites on a :
ZCOS2 0 lgill® < oo

k>1
° loel loel
9k 9k
1 < cosby < ¢y
| di || |||
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d’ou

lgxl”
> y sllgell? < D cos? O [lge]l? < o0
E>1 H k” E>1
4
— Z ’ng2 < 00
=1 dl
4

= > Y < oo
1l

k>1

1
- Y e
[l

k>1

Ce qui contredit (3.33), d’ou le résultat :
klim inf ||gx|| =0. O

Remarque 3.5. Lui, Han et Yuan ([32, 1995]) ont prouvé le résultat
(3.31) pour cette méthode si p = o = 3.
Inconvinients de la méthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves possede de bonnes propriété théoriques,
mais en pratique, elle converge parfois lentement, et méme prématurément.
En effet, si les pas sont trop petits, il se peut que ce comportement s’élargit
pour un grand nombre d’itérations, et c’est ce qu’il nous oblige a réinitialiser
en posant BkFR = 0.

Powell ([43,1977]) est le premier qui a observé ce comportement, ainsi il
a donné un contre exemple avec une recherche linéaire exacte. On évite cet
inconvénient en réinitialisant chaque n itérations par exemple.

Nemirovsky et Yudin ([36, 1983]) ont démontré par un contre exemple
que la méthode de Fletcher-Reeves converge plus lentement que la méthode
de Steepest descent. (cas d’'une fonction quadratique avec recherche linéaire
exacte).

3.5.2 Méthode de Polak-Ribiére-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribiere ([38, 1969]) et Polyak
([39, 1969]).
Rappelons que pour la méthode de Polak-Ribiére-Polyak la variante [,
est : "
kPRP _ 9k Z/k712 (3.34)
lgk—1ll
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Avantages de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

La méthode de Polak-Ribiére-Polyak posséde bonnes performances nu-
mériques

Convergence de la méthode de PRP

pour étudier la convergence de cette méthode on a deux cas

cas ou [ est fortement convere Polak et Ribiere ([38, 1969]) a démontré
la convergence de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak & travers le théoréme
suivant :

Théoréme 3.5. Si f est fortement convexe, continiment différen-
tiable avec un gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribiére avec re-
cherche linéaire exacte génére une suite {x;} convergeant vers l'unique point
x* réalisant le minimum de f.

Démonstration. ([21])

Montrons dans un premier temps que

_d{gk

cosf = ———
gkl ]

est uniformément positif.
Grace a la recherche linéaire exacte, on a

diﬂﬂyk—l = dffl (gk - gk—l)
T
= _dgqgk—l == (_gk—l + ﬁkpﬁfdka) Jk—1
2
= |lge-1ll

La forte convexité de f implique que

() — xk—1)T Yk—1 = ||z, — 96‘k-1||2

k—1 Qp—1

dg_Lyk—l =

ou 7 > 0 est le module de forte convexité de f.
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

|BPRP‘ _ ‘ggyk—1| _ |g;{yk—1‘ ar 1L ||grll |xx — xp_1]] _ L Nl gl
' lgral?  dive = 0 lag — x| 1 || di1]]
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On peut alors borner ||d|| par :

el < Nlgell + 18] i

L gl
< el + Z Aol gy
T ]
L
< 14 =) llgxll
n
Ensuite I
o = — ol < (1 ; 5) el el
Ou encore

T —1
[lgrl I 1

D’apres la proposition 2.1 et la recherche linéaire exacte, la condition de
Zoutendijk est vérifie. Mais f et donc { f(xx)} est bornée inférieurement (car
f est fortement convexe). On en déduit que g — 0.

D’autre part, {x)} est bornée ( f est fortement convexe) et posseéde donc
des sous suites convergentes. La limite de celles-ci ne peut étre que I'unique
minimum z* de f (car g — 0) .

Donc toute la suite {x)} converge vers z*. O

cas ou [ n’est pas convexe Powell ([41, 1984]) a donné un exemple de
fonction (de 3 variables, deux fois contintiment différentiable) pour laquelle
'algorithme géneére une suite {x} dont aucun des points d’adhérence n’est
stationnaire.

Danc Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak peut
ne pas converger.

En 1986 Powell([40, 1986]), a modifié la variante 87" en évitant les

valeurs négatives, autrement dit si a l'itération k£ on a : si kP AP <0, on
redémarre en posant ﬁf RP— (prendre la direction de la plus profonde

pente)
B = max {0, 5"}
Ce choix assure la convergence si le pas «a; est déterminé par la régle de
Wolfe forte. [

Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont assuré la convergence avec une re-
cherche linéaire exacte ou inexacte, en hybridant les méthodes de FR et de

PRP.
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Donc cette nouvelle méthode consiste a prendre la variante 3, comme
suit :

FR . oPRP FR
_P}]%P o kPRP< _BE'R
b= PR s MikRP | S?}%
koSBT > By

Grippo et Lucidi ([26, 1997]) et P. Armand ([1, 2005]) ont suggéré des
modifications dans le choix de oy, afin d’établir le résultat de la convergence.

3.5.3 Meéthode de la descente conjuguée

Cette méthode fut proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([17, 1987]),
Rappelons que pour la méthode de la descente conjuguée la variante [3,
est :

2
oD g
= 3.35
k —d£_19k71 ( )

La propriété de descente de la méthode de la descente conjuguée

Fletcher ([17, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas «;, est déterminé par la régle forte de
Wolfe(3.22) et (3.24) avec o < 1.

Dai et Yuan ([11, 1996]) ont démontré le théoréme suivant :

Théoréme 3.6. Supposons que Uhypothése 4.1 est satisfaite.

Pour toute méthode du type (3.17) et (3.18) dont (), satisfait a (3.35) et
le pas ay, satisfait aux conditions de Wolfe relaxée

(3.22) et (3.25) :

flag+owdy) < f(m) + pdi g
et ovdigr < digi < —0adigr

ou 0<p<oy<let0<o0y,<1

Alors notre méthode génére des directions de descente suffisante o chaque
itération k > 1.

Démonstration. ([11, 1996))

On a

T
—digy = - <_gk+ﬁngk—1) Ik

df 19k
— lll® [+ =2
d£_1gk—1
~digr 19

lgel® — digka
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D’autre part de (3.25)

odigr < dfgra < —02di g

d;ilgk
= 1—0'2§1+T—§1+0'1
dkflgk:—l
d’ou r
1— 0y < kI8 kg; <l+o
gl

Donc si ||gx|| # 0, on a :
gy < —=Cllgel> ot C=1—0,>0

et donc d;, est une direction de descente suffisante

Convergence de la méthode de la descente conjuguée

Yuan ([49, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.31) de cette mé-
thode avec un pas satisfaisant aux conditions (3.22)-(3.25) si 01 < 3 et
09 = 0.

Dai et Yuan ([11,1996]) ont démontré ce résultat pour o1 < 1 et o9 =0,

Théoréme 3.7. Supposons que la Uhypothése 4.1 est satisfaite.

Toute méthode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle B, vérifie (3.35)
et le pas oy, est déterminé par la régle de Wolfe relaxée (3.22)-(3.25) ou
0<p<oyr<1etoy=0;est de descente convergente, dans le sens ot

klim inf ||gx]| =0

Démonstration. ([11,1996])
Du théoréme 3.4 on a :

s
-0y < I cqyg
gk
—dr
= 1<k o4
gl

2

2 2
g2 ]l” [lgxl

= (1+Ul)_1 ~ ~
—dT g |l |I”
cD

= (I+o0) ' <= <1
5k+1

cD FR
= Bis1 < Bria
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Donc 8¢7) vérifie I'inégalité (3.28).
D’apres le théoréme 3.2 on a :

klim inf [|gx|]| =0 O

Nous terminons ce chapitre concernant la convergence des méthodes du gra-
dient conjugué utilisant les recherches linéaires de Wolfe forte par un résultat
récent de Dai et Yuan ([14,2002]).

3.5.4 Convergence d’une classe de méthodes de Gra-
dient Conjugué dues a Dai et Yuan avec des re-
cherches linéaires de Wolfe fortes.

Soit f : R™ — R, non nécessairement quadratique. Considérons toujours
notre probléme de minimisation sans contraintes

min f(z); =z €R"”

Pour trouver un point stationnaireou une solution optimale & notre pro-
bleéme, les différentes méthodes du gradient conjugué generent des suites{z }, |
de la forme :

L1 = T + Oékdk (336)

Le pas a; € R étant déterminé par une recherche linéaire exacte ou
inexacte. Nous supposerons dans cette partie, comme c’est le cas dans tout
le chapitre, que notre recherche est une recherche linéaire inexacte de
Wolfe Forte, c’est & dire que «y, vérifie :

f(zx) + pard] g
—ody i, O<p<o<l.

fop + agdy)

<
|d£9k+1| <

La direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante(3, € R)

o —01 sik=1
= { —gr+ Bid—1 sik>2 (3.37)

Nous avons vu dans les paragraphes précedents comment les résultats
de convergences des differentes méthodes de gradient conjugué dépendaient
essentiellement des scalaires 3, et ces résultats ont été étudiés séparément sui-
vant les differentes valeurs de 3, voir El-Baali ([3], 1985), Gilbert et Nocdall
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([22], 1992), Grippo et Lucidi ([26], 1997 ), Powell ([40],1986), Touati-Ahmed
et Storey ([44],1990), Powell ([41], 1984).
En 2002 Dai et Yuan ([14, 2002]) ont étudié le probléme suivant :

Quelles conditions assez generales doivent verifier les coéfficients
B, pour assurer la convergence globale en utilisant des recherches
linéaires inexactes de Wolf fortes.

Ce paragraphe détaille cette étude. Avant de donner le résultat essentiel
de cette étude, considérons d’abord les deux lemmes suivants dus aux mémes
auteurs.

Lemme 3.1 ([13]) Supposons que Uhypothése 3.1 est satisfaite. Pour
toute méthode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle :
dy : est une direction de descente et le pas oy est déterminé par la régle

fort de Wolfe(3.22) et (3.24),51

¢
Z % =00 pourt € [0,4] (3.38)
E>1 119k

Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf [|gx|| =0

Lemme 3.2 ([14]) Supposons que la hypothése 3.1 est satisfaite. Toute
méthode du type(3.17) et (3.18) dons laquelle :
dy : est une direction de descente et le pas «y, est déterminé par la régle

fort de Wolfe forte (3.22) et (3.24). Si

|92 dy,
Z W =00 pourr€[0,2] , (3.39)
k

k>1

alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant
klim inf [|gx| =0

Démonstration.
Pour tout r € [0.2], si [gfdi| > 1= (g,fdk)2 > |gldy|".On a

}ggdk‘r <1+ (ggdk)Q
Alors
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1 |9 di|” |97 di
> - 3.40
2 Ik ]” 3 ldx]” 2 Idx” 340

k>1 k>1

Du lemme 3.2, et en utilisant (3.39) et (3.40), on peut remarquer que
(3.33) est vérifiée pour t =0

Donc du lemme 3.2 en trouve que (3.31) est vérifiée aussi. Ce qui acheve
la démonstration. [

Corollaire 3.2.Supposons que la l’hypothése 3.1 est satisfaite. Toute mé-
thode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle :
dy : est une direction de descente et le pas oy est déterminé par la régle
fort de Wolfe forte (3.22) et (3.24)
St
‘7"

lgell" |g¥ di

pour t > Oet r > 0 avec t+ 2r < 4. La méthode est globalement
convergente, dans le sens suivant :

klim inf ||gx|| =0
Démonstration.

Supposons que cela n’est pas vrai. On obtient par le lemme 3.1

lgs |

2
k>1 HdkH

Si: |gldi| < llgkll* on a

< 00 Vi, r >0 (3.42)

gl g7 di|” < llgill™™*

Sinon, on aurait

T S |ggdk|%+r '

9 II" [ gt di

Donc la relation suivante est vérifiée
r r Ly
gl gt de]” < Ngill ™ + | gi di|?
De (3.41) et (3.42) on a
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+T
Z \9;? dk _
k>1 ||dk”

Si on prend en considération le lemme 3.1. et le fait que % +r €[0,2],on

en conclut que :
klim inf || gx|| = 0.

Ainsi on obtient une contradiction. Ce qui achéve la démonstration.  [J

3.5.5 Condition générale sur les scalaires [,

Le but de cette partie est le théoreme 3.8 qui suit dans lequel Dai et
Yuan ([14, 2002]) ont posé une condition sur le scalaires /3, qui assure la
convergence globale de la méthode du gradient conjugue dans le cas de la
recherche linéaire de Wolfe forte.

Théoréme 3.8.Supposons que la U’hypothése 3.1 est satisfaite. Toute
méthode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle dy : est une direction de
descente et le pas oy est déterminé par la régle de Wolfe forte (3.22) et
(3.24).

S’il existe une sous suite infinie {k;} et une constante positive ¢ > 0 telle
que les valeurs de [3; vérifient :

k;
131 <e Viz1, (<k, (3.43)
alors la méthode converge dans le sens suivant
klim inf [|gx]| =0
Démonstration.([14])

pour k > 2, (3.18) implique que

A+ g = Bedi—r = ||di]|* < —2¢7 dy. + B¢ || di—1)?
k k
= del® < —20{dx —2) [ [ Bi9)1dja
=2 i=j

= |l < (1+¢) Z (—2¢7d,
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Si

lim inf [|dy, || < co
k—o0

Donc

Y=
i |)?

k>1

Soit en utilisant le lemme (3.2) on a
lim inf [|gx|| = 0.
k—o0
Sinon on obtiendrait la relation suivante :
lim ||dg, || = oco.
11— 00

Dans ce cas, on aura : obtient d’aprés (3.31) vérifier qui implique

ki
limz (—ngdj) = 00.
j=1
Cette derniére relation donne :
k; ( T
—g] d;)
ny 0D
Jj=1 ||dj ||

Par conséquent, en utilisant le lemme (3.1) nous avons

lim inf [|gx|| = 0.
k—o00
Ce qui achéve la démonstration. [

3.5.6 Méthodes de Newton et quasi-NNewton
3.5.7 Méthode de Newton

La méthode de Newton est attribuée au mathématicien, physicien et as-
tronome anglais Issac Newton (1642-1727). Toutefois, comme le dit Dirand
c’est Raphson qui publiait, en 1690, la formule itérative utilisée actuelle-
ment. C’est la raison pour la quelle certains auteurs l'appellent méthode
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de Raphson-Newton. L’algorithme de Newton est la généralisation multi di-
mensionnelle de la méthode de Newton Raphson, appliquée a la recherche
des racines de V f(x). La méthode de Newton n’est pas une méthode d’opti-
misation proprement parler. C’est une méthode de recherche des zéros d’une
fonction g : R” — R™ selon : g(z) = 0. L’idée de cette méthode ici est de
résoudre 1'équation V f(x) = 0, condition nécessaire de premier ordre pour
la détection d’extrema d’une fonction. L’equation V f(x) = 0 est donnée par
un systéeme n x n d’équations non linéaires. Nous allons d’abord la décrire
puis montrer comment on peut I’appliquer & la recherche de minimum.

Description de la méthode

Autour de zj, une approximation quadratique de la fonction f suposée
deux fois différentiable est :
1
q(x) = f(xp) + Vi xp)(z —xp) + E(x — ) H (2 (2 — 1) (3.44)
Si la matrice H (zy) est définie positive alors la fonction ¢(x) est strictement
convexe et a un minimum unique définie par :

Vq(zri1) =0 (3.45)
c’est a dire
Vf(xg) + H(xg) (g1 —xk) =0 (3.46)
qui donne
Tyl = T — [H(xk)]il V f () (3.47)

Cette équation donne la forme générale des points générés par I’algorithme
de Newton.

supposons que f(Z) =0 et que H(T) est définie positive (T un minimum
local), alors H (z},) reste définie positive en tout point voisin de 7.

Ceci assure que le successeur de z;, est bien défini.

Newton

[ — -
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FIG 31

Algorithme Etape initiale : soit ¢ > 0, critére d’arrét. Choisir x; point
initial, poser k£ = 1 et aller a I’étape principale.
Etape principale : Si ||V f(2)|| < ¢ stop, sinon poser

T = o — [H(a)] ™ V() (3.48)

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape principale.

Il est important d’observer que l'algorithme de Newton construit des
suites convergeant vers des points stationnaires, sans faire de distinction entre
les minima ot le maxima, par exemple. Ceci est dii au fait qu’il est concu
pour trouver des racines de V f(z) = 0. Par conséquend, sans modification
adéquate, si le premier itéré est proche d’un point stationnaire, la suite gé-
nérée convergera vers ce point stationnaire.On comprend que, si I’on cherche
a minimiser f, converger vers un maximum local n’est pas une propriété
satisfaisante. Il sera donc nécessaire de modifier ’algorithme de Newton de
maniére a le contraindre & éviter les points stationnaires qui ne sont pas des
minima.

3.5.8 Avantages et inconvénients de D’algorithme de
Newton

Avantages

Si le point 1 et assez proche de la solution optimale locale x, telle que
H(x,) soit définie positive, alors 1'algorithme de Newton converge de fagon
quadratique vers la solution x,. c’est & dire que 'on a

lnes = 2ol < 7 llaw —a® 720 (3.49)

Inconvénients

Les inconvénients de la méthode de Newton pour résoudre des sys-
témes d’équations non linéaires(resp des problémes d’optimisation) sont bien
connus :

— Cette méthode fonctionne trés bien pour les problémes de petite di-
mension
(1 < n < 10), lorsqu’on peut calculer facilement la matrice hessienne
H et son inverse. Ce calcul nécessite des itérations plus nombreuses et
coliteuse dans les problemes de grandes tailles.
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L’algorithme n’est pas défini aux points x ou la matrice hessienne H
est singuliere.

Pour les problémes d’optimisation, si f n’est pas strictement convexe,
I’algorithme ne génére pas nécessairement des directions de descente de
f.

L’algorithme n’est pas globalement convergent ( si le premier itéré est
¢loigné d’une solution, le comportement des itérés suivants est erra-
tique).

Un systéme linéaire d’ordre n doit étre resolu & chaque itération.

A cause de ces inconvénients, il existe des modifications qui permettent
d’obtenir une convergence superlinéaire, pour approximer I’étape de Newton
asymptotiquement. C’est le principe de Dennis et Moré. Comment peut-on y
aboutir sans évaluer la matrice Hessienne dans chaque itération. La réponse
a été découverte par Davidon en 1959 et a été développée et popularisé par
Fletcher et Powell en 1963. Elle consiste & commencer par n’importe quelle
approximation de la matrice hessienne et a chaque itération, on améliore la
matrice en introduisant la courbure du probléme mesuré tous au long de
I’étape. Si cette amélioration est faite correctement, on obtient quelques mé-
thodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on appelle les méthodes de
la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré I’optimisation non linéaire
en procurant une alternative a la méthode de Newton, qui est trés cotiteuse
pour plusieurs applications. Il y a plusieurs méthodes de quasi Newtoniennes,
on s’étalera particulierement sur les trois plus importantes, la méthode de
correction de rang un, la méthode de DFP (Davidon, Fletcher, Powell), et la
méthode de BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).

3.5.9 Méthode de quasi-Newton

Cette classe de méthodes cherche a tirer le meilleur profit possible de
I'information de premier ordre (gradient) fournie par les itérés. A chaque
itération, on résoud un systéme linéaire dont la matrice By est une approxi-
mation de la matrice hessienne H(xy).

Cette méthode de type :

Tpy1 = Tp + apdy,
3.50
{ dy = —Brgr (3:50)

ou bien

{ Tpt1 = Tk + agdy, (3.51)

dy = =S} g

Ou By (respectivement Sy) est une matrice destinée a approcher l'inverse
du Hessien de f (respectivement le hessien) de f en xj. Le probléme posé
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est de trouver une stratégie & adopter pour faire cette approximation. On
peut commencer par poser By = [. mais comment ensuite mettre a jour
I’approximation Bj, au cours des itérations ? L’idée est la suivante : prenons
f € C*(R"), et faisons un développement de V f au voisinage de zy.

V(@) =V f(zy) + H(xe) (@ — zi) + of[|z — z]) (3.52)
~ V f(x) + H(z)(x — ) (3.53)

ce qui implique
[H ()] [V (2) = VI(@)] = 2 — 2 (3.54)

les approximations sont exacte si f est quadratique.
En particulier avec x = x;1 et si By était une bonne approximation de
[H (x1,)] alors
By [g(zk1) — 9(@r)] = Tpi1 — w (3.55)

on peut imposer que By satisfait cette equation exactement d’ou

Bit1 [9(r41) — g(21)] = Tpes1 — (3.56)

posons
Sk = Tk+1 — Tk (357)
Yo = 9(@ps1) — g(zk) (3.58)

On obtient ’équation de sécante

Bk+1yk = Sk (359)

On souhaite que la matrice Bj, posséde les propriétés suivantes :

- Facile & mettre a jour,

- symétrique,

-"converge" vers la matrice hessienne,

- généralise la méthode de sécante, c’est a dire posséde la propriété de
sécante (exacte dans le cas quadratique)

- résolve un probléme quadratique de dimension n & n itération

- soit définie positive
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3.6 Meéthode de Broyden-Fletcher-Goldfard-
Shanno(BFGS). [1970]

Méthode de Broyden, Fletcher, Gold-farb et Shanno(BFGS) Cet algo-
rithme, développé indépendamment par Broydon (1970), Fletcher (1970),
Goldfarb (1970) et shanno (1969).La formule de mise a jour de Broyden,
Fletcher, Goldfarb et Shanno est une formule de correction de rang deux,
qui s’obtient & partir de la formule DFP en intervertissant les roles de sk et
yk. La formule obtenue permet de mettre a jour une approximation Bk de
Hessien lui meme et non de son inverse comme dans le cas de la méthode
DFP. On exigera que posée dans les mémes propriétés, a savoir Bk+1 reste
défnie positive si Mg l'est et bien sur I’équation d’approximation de quasi
Newton doit étre véri. .. ée, c’est a dire :

3.6.1
Mk+15k = Yk (360)

on obtien donc

Yk - Mysy.s; My,

M1 = My + (3.61)

T T
Yi Sk s, Mysp,

BFGS avec H,=I

— =

1.5}

1
oS

o ™

0%

FIG 3.2
L’algorithme ossocié est le suivant :
Algorithme2. (Méthode de BFGS)
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Etape initiale :
Soit € > 0, déterminer le critere d’arrét. Choisir s, point initial et M;
définie positive quelconque (par exemple M; = I).
Poser k =1 et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||Vf (5a)|| < € STOP; sinon, poser dy, = —Mygy et déterminer le
pas
optimal \; solution optimale du probléme min f (3¢, + Ady), A > 0 et
poser
M1 = 2+ Ardy
Etape 2 :
Construire My, comme suit :

T T
YrY My.sy.s,, My,
My = My, + =25 — b

Yyi s, sp Mysy,
avec
Sk = 41 —
Yo = Vf(Gaw) = Vf(Ga)
Remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. O

3.6.2 Remarque :

1-Notons que la direction diest obtenue par une résolution d’un systéme
linéaire. En particulier la mise a jour de Mjest faite directement sur le facteur
de Cholesky Cx ouMyg = C KC'IT(ce qui rameéne le calcule de d;, au méme coftit
que pour la formule de DFP.

2-La méthode BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode DFP
dans le cas quadratique. Les directions engendrées sont conjuguées. Cette
méthode est reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la méthode
DFP aux imprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue de vitesse
de convergence. Elle est donc tout a fait adaptée quand la recherche linéaire
est faite de facon économique, avec par exemple la régle de Goldstein ou la
régle de wolf et Powell.

3-La relation .

M kSkSEM k

y;;r Sk SEM kSk

(3.62)
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permet de construire une approximation de la matrice Hessienne elle
méme (et non pas son inverse).
En effet : Posons

T T
UkYr  Mysksy My
Ck = - 3.63
Tyl sy Mi.s (3.63)
Nous avons
Hyr = (M) ™' = My + Cg] ™ (3.64)
Par application de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury suivante
- L ATa"AT
Atab’) =A" -2 2 3.65
(A ) [ (3.69)

Ot A est une matrice inversible, et b est un vecteur de R", et en supposant
que bTA 'a # —1 alors on a

~1
T T
_ -1 -1 _ YeYe Myspsy My

Spe1 = [Mpga] = [Mp +Ck] " = | My + o 5% T ] (3.66)

Posons - M

YrY ESk T T
A= M, + a4 = b =5, M, 3.67
F yl;rsk s,;ersk fk ( )
donc
wye | Misy weyn |
o1 {M;mt Tk} = s,IMk{Mk—i— T’“}
_ Yk Yp Sk]  Sp Misi Yy, Sk
Hypy = Mk+yT—s - R
k 2k Yk kSk
1+s, M [M + }
S Yp Sk sp My.sy,
(3.68)
-1
. YrYp .
On doit calculer | My + == , pour cela on applique la formule de
Yi Sk

Sherman-Morrison-Woodbury une deuxiéme fois, on pose

T
A = Mya=—25 37 =yF (3.69)
Yx Sk
-1 Y —-1

1 M — Y |[M _ _

|:Mk + ykyl;r:| _ [Mk]fl . [ k] y?{‘sk K[ k] _ [Mk]fl . [Mk] lykyf( [Mk] '
Uy Sk 1+ M) vicsk + i [Mi] ™

Yk Sk
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remplacons cette derniére dans la formule et d’aprés un calcule on obtient

Hiy = [Mpga]™ (3.70)
_ _ syl (M)t + M) yrest
Sk Yk S Yk
_ ye Hicur | sksy, swykHri + Hryr sk
= Hx+ |1+ 7% T, T
Sk Yk Sk Yk Sk Yk
Propriétés

e La condition y, s, > 0 assure la défini-positivitée de Mj.

e La condition y, s, > 0 est satisfaite lorsqu’ on utilise la recherche li-
néaire de Wolfe.

e Les diréctions sq, So, ..., s, engendrées par la formule de BFGS sont
conjuguées.

e Dans le cas quadratique la méthode de BFGS posséde les mémes pro-
priétés que DFP.

e Dans le cas non quadratique, il faut procéder & des réinitialisations
périodiques pour assurer la convergence globale.
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Chapitre 4

Convergence globale d’une
méthode du gradient a
mémoire pour 'optimisation
sans contrainte.

4.1 Introduction

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte (P) suivant :

(P) min {f(z) : z € R"}

ou f est une fonction différentiable.

Les méthodes du gradient conjugué sont des méthodes importantes pour
résoudre le probléme (P). Ces méthodes sont de type itératif et générent a
partir d’un point initial une suite de points {x;} de la facon suivante :

Tpt1 = Tk -+ )\kdk; (41)
la direction dj est définie par la formule de récurrence suivante:
—01 sik=1,
dy = 4.2
’ { =gk + Brdr—1 sik>2, } (42

ot gr = V f(zx) et A\x est la longueur de direction obtenu par une recherche
linéaire unidimensionnelle et (3, est un scalaire.
Les conditions de Wolfe fortes sont données par :

fk 4+ Mdy) < f () + wided) gy (4.3)
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|} gii1| < —wad] g (4.4)

ol 0 <wy <wgy < 1.
Il existe plusieurs formules célebres pour 3,,on peut citer celle de Fletcher-

fletcher-Reeves (F'R), de Polak-Ribiere-Polyak (PRP) et de Hestenes-Stiefel
(HS) (voir [ 15;27, 28;18]). leurs formules respectives sont données par :

2
9k
| gr—1l]
T
9k Yk—
C = (4.6)
Hgqu
T
HS 9k Yk—1
— JkIPT 4.7
k dz_lyk—l ( )

ol ||.|lest la norme euclidienne et yx_1 = gr — gr—1-

Les propriétés de convergence des méthodes F'FR, PRP et HS ont été
étudiées dans beaucoup de références, par exemple [ 1, 5, 7, 16, 17, 21, 25,
28, 31 |.

Cependant, si la condition imposée a ws & savoir we < 1, ni 'une ni autre
des trois méthodes du gradient conjugué non-linéaires célebres ci-dessus ne
peuvent assurer la descente.

La méthode de descente conjuguée(C'D) di a Fletcher [ 14 |, ou :

cp lgx]I”
P o (4.8)
assure une direction de descente généralement, avec la recherche linéaire
de Wolfe forte (4.3), (4.4) avec wq < 1.
Mais la convergence globale de la méthode de (C'D) est prouvée (voir| 8
|) seulement dans le cas ou la recherche linéaire satisfait la recherche (4.3)
et :

Pour n’importe quelle constante positive ws satisfaisant (4.3). Un exemple
est construit dans [8] prouvant que la méthode de la descente conjuguée
produit une direction de descente & chaque itération avec A\, satisfaisant :

wadi gk < g(ak + Medp)di < —ad] g, (4.10)
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Récemment, Dai et Yuan [6] ont proposé une nouvelle méthode du gra-
dient conjugué dans laquelle :

2
DY gl
= = 4.11
k dz:_lykfl ( )
Une propriété remarquable de la méthode de DY est qu’elle fournit une
direction de recherche de descente a chaque itération et converge globalement
a condition que A satisfait la condition deWolfe (4.3), & savoir :

9(xr + Medy)dy, > wady gr (4.12)

Dans [ 11 |, Dai et Yuan ont proposé une famille globalement convergente
des méthodes du gradient conjuguées ,dans la quelle :

lgx|I”
Br = (4.13)
Mageal? + (@ =N dl_ yns
ol A € [0,1] est un parameétre. Le cas A € (—00. + 00) a aussi été étudié
dans [12], il s’est avéré que la famille des méthodes employant la recherche
linéaire qui satisfont (4.3) et (4.10) convergent globalement si les parameétres

wa, Wy €t A sont tels que :

wg—l S (CL)Q"—C&Q))\S 1 (414)

Dans | 23 |, Nazareth a considéré les formules de FR, PRP, HS, et DY
comme les quatre principaux compétiteurs pour le scalaire 3, et a proposé
une famille de deux parameétres des méthodes de gradient conjugué :

5, = N llgll” + (1 = Aie) 9F Y
=
f gkl + (1 = ) dF_ g

(4.15)

A et py, €10, 1]

Il existe plusieurs types de méthodes itératives telles la méthode de New-
ton et les méthodes quasi-Newton. Ces méthodes sont connues comme les
plus efficaces parmi les méthodes itératives pour la résolution du probléme
(4.1) car elles sont trés performantes.

Cependant, leur inconvénient est qu’elles sont trés cotiteuse car on doit
calculer des matrices Hessienne et leurs inverses. Il est donc difficile d’appli-
quer ces méthodes pour les problémes a grande taille.
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La méthode(BFGS) est une méthode quasi Newton, elle est la plus utili-
sée pour surmonter cette difficulté. Il existe aussi certains types de méthodes
du gradient conjugué qui incluent des méthodes du gradient, la méthode a
trois termes [8] qui génére des directions de la fagon suivante :

di = Yr—1 + Brade—1 + Bradr—2

telle que
3 _ 91371 Yk—1
M ygl1 dk—l
3 ?J}Z’fl Yk—2
w2 yglg dk—z

ou la direction initiale de recherche est choisie arbitrairement pour étre
une direction arbitraire de descente.

Miele et all [3], Cantrell et Cragg [6] ont proposé pour la premiére fois,
la méthode du gradient & mémoire mais ils n’ont pas montré sa convergence
globale. Cette méthode produit une suite {z } a partir de la formule suivante :

Tpy1 = Tk + Sk

et on a a chaque itération on a

f(@pg1) < fla).

c’est-a-~dire la décroissance suffisante.
En utilisant le développement de taylor on a :

flani) = flzx) + g7 Sk

S} est choisi afin de satisfaire la contrainte suivante :
K = (Se =Y maSki)" (S = > miaSs)
i=1 i—1

oul m dénote le nombre d’itérations , k est une constante donnée et

N € R (i = 1,...,m). 'algorithme résultant s’appelle 1’algorithme du
gradient & mémoire. Pour résoudre ce probléme, on fait appel a la fonction
de Lagrange :

1 m m
L(Sk, ) = gi Sk + 2 {(Sk = miSk-i) (k= > miSki) — K}
k i=1 i=1
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ou # est un multiplicateur. La condition nécessaire d’optimalité du pre-
. k ’
mier ordre est donnée par :

VSkL(Sk7 /}/k) =0

Par conséquent on a

Sk =~V 9k + Z MkiSk—i
i=1

Les parametres v, , 17;; sont choisis tels que la valeur de la fonction objectif
diminue.

Nous allons dans la suite montrer que cette nouvelle méthode du gradient
a mémoire produit toujours une direction de recherche de descente qui vérifie :

grdi, <0 pour tout k (4.16)

et qu’elle converge globalement.

4.2 Direction de descente

Nous définissons une direction de recherche de la forme :

1 m
A = ig,e + — Z;Bk,dk_i , (k>1) (4.17)

Ou B, € R(@i = 1,..,m) et 7, > 0 sont des paramétres. Normalement
la direction de recherche a la premiére itération est la direction de descente
la plus raide avec le parametre de classement par taille ~, > 0, & savoir
dop = —7,90 - Notons que ces parametres sont différents de ceux donnés par
Miele et all. Notre but principal est de proposer une méthode du gradient &
mémoire qui produit une direction de recherche de descente. Nous définissons
alors,

T
Vi > Max{i—’;dkl;O} =1 (4.18)

T
Vi > Max{g—kdk_i;(]} i =2,...,m
Vi

et
Bri = lgrll* 5 (4.19)

86



CHAPITRE 4. CONVERGENCE GLOBALE D’UNE METHODE DU
GRADIENT A MEMOIRE POUR L’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTE.

ou ¥* est défini par ¢* = { g iz 15) ;%

Notons que yy* < 1, B, > 0et 8, > 0 pour i = 2,...,m. On a alors le
théoréme suivant :

Théoréme 4.1

soit dj défini par la méthode du gradient & mémoire (4.17). Si 9, et
B satisfont (4.18) et (4.19) pour tout k£ Alors cette méthode satisfait la
condition de descente pour tout k.

Preuve.

De (4.18) et (4.19) , On peut écrire pour ¢ = 1

—Vk Hng2+5k191{d < % Hngg"‘ﬁm maX{dZ—lgk:O}
= gl + llgicll* ¢y max {df_, gx,0}

2 2 %
< = Ngell™ + v gkl Vit
< 0
et pour i =2,...,mon a
i N9l + Bragid < = llgell® + Brmax {di_,g5,0}  ,i=2,...,m
= = llgell” + llgell” i max {di_igx, 0} Li=2,..

Y% Ngell™ + 5 llgrll Vi ¥k JE=2,...,m
0 i =2,...,m

IN TN

Alors nous obtenons

1 m
gidy = —Ygrgl + 9k B dics
=1

1 m
= =i llgell* + m Zﬁkiglzdk—i
i—1

1

= — Z(_% 9wl + Brighdi—i)
mai3

< 0

Par conséquent la condition de descente (4.17) est satisfaisant.l
A présent nous nous intéressons a la condition suffisante de descente,
c’est.-a-dire :
grdy < —Cllgrll>  tel que k>1 (4.20)

pour une certaine constante C'. Le théoréme suivant montre que la condition
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(4.20) est réalisée si on pose des conditions plus fortes sur 7, et 1, (i =
R OB

Théoréme 4.2

soit dj, définie par la méthode du gradient & mémoire (4.17). On suppo-

sons qu’il existe une constante 7 > 0 tels que v, > F et 1y, (i =1,...,m)
sont choisies telles que
grde—r + gl | deall < v (=1) (4.21)

grdi—i + gl | diill < v ¥ (1=2,..,m)

Alors la condition suffisante de descente (4.20) est satisfaite .
Preuve :
nous définissons ’ensemble d’index suivant :

I={i| gldiei >0} et|I|=t (0<t<m)
11 suit de (4.17) , (4.19) et de (4.21) que

1 & .
gidi = =y lloel® + — Zggdk—iwki (7l

g dkz % 2
< =l + = Z dek grl

Vik De—i 2
< _ 2
< bl 3 o 1o

2 1 Y dk—i 2
< gl + = SO BIT g

iel 2 g di—i
= el + o S % gl
el
— —lal (1- o)
< ~Zllgel®
< Ljg?

Ce qui implique que la condition suffisante de descente (4.20) est satis-

faite avec ¢ = %

Notons que la condition (4.21) est plus forte que la condition (4.18).1
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4.3 Convergence globale

Dans cette section nous établissons le théoréme de convergence global
pour cettte nouvelle méthode. On commence par présenter son algorithme
en utilisant les conditions de Wolfe fortes.

ou 0<d<o<l.
gz + e dip)'dy > ogldy (4.23)

ALGORITHME 4.1 (une nouvelle méthode du gradient )
Etape 0 : Etant donné zp € R",v, > 0 et m , posons dy = —v,g0 €t

k=10, si go =0 puis stop.

sinon, passez a l'etape 2.

Etape 1 : Calculer v, > 0 et 1, qui satisfont (4.21) , définissons [3;; par
(4.19) et considéronsr dy par (4.17)

Etape 2 : Calculer )\, > 0 satisfaisant (4.22) et (4.23)

Etape 3 : xp11 = v+ Medp .81 grir = 0 stop.

Etape 4 : k = k 4 1 allez a l'etape 1.

En choisissant ;; et v, , nous pouvons obtenir plusieurs variantes des
méthodes du gradient & mémoire.

Pour établir le théoréme global de convergence pour cette méthode, nous
posons les hypothéses suivantes :

Hypothése 4.1

(A1) f est bornée inférieurement sur R™ et continiment différentiable
dans un voisinage N de l'ensemble £ = {z € R" : f(z) < f(z0)} au
voisinage du point initial xg.

(A2) Le gradient g(z) est Lipschitz continu dans N, c.-a-d, il existe une
constante L > 0 tels que :

l9(x) — g < Lz -yl (4.24)

pour tout x,y € N.
Nous avons aussi le lemme bien connu suivant qui a été prouvé par
Zoutendijk [12].
Lemme 4.2
supposons que xy est un point de départ pour lequel I'hypotheése (4.1) est
satisfaite.
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Considérons n’importe quelle méthode de la forme (4.18), ou le dj est
une direction de recherche de descente et le \;, rempli les conditions de Wolfe
fortes (4.22) et (4.23). Alors

g,
Z( ’“g’“g < +o0 (4.25)
||

k>1

Ce lemme permet d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 4.3

supposons que xg est un point de départ pour lequel I’hypothése 4.1 est
satisfaite. Soit la suite {x)} générée par 'algorithme 4.1. Alors, ’algorithme
de la méthode du gradient & mémoire converge dans le sens ou

klim inf ||gx]| =0 (4.26)

Preuve.

Si l'algorithme ne se termine pas aprés un nombre fini d’itérations, nous
avons || gx|| > 0 pour tout k.

Puisque toutes les hypothéses du Théoréme (4.1) sont satisfaites, les di-
rections de recherche sont de descente, a savoir, g d;, < 0 pour tout k . De
(4.18) et (4.19), nous avons :

m m

Z(%@Z)m - ggdk—i)ﬁkzi ) (7k¢k1—7k¢k1) + Z(Vkl/)ki - dik—z‘)ﬁki = (Vi¥wi — ngdk—i)Bki

3

i=1 i=2 i=2
Par conséquent il suit de (4.16) et (4.17) que
lghdr] = —gidx (4.27)
1 m
= W llgell® - - > B gk dii (4.28)
i=1
1 m
= — > (nllgel® = Bri g dx—s) (4.29)
i=1
1 m
2 m Z(’kaki - glzdkfi)ﬂki (4.30)
i=1
> 0 (4.31)
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de (4.17) on peut avoir

1 m
d _ = s
et = ;:1 B d

ceci implique que

| d||* = — 2 3,95 di — 2 || grl”

ZB}% dk 7

Divisant les deux cotés par (gi dy)? et appliquons (4.35), on obtient alors :

m 2
ldell® 13 352 B dii 94 i dy, i”ngQ (4.32)
(97 di)? (95 di)? (97 di)? (97 di)?
m 2
_ o 2oy B dii] 2 o |lgkl”
- (gFdy)? a ng}fdk e (gl dy)?
IZ38 Budes]” 1 g
i=1 Pki Vk—i Gkl \2
= T —( + v )"+ (4.33)
(gL d)? lgell © Fold” gkl
m 2
< |5 3221 B dii b1 (4.34)
B (g4 di)? lgxl?
15 m Mdy—;
- (mZz:lfm [ dg—]| 2, 1 2
|9k | ||l
T A (ki — 9E =) B gkl

Notons que
Vi 2 i di—i + [|grll lldril|

et multipliant ceci par [, > 0 nous avons

ﬁki(kaki - gfdkfi) > Bk HQkH ||dkfz||

Sommons 'inégalité ci-dessus, nous obtenons alors

Zﬁki(7k¢ki — g dr—i) > ||gnll Zﬁkz [ di—i
i=1

=1
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et on a .
Z BVt — gidi—) > 0
i=1
o S Bl 1
=1 Pki 1%k—i
i < (4.36)
> i Bri(Vithns — gf di—i) ~ llgel
D’aprés (4.35) et (4.36) nous avons
dy|)? 1 1 2
] < pour tout k. (4.37)

(ged)? = llgxll ~ Nlgell — llgel

Si le théoréeme n’est pas vrai, il existe une constante C; > 0 tel que

lgill = C1  pour tout k. (4.38)

Par conséquent il suit de (4.37) et (4.38) que

|| 2
<
(9idy)? — Ct

ce qui implique que

(g% di)? > C_l2
ldell* — 2
Par conséquent nous obtenons

(dggk) ?

— =
k>0 ||dk||

Cela contredit la condition de Zoutendijk [12].H
Ce théoréme implique que si nous choisissons 7, et 1, (i = 1,...,m) qui

remplissent la condition(4.21), alors la méthode converge globalement.

4.3.1 Parameétre de classement par taille

Dans cette section, nous discutons le choix du parameétre 7,. Comme

indiqué dans le théoréme 4.3, la condition (4.21) est suffisante pour montrer
la propriété de la convergence globale théoriquement. Mais dans la pratique le
choix de v, affecte I’exécution numérique. Dans notre expérience numérique,
nous définissons d’abord «y, > 0 puis on donne les ¥, (i = 1,...,m) qui
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satisfont(4.21). Nous proposons deux choix de 7y, suivant la technique de
classement par taille des méthodes quasi-newtoniennes.
Du développement de Taylor, nous avons

V2 f(21)Sk-1 = Y1 ou Sp_1 =~ V2f(xp)  yr (4.39)

Afin de choisir 7, tels que le spectre d’intervalle de (v, I) recouvre
I'intervalle de V2 f(x;)~!, nous employons le quotient de Rayleigh suivant :

yi_y V2 f(ar) 7 gk Uiy Sk
y,i”,l Yk—1 y,ill Yk—1
v 1 () Yra

yg_l Yk—1

ici [ est la matrice unité. Nous définissons fyél) =1
et pour £ > 1 on a

T
. Y1 Sk-1
1 si #1—"—<
7(1) _ Vi1 Yk-1 e (4.40)
k yg 1 Sk-1 :
W St non
k—1 -

ol . est un nombre positif trés petit. Notons que 7,(91) vaut 1 quand

yi_ Sk-1

yg,1 Yk—-1
En second lieu nous définissons un autre parameétre de classement par

taille proposé par Zhang et all [11]. Ils ont défini Z;_; comme suit

est négatif.

Or—1
Zk—l = Yr—1 + mUk_l (441)

Ou U,_; est n’importe quel vecteur tel que SkT_lUk,l # 0 et

k1= 6(f(ze1) = f(xr) +3(gr-1 + gr) Sk

On a aussi le théoréme suivant
théoréme 4.4 (Zhang et Xu [11])
Si le Si_1 est suffisamment petit, alors pour n’importe quel vecteur Uj_;

tel que S{ ,Ux_1 # 0 nous avons
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St (V2 f(@)Skor —yee1 ) = O (|1Se-1l?)
StV f(@)Ser = Zier ) = O (Sl

Ce théoréme suggere que SI | 7, se rapproche de la deuxiéme courbure

de f(zy) mieux que de S{ | wyi_1 . D'une maniére semblable au premier cas,
2)

nous proposons 7y, = 1, et pour k > 1 on a
. ZT . Sk
1 si7#~1—— <7y
2 Zr | Zy_ €
712) - zT | k§,€l_1 o _ (4.42)
7Tz, Sinon
4.4 Résultats numériques.

Dans cette section, nous étudions comment le nombre m affecte I'exécu-
tion numérique. Nous examinons notre méthode avec divers stockage m qui
est changé de 1 a 50.

Le théoréme 4.3, nous permet de faire n’importe quel choix de -, et de
Yy; qui remplissent la condition (4.21) afin de montrer la convergence globale.
Dans notre expérience, nous avons d’abord choisi +, et avons considéré v,
(1 =1,...,m) qui remplissent la condition (4.21). Spécifiquement, nous avons
choisi deux 7y, comme suit :

Meéthode 1. v, = 7,(:) k choisi par (4.2)

Meéthode 2. aucun classement par taille, c.-a-d. v, = 1.

Pour les deux méthodes, nous avons posé¢ v, = 1071 et 6 = 0,01 ,
o =0,1. Pour 7, donné nous avons considéré 1, (i =1,...,m) défini par

_ el l1dr—ill + gidr—i +n
Vi

Vi (4.43)

Chaque probléme a été examiné avec de diverses valeurs de n changeant
de n =100 a n = 100000. La condition d’arrét était ||g|l, <e .

4.4.1 probléme 4.1

considérons le probléme suivant
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{ minimiser f(z;y) , f(z;y) = (1 —x)? 4+ 100(y — z*)? [fonction de Rosenbrock] Hl

avec (z;y) € R?

la solution du probléme 4.1 est (z;y) = (1,1)

Le graphe de f(z;y)

Les résultats numériques dans les tableaus 4.1, 4.2, ;;;,4.7 et la figure 4.1

et 4.2

Tableau 4.1 Les résultats numériques pour £ = 10~° [Méthode 1]

m | n le nombre d’itérations
2 100 52
2 | 10000 | 64
5 | 1000 64
5 | 10000 | 54
5 | 100000 | 58
10 | 100 61
10 | 100000 | 60
15 | 1000 60
15 | 10000 | 55
15 | 100000 | 56
19 | 10000 | 60
19 | 100000 | 61
27 | 10000 | 54
50 | 10000 | 66

Tableau 4. 2 Les résultats numériques pour & = 107° [Méthode 1]
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m | n le nombre d’itérations
2 | 100 57
2 | 10000 | 67
5 | 1000 58
5 | 10000 | 59
5 | 100000 | 63
10 | 100 66
10 | 100000 | 65
15 | 1000 65
15 | 10000 | 60
15 | 100000 | 61
19 | 10000 | 65
19 | 100000 | 64
27 | 10000 | 59
50 | 100000 | 71

Tableau 4. 3 Les résultats numériques pour € = 10~ [Méthode 1]

m | n le nombre d’itérations
2 | 100 62
2 [ 10000 |73
5 | 1000 64
5 | 10000 | 67
5 | 100000 | 68
10 | 100 70
10 | 100000 | 72
15 | 1000 71
15 | 10000 | 67
15 | 100000 | 67
19 | 10000 | 72
19 | 100000 | 71
27 | 10000 | 65
50 | 10000 | 77

Tableau 4.4 Les résultats numériques pour ¢ = 10~ [Méthode 1]
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m | n le nombre d’itérations
2 | 100 68
2 | 10000 | 76
5 | 1000 69
5 | 10000 | 70
5 | 100000 | 73
10 | 100 73
10 | 100000 | 75
15 | 1000 78
15 | 10000 | 70
15 | 100000 | 72
19 | 10000 | 76
19 | 100000 | 74
27 | 10000 | 70
50 | 100000 | 80

Tableau 4. 5 Les résultats numériques pour e = 107° [Méthode 1]

m | n le nombre d’itérations
1 | 1000 49
1 | 10000 | 60
1 | 100000 | 54
5 | 1000 53
5 | 10000 | 54
5 | 100000 | 58
10 | 1000 64
10 | 10000 | 55
10 | 100000 | 60
19 | 1000 62
19 | 10000 | 60
19 | 100000 | 61
37 | 100000 | 57
50 | 100000 | 66

Tableau 4.6 Les résultats numériques pour € = 10~ [Méthode 1]
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m | n le nombre d’itérations
1 | 1000 57
1 | 10000 |70
1 | 100000 | 62
5 | 1000 61
5 | 10000 | 64
5 | 100000 | 65
10 | 1000 72
10 | 10000 | 63
10 | 100000 | 70
19 | 1000 72
19 | 10000 | 69
19 | 100000 | 67
37 | 100000 | 64
50 | 100000 | 63

Tableau 4.7 Les résultats numériques pour € = 10~? [Méthode 1]

m | n le nombre d’itérations
1 | 1000 66
1 | 10000 | 76
1 | 100000 | 76
5 | 1000 69
5 | 10000 | 70
5 | 100000 | 73
10 | 1000 78
10 | 10000 | 72
10 | 100000 | 75
19 | 1000 78
19 | 10000 | 76
19 | 100000 | 74
37 | 100000 | 69
50 | 100000 | 80
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figure 4.1 : Les résultats numériques pour m = 8, n = 10000 et ¢ = 107"

AL 2

20 50

20 e ombre de iteration

L'—"i l‘-s-! !I‘---—dIIJ \b-...“"--—-.--—---.i_.-.

60

figure 4. 2 : Les résultats numériques pour m = 8, n = 10000 et ¢ = 1075

probléme 4.2
considérons le probléme suivant
minimiser f(z;y) , f(z;y) = 3z — 3)? + (10y — 1)* + 2?%y?
avec (z;y) € R?
la solution du probléme 4.2 est (x;y) = (0.9989;0.0990)

Les résultats numériques [par la Méthode 2|dans les tableaus 4.8 4.9

et 4.10 et la figure 4.3
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tableau 4. 8 € =107° tableau 4.9 &=10"% tableau 4.10 ¢ =107?

m | n I m | n I m | n 1
2 | 100 02 2 | 100 62 2 | 100 68
2 | 10000 |64 2 110000 |73 2 | 10000 | 76
5 | 1000 64 5 | 1000 64 5 | 1000 69
5 | 10000 | 54 5 | 10000 | 67 5 | 10000 | 70
5 | 100000 | 58 5 | 100000 | 68 5 | 100000 | 73
10 | 100 61 10 | 100 70 10 | 100 73
10 | 100000 | 60 10 | 100000 | 72 10 | 100000 | 75
15 | 1000 60 15 | 1000 71 15 | 1000 78
15 | 10000 | 55 15 | 10000 | 67 15 | 10000 | 70
15 | 100000 | 56 15 | 100000 | 67 15 | 100000 | 72
19 | 10000 | 60 19 | 10000 | 72 19 | 10000 | 76
19 | 100000 | 61 19 | 100000 | 71 19 | 100000 | 74
27 | 10000 | 54 27 1 10000 | 65 27 1 10000 | 70
50 | 100000 | 66 50 | 100000 | 77 50 | 10000 | 80
Mamory Gradient Method for gama 1
e e e e et e S S
e e i T S B s Lo S
B o o e g i o s T
e
M s & 4 =2 © : 4 & &
les walewrs de X

figure 4. 3 : Les résultats numériques pour m = 10, n = 10° et ¢ =107

4.5 Conclusion.

Dans ce travail, nous avons présenté une nouvelle méthode du gradient
a mémoire qui donne toujours une direction de recherche de descente, et
nous avons prouvé qu’elle converge globalement vers la solution. Nous avons
aussi discuté la condition de descente suffisante. Nous avons proposé un choix
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concret de parameétres ;. Au cours de I'expérience numeérique, nous avons étu-
dié comment les choix de m et y; pouvaient influencer la performance numé-
rique et nous avons comparé trois types de nos méthodes avec les méthodes
CG en changeant la valeur de m de 1 a 50. Nous remarquons que le choix
des parameétres a un grand effet et que nos méthodes dépassaient en efficacité
les autres méthodes & condition de bien choisir la valeur de m. Il reste néan-
moins un terrain pour des recherches futures pour trouver théoriquement le
bon choix de m .
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