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Résumé
Dans ce mémoire nous présentons une nouvelle méthode du gradient à

mémoire utilisée pour l’optimisation sans contrainte, en particulier pour les
problèmes de grande taille.
La première idée de cette méthode fût proposée par Miele et Cantrell

(1969) ainsi que Cragg et Levy (1969). On commence par montrer que cette
nouvelle méthode génère une direction de descente et qu’elle converge globa-
lement si les conditions de Wolfe faibles sont satisfaites. Nos résultats numé-
riques démontrent que la méthode est efficace dans certains problèmes test
standards si on y inclut un bon choix de paramètres.

Mots clés optimisation sans contrainte, méthode du gradient
à mémoire, direction de recherche de descente,conditions de Wolfe
, convergence globale
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Abstract

In this paper, we propose a memory gradient method is used for uncons-
trained optimization, especiallylarge scale problems. The first idea of memory
gradient method was proposed byMiele and Cantrell (1969) and Cragg and
Levy (1969). In this paper, we presenta new memory gradient method which
generates a descent search direction for theobjective functionat every itera-
tion. We show that our method converges globallyto the solution if the Wolfe
conditions are satisfied within the framework of the linesearch strategy. Our
numerical results show that the proposed method is efficientfor given stan-
dard test problems, if we choose a good parameter included in the method.
Key words.
unconstrained optimization, memory gradient method, descent

search direction, Wolfe conditions, global convergence.
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Introduction
Dans la vie courante nous sommes fréquemment confrontés à des pro-

blèmes "d’optimisation" plus ou moins complexes. Cela peut commencer au
moment où l’on tente de ranger son bureau, de placer son mobilier, et aller
jusqu’à un processus industriel, par exemple pour la planification des diffé-
rentes tâches. Ces problèmes peuvent être exprimés sous la forme générale
d’un "problème d’optimisation".
L’optimisation peut être définie comme la science qui détermine la meilleure

solution à certains problèmes mathématiquement définie, qui sont souvent des
modèles de physique réal. C’est une technique qui permet de "quantifier" les
compromis entre des critères parfois non commensurables ([31.2004]).
L’optimisation recouvre l’étude des critères d’optimalité pour les diffé-

rents problèmes, la détermination des méthodes algorithmiques de solution,
l’étude de la structure de telles méthodes et l’expérimentation de l’ordinateur
avec ces méthodes avec vrais problèmes de la vie ([17,1987]).

D‘un point de vue mathématique, l‘optimisation consiste à rechercher
le minimum ou le maximum d’une fonction avec ou sans contraintes.
L’optimisation possède ses racines au 18ième siècle dans les travaux de :
-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développe-

ments limités.
- Cauchy ([8, 1847]) fut le premier à mettre en œuvre une méthode

d’optimisation, méthode du pas de descente, pour la résolution de problèmes
sans contrainte.

Il faut attendre le milieu du vingtième siècle, avec l’émergence des calcu-
lateurs et surtout la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaître
des avancées spectaculaires en termes de techniques d’optimisation. A noter,
ces avancées ont été essentiellement obtenues en Grande Bretagne.
De nombreuses contributions apparaissent ensuite dans les années soixante.

G. Zoutendijk ([51, 1960]), C. W. Carroll ([7, 1961]), P. Wolfe ([45, 1961]),
R. Fletcher et M. J. D. Powell ([18, 1963]),C. Reeves ([19, 1964]),A. A.
Goldstein ([24, 1965]) et A. V. Fiacco et G. P. McCormick ([20, 1968]) pour
la programmation non linéaire ainsi que E. Polak et G. Ribière([38, 1969]),
B.T. Polyak ([39, 1969]) et J.F. Price ([25, 1969]).
Le problème que l’on étudie ici celui de la recherche du minimum (maxi-

mum) d’une fonction réelle f : Rn → R .
Beaucoup de problèmes peuvent se formuler de cette manière .D’autre

part, dans les problèmes où les variables x1, ..., xn sont astreintes à vérifier
des conditions supplémentaires (du type : gi (xi) ≤ 0, i = 1, ...m ) on peut
dans certaines conditions se ramener à des problèmes d’optimisation sans
contraintes
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Soit f : Rn → R. On cherche à résoudre le problème de minimisation
sans contraintes suivant :

(P ) : min {f (x) : x ∈ Rn} (0.1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes
du type (P ), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est sur tout utilisée pour les problèmes de grande taille.
Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28,

1952]), pour la minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.
Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-

néaire. Ceci a été réalisé pour la première fois, en 1964 par Fletcher et Reeves
([19, 1964 ]) (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribière
([38, 1969]) et Ployak ([39, 1969]) (méthode de Polak-Ribière-Ployak). Une
autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([17, 1987]) (Méthode de la
descente conjuguée).
Toutes ces méthodes génèrent une suite {xk}k∈N de la façon suivante :

xk+1 = xk + αkdk (0.2)

Le pas αk ∈ R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules sui-

vantes :

dk =

{
−g1 si k = 1

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2
(0.3)

gk = ∇f(xk) et βk ∈ R.
Les différentes valeurs attribuées à βk définissent les différentes formes

du gradient conjugué.
Si on note yk−1 = gk − gk−1, on obtient les variantes suivantes :

βPRPk =
gTk yk

‖gk−1‖
2 Gradient conjugué variante Polak-Ribière-Polyak (0.4)

βFRk =
‖gk‖

2

‖gk−1‖
2 Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (0.5)

βCDk =
‖gk‖

2

−dTk−1gk−1
Gradient conjugué variante descente conjugué (0.6)

βHSk =
gTk (gk − gk−1)

dTk−1(gk − gk−1)
, Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel.

(0.7)
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Le but de ce mémoire est de faire une synthèse des travaux suivants et qui
concernent des développements récents de la méthode du gradient conjugué.

1) Dai et Yuan ([14,2002]), qui a étudier les problèmes de convergence
de la méthode du gradient conjugué avec des recherches linéaires inexactes
de Wolfe forte, à travers de posé une condition sur le scalaire βk .
2) Dai et Yuan ([9,1999]), qui s’intéressé au problèmes de convergence

de la méthode du gradient conjugué avec des recherches linéaires inexactes
de Wolfe faible à travers de créer une nouvelle formule pour βk ( formule
Dai-Yuan).
3) Dai et Yuan ([15,2001]), qui à considéré des méthodes hybride qui est

des combinaisons du la méthode de Dai-Yuan et la méthode de Hestenes-
Stiefel .
Le mémoire comporte quatre chapitres :
Chapitre 1
On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires et de base. On

commence par quelques éléments de Topologie et de calcul differentiel. On
termine ce chapitre par quelques notions sur les problèmes de minimisation
sans contraintes et leurs algorithmes.
Chapitre 2
On expose dans ce chapitre les grandes lignes des méthodes d’optimisa-

tion sans contraintes basées sur les directions de descente et les recherches
linéaires. Ces méthodes generent des suites {xk}k∈N de la façon suivante :

xk+1 = xk + αkdk

On suppose connaitre la direction de descente dk.au point xk. La recherche
linéaire consiste à trouver αk de façon à diminuer la fonction f suffisamment
le long de cette direction.
On insistera dans ce chapitre sur les recherches linéaires inexactes dites

de Wolfe, Armijo et Goldstein-Price.
Chapitre 3
On établit dans ce chapitre une synthèse des résultats du convergence

concernant les différentes variantes de la méthode du gradient conjugué avec
la recherche linéaire inexacte deWolfe forte.

Cette synthèse comprend les plus importants résultats de convergence
concernant les méthodes de Hestenes et Steifel, de Fletcher et Reeves, de
Polak-Ribière et Ployak et enfin celle de Fletcher
On détaille aussi dans ce chapitre le travail de Y. H. Dai and Y. Yuan

([14,2002]). Les auteurs introduisent une classe de méthodes du gradient
conjugué de la forme (0.2), (0.3) avec des recherches linéaires inexactes

10
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de Wolfe fortes et donnent une condition sur les coéfficients βk pour obte-
nir la convergence globale. Ce résultat sera appliqué à la méthode de Fletcher
Reeves et celle de Polak Ribière.
Chapitre 4
Ce chapitre est le partie le plus important de ce travail, car il contient

les résultas de descente et de convergence globale d’une nouvelle méthode
du gradient à mémoire, avec les conditions de Wolfe.
Dans ce chapitre, nous avons présente une nouvelle méthode du gradient

à mémoire qui donne toujours une direction de recherche en descente, et nous
avons prouvé qu’elle convergeait globalement vers la solution.

11



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES :OPTIMISATION SANS

CONTRAINTES

Chapitre 1

Préliminaires :Optimisation
sans contraintes

1.1 Différentiabilité

On se place dans Rn, n <∞, considéré comme un espace vectoriel normé
muni de la norme euclidienne notée ‖.‖.
Soit Ω un ouvert de Rn.

1.1.1 Gradient, Hessien

Définition 1.1
• On note par

(∇f(x))T =
∂f

∂x
(x) =

(
∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xn

)
(x)

le gradient de f au point x = (x1, .., xn).
• On appelle Hessien de f la matrice symétrique de Mn(R)

H(x) = ∇(∇Tf)(x) = ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
(x), i = 1, ..., n, j = 1, ..., n

Définition 1.2
• On dit que x∗ est un point stationnaire de f si ∇f(x∗) = 0.
• Soit Mn l’anneau des matrices carrées n × n dans R. Une matrice

A ∈Mn est dite semi-définie positive si

∀x ∈ Rn : x⊤Ax ≥ 0

12
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CONTRAINTES

elle est dite définie positive si

∀x ∈ Rn∗ : x
⊤Ax > 0

1.1.2 Dérivée directionnelle

Définition 1.3[4, p.8]
On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point x,

notée δf(x, d), la limite (éventuellement ±∞) du rapport :

f(x+ hd)− f(x)

h
lorsque h tend vers 0.

Autrement dit :

δf(x, d) = lim
h→0

f(x+ hd)− f(x)

h
= ∇Tf(x)d

• Si ‖d‖ = 1 : la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f
dans la direction d au point x.
Remarque 1.1
• Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient
• Le gradient indique la direction de la plus grande pente.
Définition 1.4
Soit f : Rn → R.y = f(x) définit une surface dans Rn+1. f (x) = r, avec r

constant, définissent des courbes de niveau ou des contours de cette surface.
Un contour de niveau r est l’ensemble des points R(r) = {x/ f(x) = r}
Exemple 1.1
La fonction de Rosenbrock f(x) = 100(x2 − x21)

2 + (1− x1)
2.

FIG 1.1 courbes de niveau ou des contours desurface.
Propriété 1.1
Soit f : Rn → R et ∇ f son gradient, R le contour, alors le gradient ∇ f

est orthogonal au contour.

13
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Démonstration :
Soit le contour R de niveau f(x0) passant par x0 : R = {x/ f(x) = f(x0)}
Soit une courbure dans R paramétrée par v(t) : Rn → R avec v(t0) = x0

et v(t) = x ∈ R.
La tangente à cette courbe en x0 est de direction

dv

dt/t=t0

Nous Savons que

f(v(t)) = f(v(t0)) = f(x0)

⇒
d

dt
f(v(t))/t=t0 = 0

⇐⇒
∂f

∂x1
(v(t0))

dv1
dt
/t=t0 + ...+

∂f

∂xn
(v(t0))

dvn
dt
/t=t0 = 0

⇐⇒ ∇Tf(x0)
dv

dt
/t=t0 = 0

Ce qui veut dire que ∇f(x0) est orthogonal à R en x0, ∀x0 �

FIG 1.2

1.2 les problèmes de minimisation sans contraintes

et leurs algorithmes

Soit f : Rn → R. On appelle problème de minimisation sans contraintes
le problème suivant :

Minimiser { f(x) : x ∈ Rn} . (P)

14
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L’étude de ces problèmes est importante pour des raisons diverses. Beau-
coup de problèmes d’optimisation avec contraintes sont transformés en des
suites des problèmes d’optimisation sans contraintes (multiplicateur de La-
grange, méthodes des penalités, ...). L’études des problèmes d’optimisation
sans contraintes trouve aussi des applications dans la résoulution des sys-
tèmes non linéaires.
Les méthodes numériques de résolution de divers problèmes de minimisa-

tion sans contraintes ont pris ces dernièrs années un bel essor si bien que la
bibliographie correspondante contient des centaines d’ouvrages et d’articles.
Cet intérêt n’est nullement fortuit, il reflète le role de premier plan que les
problèmes d’optimisation jouent dans les applications.
La construction d’algorithmes consacrés à la recherche efficace de mini-

mum d’une fonction sans contraintes est un problème complexe, car il ne
suffit pas d’élaborer un algorithme il faut montrer de plus qu’il importe sur
ceux connus.
On compare des algorithmes en se basant sur des plusieurs critères, par

exemple, la précision du résultat, le nombre d’évaluations fonctionnelles et
celui d’évaluations du gradient, la vitesse de la convergence, le temps de
calcul, l’occupation de la mémoire nécessaire, ....
Même en se fixant des critères de comparaison, on ne peut pas classer

les algorithmes ni en indiquant lequel et le meilleur ou le pire. Le faits et
qu’on obtient les estimations de l’un des critères précédents pour des classes
des problèmes, et un algorithme mauvais pour une vaste classe peut s’averer
efficace pour une autre, plus restreinte. L’utilisateur doit posseder tout un
arsenal d’algorithmes pour être en mesure de faire face à chaque problème
posé.

1.2.1 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contrainte on fait
appel à des procesuss itératifs du type

xk+1 = xk + αkdk (1.1)

où dk détermine la direction de déplacement à partir du point xk et αk est
un facteur numérique dant le grandeur donne la longueur du pas dans la
direction dk.
Le type d’algorithme permettant de résoudre le problème (1.1) sera dé-

terminé des qu’on définit les prossédes de construction du vecteur dk et de
calcul de αk à chaque itération.
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La façon avec laquelle on construit les vecteurs dk et les scalaires αk
déterminent directement les propriètés du procesuss et spécialement en ce
qui concerne la convergence de la suite {xk} , la vitesse de la convergence,....
Pour s’approcher de la solution optimale du problème (1.1) (dans le cas

général, c’est un point en lequel ont lieu peut être avec une certaine précision
les conditions nécessaires d’optimalité de f), on se déplace naturellement à
partir du point xk dans la direction de la décroissance de la fonction f.

1.2.2 Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui à x ∈ R
n fait

correspondre un sous ensemble A(x) de Rn.
Etant donné un point xk. En appliquant les instructions d’un certain

algorithme, on obtient un nouveau point xk+1. Cette procédure peut être
décrite par une application multivoque A applée application algorithmique.
Donc ; étant donné un point x1 ∈ R

n, l’application algorithmique génère une
suite x1, x2, ....., où xk+1 ∈ R

n pour tout k.
La notion d’application algorithmique fermer est directement liée à la

convergence des algorithmes
Définition 1.5. Soient X et Y deux sous ensembles fermés non vides

de Rnet Rm respectivement et A : X → Y une application
multivoque. A est dite fermée au point x ∈ Rn si :

xk ∈ X, xk → x
yk ∈ Y, yk → y

}
implique que y ∈ A(x). �

Donnons un théorème de convergence qui utilise les fonctions multivoques
et qui nous sera utile par la suite. Avant cela notons qu’à cause de la non
convexité, de la taille du problème et d’autres difficultés on peut arrêter le
procesuss itératif si on trouve un point appartient à un ensemble spécifique
qu’on appelle ensemble des solutions Ω.
Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.
Ω = {x∗ : ∇f(x∗) = 0}
Ω = {x∗ : x∗ est un solution optimale locale du problème (1.1)}
Ω = {x∗ : f(x∗) < ν∗ + ε } où ε > 0 est une tolérance définie à l’avance

et ν∗ est la valeur minimale de la fonction objective.
Nous dirons que l’application algorithmique A : X → X converge dans

Y ⊆ X si commençant par n’importe quel point initial x1 ∈ Y, la limite
de toute sous suite convergente, extraite de la suite x1, x2, ....., générée par
l’algorithme, appartient à Ω.
Théorème 1.1. ([4]). Soient X une ensemble non vide fermé dans

R
n et Ω ⊆ X un ensemble des solutions non vide. Soit α : Rn → R une
fonction continue, on considaire que l’application algorithmique C : X →
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X vérifie la proprièté suivante : ”étant donné x ∈ X alors α(y) ≤ α(x)
pour y ∈ C(x)”. Soit B : X → X une application algorithmique fermée sur
le complémentaire de Ω qui vérifie :

α(y) < α(x) pour y ∈ B(x) et x /∈ Ω. Maintenant considérons l’applica-
tion algorithmique composé A = CB. Soit x1 ∈ X, la suite {xk} est générée
comme suit :
Si xk ∈ Ω, stop ; sinon poser xk+1 ∈ A(xk), remplacer k par (k + 1) et

répéter.
Supposons que Λ = {x ∈ X, α(x) ≤ α(x1)} est compacte. Alors, ou bien

l’algorithme s’arrête à un nombre fini d’itérations par un point ∈ Ω, ou tous
les points d’accumilation de {xk} appartenants à Ω.

1.2.3 Convergence globale des algorithmes

Définition 1.6
Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est
globalement convergent (ou encore : possède la propriété de convergence glo-
bale) si, quel que soit le point de départ x1 choisi, la suite {xk} engendrée
par xk+1 ∈ A (xk) (ou une sous suite) converge vers un point satisfaisant les
conditions nécessaires d’optimalité.

1.2.4 Modes et vitesse de convergence

La convergence globale d’une algorithme ayant été établie, nous nous in-
téressons maintenant à l’évaluation de son efficacité D’un point de vue pra-
tique, l’efficacité d’un algorithme dépend du nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir un approximation à ε près (ε fixé à l’avance) de l’optimum x∗.
Si l’on compare entre eux plusieurs algorithmes, et si l’on admet que le temps
de calcul par itération est sensiblement le même pour tous, la meilleur est
celui qui nécessitera le plus petite nombre d’itérations.
Malheureusement, il se révèlle impossible de dégager des conclusions géné-
rales de ce genre de comparaison
Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser, la
valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier consi-
dérablement.
Si l’on veut dégager un critère ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par
conséquant recourir à un autre type d’analyse : c’est l’objet de l’étude de la
convergence asymptotique c’est-à-dire du comportement de la suite {xk} au
voisinage du point limite x∗.
Ceci conduit à attribuer à chaque algorithme une indice d’efficacité appelé
se vitesse de convergence.
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Nous introduisons ici les pricipales définitions de base qui seront abondam-
ment utilisées par la suite.
Plaçons nous dans Rn, où ‖.‖ désigne la norme euclidienne et considérons
une suite {xk} convergeant vers x

∗.

·Si lim sup
‖xk+1−x∗‖

‖xk − x∗‖
= λ < 1

On dit que la convergence est linéaire et λ est le taux de convergence associé.

·Si
‖xk+1−x∗‖

‖xk − x∗‖
−→ 0 quand k −→∞

on dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément si ∃p > 1 tel que :

lim sup
k−→∞

‖xk+1 − x∗‖

‖xk − x∗‖
p < +∞

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.
En particulier si

lim sup
k−→∞

∥∥xk+1 − x∗
∥∥

‖xk − x∗‖2
< +∞

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2)
Définition 1.7
Soit f : Rn → R. On consider le probléme d’optimisation (1.1)
1-x̃ ∈ Rn est un optmum local ssi ∃Vǫ (x̃) tel que ∀x ∈ Vǫ (x̃) : f(x) ≥ f(x̃)
2-x̃ ∈ R

n est un optmum local stricte ssi ∃Vǫ (x̃) tel que ∀x ∈ Vǫ (x̃)
x 6= x̃ : f(x) > f(x̃)
3-x̃ ∈ Rn est un optmum global ssi ∀x ∈ Rn x 6= x̃ : f(x) ≥ f(x̃)

1.2.5 Conditions d’optimalité des problèmes d’optimi-
sation sans contraintes

Définition 1.8. Considérons le problème de minimisation sans contraintes
(1.1).

a) x∗ ∈ Rn s’appelle minimum global du problème (1.1) si

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn.

b) x∗ est un minimum local de (1.1) s’il existe un voisinage Vε(x∗) de
x∗ tel que

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ Vε(x∗).
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c) x∗ est minimum local strict s’il existe un voisinage Vε(x∗) de x∗ tel
que

f(x∗) < f(x), ∀x ∈ Vε(x∗) et x 6= x∗. �

Conditions nécessaires d’optimalité

Théorème 1.2. Soit f : Rn → R telle que f soit différentiable au
point x ∈ Rn. Soit d ∈ Rn telle que ∇f(x)td < 0. Alors il existe δ > 0 tel
que f(x + αd) < f(x) pour tout α ∈]0, δ[. La direction d s’appelle dans ce
cas direction de descente.
Démonstration. ([4])
Comme f est différentiable en x alors

f(x+ αd) = f(x) + α∇f(x)td+ α ‖d‖λ(x;αd)

où λ(x;αd)→ 0 pour α→ 0. Ceci implique :

f(x+ αd)− f(x)

α
= ∇f(x)td+ ‖d‖λ(x;αd), α 6= 0

et comme ∇f(x)td < 0 et λ(x;αd)→ 0 pour α→ 0, il existe δ > 0 tel que

∇f(x)td+ ‖d‖λ(x;αd) < 0 pour tout α ∈]0, δ[

et par conséquent on obtient :

f(x+ αd) < f(x) pour tout α ∈]0, δ[. �

Corollaire 1.1. Soit f : Rn → R différentiable en x, si x est un mini-
mum local alors ∇f(x) = 0.
Démonstration. Par contre, on suppose que ∇f(x) 6= 0. Si on pose

d = −∇f(x), on obtient :

∇f(x)td = −‖∇f(x)‖2 < 0

et par le théorème précédent, il existe δ > 0 tel que :

f(x+ αd) < f(x) pour tout α ∈]0, δ[

mais ceçi est contradictoire avec le fait que x est un minimum local, d’où
∇f(x) = 0. �
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Théorème 1.3. Soit f : Rn → R deux fois différentiable en x. Supposons
que x soit minmum local. Alors ∇f(x) = 0 et H(x) est semi définie positive.
Démonstration.([35])
Le corollaire çi-dessus montre la pemière proposition, pour la deuxième

proposition on a :

f(x+ αd) = f(x) + α∇f(x)td+
1

2
α2dtH(x)d+ α2 ‖d‖2 λ(x;αd)

où λ(x;αd)→ 0 pour α→ 0. Ceçi implique :

f(x+ αd)− f(x)

α2
=
1

2
dtH(x)d+ ‖d‖2 λ(x;αd), α 6= 0.

Comme x est un minimum local alors f(x+αd) ≥ f(x) pour α suffisamment
petit, d’où

1

2
dtH(x)d+ ‖d‖2 λ(x;αd) ≥ 0 pour α petit.

En passant à la limite quand α → 0, on obtient que dtH(x)d ≥ 0, d’où
H(x) est semi définie positive. �

Conditions suffisantes d’optimalité

Théorème 1.4. Soit f : Rn → R deux fois différentiable en x. Si
∇f(x) = 0 et H(x) est définie positive, alors x est minmum local strict.
Démonstration. ([35])
f est deux fois différentiable au point x. Alors ∀x ∈ Rn, on obtient :

f(x) = f(x) +∇f(x)t(x− x) +
1

2
(x− x)tH(x)(x− x) + ‖x− x‖2 λ(x;x− x)

où λ(x;x − x) → 0 pour x → x. Supposons que x n’est pas un minimum
local strict. Donc, il existe une suite {xk} convergente vers x telle que

f(xk) ≤ f(x), xk 6= x, ∀k. Posons dk = (xk − x)/ ‖xk − x‖ . Donc,
‖dk‖ = 1 et on obtient à partir de (1.3) :

f(xk)− f(x)

‖xk − x‖2
=
1

2
dtkH(x)dk + λ(x;xk − x) ≤ 0, ∀k

et comme ‖dk‖ = 1, ∀k alors ∃ {dk}k∈N1⊂N telle que dk → d pour k →∞ et
k ∈ N1. On a bien sûr ‖d‖ = 1. Considérons donc ,{dk}k∈N1 et le faits que
λ(x;x− x)→ 0 pour k →∞ et k ∈ N1. Alors (1.4) donne : d

tH(x)d ≤ 0, ce
qui conterdit le fait que H(x) est définie positive car ‖d‖ = 1 (donc, d 6= 0).
Donc, x est un minimum local strict. �
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Cas convexe Définition 1.9. Soit f : Rn → R.
a) f est dite convexe sur Rn si

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2)

pour touts les points x1 et x2 ∈ Rn et pour tout t ∈ [0, 1] .

FIG 1.3
b) Si l’inégalité précédente est stricte pour toutsles points x1et x2

distincts et pour tout t ∈]0, 1[, alors f est dite strictement convexe.
c) Supposons que f soit différentiable. f est dite fortement convexe si :

f ((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2)−
α

2
t(1− t) ‖x1 − x2‖

2

pour touts point x1 et x2 ∈ Rn et pour tout t ∈ [0, 1] .
d) Supposons que f soit différentiable. f est dite pseudo convexe si :
Pour tout x1 et x2 vérifiant ∇f(x1)t(x2−x1) ≥ 0, on a : f(x2) ≥ f(x1).�
Théorème 1.5. ([4]). Soit f : Rn → R telle que f est convexe

et différentiable. Alors x∗ est un minimum global de f si et seulement si
∇f(x∗) = 0. �

Théorème 1.6. ([4]). Soit f : Rn → R telle que est pseudo convexe.
Soit x∗ ∈ Rn tel que ∇f(x∗) = 0, alors x∗ est un minimum global de f. �

Remarque 1.2. Les théorèmes 1.4 et 1.5 demeurent vrais si on remplace
R
n par un ouvert S de Rn.
Remarque 1.3. Dans le cas ou f est convexe, alors tout minimum local

est aussi global. De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum
local devient non seulement global mais aussi unique ([4]) �
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FIG 1.4 :point stationnaire, optimum local, optimum global
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Chapitre 2

Méthodes à directions de
descente et recherches linéaires

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution
des problèmes d’optimisation sans contraintes.
Le concept central est celui de direction de descente. On le retrouvera dans

des contextes variés, également pour résoudre des problèmes avec contraintes.
Tous les algorithmes d’optimisation n’entrent pas dans ce cadre. Une autre
classe importante de méthodes se fonde sur la notion de région de confiance.
Après avoir décrit comment fonctionne un algorithme a directions de des-

cente, nous donnons quelques exemples d’algorithmes de ce type . Nous dé-
crivons ensuite les principales règles de recherche linéaire

2.1 Direction de déscente

Principes généraux

Considérons le problème d’optimisation sans contrainte :

min
x∈Rn

f(x)

où f : Rn → R est supposé régulière.
On note aussi ∇f(x) et ∇2f(x) le gradient et le hessien de f en x pour

ce produit scalaire.
On s’intéresse ici à une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion

de direction de descente.
On dit que d est une direction de descente de f en x ∈ Rn si

∇f(x)T .d < 0. (2.1)
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Ou encore que d fait avec l’opposé du gradient −∇f(x) un angle θ

strictement plus petit que 90◦ : θ = arccos −∇f(x)T .d
‖∇f(x).‖‖d‖

∈
[
0, π

2

[
.

FIG 2.1.L’ensemble des directions de descente de f en x,

{
d ∈ Rn : ∇Tf(x).d < 0

}

forme un demi-espace ouvert de Rn.
On voit que si d est une direction de descente, f(x + λd) < f(x), pour

tout λ > 0 suffisamment petit, et donc, que f décroît strictement dans la
direction d. Des telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour
faire décroître f , il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes
à directions de descentes utilisent cette idée pour minumiser une fonction .
Elles construisent la suite des itérés {xk}k≥1 , approchant un solution xk du
problème (1.1) par la récurrence : xk+1 = xk + λkdk, pour k ≥ 1

FIG 2.2 . La.direction de descente FIG 2.3 .

Où λk est appellé le pas et dk la direction de descente de f en xk.
Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :
� dire comment la direction dk est calculée ; la manière de procéder donne

le nom à l’algorithme ;
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� dire comment on détermine le pas λk; c’est ce que l’on appelle la re-
cherche linéaire.
Remarque 1.3.
Par la suite l’angle θk entre la direction dk et −gk jouera un role impor-

tant dans le processus de la convergence. Pour θk on a la relation classique
suivante :

−gTk dk = ‖gk‖ ‖dk‖ cos θk

Définition 1.21
Soit f : x ⊆ Rn −→ R, x̂ ∈ Rn , d ∈ Rn est une direction de déscente au

point x̂ s’est seulement s’il existe δ > 0 tel que

f (x̂+ λd) < f (x̂) : ∀λ ∈ ]0, δ[ , (2.2)

donnons maintenant une condition suffisante pour que soit d une direction
de descente.
Théorème 1.6.
Soit f : Rn −→ R differentiable au point x̂ ∈ Rn et d ∈ Rn une direction

vérifiant la condition suivante :

f
′

(x̂, d) = ∇f (x̂)T .d < 0.

Alors d est une direction de descente au point x̂.
Preuve :
f est differentiable au point x̂.Donc,

f (x̂+ λd) = f (x̂) + λ∇f (x̂)T .d+ λ ‖d‖α (x̂, d) ,

avec α (x̂, d) −→ 0
λ−→0

ceci implique que

f
′

(x̂, d) =lim
λ→0

f (x̂+ λd)− f (x̂)

λ
=

.

∇f (x̂)T .d < 0. (2.3)

La limite étant strictement négative,alors il existe un voisinage de zéro V (0)
tel que

f (x̂+ λd)− f (x̂)

λ
< 0, ∀λ ∈ V (0). (2.4)

La rolation (1.12) est particulièrement vrais pour tout λ ∈ ]−δ,+δ[.On obtien
le résultat cherché en multipliant la relation (1.12) par λ > 0.
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Algorithme 2.1(méthode à directions de descente- une itération)

Etape 0 :(initialisation)
On suppose qu’au début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈

R
n

Etape1 :
Test d’arrêt : si ‖∇f(xk)‖ ≃ 0, arrêt de l’algorithme ;

Etape2 :
Choix d’une direction de descente dk ∈ R

n;
Etape3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas αk > 0 le long de dk de manière
à "faire décroître f suffisamment" ;
Etape4 :

Si la recherche linéaire réussie xk+1 = xk + λkdk;
remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1.

2.1.1 Schémas général des algorithmes d’optimisation

sant contraintes

Supposons que dk soit une direction de descente au point xk.Ceci nous
permons de considérer le point xk+1,successeur de xk,de la manière suivante :

xk+1 = xk + λkdk, λk ∈ ]0,+δ[

Vue la définition du direction de descente,on est assurée que

f(xk+1) = f(xk + λkdk) < f(xk).

Un bon choix de dk et λk de permet ainsi que de construire une multétude
d’algorithme d’optimisation.
Exemple de choix de direction de descente :
Par exemple s’on choisit dk = −∇f(xk) et si ∇f(xk) 6= 0, on obtient la

méthode du gradient. Dans le cas dk = −(H(xk))
−1.∇f(xk), on obtient La

méthode de Newton, oú la matrice Hessienne H(xk) est définie positive.
Exemple de choix de pas λk :
On choisit en général λk de façon optimale,c’est- a -dire que λk doit

vérifier
f(xk + λkdk) ≤ f(xk + λdk) : ∀λ ∈ [0,+∞[ .

En d’autres thémes on est ramené à étudiet à chaque itération un problème
de minimisation d’une variable réelle.C’est qu’on appelle recherche linéaire.
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2.2 Recherche linéaire

Considérons le problème d’optimisation sans contraintes P.

(P ) : min
x∈Rn

f (x) , (2.9)

où f : Rn −→ R.
Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivant les schémas généreux

suivants :
xk+1 = xk + λkdk (2.10)

où λk est solution optimale du problème d’optimisation unidimensionnel sui-
vant :

min
λ>0

f (xk + λdk) ,

c’est- a- dire que λk vérifie

f (xk + λkdk) ≤ f (xk + λdk) ,∀λ ≻ 0,

xk, dk sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suivant :

λ→ ϕ (λ) = f (xk + λdk) . (2.11)

Il faut noter que dans les problèmes d’optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre à chaque Itération xk, un problème d’optimisation dans
R.
Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes manières de déterminer

un pas λk > 0 le long d’une direction de descente dk. C’est ce que l’on appelle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes des méthodes qui
s’intéressent à l’optimisation unidimensionnelle :
◮ les recherches linéaires exactes.
◮ les recherches linéaires inexactes.

2.2.1 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :
Le premier objectif, faire décroître f suffisamment, et pour cela on

cherche à vérifier l’inégalité :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + “un terme négatif” (2.12)

Le terme négatif joue un rôle-clé dans la convergence de l’algorithme.
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Le second objectif, on choisie le pas λk > 0 d’être trop petit, pour
assurer la convergence d’algorithme au point stationnaire .
Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car l’inégalité (2.4) est

en général satisfaite par des pas λk > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut
entraîner une “fausse convergence”, c’est- dire la convergence des itérés vers
un point non stationnaire, comme le montre l’observation suivante.
Si on prend

0 < λk ≤
ǫ

2k ‖dk‖
,

la suite {xk} générée par (2.4) est de Cauchy, puisque pour 1 ≤ l < k on a

‖xk − xl‖ =

∥∥∥∥∥

k−1∑

i=l

λidi

∥∥∥∥∥
≤

k−1∑

i=l

ǫ

2i
→ 0,

lorsque l→∞.
Donc, {xk} converge, disons vers un point x̄. En prenant l = 1 et k →∞

dans l’estimation ci-dessus, on voit que x̄ ∈ B(x1, ǫ) et donc x̄ ne saurait être
solution s’il n’y a pas de solution donc B(x1, ǫ). On a arbitrairement forcer
la convergence de {xk} en prenant des pass très petits.
Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite

{xk + λdk : λ ∈ R} comme la fonction

φ : R+ → R; λ 7−→ φ(λ) = f(xk + λdk).

2.2.2 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2.2), nécéssitent
la recherche d’une valeur de λk > 0 optimale ou non, vérfiant :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk). (2.13)

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal λ∗ peut être caractérisé
par

ϕ′(λ∗) = 0,

ϕ(λ∗) ≤ ϕ(λ), pour 0 < λ ≤ λ∗,

autrement dit, λ∗ est un minimum local de ϕ qui assure de plus la décroissance
de f . En fait, dans la plus-part des algorithmes d’optimisation modernes,
on ne fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver λ∗ signifie qu’il

28



CHAPITRE 2. MÉTHODES À DIRECTIONS DE DESCENTE ET

RECHERCHES LINÉAIRES

va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction ϕ, et cela peut être
dissuasif du
point de vue du temps de calcul . En pratique , on recherche plutôt une

valeur de λ qui assure une décroissance suffisante de f . Cela conduit à la
notion d’intervalle de sécurité.

2.2.3 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait ja-
mais de recherche linéaire exacte, car trouver αk signifie qu’il va falloir cal-
culer un grand nombre de fois la fonction hk et cela peut être dissuasif du
point de vue du temps de calcul.
En pratique, on recherche plutôt une valeur de α∗ qui assure une décrois-

sance suffisante de f .
Cela conduit à la notion d’intervalle de sécurité.
Définition 2.2. On dit que [αg, αd] est un intervalle de sécurité s’il

permet de classer les valeurs de α de la façon suivant :
— Si α < αg alors α est considéré trop petit,
— Si αd ≥ α ≥ αg alors α est satisfaisant,
— Si α > αd alors est considéré trop grand.
Le problème est de traduire de façon numérique sur hk les trois conditions

précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer αg
et αd.

2.2.4 Algorithme de base

Algorithme 2.2 (Algorithme de base)

Etape 0 : (initialisation)
αg = αd = 0,choisir α1 > 0, poser k = 1 et aller à l’étape 1 ;

Etape 1 :
Si αk convient, poser α

∗ = αk et on s’arrête.
Si αk est trop petit on prend αg,k+1 = αk, αd = αd
et on va à l’étape 2 .
Si αk est trop grand on prend αd,k+1 = αk, αg = αg
et on va à l’étape 2 .

Etape 2 :
si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1,+∞[
si αd,k+1 6= 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1, αd,k+1[
remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1. �
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Au lieu de demander que αk minimise , on préfère imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toute fois de
contribuer à la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un
unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle
de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche plus ai-
sée. C’est ce que l’on fait avec les règles d’Armijo, de Goldstein et deWolfe dé-
crites dans la prochaine section.

2.3 Recherches linéaires "exactes"

Comme on cherche a minimiser f , il semble naturel de chercher a mini-
miser le critère le long de dk et donc, de déterminer le pas λk comme solution
du problème

min
λ>0

ϕ (λ)

C’est ce que l’on appelle la règle de Cauchy et le pas déterminé par
cette règle est appellé : pas de Cauchy ou pas optimal Dans certains cas,
on préférera le plus petit point stationnaire de ϕ qui fait décroître par cette
fonction :

λk = inf {λ > 0 : ϕ
′(λ) = 0, ϕ(λ) < ϕ(0)} .

On parle alors de règle de Curry et le pas déterminé par cette règle
est appellé "pas de Curry". De manière un peu imprécise, ces deux règles
sont parfois qualifiées de recherche linéaire exacte. Ils ne sont utilisés que
dans des cas particuliers, par exemple lorsque ϕ est quadratique, la solution
de la recherche linéaire s’obtient de façon exacte et dans un nombre fini
d’itérations.
On aurait aimie restricter notre étude sur ce domaine sympathique, mal-

heureusement, c’est très rare de rencontrer des problèmes quadratiques, et
donc par exemple pour une fonction non linéaire arbitraire,
◮ la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de

calcul et ne peut pas de toute façons pas être faite avec une précision infinie,
◮ l’efficacité supplémentaire éventuellement apportée à un algorithme

par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdue à déterminer un tel pas,
◮ les résultats de convergence autorisent d’autres types de règles, moins

gourmandes en temps de calcul.
Au lieu de demander que λk minimise ϕ, on préfère imposer des condi-

tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toute fois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus
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un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un inter-
valle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche
plus facile.
C’est ce que l’on fait avec les règles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe

décrites ci-dessous.

2.4 Recherches linéaires inexactes

Les recherches linéaire exacte, malgré qu’elles n’aboutissent à une solu-
tion optimal qu’avec une tolérance fixée à l’avance, elles nécessitent beaucoup
d’observation à chaque itération de l’algorithme principal. Des mathémati-
ciens ont réussi (années 60,70,80) à élaborer des recherche linéaire qui de-
mandent peu d’observations, mais respectent en même temps la descente de
la fonction économique. On a même réussi à avoir une vitesse de convergence
super linéaire.
L’objectif de cette section consiste à présenter les principales tests.

2.4.1 Caractérisation de l’intervalle de sécurité

la règle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une
portion ω1 ∈ ]0, 1[ de ce que ferait le modèle linéaire de f en xk. Cela conduit
a l’inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

f (xk + λkdk) ≤ f(xk) + ω1λk∇f(xk)
Tdk. (2.14)

Elle est de la forme (2.4), car ω1 devra être choisie dans ]0, 1[. On voit
bien a la figure (2.1) ce que signifie cette condition. Il faut qu’en λk, la
fonction prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine
λ→ f(xk) + ω1λ∇

Tf(xk)dk.

:/Users/USER/AppData/Local/Temp/graphics/swp0000
10.jpg

FIG 2.4 . Règle d′Armijo.
Règle d’Armijo
� Si ϕ(λ) ≤ ϕ(0) + ω1ϕ

′(0)λ, alors λ convient.
� Si ϕ(λ) > ϕ(0) + ω1ϕ

′(0)λ, alors λ est trop grand.

31



CHAPITRE 2. MÉTHODES À DIRECTIONS DE DESCENTE ET

RECHERCHES LINÉAIRES

On peut noter que l’on a

ϕ(λ) = f(xk + λdk)

ϕ(0) = f(xk),
ϕ′(0) = ∇f(xk)

Tdk.

Algorithme 2.1 (Règle d’Armijo)

Etape 0 : (initialisation)
a1 = b1 = 0, choisir λ1 > 0, ω1 ∈ ]0, 1[ poser k = 1 et aller à l’étape

1.
Etape 1 :

Si φ(λk) ≤ φ(0) + ω1φ
′

(0)λk : STOP (λ∗ = λk).
Si φ(λk) > φ(0) + ω1φ

′

(0)λk , alors
bk+1 = b ,ak+1 = λk et aller à l’étape 2.

Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer λk+1 ∈] ak+1 , +∞ [.
Si bk+1 6= 0 déterminer λk+1 ∈] ak+1 , bk+1[,
remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1.

Remarque 2.1
1) En pratique, la constante ω1 est prise trés petite, de manière a satisfaire

(2.6) le plus facilement possible. Typiquement, ω1 = 10
−4.Notons que cette

constante ne doit pas être adaptée aux données du problème et donc que l’on
ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre ω1 <
1

2
pour que

le pas λk soit accepté lorsque xk est proche d’une solution.
3) Il est claire d’aprés la figure (2.1) que l’inégalité (2.6) est toujours

vérifiée si λk > 0 est suffisamment petit.
4) On a vue qu’il était dangereux d’accépter des pas trops petits, cela pou-

vait conduire a une fausse convergence. Il faut donc une mécanisme supplé-
mentaire qui empêche le pas d’être trop petit. On utilise souvent la technique
de rebroussement due a Armijo [9, 1966] ou celle de Goldstein.

La règle de Goldstein

La règle de Goldstein remédie a cet inconvénient (le pas λk doit être trop
petit ).
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Dans celle-ci, en ajoutant une deuxième inégalité à la règle d’Armijo on
obtient la règle de Goldstein.

f(xk) + ω1λk∇
Tf(xk)dk ≥ f (xk + λkdk) ≥ f(xk) + ω2λk∇

Tf(xk)dk, (2.16)

où ω1 et ω2 sont deux constantes vérifiant 0 < ω1 < ω2 < 1, cette inégalité
qui empêche le pas d’être trop petit.
Règle de Goldstein
� Si ϕ(λ) < ϕ(0) + ω2ϕ

′(0)λ, alors λ est trop petit.
� Si ϕ(λ) > ϕ(0) + ω1ϕ

′(0)λ, alors λ est trop grand.
� Si ϕ(0) + ω1ϕ

′(0)λ ≥ ϕ(λ) ≥ ϕ(0) + ω2ϕ
′(0)λ, alors λ convient.

On peut noter que l’on a

ϕ(λ) = f(xk + λdk)

ϕ(0) = f(xk)

FIG 2.5. Règle de Goldstein

Algorithme 2.2 (Règle de Goldstein&Price)

Etape 0 : (initialisation)
a1 = b1 = 0, choisir λ1 > 0 ω1 ∈ ]0, 1[ , ω2 ∈ ]ω1, 1[ , poser k = 1 et

aller à l’étape 1.
Etape 1 :

Si φ(0) + ω2φ
′

(0)λ ≤ φ(λk) ≤ φ(0) + ω1φ
′

(0)λk : STOP(λ∗ = λk).
Si φ(λk) > φ(0) + ω1φ

′

(0)λk, alors
bk+1 = λk ,ak+1 = ak , et aller à l’étape 2.
Si φ(λk) < φ(0) + ω2φ

′

(0)λk , alors
bk+1 = bk ,ak+1 = λk, et aller à l’étape 2.
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Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer λk+1 ∈]bk+1,+∞[
Si bk+1 6= 0 déterminer λk+1 ∈]ak+1, bk+1[.

Remarque 2.2
il n’est pas facile de voir comment on peut trouver un pas de Goldstein

en un nombre fini d’étapes.

la règle de Wolf :

La règle de Wolfe fait appel au calcul de ϕ′(λ), elle est donc en théorie
plus coûteuse que la règle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient ∇f(x) représente un faible coût additionnel
en comparaison du coût d’évaluation de f(x), c’est pourquoi cette règle est
très utilisée.
Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur λ > 0 :

FIG 2.6. Règle de Wolfe..

Règle de wolf faible

f(xk + λdk) ≤ f(xk) + ω1λ∇f(xk)
T .dk.

∇f(xk + λdk)
T .dk ≥ ω2∇f(xk)

T .dk.

avec 0 < ω1 < ω2 < 1 .
Pour expliquer ces conditions posons

l(λ) = φ(0) + (ω2φ
′(0))λ.
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Règle de Wolfe faible
� Si φ(λ) ≤ φ(0) + ω1ϕ′(0)λ et ϕ′(λ) ≥ ω2ϕ′(0), alors α convient.
� Si φ(λ) > φ(0) + ω1ϕ′(0)λ, alors λ est trop grand.
� Si ϕ′(λ) < ω2ϕ′(0), alors λ est trop petit.
On voit bien à lafigure 2.3 ce que signifie cette condition.

FIG 2.7. Règle de Wolfe faible..

On remarque que φ′(0) < 0 car dk est une direction de descente.
La condition (W1) impose que la réduction de f est proportionnelle à λ

et φ′(0). On ne retiendra pas que les valeurs de λ pour lesquelles le graphe de
φ est en dessous de la droite l, comme 0 < ω1 < 1 ceci est possible au moins
pour λ petit. La condition (W2) implique que φ′(λ) ≥ ω2ϕ

′(0) ≥ φ′(0) : si
φ′(λ) est “très” négatif (i.e.< ω2φ

′(0)), on va chercher plus loin, sinon on
peut s’arrêter. De cette façon le pas λ ne sera pas trop petit.
Algorithme 2.3 (Règle de Wolfe)

Etape 0 : (initialisation)
a1 = b1 = 0, choisir λ1 > 0 ω1 ∈ ]0, 1[ , ω2 ∈ ]ω1, 1[ , poser k = 1 et

aller à l’étape 1.
Etape 1 :

Si φ(λk) ≤ φ(0) + ω1φ
′(0)λk et φ′(λ) ≥ ω2φ

′(0) : STOP(λ∗ = λk).
Si φ(λk) > φ(0) + ω1φ

′(0)λk , alors
bk+1 = λk ,ak+1 = ak, et aller à l’étape 2.
Si φ′(λ) < ω2φ

′(0) , alors
bk+1 = bk ,ak+1 = λk et aller à l’étape 2.

Etape 2 :
Si bk+1 = 0 déterminer λk+1 ∈]ak+1,+∞[.
Si bk+1 6= 0 déterminer λk+1 ∈]ak+1, bk+1[.

35



CHAPITRE 2. MÉTHODES À DIRECTIONS DE DESCENTE ET

RECHERCHES LINÉAIRES

Règle deWolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si l’on rem-

place (W2) par

∣∣∇f(xk + λdk)
T .dk

∣∣ ≤ −ω2∇f(xk)T .dk

Les (W1) et (W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (W3)
entraîne que ω2φ

′(0) ≤ φ′(λ) ≤ −ω2φ
′(0) c-à-d.φ′(λ) n’est pas“trop” posi-

tif.

FIG 2.8. Règle de Wolfe forte.

Remarque 2.3.
1) On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les condi-

tions de Wolfe faibles,en effet :
∣∣∇Tf(xk + λkdk)dk

∣∣ ≤ −ω2∇
Tf(xk)dk

⇔ ω2∇
Tf(xk)dk ≤ ∇

Tf(xk + λkdk)dk ≤ −ω2∇
Tf(xk)dk

⇒ ω2∇
Tf(xk)dk ≤ ∇

Tf(xk + λkdk)dk. (W2)

2) L’existence de valeurs λ de vérifiant les conditions de
Wolfe faibles et fortes. est donnèe par la Proposition suivant.

Proposition 2.1.
[20].Soit f ∈ C1 et d une direction de descente de f en x ,on suppose

que f est minorée . Alors, si 0 < ω1 < ω2 < 1 , il existe des intervalles dans
R+ qui vérifient les conditions de Wolfe faibles et fortes.
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La règle de Wolfe relaxée Proposée par Dai et Yuan [1996], cette règle
consiste à choisir le pas satisfaisant aux conditions :

f(xk + λdk) ≤ f(xk) + ω1λ∇
Tf(xk)dk

ώ2∇
Tf(xk)dk ≤ ∇Tf(xk + αkdk)dk ≤ −ω”2∇

Tf(xk)dk,

où 0 < ω1 < ώ2 < 1 et ω”2 > 0.

Remarque 2.4.
1) On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les condi-

tions de Wolfe fortes. Effectivement (w4) est équivalente à (w1), tandis que
pour le cas particulier ώ2 = ω”2 = ω2, (w5) est équivalente à (w3). En effet :

ώ2∇
Tf(xk)dk ≤ ∇Tf(xk + λkdk)dk ≤ −ω”2∇

Tf(xk)dk

⇒ ω2∇
Tf(xk)dk ≤ ∇

Tf(xk + λkdk)dk ≤ −ω2∇
Tf(xk)dk

⇒
∣∣∇Tf(xk + λkdk)dk

∣∣ ≤ −ω2∇Tf(xk)dk. (w3)

2) Les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe
faibles. Effectivement (w4) est équivalente à (w1), tandis que pour le cas
particulier ώ2 = ω2 et ω”2 = +∞, (w5) est équivalente à (w2). En effet :

ω′2 = ∇Tf(xk)dk ≤ ∇
Tf(xk + λkdk)dk ≤ −ω”2∇

Tf(xk)dk

⇒ ω2∇
Tf(xk)dk ≤ ∇

Tf(xk + λkdk)dk. (w2)

FIG 2.9 comparaison entre les trois règles de wolf
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2.5 Convergence des méthodes à directions

de descente

2.5.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte à la convergence des algorithmes à directions de descente. Ce n’est
pas qu’une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut à elle seul
assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le choix de la direc-
tion de descente joue aussi un rôle. Cela se traduit par une condition, dite
de Zoutendijk, donc on peut tirer quelques informations qualitatives intéres-
santes.
On dit qu’une règle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-

tendijk s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout indice k ≥ 1 on
ait

f(xk+1) ≤ f(xk)− C ‖∇f(xk)‖
2 cos2 θk (2.17)

où θk est l’angle que fait dk avec −∇f(xk), défini par

cos θk =
−∇Tf(xk)dk
‖dk‖ ‖dk‖

Voici comment on se serrt de la condition de Zoutendijk.
Proposition 2.1. Si la suite {xk} générée par un algorithme d’opti-

misation vérifie la condition de Zoutendijk (2.30) et si la suite {f(xk)} est
minorée, alors ∑

k≥1

‖∇f(xk)‖
2 cos2 θk <∞ (2.18)

Démonstration. ([21])
En sommant les inégalités (2.17), on a

l∑

k≥1

‖∇f(xk)‖
2 cos2 θk ≤

1

C
(f(x1)− f(xl+1))

Le série donc convergente puisqu’il existe une constant C ′ telle que pour
tout k, f(xk) ≥ C ′. �

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles
la condition de Zoutendijk (2.30) est vérifie avec les règles d’Armijo et de
Wolfe.
Proposition 2.2. Soit f : Rn → R une fonction contiuement diffé-

rentiable dans un voisinage de Γ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} .
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On considère un algorithme à directions de descente dk, qui génère une
suite {xk} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo(2.17) avec α1 > 0.
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k ≥ 1, l’une des

conditions
f(xk+1) ≤ f(xk)− C∇Tf(xk)dk (2.19)

ou

f(xk+1) ≤ f(xk)− C ‖∇f(xk)‖
2 cos2 θk (2.20)

vérifiée.
Démonstration. ([21])
Si le pas αk = α1 est accepté, on a (2.30), car α1 est uniformément positif.
Dans le cas contraire, (2.17) n’est pas vérifiée avec un pas α′k ≤

αk
τ
, c’est-

à-dire f(xk + α
′
kdk) > f(xk) + ρα′k∇

Tf(xk)dk
Comme f est continuement différentiable, on a pour tout αk > 0 :

f(xk + αkdk) = f(xk) + αk∇
Tf(xk)dk +

∫ 1

0

[∇f(xk + tαkdk)−∇f(xk)]
T αkdkdt

⇒ f(xk + αdk) ≤ f(xk) + αk∇
Tf(xk)dk + Cα2k ‖dk‖

2

où C > 0 est une constante. Avec l’inégalité précédente, et le fait que ,
on obtient :

{
f(xk + α

′
kdk)− f(xk) > ρα′k∇

Tf(xk)dk
f(xk + α

′
kdk)− f(xk) ≤ α′k∇

Tf(xk)dk + Cα′2k ‖dk‖
2

⇒ ρα′k∇
Tf(xk)dk ≤ αk∇

Tf(xk)dk + Cα2k ‖dk‖
2

⇒ −Cα′2k ‖dk‖
2 ≤ (1− ρ)α′k∇

Tf(xk)dk

or

ρ < 1⇒ 0 < 1− ρ < 1⇒
1

1− ρ
> 1

d’où

∇Tf(xk)dk ≥
−C

1− ρ
α′k ‖dk‖

2 ⇒ −∇Tf(xk)dk ≤
C

1− ρ
α′k ‖dk‖

2

⇒
∣∣∇Tf(xk)dk

∣∣ =
∥∥∇Tf(xk)

∥∥ ‖dk‖ cos θk =≤
C

1− ρ
α′k ‖dk‖

2

ce qui permet de minorer α′ ‖dk‖ et donc aussi α ‖dk‖ par une constante
fois

∥∥∇Tf(xk)
∥∥ ‖dk‖. Cette minoration et l’expression suivante de (2.17)

f(xk + αkdk) ≤ f(xk)− ραk
∥∥∇Tf(xk)

∥∥ ‖dk‖ cos θk
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conduit à(2.30). �
Proposition 2.3. Soit f : Rn → R une fonction contiuement diffé-

rentiable dans un voisinage de Γ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} .
On considère un algorithme à directions de descente dk, qui génère une

suite {xk} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (2.22)-(2.23).
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k ≥ 1, la condition

de Zoutendijk (2.30) est vérifiée.
Démonstration. ([21])
D’après (2.22)

∇Tf(xk + αkdk)dk ≥ σ∇Tf(xk)dk

⇒ (∇f(xk + αkdk)−∇f(xk))
T dk ≥ (σ − 1)∇

Tf(xk)dk

= −(1− σ) ∇Tf(xk)dk = (1− σ)
∣∣∇Tf(xk)dk

∣∣

⇔ (1− σ)
∣∣∇Tf(xk)dk

∣∣ ≤ (∇f(xk + αkdk)−∇f(xk))
T dk

et du fait que f est contiuement différentiable :

(1− σ)
∣∣∇Tf(xk)dk

∣∣ = (1− σ)
∥∥∇Tf(xk)

∥∥ ‖dk‖ cos θk
≤ ‖∇f(xk + αkdk)−∇f(xk)‖ ‖dk‖

⇒ (1− σ)
∥∥∇Tf(xk)

∥∥ cos θk ≤ Lαk ‖dk‖

⇒ αk ‖dk‖ ≤
(1− σ)

L

∥∥∇Tf(xk)
∥∥ cos θk

en utilisant (2.22), on aura :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραk∇
Tf(xk)dk

⇒ f(xk + αdk) ≤ f(xk) + ρα∇Tf(xk)dk ≤ f(xk) +
∣∣ρα∇Tf(xk)dk

∣∣

⇒ f(xk + αdk) ≤ f(xk) + ρα
∣∣∇Tf(xk)dk

∣∣ ≤ f(xk)− ρα∇Tf(xk)dk

⇒ f(xk + αdk) ≤ f(xk)− ρα
∥∥∇Tf(xk)

∥∥ ‖dk‖ cos θk

⇒ f(xk + αdk) ≤ f(xk)−
ρ(1− σ)

L

∥∥∇Tf(xk)
∥∥2 cos2 θk

On en déduit (2.30). �

2.6 Méthodes itératives d’optimisation sans

contraintes

A travers de ce chapitre et des élémentas suivants, on s’attachera doréna-
vant à la description plus spécifique des algorithmes itératifs (ou méthodes
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itératives) qui ont été implémentés et qui permettent la résolution des pro-
blèmes d’optimisation non linéaire. Il convient de souligner que la plupart des
algorithmes d’optimisation, contrainte ou non, fonctionnent selon un schémas
général consistant, à chaque itération, à se rapprocher du minimum par la
résolution d’un sous-problème de minimisation.
Nous considérons içi les méthodes permettant de résoudre un problème

d’optimisation sans contraintes (appellées aussi parfois méthodes d’optimi-
sation directe), soit le problème

(P ) minimiser f(x) x ∈ Rn

pour lequel nous commencerons par décrire les méthodes suivantes :
◮ Les méthodes de gradient
◮.Les méthodes de Newton
◮.Les méthodes utilisant des directions conjuguées.
Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentiabi-

lité de f ) à l’exception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans
le cas particulier de la méthode du gradient conjugué) bassée, elle, sur des
propriétés plus géométriques.
Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour réssoudre les problèmes

du type (P ), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problèmes de grande taille.
Après les avoir décrites, nous donnons la définition d’une forme quadra-

tique et Principe des méthodes de descente et de gradient.

Définition 2.2.
Soit H une matrice symétrique n × n et b ∈ R

n On appelle forme
quadratique la fonction f : Rn → R définie par

f(x) =
1

2
xTH(x)x− bTx. (2.21)

Lorsque la matrice H est définie positive (resp. semi-définie positive), on
dira que f(x) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie
positive).

2.6.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’une méthode de descente consiste à faire les itérations sui-
vantes

xk+1 = xk + λkdk λk > 0,
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tout en assurant la propriété

f(xk+1) < f(xk). (2.22)

Le vecteur dk est la direction de descente en xk. Le scalaire λk est appelé
le pas de la méthode à l’itération k. On peut caractériser les directions de
descente en xk à l’aide du gradient.

2.6.2 Principe des méthodes de gradient(méthodes de
la plus forte descente)

On cherche à déterminer la direction de descente qui fait décroitre φ(λ)
= f(x + λd) le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va
essayer de minimiser la dérivée de φ(λ) en 0. On a φ′(0) = ∇f(x)Td, et on
cherche d solution du problème

minφ′(0).
d∈Rn,‖d‖=1

La solution est bien sûr

d = −
∇f(x)

‖∇f(x)‖
.

En vertu de l’inégalité de Schwartz. Il y a ensuite de nombreuses façon d’uti-
liser cette direction de descente. On peut par exemple utiliser un pas fixé a
priori λK = α > 0,∀k.On obtient alors la méthode du gradient simple :

{
dk = −∇f(xk),
xk+1 = xk + λdk.

(2.23)

Sous certaines hypothèses de régularité (f deux fois différentiable) cette mé-
thode converge si λ est choisi assez petit.
Ou bient consiste à faire les itérations suivantes

{
dk = −∇f(xk),
xk+1 = xk + λkdk.

(2.24)

Où λk est choisi de manière à ce que

f(xk + λkdk) ≤ f(xk + λdk),∀λ > 0. (2.25)

On obtient alors la méthode du gradient à pas optimal, cette méthode possède
une propriété interessante :
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Proposition 2.4.
Soit f : Rn → R une fonction différentiable. Les directions de descente

dk générées par la méthode (2.15) et (2.16) vérifient

dTk+1dk = 0. (2.26)

Démonstration :
Si on introduit la fonction

φ(λ) = f(xk + λdk),

on a
φ′(λ) = ∇f(xk + λdk)

Tdk,

et puisque φ est dérivable on a nécessairement

φ′(λ) = 0,

donc
∇f(xk + λkdk)

Tdk = ∇f(xk+1)
Tdk = −d

T
k+1dk = 0.

Exemple 2.1.
◮ Calcul du pas optimal dans le cas quadratique :

On a f(x) =
1

2
xTHx − bTx avec H > 0 et on note φ(λ) = f(xk + λdk).

Le pas optimal λk est caractérisé par

φ′(λ) = 0,

on a donc

∇f(xk + λkdk)
Tdk = (H(xk + λkdk)− b)Tdk = 0,

soit

(∇f(xk) + λkHdk)
Tdk = 0,

on obtient donc

λk = −
∇f(xk)

Tdk
dTkHdk

, (2.27)

qui est bien positif car dk est une direction de descente et

dTkHdk > 0(car H > 0).
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La méthode du gradient à pas optimal peut donc s’écrire(dans le cas
quadratique)

dk = b−Hxk,

λk =
dTk dk
dTkHdk

,

xk+1 = xk + λkdk.

Exemple 2.2.
◮ Méthode du gradient simple dans le cas quadratique
Dans le cas où f(x) = 1

2
xTH(x)x − bTx la méthode du gradient simple

peut s’écrire

dk = b−Hxk,

xk+1 = xk + λdk,

où λ > 0 est fixé a priori. Il existe bien sûr des conditions sur pour que la
méthode converge. Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans
le cas n = 2 sur une petite simulation.
◮Méthode du gradient à pas optimal dans le cas quadratique
Dans le cas où f(x) = 1

2
xTH(x)x − bTx la méthode du gradient à pas

optimal peut s’écrire :

dk = b−Hxk,

λk =
dTk dk
dTkHdk

,

xk+1 = xk + λkdk.

Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans le cas n = 2 sur
une petite simulation
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FIG 2.10 Illustrationde laconvergence plus rapide de laméthode de gradient

Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale :
Choisir un ε > 0.
Choisir un point unitiale x1.
Poser k = 1 et aller à l’étape principale.

Etape principale :
Si ‖∇f(x)‖ < ε stop.
Sinon poser dk = − ∇f(xk) et soit λk la solution optimale de la

recherche linéaire

min {f(xk + λdk);λ > 0} .

Poser xk+1 = xk + λkdk.
Remplacer k par k + 1et répéter l’étape principale.

Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

◮Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires.
◮Cette méthode travaille de façon performante dans les premières étapes

de l’algorithme. Malheuresement, dès qu’on s’aproche du point stationnaire,
La méthode devient trés lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomène
par les considérations suivantes

f(xk + λdk) = f(xk) + λ∇f(xk)
Td+ λ ‖d‖α(xk;λd),

oú α(xk;λd)→ 0 quand λd→ 0.
Si dk = − ∇f(xk), on obtient : xk+1 = xk − λ∇f(xk) et par conséquent
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f (xk+1)− f (xk) = λ
[
−‖∇f(xk)‖

2 + ‖∇f(xk)‖α(xk;λ∇f(xk))
]
.

D’aprés l’expression précedente, on voit que lorsque xk s’approche d’un
point stationnaire, et si f est continument différentiable, alors ‖∇f(xk)‖ est
proche de zéro.Donc le terme à droite s’approche de zéro, indépendemment
de λ, et par conséquent f(xk+1) ne s’éloigne pas beaucoup de f(xk) quand
on passe du point xk au po

FIG 2.11 Exprime les directions de la méthode de la plus fort pente

2.6.3 Les méthodes utilisant des directions conjuguées

Description de la méthode

Ces méthode sont basées sur l’important concept de la conjugaison et ont
été développées afin de résoudre le problème quadratique

min imiser f(x)
x∈Rn

=
1

2
xT .Q.x+ bT .x+ c.

Où Q ∈ Rn×n est symétrique et définie positive , b ∈ Rnet c ∈ R. Les
méthodes de direction conjuguées peuvent résoudre les problèmes de cette
forme en au plus n itérations et, contrairement au méthodes présentées
jusqu’à présent, elle n’utilisent pas de dérivées, sauf dans le cas particulier
de la méthode du gradient conjugué. Donnons la définition de la notion de
"conjugaison" :
Définition 2.3.
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Soient Q une matrice n × n symétrique et définie positive et un en-
semble de directions non nulles {d1, d2, ..., dk}. Ces directions sont dites Q-
conjuguées si

dTi Qdj = 0, ∀i; j tels que i 6= j. (2.28)

Propriété 2.1.
Si d1, ..., dk sontQ-conjuguées, alors elles sont linéairement indépendantes.
Propriété 2.2.
Comme des directionQ-conjuguées sont linéairement indépendantes, alors

l’espace vectoriel engendré par un ensemble de n directions Q-conjuguées est
de dimension n.
Etant donné un ensemble de n directions Q-conjuguées d0, d1, ..., dn−1, la

méthode de directions conjuguées correspondante est donnée par

xk+1 = xk + λkdk, k = 0, ..., n− 1,

où x0 est un vecteur de départ choisi arbitrairement et où les λk sont obtenus
par minimisation monodimentionnelle le long de dk.
Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions

conjuguées est qu’à chaque itération k, la méthode minimise f sur le sous-
espace généré par les k premières directions Q-conjuguées utilisées par l’al-
gorithme. A la nième itération au plus tard, ce sous-espace inclura alors le
minimum global de f , grâce à la propriété d’indépendance linéaire des direc-
tion Q-conjuguées qui assure qu’à l’itération n, l’espace vectoriel généré par
les n directions Q-conjuguées ne sera autre que Rn.
Remarque 2.5.
la notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non quadratique.
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Chapitre 3

Convergence des méthodes du
Gradient Conjugué utilisant
desrecherches linéaires de
Wolfe fortes.

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les pro-
blèmes d’optimisation non linéaires sans contraintes de grandes tailles. On
l’utilise aussi pour résoudre les grands systèmes linéaires.
Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gra-

dients successifs sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.
L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permet-

tant de résoudre le problème

min {f(x) : x ∈ Rn} (P)

Où f est régulière (continûment différentiable)
Dans ce chapitre on va décrire toutes ces méthodes, mais avant d’accéder

à ces derniers, on va d’abord donner le principe général d’une méthode à
directions conjuguées

3.1 Le principe général d’une méthode à di-

rections conjuguées

Donnons la définition de "conjugaison" :
Définition 3.1. Soit A une matrice symétrique n×n, définie positive.

On dit que deux vecteurs x et y de Rn sont A−conjugués (ou conjugués par
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rapport à A) s’ils vérifient

xTAy = 0 (3.1)

3.1.1 Description de la méthode

Soit {d0, d1, ..., dn} une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors
méthode de directions conjuguées toute méthode itérative appliquée à une
fonction quadratique strictement convexe de n variables : q(x) = 1

2
xTAx +

bTx+c; avec x ∈ Rn et A ∈Mn×n est symétrique et définie positive, b ∈ R
n

et c ∈ R .conduisent à l’optimum en n étapes au plus. Et cette méthode de
la forme :

x0 donné

xk+1 = xk + αkdk (3.2)

où αk est optimal et d1, d2, .., dn possédant la propriété d’être mutuelle-
ment conjuguées par rapport à la fonction quadratique
Si l’on note gk = ∇q (xk), la méthode se construit comme suit :

Calcul de αk

Comme αk minimise q dans la direction dk, on a, ∀k :

q′ (αk) = dTk∇q(xk+1) = 0

dTk∇q(xk+1) = dTk (Axk+1 + b) = 0.

Soit :
dTkA(xk + αkdk) + dTk b = 0

d’où l’on tire :

αk =
−dTk (Axk + b)

dTkAdk
(3.3)

Comment construire les directions A-conjuguées ?

Des directions A-conjuguées d0, ..., dk peuvent être générées à partir d’un
ensemble de vecteurs linéairement indépendants ξ0, ...., ξk en utilisant la pro-
cédure dite de Gram-Schmidt, de telle sorte que pour tout i entre 0 et k, le
sous-espace généré par d0, ..., di soit égale au sous-espace généré par ξ0, ...., ξi.
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Alors di+1 est construite comme suit :

di+1 = ξi+1 +
i∑

m=0

ϕ(i+1)mdm

Nous pouvons noter que si di+1 est construite d’une telle manière, elle est
effectivement linéairement indépendante avec d0, ..., di.
En effet, le sous-espace généré par les directions d0, ..., di est le même

que le sous-espace généré par les directions ξ0, ...., ξi, et ξi+1 est linéairement
indépendant de ξ0, ...., ξi.

ξi+1 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons

linéaires de la forme
i∑

m=0

ϕ(i+1)mdm, de sorte que di+1 n’en fait

pas partie non plus et est donc linéairement indépendante des d0, ..., di.
Les coefficients ϕ(i+1)m, eux sont choisis de manière à assurer laA-conjugaison

des d0, ..., di+1.

3.2 La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure
de Gram-Schmidt aux gradients ∇q(x0), ...,∇q(xn−1), c’est-à-dire en posant
ξ0 = −∇q(x0), ..., ξn−1 = −∇q(xn−1).
En outre, nous avons que

∇q(x) = Ax+ b

et ∇2q(x) = A.

Notons que la méthode se termine si ∇q(xk) = 0.
La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que

le membre de droite de l’équation donnant la valeur de dk+1 dans la procédure
de Gram-Schmidt peut être grandement simplifié.
Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du

gradient (plus profonde pente).
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3.3 Algorithme de la méthode du gradient

conjugué

3.3.1 Algorithme de La méthode du gradient conjugué
pour les fonctions quadratiques (cas linéaire)

On suppose ici que la fonction à minimiser est quadratique sous la forme :
q(x) = 1

2
xTAx+ bTx+ c

Si l’on note gk = ∇f(xk), l’algorithme prend la forme suivante
Cet algorithme consiste à générer une suite d’itérés {xk} sous la forme :

xk+1 = xk + αkdk (3.4)

L’idée de la méthode est :
1- construire itérativement des directions d0, ..., dk mu-

tuellement conjuguées
A chaque étapek la direction dk est obtenue comme combinaison linéaire

du gradient en xk et de la direction précédente dk−1
c’est-à-dire

dk+1 = −∇q(xk+1) + βk+1dk (3.5)

les coefficients βk+1étant choisis de telle manière que dk soit conjuguée
avec toutes les directions
précédentes. autrement dit :

dTk+1Adk = 0,

on en déduit :

dTk+1Adk = 0⇒
(
−∇q(xk+1) + βk+1dk

)T
Adk = 0

⇒ −∇T q(xk+1)Adk + βk+1d
T
kAdk = 0

⇒ βk+1 =
∇T q(xk+1)Adk

dTkAdk
=
gTk+1Adk

dTkAdk
(3.6)

2-déterminer le pas αk :
en particulier, une façon de choisir αk peut être de résoudre le problème

d’optimisation (à une seule variable)

αk = min f(xk + αdk) , α > 0 (3.7)
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on en déduit :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

= −
1

Adk
gk
dTk
dTk
=
−dTk gk
dTkAdk

(3.8)

Le pas αk obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

Algorithme 3.1 (Algorithme du gradient conjugué "linéaire"

Etape 0 : (initialisation)
Soit x0 le point de depart, g0 = ∇q(x0) = Ax0 + b, poser d0 = −g0
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :
si gk = 0 : STOP ( x∗ = xk)."Test d’arrêt"
si non aller à l’étape 2.

Etape 2 :
Définir xk+1 = xk + αkdk avec :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

dk+1 = −gk+1 + βk+1dk

βk+1 =
gTk+1Adk

dTkAdk

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1. �

La validité de l’algorithme du gradient conjugué linéaire

On va maintenant montrer que l’algorithme ci-dessus définit bien une
méthode de directions conjuguées.
Théorème 3.1. A une itération k quelconque de l’algorithme où l’op-

timum de q(x) n’est pas encore atteint (c’est-à-dire gi 6= 0, i = 0, 1, ..., k )
on a :
a)

αk =
gTk gk
dTkAdk

6= 0 (3.9)

b)

βk+1 =
gTk+1 [gk+1 − gk]

gTk gk
(3.10)

=
gTk+1gk+1

gTk gk
(3.11)
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c) Les directions d0, d1, ..., dk+1 engendrées par l’algorithme sont mutuel-
lement conjuguées.
Démonstration. ([35])
On raisonne par récurrence sur k en supposant que d0, d1, ..., dk sont mu-

tuellement conjuguées.
a) Montrons d’abord l’équivalence de (3.8) et de (3.9)
On a : dk = −gk + βkdk−1.
Danc (3.8) s’écrit :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

=
− [−gk + βkdk−1]

T gk
dTkAdk

=
gTk gk
dTkAdk

− βk
dTk−1gk

dTkAdk

Comme (d0, d1, ..., dk−1) sont mutuellement conjuguées, xk est l’optimum de
q(x) sur la variété νk passant par x0 et engendrée par (d0, d1, ..., dk−1) (Théo-
rème 3.1).
Donc dTk−1gk = 0 d’où l’on déduit (3.9).
b) Pour démontrer (3.10) remarquons que :

gk+1 − gk = A(xk+1 − xk) = αkAdk

⇒ Adk =
1

αk
[gk+1 − gk]

On a alors :

gTk+1Adk =
1

αk
gTk+1 [gk+1 − gk]

et en utilisant (3.9)

αk =
gTk gk
dTkAdk

il vient

gTk+1Adk =
dTkAdk
gTk gk

.gTk+1 [gk+1 − gk]

⇒
gTk+1Adk

dTkAdk
=
gTk+1 [gk+1 − gk]

gTk gk

Or de (3.6) on aura :

βk+1 =
gTk+1Adk

dTkAdk
=
gTk+1 [gk+1 − gk]

gTk gk
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ce qui démontre (3.10).
(3.11) découle alors du fait que :

gTk+1gk = 0

car
gk = dk − βkdk−1

Appartient au sous-espace engendré par (d0, d1, ..., dk) et que gk+1 est ortho-
gonal à ce sous-espace .
c) Montrons enfin que dk+1 est conjuguée par rapport à (d0, d1, ..., dk).
On a bien dTk+1Adk car, en utilisant dk+1 = −gk+1 + βkdk on aura :

dTk+1Adk =
(
−gk+1 + βk+1dk

)T
Adk

= −gTk+1Adk + βk+1d
T
kAdk

= −gTk+1Adk +
gTk+1Adk

dTkAdk
dTkAdk

= 0

Vérifions maintenant que :

dTk+1Adi = 0 pour i = 0, 1, ..., k − 1.

On a :
dTk+1Adi = −g

T
k+1Adi + βk+1d

T
kAdi

Le seconde terme est nul par l’hypothèse de récurrence ((d0, d1, ..., dk )sont
mutuellement conjuguées).
Montrons qu’il en est de même du premier terme. Puisque xi+1 = xi+αidi

et que αi 6= 0 on a :

Adi =
1

αi
(Axi+1 − Axi)

=
1

αi
(gi+1 − gi)

En écrivant :

gi+1 = di+1 − βidi

gi = di − βi−1di−1

on voit que Adi est combinaison linéaire de di+1, di et de di−1 seulement).
Mais puisque (d0, d1, ..., dk) sont mutuellement conjuguées, on sait que le

point xk+1 est l’optimum de q(x) sur la variété ν
k+1, engendrée par (d0, d1, ..., dk) .
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Donc gk+1 est orthogonal au sous-espace engendré par (d0, d1, ..., dk) et
comme Adi appartient à ce sous-espace pour i = 0, 1, ..., k − 1, on en déduit
gTk+1Adi = 0 ce qui achève la démonstration. �

Remarque 3.1.
dans ce cas dk est une direction de descente puisque

dTk∇q(xk) =
(
−∇q(xk) + βk+1dk−1

)T
∇q(xk)

= −∇q(xk)
T∇q(xk) + βk+1d

T
k−1∇q(xk)

= −‖∇q(xk)‖
2 (car dTk−1∇q(xk) = 0 )

dTk∇q(xk) = −‖∇q(xk)‖
2 < 0

Les avantages de la méthode du gradient conjugué linéaire

1- la consommation mémoire de l’algorithme est minime : on doit stocker
les quatre vecteurs xk, gk, dk, Adk
( bien sur xk+1 prend la place de xk au niveau de son calcul avec des

remarques analogues pour gk+1, dk+1, Adk+1) et les scalaires αk, βk+1.
2- L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour ré-

soudre des grands systèmes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la
matrice A à un vecteur.
3- La convergence peut être assez rapide : si A admet seulement r (r < n)

valeurs propres distincts la convergence a lieu en au plus r itération.

Différentes formules de βk+1 dans le cas linéaire

Formule de Hestenes-Stiefel Cette méthode été découverte en 1952 par
Hestenes et Stiefels ([28, 1952]),

βHSk+1 =
gTk+1 [gk+1 − gk]

dTk [gk+1 − gk]
(3.12)

Formule de Polak-Ribière-Polyak Cette méthode été découverte en
1969 par Polak, Ribière ([38, 1969]) et Ployak ([39, 1969]),

βPRPk+1 =
gTk+1 [gk+1 − gk]

‖gk‖
2 (3.13)
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Formule de Fletcher-Reeves Cette méthode été découverte en 1964 par
Fletcher et Reeves ([19, 1964]),

βFRk+1 =
‖gk+1‖

2

‖gk‖
2 (3.14)

Formule de la descente conjuguée Cette méthode été découverte en
1987 par Fletcher ([17, 1987]),

βCDk+1 =
‖gk+1‖

2

−dTk gk
(3.15)

Remarque 3.2. Dans le cas quadratique on a vu que :

βHSk+1 = βPRPk+1 = βFRk+1 = βCDk+1 = βDYk+1.

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs diffé-
rentes. �

3.3.2 Algorithme de La méthode du gradient conjugué

pour les fonctions quelconques (cas non linéaire)

On s’intéresse dans cette section à la minimisation d’une fonction f :
R
n → R, non nécessairement quadratique :

min f(x); x ∈ Rn (3.16)

Les méthodes du gradient conjugue pour réseaux cette problème sont des
méthodes itératif de la forme :

xk+1 = xk + αkdk (3.17)

Le pas αk ∈ R étant déterminé par une recherche linéaire. la direction dk
est définie par la formule de récurrence suivante(βk ∈ R)

dk =

{
−g1 si k = 1

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2
(3.18)

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué
linéaire du cas quadratique, si βk prend l’une des valeurs

βPRPk =
gTk yk

‖gk−1‖
2
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βFRk =
‖gk‖

2

‖gk−1‖
2

βCDk =
‖gk‖

2

−dTk−1gk−1

où yk−1 = gk − gk−1.

Algorithme 3.2 des défirent méthodes du gradient conjugué non linéaire

Etape0 : (initialisation)
Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f(x0), poser d0 = −g0
Poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :
Si gk = 0 : STOP ( x∗ = xk)."Test d’arrêt"
Si non aller à l’étape 2.

Etape 2 :
Définir xk+1 = xk + αkdk avec :

αk : calculer par la rechèrche linéaire

dk+1 = −gk+1 + βk+1dk

où
βk+1 : définer selone la méthode

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1. �

Remarque 3.3. :Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte,
on a vu que βPRPk = βFRk = βCDk = βDYk .

La propriété de descente de la méthode du gradient conjugué non
linéaire

Cas de recherche linéaire exacte Powell ([41, 1984]) a démontré la sa-
tisfaction de la propriété de descente de la fonction objectif pour la méthode
de Fletcher-Reeves avec recherche linéaire exacte.
Soit xk+1 = xk + αkdk la méthode itérative pour réseudre le problème,

avec αk : calculer par la rechèrche linérire exacte, et

dk =

{
−g1 si k = 1

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2

Alors : quelque soit βk ∈ R, dk est une direction de descente,∀k ≥ 1
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Explication : si le pas αk−1 est un point stationnaire de α 7−→ f(xk−1+
αdk−1).
En effet, dans ce cas dTk−1gk = 0 et on trouve lorsque gk 6= 0 :

dTk gk = (−gk + βkdk−1)
T gk

= −‖gk‖
2 + βkd

T
k−1gk = −‖gk‖

2 < 0

Cas de recherche linéaire inexacte Le premier théorème démontrant
la descente d’une méthode du gradient conjugué non linéaire était établi par
Albaali ([3, 1985]) pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche forte
de Wolfe avec σ ≤ 1

2
.

Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont généralisé ce résultat pour tout algo-
rithme du gradient conjugué dont

|βk| ≤ βFRk

Aucun théorème n’a était établi afin de démontrer la satisfaction de la
propriété de descente pour la méthode de Polak-Ribière-Polyak non linéaire.
Grippo et Lucidi ([26, 1997]) et P. Armand ([1, 2005]) ont suggéré des modi-
fications dans le choix de αk afin d’établir le résultat de la convergence, ainsi
la propriété de descente.
Fletcher ([17, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée

est une méthode de descente si le pas αk est déterminé par la règle forte de
Wolfe (4.9)-(4.10) avec σ ≤ 1

2
.

Dai et Yuan ([10, 1996]) ont démontré que cette méthode avec la règle
de Wolfe relaxée (4.11)-(4.12) où 0 < ρ < σ1 < 1 et 0 ≤ σ2 ≤ 1, génère des
directions de descente suffisante à chaque itération k ≥ 1.
Dai et Yuan ([13, 1998]) ont démontré qu’à chaque itération k ≥ 1, la

direction recherchée par la méthode de Dai-Yuan avec la recherche de Wolfe
faible (4.7)-(4.8), est de descente si la fonction objectif f est strictement
convexe.

3.4 Synthèse des résultats de convergence des

méthodes du gradient conjugué non li-

néaire

3.5 avec la recherche linéaire de Wolfe forte

Supposition 3.1.
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(i) L’ensemble L := {x ∈ Rn; f(x) ≤ f(x1)} est borné ; où x0 ∈ Rn est le
point initial.
(ii) Sur un voisinage N de L, la fonction objectif f est continûment

différentiable et son gradient est lipschitzien i.e

∃L > 0 tel que ‖g(x)− g(x̃)‖ ≤ L ‖x− x̃‖ ,∀x, x̃ ∈ N (3.19)

Remarque 3.4. Notons que ces suppositions impliquent qu’il existe
λ > 0 tel que

‖g(x)‖ ≤ λ,∀x ∈ L (3.20)

Définition 3.2.([22, 1992]) On dit que dk est une direction de descente
suffisante si

dTk gk ≤ −C ‖gk‖
2 ; où C > 0 (3.21)

Rappelons les conditions de Wolfe faibles :

f(xk + αdk) ≤ f(xk) + ραdTk gk (3.22)

dTk gk+1 ≥ σdTk gk (3.23)

où 0 < ρ < σ < 1.
Les conditions de Wolfe fortes :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραkd
T
k gk∣∣dTk gk+1

∣∣ ≤ −σdTk gk (3.24)

où 0 < ρ < σ < 1.
Les conditions de Wolfe relaxées :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραkd
T
k gk

σ1d
T
k gk ≤ dTk gk+1 ≤ −σ2d

T
k gk (3.25)

où 0 < ρ < σ1 < 1 et σ2 > 0.
Présentons maintenant un théorème fondamental qui assure la satisfaction

de la condition de Zoutendijk (voir chapitre2), pour toute méthode du type
(3.17)-(3.18), dans laquelle le pas αk est déterminé par la règle de Wolfe
faible (3.22)-(3.23).Ce théorème était démontré par Zoutendijk ([47, 1970])
et Powell ([42, 1971]).
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Théorème 3.2. Considérons une méthode du type (3.17) et (3.18)
dans laquelle dk est une direction de descente et le pas αk est déterminé par
la règle de Wolfe faible (3.22)-(3.23) avec σ ∈

]
0, 1

2

[
. Considérons aussi que

la supposition 3.1 soit satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition
de Zoutendijk suivante :

∑

k≥1

cos2 θ ‖gk‖
2 <∞ (3.26)

est vérifiée.

3.5.1 Méthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves ([19, 1964]) est une extension directe de
la méthode du gradient conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques.
Appliquée à une fonction quadratique, elle est identique au gradient conjugué
linéaire.
Rappelons que pour la méthode de Fletcher-Reeves la variante βk est :

βFRk =
‖gk‖

2

‖gk−1‖
2 (3.27)

les avantages de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est très intéressante, d’une part parce qu’elle nécessite le
stockage de très peu d’informations (essentiellement trois vecteurs de dimen-
sion n).

La propriété de descente de la méthode de FR

Théorème 3.3. Supposons que L’hypothèse 3.1 soit satisfaite.
Considérons une méthode du type (3.17) et (3.18) dont

|βk| ≤ βFRk (3.28)

et le pas αk satisfait à la règle de Wolfe(3.23) et (3.24)où σ ∈
]
0, 1

2

[
.

Alors cette méthode génère des directions de descente. De plus on a :

−1

1− σ
≤

dTk gk

‖gk‖
2 ≤

2σ − 1

1− σ
; k = 1, ... (3.29)

Démonstration. ([22, 1992])
La démonstration se fait par récurrence
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1) Pour k = 1 :
dT1 g1

‖g1‖
2 =

−‖g1‖
2

‖g1‖
2 = −1

D’autre part :

0 < σ <
1

2
⇒

{
−1
1−σ

≤ −1
2σ−1
1−σ

≥ −1

2) Supposons que (3.29) est satisfaite pour k > 1 et démontrons qu’elle
le sera pour k + 1 :
Supposons que :

−1

1− σ
≤

dTk gk

‖gk‖
2 ≤

2σ − 1

1− σ
; k = 1, ...

On a :

dTk+1gk+1

‖gk+1‖
2 =

(
−gk+1 + βk+1dk

)T
gk+1

‖gk+1‖
2 = −1 + βk+1d

T
k gk+1

D’autre part de (3.27) on aura :

βFRk =
‖gk‖

2

‖gk−1‖
2 ⇒

1

βFRk+1
=

‖gk‖
2

‖gk + 1‖
2

d’où :
dTk+1gk+1

‖gk+1‖
2 = −1 +

βk+1
βFRk

dTk gk+1

‖gk‖
2 (3.30)

En utilisant la condition de recherche linéaire (3.24) on aura :
∣∣dTk gk+1

∣∣ ≤ −σdTk gk ⇒ σ
∣∣βk+1

∣∣ dTk gk ≤ βk+1d
T
k+1gk+1 ≤ −σ

∣∣βk+1
∣∣ dTk gk

Remplaçant ceci dans (3.30) :

−1 + σ

∣∣βk+1
∣∣ dTk gk

βFRk+1 ‖gk‖
2 ≤

dTk+1gk+1

‖gk+1‖
2 ≤ −1− σ

∣∣βk+1
∣∣ dTk gk

βFRk+1 ‖gk‖
2

De (3.29) on aura :

−1−

∣∣βk+1
∣∣σ

βFRk+1 (1− σ)
≤
dTk+1gk+1

‖gk+1‖
2 ≤ −1 +

∣∣βk+1
∣∣σ

βFRk+1 (1− σ)

et de (3.28) :
−σ

1− σ
<

∣∣βk+1
∣∣

βFRk+1
< 1
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On aura :
−1

1− σ
≤
dTk+1gk+1

‖gk+1‖
2 ≤

2σ − 1

1− σ

Ce qui achève la démonstration. �

Corollaire 3.1. D’après (3.29) on déduit que pour tout k ≥ 1, dk est une
directions de descente suffisante avec C = 1−2σ

1−σ
> 0.

En effet :

−1

1− σ
≤

dTk gk

‖gk‖
2 ≤

2σ − 1

1− σ

⇒ dTk gk ≤ −C ‖gk‖
2 où C =

1− 2σ

1− σ
�

Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire ( version Flecher Reeves) avec des recherches linéaires inexactes
(recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (3.22) et (3.24) où σ < 1

2
) a été

démontré par Al-Baali ([3, 1985]). Touati Ahmed et Story ([44,1990]) ont
généralisé ce résultat pour
0 ≤ βk ≤ βFRk . Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont généralisé ce résultat

pour |βk| ≤ βFRk .
Théorème 3.4. Supposons que l’hypothèse 3.1 soit satisfaite. Consi-

dérons une méthode du type (3.17) et (3.18) avec βk satisfaisant à (3.28)
et le pas αk satisfaisant aux conditions de Wolfe fortes (3.22) et (3.24) où
σ ∈

]
0, 1

2

[
. Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens

suivant :
lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0 (3.31)

Démonstration. ([22, 1992])
Puisque les conditions du théorème 4.2 sont satisfaites alors on a :

−1

1− σ
≤

dTk gk

‖gk‖
2 ≤

2σ − 1

1− σ
⇒ −σdTk−1gk−1 ≤

σ

1− σ
‖gk−1‖

2

D’autre part de (3.24)

∣∣dTk gk+1
∣∣ ≤ −σdTk gk ⇒

∣∣dTk−1gk
∣∣ ≤ −σdTk−1gk−1

d’où ∣∣dTk−1gk
∣∣ ≤ −σdTk−1gk−1 ≤

σ

1− σ
‖gk−1‖

2 (3.32)
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De (3.17), (3.28) et (3.32) :

‖dk‖
2 =

∣∣‖gk‖
2 − 2βkd

T
k−1gk + β

2
k ‖dk−1‖

2
∣∣

≤ ‖gk‖
2 +

∣∣2βkd
T
k−1gk

∣∣+ β2k ‖dk−1‖
2

≤

(
1 + σ

1− σ

)
‖gk‖

2 +
(
βFRk

)2
‖dk−1‖

2

Posons σ̂ = 1+σ
1−σ

≥ 1, on aura :

‖dk‖
2 ≤ σ̂ ‖gk‖

2 +
(
βFRk

)2
‖dk−1‖

2

≤ σ̂ ‖gk‖
2 +

(
βFRk

)2 [
≤ σ̂ ‖gk−1‖

2 +
(
βFRk

)2
‖dk−2‖

2
]

.

≤ σ̂ ‖gk‖
4

k∑

j=2

‖gj‖
−2 + σ̂ ‖gk‖

4 ‖g1‖
−2 = σ̂ ‖gk‖

4
k∑

j=1

‖gj‖
−2

Supposons que gk est borné en dehors du zéro (limk→∞ inf ‖gk‖ 6= 0),
c’est-à-dire :

‖gk‖ ≥ ω > 0;∀k ⇒ ‖gk‖
−2 ≤ ω−2

de (3.20) on a :

‖dk‖
2 ≤ σ̂ ‖gk‖

4
k∑

j=1

‖gj‖
−2 ≤ σ̂

λ4

ω2

k∑

j=1

1

⇒ ‖dk‖
2 ≤ σ̂

λ4

ω2
k

d’où ∑

k≥1

1

‖dk‖
2 ≥

ω2

σ̂λ4

∑

k≥1

1

k
>∞ (3.33)

Ce qui veut dire que
∑

k≥1
1

‖dk‖
2 est divergente.

D’autre part, puisque les conditions du Théorème 3.1, et du théorème 3.2
sont satisfaites on a : ∑

k≥1

cos2 θk ‖gk‖
2 <∞

et

c1
‖gk‖

‖dk‖
≤ cos θk ≤ c2

‖gk‖

‖dk‖
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d’où

∑

k≥1

c21
‖gk‖

2

‖dk‖
2 ‖gk‖

2 ≤
∑

k≥1

cos2 θk ‖gk‖
2 <∞

⇒
∑

k≥1

‖gk‖
4

‖dk‖
2 <∞

⇒
∑

k≥1

ω4

‖dk‖
2 <∞

⇒
∑

k≥1

1

‖dk‖
2 <∞

Ce qui contredit (3.33), d’où le résultat :

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0. �

Remarque 3.5. Lui, Han et Yuan ([32, 1995]) ont prouvé le résultat
(3.31) pour cette méthode si ρ = σ = 1

2
.

Inconvinients de la méthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves possède de bonnes propriété théoriques,
mais en pratique, elle converge parfois lentement, et même prématurément.
En effet, si les pas sont trop petits, il se peut que ce comportement s’élargit
pour un grand nombre d’itérations, et c’est ce qu’il nous oblige à réinitialiser
en posant βFRk = 0.
Powell ([43,1977]) est le premier qui a observé ce comportement, ainsi il

a donné un contre exemple avec une recherche linéaire exacte. On évite cet
inconvénient en réinitialisant chaque n itérations par exemple.
Nemirovsky et Yudin ([36, 1983]) ont démontré par un contre exemple

que la méthode de Fletcher-Reeves converge plus lentement que la méthode
de Steepest descent. (cas d’une fonction quadratique avec recherche linéaire
exacte).

3.5.2 Méthode de Polak-Ribière-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribière ([38, 1969]) et Polyak
([39, 1969]).
Rappelons que pour la méthode de Polak-Ribière-Polyak la variante βk

est :

βPRPk =
gTk yk−1

‖gk−1‖
2 (3.34)
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Avantages de la méthode de Polak-Ribière-Polyak

La méthode de Polak-Ribière-Polyak possède bonnes performances nu-
mériques

Convergence de la méthode de PRP

pour étudier la convergence de cette méthode on a deux cas

cas ou f est fortement convexe Polak et Ribière ([38, 1969]) a démontré
la convergence de la méthode de Polak-Ribière-Polyak à travers le théorème
suivant :
Théorème 3.5. Si f est fortement convexe, continûment différen-

tiable avec un gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribière avec re-
cherche linéaire exacte génère une suite {xk} convergeant vers l’unique point
x∗ réalisant le minimum de f.
Démonstration. ([21])
Montrons dans un premier temps que

cos θk =
−dTk gk
‖gk‖ ‖dk‖

est uniformément positif.
Grâce à la recherche linéaire exacte, on a

dTk−1yk−1 = dTk−1 (gk − gk−1)

= −dTk−1gk−1 = −
(
−gk−1 + β

PRP
k−1 dk−2

)T
gk−1

= ‖gk−1‖
2

La forte convexité de f implique que

dTk−1yk−1 =
1

αk−1
(xk − xk−1)

T yk−1 ≥
η

αk−1
‖xk − xk−1‖

2

où η > 0 est le module de forte convexité de f .
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

∣∣βPRPk

∣∣ =

∣∣gTk yk−1
∣∣

‖gk−1‖
2 =

∣∣gTk yk−1
∣∣

dTk−1yk−1
≤
αk−1L

η

‖gk‖ ‖xk − xk−1‖

‖xk − xk−1‖
2 =

L

η

‖gk‖

‖dk−1‖
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On peut alors borner ‖dk‖ par :

‖dk‖ ≤ ‖gk‖+
∣∣βPRPk

∣∣ ‖dk−1‖

≤ ‖gk‖+
L

η

‖gk‖

‖dk−1‖
‖dk−1‖

≤

(
1 +

L

η

)
‖gk‖

Ensuite

dTk gk = −‖gk‖
2 ≤ −

(
1 +

L

η

)
‖gk‖ ‖dk‖

ou encore

cos θk =
−dTk gk
‖gk‖ ‖dk‖

≥

(
1 +

L

η

)−1

D’après la proposition 2.1 et la recherche linéaire exacte, la condition de
Zoutendijk est vérifié. Mais f et donc {f(xk)} est bornée inférieurement (car
f est fortement convexe). On en déduit que gk → 0.
D’autre part, {xk} est bornée ( f est fortement convexe) et possède donc

des sous suites convergentes. La limite de celles-ci ne peut être que l’unique
minimum x∗ de f (car gk → 0) .
Donc toute la suite {xk} converge vers x

∗. �

cas ou f n’est pas convexe Powell ([41, 1984]) a donné un exemple de
fonction (de 3 variables, deux fois continûment différentiable) pour laquelle
l’algorithme génère une suite {xk} dont aucun des points d’adhérence n’est
stationnaire.
Danc Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribière-Polyak peut

ne pas converger.
En 1986 Powell([40, 1986]), a modifié la variante βPRPk en évitant les

valeurs négatives, autrement dit si à l’itération k on a : si βPRPk < 0, on
redémarre en posant βPRPk = 0 (prendre la direction de la plus profonde
pente)

βk = max
{
0, βPRPk

}

Ce choix assure la convergence si le pas αk est déterminé par la règle de
Wolfe forte. �

Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont assuré la convergence avec une re-
cherche linéaire exacte ou inexacte, en hybridant les méthodes de FR et de
PRP.
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Donc cette nouvelle méthode consiste à prendre la variante βk comme
suit :

βk =






−βFRk si βPRPk < −βFRk
βPRPk si

∣∣βPRPk

∣∣ ≤ βFRk
βFRk si βPRPk > βFRk

Grippo et Lucidi ([26, 1997]) et P. Armand ([1, 2005]) ont suggéré des
modifications dans le choix de αk afin d’établir le résultat de la convergence.

3.5.3 Méthode de la descente conjuguée

Cette méthode fut proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([17, 1987]),
Rappelons que pour la méthode de la descente conjuguée la variante βk

est :

βCDk =
‖gk‖

2

−dTk−1gk−1
(3.35)

La propriété de descente de la méthode de la descente conjuguée

Fletcher ([17, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas αk est déterminé par la règle forte de
Wolfe(3.22) et (3.24) avec σ ≤ 1

2
.

Dai et Yuan ([11, 1996]) ont démontré le théorème suivant :
Théorème 3.6. Supposons que l’hypothèse 4.1 est satisfaite.
Pour toute méthode du type (3.17) et (3.18) dont βk satisfait à (3.35) et

le pas αk satisfait aux conditions de Wolfe relaxée
(3.22) et (3.25) :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ρdTk gk

et σ1d
T
k gk ≤ dTk gk+1 ≤ −σ2d

T
k gk

où 0 < ρ < σ1 < 1 et 0 ≤ σ2 ≤ 1
Alors notre méthode génère des directions de descente suffisante à chaque

itération k ≥ 1.
Démonstration. ([11, 1996])
On a

−dTk gk = −
(
−gk + βCDk dk−1

)T
gk

= ‖gk‖
2

[
1 +

dTk−1gk

dTk−1gk−1

]

⇒
−dTk gk

‖gk‖
2 = 1 +

dTk−1gk

dTk−1gk−1
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D’autre part de (3.25)

σ1d
T
k gk ≤ dTk gk+1 ≤ −σ2d

T
k gk

⇒ 1− σ2 ≤ 1 +
dTk−1gk

dTk−1gk−1
≤ 1 + σ1

d’où

1− σ2 ≤
−dTk gk

‖gk‖
2 ≤ 1 + σ1

Donc si ‖gk‖ 6= 0, on a :

dTk gk ≤ −C ‖gk‖
2 où C = 1− σ2 > 0

et donc dk est une direction de descente suffisante

Convergence de la méthode de la descente conjuguée

Yuan ([49, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.31) de cette mé-
thode avec un pas satisfaisant aux conditions (3.22)-(3.25) si σ1 < 1

2
et

σ2 = 0.
Dai et Yuan ([11,1996]) ont démontré ce résultat pour σ1 < 1 et σ2 = 0,
Théorème 3.7. Supposons que la l’hypothèse 4.1 est satisfaite.
Toute méthode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle βk vérifie (3.35)

et le pas αk est déterminé par la règle de Wolfe relaxée (3.22)-(3.25) où
0 < ρ < σ1 < 1 et σ2 = 0; est de descente convergente, dans le sens où

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0

Démonstration. ([11,1996])
Du théorème 3.4 on a :

1− σ2 ≤
−dTk gk

‖gk‖
2 ≤ 1 + σ1

⇒ 1 ≤
−dTk gk

‖gk‖
2 ≤ 1 + σ1

⇒ (1 + σ1)
−1 ≤

‖gk‖
2

−dTk gk
≤ 1

⇒ (1 + σ1)
−1 ≤

‖gk+1‖
2 ‖gk‖

2

−dTk gk ‖gk+1‖
2 ≤ 1

⇒ (1 + σ1)
−1 ≤

βCDk+1
βFRk+1

≤ 1

⇒ βCDk+1 ≤ βFRk+1
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Donc βCDk+1 vérifie l’inégalité (3.28).
D’après le théorème 3.2 on a :

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0 �

Nous terminons ce chapitre concernant la convergence des méthodes du gra-
dient conjugué utilisant les recherches linéaires de Wolfe forte par un résultat
récent de Dai et Yuan ([14,2002]).

3.5.4 Convergence d’une classe de méthodes de Gra-
dient Conjugué dues à Dai et Yuan avec des re-
cherches linéaires de Wolfe fortes.

Soit f : Rn → R, non nécessairement quadratique. Considérons toujours
notre problème de minimisation sans contraintes

min f(x); x ∈ Rn

Pour trouver un point stationnaireou une solution optimale à notre pro-
blème, les différentes méthodes du gradient conjugué generent des suites{xk}k∈N
de la forme :

xk+1 = xk + αkdk (3.36)

Le pas αk ∈ R étant déterminé par une recherche linéaire exacte ou
inexacte. Nous supposerons dans cette partie, comme c’est le cas dans tout
le chapitre, que notre recherche est une recherche linéaire inexacte de
Wolfe Forte, c’est à dire que αk vérifie :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραkd
T
k gk∣∣dTk gk+1

∣∣ ≤ −σdTk gk, 0 < ρ < σ < 1.

La direction dk est définie par la formule de récurrence suivante(βk ∈ R)

dk =

{
−g1 si k = 1

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2
(3.37)

Nous avons vu dans les paragraphes précedents comment les résultats
de convergences des differentes méthodes de gradient conjugué dépendaient
essentiellement des scalaires βk et ces résultats ont été étudiés séparément sui-
vant les differentes valeurs de βk, voir El-Baali ([3], 1985), Gilbert et Nocdall
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([22], 1992), Grippo et Lucidi ([26], 1997 ), Powell ([40],1986), Touati-Ahmed
et Storey ([44],1990), Powell ([41], 1984).
En 2002 Dai et Yuan ([14, 2002]) ont étudié le problème suivant :

Quelles conditions assez generales doivent verifier les coéfficients
βk pour assurer la convergence globale en utilisant des recherches
linéaires inexactes de Wolf fortes.

Ce paragraphe détaille cette étude. Avant de donner le résultat essentiel
de cette étude, considérons d’abord les deux lemmes suivants dus aux mêmes
auteurs.

Lemme 3.1 ([13]) Supposons que l’hypothèse 3.1 est satisfaite. Pour
toute méthode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle :

dk : est une direction de descente et le pas αk est déterminé par la règle
fort de Wolfe(3.22) et (3.24),Si

∑

k≥1

‖gk‖
t

‖dk‖
2 =∞ pour t ∈ [0, 4] (3.38)

Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0

Lemme 3.2 ([14]) Supposons que la l’hypothèse 3.1 est satisfaite. Toute
méthode du type(3.17) et (3.18) dons laquelle :

dk : est une direction de descente et le pas αk est déterminé par la règle
fort de Wolfe forte (3.22) et (3.24). Si

∑

k≥1

∣∣gTk dk
∣∣r

‖dk‖
2 =∞ pour r ∈ [0, 2] , (3.39)

alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0

Démonstration.
Pour tout r ∈ [0.2], si

∣∣gTk dk
∣∣ > 1 =⇒

(
gTk dk

)2
≥
∣∣gTk dk

∣∣r.On a

∣∣gTk dk
∣∣r ≤ 1 +

(
gTk dk

)2

Alors
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∑

k≥1

1

‖dk‖
2 ≥

∑

k≥1

∣∣gTk dk
∣∣r

‖dk‖
2 −

∑

k≥1

∣∣gTk dk
∣∣2

‖dk‖
2 (3.40)

Du lemme 3.2, et en utilisant (3.39) et (3.40), on peut remarquer que
(3.33) est vérifiée pour t = 0
Donc du lemme 3.2 en trouve que (3.31) est vérifiée aussi. Ce qui achève

la démonstration. �

Corollaire 3.2.Supposons que la l’hypothèse 3.1 est satisfaite. Toute mé-
thode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle :

dk : est une direction de descente et le pas αk est déterminé par la règle
fort de Wolfe forte (3.22) et (3.24)
Si

∑

k≥1

‖gk‖
t
∣∣gTk dk

∣∣r

‖dk‖
2 =∞ (3.41)

pour t > 0 et r > 0 avec t + 2r ≤ 4. La méthode est globalement
convergente, dans le sens suivant :

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0

Démonstration.
Supposons que celà n’est pas vrai. On obtient par le lemme 3.1

∑

k≥1

‖gk‖
t+2r

‖dk‖
2 <∞ ∀t, r > 0 (3.42)

Si :
∣∣gTk dk

∣∣ ≤ ‖gk‖
2 on a :

‖gk‖
t
∣∣gTk dk

∣∣r ≤ ‖gk‖
t+2r

Sinon, on aurait

‖gk‖
t
∣∣gTk dk

∣∣r ≤
∣∣gTk dk

∣∣
t

2
+r
.

Donc la relation suivante est vérifiée

‖gk‖
t
∣∣gTk dk

∣∣r ≤ ‖gk‖
t+2r +

∣∣gTk dk
∣∣
t

2
+r

De (3.41) et (3.42) on a
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∑

k≥1

∣∣gTk dk
∣∣ t2+r

‖dk‖
2 =∞

Si on prend en considération le lemme 3.1. et le fait que t
2
+ r ∈ [0, 2] ,on

en conclut que :
lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0.

Ainsi on obtient une contradiction. Ce qui achève la démonstration. �

3.5.5 Condition générale sur les scalaires βk

Le but de cette partie est le théorème 3.8 qui suit dans lequel Dai et
Yuan ([14, 2002]) ont posé une condition sur le scalaires βk qui assure la
convergence globale de la méthode du gradient conjugue dans le cas de la
recherche linéaire de Wolfe forte.
Théorème 3.8.Supposons que la l’hypothèse 3.1 est satisfaite. Toute

méthode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle dk : est une direction de
descente et le pas αk est déterminé par la règle de Wolfe forte (3.22) et
(3.24).
S’il existe une sous suite infinie {ki} et une constante positive c > 0 telle

que les valeurs de βj vérifient :

ki∏

j=ℓ

∣∣βj
∣∣ ≤ c ∀i ≥ 1, ℓ ≤ ki, (3.43)

alors la méthode converge dans le sens suivant

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0

Démonstration.([14])

pour k ≥ 2, (3.18) implique que

dk + gk = βkdk−1 ⇒ ‖dk‖
2 ≤ −2gTk dk + β

2
k ‖dk−1‖

2

⇒ ‖dk‖
2 ≤ −2gTk dk − 2

k∑

j=2

k∏

i=j

β2i g
T
j−1dj−1

⇒ ‖dk‖
2 ≤

(
1 + c2

) ki∑

j=1

(
−2gTj dj

)
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Si

lim
k→∞

inf ‖dki‖ <∞

Donc

∑

k≥1

1

‖dk‖
2 =∞.

Soit en utilisant le lemme (3.2) on a

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0.

Sinon on obtiendrait la relation suivante :

lim
i→∞

‖dki‖ =∞.

Dans ce cas, on aura : obtient d’après (3.31) vérifier qui implique

lim

ki∑

j=1

(
−gTj dj

)
=∞.

Cette dernière relation donne :

lim

ki∑

j=1

(
−gTj dj

)

‖dj‖
2 =∞.

Par conséquent, en utilisant le lemme (3.1) nous avons

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0.

Ce qui achève la démonstration. �

3.5.6 Méthodes de Newton et quasi-Newton

3.5.7 Méthode de Newton

La méthode de Newton est attribuée au mathématicien, physicien et as-
tronome anglais Issac Newton (1642-1727). Toutefois, comme le dit Dirand
c’est Raphson qui publiait, en 1690, la formule itérative utilisée actuelle-
ment. C’est la raison pour la quelle certains auteurs l’appellent méthode
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de Raphson-Newton. L’algorithme de Newton est la généralisation multi di-
mensionnelle de la méthode de Newton Raphson, appliquée à la recherche
des racines de ∇f(x). La méthode de Newton n’est pas une méthode d’opti-
misation proprement parler. C’est une méthode de recherche des zéros d’une
fonction g : Rn → R

n selon : g(x) = 0. L’idée de cette méthode ici est de
résoudre l’équation ∇f(x) = 0, condition nécessaire de premier ordre pour
la détection d’extrema d’une fonction. L’equation ∇f(x) = 0 est donnée par
un système n × n d’équations non linéaires. Nous allons d’abord la décrire
puis montrer comment on peut l’appliquer à la recherche de minimum.

Description de la méthode

Autour de xk, une approximation quadratique de la fonction f suposée
deux fois différentiable est :

q(x) = f(xk) +∇f
t(xk)(x− xk) +

1

2
(x− xk)

tH(xk)(x− xk) (3.44)

Si la matrice H(xk) est définie positive alors la fonction q(x) est strictement
convexe et a un minimum unique définie par :

∇q(xk+1) = 0 (3.45)

c’est à dire
∇f(xk) +H(xk)(xk+1 − xk) = 0 (3.46)

qui donne
xk+1 = xk − [H(xk)]

−1∇f(xk) (3.47)

Cette équation donne la forme générale des points générés par l’algorithme
de Newton.
supposons que f(x) = 0 et que H(x) est définie positive (x un minimum

local), alors H(xk) reste définie positive en tout point voisin de x.
Ceci assure que le successeur de xk est bien défini.
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FIG 3.1

Algorithme Etape initiale : soit ε > 0, critère d’arrêt. Choisir x1 point
initial, poser k = 1 et aller à l’étape principale.
Etape principale : Si ‖∇f(xk)‖ ≤ ε stop, sinon poser

xk+1 = xk − [H(xk)]
−1∇f(xk) (3.48)

Remplacer k par k + 1 et aller à l’étape principale.
Il est important d’observer que l’algorithme de Newton construit des

suites convergeant vers des points stationnaires, sans faire de distinction entre
les minima où le maxima, par exemple. Ceci est dû au fait qu’il est conçu
pour trouver des racines de ∇f(x) = 0. Par conséquend, sans modification
adéquate, si le premier itéré est proche d’un point stationnaire, la suite gé-
nérée convergera vers ce point stationnaire.On comprend que, si l’on cherche
à minimiser f , converger vers un maximum local n’est pas une propriété
satisfaisante. Il sera donc nécessaire de modifier l’algorithme de Newton de
manière à le contraindre à éviter les points stationnaires qui ne sont pas des
minima.

3.5.8 Avantages et inconvénients de l’algorithme de
Newton

Avantages

Si le point x1 et assez proche de la solution optimale locale x∗ telle que
H(x∗) soit définie positive, alors l’algorithme de Newton converge de façon
quadratique vers la solution x∗. c’est à dire que l’on a

‖xk+1 − x∗‖ ≤ γ ‖xk − x∗‖
2 γ ≥ 0 (3.49)

Inconvénients

Les inconvénients de la méthode de Newton pour résoudre des sys-
tèmes d’équations non linéaires(resp des problèmes d’optimisation) sont bien
connus :
— Cette méthode fonctionne très bien pour les problèmes de petite di-
mension
(1 ≤ n ≤ 10), lorsqu’on peut calculer facilement la matrice hessienne
H et son inverse. Ce calcul nécessite des itérations plus nombreuses et
coûteuse dans les problèmes de grandes tailles.
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L’algorithme n’est pas défini aux points x ou la matrice hessienne H
est singulière.
Pour les problèmes d’optimisation, si f n’est pas strictement convexe,
l’algorithme ne génère pas nécessairement des directions de descente de
f .
L’algorithme n’est pas globalement convergent ( si le premier itéré est
éloigné d’une solution, le comportement des itérés suivants est erra-
tique).
Un système linéaire d’ordre n doit être resolu à chaque itération.

A cause de ces inconvénients, il existe des modifications qui permettent
d’obtenir une convergence superlinéaire, pour approximer l’étape de Newton
asymptotiquement. C’est le principe de Dennis et Moré. Comment peut-on y
aboutir sans évaluer la matrice Hessienne dans chaque itération. La réponse
a été découverte par Davidon en 1959 et a été développée et popularisé par
Fletcher et Powell en 1963. Elle consiste à commencer par n’importe quelle
approximation de la matrice hessienne et à chaque itération, on améliore la
matrice en introduisant la courbure du problème mesuré tous au long de
l’étape. Si cette amélioration est faite correctement, on obtient quelques mé-
thodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on appelle les méthodes de
la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré l’optimisation non linéaire
en procurant une alternative à la méthode de Newton, qui est très coûteuse
pour plusieurs applications. Il y a plusieurs méthodes de quasi Newtoniennes,
on s’étalera particulièrement sur les trois plus importantes, la méthode de
correction de rang un, la méthode de DFP (Davidon, Fletcher, Powell), et la
méthode de BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).

3.5.9 Méthode de quasi-Newton

Cette classe de méthodes cherche à tirer le meilleur profit possible de
l’information de premier ordre (gradient) fournie par les itérés. A chaque
itération, on résoud un système linéaire dont la matrice Bk est une approxi-
mation de la matrice hessienne H(xk).
Cette méthode de type :

{
xk+1 = xk + αkdk
dk = −Bkgk

(3.50)

ou bien {
xk+1 = xk + αkdk
dk = −S

−1
k gk

(3.51)

Où Bk (respectivement Sk) est une matrice destinée à approcher l’inverse
du Hessien de f (respectivement le hessien) de f en xk. Le problème posé
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est de trouver une stratégie à adopter pour faire cette approximation. On
peut commencer par poser B1 = I. mais comment ensuite mettre à jour
l’approximation Bk au cours des itérations ? L’idée est la suivante : prenons
f ∈ C2(Rn), et faisons un développement de ∇f au voisinage de xk.

∇f(x) = ∇f(xk) +H(xk)(x− xk) + o(‖x− xk‖) (3.52)

≃ ∇f(xk) +H(xk)(x− xk) (3.53)

ce qui implique

[H(xk)]
−1 [∇f(x)−∇f(x)] ≃ x− xk (3.54)

les approximations sont exacte si f est quadratique.
En particulier avec x = xk+1 et si Bk était une bonne approximation de

[H(xk)]
−1alors

Bk [g(xk+1)− g(xk)] ≃ xk+1 − xk (3.55)

on peut imposer que Bk+1 satisfait cette equation exactement d’ou

Bk+1 [g(xk+1)− g(xk)] = xk+1 − xk (3.56)

posons
sk = xk+1 − xk (3.57)

yk = g(xk+1)− g(xk) (3.58)

On obtient l’équation de sécante

Bk+1yk = sk (3.59)

On souhaite que la matrice Bk possède les propriétés suivantes :
- Facile à mettre à jour,
- symétrique,
-"converge" vers la matrice hessienne,
- généralise la méthode de sécante, c’est à dire possède la propriété de

sécante (exacte dans le cas quadratique)
- résolve un problème quadratique de dimension n à n itération
- soit définie positive
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3.6 Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfard-

Shanno(BFGS). [1970]

Méthode de Broyden, Fletcher, Gold-farb et Shanno(BFGS) Cet algo-
rithme, développé indépendamment par Broydon (1970), Fletcher (1970),
Goldfarb (1970) et shanno (1969).La formule de mise à jour de Broyden,
Fletcher, Goldfarb et Shanno est une formule de correction de rang deux,
qui s’obtient à partir de la formule DFP en intervertissant les rôles de sk et
yk. La formule obtenue permet de mettre à jour une approximation Bk de
Hessien lui meme et non de son inverse comme dans le cas de la méthode
DFP. On exigera que posée dans les mêmes propriétés, à savoir Bk+1 reste
défnie positive si MK l’est et bien sur l’équation d’approximation de quasi
Newton doit être véri. . . ée, c’est à dire :

3.6.1

Mk+1sk = yk (3.60)

on obtien donc

Mk+1 =Mk +
yky

⊤
k

y⊤k sk
−
Mksks

⊤
kMk

s⊤kMksk
(3.61)

FIG 3.2
L’algorithme ossocié est le suivant :
Algorithme2. (Méthode de BFGS)
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Etape initiale :
Soit ε > 0, déterminer le critère d’arrêt. Choisir κ1 point initial et M1

définie positive quelconque (par exemple M1 = I).
Poser k = 1 et aller aux étapes principales

Etapes principales.
Etape 1 :
Si ‖∇f (κk)‖ < ε STOP ; sinon, poser dk = −Mkgk et déterminer le

pas
optimal λk solution optimale du problème min f (κk + λdk), λ ≥ 0 et

poser
κk+1 = κk + λkdk
Etape 2 :
Construire Mk+1 comme suit :

Mk+1 =Mk +
yky

⊤
k

y⊤k sk
−
Mksks

⊤
kMk

s⊤kMksk
avec

sk = κk+1 − κk

yk = ∇f (κk+1)−∇f (κk)

Remplacer k par k + 1 et aller a l’étape 1. �

3.6.2 Remarque :

1-Notons que la direction dkest obtenue par une résolution d’un système
linéaire. En particulier la mise à jour deMkest faite directement sur le facteur
de Cholesky CK oùMK = CKC

T
Kce qui ramène le calcule de dk au même coût

que pour la formule de DFP.
2-La méthode BFGS possède les mêmes propriétés que la méthode DFP

dans le cas quadratique. Les directions engendrées sont conjuguées. Cette
méthode est reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la méthode
DFP aux imprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue de vitesse
de convergence. Elle est donc tout à fait adaptée quand la recherche linéaire
est faite de façon économique, avec par exemple la règle de Goldstein ou la
règle de wolf et Powell.
3-La relation

Mk+1 =Mk +
yky

⊤
k

y⊤k sk
−
Mksks

⊤
kMk

s⊤kMksk
(3.62)
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permet de construire une approximation de la matrice Hessienne elle
même (et non pas son inverse).
En effet : Posons

CK =
yky

⊤
k

y⊤k sk
−
Mksks

⊤
kMk

s⊤kMksk
(3.63)

Nous avons
Hk+1 = [Mk+1]

−1 = [Mk + CK ]
−1 (3.64)

Par application de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury suivante

(
A+ abT

)−1
= A

−1

−
A
−1

abTA
−1

1 + bTA−1a
(3.65)

Où A est une matrice inversible, et b est un vecteur de Rn, et en supposant
que bTA

−1

a 6= −1 alors on a

sk+1 = [Mk+1]
−1 = [Mk + CK ]

−1 =

[

Mk +
yky

⊤
k

y⊤k sk
−
Mksks

⊤
kMk

s⊤
k
Mksk

]−1
(3.66)

Posons

A =Mk +
yky

⊤
k

y⊤k sk
, a =

Mksk
s⊤kMksk

, bT = s⊤kMk (3.67)

donc

Hk+1 =

[
Mk +

yky
⊤
k

y⊤k sk

]−1
−

[
Mk +

yky
⊤
k

y⊤k sk

]−1
Mksk
s⊤kMksk

s⊤kMk

[
Mk +

yky
⊤
k

y⊤k sk

]−1

1 + s⊤kMk

[
Mk +

yky
⊤
k

y⊤k sk

]−1
Mksk
s⊤kMksk

(3.68)

On doit calculer

[
Mk +

yky
⊤
k

y⊤k sk

]−1
, pour cela on applique la formule de

Sherman-Morrison-Woodbury une deuxième fois, on pose

A = Mk, a =
yTK
yTKsk

, bT = yTK (3.69)

[
Mk +

yky
⊤
k

y⊤k sk

]−1
= [Mk]

−1 −

[Mk]
−1 yk
yTKsk

yTK [Mk]
−1

1 + yTK [Mk]
−1 yk
yTKsk

= [Mk]
−1 −

[Mk]
−1 yky

T
K [Mk]

−1

yTKsk + y
T
K [Mk]

−1 yk
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remplacons cette derniére dans la formule et d’aprés un calcule on obtient

Hk+1 = [Mk+1]
−1 (3.70)

= [Mk]
−1 +

[
1 + yTK [Mk]

−1 yk
sTk yk

]
−
sky

T
K [Mk]

−1 + [Mk]
−1 yKs

T
K

sTk yk

= HK +

[
1 +

y⊤k HKyk
sTk yk

]
sks

⊤
k

sTk yk
−
sky

T
KHK +HKyKs

T
K

sTk yk

Propriétés

• La condition y⊤k sk > 0 assure la défini-positivité de Mk.
• La condition y⊤k sk > 0 est satisfaite lorsqu’ on utilise la recherche li-

néaire de Wolfe.
• Les diréctions s1, s2, ..., sn engendrées par la formule de BFGS sont

conjuguées.
• Dans le cas quadratique la méthode de BFGS possède les mêmes pro-

priétés que DFP.
• Dans le cas non quadratique, il faut procéder à des réinitialisations

périodiques pour assurer la convergence globale.
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Chapitre 4

Convergence globale d’une
méthode du gradient à
mémoire pour l’optimisation
sans contrainte.

4.1 Introduction

Considérons le problème d’optimisation sans contrainte (P ) suivant :

(P ) min {f(x) : x ∈ Rn}

où f est une fonction différentiable.
Les méthodes du gradient conjugué sont des méthodes importantes pour

résoudre le problème (P ) . Ces méthodes sont de type itératif et générent à
partir d’un point initial une suite de points {xk} de la façon suivante :

xk+1 = xk + λkdk, (4.1)

la direction dk est définie par la formule de récurrence suivante:

dk =

{
−g1 si k = 1,

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2,

}
(4.2)

où gk =∇f(xk) et λk est la longueur de direction obtenu par une recherche
linéaire unidimensionnelle et βk est un scalaire.
Les conditions de Wolfe fortes sont données par :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + ω1λkd
T
k gk. (4.3)
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∣∣dTk gk+1
∣∣ ≤ −ω2dTk gk. (4.4)

où 0 < ω1 < ω2 < 1.
Il existe plusieurs formules célèbres pour βk,on peut citer celle de Fletcher-

fletcher-Reeves (FR), de Polak-Ribiere-Polyak (PRP ) et de Hestenes-Stiefel
(HS) (voir [ 15 ;27, 28 ;18]). leurs formules respectives sont données par :

βFRk =
‖gk‖

2

‖gk−1‖
2 . (4.5)

βPRPk =
gTk yk−1

‖gk−1‖
2 (4.6)

βHSk =
gTk yk−1
dTk−1yk−1

(4.7)

où ‖.‖est la norme euclidienne et yk−1 = gk − gk−1.
Les propriétés de convergence des méthodes FR, PRP et HS ont été

étudiées dans beaucoup de références, par exemple [ 1, 5, 7, 16, 17, 21, 25,
28, 31 ].
Cependant, si la condition imposée à ω2 à savoir ω2 < 1, ni l’une ni l’autre

des trois méthodes du gradient conjugué non-linéaires célèbres ci-dessus ne
peuvent assurer la descente.
La méthode de descente conjuguée(CD) dû à Fletcher [ 14 ], où :

βCDk =
‖gk‖

2

−dTk−1gk−1
(4.8)

assure une direction de descente généralement, avec la recherche linéaire
de Wolfe forte (4.3), (4.4) avec ω2 < 1.
Mais la convergence globale de la méthode de (CD) est prouvée (voir[ 8

]) seulement dans le cas où la recherche linéaire satisfait la recherche (4.3)
et :

ω2d
T
k gk ≤ g(xk + λkdk)dk ≤ 0 (4.9)

Pour n’importe quelle constante positive ω2 satisfaisant (4.3). Un exemple
est construit dans [8] prouvant que la méthode de la descente conjuguée
produit une direction de descente à chaque itération avec λk satisfaisant :

ω2d
T
k gk ≤ g(xk + λkdk)dk ≤ −ὼ2d

T
k gk, (4.10)
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Récemment, Dai et Yuan [6] ont proposé une nouvelle méthode du gra-
dient conjugué dans laquelle :

βDYk =
‖gk‖

2

dTk−1yk−1
, (4.11)

Une propriété remarquable de la méthode de DY est qu’elle fournit une
direction de recherche de descente à chaque itération et converge globalement
à condition que λ satisfait la condition deWolfe (4.3), à savoir :

g(xk + λkdk)dk ≥ ω2d
T
k gk (4.12)

Dans [ 11 ], Dai et Yuan ont proposé une famille globalement convergente
des méthodes du gradient conjuguées ,dans la quelle :

βk =
‖gk‖

2

λ ‖gk−1‖
2 + (1− λ) dTk−1yk−1

(4.13)

où λ ∈ [0, 1] est un paramètre. Le cas λ ∈ (−∞.+∞) a aussi été étudié
dans [12], il s’est avéré que la famille des méthodes employant la recherche
linéaire qui satisfont (4.3) et (4.10) convergent globalement si les paramètres

ω2, ώ
′

2 et λ sont tels que :

ω2 − 1 ≤ (ω2 + ώ2)λ ≤ 1 (4.14)

Dans [ 23 ], Nazareth a considéré les formules de FR, PRP , HS, et DY
comme les quatre principaux compétiteurs pour le scalaire βk et a proposé
une famille de deux paramètres des méthodes de gradient conjugué :

βk =
λk ‖gk‖

2 + (1− λK) g
T
k yk−1

µk ‖gk−1‖
2 + (1− µk) d

T
k−1yk−1

(4.15)

λk et µk ∈ [0, 1] .
Il existe plusieurs types de méthodes itératives telles la méthode de New-

ton et les méthodes quasi-Newton. Ces méthodes sont connues comme les
plus efficaces parmi les méthodes itératives pour la résolution du problème
(4.1) car elles sont trés performantes.
Cependant, leur inconvénient est qu’elles sont trés coûteuse car on doit

calculer des matrices Hessienne et leurs inverses. Il est donc difficile d’appli-
quer ces méthodes pour les problèmes à grande taille.
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La méthode(BFGS) est une méthode quasi Newton, elle est la plus utili-
sée pour surmonter cette difficulté. Il existe aussi certains types de méthodes
du gradient conjugué qui incluent des méthodes du gradient, la méthode à
trois termes [8] qui génére des directions de la façon suivante :

dk = yk−1 + βk1dk−1 + βk2dk−2

telle que

β
k1

=
yTk−1 yk−1

yTk−1 dk−1
.

βk2 =
yTk−1 yk−2

yTk−2 dk−2
.

où la direction initiale de recherche est choisie arbitrairement pour être
une direction arbitraire de descente.
Miele et all [3], Cantrell et Cragg [6] ont proposé pour la première fois,

la méthode du gradient à mémoire mais ils n’ont pas montré sa convergence
globale. Cette méthode produit une suite {xk} à partir de la formule suivante :

xk+1 = xk + Sk

et on a à chaque itération on à

f(xk+1) < f(xk).

c’est-à-dire la décroissance suffisante.
En utilisant le développement de taylor on a :

f(xk+1) ≈ f(xk) + gTk Sk

Sk est choisi afin de satisfaire la contrainte suivante :

K = (Sk −
m∑

i=1

ηkiSk−i)
T (Sk −

m∑

i=1

ηkiSk−i)

où m dénote le nombre d’itérations , k est une constante donnée et
ηki ∈ R (i = 1, . . . ,m). l’algorithme résultant s’appelle l’algorithme du

gradient à mémoire. Pour résoudre ce problème, on fait appel à la fonction
de Lagrange :

L(Sk, γk) = gTk Sk +
1

2γk

{

(Sk −
m∑

i=1

ηkiSk−i)
T (Sk −

m∑

i=1

ηkiSk−i)−K

}
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où 1
2γk

est un multiplicateur. La condition nécessaire d’optimalité du pre-
mier ordre est donnée par :

∇SkL(Sk, γk) = 0

Par conséquent on a

Sk = −γk gk +
m∑

i=1

ηkiSk−i

Les paramètres γk , ηki sont choisis tels que la valeur de la fonction objectif
diminue.
Nous allons dans la suite montrer que cette nouvelle méthode du gradient

à mémoire produit toujours une direction de recherche de descente qui vérifie :

g⊺kdk < 0 pour tout k (4.16)

et qu’elle converge globalement.

4.2 Direction de descente

Nous définissons une direction de recherche de la forme :

dk = γkgK +
1

m

m∑

i=1

βkIdk−i , (k ≥ 1) (4.17)

Où βki ∈ R(i = 1, ..,m) et γk > 0 sont des paramètres. Normalement
la direction de recherche à la première itération est la direction de descente
la plus raide avec le paramètre de classement par taille γ0 > 0, à savoir
d0 = −γ0g0 . Notons que ces paramètres sont différents de ceux donnés par
Miele et all. Notre but principal est de proposer une méthode du gradient à
mémoire qui produit une direction de recherche de descente. Nous définissons
alors,

ψk1 > Max

{
gTk
γk
dk−1; 0

}
, i = 1 (4.18)

ψki > Max

{
gTk
γk
dk−i; 0

}
, i = 2, ...,m

et
βki = ‖gk‖

2 ψ∗ki (4.19)
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où ψ∗ est défini par ψ∗ =

{
0 si ψ = 0
1
ψ

si ψ 6= 0

Notons que ψψ∗ ≤ 1, βk1 > 0 et βki ≥ 0 pour i = 2, . . . ,m. On a alors le
théorème suivant :
Théorème 4.1
soit dk défini par la méthode du gradient à mémoire (4.17). Si ψki et

βki satisfont (4.18) et (4.19) pour tout k Alors cette méthode satisfait la
condition de descente pour tout k.
Preuve.
De (4.18) et (4.19) , On peut écrire pour i = 1

−γk ‖gk‖
2 + βk1g

T
k d ≤ −γk ‖gk‖

2 + βk1max
{
dTk−1gk, 0

}

= −γk ‖gk‖
2 + ‖gk‖

2 ψ∗k1max
{
dTk−1gk, 0

}

≤ −γk ‖gk‖
2 + γk ‖gk‖

2 ψ∗k1ψk1
≤ 0

et pour i = 2, ...,m on a

−γk ‖gk‖
2 + βkig

T
k d ≤ −γk ‖gk‖

2 + βkimax
{
dTk−igk, 0

}
, i = 2, ...,m

= −γk ‖gk‖
2 + ‖gk‖

2 ψ∗kimax
{
dTk−igk, 0

}
, i = 2, ...,m

≤ −γk ‖gk‖
2 + γk ‖gk‖

2 ψ∗kiψki , i = 2, ...,m

≤ 0 , i = 2, ...,m

Alors nous obtenons

g⊺kdk = −γkgkg
⊺

k + g
⊺

k

1

m

m∑

i=1

βk dk−i

= −γk ‖gk‖
2 +

1

m

m∑

i=1

βkig
⊺

kdk−i

=
1

m

m∑

i=1

(−γk ‖gk‖
2 + βkig

⊺

kdk−i)

< 0

Par conséquent la condition de descente (4.17) est satisfaisant.�
A prèsent nous nous intéressons à la condition suffisante de descente,

c’est.-à-dire :
g⊺kdk ≤ −C ‖gk‖

2 tel que k ≥ 1 (4.20)

pour une certaine constante C. Le théorème suivant montre que la condition
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(4.20) est réalisée si on pose des conditions plus fortes sur γk et ψki (i =
1, . . . ,m).
Théorème 4.2
soit dk définie par la méthode du gradient à mémoire (4.17). On suppo-

sons qu’il existe une constante γ > 0 tels que γk ≥ γ et ψki (i = 1, . . . ,m)
sont choisies telles que

g⊺kdk−1 + ‖gk‖ ‖ dk−1‖ < γk ψk1 (i = 1) (4.21)

g⊺kdk−i + ‖gk‖ ‖ dk−i‖ < γk ψki (i = 2, ...,m)

Alors la condition suffisante de descente (4.20) est satisfaite .
Preuve :
nous définissons l’ensemble d’index suivant :

I = {i | g⊺kdk−i > 0 } et | I |= t (0 ≤ t ≤ m)

Il suit de (4.17) , (4.19) et de (4.21) que

g⊺kdk = −γk ‖gk‖
2 +

1

m

m∑

i=1

gTk dk−iψ
∗
ki ‖gk‖

2

≤ −γk ‖gk‖
2 +

1

m

∑

i∈I

gTk dk−i
ψki

‖gk‖
2

≤ −γk ‖gk‖
2 +

1

m

∑

i∈I

γkg
T
k dk−i

gTk dk−i + ‖gk‖ ‖ dk−i‖
‖gk‖

2

≤ −γk ‖gk‖
2 +

1

m

∑

i∈I

γkg
T
k dk−i

2 g⊺kdk−i
‖gk‖

2

= −γk ‖gk‖
2 +

1

m

∑

i∈I

yk
2
‖gk‖

2

= −γk ‖gk‖
2

(
1−

t

2m

)

≤ −
yk
2
‖gk‖

2

≤ −

−
γ

2
‖gk‖

2

Ce qui implique que la condition suffisante de descente (4.20) est satis-

faite avec c =
−
γ

2
.

Notons que la condition (4.21) est plus forte que la condition (4.18).�
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4.3 Convergence globale

Dans cette section nous établissons le théorème de convergence global
pour cettte nouvelle méthode. On commence par présenter son algorithme
en utilisant les conditions de Wolfe fortes.

f(xk)− f(xk + λkdk) ≥ −δ λk g
T
k dk (4.22)

où 0 < δ < σ < 1.

g(xk + λk dk)
Tdk ≥ σgTk dk (4.23)

ALGORITHME 4.1 (une nouvelle méthode du gradient )
Etape 0 : Etant donné x0 ∈ R

n, γ0 > 0 et m , posons d0 = −γ0g0 et
k = 0, si g0 = 0 puis stop.
sinon, passez à l’etape 2.
Etape 1 : Calculer γk > 0 et ψki qui satisfont (4.21) , définissons βki par

(4.19) et considéronsr dk par (4.17)
Etape 2 : Calculer λk > 0 satisfaisant (4.22) et (4.23)
Etape 3 : xk+1 = xk+ λkdk ,si gk+1 = 0 stop.
Etape 4 : k = k + 1 allez à l’etape 1.
En choisissant ψki et γk , nous pouvons obtenir plusieurs variantes des

méthodes du gradient à mémoire.
Pour établir le théorème global de convergence pour cette méthode, nous

posons les hypothèses suivantes :
Hypothèse 4.1
(A1) f est bornée inférieurement sur Rn et continûment différentiable

dans un voisinage N de l’ensemble $ = {x ∈ R
n : f(x) ≤ f(x0)} au

voisinage du point initial x0.
(A2) Le gradient g(x) est Lipschitz continu dans N , c.-à-d, il existe une

constante L > 0 tels que :

‖g(x)− g(y)‖ ≤ L ‖x− y‖ (4.24)

pour tout x, y ∈ N.
Nous avons aussi le lemme bien connu suivant qui a été prouvé par

Zoutendijk [12].
Lemme 4.2
supposons que x0 est un point de départ pour lequel l’hypothèse (4.1) est

satisfaite.
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Considérons n’importe quelle méthode de la forme (4.18), où le dk est
une direction de recherche de descente et le λk rempli les conditions de Wolfe
fortes (4.22) et (4.23). Alors

∑

k≥1

(
dTk gk

)2

‖dk‖
2 < +∞ (4.25)

Ce lemme permet d’établir le théorème suivant :
Théorème 4.3
supposons que x0 est un point de départ pour lequel l’hypothèse 4.1 est

satisfaite. Soit la suite {xk} générée par l’algorithme 4.1. Alors, l’algorithme
de la méthode du gradient à mémoire converge dans le sens où

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0 (4.26)

Preuve.
Si l’algorithme ne se termine pas après un nombre fini d’itérations, nous

avons ‖gk‖ > 0 pour tout k.
Puisque toutes les hypothéses du Théorème (4.1) sont satisfaites, les di-

rections de recherche sont de descente, à savoir, gTk dk < 0 pour tout k . De
(4.18) et (4.19), nous avons :

m∑

i=1

(γkψki − gTk dk−i)βki 〉 (γkψk1−γkψk1) +
m∑

i=2

(γkψki − gTk dk−i)βki ≥
m∑

i=2

(γkψki − gTk dk−i)βki

= 0

Par conséquent il suit de (4.16) et (4.17) que

∣∣gTk dk
∣∣ = −gTk dk (4.27)

= γk ‖gk‖
2 −

1

m

m∑

i=1

βki g
T
k dk−i (4.28)

=
1

m

m∑

i=1

(γk ‖gk‖
2 − βki g

T
k dk−i) (4.29)

≥
1

m

m∑

i=1

(γkψki − gTk dk−i)βki (4.30)

> 0 (4.31)
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de (4.17) on peut avoir

dk + γkgk =
1

m

m∑

i=1

βki dk−i

ceci implique que

‖dk‖
2 =

∥∥∥∥∥
1

m

m∑

i=1

βki dk−i

∥∥∥∥∥

2

− 2 γkg
T
k dk − γ2k ‖gk‖

2

Divisant les deux côtés par (gTk dk)
2 et appliquons (4.35), on obtient alors :

‖dk‖
2

(gTk dk)
2
=

∥∥ 1
m

∑m

i=1 βki dk−i
∥∥2

(gTk dk)
2

− 2 γk
gTk dk
(gTk dk)

2
− γ2k

‖gk‖
2

(gTk dk)
2

(4.32)

=

∥∥ 1
m

∑m

i=1 βki dk−i
∥∥2

(gTk dk)
2

− γk
2

gTk dk
− γ2k

‖gk‖
2

(gTk dk)
2

=

∥∥ 1
m

∑m

i=1 βki dk−i
∥∥2

(gTk dk)
2

− (
1

‖gk‖
+ γk

‖gk‖

gTk dk
)2 +

1

‖gk‖
2 (4.33)

≤

∥∥ 1
m

∑m

i=1 βki dk−i
∥∥2

(gTk dk)
2

+
1

‖gk‖
2 (4.34)

≤ (
1
m

∑m

i=1 βki ‖dk−i‖

|gTk dk|
)2 +

1

‖gk‖
2

≤ (
1
m

∑m

i=1 βki ‖dk−i‖
1
m

∑m

i=1(γkψki − gTk dk−i)βki
)2 +

1

‖gk‖
2 (4.35)

Notons que

γkψki ≥ gTk dk−i + ‖gk‖ ‖dk−i‖

et multipliant ceci par βki > 0 nous avons

βki(γkψki − gTk dk−i) ≥ βki ‖gk‖ ‖dk−i‖

Sommons l’inégalité ci-dessus, nous obtenons alors

m∑

i=1

βki(γkψki − gTk dk−i) ≥ ‖gk‖
m∑

i=1

βki ‖dk−i‖
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et on a
m∑

i=1

βki(γkψki − gTk dk−i) > 0

donc ∑m

i=1 βki ‖dk−i‖∑m

i=1 βki(γkψki − gTk dk−i)
≤

1

‖gk‖
(4.36)

D’aprés (4.35) et (4.36) nous avons

‖dk‖
2

(gTk dk)
2
≤

1

‖gk‖
+

1

‖gk‖
=

2

‖gk‖
pour tout k. (4.37)

Si le théorème n’est pas vrai, il existe une constante C1 > 0 tel que

‖gk‖ ≥ C1 pour tout k. (4.38)

Par conséquent il suit de (4.37) et (4.38) que

‖dk‖
2

(gTk dk)
2
≤
2

C21

ce qui implique que
(gTk dk)

2

‖dk‖
2 ≥

C21
2

Par conséquent nous obtenons

∑

k≥0

(
dTk gk

)2

‖dk‖
2 = +∞

Cela contredit la condition de Zoutendijk [12].�
Ce théorème implique que si nous choisissons γk et ψki (i = 1, . . . ,m) qui

remplissent la condition(4.21), alors la méthode converge globalement.

4.3.1 Paramètre de classement par taille

Dans cette section, nous discutons le choix du paramètre γk. Comme
indiqué dans le théorème 4.3, la condition (4.21) est suffisante pour montrer
la propriété de la convergence globale théoriquement. Mais dans la pratique le
choix de γk affecte l’exécution numérique. Dans notre expérience numérique,
nous définissons d’abord γk > 0 puis on donne les ψki (i = 1, . . . ,m) qui
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satisfont(4.21). Nous proposons deux choix de γk suivant la technique de
classement par taille des méthodes quasi-newtoniennes.
Du développement de Taylor, nous avons

∇2f(xk)Sk−1 ≈ yk−1 ou Sk−1 ≈ ∇
2f(xk)

−1yk−1 (4.39)

Afin de choisir γk tels que le spectre d’intervalle de (γk I) recouvre
l’intervalle de ∇2f(xk)

−1, nous employons le quotient de Rayleigh suivant :

yTk−1 ∇2f(xk)
−1 yk−1

yTk−1 yk−1
≈

yTk−1 Sk−1

yTk−1 yk−1

=
yTk−1 (γkI) yk−1

yTk−1 yk−1

ici I est la matrice unité. Nous définissons γ
(1)
0 = 1

et pour k ≥ 1 on a

γ
(1)
k =






1 si
yT
k−1

Sk−1

yT
k−1

yk−1
< γε

yT
k−1

Sk−1

yT
k−1

yk−1
si non

(4.40)

où γε est un nombre positif trés petit. Notons que γ
(1)
k vaut 1 quand

yT
k−1

Sk−1

yT
k−1

yk−1
est négatif.

En second lieu nous définissons un autre paramètre de classement par
taille proposé par Zhang et all [11]. Ils ont défini Zk−1 comme suit

Zk−1 = yk−1 +
θk−1

STk−1Uk−1
Uk−1 (4.41)

Où Uk−1 est n’importe quel vecteur tel que S
T
k−1Uk−1 6= 0 et

θk−1 = 6(f(xk−1)− f(xk)) + 3(gk−1 + gk)
TSk−1

On a aussi le théorème suivant
théorème 4.4 (Zhang et Xu [11])
Si le Sk−1 est suffisamment petit, alors pour n’importe quel vecteur Uk−1

tel que STk−1Uk−1 6= 0 nous avons

93



CHAPITRE 4. CONVERGENCE GLOBALE D’UNE MÉTHODE DU

GRADIENT À MÉMOIRE POUR L’OPTIMISATION SANS

CONTRAINTE.

STk−1(∇
2f(xk)Sk−1 − yk−1 ) = O (‖Sk−1‖

3)

STk−1(∇
2f(xk)Sk−1 − Zk−1 ) = O (‖Sk−1‖

4)

Ce théorème suggère que STk−1Zk−1 se rapproche de la deuxième courbure
de f(xk) mieux que de S

T
k−1 yk−1 . D’une manière semblable au premier cas,

nous proposons γ
(2)
0 = 1, et pour k ≥ 1 on a

γ
(2)
k =






1 si
ZT
k−1

Sk−1

ZT
k−1

Zk−1
< γε

ZT
k−1

Sk−1

ZT
k−1

Zk−1
si non

(4.42)

4.4 Résultats numériques.

Dans cette section, nous étudions comment le nombre m affecte l’exécu-
tion numérique. Nous examinons notre méthode avec divers stockage m qui
est changé de 1 à 50.
Le théorème 4.3, nous permet de faire n’importe quel choix de γk et de

ψki qui remplissent la condition (4.21) afin de montrer la convergence globale.
Dans notre expérience, nous avons d’abord choisi γk et avons considéré ψki
(i = 1, . . . ,m) qui remplissent la condition (4.21). Spécifiquement, nous avons
choisi deux γk comme suit :

Méthode 1. γk = γ
(1)
k k choisi par (4.2)

Méthode 2. aucun classement par taille, c.-à-d. γk = 1.
Pour les deux méthodes, nous avons posé γε = 10−15 et δ = 0, 01 ,

σ = 0, 1 . Pour γk donné nous avons considéré ψki (i = 1, . . . ,m) défini par

ψki =
‖gk‖ ‖dk−i‖+ gTk dk−i + n

γk
(4.43)

Chaque problème a été examiné avec de diverses valeurs de n changeant
de n = 100 à n = 100000. La condition d’arrêt était ‖gk‖2 ≤ ε .

4.4.1 probléme 4.1

considérons le probléme suivant
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{
minimiser f(x; y) , f(x; y) = (1− x)2 + 100(y − x2)2 [fonction de Rosenbrock]

avec (x; y) ∈ R2

∥∥∥∥
la solution du probléme 4.1 est (x; y) = (1, 1)
Le graphe de f(x; y)
Les résultats numériques dans les tableaus 4.1, 4.2, ; ; ;,4.7 et la figure 4.1

et 4.2

Tableau 4. 1 Les résultats numériques pour ε = 10−5 [Méthode 1]

m n le nombre d’itérations
2 100 52
2 10000 64
5 1000 64
5 10000 54
5 100000 58
10 100 61
10 100000 60
15 1000 60
15 10000 55
15 100000 56
19 10000 60
19 100000 61
27 10000 54
50 10000 66

Tableau 4. 2 Les résultats numériques pour ε = 10−6 [Méthode 1]
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m n le nombre d’itérations
2 100 57
2 10000 67
5 1000 58
5 10000 59
5 100000 63
10 100 66
10 100000 65
15 1000 65
15 10000 60
15 100000 61
19 10000 65
19 100000 64
27 10000 59
50 100000 71

Tableau 4. 3 Les résultats numériques pour ε = 10−7 [Méthode 1]

m n le nombre d’itérations
2 100 62
2 10000 73
5 1000 64
5 10000 67
5 100000 68
10 100 70
10 100000 72
15 1000 71
15 10000 67
15 100000 67
19 10000 72
19 100000 71
27 10000 65
50 10000 77

Tableau 4.4 Les résultats numériques pour ε = 10−9 [Méthode 1]
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m n le nombre d’itérations
2 100 68
2 10000 76
5 1000 69
5 10000 70
5 100000 73
10 100 73
10 100000 75
15 1000 78
15 10000 70
15 100000 72
19 10000 76
19 100000 74
27 10000 70
50 100000 80

Tableau 4. 5 Les résultats numériques pour ε = 10−5 [Méthode 1]

m n le nombre d’itérations
1 1000 49
1 10000 60
1 100000 54
5 1000 53
5 10000 54
5 100000 58
10 1000 64
10 10000 55
10 100000 60
19 1000 62
19 10000 60
19 100000 61
37 100000 57
50 100000 66

Tableau 4.6 Les résultats numériques pour ε = 10−7 [Méthode 1]
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m n le nombre d’itérations
1 1000 57
1 10000 70
1 100000 62
5 1000 61
5 10000 64
5 100000 65
10 1000 72
10 10000 63
10 100000 70
19 1000 72
19 10000 69
19 100000 67
37 100000 64
50 100000 63

Tableau 4.7 Les résultats numériques pour ε = 10−9 [Méthode 1]

m n le nombre d’itérations
1 1000 66
1 10000 76
1 100000 76
5 1000 69
5 10000 70
5 100000 73
10 1000 78
10 10000 72
10 100000 75
19 1000 78
19 10000 76
19 100000 74
37 100000 69
50 100000 80
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figure 4.1 : Les résultats numériques pour m = 8, n = 10000 et ε = 10−5

figure 4. 2 : Les résultats numériques pour m = 8, n = 10000 et ε = 10−5

probléme 4.2
considérons le probléme suivant{
minimiser f(x; y) , f(x; y) = (3x− 3)2 + (10y − 1)2 + x2y2

avec (x; y) ∈ R2

∥∥∥∥
la solution du probléme 4.2 est (x; y) = (0.9989; 0.0990)
Les résultats numériques [par laMéthode 2]dans les tableaus 4.8 4.9

et 4.10 et la figure 4.3
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tableau 4. 8 ε = 10−5 tableau 4. 9 ε = 10−8 tableau 4.10 ε = 10−9

m n I
2 100 52
2 10000 64
5 1000 64
5 10000 54
5 100000 58
10 100 61
10 100000 60
15 1000 60
15 10000 55
15 100000 56
19 10000 60
19 100000 61
27 10000 54
50 100000 66

m n I
2 100 62
2 10000 73
5 1000 64
5 10000 67
5 100000 68
10 100 70
10 100000 72
15 1000 71
15 10000 67
15 100000 67
19 10000 72
19 100000 71
27 10000 65
50 100000 77

m n l
2 100 68
2 10000 76
5 1000 69
5 10000 70
5 100000 73
10 100 73
10 100000 75
15 1000 78
15 10000 70
15 100000 72
19 10000 76
19 100000 74
27 10000 70
50 10000 80

figure 4. 3 : Les résultats numériques pour m = 10, n = 105 et ε = 10−5

4.5 Conclusion.

Dans ce travail, nous avons présenté une nouvelle méthode du gradient
à mémoire qui donne toujours une direction de recherche de descente, et
nous avons prouvé qu’elle converge globalement vers la solution. Nous avons
aussi discuté la condition de descente suffisante. Nous avons proposé un choix
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concret de paramètres ;. Au cours de l’expérience numérique, nous avons étu-
dié comment les choix de m et yk pouvaient influencer la performance numé-
rique et nous avons comparé trois types de nos méthodes avec les méthodes
CG en changeant la valeur de m de 1 à 50. Nous remarquons que le choix
des paramètres a un grand effet et que nos méthodes dépassaient en efficacité
les autres méthodes à condition de bien choisir la valeur de m. Il reste néan-
moins un terrain pour des recherches futures pour trouver théoriquement le
bon choix de m .
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