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Résumé

Les méthodes du gradient conjugué sont trés importantes pour la résolution
des problémes d’optimisation non linéaire, en particulier pour les problémes
de grande taille. Cependant, contrairement aux méthodes quasi-Newton. Les
méthodes du gradient conjugué sont généralement analysées individuellement.
Dans cette thése, nous proposons une nouvelle famille & deux paramétres des
méthodes du gradient conjugué pour 'optimisation sans contraintes. La famille
& deux parameétres comprend non seulement les trois méthodes du gradient con-
jugué non linéaire déja existantes, mais aussi une autre famille des méthodes du
gradient conjugué comme sous-famille. La famille & deux parameétres des méth-
odes du gradient conjugué avec la recherche linéaire de Wolfe est indiquée pour
assurer la propriété de descente a chaque itération. Certains résultats généraux
de convergence globale sont également établis pour la famille & deux parameétres
des méthodes du gradient conjugué. Les résultats numériques montrent que
cette méthode est efficace pour les problémes d’essais donnés. En outre, les
méthodes liées a cette famille dont les méthodes hybrides sont largement dis-
cutées.

Mots clés: Optimisation sans contraintes, gradient conjugué, convergence
globale, recherche linéaire.



Abstract

Conjugate gradient methods are very important ones for solving nonlinear
optimization problems, especially for large scale problems. However, unlike
quasi-Newton methods, conjugate gradient methods were usually analyzed in-
dividually. In this thesis, we propose a new two-parameter family of conjugate
gradient methods for unconstrained optimization. The two-parameter family of
methods not only includes the already existing three practical nonlinear con-
jugate gradient methods, but has other family of conjugate gradient methods
as subfamily. The two-parameter family of methods with the Wolfe line search
is shown to ensure the descent property of each search direction. Some global
convergence results are also established for the two-parameter family of meth-
ods. The numerical results show that this method are efficient for the given
test problems. In addition, the methods related to this family are uniformly
discussed.

Key words: unconstrained optimization, conjugate gradient, line search,
global convergence.
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1. Introduction

1 Introduction

1.1 Motivation

Les problémes d’optimisation sont incontournables et sont rencontrés dans tous
les domaines des sciences de I'ingénieur. Le développement des modéles théoriques
et des techniques traitant les problémes d’optimisation ont connu une accélération
spectaculaire, particulierement apres la deuxiéme guerre mondiale.

Durant cette période, les mathématiciens se sont trouvés face & des problémes a
la taille et & la complexité croissante, ce qui fiit une motivation pour la recherche des
méthodes de résolution fiables et systématiques. La plupart d’entre elles reposent sur
un socle solide des résultats théoriques établissant les conditions pour leur conver-
gence vers la solution optimale recherchée.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes d’optimi-
sation non linéaires, on peut citer la méthode du gradient conjugué. Cette méthode
a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([14,1952]) pour la minimisation des
fonctions quadratiques strictement convexes. Plusieurs mathématiciens ont étendu
cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois en 1964
par Fletcher et Reeves ([12,1964]) (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Po-
lak, Ribiére ([19,1969]) et Ployak ([20,1969]) (méthode de Polak-Ribiére-Ployak). Une
autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([11,1987]) (méthode de la descente
conjuguée).

Une derniére version a été proposée par Dai et Yuan ([3,1999]) (méthode de Dai-
Yuan). Ces méthodes jouent un role trés important pour résoudre les problémes
d’optimisation non linéaire.

Soit f : IR" — IR et (P) le probléme de minimisation non linéaire, sans

contraintes, suivant :

min {f(z):2 € IR"} (P) (0.1)

Les méthodes du gradient conjugué sont une classe des méthodes importantes pour
résoudre (P), notamment pour les problémes de grande de taille. Ces méthodes sont

itératives et générent & partir d’un point initial zo une suite de points {w}, .y de la
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1. Introduction

maniére suivante :

Tyl = T + Oékdk, (02)

ou x;, est l'itération courante, le pas o € R est déterminé par une recherche linéaire
exacte ou inexacte et les directions d, sont calculées de fagon récurrente par les

formules suivantes :

— ik=1:
d=4 % . (03)
— 9k + Bkdk—l si k Z 2a

ou gx = V f(zx) est le gradient de f au point xj et 5, € R.
Les différentes valeurs attribuées & (3, définissent les différentes formes du gra-
dient conjugué.

Si on note par y,._1 = gr — gr_1, on obtient les variantes suivantes :

T
PRE — % Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (0.4)
r—1
rr_ ol : : .
= W Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (0.5)
k-1
co_ gl
L m— Gradient conjugué variante descente conjugué (0.6)
k—19k—1
DY ||9k||2 . . .
e = 7 s Gradient conjugué variante de Dai- Yuan. (0.7)
k—1Yk—

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas a4 le long d’une direction

de descente dj, autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel suivant :

min f (l‘k + Oédk) , AER (08)

reR™

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans
les applications on rencontre naturellement des problémes unidimensionnels, mais
plutot du fait que la recherche linéaire est un composant fondamental de toutes

les méthodes traditionnelles d’optimisation multidimensionnelles. En regardant le
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1. Introduction

comportement local de l'objectif f sur l'itération courante x;, la méthode choisit
la “direction du mouvement” dj (qui normalement est une direction de descente de

lobjectif : V f (x)T .d < 0) et exécute un pas dans cette direction
Tp V> L1 = Tk + Oédk, (09)

afin de réaliser un certain progrés en valeur de l'objectif, c’est-a-dire pour assurer
que

[ @k +ady) < f(2).

Et dans la majorité des méthodes le pas dans la direction dj est choisi par la

minimisation unidimensionnelle de la fonction
A— p(a) = f(xp + ady) .

On bute a réduire “de facon importante ”la valeur de I'objectif par un pas z, ——
Tpy1 = T + apdy, de z;, dans la direction dy, tel que f (zg + axdy) < f (zx), or cette
condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser ¢ au moins loca-
lement. Il existe deux grandes classes des méthodes qui s’intéressent a ’optimisation
unidimensionnelle.

1- Recherches linéaires exactes :

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a minimiser le
critere le long de dj. et donc de déterminer le pas A\, comme solution du probléme

mipe ().

C’est ce que 'on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par cette régle est
appelé pas de Cauchy ou pas optimal. Dans certains cas, on préférera le plus petit

point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette fonction
inf{A>0:p/(\)=0,0(\) <¢(0)}.
On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette régle est appelé pas
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1. Introduction

de Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont parfois qualifiées de

recherche linéaire exacte.

Ils ne sont utilisés que dans des cas particuliers, par exemple lorsque ¢ est qua-
dratique, la solution de la recherche linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un
nombre fini d’itérations.

Dans le cas ou f est une fonction quadratique strictement convexe avec une
recherche linéaire exacte toutes ces variantes de 3, ont la méme valeur.

PRP _ gFR _ gCD _ gDY
ko= =Pk =Pk -
2- Recherches linéaires inexactes :

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une paramétre

wy € |0, 1] parfois appelée condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire

Dans la regle d’Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif a chaque
pas mais ce ne pas suffisant. Les conditions de Goldstein et Price suivantes sont
suffisantes pour assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment
de l’algorithme qui calcule le paramétre. Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme

inégalité a la régle d ’Armijo on obtient la régle de Goldstein.
f (SCk) + Uloévaf (l‘k) dk > f (l'k + Ckkdk) > f (SCk> + Ugavaf (l‘k) dk, (0.11)

ol 01 et 09 sont deux constantes vérifiant 0 < o1 < 09 < 1.

La régle de Wolfe fait appel au calcul de ¢’ («), elle est donc en théorie plus
coliteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le
calcul du gradient V f(x) représente un faible cott additionnel en comparaison du
colit d’évaluation de f(x), c’est pourquoi cette régle est tres utilisée. Nous allons

présenter les conditions de Wolfe faibles pour a > 0.

Sl + adi) < f(xr) +0aV f(ax)" . di, (0.12)

8



1. Introduction

Vf(ZL’k + ozdk)T.dk Z O'Vf(:L‘k)T.dk, (013)

avec 0 < o1 < 0y < 1.

On obtient des contraintes plus fortes si I'on remplace (0.13) par
IV f (), + ady)"di| < =0V f (2)" .y, (0.14)

Les formules (0.12) et (0.14) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (0.14)
entraine que oy (0) < ¢' () < —op (0), c’est-a-dire. ¢’ () n’est pas “trop” positif.
La régle de Wolfe relaxée a été proposée par Dai et Yuan [1996], cette régle

consiste & choisir le pas satisfaisant les conditions suivantes :
[k + ady) < f(x) + 0V far).di, (0.15)

Ulva ((Ek) dk S va<£L‘k + Oékdk>dk S —Ugva (l’k) .dk, (016)

onl0<d<o;<letoy>D0.
Pour des fonctions générales, les différents résultats pour le scalaire 3, pour les
méthodes du gradient conjugués non-linéaires sont distincts [3, 10, 11,12, 14, 16, 19, 20, 22].
En 1964, Fletcher et Reeves (FR) a introduit la méthode du gradient conjugué,

avec :

2
FR _ Al - (0.17)
g1l

ou ||.|| désigne la norme euclidienne.

Pour les fonctions objectives non-quadratiques, la convergence globale de la mé-
thode de Fletcher et Reeves a été prouvée avec la recherche linéaire exacte ou une
recherche linéaire de Wolfe forte avec certaines conditions. Toutefois, si les condi-
tions de Wolfe forte sont satisfaits pour ¢ < 1, la méthode de Fletcher et Reeves
peut assurer une direction de descente et converge globalement uniquement dans le
cas ou f est quadratique [5,4]. La méthode de descente conjugué (CD) de Fletcher
[11], out

2
oD lgx |
=l 0.18
k —d£_19k71 ( )

9



1. Introduction

assure une direction de descente pour les fonctions générales si la recherche linéaire
satisfait les conditions de Wolfe fortes avec o < 1. Mais la convergence globale de la
méthode est prouvée [6] seulement dans le cas ou la recherche linéaire satisfait (0.12)
et

ogid, < gz + apdy)dy, < 0. (0.19)

Pour toute constante positive oy, un exemple est construit dans [6] montrant que la

méthode de descente conjugué avec «y, satisfaisant (0.12) et
o1gtdy, < g(ag, + apdy) T dy < —09gi di, (0.20)

ne converge pas.

Récemment, Dai et Yuan [3] & proposé une méthode non linéaire du gradient

conjugué, qui a la forme (0.2), (0.3) avec

2
DY gl (
= -7, 0.21)
F dzfﬂﬂc—l
ol Yr_1 = gr — Jr_1- Une propriété remarquable de la méthode de Dai et Yuan est
qu’il fournit une direction de descente & chaque itération et converge globalement &

condition que le pas oy, satisfait les conditions de Wolfe, & savoir, (0.12) et
T T

Par des calculs directs, nous pouvons en déduire une forme équivalente pour ﬁkD Y a

savoir 7,
DY Ii, Ok
= =t 0.23
k g;{,ldk_1 ( )
Bien que toutes ces méthodes ont été trés importantes pour la résolution du probléme
(P), leur étude s’est faite de fagon individuelle et chacune & part par Flecher, Powell,
Wolf, El Baali, Polak-Ribiére, Polyak,Y. H. Dai et Y. Yuan,.... Il est alors légitime

de se poser la question suivante :

10



1. Introduction

Peut-on définir et unifier toutes ces méthodes dans une méme classe
et étudier par la suite ses propriétés et sa convergence comme il a été fait

avec les méthodes quasi-Newtoniennes [26] ?

Y. Dai et Y. Yuan ont répondu dans ([7,2003]) positivement a cette question et
ont proposé une famille des méthodes du gradient conjugué globalement convergents,

dans laquelle

g
By = ) (0.24)
Mlga-all® + (1= M) 1)

autrement dit 3, est de la forme générale suivante :
By = — (0.25)

ou ¢, satisfait
p = Mgrll” + (1 = N(=g'di), A e[0.1], (0.26)

avec A € [0, 1] est un parameétre, et a prouvé que la famille des méthodes du gradient
conjugué utilisant les recherches linéaire qui satisfont les conditions de Wolfe (0.8)

et (0.13) converge globalement si les parametres 01,05 et A sont telles que
01+ 02 S )\_1.

Observant que les formules (0.17), (0.18) et (0.23) partagent le méme numérateur,

mais possédent trois dénominateurs différents.

Notre travail s’est inspiré et généralise les résultats obtenus par les auteurs cités
ci- dessus et repose sur des travaux d’Al-Baali ([1,1985]), ([2,1985]) et Dai et Y. Yuan
([5,2001]) pour arriver a la direction de descente & chaque itération et a la convergence

globale a condition que le pas «;, satisfait les conditions de Wolfe.

Le but principal de cette thése est donc d’améliorer le travail de Y. Dai et Y.
Yuan ([7, 2003]), pour cela nous proposons une nouvelle famille & deux parameétres des

méthodes du gradient conjugué pour 'optimisation sans contraintes et nous étudions

11



1. Introduction

ses propriétés et sa convergence avec 35 défini comme suit :

11—\ >+ Me(—gFd
B = ( k) ||9k2|| + A (—Gi i) - : (0.27)
(1 — e — o) lg—1ll” + (A + Mk)(_gkqdkfl)

o A\ € [0,1] et py, € [0,1 — X\g] sont des parameétres.

autrement dit 3, est de la forme générale suivante

gi= e (0.28)
D1
ou ¢, satisfait
O = (1= M) [lgull” + Ae(—gi di), (0.29)
et
Fror = (L= N = ) lgrr[I” + O + 1) (=901 dr-1). (0.30)

Il est clair que la formule (0.27) est une généralisation des trois méthodes précédentes.

1.2 Le plan de thése

Cette thése comporte une introduction, six chapitres et une conclusion avec des
perspectives.

Le premier chapitre contient des remarques préliminaires et des notions essen-
tielles nécessaires pour notre travail. On insiste surtout sur les notions de direction
de descente, la notion de convexité ainsi que les notions de conditions d’optimalité
des problémes de minimisation sans contraintes.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux recherches linéaires inexactes célébres (Ar-
mijo, Wolf et Goldstein). On montre comment ces recherches linéaires contribuent
dans la convergence des algorithmes a directions de descente.

Dans le troisieme chapitre, on étudie tout d’abord la contribution de la recherche
linéaire & la convergence des algorithmes & direction de descente. Ce n’est qu’une
contribution, parce que la recherche linéaire seule ne pourra pas assurer la conver-

gence des itérés. Il est clair que le choix de la direction de descente joue aussi un

12



1. Introduction

role. Cela se traduit par une condition dite de Zoutendijk qui assure la convergence
des méthodes du gradient conjugué.
On dit qu'une regle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il

existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait

f@e) < flag) = C UV f ()| cos® Oy,
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy) défini par

V" fap)di

cos 0 =
S FATNTEA

Puis on donne les principes des méthodes de descente et du gradient ainsi qu’une
description des méthodes utilisant des directions conjugués notamment la méthode
du gradient conjugué.

Le chapitre 4 est une synthése des différents résultats de convergence des dif-
férentes variantes de la méthode du gradient conjugué avec la recherche linéaire
inexacte de Wolfe forte et de Wolfe faible. On s’intéressera spécialement aux mé-
thodes de Fletcher- Reeves, Polak-Ribiére et Dai- Yuan. Nous essayerons de répondre
aux deux questions suivantes :

Les directions dj, définies par (0.3) sont-elles des directions de descente de f 7

Les méthodes ainsi définies sont-elles convergentes ?

Le cinquiéme chapitre est consacré a la classe unifiée des méthodes du gradient
conjugué introduite par Y. Dai et Y. Yuan ([7,2003]). Cette classe génére des suites

{@k ey de la facon suivante
Thy1 = Tk + C!kdk.

Le pas aj € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire inexacte. Les directions dj, sont calculées de facon récurrente par les formules

—a1 sik=1
dp, = )
— gk + Brdr—1 sik>2

suivantes :

13



1. Introduction

g = Vf(x1) et 8, € R. Pour la forme unifiée du gradient conjugué en question, (3,

prend la forme générale suivante :

b
brs

By

ou ¢, satisfait
O, = Mlgell” + (1= N(=gidi),  Ae0,1].

Les auteurs ont prouvé que les différentes valeurs de /3, c’est-a-dire ﬂf R kD Y ..sont

des valeurs particulieres de 3, et que cette méthode peut assurer une direction de
descente a chaque itération et converge globalement avec la recherche linéaire de
wolfe.

Le dernier chapitre est la partie qui comporte le résultat original de cette thése,
une nouvelle famille & deux parameétres des méthodes du gradient conjugué est pré-
sentée pour 'optimisation sans contraintes [27], la propriété de descente est assurée
a chaque itération et certains résultats généraux de convergence sont montrés pour
cette famille avec la recherche linéaire de Wolfe. Le but principal de cette thése est
donc d’ameélioré le travail de Y. Dai et Y. Yuan.[7]. Cette nouvelle famille & deux
parameétres des méthodes du gradient conjugué pour I'optimisation sans contraintes
est présentée avec toutes ses propriétés et sa convergence globale avec ;. de la forme

générale suivante :

* ¢k
6k_ ¢;€71>

ou ¢, _, satisfait

Ge1 = (1= Ny — 1) lgemr||* + O + 1) (g1 di—r),

et
& = Mgl + (1= N)(—gid), A€ [0,1],

est démontrée.

Les résultats numériques montrent que cette méthode est efficace pour les pro-
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1. Introduction

blemes d’essais donnés. En outre, les méthodes liées a cette famille dont les méthodes

hybrides sont largement discutées.
Enfin, le manuscrit se termine par une conclusion générale et quelques perspec-

tives.
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CHAPITRE 1

Minimisation sans contraintes

Ce chapitre sera consacré a certaines notions, définitions de base et théorémes
concernant les méthodes itératives d’optimisation non linéaire en général et les mé-
thodes du gradient conjugué en particulier. Il existe de nombreuses sortes des pro-
blémes d’optimisation, certaines caractéristiques permettent de les distinguer : Comportent-
ils des contraintes 7 Les fonctions objectives sont-elles quadratiques ? Sont-elles convexes 7
Les domaines de définition des fonctions sont-ils continus ou discrets ? Tous ces pro-
blémes possédent des structures différentes et ne peuvent étre traités de la méme
facon. Le présent projet a pour vocation de se focaliser sur les problémes d’optimi-

sation sans contraintes et non linéaires. Ce probléme sera formulé comme suit :
(P)  minimiser f(z) x€R", (1.1)

ou f : R" — R. La plupart des méthodes de résolution d’optimisation qu’on étudie
par la suite sont de nature itérative, c’est-a-dire qu’a partir d’un point initial z, elles
engendrent une suite infinie x1, s, ....., T, ..Dont on espére qu’elle converge vers la

solution optimale.

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait appel a
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1. Rappel de quelques définitions

des processus itératifs du type
Tpt1 = T + )\kdk, (12)

ou dj, détermine la direction de déplacement & partir du point = et A\, est solution

optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel suivant :
nggf (z + Ady,)
c’est-a-dire que A, vérifie

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (1.1) sera déterminé dés
qu’on définit les procédes de construction du vecteur dj, et de calcul de A\ & chaque
itération.

La facon avec laquelle on construit les vecteurs dj et les scalaires )\, détermine
directement les propriétés du processus et spécialement en ce qui concerne la conver-
gence de la suite {z}, la vitesse de la convergence. Pour s’approcher de la solution
optimale du probléme (1.1) (dans le cas général, c’est un point en lequel ont lieu
peut étre avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de f) on
se déplace naturellement & partir du point x; dans la direction de la décroissance de

la fonction f.

1 Rappel de quelques définitions

Nous introduisons ici les principales définitions de base qui seront utilisées par la
suite.

Définition 1.1. (Convergence des algorithmes) Un algorithme de résolution
est un procédé qui permet, a partir de la donnée du point initial x1, d’engendrer la
Sutte T1,T9 ..., Ty« - -

Un algorithme est parfaitement défini par la donnée de l'application A qui as-
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1. Rappel de quelques définitions

socie a xp le point x11 € A(xy). Ceci permettra de confondre un algorithme et
k p k+ k p g

Uapplication A qui lui est associée.

Définition 1.2. (Convergence globale) Nous dirons qu’un algorithme décrit
par une application multivoque A, est globalement convergent (ou encore : posséde
la propriété de convergence globale) si quel que soit le point de départ x1 choisi, la
suite {xy} engendrée par xpy1 € A(xg) (ou une sous suite) converge vers un point

satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité(ou solution optimale).

Définition 1.3. (Modes de convergence) Soit {x},.y une suite dans R"
convergeant vers x*.
¢ Si

2kl

=7<1,
2 — .|

lim sup

on dit que {xy}, .y converge vers x* linéairement avec le taux T.

¢ Si

[k 1]
(B

— 0 quand £ — o0,
on dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément si dp > 1 tel que :

k1 — 2|

lim sup 7

< 400,
k—s 00 ka — T«

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.

En particulier si

k+1 T*

x

limsupH 5 < +o0,
k—oo ||2F — x*||

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2)

Définition 1.4. (Ensemble convexe).Soit L’ensemble C' C R".C' est convexe
st seulement st
Vo,y € C2 vt € [0,1],tz + (1 —t)y e C

18



1. Rappel de quelques définitions

objet convexe objet non convexe

FiG. 1.1 — Objet convexe et non convexe

k
Remarque 1.1. Soit x1,x5, ), € R" et t; telle que t; > 0 et > t; = 1. Toute
=1

J
expression de la forme

k
E tjiCj.
=1

S’appelle combinaison convexe des points xj ou barycentre.
Définition 1.5. (Fonction convexe). Soit C' C R" un ensemble convere non

vide. Une fonction f:C — R est convere si seulement si

Vo,y € C%, Yt e [0,1], f(tz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y)
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1. Rappel de quelques définitions

fonction couvexe fonction non-convexe

F1G. 1.2 — Fonction convexe et non convexe

Une fonction f est concave si —f convexe. On dira que f est strictement convexe

dans C si seulement si
Yo,y e CPx £y Vte[0,1], f(tz+ (1 —1t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)

Définition 1.6. (Fonction fortement ou uniformément convexe de module

v > 0).

Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide. Une fonction f : C — R est

fortement ou uniformément convexe de module v > 0 st
Flte+ (L= 0)9) < 1)+ (L= 0)f() — 5t1—1) e — g, Va,y € % Ve 0,1].
Définition 1.7. (Fonction convexe différentiable).

Soit C CR", f:R" — R et T € int(C). [ est dite différentiable au point T,

s’il existe un vecteur A € R™ et une fonction o : R" — R telle que

f(x) = f(@) + Az = 7) + |lz = 7] a(z, 2 = T),
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1. Rappel de quelques définitions

ot a(Z,x —x) — 0. On peut note le vecteur A comme suit :

r—T

of(x)  of(@)
.

A=vf@E) = ( ). (14)

Définition 1.8. (Fonction convexe deux fois différentiable).

Soit C C R"™ non vide et f: R™ — R. est dite deux fois différentiables ou point
T € int(C) s’il existe un vecteur Vf(Z) et une matrice symétrique H(Z) d’ordre

n,n) appelée matrice hessienne et une fonction o : — R tels que
lé trice hesst t ti R" — R tel

Vo e fz) = f(f)+Vf(§)T(x—£)+%(m—§)TH(§)(x—§)+ |z — 2| o,z —7)

(1.5)
ot a(Z,x —x) — 0.0n peut écrire :
FPfE) PRE) @)
011011 Ox10T9 0x10x,
PIE) P PR
H(#) = 8x2'8$1 axg'axg - 8x2'8xn
Fi@) PfE) @)
L0z, 0x1 0x,0T2 0x,0x,, ]

Remarque 1.2
¢ La matrice H(Z) est dite semi-définie positive si
Vo e R": o H(#)x >0
¢ La matrice H(Z) est dite définie positive si
Vo € R" 2 #0: 2" H(Z)x >0
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

2 Conditions d’optimalité des problémes de mini-

misation sans contraintes :

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) min f(z),

ou f:R" —R

2.1 Pourquoi avons-nous besoin de conditions d’optimalité ?

Afin d’analyser ou de résoudre de maniére efficace un probléme d’optimisation,
il est fondamental de pouvoir disposer de conditions d’optimalité. En effet, celles-ci
nous servent non seulement a vérifier la validité des solutions obtenues, mais souvent
I’étude de ces conditions aboutit au développement des algorithmes de résolution
eux-mémes. Des conditions équivalentes peuvent étre obtenues de diverses maniéres,
en procédant a des analyses suivantes différentes "lignes directrices". L’approche

considérée ici pour I'obtention de conditions est basée sur les notions de descente.

2.2 Minima locaux et globaux

Définition 1.9.
1) & € R™ est un minimum local de (P) si et seulement si il existe un voisinage
V.(Z) tel que
f(Z) < f(z): Vo € Ve(T) (1.6)

2) & € R™ est un minimum local strict de (P) si et seulement si il existe un voisinage
V.(Z) tel que
f(@) < f(x): Ve e V(Z),x # & (1.7)

3) & € R" est un minimum global de (P) si et seulement si
f(@) < f(z) : Ve e R" (1.8)
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

Remarque 1.3. Dans le cas d’une fonction objectif convexe, il n’y a pas de dis-
tinction entre minimum local et global c’est-a-dire tout minimum local est également

global, comme [’établit le théoréme suivant.

2.3 Direction de descente
Principes généraux

Considérons le probléeme d’optimisation sans contraintes :

min f(z)
ou f:R™ — R est supposé réguliére.
On note aussi V f(x) et V2 f(z) le gradient et le hessien de f en 2 pour ce produit
scalaire.
On s’intéresse ici & une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de
direction de descente.

On dit que d est une direction de descente de f en z € R” si
Vf(x)'.d<o. (1.9)

Ou encore que d fait avec 'opposé du gradient —V f(z) un angle 6 strictement plus
petit que 90° :
— Td
V@) d 0.7,
IV f ()]l [d]] 2

L’ensemble des directions de descente de f en z,

6 = arccos

{deR": V" f(z).d < 0},

forme un demi-espace ouvert de R"
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

demi-espace des di
de descente de fen

Fic. 1.3 — Demi-espace des directions de descente d de f en x.

On voit que si d est une direction de descente, f(z+ Ad) < f(z), pour tout A > 0
suffisamment petit, et donc que f décroit strictement dans la direction d. De telles
directions sont intéressantes en optimisation car pour faire décroitre f, il suffit de
faire un déplacement le long de d. Les méthodes & directions de descentes utilisent
cette idée pour minimiser une fonction. Elles construisent la suite des itérés {zs};>, ,

approchant une solution x; du probléme (1.1) par la récurrence :

Thi1 = T + \idg, pour k > 1
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

d i:

Lh+2
dr+1

dpey 2
Tl

F1G. 1.4 — La direction de descente

Ou Ay est appelé le pas et d;, la direction de descente de f en xy.
Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ Dire comment la direction dj, est calculée, la maniére de procéder donne le nom
a I'algorithme.

¢ Dire comment on détermine le pas )\, c’est ce que 'on appelle la recherche
linéaire.

Remarque 1.4. Par la suite l’angle 0 entre la direction d; et —g; jouera un

role important dans le processus de la convergence. Pour 0 on a la relation classique

suivante

—gn die = || gkl [|dk|| cos O.

Définition 1.10. Soit f: 2 CR" — R, 2 € R" et d € R" est une direction de

descente au point T si et seulement si il existe 0 > 0 tel que
f(@4+ M) < f(z):VAe]0,d], (1.10)

donnons maintenant une condition suffisante pour que soit d une direction de des-

cente.

Théoréme 1.1. Soit f: R"™ — R différentiable au point & € R" et d € R™ une
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

direction vérifiant la condition suivante :

’

f(&,d)=Vf(@)".d<o.

Alors d est une direction de descente au point T.

Preuve : f est différentiable au point Z. Donc
fF@+Xd) = f(2)+AVF(@) d+A|d|ea(dd),

avec «a (&,d) — 0 ceci implique que
A—0

£ () i ) 1 2)

lim \ =Vf(#)".d<o. (1.11)

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V' (0) tel que

f(E+Ad) = [ (E)
A

<0, VA € V(0). (1.12)

La relation (1.12) est particuliérement vraie pour tout A € |—§,+4[. On obtient le
résulta cherché en multipliant la relation (1.12) par A > 0.
O

Algorithme 2.1 (méthode a directions de descente- une itération)

Etape 0 : (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré x;, € R”
Etapel :
Test d’arrét : si ||V f(zr)]| = 0, arrét de algorithme ;
Etape2 :
Choix d’une direction de descente d; € R";
Etape3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas aj > 0 le long de d; de maniére a

"faire décroitre f suffisamment" ;
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

Etape4 :
Si la recherche linéaire réussie xy 1 = z + Apdg;

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

2.4 Schémas général des algorithmes d’optimisation sans contraintes

Supposons que d soit une direction de descente au point z.Ceci nous permet de

considérer le point x,1,successeur de xy,de la maniere suivante :

Try1 = Tk + )\kdk, AL € ]0, —|—(5[

Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f(@rhy1) = fzn + Ardi) < fag).

Un bon chois de di et \; de permet ainsi de construire une multitude d’algorithme
d’optimisation.

Exemple de choix de direction de descente :

Par exemple si on choisit d, = —V f () et si V f(zx) # 0, on obtient la méthode
du gradient. Dans le cas dj, = —(H (zy)) .V f(x}), on obtient la méthode de Newton
ou la matrice hessienne H(xy) est définie positive.

Exemple de choix de pas \; :

On choisit en général \; de facon optimale c’est-a-dire que Ay doit vérifier

En d’autres termes on est ramené & étudié a chaque itération un probléme de mini-

misation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

2.5 Conditions nécessaires d’optimalité

Etant donné un vecteur z, nous souhaiterions étre capables de déterminer si ce

vecteur est un minimum local ou global de (P). La propriété de différentiabilite de f
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

fournit une premiére maniére de caractériser une solution optimale. Enoncons tout

d’abord un théoréme pour établir une premiére condition nécessaire d’optimalité.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.2. Soit f : R" — R différentiable au point © € R™.Si T est un
minimum local de (P) alors V f(z) = 0.

Preuve : Cest une conséquence directe du théoréme (1.1).En effet, supposons
que V f(z) # 0. Puisque la direction d = —V f() est une direction de descente, alors
il existe 0 > 0 tel que

FE+Ad) < f(&):  YAaelo,d].

Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimale locale de (P).
O

Remarque 1.5. si f est convere, la condition nécessaire du premier ordre est
également suffisante pour que T soit un minimum global. Dans le cas ot f est deux
fois différentiable, une autre condition nécessaire est donnée par le théoréme (1.3)
elle est appelée condition nécessaire du second ordre car elle fait intervenir la matrice
hessienne de f (que nous noterons V2f(x), dont les éléments sont ses secondes

dérivées partielles).

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.3. Soit f: R" — R deux fois différentiable au point © € R".Si &
est un minimum local de (P) alors V f(Z) = 0 et la matrice hessiene de f au point
T est semi définie positive.

Preuve : Soit x € R" quelconque, étant f deux fois différentiable au point Z, on

aura pour tout \ # 0

1
f@+22) = f(2) + SN2 H(@)o + 3 |l2]* o, Mo), - a(i, Ar) = 0.

28



2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

Ceci implique

flz+ )\fg — f(2) _ %:L’TH(QA?)JJ + Htz a(Z, \x). (1.13)

Z est un optimum local, il existe alors o > 0 tel que

f(@+ Ax) — f(%)
)\2

>0, VA €]-6,+4].

Si on prend en considération (1.13) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0, on
obtient :
vTH(#)r >0, Vr € R".

2.6 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécessaires (si f n’est pas convexe),
c’est-a-dire qu’elles doivent étre satisfaites pour tout minimum local; cependant,
tout vecteur vérifiant ces conditions n’est pas nécessairement un minimum local. Le
théoréme (1.5) établit une condition suffisante pour qu'un vecteur soit un minimum

local, si f est deux fois différentiable.

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.4. Soient f : R™ — R deux fois différentiable au point © € R™. Si
Vf(z)=0 et H(Z) est définie positive, alors & est un minimum local strict de (P).

Preuve : f étant deux fois différentiable au point z, on aura pour tout x € R"

fla) = f(f)%(m—f)TH(ﬁf)(x—f)Hlx — |’ a(@,2-7), o, (2-7)) =0, (Vf(Z)=0).

T—T

(1.14)
Supposons que 7 n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {@ }; oy

telle que
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2. Conditions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes :

xy # 7 2 Vk, Ty = T et f(xg) < f(2). (1.15)
B .. ~12 o (zr — )
Dans (1.14) prenons = = x, divisons le tout par ||zx — Z||” et notons dj, = Toe =2
T — T
on obtient
— f(@ 1
M = —dfH(2)dy + a(Z, (2, — ), a(T,(zx —T) — 0. (1.16)
[l — ] 2 o
(1.15) et (1.16) impliquent
1, . .
§dk H(z)dy + a(Z, (x, — 7)) <0, VE.
D’autre part la suite {d},.y. est bornée (||dx|| = 1,Vn). Donc il existe une sous
suite {d} ey, o telle que dy = JkeNl.
Finalement lorsque k£ — oo on obtient
1o -
La derniére relation et le fait que d #0 (HJ H = 1) impliquent que la matrice hessienne
H(Z) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec I'hypothese.
O

Remarque 1.6. Dans le cas ot f est convexe, alors tout minimum local est
aussi global. De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient

non seulement global mais aussi unique.
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CHAPITRE 2

La recherche linéaire inexacte

1 Recherche linéaire

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas \;, le long d’une direction

de descente dj, autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel :
mﬁnf(xqu/\dk), AeR (2.1)
rcR"”

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans
les applications on rencontre naturellement des problémes unidimensionnels, mais
plutét du fait que la recherche linéaire est un composant fondamental de toutes
les méthodes traditionnelles d’optimisation multidimensionnelles. En regardant le
comportement local de 'objectif f sur l'itération courante xj, la méthode choisit la
“direction du mouvement” dj (qui, normalement, est une direction de descente de

Pobjectif : Vf (2)" .d < 0) et exécute un pas dans cette direction :

T — Tlt1 :l‘k+)\dk, (22)
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1. Recherche linéaire

afin de réaliser un certain progrés en valeur de l'objective, c’est-a-dire, pour assurer
que :
[ (r + Ady) < f (z3) -

Et dans la majorité des méthodes le pas dans la direction dj est choisi par la

minimisation unidimensionnelle de la fonction :

Ainsi, la technique de recherche linéaire est un brick de base fondamentale de toute
méthode multidimensionnelle. Il faut noter que dans les problémes d’optimisation
sans contraintes on a besoin de résoudre a chaque itération z; un probléme d’opti-

misation dans R.

1.1 But de la recherche linéaire
On a vu que dans le cas non-quadratique les méthodes de descente :
Thi1 =T+ ANdg; A >0,
nécessitent la recherche d’une valeur de A\, > 0 optimale ou non, vérifiant :

f(zr+ Adi) < f (2) - (2.4)

On définit comme précédemment la fonction ¢ (A) = f (2 + Ady). Rappelons que si

f est différentiable, le pas optimal A peut étre caractérisé par
(.7 (%) =o
90(5\> < (A) pourOg)\S}\,

autrement dit, \ est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décroissance de f.
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

2 Recherches linéaires exactes et inexactes

Il existe deux grandes classes des méthodes qui s’intéressent a I’optimisation uni-

dimensionnelle

2.1 Recherches linéaires exactes

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a minimiser le
critere le long de dj. et donc de déterminer le pas A\, comme solution du probléme

min ¢ (A).

A>0

C’est ce que l'on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par cette regle est
appelé pas de Cauchy ou pas optimal. Dans certains cas, on préférera le plus petit

point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette fonction
inf{A>0:¢p/(A\)=0,0(\) <¢(0)}.

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette régle est appelé pas
de Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux regles sont parfois qualifiées de
recherche linéaire exacte.

Ils ne sont utilisés que dans des cas particuliers, par exemple lorsque ¢ est qua-
dratique, la solution de la recherche linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un

nombre fini d’itérations.

Remarque 2.1 Ces deux régles ne sont utilisées que dans des cas particuliers, par

exemple lorsque ¢ est quadratique.

2.2 Les inconvénients de la recherche linéaire exacte

Pour une fonction non linéaire arbitraire.

4 11 peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry.
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

¢ La détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul
et ne peut pas de toute fagon étre faite avec une précision infinie.

¢ L’efficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par une
recherche linéaire exacte ne permet pas en général de compenser le temps perdu a
déterminer un tel pas.

¢ Les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles (recherche

linéaire inexacte) moins gourmandes en temps de calcul.

2.3 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes on ne fait jamais de
recherche linéaire exacte, car trouver )\, signifie qu’il va falloir calculer un grand
nombre de fois la fonction ¢ et cela peut étre dissuasif du point de vue du temps de
calcul. En pratique, on recherche plutot une valeur de A qui assure une décroissance

suffisante de f. Cela conduit & la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.1 On dit que [a,b] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer
les valeurs de \ la fagon suivante :

¢ 5i )\ < a alors \ est considéré trop petit.

¢ Sia < \<balors \ est satisfaisant.

¢ Si )\ > Db alors A est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de fagon numérique sur ¢ les trois conditions précé-
dentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer a et 0. L’idée
est de partir d’un intervalle suffisamment grand pour contenir [a,b] et d’appliquer
un bonne stratégie pour itérativement réduire cet intervalle.

Recherche d’un intervalle de départ

¢ Si )\ est satisfaisant alors on s’arréte.

¢ Si A est trop grand, alors on prend b = \ et on s’arréte.

¢ Si A est trop petit, on fait c\ — X, ¢ > 1 et on retourne en 1.

Cet algorithme donne un intervalle initial [a, b] qu'il va falloir ensuite réduire sauf

si A est admissible auquel cas la recherche linéaire est terminée, ce peut étre le cas
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

si la valeur initiale de A est bien choisie.
Réduction de ’intervalle

On suppose maintenant que 'on dispose d’un intervalle [a, b] mais que 'on n’a

pas encore de A satisfaisant.

Une maniére simple de procéder par exemple par dichotomie, en choisissant

_a+b

A :
2

puis en conservant soit [a, A\] ou [\, b] suivant que A est trop grand ou trop petit.
Le probléme est que cette stratégie ne réduit pas assez rapidement 'intervalle. Ce-
pendant elle n’utilise aucune informations sur ¢ On préfere en général procéder en
construisant une approximation polynomiale p(\) de ¢ et en choisissant \ réalisant
le minimum (s’il existe) de p(\) sur [a, b]. Lorsque 'on utilise la regle de Wolfe, on

peut utiliser une approximation cubique.
Algorithme.2.1. (Algorithme de base)
Etape O : (initialisation)
a = b =0, choisir \; > 0; poser k = 1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si A\p convient, poser ) = \; et on s’arréte.
Si A\ est trop petit on prend a1 = A\, b1 = b, et on va a I'étape 2.
Si A\ est trop grand on prend by 1 = g, api1 = a, et on va a l'étape 2.
Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer \giq €]agi1, +00].
Si bry1 # 0 déterminer A1 €lagsq, brsa,
Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.

Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ¢ qui va nous permettre
de caractériser les valeurs de A\ convenables, ainsi que les techniques utilisées pour

réduire ’'intervalle.
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

2.4 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour ’application de la technique de
recherche linéaire a l'intérieur de la méthode principale multidimensionnelles. Sur
une itération k£ de la derniére méthode nous avons l'itération courante x, € R" et
la direction de recherche d;, € R™ qui est direction de descente pour notre objectif :
f:R*" —R:

Vf(x)" .d<O0. (2.5)

Le but est de réduire “de facon importante” la valeur de I’objectif par un pas z ——
Tri1 = T+ A\pdy de xp dans la direction dj. Pour cela de nombreux mathématiciens
(Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Fletcher...) ont élaboré plusieurs régles. L’objectif

de cette section consiste a présenter les principaux tests.

2.5 Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [a,b] ot A € [a, b]

dans lequel
© (M) <@ (0) (f (z + Ardi) < f (21)) (2.6)

Le schéma de 'algorithme est donc :
Algorithme.2.2. (Schéma des recherches linéaires inexactes)
Etape 0 : (initialisation)
a1 = by = 0, choisir Ay > 0; poser k =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si Ay, est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP (A = \).
Si \g est trop petit (suivant un certain critére) : Nouvel intervalle : [ag11 = Ag, g1 = b]
et aller a I’étape 2.
Si A\g, est trop grand (suivant un certain critére) : Nouvel intervalle : [ag1 = a,bry1 = Ay
et aller a ’étape 2.
Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer \giq €]agi1, +00].

Si by # 0 déterminer \gy1 €]agit, brit],

36



2. Recherches linéaires exactes et inexactes

Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.
I1 nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) A est trop petit ou trop grand

ou satisfaisant.

2.6 La régle d’Armijo

On bute a réduire “de fagon importante ”la valeur de I'objectif par un pas z; ——
Tpy1 = T + Apdy, de x dans la direction di, tel que f (zy + Apdi) < f (xg). Or cette
condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser ¢ au moins
localement. Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une
portion w; € ]0, 1] parfois appelée condition d’Armijo ou condition de décroissance
linéaire

Elle est de la forme (f (xp + \edy) < f (zx)) car wy devra étre choisi dans |0, 1[. On
voit bien a la figure (2.1) ce que signifie cette condition. Il faut qu’en A, la fonction

prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

A — f(z) + wi e VS ()" dy. (2.8)
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

T v ° b

FiG. 2.1 — La régle d’Armijo

Reégle d’Armijo
¢ Sip(N\) <¢@(0)+wiy (0)A, alors A convient,
¢ Sip(N) > (0) 4wy (0)A, alors A est trop grand.

On peut noter que 'on a

©(A) = flop+ ),
@(0) = f($k>7
¢ (0) = Vf(x)" dp

Algorithme 2.3. (Régle d’Armijo)
Etape O : (initialisation)
a; = by = 0, choisir A\; > 0, wy €]0, 1] poser k =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si o (\) < 9 (0) +wid (0) Ay : STOP (X - )\k>
Si (M) > @ (0) +wi’ (0) A, alors by 1 = b, axr1 =k et aller a Pétape 2.
Etape 2 :
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

Si by 1 = 0 déterminer A\, 1 €]ag.1, +00].
Si by # 0 déterminer \gyq €]agi1, bri1]-

Remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

Remarque 2.2 ¢ En pratique, la constante wy est prise trés petite, de maniére a
satisfaire (2.8) le plus facilement possible. Typiquement, wy = 10~%. Notons que cette
constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que l’on ne se
trouve pas devant un choix de valeur délicat.

¢ Dans certains algorithmes, il est important de prendre wy < % pour que le pas
Ap soit accepté lorsque xy, est proche d’une solution.

¢ [l est clair d’aprés la figure (2.1) que linégalité (2.8) est toujours vérifiée si
A > 0 est suffisamment petit.

¢ 1l était dangereux d’accepter des pas trop petits, cela pouvait conduire a une
fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémentaire qui empéche le pas
d’étre trop petit. On utilise souvent la technique de rebroussement due o Armijo en
1966 ou celle de Goldstein.

2.7 La régle de Goldstein et Price

Dans la régle d’Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif & chaque
pas mais c’est ne pas suffisant. Les conditions de Goldstein et Price suivant sont
suffisante pour assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment
de l'algorithme qui calcule le paramétre. Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme

inégalité a la régle d ’Armijo on obtient la regle de Goldstein

oll wy et ws sont deux constantes vérifiant 0 < w; < ws < 1, cette inégalité qui

empéche le pas d’étre trop petit.
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

(A

i w1 (0)
b A
@2 '(0)

\p’(D)%

F1G. 2.2 — La régle de Goldestein

Regle de Goldstein

¢ Sip(N) <p(0)+ wey (0) A, alors A est trop petit

¢ Sip(A) > (0) 4wy (0)A, alors A est trop grand.

¢ Sip(0)+wi@ (0)A>p(A) > (0) 4wy (0) A, alors convient.

On peut noter que 'on a

©(A) = [+ Adp)
00) = f(a).

Algorithme 2.4. (Régle de Goldstein et Price)
Etape O : (initialisation)
a; = by = 0, choisir \; > 0wy € ]0,1], wy € |wy, 1], poser k = 1 et aller a
I’étape 1.
Etape 1 :
Si ¢ (0) +wag' (0) A < @ (M) < ¢ (0) +wiip’ (0) A : STOP (A = \y).
Si @ (Ax) > ©(0) + w1’ (0) Ak, alors byr1 = Ag, a1 = ag, et aller a Pétape
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

Si@ (Ax) < ¢ (0) + way' (0) Ag, alors by1 = b, ags1 = Ax; et aller a Pétape

Etape 2 :
Si by 1 = 0 déterminer A\, 1 €]bpy1, +00]

Si by 1 # 0 déterminer A1 €]agit, bpaa|-

2.8 La régle de Wolfe

Les conditions de la régle de Goldstein et Price peuvent exclure un minimum ce
qui est peut étre un inconvénient. La régle de Wolfe fait appel au calcul de ¢’ (\),
elle est donc en théorie plus cotiteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans
de nombreuses applications, le calcul du gradient V f(z) représente un faible cott
additionnel en comparaison du cott d’évaluation de f(x), c’est pourquoi cette regle

est trés utilisée. Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur A > 0

Vf(xr + Mdp)Tdp > woV f(a1)" . dy, (E2)

avec 0 < wy < wy < 1.
Reégle de Wolfe
¢ Sip(N) <@p(0)+wi (0)Aet ¢ (A) > wap’ (0) alors A convient.
¢ Sip(N) > (0) 4wy (0) A, alors A est trop grand.
¢ Si ¢ (M) < whp(0), alors A est trop petit.

On voit bien a la figure (2.3) ce que signifie cette condition
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

pas de Wolfe P(1)

e —————

pente o e'(0)

pente oxq'(0)

Fic. 2.3 — La reégle de Wolfe

Algorithme 2..5. (Régle de Wolfe)
Etape O : (initialisation)

a; = by = 0, choisir \y > 0wy € ]0,1], we € Jwy, 1], poser k = 1 et aller a

I’étape 1.
Etape 1 :
Si o (Ar) < @ (0) +wh (0) Ak et o (A) > whp (0) : STOP (A = Ay).
Si (M) > @ (0) +wie (0) Mg, alors by = Ak, aks1 = ax, et aller & 'étape 2.
Si @' (A) < whp (0), alors by1 = by, agr1 = g ; et aller a étape 2.
Etape 2 :

Si b1 = 0 déterminer \gyq €]bgy1, +00[.
Si by # 0 déterminer \gyq €|agy1, bria|.

On obtient des contraintes plus fortes si 'on remplace (E2) par
IV f (), + Adyp)Tdi| < w2V f () .dy, (E3)

Les (F1) et (E3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (£3) entraine
que wap (0) < ¢ (N) < —wap (0) cest a dire. ¢’ (\) n’est pas “trop” positif.
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2. Recherches linéaires exactes et inexactes

2.9 La régle de Wolfe relaxée

Proposée par Dai et Yuan [1996], cette régle consiste a choisir le pas satisfaisant

les conditions
flae 4+ M) < fap) + AV f(2).dy, (E4)

wy VT f (@) dyy < VT f (g + Medi)die < =iV f () di, (E5)
o0 <wy <wh<1letwy>D0.
On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de

Wolfe fortes. Effectivement (F4) est équivalente a (E1), tandis que pour le cas par-

ticulier w) = wf = ws, (ED) est équivalente a (£3)

WOV f(zp) diy < VT f(ag + Mdi).diy < =iV f (x3) .dy,
- WQva (.’ﬂk) Jdy, < VTf(Z'k + )\dk)dk < —LUQVTf (xk) .dy,
= |V" flap+ Adp).di| < —w2 VT f(2) d;, (E3)
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CHAPITRE 3

Convergence des méthodes a directions de descente

1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte
a la convergence des algorithmes a directions de descente.
On dit qu'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il

existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait

fl@ri) < flaw) = C |V f ()| cos® O, (3.1)
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy) défini par

—VTf(LEk>dk

cos b, =
S PATNPA

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendigk.
Proposition 3.1. Si la suite {x}} générée par un algorithme d’optimisation

vérifie la condition de Zoutendijk (3.1) et si la suite {f(zx)} est minorée, alors

Z |V f(z1)||? cos? 0 < 0. (3.2)

k>1
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1. Condition de Zoutendijk

Preuve :
En sommant les inégalités (3.1), on a
’ 1
S IV F )| cos? 01 < = (flar) = flarn))
k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que pour tout k,

Il ya des propositions précisent les circonstances dans les quelles la condition de
Zoutendijk (3.1) est vérifie avec les regles de la recherche linéaire exacte (Cauchy,

Curry) et aussi les régles de la recherche linéaire inexacte (Armijo, Wolfe).

Ce qui concernant la proposition qui est vérifie la condition de Zoutendijk avec
la régle de Wolfe.

Proposition 3.2. Soit f: R" — R une fonction continument différentiable dans
un voisinage de I' = {x € R : f(z) < f(z1)}.

On considére un algorithme & directions de descente dy,, qui génére une suite {zy}
en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (E1)-(E2).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de
Zoutendijk (3.1) est vérifiée.

Preuve :
Notons g, = V f(z1) et g1 = Vf(ap + Ady).

D’apres (E2)

ng+1dk > wangdk

= (gr+1 — gk)T di > (we — 1) g dy
= —(1—ws) gidi=(1—ws)|gpd|
& (1—w)|glde| < (ger1 — a)" i,
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

et du fait que f est continument différentiable :

(1 —w2) | g4 du] (1 — wa) [|grll [|d || cos Oy,
< lgr+1 — gkl 1di|

(1 —wa) [|gr|l cos O < LA [|di|

vy

1l-w
Nl < 222 gy st

en utilisant (E£1), on aura :

fa) + widegy di
flan + Ady) < o) + widgp de < fai) + |wiAgg di]
flan+ Adi) < f(zr) +wid |gh di| < flan) — widgl dy,
flok + Mdy) < f(zg)

flaw + Ady) < f(x) —

f(@r + ardy)

— wiA [|gkll lldk]| cos

wi(l — ws)
L

b4 da

< [l lgiI” cos® O

On en déduit (3.1).

2 Meéthodes itératives d’optimisation sans contraintes

A travers de ce chapitre et du suivant, on s’attachera dorénavant a la description
plus spécifique des algorithmes itératifs (ou méthodes itératives) qui ont été implé-
mentés et qui permettent la résolution des problémes d’optimisation non linéaires.
Il convient de souligner que la plupart des algorithmes d’optimisation contrainte ou
non fonctionnent selon un schéma général consistant a chaque itération se rapprocher
du minimum par la résolution d’un sous-probléme de minimisation.

Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre un probléme d’optimi-
sation sans contraintes (appelées aussi parfois méthodes d’optimisation directe), soit

le probleme
(P) minimiser f(z) z€R",
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

pour lequel nous commencerons par décrire les méthodes suivantes :

» Les méthodes du gradient

» Les méthodes du Newton

» Les méthodes utilisant des directions conjuguées.

Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentiabilite de
f) a l'exception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans le cas particulier
de la méthode du gradient conjugué) basée sur des propriétés plus géométriques.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type
(P), on peut citer la méthode du gradient conjugué. Cette méthode est surtout
utilisée pour les problemes de grande taille.

Apreés les avoir décrites, nous donnons la définition d’une forme quadratique et
les principes des méthodes de descente et du gradient.

Définition 3.1. Soit H une matrice symétrique n X n et b € R™ On appelle

forme quadratique la fonction f:R™ — R définie par

1
flz) = §£UTH($)QJ — bl (3.3)
Lorsque la matrice H est définie positive (resp. semi-définie positive), on dira que

f(z) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive).

2.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes

Tpy1 = T + Apdy, Ak >0,

tout en assurant la propriété

f(@re) < flag). (3.4)

Le vecteur dj, est la direction de descente en xj. Le scalaire A, est appelé le pas de la
méthode a 'itération k. On peut caractériser les directions de descente en x;, a I'aide

du gradient.
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

2.2 Principe des méthodes du gradient (méthodes de la plus
forte pente)

On cherche & déterminer la direction de descente qui fait décroitre ¢p(\) = f(x +
Ad) le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va essayer de minimiser
la dérivée de ¢(A) en 0. On a ¢'(0) = Vf(z)”d et on cherche d solution du probléme

min ¢'(0).

deRn ||d||=1
La solution est bien sir

Vi)
IV f (@)

En vertu de I'inégalité de Schwartz. Il y a ensuite de nombreuses fagon d’utiliser cette

d—= —

direction de descente. On peut par exemple utiliser un pas fixé a priori Ay = a >

0,Vk. On obtient alors la méthode du gradient simple :

Tpr1 = T + Adj.

Sous certaines hypothéses de régularité (f deux fois différentiable) cette méthode
converge si A\ est choisi assez petit.

Ou bien consiste a faire les itérations suivantes

dp, = -V )
Tpy1 = T + Apdy
Ou A\, est choisi de maniére & ce que

On obtient alors la méthode du gradient & pas optimal, cette méthode posséde une
propriété intéressante.

Proposition 3.3. Soit f : R" — R une fonction différentiable. Les directions de
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

descente dj, générées par la méthode (3.6) et (3.7) vérifient

i dy, = 0. (3.8)

Preuve : Si on introduit la fonction

O(A) = [l + Ady),
on a

et puisque ¢ est dérivable on a nécessairement

donc
V(e + Medi) di = V f (2411)" di = —dj 1 di = 0.

Exemple 3.1.

» Calcul du pas optimal dans le cas quadratique :
1
On a f(z) = §xTHx — bz avec H > 0 et on note ¢(A\) = f(x), + Ady). Le pas

optimal \; est caractérisé par

on a donc

Vf(J?k + /\kdk)Tdk = (H(Ik + )\kdk) - b)Tdk = 0,

soit

(Vf(zp) + M Hdp) dy, = 0,
on obtient donc

_ Vf(zx)"ds

A p—t
g dTHd),

(3.9)
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

qui est bien positif car d; est une direction de descente et
di Hdy > 0(car H > 0).

La méthode du gradient & pas optimal peut donc s’écrire (dans le cas quadratique)

d, = b— Huxy,
dE dy,

M= TG
k k

Tyl — xk+)\kdk

Exemple 3.2.
» Méthode du gradient & pas optimal dans le cas quadratique
Dans le cas ou f(z) = i2"H(z)z — bz la méthode du gradient simple peut

s’écrire

dk = b—H$k;,

Tpe1 = T+ ady,

ol a > 0 est fixé a priori. Il existe bien str des conditions sur pour que la méthode
converge. Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans le cas n = 2 sur

une petite simulation.
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

Fic. 3.1 — Ilustration de la convergence plus rapide de la méthode du gradient

Algorithme de la méthode de la plus forte pente
Etape initiale :
Choisir un € > 0.
Choisir un point initiale z;.
Poser k =1 et aller a I’étape principale.
Etape principale :
Si |V f(x)| < e stop.
Sinon poser dp = — V f(xy) et soit A; la solution optimale de la recherche
linéaire

min { f(zx + Adg); A > 0} .
Poser zj11 = xp + A\pdg.
Remplacer k par k + let répéter I’étape principale.
Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

» Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires.
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

» Cette méthode travaille de fagon performante dans les premiéres étapes de 1’al-
gorithme. Malheureusement, dés qu’on s’approche du point stationnaire, La méthode
devient tres lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomeéne par les considéra-

tions suivantes

fzp + Mdp) = flop) + AV f(2r)Td + M|\ d|| a(ag; M),

ot a(xk; Ad) — 0 quand \d — 0.
Sidy = — Vf(zg), on obtient : x5 1 = xp — AV f(2) et par conséquent

i — = A [ IV (@) [P+ [V f (@) alai AV f ()]

D’apres l'expression précédente, on voit que lorsque z s’approche d’un point sta-
tionnaire et si f est continument différentiable alors ||V f(xy)| est proche de zéro.
Donc le terme & droite s’approche de zéro, indépendamment de A, et par conséquent
f(zry1) ne s’éloigne pas beaucoup de f(xy) quand on passe du point x; au point

Lh41-

2.3 Les méthodes utilisant des directions conjuguées
Description de la méthode

Ces méthode sont basées sur 'important concept de la conjugaison et ont été

développées afin de résoudre le probléme quadratique

1
min f(r)=-2".Q.z + b'.x +c.
xeR™ 2

Ou @ € R™™ est symétrique et définie positive, b € R"et ¢ € R. Les méthodes
de direction conjuguées peuvent résoudre les problémes de cette forme en au plus n
itérations et contrairement aux méthodes présentées jusqu’a présent, elles n’utilisent
pas des dérivées sauf dans le cas particulier de la méthode du gradient conjugué.
Donnons la définition de la notion de "conjugaison".

Définition 3.2. Soient () une matrice n X n symétrique et définie positive et
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un ensemble de directions non nulles {dy,ds,...,d}. Ces directions sont dites Q-

conjuguées Si

dl Qd; =0, Vi; j tels que i # j. (3.10)

Propriété 3.1. Si dy, ..., d;, sont (Q-conjuguées, alors elles sont linéairement indépen-
dantes.

Propriété 3.2. Comme des directions ()-conjuguées sont linéairement indépen-
dantes, alors I’espace vectoriel engendré par un ensemble de n directions ()-conjuguées
est de dimension n.

Etant donné un ensemble de n directions ()-conjuguées dy, d1, ..., d,_1, la méthode

de directions conjuguées correspondante est donnée par

Th+1 :xk‘i‘/\kdk; k:O,...,n—l,

oll zy est un vecteur de départ choisi arbitrairement et ou les A\, sont obtenus par
minimisation monodimensionnelle le long de dj.

Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions conjuguées
est qu’a chaque itération £, la méthode minimise f sur le sous-espace généré par les k
premiéres directions ()-conjuguées utilisées par I'algorithme. A la niéme itération au
plus tard, ce sous-espace inclura alors le minimum global de f, grace a la propriété
d’indépendance linéaire des directions ()-conjuguées qui assure qu’a l'itération n,
I’espace vectoriel généré par les n directions ()-conjuguées ne sera autre que R".

Remarque 3.1.la notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non quadra-

tique

La méthode du gradient conjugué non linéaire

L’idée de la méthode est de construire itérativement des directions dy, ..., d;, mu-
tuellement conjuguées. A chaque étape k la direction dj, est obtenue comme combinai-
son linéaire du gradient en xj, et de la direction précédente dy_1, les coefficients étant
choisis de telle maniére que dj, soit conjuguée avec toutes les directions précédentes.

On s’intéresse ici a la minimisation d’une fonction f : R” — R, non nécessairement
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

quadratique :

min f(z),
reR”™

et on cherche & étendre la méthode du gradient conjugué a ce probleme. Il y a
plusieurs maniéres de le faire et peu de critéres permettant de dire laquelle est la
meilleure. Une extension possible consiste simplement a reprendre les formules uti-
listes dans le cas quadratique. On se propose donc d’étudier les méthodes ou la

direction d est définie par la formule de récurrence suivante :

! sik =1,
o = 3.11
’ {—%+ﬁmm1 ........ si k> 2, (3.11)

ou g = Vf(zk), B € R et {zx} est générée par la formule :

Th1 = Tk + Ay,

le pas A\ € R étant déterminé par une recherche linéaire.

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjuguée si k prend

I'une des valeurs

T
PRP — i d: yki|2 Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (3.12)
k-1
FR ||gk||2 . . .
B = || P Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves (3.13)
k-1
95 Yk
AS — ZkZ Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel (3.14)
dg_lyk:—l
e _ gl . . . ,
= _dT—gkl Gradient conjugué variante descente conjugué (3.15)
k—19k—
DY ||91c||2 . . . .
r = —7—— Gradient conjugué variante de Dai-Yuan, (3.16)
dkflyk—l

o Yp—1 = Gk — Gh—1-
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

Pour faciliter la présentation nous appelons les méthodes qui correspondent &
(3.12)-(3.16) la méthode PRP, la méthode FR, la méthode HS, la méthode CD et la
méthode DY, respectivement.

Dans le cas ou f est une fonction quadratique strictement convexe avec une

recherche linéaire exacte toutes ces variantes de 3, ont la méme valeur.

PRP __ FR_ﬂCD_ DY
k - rk — Mk T Mk -

Si f est quelconque, Ils n’ont pas la méme valeur pour les méthodes de Polak-Ribiére-
Ployak ([19,1969])-([20,1969]) méthode de Fletcher-Reeves ([12,1964]), méthode de
la descente conjuguée ([11,1987]) et la méthode de Dai- Yuan ([4,1999]) selon que 'on

utilise B 7, BE 7, BSP ou BYY ala place de 3, dans (3.11).
Pour que les méthodes ainsi définies soient utilisables, il faut répondre aux deux
questions suivantes.
» Les directions dj, définies par (3.11) sont-elles des directions de descente de f?
» Les méthodes ainsi définies sont-elles convergentes 7

En ce qui concerne la premiere question remarquons que, quel que soit 3, € R,
d;, est une direction de descente si on fait de la recherche linéaire exacte, c’est a dire

si le pas \;_; est un point stationnaire de A — f(z5_1 + Adg_1). En effet, dans ce cas

g,{dk_l = 0 et on trouve lorsque g, # 0 :

dFge = (—gr + Bude)" gi
= —lall® + Brdi_19e = — llaul” < 0.

Cependant, il est fortement déconseillé de faire de la recherche linéaire exacte lorsque
f n’est pas quadratique car le cotit de détermination de k est excessif.

L’efficacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur deux
points :

» La recherche linéaire détermination du pas optimal doit étre exacte.

» Les relations de conjugaison doivent étre précises.
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2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes

La recherche du pas optimal doit étre réalisée a I'aide d’un algorithme spécifique,
puisque f est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n’a pas de sens dans
le cas non quadratique.

L’étude des propriétés de convergence de quelques méthodes du gradient conjugué

non linéaire est ’objectif du quatriéme chapitre.
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CHAPITRE 4

Synthese sur la convergence des quelques méthodes du
gradient conjugué non linéaire avec des recherches linéaires

mexactes

On expose dans ce chapitre une synthése concernant la convergence des différentes
variantes du gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte et
de Wolfe faible.

Notre probléme consiste & minimiser une fonction f de n variables & valeurs réelles
min{f(z) : x € R"}, (4.1)

ou f est réguliere (contintiment différentiable) et g est son gradient. Notons par
gx le gradient de f au point x;. Rappelons que les différentes variantes du gradient

conjugué géneérent une suite {x} de la forme suivante

T+1 = T + )\k:dka (42)
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CHAPITRE 4. SYNTHESE SUR LA CONVERGENCE DES QUELQUES
METHODES DU GRADIENT CONJUGUE NON LINEAIRE AVEC DES
RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES

la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante (3, € R)

@:{_m ﬁk:L} (4.3)

_gk + Bkdk—l ........ Si k Z 27

le pas Ay € R étant déterminé par une recherche linéaire. Rappelons les diffé-
rentes variantes du gradient conjugué qui différent celons les valeurs que prennent

les constantes ;. On y rencontre particuliérement les variantes suivantes :

2
FrR g 5 (Fletcher — Reeves) (4.4)
g1l
PRP 9 (9k — gr-1)
! = 2 = (Polak — Ribiére) (4.5)
=y
HS 9k (91 — gr-1) (Hestenes — Stiefel) (4.6)
‘ di_1(gk — gr—1)’
2
D — _dHTLH, (méthode de la descente conjuguée) (4.7)
k—19k—1
ot ||.|| est la norme euclidienne. Récemment Dai et yuan ont aussi introduit la forme
suivante : )
kDY - Nl k|| (4.8)

- di 1 (9k — gr1)

La convergence globale des méthodes (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) a été étu-
diés par beaucoup d’auteurs. Citons surtout Al-Baali [([1,1985]).], Gilbert et Noce-
dal ([13,1992]), Hestenes et Stiefel ([14,1952]), Hu et Story ([15,1991]) et Zouten-
dijk ([25,1970]).Un facteur clé¢ dans I’étude de la convergence globale est comment
sélectionner le parametre A\,. Le choix le plus naturel de )\, est de faire une re-
cherche linéaire exacte, cest.a dire poser Ay = argminy>o f(zx + Ady). Cependant,
quelque peu étonnamment ce choix naturel pourrait résulter en une séquence non-
convergente dans le cas de la méthode PR et la méthode HS, comme montré par
Powell ([37,1986]). Inspiré par le travail de Powell, Gilbert et Nocedal ([13,1992]) a
mené une analyse élégante et a montré que la méthode PR est globalement conver-
PR
k

gente si est restreint pour étre non-négatif et \; est déterminé en un pas de la
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CHAPITRE 4. SYNTHESE SUR LA CONVERGENCE DES QUELQUES
METHODES DU GRADIENT CONJUGUE NON LINEAIRE AVEC DES
RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES

recherche linéaire satisfaisant la condition suffisante de descente
T 2 R
Gpdx < —c|lgxl|”, ouc>0, (4.9)

en plus des conditions standard de Wolfe :

{ Flae + Aedi) < f(ar) +wied gr, (4.10)

dEgri1 > wadl gy

Ou 0 < wy < wy < 1. Récemment Dai et Yuan [4,6] ont montré que la méthode CD
et la méthode FR sont globalement convergentes si les conditions de la recherche de

linéaire suivantes pour \; sont satisfaites

{ Pl + M) < (o) +wrhed g, (4.11)

whdf gr < df gep1 < —whdf g

Ou 0 < w; <wjhy <1etwy>0 pour la méthode CD et de plus w), +w”s < 1 pour la
méthode FR.

Par commodité, nous assumons que g # 0 pour tout k.

Nous adoptons la Supposition suivante sur fonction f qui est utilisée communé-

ment dans la littérature.
Supposition 4.1.

(1) L’ensemble £ := {x € R™; f(x) < f(z1)} est borné; ou xy € R™ est le point
wmnatial.
(71) Sur un voisinage N de £, la fonction objectif f est contindiment différentiable

et son gradient est lipschitzien i.e
3L > 0 tel que ||g(z) —g(2)|| < L ||z — Z|,VYx, & € N. (4.12)
Remarque 4.1 Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que

lg(@)|| < v, Vz € £. (4.13)
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CHAPITRE 4. SYNTHESE SUR LA CONVERGENCE DES QUELQUES
METHODES DU GRADIENT CONJUGUE NON LINEAIRE AVEC DES
RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES

Rappelons maintenant le Théoréme suivant obtenu essentiellement par Zoutendijk
[25] et Wolfe [24]. Ce théoréme assure la satisfaction de la condition de Zoutendijk
(voir chapitre3), pour toute méthode du type (4.2), (4.3), dans laquelle le pas Ay, est
déterminé par la régle de Wolfe faible (4.10).

Théoréme 4.1. [25]

Considérons la suite (zy)y, définie par (4.2),00 dj, est une direction de descente
et A\ vérifie les conditions (4.10).Considérons aussi que la supposition (4.1) soit

satisfaite, alors :

Zcos2c9||gk|]2 < 00, (4.14)
k>1
est vérifiée, avec
I'd
cos b = —&.
Remarque 4.2.
(g4 dr)*

(414) = ) (4.15)

k>1,||dg||#0

ldx |

En effet :

D’apres la 2™ condition de (4.10) nous avant

At (e — gx) > (w2 — 1) d} gy..

D’autre part

di (ges1 — g6) < llges1 — gell 1 dil]
< AL |ldi?,

wy — 1\ dF
)\kZ( 2L ) C’;gkg.
i
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1. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Fletcher-Reves

En remplacant ceci dans la 1°"¢ condition de on aura :

f(@e + Nedi) < fay) + pcos® 0y, ||gk||2 )

—1
ou = —Wl(WQ )

Or puisque f est bornée sur N on a :

z:cos2 0k ||gs|” < 0.

k>1

Ce qui achéve la démonstration. 0

1 Reésultats de convergence du gradient conjugué,

version Fletcher-Reves

Avant d’exposer sans démonstration les différents résultats de convergence, don-

nons d’abord 'algorithme de la méthode de Fletcher Reeves.

1.1 Algorithme 4.1 de la méthode de Fletcher-Reeves

EtapeO : (initialisation)
Soit x¢ le point de départ, go = V f(xo), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1 :
Sigr =0:STOP ( 2* = zy)."Test d’arrét"

Sinon aller a I’'étape 2.

Etape 2 :
Définir xp1 = x), + A\pdy, avec : A = mingso f (2 + Ady)
der1 = —Grr1 + Briad-
Ou
2
FR _ ||9k:+1||
k+1 = 2
[l 9w
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1. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Fletcher-Reves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire

(version Flecher Reeves) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte

{ [+ Mdy) < f(zr) + wiedi g, (4.16)

|dE grs1| < —wadE g

1
ol (wg < 5) a été démontré par Al-Baali ([3,1985]).
e Touati Ahmed et Story ([23,1990]) ont généralisé ce résultat pour

0< B < B (4.17)

e Gilbert et Nocedal ([13,1992]) ont généralisé ce résultat pour

18] < BT (4.18)

e Récemment, Dai et Yuan ([4,1996]) a montré que la méthode FR es globalement
convergente avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée.

On donne dans ce paragraphe les principaux résultats de convergence de la mé-
thode du gradient conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe
forte et aussi avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée.

Proposition 4.1. [13]

On considére que la supposition (4.1) est satisfaite. Considérons une méthode du
type (4.2) et (4.3) avec ), satisfaisant o (4.18) et le pas Ny vérifiant la régle de Wolfe
forte (4.16) ot ws € }0,%[.

Alors cette méthode génére des directions de descente. De plus on a

-1 _dige _2w-1

< < k=1
L—ws ™ lgel® ~ 1=ws

g e

Théoréme 4.2. [13] On considére que la supposition (4.1) est satisfaite. Toute
méthode du type (4.2) et (4.3) dans laquelle (3, vérifié

18] < BER, Yk >1,
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2. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Polak Ribiére

1
et le pas N\ est déterminé par la régle de Wolfe forte (4.16) avec 0 < wy < wa < =

2
est une méthode de descente (gidy < 0, Vk > 1) convergente, dans le sens ot
klim inf || gx|| = 0. (4.19)

Théoréme 4.3. [13] Soit x; un point de départ pour lequel la supposition (4.1) soit
satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec B, satisfaisant &
(4.4). On suppose aussi que

¢ Chaque direction dj, vérifié

g di < 0. (4.20)

® Le pas Ny est déterminé par la régle de Wolfe relazée (4.11) avec w”5 < 00, alors :

klim inf || gx|| = 0.
Remarque 4.3.D’un point de vue théorique, la méthode de Fletcher-Reeves est une
bonne méthode car :

» FElle ne nécessite pas de stocker une matrice.

» FElle converge pour une classe assez large des fonctions f et sa vitesse de

convergence est meilleure que celle de la méthode du gradient.

Cependant, en pratique il est préférable d’utiliser la méthode de Polak-Ribiére
dont les performances moyennes dépassent de loin celles de la méthode de Fletcher-

Reewves.

2 Reésultats de convergence du gradient conjugué,

version Polak Ribiére

La variante dite de Polak-Ribiére consiste a définir 3, par la formule (4.5). Cette
méthode fut découverte par Polak, Ribiére ([19, 1969]) et Polyak (|20, 1969]). L’al-

gorithme cette méthode est le suivant :
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2. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Polak Ribiére

2.1 Algorithme 4.2 de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

EtapeO : (initialisation)
Soit z le point de départ, go = V f(z0), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0:STOP (a* = zy). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir xyy1 = xp + A\gdy avec :
A\ = gl;glf(xk + Adg)

dipy1 = —Gr1 + 5kpflpdk-

BPRP _ 9/:5+1 (91 — k) o 9/?+1Z/k
k+1 — 2 = 2
gl 19|l

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

Le résultat suivant est du & Polak et Ribiére ([19,1969]). Il établit la convergence
de cette méthode pour une fonction fortement convexe avec une recherche linéaire

exacte.

Proposition 4.2. [19] Si f est fortement convere, de classe C* avec un gradient
lipschitzien, alors la méthode de Polak-Ribiére avec recherche linéaire exacte génére

une suite {x} convergeant vers ['unique point x, réalisant le minimum de f.

Remarque 4.4. Si f n’est pas conveze, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak peut
ne pas converger.
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3. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Dai et Yuan

3 Reésultats de convergence du gradient conjugué,

version Dai et Yuan

Récemment Dai et yuan ([3,1998]) ont introduit une formule pour /3, sous la

forme suivante

2
DY ||9k”
= 0 4.21
k d;‘:flyk_l ( )

Ol Yk—1 = Gk — Jk—1-
Cette méthode posséde plusieurs propriétés, par exemple elle posséde la propriété
de descente & chaque itération et la convergence si le pas est déterminé par les regles

de (Wolfe faible, Armijo et Goldstein) et si f est strictement convexe ou réguliére.

3.1 Descente de la méthode de Dai-Yuan

Théoréme 3.3. ([9,19)]) Soit z1 un point de départ pour lequel la supposition
(4.1) est satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec 3, satisfai-
sant o (4.21).

¢ Si f est strictement convexe sur l’ensemble convexe £ cest a dire
(g(x) — g(y)) " (x —y) >0, pour tout x,y € £. (4.22)

Alors pour tout k > 1 :
gldy <O0. (4.23)

En 1999 ils se sont généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere avec la re-
cherche de Wolfe faible (4.10).

Théoréme 4.4. ([3,1999]) Supposons que Supposition (4.1) soit satisfaite. Pour
toute méthode du type (4.2) et (4.3) dont B, satisfait a (4.21) et le pas N\ satisfait
les conditions de Wolfe faible (4.10), alors toutes les directions générées sont de

descente, autrement dit
dlg, <0, Vk>1
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3. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Dai et Yuan

3.2 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Les résultats suivant sont dus & Dai et Yuan ([9,1998)). Ils assurent la convergence
de cette méthode pour une fonction strictement convexe avec une recherche linéaire
inexacte d’Armijo et Goldstein, (voir théoréme (4.5) et (4.6)).

Théoréme 4.5. [9] Soit x1 un point de départ pour lequel la supposition (4.1)
soit satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec B, satisfaisant
a (4.21).

¢ Si f est strictement convexe sur l’ensemble convere £ et le pas Ny, satisfait les

conditions de Goldstein
wo A, VT f(z)di < f (2p 4+ Medi) — f2r) < i\ V7 f(ag)dy, (4.24)
ot gr = Vf(zg) et wy et wy sont deux constantes vérifiant
0<w; <1/2<wy<1..

Alors

klim inf ||gx|| = 0.

Théoréme 4.6. [9] Soit x1 un point de départ pour lequel la supposition (4.1) est
satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec B, satisfaisant a

(4.21).

¢ Si [ est uniformément convexe sur l’ensemble convere £ ¢ a d s’il existe une

constante 1 > 0 tel que

(9(x) = 9W)"(x —y) = nllz = yl*, pour tout v,y € £, (4.25)
et le pas Ay satisfait les conditions d’Armijo
f (e + Medy) — f(2r) < wA VT f () dy, (4.26)

ot g = Vf(zy) et 0 < w < 1, pour lequel la condition suffisante de descente (4.9)
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3. Résultats de convergence du gradient conjugué, version Dai et Yuan

est satisfaite. Alors

I =0.
Jim {[gi[| =0

3.3 Algorithme 4.3 de la Méthode de Dai-Yuan avec la régle
de Wolfe faible

EtapeO : (initialisation)
Soit z le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigp =0 :STOP ( z* = x;)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir 25,1 = zx + Apdy avec \;, vérifie les conditions (4.10) et

diy1 = —Gr+1 + BkD-?-/ldk-
Ol ) )
DY _ sy _ g1l
A ger — gkl dEun

Poser k =k + 1 et aller a I’étape 1.
Théoréme 4.7. ([9,1999]) Soit z1 un point de départ pour lequel la proposition
(4.1) est satisfaite.

La suite {xy} générée par Ualgorithme 4.3 converge dans le sens ou

klim inf || gx|| = 0.
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CHAPITRE 5

La convergence globale d'une classe du gradient conjugué

1 Préliminaires, hypothéses et lemmes intermé-

diaires

1.1 Position du probléme

Soit f : IR"™ — IR et (P) le probléeme de minimisation non linéaire sans

contraintes suivant :

min {f(z):z € IR"} (P) (5.1)

Comme on ’a vu avant les différentes méthodes du gradient conjugué géneérent des

suites {4}, de la fagon suivante
Tha1 = T + Apdy (5.2)

Le pas A\; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire exacte ou inexacte.
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1. Préliminaires, hypothéses et lemmes intermédiaires

Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes

g sik=1
dy = g SRS (5.3)
—gk + Bpdp—1 sik >2

g = Vf(zg) et 5, € R.

Les différentes valeurs attribuées a (3, définissent les différentes formes du gra-

dient conjugué. Si on note yr_1 = gr — gr_1, on obtient les variantes suivantes

T
PRP % Gradient conjugué variante Polak-Ribiere-Polyak  (5.4)
Gr—1
rr_ _lloll” : : .
= W Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (5.5)
k-1
cp lgxlI”
L Gradient conjugué variante descente conjugué (5.6)
—ap_19k—-1
DY ||9k||2 . . . .
P 7 s Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (5.7)
k—1Yk—

Bien que toutes ces méthodes ont été tres importantes pour la résolution du probléeme
(P), ses étude s’est faite de fagon individuelle et chacune & part, par Flecher, Powell,
Wolf, El Baali, Polak-Ribiére, Polyak,Y. H. Dai etY. Yuan,.... Il est alors légitime

de se poser le probléme suivant :

Peut-on définir et unifier toutes ces méthodes dans une méme classe
et étudier par la suite ses propriétés et sa convergence comme il a été fait

avec les méthodes quasi-Newtoniennes ?

Y. Dai et Y. Yuan ont répondu dans ([7,2003]) positivement a cette question. Le
but principal de ce chapitre est d’étudier de facon approfondie le travail de Dai et

Yuan

La forme unifiée du gradient conjugué en question est de la forme (0.2) et (0.3)
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1. Préliminaires, hypothéses et lemmes intermédiaires

ou f3, est la forme générale suivante

P
B, = 5.8
£ g (5-8)
¢, pouvant étre de la forme suivante (ou d’autres)
dp = Mgrll® + (1= N(=gidi), A€ [0,1]. (5.9)
On montre que les différentes valeurs de f3;,, c’est-a-dire 65 R kD Y ...sont des valeurs
particuliéres de (), = i )
D1

Hypothéses

Dans tout ce chapitre nous supposerons que g, = V f(zr) # 0, Vk, et que les

deux hypotheses suivantes sont satisfaites :
Hypothése 1 :
a) [ est bornée inférieurement dans l’ensemble L={x € R™: f(x) < f(z1)}

b) f est différentiable dans un voisinage V de L et son gradient g est continument

lipschitzien, c’est-a-dire qu’il existe L > 0 tel que :
lg(z) —g(@)[| < Lllz = (@)|, pour tout z, T €V

Hypotheése 2 :
Uensemble L={x € R": f(x) < f(x1)} est borné.
Remarque 5.1 :

Si f satisfait o Hyothésel et Hypothése 2, alors il existe une constante positive
5 telle que :
lg(x)|| <7, pour tout = € L.
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1. Préliminaires, hypothéses et lemmes intermédiaires

1.2 Conditions de Wolfe

Rappelons maintenant les conditions de Wolfe faibles :

[z + Medi) < f(xr) + wiMedi gk,
df gry1 > wadl gy

Ou0<w; <wsy < 1.

Les conditions de Wolfe fortes :

[z + Medi) < f(xr) + wiAedi gk,
|dF grsr| < —wadf gy

Ol <w; <wy <1

Les conditions de Wolfe relaxées :

[z + Medi) < f(xn) + widedi g,
whdf gr < df gep1 < —whdf g

Oul <w <why<1etwy>D0.

1.3 Lemmes intermédiaires

Sous I’hypothesel sur f, nous avons le lemme suivant :

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Lemme 5.1 [7] Supposons que 1 soit un point initial pour lequel I’hypothésel

soit satisfaite. Considérons une méthode itérative du type (5.2) ot dy, est une direction

de descente et N\ vérifiant les conditions de Wolf faibles (5.10). Alors :

(97.dk)?

2
E>1 HdkH

Pour étudier notre probléme de convergence, nous avons besoin aussi des deux lemmes

suivants :

Lemme 5.2 [7] Supposons que {a;} et {b;} soient des suites & termes positifs.

71



2. Convergence de la méthode générale (5.2),(5.3) et (5.8)

St

et pour tout k > 1 on ait
by < ¢ +CQZG1’7
i=1

ol c; et co sont des constantes positives, alors on a

ag

k>1

Lemme 5.3 [7] Considérons la fonction d’une variable réelle suivante :

a + bt
ty=—, teR
p() C"—dt’ E J

avec a, b, ¢, d# 0 sont des nombres réels donnés. Si
bc — ad > 0,

. . —C —C 4. .
alors p(t) est strictement croissante pour t < — et t> —. Sinon si

d d

bc —ad < 0,

. L —c —c
p(t) est strictement décroissante pour t < — et t > —.

d d

2 Convergence de la méthode générale (5.2),(5.3)

et (5.8)

Dans ce chapitre, on considére la méthode définie par (5.2), (5.3) ou 3, est de la

forme (5.8), c’est-a-dire
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Nous donnerons un lemme utile pour la suite, puis nous présenterons deux résultats

de convergence qui exigent certaines conditions sur ¢, . Pour simplifier ’étude, notons

ek
t), = =l (5.13)
o
et
T
d
ry = — bk (5.14)
Pk

Pour passer a les principaux résultats de convergence, nous avons besoin aussi le

lemme suivant :

Lemme 5.4. Considérons une méthode définie par (5.2), (5.3) ou B, est de la
forme (5.8) et ty, définie par (5.13). Alors

2

T k
g; d; Z ||gi||
5 — 5 (5.15)
¢i i=1 ¢Z

ty = —2

1=

NN

pour tout k > 1.
Preuve :
Pour k =1 (5.15) est satisfaite puisque d; = ¢;.

Pour i > 2, de (5.3) on a

Rendant carré les deux cotés d’équation (5.16), nous obtenons
ldill* = = llgill” = 297 di + 57 | dr|* - (5.17)

Diviser (5.17) par ¢7 et appliquer (5.8) et (5.13) on aura

2 2 2
Idll® el gldi | 6F Ikl
2 - tl - 2 2 2 + 2 2

2
_ o o0 il
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2. Convergence de la méthode générale (5.2),(5.3) et (5.8)

Additionner cette expression sur 7, nous obtenons

] 2

~gld; - gl
=t =23 "5 =) To-
i=2 ¢@ i=2 ¢'

2
_ gl

D’autre part d; = —g; et t; = =——, la relation précitée est équivalent & (5.15).Donc

1
elle est satisfaite pour tout £ > 1. [J

2.1 Principaux résultats de convergence

Nous arrivons maintenant aux deux principaux résultats de convergence. Il s’agit
des théorémes 5.1 et 5.2.

Théoréme 5.1. Soit 1 un point de départ pour lequel I’hypothésel soit satisfaite.
Considérons une méthode définie par (5.2),(5.3) avec B, de la forme (5.8) et ry
définie par (5.14). Si pour tout k, dy est une direction de descente et le pas Ny, est
déterminé par la régle de Wolfe faible (5.10) et si

Zrﬁ = 00, (5.18)

k>1
alors, mous avons
klim inf || gx|| = 0. (5.19)
Preuve : D’apres (5.17)
Idill* > —[1g:]|* — 297 s, (5.20)
lg:|I”
multiplier le cotés adroite de I’équation (5.20) par on aura
lgil|*
9i
T 7\2
g; d;
—2g]'d; — ||gi|* < —<”91H3 : (5.21)

74



2. Convergence de la méthode générale (5.2),(5.3) et (5.8)

Divisons (5.21) par ¢; et appliquons (5.15) on aura

=Y (g??y (5.22)

27
= llgill” ¢;
de (5.14)
ko2
<y —i (5.23)
i=1 ngH
Supposons maintenant que
klim inf ||gx|| # 0. (5.24)

De (5.24), il existe une constante § > 0 telle que
lgrl|® > 6, pour tout k.

Dans ce cas, de (5.23), on obtient

De la relation précitée, (5.18) et lemme (5.2) on aura

(Q?di)Z — 50
DRSS ||d|| ¢ = G~ (5:28)

i>1 ’ i>1 i>1

En considérant (5.25) et (5.15) on obtient une contradiction.(voir chapitre 4). Donc
(5.19) est satisfaite.

Théoréme 5.2. Soit 1 un point de départ pour lequel I’hypothésel soit satisfaite.
Considérons une méthode définie par (5.2), (5.3) avec B, de la forme (5.8). Si pour
tout k, di est une direction de descente et le pas A\, est déterminé par la régle de
Wolfe faible (5.10), et si

3 Hg’“” — o0, (5.26)

k>1

[6)
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alors, nous avons
klim inf || gx|| = 0. (5.27)

Preuve : D’apreés (5.13)
tr > 0 pour tout k,

donc, de (5.15)

k T4, k i k T4, k i
_229%2 > ZngH <:>_429;)2 222||i52||
=1 ] ? i=1 )

i i=1 ¢ i i=1
k T k 2 k 2
3 9; di 3 sl 3 sl
<— 4 5 2 > ¢2 )
Pl perll =1 ¥i

de (5.21) on a

4§k:< _4291 gl gl
lgill* 07— ¢ = 4

=1 Z =1

alors, si (5.26) est satisfaite nous avons aussi

> (g’z—djy = 0. (5.28)

E>1 Hng Cbz
Puisque (5.22) est satisfaite, d’apres (5.28) et le lemme (5.2) on obtient
T \2 T )2
Z (9 dkg < Z (ngdk> s =

Donc la relation (5.15) est vérifiée et par conséquent (5.27) est satisfaite. Ce qui

achéve la démonstration. U
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2.2 Application aux méthodes de Dai-Yuan et Flecher-Reeves

Des théorémes (5.1), (5.2), nous avons fourni deux conditions suffisantes qui as-
surent la convergence globale de la méthode générale définie par (5.2), (5.3) avec [,
de la forme (5.8). Pour démontrer la convergence globale de telles méthodes nous
avons deux étapes & franchir.

Etapel : Prouver la descente de la direction dy

Etape2 : Montrer que 'une des deux conditions (5.18) ou (5.26) est vérifiée.

Application a la méthode de Dai-Yuan

Nous voyons que pour la formule de Dai-yuan définie par la formule

2
DY _ ||9k||
F d%llyk—f

la relation (5.18) a lieu, car dans ce cas on a

¢k; = _ngdkﬂ

et par conséquent

T’kzl.

Application a la méthode de Flecher-Reeves

Le cas de la méthode de Flecher-Reeves correspond a

2

rr_ Nkl
k. 29

[y

le cas de la méthode de Flecher-Reeves correspond a

2
O = llgell™
Si la fonction f vérifie 'Hypothese2, alors la relation (5.26) est vérifiée.
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3. Etude de la convergence d’une famille des méthodes du gradient conjugué

3 Etude de la convergence d’une famille des mé-

thodes du gradient conjugué

Dans cette section nous allons étudier la convergence d’une une famille de gra-
dients conjugués, formée & partir d’'une combinaison convexe de la méthode de
Flecher-Reeves et la méthode de Dai-yuan.

Considérons donc la famille des méthodes définie par (5.2), (5.3) avec ), de la

forme (5.8) et ¢, étant une combinaison convexe de 55 R et BkD Y Cest-a-dire
o = allgel® + (1 - a)(~gidr), a€l0,1]. (5.29)

D’apres cette expression de ¢,, nous voyons que la méthode de Flecher-Reeves cor-
respond & o = 1. La méthode de Dai-yuan correspond & o = 0. Le lemme suivant
nous donne d’autres expressions de (3, et de ¢, qui nous seront utiles par la suite

Lemme 5.5.

lgr)?
B = (5.30)
a e + (1 — @) (df_ yr-1)

oo llge]®+ (1 — a)(—gf_ydi—1)

O = llgll (5.31)
’“ g ]* + (1= )]y
Preuve : En effet, d’apres (5.3) on a
grdi = = llgrll* + Brgi dir, (5.32)

substituons (5.32) dans (5.29) on aura

o lgnl® + (1 — a)(~gf di) r
allgi-ill® + (1 = a)(—gi_ di-1)

grd = —llgnl?*+ k1

—a g lgll” — (1 — @) (=gi_ydi—1) lgwll” + [a [lgall” + (1 — a) (=g di)] g

o [lge-al” + (1 = a)(—gi_ di-1)

d’autre part

Yk—1 = Gk — Gk—1 <= Gk—1 = Gk — Yk—1,
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3. Etude de la convergence d’une famille des méthodes du gradient conjugué

donc, de (5.33)
gidi [ [lge—a]* + (1 = @) (= gk + yo—1)ds1]
= —allge1l* Nlgell® = (1 = ) (—gi_ydi-1) llgell® + [ llgull® + (1 — @) (—gi di)] g1 di-1,
de la relation précédente, on a

dde = — g gl = gbdin) + (1~ ) (Cgisdioy)
Ty -
allge-]® + (1 = a)(df_ y1)

gid [ llgeall® + 1 = di_ga] = = llgell” [allgell® = gt dim1) + (1 — @) (—gii_1dr—1]1:35)

(434)

alors, de (5.35) nous déduisons une forme équivalente de [,

g1
8, = . (5.36)
T allgea )P+ (1 - a)dE iy

Pour obtenir I'expression (5.31) de ¢y, substituons (5.34) dans (5.29), nous aurons

2 llge]® + (1 — a)(—gf_ydi—1)
a g + (1 — @)df_yr—

O = gkl O (5.37)

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats de convergences. Il s’agit de trois
résultats de convergence (Théoremes 5.3, 5.4 et 5.5) correspondant chacun & 'une
des trois recherches linéaires inexactes de Wolfe (Wolfe faible, Wolfe forte et Wolfe

relaxée).

3.1 Reésultat de convergence avec la recherche linéaire in-
exacte de Wolfe faible

Théoréme 5.3. Soit x1 un point de départ pour lequel I’hypothésel soit satisfaite.
Considérons une méthode définie par (5.2)-(5.3) avec B, et ¢, de la forme (5.8) et

(5.29) respectivement. Supposons que pour tout k, dj est une direction de descente
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3. Etude de la convergence d’une famille des méthodes du gradient conjugué

et que le pas A est déterminé par la régle de Wolfe faible (5.10). Alors

1

1—(,02

g (5.38)

P <

et
klim inf || gx|| = 0. (5.39)

Preuve : D’apreés la 2°™¢ condition de (5.10) nous avons

91:5+1dk > wagpdp =
ghdi—1 > wagl iy =
g,{dk,l - glzlldkfl 2 W29kaldk71 - 91371‘11671 —
A1 (k= gie1) > (w2 = Dgg_1dp <=
diypr > (1= wo)(=di_1gx1)- (5.40)

Donc, avec la relation (5.37), (5.38) est vrai. En effet, de (5.40)

T
(—df_1gx-1) < %
) , 2 [allgeal® + (= )y a] ol
[allgeall” + (1 = a)(=girdr)] llgr]” < (1= )
allgel* + (1 — o) (—gf ydk—1) loel? < lgell”
allgalP+ U= a)d s T (A=)
ce qui donne ,
gk
bp < 0 —w) (5.42)
D’apres 'hypothese 2 on a
lgell* <,
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de (5.42)
2
”‘Zf” > (1 —wy) <=
k
2
losl? (=) (1=
Pk [l |l v
Alors

lgel?” _
s ol o

2
k>1 k

Donc, (5.39) est satisfaite d’aprées le théoréme (5.2).

3.2 Reésultat de convergence avec la recherche linéaire in-

exacte de Wolfe relaxée

Dans cette partie on utilise la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée (5.6)

ol les scalaires w) et wo” sont soumises & certaines conditions. Contrairement a

la recherche linéaire inexacte de Wolfe faible, I'utilisation de la recherche linéaire

inexacte de Wolfe relaxée assure la descente de la fonction f & chaque itération.

Avant de donner le principal résultat de cette section, introduisons par souci de

simplicité les notations suivantes

—ard
7:k - : 2k7
[l
et .
lk; _ gk+1dk
9p d,

L’utilisation de (5.34) permet d’écrire

a+ (1 —a+alp_1)Tr
o+ (1 - Oé)(l - lk—l)fk—l )

Ty =

81
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Théoréme 5.4. Soit x1 un point de départ pour lequel I’hypothésel soit satisfaite.
Considérons une méthode du type (5.2), (5.3), (5.8) et (5.29) ot o € (0,1] et le pas
A\ est déterminé par la régle de Wolfe relaxée (5.12). Si

1

alors, nous avons pour tout k > 1,
7 > 0. (5.47)
D’autre part la méthode converge globalement, c’est-a-dire qu’ona
Jim inf g = 0.

Preuve : le coté droit de (5.45) est une fonction de «, l;_1, et 7;_1. Notons cela par

(e, lg—1,7TK_1). Tout d’abord montrons que
0 <7< (1—wh)™t, pour tout k > 1. (5.48)

La démonstration se fait par récurrence
1) pour k =1,
_ —gldy gl
1= 2 2
g™ Nl
alors (5.48) est satisfaite pour k = 1.

Y

2) Supposons que (5.48) est satisfaite pour k — 1 et démontrons qu’elle le sera
pour k.

D’aprés la 2¢™¢ relation de la condition de (5.12) on a
—why <y < wh
En utilisant lemme 5.3, nous obtenons

e < Yo, wh, Teo1) < Y(a,wh, (1 —wh) ™) = (1 —wh)™t
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3. Etude de la convergence d’une famille des méthodes du gradient conjugué

D’autre part, en prenant en considération le lemme 5.3 et la relation (5.46), nous
avons aussi
e > (e, =y, Tho1) > Y, —wj, (1 —wh)™h) >0,

Alors (5.48) est vraie pour tout k, donc il est vrai pour tout k£ > 1.Reste & montrer
que

klim inf || gx|| = 0.
En effet, en utilisant le théoréme 5.1 (voir la relation (5.18)), il suffit de montrer que

max {7x_1, 7k} > c1, pour tout k > 2, et pour ¢; > 0. (5.49)

En effet si
fk—l S 17

nous pouvons affirmer en prenant en considération le lemme 5.3
— i A
T > (o, —wsy, 1) = ca.
Puisque ¢; € (0,1), nous obtenons alors
max {7x_1, 7t} > ca, pour tout k > 2. (5.50)

Si on utilise la définition (5.14) de 7 et la relation (5.29), nous obtenons

Tk

= a+ (1 —a)r

La relation (5.50) et le lemme 5.3 impliquent que la relation (5.49) est satisfaite avec

cp =cy. U
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3.3 Résultat de convergence avec la recherche linéaire in-

exacte de Wolfe forte

Théoréme 5.5. Soit x1 un point de départ pour lequel I’Hypothésel soit satisfaite.
Considérons une méthode du type (5.2), (5.3), ou

5, = 7 |l gell”
k — 9
o llgrall* + (1 — a)di_y s

(5.51)

1
Ak est déterminé par la régle de Wolfe forte (5.11) avec wy < 5 Si pour tout A € [0, 1]

A (5.52)

alors la méthode produit une direction de descente a chaque itération et converge

globalement dans le sens (5.19), c’est adire
klim inf || gx|| = 0.

Preuve :

Notons | ||2 ( .
~ allgill” + (1 — a)(—g; dr)
By = 3 = : (5.53)
allgr-all” + (1 — @) (—=gi_1dk-1)

et
&L= =. (5.54)

Des calculs directs montrent que

_ o+ [Tklk—l + (1 - a)(l — lk—l)] Th_1
k= a+ (1 —a)(l —lg—1)Tr1 7 (5.55)

et
[+ (1 — a)Tp—1] Tk

o+ (1 - a)(l — lk—l + Tklk—l)fk—17

§p = (5.56)
ol 7 et I, sont définis respectivement par (5.43) et (5.44).
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Maintenant, la partie droite de (5.55) est une fonction de «, Ty, lx_1, €t T_1,

qu’on pourra noter

U(a, T,y l—1, Tr—1)-

Montrons d’abord que
0 <7 < (1—wo)™t, pour tout k > 1. (5.57)

La démonstration se fait par récurrence
1) pour k =1,
_ —gldy gl
= 2 = 2 =
lgll” Nanll
2) Supposons que (5.57) soit satisfaite pour k — 1 et démontrons qu’elle le sera pour
k.

D’aprés la 2°™¢ relation de la condition (5.12) on a
|lk,1| S wa. (558)

Cette relation et le lemme 5.3, nous donnent

_ _ wp — 1 _
< 1,0, _ li_ _
Ty > maX{¢<aa s Uk—1, Tk 1),@0(0&, 1 + (1 — 205)(4)2’ k—1,Tk 1)}
Wo — 1

< maX{w(Oz, 1, wa, Te—1), 9 a_w2>rk—1)}

wy — 1 1
— 1—
a, 1 I (1 — 20&)(&12’ w27< w2) )}

Y1y (1 —2a)wsy

< max{w(a,l,wg,(l—w)l)ﬂ?(
= (1_("-}2)_1’

1 A, .
ol we < — est aussi utilisé dans 1’égalité. D’autre part, nous pouvons prouver que

[\

Wo — 1
a?
1+ (1 —2a)ws

T < min {¢(a, 1, —wa, (1 —wy)™h), u( ,wa, (1 — w2)_1)} > 0.

Par conséquent (5.54) est vrai pour tout k.
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Maintenant prouvons que
& € [—1,1], pour tout k > 2. (5.59)
Notons par Dy, le dénominateur de £, dans (5.56). Des calculs directs donnent
(1—=&) D= (1—=7p)[a+ (1 —a)(l —lp-—1)Tr-1], (5.60)
et
(1—&)Dk=la+ (1 —a)(l 4+ lg1)fe-1] 7k + [a+ (1 —a)(1 — lg_1)7r-1], (5.61)

En appliquant maintenant (5.52), (5.57) et (5.58), nous pouvons montrer que Dy, > 0
et les termes a droite dans les relations (5.60) et (5.61) sont non-négatifs. Donc (5.59)
est satisfaite. En plus, de la méme facon que dans la preuve du théoréme 5.4, on peut
vérifier que (5.49) est aussi vraie pour ¢; > 0.

Finalement en prenant en considération les relations (5.49) et (5.60) et la discus-

sion qu’on a engagé dans la section précédente, on peut conclure qu’on a bien

klim inf [|gx]| = 0. O
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CHAPITRE 6

Nouvelle famille & deux parameétres des méthodes du

gradient conjugué

1 Introduction

Consider the unconstrained optimization problem
min f(z), «x€lR", (6.1)

where f is a smooth function and its gradient is available. Conjugate gradient me-
thods are a class of important methods for solving (6.1), especially for large scale

problems, which have the following form :
Tht1 = Tk + Oékdk, (62)

where z; is the current iterate, oy is a positive scalar and called the step length
which is determined by some line search, and dj, is the search direction generated by

the rule

— for k = 1;
dk _ 9k or ) (63)
— gk + Brdr—1 for k > 2,
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where g = V f(zy) is the gradient of f at 3 and [, is a scalar.

The strong Wolfe conditions, namely,

|\9(@ + i) die| < —ogp di, (6.5)

where 0 < § < 0 < 1, are often imposed on the line search (in this case, we call the
line search the strong Wolfe line search). The scalar (5, is chosen so that the method
(6.2), (6.3) reduces to the linear conjugate gradient method in the case when f is
convex quadratic and exact line search (g(zy + agdy)Tdy = 0) is used.

For general functions, however, different formula for scalar 3, result in distinct
nonlinear conjugate gradient methods, see [3,10, 11,12, 14, 16, 19, 20, 22]. Since Flet-
cher and Reeves (FR) introduced the linear conjugate gradient method in 1964, with

2
FR _ Al - (6.6)
g1l

where||.|| means the Euclidean norm.

For non-quadratic objective functions, the global convergence of (FR) method
was proved when the exact line search or strong Wolfe line search [2,4] was used.
However, if the condition (6.5) is satisfied for o < 1, the above method of (FR)
with the strong Wolfe line search can ensure a descent search direction and converge
globally provided only for the case when f is quadratic [5,4]. The conjugate descent
(CD) method of Fletcher [11], where

2
oD 19|
— , 6.7
k —d;f,lgkq ( )

ensures a descent direction for general functions if the line search satisfies the strong
Wolfe conditions (6.4) — (6.5) with ¢ < 1. But the global convergence of the method

is proved (see [6]) only for the case when the line search satisfies (6.4) and
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For any positive constant oy, an example is constructed in [6] showing that conjugate

descent method with «y, satisfying (6.4) and
Ulggdk S g(Q}k + Ckkdk)Tdk S —O'gg]{dk, (69)

need not converge.

Recently, Dai and Yuan [3] proposed a nonlinear conjugate gradient method,
which has the form (6.2) — (6.3) with

2
DY ||9k||
= 6.10
k d;{,lyk_l ( )

where y._1 = gr — gr_1. A remarkable property of the DY method is that it provides
a descent search direction at every iteration and converges globally provided that the

step size satisfies the Wolfe conditions, namely, (6.4) and
ogidy, < g(zy + apdy)’dy. (6.11)
By direct calculations, we can deduce an equivalent form for BkD Y namely
v __gide (6.12)

In [7], Dai and Yuan proposed a family of globally convergent conjugate methods, in

which ,
5 el
Mge-tl? + (1= N(dF_yx-1)

where A € [0,1] is a parameter, and proved that the family of methods using line

(6.13)

searches that satisfy (6.4) and (6.9) converges globally if the parameters oy, oy and
A are such that
o +oy <AL (6.14)

Observing that the formula (6.6), (6.7) and (6.10) share same numerators and three

denominators, we can use combinations of these numerators and denominators to
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obtain the following two-parameter family :

11—\ 2+ \(—gTd
62 _ ( k) ||gk2” + k( i k) — 7 (615)
(1= Xe = ) Nlgr—1ll” + Mk + 1) (— 981 di—1)

where A\, € [0,1] and g, € [0,1 — \;] are parameters.

We see that the above formula for 3} is special forms of

g =2 (6.16)
gbk*l
where ¢, satisfies that
dp = (1= i) lgwll® + Me(—gi di), (6.17)
and
Ge1 = (1= No— 1) llgema||* + O + 1) (g1 di—1). (6.18)

It is clear that the formula (6.15) is a generalization of the three previous methods.

The rest of this chapter is organized as follows. Some preliminaries are given
in the next section. Section 3 provides two convergence theorems for the general
method (6.2), (6.3) with 5} defined by (6.16). Section 4 includes the main convergence
properties of the two-parameter family of conjugate gradient methods with Wolfe
line search, and we study methods related to the new nonlinear conjugate gradient

method (6.15). The preliminary numerical results are contained in section 5.

2 Preliminaries

For convenience, we assume that g, # 0 for all k, for otherwise a stationary point

has been found. We give the following basic assumption on the objective function.

Assumption 6.1 (i) f is bounded below on the level set £ = {x € R™; f(x) < f(z1)};
(i) In some neighborhood N of £, f is differentiable and its gradient g is Lipschitz
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continuous, namely, there exists a constant L > 0 such that
lg(z) — g(@)[| < Lz — 2, for all z,% € N. (6.19)

Some of the results obtained in this paper depend also on the following assumption.
Assumption 6.2 The level set £ = {x € R"; f(z) < f(x1)} is bounded.

If f satisfies Assumption 6.1 and 6.2, there exists a positive constant v such that
lg(@)| <v,  forallz e £ (6.20)

The conclusion of the following lemma, often called the Zoutendijk condition, is used
to prove the global convergence of nonlinear conjugate gradient methods. It was

originally given in [23, 24].

Lemma 6.3 Suppose Assumption 6.1 holds. Let {x} be generated by (6.2) and
dy. satisfy gld, < 0. If ay is determined by the Wolfe line search (6.4),(6.11), then

we have
(97 di)?

2
E>1 HdkH

(6.21)

In the latter section, we need the following lemma, the first of which is derived from

[21], whereas the second is self-evident and will be used for many times.

Lemma 6.4 Suppose that {a;} and {b;} are positive number sequences. If

> a = o0, (6.22)

k>1
and there exist two constants c¢; and cs such that for all k > 1,
k
bk S C1+ Co Z a;, (623)
i=1

then we have that
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> s (6.24)

Lemma 6.5 Consider the following 1-dimensional function,

a+ bt
,O(t) = m, te Rl, (625)

where a, b, ¢, and d # 0 are given real numbers. If

bc — ad > 0, (6.26)
p(t) is strictly monotonically increasing for t < _FC and t > _70; .otherwise, if
bec — ad < 0, (6.27)

—c —c
p(t) is strictly monotonically decreasing for t < i and t > —.

d

3 Algorithm and convergence analysis

Now we can present a new descent conjugate gradient method, namely NFCG
method, as follows :

Algorithm 6.1

Step 0 : Given z; € R", set d; = —gy, k = 1. If g; = 0, then stop.

Step 1 : Find a «y > 0 satisfying the Wolfe conditions (6.4) and (6.11).

Step 2 : Let xx11 = xp + agdy, and gpr1 = g(xk11). If gri1 = 0, then stop.

Step 3 : Compute [}, by the formula (6.15) and generate dj;; by (6.3).

Step 4 : Set k:=k + 1, go to Step 1.

In order to establish the global convergence result for the Algorithm 6.1, we will
impose the following basic lemma.

For Simplicity, we define
gq d
k Uk

~ (6.28)

T =
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and )
d
ty = ”¢k2|| . (6.29)
k

Lemma 6.6 For the method (6.2), (6.3) with 3}, defined by (6.16),

2

k
-y Hi;” , (6.30)
i=1 (

k
=23 "
=1

)

<

holds for all k > 1.

Proof Since d; = —g¢1,.(6.30) holds for k& = 1. For ¢ > 2, it follows from (6.3)
that

Squaring both sides of the above equation, we get that
Idil|* = = llgill* — 297 d; + B;* ||dia]|® - (6.32)
Dividing (6.32) by ¢; and applying (6.16) and (6.29),

2 2
I e 1

t; + . (6.33)
¢iq? ¢ @
Using (6.18), (6.17) and since, d; = —g; we get that
ldull* _ llgal® _ Nlgall’
o 1= 5 - (634)
(N A ¢
Summing the above expression (6.33) over i, we obtain
~ iy Lol
tk—t1+22f—z 2 (6.35)
i=2 71 =2 Vi

2
Since d; = —¢; and t; = ”‘2” the above relation is equivalent to (6.30). So (6.30)

2 9
holds for £k > 1. O

1
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Theorem 6.1 Suppose that x, is a starting point for which Assumption 6.1 holds.
Consider the method (6.2), (6.3) and (6.16), if for all k, dy, satisfy gidy, <0 and ay
is determined by the Wolfe line search (6.4), (6.11), and if

> ri=o0, (6.36)

k>1
we have that
klim inf || gx|| = 0. (6.37)
Proof (6.3) can be re-written as
gl di+ |lgill* = Brgl dis. (6.38)

Squaring both sides of the above equation, we get that

(gTdi)Q

e (6.39)

—2g7d; — ||gi]|* <

dividing (6.39) by ¢ and applying (6.30)

k

2
rs
<Y —i (6.40)

i=1 ||gl||

We proceed by contradiction. Assume that
Jim_inf[|gil| # 0. (6.41)
Then there exists a positive constant + such that
lgell® > 7, for all . (6.42)

We can see from (6.40) that,
k
1
<52 (6.43)
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The above relation, (6.36) and lemma 6.4, yield
r?

tA
i>1 !

= OQ.

(6.44)

Thus, by the definition (6.1) and (6.29), we know that (6.44) contradicts (6.21). This

concludes the proof. [J

Theorem 6.2 Suppose that x, is a starting point for which Assumption 6.1 holds.
Consider the method (6.2), (6.3) and (6.16), if for all k, dy, satisfy gid <0 and ay

is determined by the Wolfe line search (6.4), (6.11), and if

v ol Hng

k>1

we have that

klim inf || gx|| = 0.

Proof Noting that

tr >0 for all k&,
we can get from (6.30)
|2

k
re < g
22

=1 i

|

k
2
i=1

Direct calculation show that,

k

ko o k
T ri il

1Y 22423—22—220'
i=1 ngH =1 ¢ ; ¢

Or equivalently,

42

g
||2‘ Z Z &7

| gi

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)
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Thus if (6.45) holds, we also have that

3 loed)® _ (6.51)

3 =
k>1 Hgk:H (/52

Because (6.40) still holds, it follows from (6.51), the definition of r and lemma 6.4,
that

3 lgdw)® (6.52)

2 2 =
i1 9kl lldi]
The above relation and lemma 6.3 clearly give (6.37). This completes our proof. [

Thus we have proved two convergence theorems for the general method (6.2),
(6.3) with 3} defined by (6.16).

It should also be noted that the sufficient descent condition, namely
ghdy < —cllgell?, (6.53)

where ¢ is a positive constant, is not invoked in theorems 6.1 and 6.2. The suffi-
cient descent condition (6.53) was often used or implied in the previous analysis of
conjugate gradient methods (see [1, 13]). This condition has been relaxed to the des-
cent condition (g} dy < 0) in the convergence analysis [3] of the FR method and the

convergence analysis [8] of any conjugate gradient method.

4 Global convergence

In this section, we establish some global convergence of the two-parameter family
of nonlinear conjugate gradient methods under certain line searches conditions and

the methods related to this family are discussed.

We consider the method (6.2), (6.3) with ¢, satisfying

dr = (1= M) [lgxl® + Me(—gi dy), (6.54)
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where Ay € [0,1]. (6.54) and (6.3) show that

gtdy = — ||gkl|* + Bigt dx—s
(1= ) lgell® + Me(—gldy)

T
gidp_1.  (6.55)
(1= e — 1) g l” + O + ) (g7 1)

2
= —llgxll” +

The above relation imply that

(1= N = 1) g || + s (=dE_ygrr) + MUl dier) — gF din

ggdk - = 2 T T ||ng2 N
(1 =X = ) g1l + pa(=di_ygx—1) + M (Y1 di—1)
(6.56)
Thus by (6.55), we deduce an equivalent form of g7,
B = oI . (6.57)
(1= A = ) gnall® + g (=dE_yg1) + Meyiydia)
Substituting (6.56) into (6.54), we obtain that
(1= X = ) llgeall” + Qe + ) (=i 1)
O = . S lgel®. (6.58)

(1= = ) Ngeoa |l + s (=dE_ 1 gr—1) + Me(yl 1 di—1)

By this relation, we can an important property of ¢, under Wolfe line searches
and hence obtain the global convergence of the two-parameter family of nonlinear

conjugate gradient methods (6.57) under some assumptions.

Theorem 6.3 Suppose that x1 is a starting point for which Assumption 6.1 and
6.2 hold. Consider the method (6.2), (6.3), (6.16) and (6.54), if g} di <0 for all k
and oy is computed by the Wolfe line search (6.4)-(6.11), then

% (1), (6.59)
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Further, the method converges in the sense that
kEnm inf ||gx|| = 0. (6.60)
Proof Since (6.11), we have that
g(xr + ardy) dy, > ogldy. (6.61)
By direct calculations show that
di_yk-1 > (1= 0)(=gj_1dr—1)- (6.62)

Dividing (6.58) by ||gx|* and applying (6.62) implies the truth of (6.59). Therefore,
by (6.20) and (6.62) that

slael? _ 663

2
k>1 k

Thus (6.37) follows from Theorem 6.2. [

In the following, we can show that, for any A\; € (0, 1], the method (6.2), (6.3),
(6.16) and (6.54) ensures the descent property of each search direction and converges
globally under line search condition (6.4) and (6.9) where the scalars o, and o4 satisfy

certain condition. For this purpose, we define

Tq
T = — ek (6.64)
[ gr|
and r g
k1%
I, = , 6.65
g dik ( )

it is obvious that dy is a descent direction if and only if 7, > 0. For The above
relation, (6.56) and (6.65), we can write

(L= An = ) + [pe + Anl(L = bim) + lioa] T

(T — X — pg) + [ + Me(1 — lp1)] Py (6.66)

T =
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Theorem 6.4 Suppose that x1 is a starting point for which Assumption 6.1 holds.
Consider the method (6.2),(6.3), (6.16) and (6.54), where A\, € [0,1), g € [0,1—Ag]
and «y, satisfies the line search conditions (6.4) and (6.9). If the scalars o1 and oy

in (6.9) is such that
1+ poq

o1 +09 < ,
PR EN

(6.67)

then we have for all k > 1
0<m<(l—o)) ™ (6.68)

Further, the method converges in the sense that (6.37) is true.

Proof The right hand side of (6.66) is a function of A\g, s, lx—1 and 7,_1, which is
denoted as h(Ag, fiy, lk—1, Tk—1). We prove (6.68) by induction. Noting that d; = —¢;
and hence 7, = 1, we see that (6.68) is true for k = 1. We now suppose that (6.68)
holds for k£ — 1, namely,

0< 71 <(1—0y) . (6.69)

It follows from (6.9)
—09 S lk—l S 1. (670)

Then by lemma 6.5, the fact that Ay € (0,1] and the fact that p;, > 0, we get that

P < h( Mk, gy 01, Ti1) < Wk, gy 01, (1 — o)1) (6.71)
01

1 -0+ po1
01

=1+

<1+

1 — 01
= (]_ —0'1)_1.

On the other hand, by lemma 6.5 and relation (6.67), we also have that
T > h( Ay i, —02, Tro1) > h( Ak, fig, —02, (1 — 1)) > 0. (6.72)
Thus (6.68) is true for k, by induction, (6.68) holds for k& > 1.
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To show the truth of (6.37), by theorem 6.1, it suffices to prove that
max {7x_1, 7} > C1, (6.73)
for all £ > 2 and some constant ¢; > 0. In fact, if
o1 <1, (6.74)
by lemma 6.5, the fact that A\, € (0,1] and the fact that u;, > 0, we can get that
e > h(g, fiy, —02,1) 2 ¢ (6.75)
Since ¢y € (0,1), we then obtain
max {7x_1, 7} > Co, (6.76)

for all k£ > 2. By the definition (6.28) of 7 and relation (6.54), we have that

Ty
(1—Xg) + \eTr

P = (6.77)
Which, with (6.76) and lemma (6.5), implies that (6.73) holds with ¢; = ¢o. This

completes our proof. [J

Thus we have some general convergence results are established for the two-
parameter family of nonlinear conjugate gradient methods (6.57). It is easy to see
from (6.57) that the two-parameter family of conjugate gradient methods includes
the three nonlinear conjugate gradient methods mentioned above. Letting A\, = 0 and
i, = 0, in theorem (6.55), we again obtain the convergence result of the FR method
in [4]. For the case when Ay, = 1 and g, = 0 the method is proved to generate a
descent search direction at every iteration and converge globally of the DY method
under the Wolfe line search conditions (6.4)-(6.11) (see [9]). If Ay = 0 and p,, = 1,
then the method ensures a descent direction for general functions and is proved to

global convergence under strong Wolfe line search (6.4), (6.5) of the method CD (see
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[6]) Further, if Ay = A and p;, = 0, then the family reduces to the one-parameter
family in [7]. Therefore the two-parameter family has the one-parameter family as
subfamily in [7] and converge globally provided that the line search satisfies the Wolfe

line search.

In addition, the methods related to the FR method and the DY method in [15, 3]
can also be regarded as special cases of the two-parameter family methods (6.57).
For example, to combine the nice global convergence properties of the FR method

and the good numerical performances of the PRP method, namely

T
prp _ Skl (6.78)
g1

Hu and Storey [15] extended the result in [1] to any method (6.2) and (6.3) with 5,
satisfying
B € [0,8:7]. (6.79)

Gilbert and Nocedal [13] further extended the result to the case that

Bre [ 807 (6.80)

Dai and Yuan [3] proved that the method (6.2) and (6.3) with [, satisfying
e e N (651
k l+o ks Mk | > .

where 3, stands for the formula (6.10), and with a; chosen by the Wolfe line search
give the convergence relation (6.37). If the line search conditions are (6.4) and (6.5)
with o < % For methods related to the method (6.57). We have the following result,
where s;, is given by

_ Bk
=5
where [}, stands for the formula (6.15). We prove that any method (6.20), (6.21) with

the strong Wolfe line search produces a descent search direction at every iteration
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and converges globally if the scalar (3, is such that
—c< s, <(1—0), (6.83)

where c=(1+4+0),/(1—0) > 0.
Theorem 6.5 Suppose that x1 is a starting point for which Assumption 6.1 holds.
Consider the method (6.2) and (6.3), where

7 Jlgi]l”
Br = : (6.84)
(1= X = ) g ll” + (=i gx1) + My dir)

1
and where ay, is computed by the strong Wolfe line search (6.4) and (6.9) with o < 3

For any A, € [0,1] and p;, € [0,1 — Ag|, if

14+ (2A -1 1 -1
o—1 l1—-0o
and [3,, is such that

sk € [—¢,(1—0)7], (6.86)

then if gr # 0 for all k > 1, we have that
0<m<(l—o)! for all k > 1. (6.87)

Further, the method converges in the sense that (6.37) is true.
Proof From relation (6.15), (6.84) and by direct calculations we can show that

(1= Mo — pg,) 4 [Tole—1 + gy + Me(1 = lm1)] Tra

(1 — e — pag) + [+ M1 = lomr)] Toa (6.88)

Ty, =

and _
[T — Xe — gy, + (g + Ae)Tr—1] T

(1= A = ) + [t + Ao = b + Toli—1)] Toa
where 7, and [, are defined by (6.64) and(6.65). Now the right hand side of (6.88) is a

function of Ay, p, Tk, lk—1 and Tx_1, which can be denoted as h(Ag, iy, Tk, lk—1, Tr—1)-

, (6.89)

Sk —
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We prove (6.87) by induction. Noting that d; = —g; and hence 7 = 1, we see

that (6.87) is true for £ = 1. We now suppose that (6.87) holds for k£ — 1,

0<71<(l—0o)™t

It follows from (6.5)

ll—1| < 0.

Then by lemma 6.5, and the fact that A\g, i, € [0, 1], we get that

namely,

(6.90)

(6.91)

7 < max {h()\k,uk, w Dot Pot)s B (e s mzt‘ik - 1>U,zk1,ff“)}
< max {h()\k,uk, 1+(1ui—;1)07 0, Th1)y M( Ak, L+ <2/\thk — 1)0, —U,Fk_l)}
< e {0 TV o 1 0y v TR DT 1y
=l+——=(1-0)"

where o < % is also used in the equality. For the opposite direction, we can prove

that

1+ (py — 1)o 2k 4 g

— 1o

1
fk 2 mln{h(/\k:a,uk? 7_07(1 _0)_1)7h()\knuka T (

1—0 oc—1

Thus (6.87) is true for k, by induction, (6.87) holds for k& > 1.

We now prove (6.37) by contradiction and assuming that
llg()|| = ~, for some v > 0 and all k£ > 1.
Since dy, + gr = Pidk—1, we have that

ldil* = B ldi—1 | — 2 di — llgill* -
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Dividing both sides of (6.93) by (ggdk)2 and using (6.64) and (6.82), we obtain

ldell® _ Balldeal® 2 1
2 2 _ 2 _ 2
(9x d) (gidr)”  Tellgel™ 73 llgxl

Bl 1 | L))
— > + 5 1—(1—— . 6.94
wiay? ar TR (694)

In addition, by the definition (6.64) of 7, the relation (6.3) and (6.82), we get

P llgell® = —gi di = |gill* — skBrgi di1,
the above relation and the definition (6.65) imply that

(1—7%)

2
. 6.95
lk_1(g;£,1dk_1) ||ng ( )

Skﬁz =

Relation (6.94) and (6.95), we obtain

dl” (L —m)? | dea]® 1 1
] = SQ - T’“)TH h 1H2 +—— [1 —(1— _—)2} . (6.96)
(gl dy) Tile-1(9j—1k—-1) 19| Tk
Denote 1_7
my = Py (6.97)
where [, # 0. Now we prove that
|mi| <1, for all & > 2. (6.98)

the right hand side of (6.97) is a function of [;_; and 7, which can be denoted as
h(lg—1,7x). We can get by (6.87), (6.91) and lemma 6.5 that

mi S max {h(O’, fk), h(—O’, fk)}
<max {h(o,(1—0)"),h(—0,(1-0)"H)} =1.
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Thus we have that

my, > min{h(—o,7), h(o, )}
> min {h(—0, (1 —0) "), h(o, (1 —0) )} =-1.

Therefore (6.98) holds for all k£ > 2.
By (6.98) and (6.96), we obtain

ldll* i 1

< . (6.99)
(gFdi)? ~ (gi1di—1)*  |lgi?

Because ||dy||> / (ngdl)2 =1,/ |lg1l?, (6.99) shows that

which implies that

Td 2
E (o kz = +o00. (6.100)
I

This contradicts the Zoutendijk condition (6.21). Therefore (6.37) holds. [

5 Numerical results

In this section, we will test the following four conjugate gradient algorithms :

PRP®Y : the PRP method with the strong Wolfe conditions, where § = 1072 and
oc=0,1.

PRP3" : the PRP method with nonnegative values of 3, = maz {0, 8, "} and
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the strong Wolfe conditions, where § = 1072 and o = 0, 1.

NFCG*W : Algorithm 6.1 with the Wolfe conditions (6.4) and (6.9), where the
scalars oy and o, satisfy the condition (6.67), in addition, § = 1072, 0, = 09 = 0 =
0,1, Ay =A=0,5and p;, = p=0,4.

NFCGY : Algorithm 6.1 with the standard Wolfe conditions, where § = 1072,
c=0,1, \p =A=0,5and py,, = pu=0,5.

In this paper, all codes were written in Matlab and run on PC with 3.0 GHz
CPU processor and 1GB RAM memory and Linux operation system. During our
experiments, the strategy for the initial step length is to assume that the first-order
change in the function at iterate x; will be the same as that obtained at the previous

step [15]. In other words, we choose the initial guess aq satisfying :

Uy

= o VE > 1
O = A1 U, )
1
where U, = V fl'd;, when k = 1, we choose oy = m In the case when an
T
uphill search direction does occur, we restart the algorithm by setting d, = —gy,

but this case never occurs for NFCG*" and NFCG". We stop the iteration if the
inequality ||g(z)|| < 1079 is satisfied. The iteration is also stopped if the number of
iteration exceeds 10000, but we find that this never occurs for our tested problems.
The test problems we used are described in Moré et al [17]. Each problem was tested
with various values of n changing from n = 100 to n = 1000.

Tables 5.1 list numerical results. The meaning of each column is as follows :

“N” the number of the test problem.

“Problem” the name of the test problem.

“n” the dimension of the test problem.

“NI” the number of iterations.

“NF” the total number of function evaluations.

“NG” the total number of gradient evaluations.

“CPUtime(s)” the total CPU time in seconds which should be taken to
compute all of these problems.

Table 5.1
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Test results on PRP*" / PRP*Y / NFCG*Y / NFCG" methods

Problem n PRPSW PRPSW NFCGSW NFCGY
NI/NF/NG NI/NF/NG NI/NF/NG | NI/NF/NG
Extended Rosenbrock 500 23/116/6 34/154/102 26/98/61 33/112/77
1000 18/79/31 19/97/27 46/191/115 | 38/130/75
Extended Powell singular | 500 | 312/568,/464 75/177/140 | 85/198/163 | 80/179/136
1000 | 156/324/251 48/113/102 91/229/188 | 87/208/161
Penalty 1 500 | 29/146/103 60/208/140 | 68/270/177 | 92/263/183
1000 | 30/147/113 72/275/167 | 35/146/111 | 74/224/148
Penalty 2 950 | 855/2034/1769 | 873/1747/1217 | 118/287/156 | 147/325/241
100 80/214/163 89/251/190 112/313/237 | 106/287/166
Variably dimensioned 100 18/62/51 18/62/51 18/62/51 18/62/51
200 19/68/56 19/68/56 19/68/56 | 19/68/56
Trigonometric 100 | 49/138/101 46/129/100 | 52/146/102 | 52/106/67
200 | 46/130/99 48/140/1107 | 52/156/111 | 59/130,/72
Discrete boundary value | 500 | 1246/2021/2014 | 1246/2021/2014 | 130/254/231 | 115/182/152
1000 | 121/173/171 | 121/173/171 | 24/44/42 | 21/34/28
Discrete integral equation | 500 3/11/4 3/11/4 3/11/4 3/11/4
1000 3/11/4 3/11/4 3/11/4 3/11/4
CPU time(s) 1.3087e+2 1.3504e+2 1.1321e+2 1.1041e+2

We can see from the above table that, the average performances of the NFCG*W is
better than that of the PRP method. Also see that, the NFCG" outperforms other

three algorithms for solving these problems, especially for problems 6, 7 and 8. Table

5.1, shows the performance of these methods relative to CPU time. To solve all the
16 problems, the CPU time (in seconds) required by the PRPS", PRPSW NFCGSW
and NFCGY are 130.87, 135.04, 113.21 and 110.41 respectively. These preliminary

results obtained are encouraging.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons proposé une famille & deux parameétres des méthodes
du gradient conjugué non linéaire et étudié la convergence globale de cette méthode.
Cette famille comprend non seulement les trois méthodes du gradient conjugué déja
connues, mais aussi une autre famille des méthodes du gradient conjugué comme sous-
famille. Tout d’abord, nous pouvons voir que la propriété de descente de la direction
joue un role important a établir des résultats généraux de convergence de cette
méthode avec la recherche linéaire de Wolfe faible (6.4) et (6.11 ), méme en ’absence
de la condition de descente suffisante (6.53), a savoir, les théorémes 6.1, 6.2 et 6.3.
Ensuite, d’apreés le théoréme 6.4, nous avons prouvé que la famille & deux parameétres
peut assurer une direction de descente a chaque itération et converge globalement
sous condition de la recherche linéaire (6.4) et (6.9) ou les scalaires o7 and o4 satisfont
a la condition (6.67). D’apres le théoréme 6.5, nous avons étudié les méthodes lices a
la méthode (6.57). Notons que la taille de 5, dépend du valeur s; puisque 3, = s},
(méthode hybride). Si 7, et 5 appartiennent a un certain intervalle, a savoir, (6.85) et
(6.86 ), respectivement , les méthodes correspondantes sont indiquées pour produire
une direction de descente a chaque itération et assurer la convergence globale avec
la recherche linéaire de Wolfe forte (6.4) et (6.9) ou le scalaire o < % De plus,
nos résultats numériques montrent que cette nouvelle méthode du gradient conjugué
non linéaire, & savoir, la méthode NFCG" non seulement converge globalement,
mais aussi plus performante que la méthode de Polak-Ribiére-Polyak (PRP). Les
résultats, nous ’espérons, peuvent stimuler une étude plus approfondie sur la théorie
spécialement sur les méthodes du gradient conjugué avec la recherche linéaire de
Wolfe. En ce qui concerne les recherches futures, nous devons étudier la performance
pratique de la nouvelle méthode. En perspectives, nous présentons plusieurs projets
se situant directement dans la continuité des études effectuées dans le cadre de cette

these. Voici quelques perspectives.

1- Dans tous les théorémes dans le dernier chapitre, la convergence globale
lim inf [|gx|| = 0,
k—o0
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a été obtenue avec

A e (0,1].

Peut-on généraliser ces résultats pour
A<0 ou A>1.

2- Peut-on définir et unifier plus de trois méthodes dans une méme classe et étudier
par la suite leurs propriétés ensemble comme il a été fait avec la famille & deux
parameétres des méthodes du gradient conjugué non linéaire ?

3- Peut-on obtenu les mémes résultats si on applique une autre recherche linéaire 7
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