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Résumé

On propose dans ce mémoire une modification de la méthode du gra-
dient conjugué version Dai-Yuan. Cette modification a été étudiée en 2008
par Niculai Andrei. Dans ce travail 'auteur réussit a prouver que la nou-
velle méthode génere des directions de descente suffisante et que ’algorithme
converge globalement.

Mots clés : Gradient conjugué, Recherche linéaire inexacte de Wolfe, des-
cente suffisante , Méthode de Dai-Yuan, Méthode de Niculai Andrei, Conver-
gence globale.



Abstract

A modification of the Dai-Yuan conjugate gradient algorithm is propo-
sed. For inexact line search the algorithm satifies both sufficient descent and
conjugacy conditions. A global convergence result is proved when the wolfe
line search conditions are used.

Key words : Dai-Yuan conjugate gradient algorithm. Niculai Andrei
conjugate gradient algorithm. Wolfe line search. Global convergence.



INTRODUCTION

Soit  f : R® — R. On cherche a résoudre le probleme de minimisation
sans contraintes suivant :

(P): min{f (x):x € R"} (0.1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problemes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problemes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28,
1952]), pour la minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire.
Ceci a été réalisé pour la premiere fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([19,
1964]) (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiere ([38,
1969]) et Ployak ([39, 1969]) (méthode de Polak-Ribiére-Ployak). Une autre
variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([17, 1987]) (Méthode de la des-
cente conjuguée).

Les méthodes du gradient conjugué engendrent une suite d’itérés {xy},
comme suit :

Tpt1 = T + Oékdk (02)
Ou ay, est le pas optimal déterminé par une recherche linéaire inexacte de

Wolfe faible, c’est a dire que les pas «y, vériient les deux conditions suivantes :

flan+onde) < flag) + dandy grdy g >
Udggk

avec
0<do<o<l1
Ces méthodes considerent d comme suit :
-1 sik=1
i = i 0.4
* {—9k+5kdk_1 sik>2 (0.4)

Ou gr = Vf(zg) et Bi est le paramétre qui caractérise les différentes
versions des méthodes du gradient conjugué.
Si on note yr = gr+1 — gk, ON obtient les variantes suivantes :
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T
PRP _ kY% dient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (0.5)

ko= 2
gkl

FR ”ng2 . . P

= H H2 Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (0.6)
Jk—1

CD HQkH2

L Gradient conjugué variante descente conjugué (0.7)
—Ap_19k-1

DY Hng2

R T Gradient conjugué variante de Dai- Yuan (0.8)
k—1Yk—1

On étudie dans ce mémoire le probleme de la convergence globale de la
méthode du gradient conjugué i.e. étudier la limite inf suivante

lim inf ||gx|| = 0 (0.9)
k—ro0
dans le cas d'une recherche linéaire inexacte de Wolfe et 3, = BPY ou

Be = B¢, avec BPY (coéfficient de Dai-Yuan) défini par la relation (0.7)
et B¢ (Coéfficient de Niculai Andrei), qu'on définira par la suite. Le méme
probleme a été étudié par Al Baali ([Al Baali]) qui a démontré la relation
(1.9), dans le cas d’une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, c’est a dire
que les pas «4 vérifient les deux conditions suivantes :

flag+owdy) < fy) + dagdy gi
<

| g1 | —ody gi

avec 0<d<o<l.

D’autres auteurs ont démontré qu’on ne peut pas obtenir la relation (0.9),
avec des recherches linéaires inexactes de Wolfe faibles (voir [Y.H. Dai et Y.
Yuan : Convergence properties of the Fletcher Reeves method, 1996 |). Le
probleme majeur rencontré par 'utilisation des recherches linéaires inexactes
de Wolfe faibles est le fait que les directions qu’elles engendrent ne sont pas
des directions de descente. Dai et Yuan ([Dai-Yuan 1999]) ont modifié les
coéfficients 5{ %, de sorte que les nouvelles directions obtenues avec des re-
cherches linéaires inexactes de Wolfe faibles, soient des directions de descente.
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On obtient ainsi une nouvelle famille de gradients conjuguées pour laquelle
la relation (0.9) est vraie avec des recherches linéaires inexactes de Wolfe
faibles.

La propriété fondamentale de cette méthode est qu’elle génere des di-
rections de descente en utilisant seulement la recherche de wolfe alors que
les autres méthodes du gradient conjugué classiques (Fletcher Reeves et
d’autres) utilisent la recherche de wolfe forte.

Les directions générées par la méthode du gradient conjugué version Dai-
Yuan sont des directions de descente mais ne sont pas des directions de
descente suffisante, c’est a dire qu’elles ne vérifient pas la relation suivante :

g,?dk < —c ||gk||2, Vk, ¢>0 (0.13)

En 2008, Neculai Andrei ([A Dai-Yuan conjugate...]) proposa une modifi-
cation de la méthode de Dai-Yuan et démontre que les directions engendrées
sont, des directions de descente suffisante.

Niculai Andrei ([A Dai-Yuan conjugate...]) proposa la suite {dj }, . comme
suit : dy = —go et

dk-i—l = _9k+1-gk+1 + 51351:, k= 07 17 2a (014)
avec .
Jk1+19k+1
O = A2 (0.15)
- y[{-gk—l—l
et
1 el "
a_ By Lan il 0.16
B Tor (9k+1 k Tor Sk | ks (0.16)
et T
5y = STkl (0.17)
gk+1gk+1

La suprémacie de la méthode de Niculai Andrei est qu’elle assure que les
directions dj, sont des directions de descente suffisante, alors que les directions
engendrées par Dai et Yuan sont des directions de descente seulement. Les
tests numériques ont prouvé que la méthode de Niculai Andrei est plus per-
formante que celle de Dai et Yuan. La méthode de Niculai Andrei converge
globlement avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Le mémoire comporte cing chapitres :



On introduit dans le premier chapitre les notions préliminaires d’optimi-
sation sans contraintes.

Le chapitre deux est consacré aux méthodes a direction de descente et les
recherches linéaire, on insiste surtout sur les recherches linéaires inexactes
dites d’Armijo, Goldstein & Price et de Wolfe.

Le troisieme chapitre traite de facon générale les méthodes du gradient
conjugué.

Dans le chapitre quatre on étudie la méthode du gradient conjugué ver-
sion Dai-Yuan. On montre la descente des directions dj, avec des recherches
linéaires inexactes de Wolfe faibles.

Le chapitred est consacré a I’'étude la méthode du gradient conjugué ver-
sion Niculai Andrei qui est une modification de la méthode du gradient
conjugué version Dai-Yuan. Cette modification assure la descente suffisante
(notion plus foret que la simple descente) des directions dj,.

On trouve a la fin du mémoire des tests numériques, une conclusion et
des problemes ouverts.
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Chapitre 1

Quelques généralités sur les

problemes d’optimisation sans

contraintes

Dans cette partie, nous donnons quelques généralités sur les problemes

de minimisations sans contraintes.

1.1 Définitions

Définition 1.1
- On note par

1) = G0 = (e g ) @

O dx,’ " du,,

le gradient de f au point x = (x1, .., x,).
- On appelle Hessien de f la matrice symétrique de d’ordre n x n
0% f
8@0%

H(z) = V(V")(x) = V3 (x) = (

Définition 1.2
e La matrice H est dite semi-définie positive si

VeeR":2"Hz >0

1

) (), i=1,..,n, j=1,.

N

(1.2)



CHAPITRE 1. QUELQUES GENERALITES SUR LES PROBLEMES
D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

e H est dite définie positive si

Ve €eR", 2#0: 2" Hx >0 (1.4)

Définitions 1.3
Soit f : R™ — R on appelle probleme de minimisation sans contraintes
le probleme (P) suivant :

) {mins @

z€eR™

e On dit que 7 est un minimum local du probleme (P) si et seulement si :

AV.(7) tel que f(Z) < f(z),Vox € V.(T) et e >0 (1.5)

e On dit que Z est un minimum global du probleme (P) si et seulement
sl :

f@) < flz),Ye e R (1.6)

e On dit que T est un minimum local strict du probleme (P) si et seule-
ment si :

V.(Z) tel que f(Z) < f(x),Vx e Vo(Z)et v # T (1.7)

La figure (1.1) illustre, sur une fonction a une seule variable, les no-
tions d’optimum global et d’optimum localftbpFU4.7046in2.6636in0ptPoint
stationnaire, optimum local, optimum globalFigure



1.2. DIRECTION DE DESCENTE

1.2 Direction de descente

Définition 1.4
Soit f:R*™ =R, ¥ € R"™ ,dun vecteur non nul de R" est dit direction
de descente au point T si et seulement s’il existe un réel 6 > 0 tel que
VA €]0,0[on a:
f@+ M) < f(x) (1.8)

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction
de descente

Théoreme 1.1

Soit [ : R" — R, différentiable au point T € R" et de R"
telle que :

V(@) d <0 (1.9)

Alors d est une direction de descente en .

1.3 Conditions d’optimalité des problemes d’op-

timisation sans contraintes

1.3.1 Condition nécessaire d’optimalité d’ordre 1

Théoréme 1.2. Soit f: R" — R différentiable en © € R", si T est
un minimum local de f alors

V@) =0

Démonstration. [3,1966]
Supposons le contraire V f(Z) # 0. Si on pose d = —V f(Z), on obtient :

V(@) d== Vi@ <0
Et d’apres le théoreme (1.1), 36 > 0 tel que :
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CHAPITRE 1. QUELQUES GENERALITES SUR LES PROBLEMES
D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

F(@+ M) < £(7) VA €10, 6]

Mais ceci est contradictoire avec le fait que Z soit un minimum local
D'on Vf(z)=0.0

1.3.2 Condition nécessaire d’optimalité d’ordre 2

Théoreme 1.3. Soit f : R® — R deux fois différentiable au point
T e R" si T est un minimum local de [ alors, Vf(Z) = 0 et
H(Z) est semi-définie positive.

Démonstration. [4,1993]

La premiere proposition est déja montrer, pour la deuxieme proposition
on a :

Comme | est deux fois différentiable en Z alors

FGE+A) = FE) + AV FE).d+ %)\QdTH(EE)d + A2 || o, Ad)

Ou «o(z,A\d) — 0— pour X—0

Ceci implique :

f@+ Ad;Q— 1@ _ %aTH@)dHIdH?a@M) A0

Comme T est un minimum local alors
f(@+ Ad) > f(x) pour A suffisamment petit
D’ou
1 ~ .
§dtH(§)d + ||d|I* a(Z, Ad) > 0 pour X petit
En passant a la limite quand A — 0, on obtient que
d'H(z)d > 0

D’ou H(Z) est semi définie positive.l]

4



1.3. CONDITIONS D’OPTIMALITE DES PROBLEMES
D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.3.3 Condition suffisante d’optimalité

¢ Cas ou f est non convexe
Théoreme 1.4. Soit f : R* — R deux fois différentiable au point
re R".SiVfx) =0 e H(T) est définie positive, alors T est un

mainimum local strict de f
Démonstration. [4,1993]
f est deux fois différentiable en Z, alors Vo € R™, on obtient :

fl@) = f@+ V@) (x-7)+ %(ﬂf ~2)TH@)(z —7) + |z — 7|° a(@, 2 ~ 7)

Ou a(z,z—%) — 0 pourz —7=

Supposons que T n’est pas un minimum local strict.
Donc il existe une suite {z}, .y convergente vers Z telle que

flae) < f(2), 2 #7 VK

@:=) " donc ||di|| =1 ceci implique :

Posons dk = W,

M = 1al’,;H(5E)alk +a(Z,z, — ) <0 vk (*)
[l = 2| 2

et comme ||di|| = 1 ,Vk alors 3{dp},cn,cn telle que dp — d pour
k — oo et k € Ny donc on a [|d|| = 1 .Considérons donc {dy},y,et le fait
a(Z,x —T) = 0 pour k - oo et k € Ny

Alors (*) donne d'H(Z)d < 0, ce qui contredit le fait que H(Z) est définie
positive car ||d|| =1 (d # 0)

Donc Z est un minimum local strict.[]

¢ Cas ou f est convexe

Définition 1.5

Soit f: R — R

a) f est dite convexe dans R" si : Vq, zo € R™ et pour tout t € [0, 1]

o+ (1 =t)zg) < tf(zy) + (1 —1)f(22)

bt



CHAPITRE 1. QUELQUES GENERALITES SUR LES PROBLEMES
D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

b) si 'inégalité précédente est stricte pour tout points x; et xo distincts
et Vt € ]0, 1] alors f est dite strictement convexe.

Remarque 1.1

Si f est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De plus si f
est strictement convexe, alors tout minimum local devient minimum global
unique.

Théoreme 1.5. Soit f : R" — R convexe et différentiable au point
T eR™ si Vf(Z) =0 alors, T est un minimum global de f.

Démonstration.

f étant convexe on a :

flte + (1 =)7) <tf(x) + (1 -1)f(T)
Ceci implique

fle+7—1t2) <tf(x)+(1—1)f(2)

fE+ iz —1) <tf(e)+ (1 - 1) f(Z)

Ou encore :

f@+t(z —7)) <tf(x) + f(T) - 1f(T)

f@+ e —7)) < f(7) +1(f(z) - f(Z))

J@+i(e = 7)) = f(@) <U(f(x) = [(2))

Divisons par ¢ on obtient :

f(?f+t(x—t?f)) — 1@ @) - f3)

Et comme f est différentiable au point © on a :

f@+td) = f(@)+tVTf(@)d+t ||d]| a(Z,td)  avec a(T,td) — 0 quandt — 0

Donc on obtient :



1.3. CONDITIONS D’OPTIMALITE DES PROBLEMES
D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

f@+td) - ()
t
Si on pose d = x — T on obtient :

= VT §(#)d

V@)@ —2) < fz) - f(2)

Et comme Vf(Z)=0onadonc0< f(z)— f(Z) = f(z) < f(Z)
D’ou Z est minimum global. [



Chapitre 2

Méthodes a directions de
descente et Recherches linéaires

2.1 Principe général des méthodes a direc-
tion de descente

Considérons le probleme d’optimisation sans contrainte
p .
) {mins @

Ou f:R"™ — R est supposée réguliere
Le principe d’une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes :

Tyl = Tg + Aed ou A, >0 (21)

Tout en assurant la propriété f(zg1) < f(xg)
Le vecteur dj, est la direction de descente en zy , le scalaire Ay est appelé
le pas de la méthode a l'itération k.

2.1.1 Direction de descente

Définition 2.1
Soit f:R*™ =R, € R"™ ,dun vecteur non nul de R" est dit
direction de descente au point T si et seulement s’il existe un réel § > 0
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2.1. PRINCIPE GENERAL DES METHODES A DIRECTION DE
DESCENTE

tel que VA € ]0,6[ on a :
f(@+ M) < f(T) (2.2)

Théoreme 2.1
Soit f:R™ — R, différentiable au point T € R™ et d € R" telle que :

VIfE)d<0 (2.3)

Alors d est une direction de descente en .
Démonstration. [1,1985]
Comme f est différentiable en  alors

f@+M) = f(@)+ AV f(@).d +\ ||d|| (T, Ad) Ot (T, Ad) — 0 pour A — 0
Ceci implique :

fE+Ad) — [(7)
A
Et comme VTf(Z)d <0et a@ ) — 0pour A — 0,35 >0

tel que
Body Math

= VIf@).d +|d| a@ M) ,\#0

Vif@).d <0 YA €10, 6]

Et par conséquent on obtient :

F(@+Ad) < f(2) VA €10, 0]

Donc d est une direction de descente. [J

Remarque 2.1

d fait avec I'opposé du gradient —V f(z) un angle 6 strictement plus petit
que 90° :

VT f(z)d T
T < %3

L’ensemble des directions de descente de f en x

0 := arccos

{deR": V" f(z).d <0}
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CHAPITRE 2. METHODES A DIRECTIONS DE DESCENTE ET

RECHERCHES LINEAIRES

forme un demi-espace ouvert de R” (illustration a la figure 2.1)

ftbpFU4.9009in2.041in0ptDemi-espace (translaté) des directions de
descente d de f en xFigure

De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour faire
décroitre f il suffit de faire un déplacement le long de d.

2.1.2 Description des méthodes de descente

Les méthodes a direction de descente utilisent I'idée suivante pour mini-
miser une fonction.

Elles construisent la suite des itérés {xy} k>1 » approchant une solution xy
de (P) par la récurrence :

Tpy1 = Tk + \edy pour k >1

ou A, est appelé le pas et dj, la direction de descente de f en xy.

Pour définir une méthode a direction de descente il faut donc spécifier
deux choses :

* dire comment la direction d;, est calculée, la maniere de procéder donne
le nom a l'algorithme.

* dire comment on détermine le pas Ag, c’est ce que l'on appelle “ la
recherche linéaire ”

D’écrivons cette classe d’algorithme de maniere précise.
[Algorithme 2.1 (méthode a direction de descente-une itération)|

Etape O : initialisation
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré

r, € R”
Etape 1 :
Teste d’arrét : si |V f(xy)| = 0, arrét de 'algorithme .
Etape 2 :
choix d’une direction de descente d;, € R"
Etape 3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas A; > 0 le long de dj, de
maniere a “ faire décroitre f suffisamment ”
Etape 4 :
Si la recherche linéaire réussit : xy1 = o + Apdi
Remplacer k par k£ + 1 et aller a I'étape 1 O
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2.1. PRINCIPE GENERAL DES METHODES A DIRECTION DE
DESCENTE

fthpFU5.1214in2.7121in0ptMéthode a directions de descenteFigure

2.1.3 Exemples des méthodes a directions de descente

Supposons que dj soit une direction de descente au point x; . Ceci nous
permet de considérer le point x, 1, successeur de x de la maniere suivante :
Tp+1 = Tk + Medi, A € ]0, +5[ . (24)

Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

[ (@ri1) = f (x4 Ardi) < f (2) (2.5)
Un bon choix de dj et de \p permet ainsi de construire une multitude
d’algorithme d’optimisation
Exemples de chois de directions de descente
par exemple si on choisit dy = =V f(z) et si V f(x;) # 0, on obtient la
méthode du gradient.
Bien sur dy = —V f(2y) est une direction de descente puisque

VT f(an).de = =V f(2r)V f(zr) = — |V ()] <0

La méthode de Newton correspond & dj, = — (H (z3)) " .V f(x).
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CHAPITRE 2. METHODES A DIRECTIONS DE DESCENTE ET

RECHERCHES LINEAIRES

dy, direction de descente si la matrice hessienne H (xy) est définie positive

Exemples de chois de pas \;
On choisit en général \; de fagon optimale, c’est-a-dire que A\ doit vérifier

f(xk + )\kdk) < f(l‘k —|—/\dk> Ve [0,+OO[.

En d’autres termes on est ramené a étudier a chaque itération un probleme
de minimisation d'une variable réelle .C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

2.2 Recherche linéaire

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas A le long d'une
direction de descente d, autrement dit résoudre le probleme unidimension-
nel :

min f(zg + Adg), A €Ry (2.6)

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait
que dans les applications on rencontre, naturellement, des problemes unidi-
mensionnels, mais plutot du fait que la recherche linéaire est un composant
fondamental de toutes les méthodes traditionnelles d’optimisation multidi-
mensionnelle.

2.2.1 Objectifs a atteindre

Il s’agit de réaliser deux objectifs

Le premier objectif

Consiste a faire décroitre f suffisamment. Cela se traduit le plus souvent
par la réalisation d’une inégalité de la forme

fxp + Aedy) < f(zg) + 7un terme négatif ” (2.7)

Le terme négatif, disons v, joue un role-clé dans la convergence de 1'al-
gorithme utilisant cette recherche linéaire.

L’argument est le suivant.

Si f(xy) est minorée (il existe une constante ¢ telle que f(zx) > ¢ V k)

alors ce terme négatif tend nécessairement vers zéro ( v, — 0) Clest
souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que ’'on parvient
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a montrer que le gradient lui-méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif
devra prendre une forme bien particuliere si on veut pouvoir en tirer de
I'information.

En particulier, il ne suffit pas d’imposer f(xy + A\edi) < f(z).

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas Ay > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.7) et en
générale satisfaite par des pas Ay > 0 arbitrairement petit.

”»

Or ceci peut entrainer une ” fausse convergence ”, c¢’est-a-dire la conver-

gence des itérés vers un point non stationnaire.

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a I'optimisa-
tion unidimensionnelle :

2.2.2 Recherche linéaire exacte

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a mini-
miser le critere le long de d; et donc de déterminer le pas A;, comme solution
du probleme

{min (), A>0 (2.8)

C’est ce que I'on appelle la regle de Cauchy et le pas déterminé par cette
regle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal

(voir figure 2.3). Dans certains cas, on préférera le plus petit point sta-
tionnaire de ¢, qui fait décroitre cette fonction :

Ae =inf {A>0: ¢, (N\) < ¢ (0)}. (2.9)

On parle alors de regle de Curry et le pas déterminé par cette regle est
appelé pas de Curry (voir figure 2.3). De maniére un peu imprécise, ces deux
regles sont parfois qualifiées de recherche linéaire exacte.

ftbpFU4.0075in1.9649in0ptRegles de Cauchy et de CurryFigure
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Remarque 2.2. Ces deux regles ne sont utilisées que dans des cas par-
ticuliers, par exemple lorsque ¢ est quadratique.

Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique la
solution de la recherche linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un nombre
fini d’itérations.

Les inconvénients des recherches linéaires exactes Pour une fonction
non linéaire arbitraire,

- il peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,

- la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de
calcul et ne peut de toute facons pas étre faite avec une précision infinie,

- l'efficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par
une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdu a déterminer un tel pas,

- les résultats de convergence autorisent d’autres types de regles (recherche
linéaire inexacte), moins gourmandes en temps de calcul.

2.2.3 Recherche linéaire inexacte

On considere la situation qui est typique pour I’application de la technique
de recherche linéaire a l'intérieur de la méthode principale multidimension-
nelle .

sur une itération k de la derniere méthode nous avons l'itération courante
x, € R™ et la direction de la recherche d € R™ qui est direction de descente
pour notre objectif f:R™ — R ou

VIf(x).d <0

Le but est de réduire <de fagon importantes la valeur de l'objectif par
un pas rp — Trpi1 = T + A\pdy de xp dans la direction dj

pour cela de nombreux mathématiciens ( Armijo , Goldstein ,Wolfe , Al-
baali, Lamaréchal, Fletcher,...) on élaboré plusieurs régles.

L’objectif de cette section consiste a présenter les principaux testes.

2.2.4 La regle d’Armijo [1966]
Soit f:R" R, x€R"deR" tel que V7 f(Z).d <0

14
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la condition d’Armijo exige a ce que f décroisse de fagon suffisante au
point xj + Apdy
Cette condition est décrite par I'inégalité suivante dite condition d’Armijo

Définissons la fonction ¢ : Ry — R avec or(N) = f(ap + Adg) A\ >0
Notons que :

er(A) = VT f (), + Ady).dy
0 (0) = V7 fap).dy, <0

or (0) = f(xx)

L’équation de la tangente au point (0, (0)) est la suivante :
Ay} iy =0(0)+¢ (0) (A~ 0)

Zr(N) =0 (0) + 0 ()X , A>0

L’équation de la tangente devient

Gr(A) = f(xr) + AV f (1) .di

Définissons maintenant la fonction pg(\) comme suit :

= i (0) + cApy (0) cel01]
On voit que  : @A) < Pr(N)2.12 (2.2)

Remarque 2.3
- La condition (2.12) implique la décroissance de la fonction f c’est-a-dire

- ©r(A) est appelle la ligne de décroissance suffisante .
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- En général, on s’assure dans la regle d’Armijo que A\, ne soit pas trop
petit car cela va nuire a la convergence de ’algorithme qui pourrait converger
prématurément vers un point qui n’est pas stationnaire .

On voit bien a la figure (2.4) ce qui signifie la condition (2.12)

fthpFU4.8767in2.7605in0ptRegle d’ArmijoFigure

Teste d’Armijo
¢ Si
wr(A) < r (0) 4 cApy, (0)

Autrement dit fxp + Mdp) < f(an) + AV f(ar).dy

Alors \ convient.
O Si
©r(A) > @1 (0) + cApy, (0)
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Autrement dit fzp + Mdi) > fla) + AV f(x).dy,

Alors A est trop grand. [J

[Algorithme 2.2 (la régle d’Armijo)
Etape initiale : choisir un point initial A\;, et ¢ € ]0, 1]
Etapes principales :
Etape 1 :
Si (A1) < ¢(0) + cAi¢'(0) , aller a I’étape 2
Sinon aller a I'étape 3
Etape 2 :
Soit ¢ le plus grand entier positif avec A = \;2! qui vérifie
p(M2°) < 9(0) + cAi2'¢'(0)
Etape 3 :
Soit t le plus petit entier positif avec A = % qui vérifie
p(5t) < @(0) +c(3h)¢'(0) O
Théoreme 2.2
Si ¢ : Ry — R définie par ox(N) = f(zi, + Ady) est continue et bornée
inférieurement, si d, est une direction de descente en xy (¢.(0) < 0) et si

c €10, 1[ alors l’ensemble des pas vérifiant la régle d’Armijo est non vide.
Démonstration. [10,1996]
On a

or(N) = flzp + Ady)

Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢y, est :

orN) = Fap + Mdy) = Fan) + AV F(zg).dy + AN ot E(N) — 0, A — 0,
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et comme ¢ € 10, 1] et ¢}, (0) = VT f(z}).dp < 0 on déduit :
fzr) + AV f(2p).die < flag) + AV f(2).dy, pour A >0
On voit que pour A > 0 assez petit on a :

Pr(A) < ()

De ce qui précede et du fait que @y est bornée inférieurement,
et () = —oo; A = +00, on déduit que la fonction .(A) — pr(A) a la
propriété :
Ye(X) —@r(A) > 0 pour X assez petit
Ye(X) — @r(A) <0 pour X assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour A > 0.
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

0r(N) = Ve(N) et wr(A) < 1he(N) pour 0 < A < A

Ce qui acheve la démonstration. [
Décrivons maintenant la regle de Goldstein&Price

2.2.5 La régle de Goldstein&Price [1969]

La régle de Goldstein s’applique lorsque le gradient de la fonction ne peut
étre évalué (ou est trop couteux a obtenir)

En ajoutant une deuxieme inégalité a la regle d’Armijo on obtient la regle
de Goldstein&Price avec c¢; ¢y sont deux constants vérifiant 0 < ¢; < ¢ < 1.
Les deux inégalités de la regle de Goldstein&Price sont donc :

Et f(xk + Akdk) > f(SCk) + CQ)\vaf(SCk>dk Co € ]Cl, 1[ 2(]214)
Autrement dit :

er(A) < @r(N)2.15 2.5)

Et ox(A) > 0i(0) + capy, (0)2.16 (2.6)
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On voit bien a la figure (2.5) ce que signifie les conditions (2.15) et
(2.16)ftbpFU5.4457in2.9663in0ptRegle de Goldstein&PriceFigure

Teste de Goldstein&Price
Si

Pr(A) < r(0) + c1 Ay (0)

i(0) + 22, (0)
autrement dit f(zy) + oAV f().dy

Alors )\ convient.

¢ Si

pe(A) > @r(0) + c1dpp(0)
autrement dit f(zp + Ady) > f(zr) + AV f(zp).dy

Alors \ est trop grand.
& Si

ee(A) < or(0) + c2Ag)(0)
autrement dit f(zp +Ady) < f(zr) + AV f(zp).dy

Alors A est trop petit. [J
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[Algorithme 2.3 ( la régle de Goldstein&Price)|
Etape initiale :
On dispose de A\, = 0,\; = une valeur maximale quelconque, et soit
A€ A, Ad]
poser ¢ =0,1,¢c=0,7
Etapes principales :
Etape 1 : calculer ©(X) = f(z + Ady)
Si (X)) < @(0) 4+ c1A¢’'(0) alors aller a 'étape 2
Sinon prendre A; = A et aller a I'étape 4
Etape 2 :
Si p(A) = ¢(0) + c2A¢'(0) stop
Sinon aller a ’étape 3
Etape 3 : poser \; = A
Etape 4 : rechercher un nouveau A € |\, A4 et retourner a l'étape2 .

Théoreme 2.3

Si o 1 Ry — Ridéfinie par op(N\) = f(xp + Ady) est continue et bornée
inférieurement, si dy est une direction de descente en xp (¢.(0) < 0) et
si c; €10,1], ¢ € |ey, 1], alors Uensemble des pas vérifiant la régle de Gold-
stein&fPrice est non vide.

Démonstration. [10,1996]

On a

or(A) = [z + Adi)
Ve, (A) = fla) + AV fa).dy
Ve, (N) = f(@r) + AV f(xy).di

Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢y, est :

wr(N) = fzr +Ady) = fag) + AV f(xx).dy + AEN) ot E(A) = 0,1 = 0.
et comme ¢; € ]0,1[ et ¢},(0) = VT f(x1)dy, < 0 on déduit :
@)+ f(zp).dp < f(2)Fe AV flag).die < f(zr)+a AV f(21).dy, pour A >0
On voit que pour A > 0 assez petit on a :
Pr(A) <oy (A) < 1he, (A)
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De ce qui précede et du fait que ¢y, est bornée inférieurement,
et Y, (A\) = —00; A = +00, on déduit que la fonction 1., (A) — @r(N) a
la propriété :

Ve (A) — @k (A) >0 pour A assez petit
ey (N) — (X)) <0 pour \ assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

SOk(X) = %1 (X) et ka()‘) < %1 (A) pour 0<A< X
De la méme maniere, il existe X > 0 tel que :
Pr(N) = e, (V) et 9r(A) < ey (N) pour 0 < X < A

et comme ¥, (A) < 1, (A) pour A > 0, forcément X < Xet A= X satisfait
(2.13) et (2.14)

F(@r) + AT f(x).dy = f(ap 4+ i) < f(x1) + AV f(2x).dy
Ce qu’il fallait de démontrer. O

Ve, (X) = sDk(X) < e, (A) n'est autre que >

2.2.6 La regle de Wolfe [1969] :

La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢} ()) ,elle est donc en théorie
plus couteuse que la regle de Goldstein&Price. Cependant dans de nombreuse
application, le calcul du V f(x) représente un faible cout additionnel en com-
paraison du coute d’évaluations de f(z) c’est pourquoi cette regle est tres
utilisée

Etant donnes deux réels ¢ co tel que 0 < ¢; < c2 < 1 ,ces condition sont :

va(l‘k + )\kdk)dk > CQVTf(JZk).dk Co € ]Cl, 1[218 (28)
Autrement dit :

or(A) < pi(0) +e1dg; (0)2.19 (2.9)

er(N) > e, (0)2.20 (2.10)
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On voit bien a la figure (2.6) ce que signifie les conditions (2.19) et (2.20)

fthpFU5.4933in2.7216in0ptRegle de WolfeFigure

Remarque 2.4

- La deuxiéme condition de Wolfe est appelé condition de courbure.

- Les Ay sélectionnés par la condition de Wolfe (2.17) peuvent étre tres
petits. Ceci peut avoir des conséquences facheuses sur la convergence de 1’al-
gorithme. La condition de Wolfe (2.18) évite cet inconvénient et supprime
les trés petites valeurs de Ay

Test de Wolfe
& Si
©r(A) < 9r(0) + c1Api(0) et @) (A) > o) (0)

Alors A\ convient.

$ Si
©r(A) > 0r(0) + c1 A} (0)

Alors X est trop grand.
& Si
1 (A) < 2 (0)
Alors \ est trop petit. [
[Algorithme 2.4 ( la régle de Wolfe)
Etape initiale :
On dispose de A\, = 0,\; = une valeur maximale quelconque, et soit
A€ A, Ad]

poser ¢ =0,1,¢c=0,7
Etapes principales :
Etape 1 : calculer ¢(\) = f(zg + Adg)

Si (X)) < @(0) 4+ c1A¢’'(0) alors aller a 'étape 2

Sinon prendre A; = A et aller a I'étape 4
Etape 2 : calculer ¢'(\) = VT f(x + Ady).dy

Si ¢'(A) > ¢z ¢'(0) stop

Sinon aller a 'étape 3
Etape 3 : poser \; = A
Etape 4 : rechercher un nouveau A € |\, A\4| et retourner a I'étape2 . [J
Théoreme 2.4
Si or : Ry — Ridéfinie par pr(N) = f(xp + Ady) est continument

différentiable et bornée inférieurement, si dy est une direction de descente
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en xy (¢,(0) < 0)et si ¢; € |0,1],ca € ]e1, 1], alors Uensemble des pas
vérifiant la régle de Wolfe (faible) (2.17) et (2.18) est non vide.
Démonstration. [10;1996]
On a

ep(A) = flzn+ Ady)
Ve,(A) = f(xr) + AV f(xr).dy
Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢y, est :
or(\) = fzp + Ady) = f(p) + AVT f().dy + AE(A) ot E(A) — 0, — 0.
et comme ¢; € ]0,1[ et ¢},(0) = V7T f(x1,).dx < 0 on déduit :
fxp) + AV f(op).dp < f(xr) + AV f(21).dp pour A >0

On voit que pour A > 0 assez petit on a :

Spk()\) < wa ()‘)

De ce qui précede et du fait que ¢y, est bornée inférieurement,
et Y, (A\) = —o00; A = +00, on déduit que la fonction 1., (A) — @r(N) a
la propriété :

e, (A) — @r(A) >0 pour A assez petit
ey (N) — (X)) <0 pour \ assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

Pr(A) = Ve, (A) et @r(A) < Y, (A) pour 0 < A < A

La formule des accroissements finis fournit alors un nombre A 0 < A<
tel que

ee) = pe(0) = Aph(X) = AV f(zi + M) d
— Clvaf(l'k).dk = Xva(fEk + Xdk)dk
— VTf(xk + Xdk)dk = Clva(.Tk).dk Z CQVTf(JJk).dk

car 0 <cy <co<1 et VIf(a).dp <0
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Donc \ satisfait (2.18)
D’autre part A = A satisfait (2.17),en effet,
A satisfait (*)  @r(A) < 9, (A) n’est autre que :

Ce qu’il fallait démontrer. [

La regle de Wolfe forte [1971]

Pour certains algorithmes il est parfois nécessaire d’avoir une condition
plus restrictive que (2.18).
Pour cela la deuxieme condition (2.18) est remplacée par
‘VTf(xk + )\dk>dk} S Co }VTf(.I'k)dd = —CQVTf(SCk).dk.

On aura donc les conditions de Wolfe fortes :

f(:vk + )\kdk) < f(l"k;) + ClAvaf(ZL'k)dk (2.21)
’va(SL’k + )\kdk>dk| < —Cgva<Ik).dk (222)
Autrement dit :
er(A) < @r(0) + c1Ap},(0) (2.23)
|0k (M)] < =23, (0) (2.24)

Ou 0<c <ecp <1

Remarque 2.5

- On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les conditions
de Wolfe faibles. Effectivement (2.21) est équivalente a (2.17) tandis que
(2.22)

|VTf(l’k + )\kdk)dkl S —CQVTf(l’k).dk
= CQVTf(JJk).dk < VTf(JZk + /\kdk)dk < —CQVTf(JZk).dk
= Cgva($k).dk < VTf(J?k + /\kdk)dk (2.18) Ol
- Le pas Ay sélectionné par les conditions (2.17) et (2.18) peut étre tres
loin d’un point optimal ou stationnaire de la fonction ¢. la condition (2.22)

assure que le pas A\ se trouve dans le voisinage d’un point stationnaire ou
un point optimale de .
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la régle de Wolfe relaxée [1996]

proposée par Dai et Yuan , cette regle consiste a choisir le pas satisfaisant
aux conditions :

autrement dit :
Pr(A) < 91(0) + 1A (0) (2.27)
p16,(0) < i (A) < —p210},(0) (2.28)

Ou O0<ep<pr<let py>0.

Remarque 2.6

On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions
de Wolfe fortes. Effectivement (2.25) est équivalente a (2.17), tandis que pour
le cas particulier p; = py = p, (2.26) est équivalente a (2.22). En effet :

oV f(zp).dy < VT f(zp + Medp).di < —poV7 f(2).dp
= |V [+ M) die| < —pV7 f(ap).di (2.22) O

Remarque 2.7

Les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe faibles.
Effectivement (2.25) est équivalente a (2.17), tandis que pour le cas particulier
p1 = p et py = +00, (2.26) est équivalente a (2.18). En effet :

iV f(z)d, < V(o + Mdp)de < —poV7 f(21)d),
= oV f(m)d, < VT flae + Mdi)dy, (2.18) O

2.3 Convergence des méthodes a directions
de descente

2.3.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est
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qu’une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule assu-
rer la convergence des itérés. On comprend bien que le choix de la direction
de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de Zou-
tendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu'une regle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-
tendijk s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on
ait

Flana) < Flan) — [V F ()| cos? 6, (2.20)
ou 0, est angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par
—VTf<l’k)dk
cos by, = (2.30
NI )

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

Proposition 2.1 Si la suite {x} générée par un algorithme d’optimi-
sation vérifie la condition de Zoutendik (2.29) et si la suite {f(xy)} est
minorée, alors

Z |V f ()] cos? 6, < oo (2.31)

k>1

Démonstration. [10,1996]
En sommant les inégalités (2.29), on a

l
S Al eos? i <~ (F(r) — Flari)

et puisque la suite { f(z;)} est minorée, c’est-a-dire 3¢ > 0 telle que pour
tout k, f(zx) > calors

Z IV f(zx)||> cos? 6, < 0o quand | — oo O

k>1
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Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles
la condition de Zoutendijk (2.29) est vérifiée avec les régles d’Armijo et de
Wolfe.
Proposition 2.2 Soit f: R" — R une fonction CH1( différentiable et
sa dérivée vérifie pour une constante L et pour tout = et y :
IVf(y) = Vf(x)| < Ll|y—z|) dans un voisinage de L = {x € R™ : f(z) < f(x1)}.
On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {xy} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo avec Ay > 0.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des
conditions

f@em) < f(ag) — VT f () .da (2.32)

ou

F@rin) < flan) — ||V (an)|* cos® 0y (2.33)

est vérifiée.

Démonstration. [10,1996]

Si le pas A = A1 est accepté, on a (2.32), en effet

dy direction de descente implique que f(zry1) < f(xg) et car A\ est
uniformément positif alors :

f@rsr) < flaw) — eV f(r).di
Dans le cas contraire (A\; # A1),la condition d’Armijo (Wolfl) n’est pas
vérifiée avec un pas A, < %, c’est-a-dire
flag + Nodi) > f(xy) + pN VT f (). dy

Comme f est continument différentiable, on a pour tout A\ > 0 :

1

f(l'k + )\kdk) = f(ﬂ?k) —+ )\vaf($k>dk + / [Vf(xk + t)\kdk> — Vf(l’k)]T Apdydt
0

Ou ¢ j, 0 est une constante. Avec I'inégalité précédente, et le fait que , on
obtient :
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Fwn+ Ndi) = f () < NV f () di + AZ [y

= NV f(x).di < NVT f(2p).di + N2 ||di)?
= =L ldel* < (1= )NV f () dy

Or .
p<1:0<1—p<1:1—>1
—p
D’ou
—C C
VI f(ar)dp > = p/\;c ldil|* = =" f (21).di < = p/\;c |||

= VT f(ar).di] = ||V f(@n)]|| || il cos by <

C
Nl |1
=, Il

ce qui permet de minorer X, ||dg|| et donc aussi Ay ||dx| par une constante

fois V7 f (1) cos By, Cette minoration et 'expression suivante de la condition
d’Armijo (Wolf 1)

Flan + Medi) < flaw) — 1fpcAk 197 £ (x| 1| cos O

car ﬁ < 1 on obtient

ok + Medy) < f(ar) —CHVTf(a?k)H2C082 0 O

Proposition 2.3

Soit f: R"™ — R une fonction CV'( différentiable et sa dérivée vérifie
pour une constante L et pour tout x et y :

IVf(ly) =V f(x)|]| < L|y—z|) dans un voisinage de L = {x € R™: f(z) < f(x1)} .
On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génere une
suite {xy} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (2.17)-(2.18) avec
/\1 >0

Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition
de Zoutendijk (2.29) est vérifiée.
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2.3. CONVERGENCE DES METHODES A DIRECTIONS DE

DESCENTE
Démonstration. [10,1996]
D’apres (2.17)
VT [y, + Medy)-dy, > oV f(ap).di
= (Vf(an+ M) = V(i) di > (0 = 1) V7 f(wy).dy

= —(1—0’) VTf<SL’k) = 1—0' ‘V fSCk) dk‘

et du fait que f est contiument différentiable :

(1 — O') ‘VTf(l'k)dk‘ = (1 — O') Hva(ZCk)H ||dkH COSs Hk
< V(@ + Aede) =V f () || | del
=

1 —

En utilisant (2.17), on aura :

fax) + pAeVT f(y).dy,
flog + Adi) < f(xk) +pAVTf (xk) dk < flaw) + ‘P)\VT (). di|
( ) < flax) —

[k + Aedy)

JCk

R S A

g+ Adi) < ) — 20 HVT k)\\ cos” 0,

On en déduit (2.29). O
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Chapitre 3

Méthodes du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problemes
d’optimisation non linéaires sans contraintes spécialement les problemes de
grandes tailles. On l'utilise aussi pour résoudre les grands systemes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gra-
dients successifs sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente per-
mettant de résoudre le probleme

min {f(x) : = € R"} (P)

Ou f est réguliere (continument différentiable)

Dans ce chapitre on va décrire toutes ces méthodes, mais avant d’accéder
a ces derniers, on va d’abord donner le principe général d’'une méthode a
directions conjuguées

3.1 Le principe général d’une méthode a di-
rections conjuguées

Donnons la définition de ” conjugaison” :

Définition 3.1. Soit H une matrice symétrique n x n, définie positive.
On dit que deux vecteurs = et y de R" sont H—conjugués (ou conjugués par
rapport a H ) s’ils vérifient

t"Hy =0 (3.1)
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3.1. LE PRINCIPE GENERAL D’UNE METHODE A DIRECTIONS
CONJUGUEES

3.1.1 Description de la méthode

Soit {dy, dy, ..., d, } une famille de vecteurs H-conjugués. On appelle alors
méthode de directions conjuguées toute méthode itérative appliquée a une
fonction quadratique strictement convexe de n variables :

1
flz) = §xTHw +blr+c

Avec x € R" et H € M,, est symétrique et définie positive, b € R" et
¢ € R .conduisent a 'optimum en n étapes au plus. Et cette méthode de la
forme :

To donné

Tyl = T + )\kdk (32)

ou A, est optimal et di,ds, .., d, possédant la propriété d’étre mutuelle-
ment conjuguées par rapport a la fonction quadratique
Si l'on note g, = V f (x1), la méthode se construit comme suit :

Calcul de ),

Comme A minimise f dans la direction dj, on a, Vk :

f/ ()\k) = dgvf<xk+1) =0

iV f(wpy1) = df (Hap +b) = 0.

Soit :

dLH (xp + Mdy) +dEb =0
D’ou l'on tire :
B —dg (H$k + b)

A = .

Théoreme 3.1.

Pour tout xy € R" la suite {xy} généré par lalgorithme (3.2)-(3.3)
converge vers la solution x* du systeme linéaire Hr = b en n étapes au
plus.
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

Demonstration. [37,1991]

Puisque les direction djy pour 0 < k < n—1 sont linéairement indépendant,
alors forment une base de R™. Donc on peut écrire la différence entre zq et
la solution z* par ’expression suivante :

z* —xo = Podo + Prdy + ... + Bu-1dn— (*)
On multiple (*) par d H et utilisant (3.1),0n obtient :

_ dIH(z* — x)

B = THd pour 0 < k<n-1 (**)
k

Démontrons que ;. coincide avec \;, donnée par (3.3)
Si généré par I'algorithme (3.2)-(3.3) , Alors on obtient :

T = X9+ /\OdO + >\1d1 + ...+ )\k—ldk—l
T — Ty — )\odo + )\1d1 + ...+ )\kfldkfl

Multiplions cette expression par dj H et on utilise (3.1) on obtient que :

di H(z), — 1) =0

Et donc
=z = (2" — k) + (vx — 7o)

dfH(z* —x0) = dfH(z* — xp) + df H(zp — 20)
= dlH(z* — x)
= d}(b— Huxy)
dfgk

On compare cette relation avec (3.3) et (**) on trouve :

B = de(x* - xo) - _dggk

— -\
dT Hdj, drHd, ~ "

Donc 5k = )\k
Ce qui achéve la démonstration [
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3.2. LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

3.2 La méthode du gradient conjugué
Soient

Vf(x) = Hx+b
Et V2f(z) = H

Notons que la méthode se termine si V f(z) = 0.
Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du
gradient (plus profonde pente).

3.3 Algorithme de la méthode du gradient
conjugué

3.3.1 Algorithme de La méthode du gradient conjugué
pour les fonctions quadratiques (cas linéaire)

On suppose ici que la fonction a minimiser est quadratique sous la forme :

1
fx) = §xTH$ +b'r+c

Si 'on note g, = V f(xy), algorithme prend la forme suivante
Cet algorithme consiste & générer une suite d’itérés {z;} sous la forme :

L’idée de la méthode est :
1- construire itérativement des directions d,...,d; mutuellement
conjuguées

A chaque étape k la direction dj est obtenue comme combinaison linéaire
du gradient en x; et de la direction précédente dj_;c’est-a-dire

di+1 = =V f(@41) + Brrds (3.5)

les coefficients [y 1étant choisis de telle maniere que d soit conjuguée
avec toutes les directions précédentes.
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

Autrement dit :
di  Hdy =0,

On en déduit :

df \Hdy = 0= (=Vf(rep1) + Brnidy)” Hdyp =0

~VT f(vps1)Hdy, + Brrdi Hdy, =0

Brsr = VTf(ka)Hdk _ 91?+1Hdk
dT Hdy, dT Hdj,

4

Y

2-déterminer le pas )\ :

en particulier, une facon de choisir A\, peut étre de résoudre le probleme
d’optimisation (& une seule variable)

on en déduit :

J' ) = dpV f(241). = 0
= d} .(H(zp + \dy) +b) =0
— dI Hay + M\edl Hdy, + dib =0

= —df (Hxy +b)  —dlgi
"7 dTHd,  dTHd,

(3.7)

Le pas A, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.
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3.3. ALGORITHME DE LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

[Algorithme 3.1 (Algorithme du gradient conjugué ”linéaire”)|

Etape 0 : (initialisation)
Soit zg le point de départ, gy = V f(x¢) = Hzo + b, poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigp =0 :STOP ( z* = x;).” Test d’arrét”
Sinon aller a ’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp 1 = z + M\pdy avec :

_ —dipgk
d;{Hdk

Ak

dry1 = —Grt1 + Brp1d

B — gg—i—lHdk
T T HA,

Poser k =k + 1 et aller a I'étape 1. [

(3.8)

La validité de ’algorithme du gradient conjugué linéaire

On va maintenant montrer que l’algorithme ci-dessus définit bien une
méthode de directions conjuguées.

Théoréeme 3.2. A une itération k quelconque de [’algorithme ou [’opti-
mum de f(x) n'est pas encore atteint (c’est-a-dire g; #0,1=0,1,...,k ) on
a:

a_
T
9k 9k
A\ = 0 3.9
b- T
g Jk+1 — 9
B = T s d (3.10)
95 9k
T
Jiy19k+1
= A (3.11)
95 9k

c- Les directions dy,dy, ...,dr+1 engendrées par l’algorithme sont mutuel-
lement conjuguées.
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

Démonstration. [35,1981]

On raisonne par récurrence sur k£ en supposant que dy, dy, ..., dj sont mu-
tuellement conjuguées.

a- Montrons d’abord I'équivalence de (3.7) et de (3.9)

On a : dk = —0gr + 5kdk71-

Donc (3.7) s’écrit :

_dggk:
dTHd,
— =g + @cqu]T Gk
T Hd,
gggk . ﬁ dz—lgk
dTHd,,  "*dTHd,

Ak

Comme (dy, dy, ..., dx_1) sont mutuellement conjuguées, xj est I'optimum de
fx) .

Donc df_,gr = 0 d’olt 'on déduit (3.9).

b- Pour démontrer (3.10) remarquons que :

Grt1 — g = H(xpp — k) = M Hdy,

1

= Hd;, = " [9k+1 — 9]
k

On a alors : )

glerlHdk = /\_kglarl [gkﬂ - gk]
Et en utilisant (3.9)
9ok
A= T
k k

11 vient

dTHd),
—7 -9 9k+1 — Gk
gggk k+1 [ +1 ]

gl Hdy _ Gt 9k — gx)

9?+1Hdk =

=

Or de (3.8) on aura :

Brsy = ggﬂHdk . 91?+1 [Gk+1 — k]
| = —
i di;FHdk g;i”gk
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3.3. ALGORITHME DE LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Ce qui démontre (3.10).
(3.11) découle alors du fait que :

gr 19k =0

Car
Gr = di, — Brdi—

Appartient au sous-espace engendré par (dy, dy, ..., dy) et que ggi1 est ortho-
gonal a ce sous-espace .
c- Montrons enfin que di;; est conjuguée par rapport a (do, dy, ..., dy).
On a bien di, | Hdy, car, en utilisant dj1 = —gr41 + Bed), on aura :

dfHdy = (—grer + Beady)” Hd,
= _91::+1Hdk + Beprd) Hdy,
T
[ Hdy,
= —91{+1Hdk + mdngk
=0

Vérifions maintenant que :
di  Hd; =0 pouri=0,1,.. k-1

On a:
dZ—HHdi = _glz-i-lHdi + Brsrdy Hd;

Le seconde terme est nul par ’hypothese de récurrence ((do, d, ..., dy, )sont
mutuellement conjuguées).

Montrons qu’il en est de méme du premier terme. Puisque x;.1 = x;+ \;d;
et que \; #0 on a :

1
1

<

= )\— (9i+1 - gi)

<

En écrivant :

Giv1 = dipy1 — Bid;
g = di— Bi—1di
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

on voit que Hd; est combinaison linéaire de d;, 1, d; et de d;_; seulement.

Mais puisque (dy, dy, ..., d}) sont mutuellement conjuguées, on sait que le
point x4 est 'optimum de f(z) .

Donc gy41 est orthogonal au sous-espace engendré par (dy,dq, ..., dy) et
comme Hd; appartient a ce sous-espace pour ¢ = 0,1,....,k — 1, on en déduit
I' Hd; =0
G141 @4 .

ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 3.1.

dans ce cas dj est une direction de descente puisque

AV f) = (—V(@e) + Bradio)” Vf(ar)
= —Vf(z) Vi) + Brady Vf(xg)
= —|Vf@)l® (car di_,V[(zx) = 0)

diV f(x) = = |V (@)l <0

Les avantages de la méthode du gradient conjugué linéaire

1- la consommation mémoire de ’algorithme est minime : on doit stocker
les quatre vecteurs xy, gi, di, Hdy

(bien sur zj,1 prend la place de z; au niveau de son calcul avec des
remarques analogues pour gii1, dgr1, Hdyy1) et les scalaires Ay, Bgi1.

2- L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre
des grands systemes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice H
a un vecteur.

3- La convergence peut étre assez rapide : si H admet seulement r (r < n)
valeurs propres distincts la convergence a lieu en au plus r itérations.
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3.3. ALGORITHME DE LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Différentes formules de (;,; dans le cas linéaire

Soient "
_dk 9k

A et
" dTHd,

et dk+1 = —0k+1 T 5k+1dk

Remarquons que

gk+1 — gk = H(l"kﬂ - l“k) = N\ Hdj,
1

= Hd, = )\—k(gkﬂ — 9k)

{Formule de Hestenes-Stiefel Cette méthode été découverte en 1952
par Hestenes et Stiefels [28,1952],

s G Hdy g (gee — g1)/ A
MU dTHd, A (e — gk) /M
91:5+1(9k+1 - gk)
df (ger1 — gr)

D’ou .
HS _ Ykr1Yk

k+1 — T
dk Yk

(3.12)
ol Yi = Gk+1 — Gk

{Formule de Fletcher-Reeves Cette méthode été découverte en 1964
par Fletcher et Reeves [19, 1964],

FR _ gl{—&-lHdk - ng+1(91~:+1 )

U diHde A (gk — 9r)
Or puisque Ay = min f(xy + Adg) , YA > 0 donc

V(@ + Medi) = dif gr1 = dip_195 =0

2
rr _ k91 — ek _ gk ll” — kg
U digen — dfg lgell”
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

D’autre part
GGk = Gior (—dy + Br—1di—1) = —gi1dx + Br—1911dx—1
= 5k7191z+1dk71 = Br-1(gr + )\IcHdk)Tdkfl

= Br 19t dk—1 + MeBr1di Hdyy =0

Car les directions sont mutuellement conjuguées par rapport a H
On aura donc

||91c+1||2
= > (3.13)
[l

{Formule de Polak-Ribiere-Polyak Cette méthode été découverte en
1969 par Polak, Ribiere [38,1969] et Ployak [39, 1969]

BPRP . gla-lHdk o gl{+1(gk+1 - gk)

B d;;erk B dg(gk—l-l - gk)
G (g —98) 9 (Grrr — gr)
N dfgkﬂ - d{gk B —dfgk
el —9) G (G — 9x)

—(=9r + Br—1di—1)" gk B 9t gk — Be—1d}_ 19k
gi{+1(9k+1 — k)

Hng2

D’ou

T
grRP — i1k (3.14)
el
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3.3. ALGORITHME DE LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

{$Formule de la descente conjuguée Cette méthode été découverte en
1987 par Fletcher [ 17,1987,

g;{+1Hdk - ng+1(9k+1 - gk)

ﬁ =
S dngk df(gkﬂ - gk)
2
_ gg+19k+1 - ngﬂgk _ |l grrall” — ggﬂgk
d{gm - dfgk —dfgk
D’ou
k+1 _dz;’gk :

{Formule de Dai et Yuan Cette méthode été découverte en 1999 par
Dai et Yuan [9,1999],

ghoHdr gl (gksr — gr)

/BDY — _
wH dngk dg(gk:-i-l - gk)
_ gl?+19k+1 — ng+1gk _ ”9k+1H2 - 91?+19k
dg(gkﬂ - gk) df(gkﬂ - gk)
2
||9k+1||

dF (ges1 — gr)
D’ou

H9k+1\|2
B 3.16
k+1 d{yk ( )

Remarque 3.2. Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte
on a vu que :

PRP
Bk—l-l - ﬁk:—H 6k+1 - ﬁk+1 - Bk—l-l

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs différentes.
O
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

3.3.2 Algorithme de La méthode du gradient conjugué
pour les fonctions quelconques (cas non linéaire)

On s’intéresse dans cette section a la minimisation d'une fonction f de
R"dans R , non nécessairement quadratique :

min{ f(z); x€R"} (3.17)

Les méthodes du gradient conjugué pour réseaux cette probleme sont des
méthodes itératifs de la forme :

Le pas A\, € R étant déterminé par une recherche linéaire. la direction dy,
est définie par la formule de récurrence suivante (5 € R)

_ —a1 sik=1
W= { — Gk + Prdip—1 si k> 2 (3.19)

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué
linéaire du cas quadratique, si S, prend I'une des valeurs

T
5PRP o Ji+1Yk+1

E+1 — T 2
[Tl
2
FR _ ||9k+1||
k+1 — 2
| gx|
2
CD _ ||9k+1||
k+1 _d%“gk
2
DY _ ”9k+1H
k+1 d{yk

Ol Yk = Grt1 — G -
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3.3. ALGORITHME DE LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

[Algorithme 3.2(des différentes méthodes du gradient conjugué non linéaire) |

Etape0 : (initialisation)
Soit xq le point de départ, go = V f(x0), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigp =0 :STOP (z* = x;).” Test d’arrét”
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir a1 = zp + Apdy avec :

Ak @ calculer par la recherche linéaire

dit1 = —Gr+1 + Ber1di

Bry1 : définir selon la méthode

Poser k =k + 1 et aller a I'étape 1. [
La propriété de descente de la méthode du gradient conjugué non
linéaire

Cas de recherche linéaire exacte Powell [41,1984] a démontré la satis-
faction de la propriété de descente de la fonction objective pour la méthode
de Fletcher-Reeves avec recherche linéaire exacte.

Soit xxr1 = xk + Apdy la méthode itérative pour résoudre le probleme,
avec )\ : calculer par la recherche linéaire exacte, et

& — —q sik=1
P —gk + Brdp sik > 2

Alors : quelque soit B € R, dj est une direction de descente,Vk > 1

Explication : sile pas \;_; est un point stationnaire de
A f(@p—1 + Adj—1).

En effet, dans ce cas dl g, = 0 et on trouve lorsque g;, # 0 :

digy = (—gr + Brdi—1)" gn
= —lgrll* + Brdi_1gr = — llgel” < 0
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CHAPITRE 3. METHODES DU GRADIENT CONJUGUE

Cependant, Il est fortement déconseillé de faire la recherche linéaire exacte
lorsque f n’est pas quadratique : le colit de détermination de k est excessif

Cas de recherche linéaire inexacte Le premier théoreme démontrant
la descente d'une méthode du gradient conjugué non linéaire était établi par
Albaali ([1, 1985]) pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche forte
de Wolfe avec o < %

Gilbert et Nocedal ([22, 1992]) ont généralisé ce résultat pour tout algo-
rithme du gradient conjugué dont

18k < BEF

Aucun théoreme n’a était établi afin de démontrer la satisfaction de la
propriété de descente pour la méthode de Polak-Ribiere-Polyak non linéaire.
Grippo et Lucidi ([26, 1997]) et P. Armand ([2, 2005]) ont suggéré des modi-
fications dans le choix de Ay afin d’établir le résultat de la convergence, ainsi
la propriété de descente.

Fletcher ([17, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas A\, est déterminé par la regle forte de
Wolfe (4.7)-(4.9) avec o < 1.

Dai et Yuan ([10, 1996]) ont démontré que cette méthode avec la regle
de Wolfe relaxée (4.7)-(4.10) on 0 < p < 01 < 1 et 0 < 09 < 1, génere des
directions de descente suffisante a chaque itération k£ > 1.

Dai et Yuan ([13, 1998]) ont démontré qu’a chaque itération k& > 1, la
direction recherchée par la méthode de Dai-Yuan avec la recherche de Wolfe
faible (4.7)-(4.8), est de descente si la fonction objectif f est strictement
convexe.
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Chapitre 4

Sur la convergence globale
d’une nouvelle classe de

méthodes du Gradient
Conjugué non linéaire

4.1 Position du probleme

Soit f : R™ — R et (P) le probleme d’optimisation sans contraintes
sulvant :

(P) min{f(x):z € R"}

Ou f est réguliere (continiment différentiable) et g est son gradient. Notons
par g, le gradient de f au point zy .

Rappelons que les différentes méthodes du gradient conjugué génerent des
suites {x)} de la forme suivante :

Tpt1 = Tp + Apdy

Ou la direction de recherhe est définie par la formule de récurrence suivante :

g — —go sik=0
PTU —gk  Brdiy sik > 1

Le coefficient 8y détermine la méthode du gradient conjugué. Le pas Ay €
R* étant déterminé par une recherche linéaire exacte ou inexacte.
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CHAPITRE 4. SUR I//A CONVERGENCE GLOBALE D’UNE
NOUVELLE CLASSE DE METHODES DU GRADIENT CONJ UGUE
NON LINEAIRE

On étudie dans ce mémoire le probleme de la convergence globale de la
méthode du gradient conjugué, version Fletcher Reeves avec les recherches
linéaires inexactes de Wolfe faibles, c’est a dire que les pas Ay vériient les
deux conditions suivantes :

dZQkH

f(zr) + 0Ad} gr4.0 (4.1)

<
> 0 dggk

avec
O<d<oxl

De facon plus précise nous étudions si la relation suivante

lim inf ||gx|| = 0 (4.0bis)
k—ro0

est vraie ou non. Le méme probleme a été étudié par Al Baali ([Al Baali]) qui
a démontré la relation (4.0bis), dans le cas d'une recherche linéaire inexacte de
Wolfe forte, c’est a dire que les pas A\, vérifient les deux conditions suivantes :

flz+Mdr) < f(xn) + 0Mdi g
\d;‘fgml < —odl gk

avec O0<d<o<l.

D’autres auteurs ont démontré qu’on ne peut pas obtenir la relation
(4.0bis), avec des recherches linéaires inexactes de Wolfe faibles (voir [Y.H.
Dai et Y. Yuan : Convergence properties of the Fletcher Reeves method, 1996
]). Le probleme majeur rencontré par 'utilisation des recherches linéaires in-
exactes de Wolfe faibles est le fait que les directions qu’elles engendrent ne
sont pas des directions de descente. Dans ce travail, les auteurs ont modifié
les coéfficients B, de sorte que les nouvelles directions obtenues avec des
recherches linéaires inexactes de Wolfe faibles, soient des directions de des-
cente. On obtient ainsi une nouvelle famille de gradients conjuguées pour
laquelle la relation (4.0bis) est vraie avec des recherches linéaires inexactes
de Wolfe faibles.

4.2 Hypotheses et résultats intermediaires

Durant tout ce chapitre on exigera les hypotheses suivantes :
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4.2. HYPOTHESES ET RESULTATS INTERMEDIAIRES

Supposition 4.1.

(i) La fonction f est bornée inférieurement dans R™

(ii) Dans un voisinage N de L = {x € R"; f(z) < f(x1)}, la fonction
objectif f est continiment différentiable et son gradient est lipchitzien c’est-
a-dire

AL >0 tel que  |lg(z) —g()ll < L llz —y|, Yo,y € N (4.4)

Remarque 4.1. Notons que ces suppositions impliquent qu’il existe
v > 0 tel que
lg(z)|| <~ ,Vz e L (4.5)

Définition 4.1. On dit que dj, est une direction de descente suffisante si
df gy < —C'llgil|*; ot C >0 (4.6)

Rappelons :
les conditions de Wolfe faibles :

Flrr+ Medi) < f(xn) + pArdy gid T
dfgerr > odf gid.8
Ou O<p<o<l

Les conditions de Wolfe fortes :

flae+ Mdr) < @) + pAedy gn
Ou O<p<o<l.

Les conditions de Wolfe relaxées :

fl@e+ Xedi) < fzn) + pAidy g
<

Uldggk dgngrl S —02d29k4.10 (45)

Ou O<p<or<let oy>0.
Expsons maintenant un théoreme fondamental qui assure la satisfaction
de la condition de Zoutendijk (voir chapitre2), pour toute méthode du type
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(4.2)-(4.3), dans laquelle le pas Ay, est déterminé par la regle de Wolfe faible
(4.7)-(4.8). Ce théoreme a été démontré par Zoutendijk (47,1970) et Powell
(42, 1971).

Théoreme 4.1. Soit x1 un point de départ pour lequel la supposition 4.1
soit satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) dans laquelle
dy est une direction de descente et le pas A est déterminé par la regle de
Wolfe faible (4.7)-(4.8) . Alors pour une telle méthode la condition suivante :

d;}rgk
k21| d|*

(4.11)

est vérifiée.
Démonstration. [37,1991]
De (4.8) on a :

diyr = di (grs1 — gr) > (0 — 1) df gx

D’autre part

di (gr1 = g8) < llgeer — gull lldil
<

AL ||di|”
D’ou T
o—1 Gk
A > < ) R
L) |d?

En remplagant ceci dans (4.7) on aura :

o — 1) (di 91.)°

far) = floe + Ardi) > —p ( 7 TEATE

(df gr)?

= f(xx) — f(zr + Adi) > 5
|

ol p1 = P(lgg)

Or puisque f est bornée sur N on a :

d;‘ggk
k21| ||*

Ce qui acheve la démonstration. [l
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4.3 Les nouvelles formules de §;,. Méthode de
Dai-Yuan

Une motivation pour nos nouvelles méthodes est la propriété de descente
de la méthode de descente conjuguée

2
CD ”9k+1H

= 4.12
k+1 _dzgk ( )

Remarque 4.2.

La méthode de descente conjuguée produit toujours une direction de des-
cente si les conditions de Wolfe fortes sont satisfaites.

Nous essayons de trouver des méthodes de gradient conjugué qui pro-
duisent des directions de descente avec seulement des conditions de Wolfe
faibles. C’est l'objet du paragraphe suivant :

Cette méthode a été découverte par Dai et Yuan (9, 1999),

4.3.1 Description de la méthode

On suppose que la direction recherche d; est une direction de descente,
C’est a dire qu’on a

d;{gk <0

Maintenant nous avons besoin de trouver un coefficient 3, qui définit une
direction de descente dj ;. Cela exige que :

T T
Grp1dp1 <0
Soit en remplagant ’expression de dj, 1, on obtient :

— lgeall® + Brghyrdi < 0 (4.13)

Supposons que S > 0, et notons

i = g |l /B

L’inégalité (4.13) devient
—rp + gdy <0 & 1y > gl di (4.13bis)
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Si on prend

Tk = dgyk = dg(gkﬂ —gk) = dzngrl - d%gk = Qgﬂdk +7, 7>0.
Il est clair que ce choix implique que

T
Tk > g1k

Si on substitue Pexpression de ry = dly, dans 7, = |lgrsal” /B, on
obtient :
2
5, = 19l (4.14)
d} Yk

De (4.3) et (4.14), on a

lgesa|l”
L Yk
Ce qui donne
T
9k+1dk+1
B = 4.16

4.3.2 Algorithme de Dai et Yuan

[Algorithme 4.1 (Méthode de Dai-Yuan avec la régle de Wolfe faible)|
Etape O : (initialisation)
Soit zg le point de départ, go = V (), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = x).” Test d’arrét”
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp 1 = ) + M\pdy avec :

A vérifie les conditions de Wolfe faibles
dpy1 = —Gr1 + 61?+Y1dk
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Ou

2 2
BRY — sy _ g1l
T dl gk — 9 di yr

Poser k =k + 1 et aller a 'étape 1. I

4.3.3 La propriété de descente de la méthode de Dai-
Yuan

Dai et Yuan [13, 1998] ont démontré qu’a chaque itération k£ > 1, la
direction dj, définie par les relations (4.3) et (4.14) et utilisant une recherche
linéaire de Wolfe faible (4.7)-(4.8) est de descente, si la fonction objectif f
est strictement convexe.

Dai et Yuan [9,1999] ont généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere.

Théoreme 4.2. Supposons que la supposition 4.1 soit satisfaite. Pour

toute méthode du type (4.2) et (4.3) dont By satisfait a (4.14) et le pas Ay
satisfait aux conditions de Wolfe faibles :

flzn+Mdr) < f(xn) + pdf gi
et digrer > od} g

Ou 0 < p <o < 1. Alors les directions générées par ces méthodes sont
des directions de descente, autrement dit :

dlgr < 0; Vk>1 (4.17)

Démonstration. [9,1999]
La démonstration se fait par récurrence.
1- Pour k=1:
digr=—lgal* <0
2- Supposons que (4.17) est satisfaite pour k£ > 1 et démontrons qu’elle
le sera pour k + 1 :
Supposons que :
dlge <0, k>1

En utilisant (4.8), on aura :
dyye = di (grr1 = gx) = (0 = 1) djgr = — (1= o) djgr > 0
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D’autre part :
T
dg+1gk+1 = (—ng—l—ﬁ,grYldk) Gk+1
= - H9k+1HQ + 51?+Yid£gk+1
Hgk+1H2 T
= _||gk 1||2+ d Jk+1
i d{?/k F
2 HngHQ T
= —|lgrs1ll” + 7 dy, (Yx + gk)
k Yk
2 2 ||9k+1||2 T
= —lgerall” + lgeall”™ + a7 dy. gk
L Yk
||gk‘+1||2dT
dgyk k 9k

or puisque dl g, < 0; dly, > 0;il en résulte :

d£+1gk+1 <0

Ce qui acheve la démonstration. O

4.3.4 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai-Yuan [9, 1999] ont démontré la convergence de la méthode de Dai-
Yuan au sens kh_g)lo inf ||gx|]] = 0 si le pas A\, est déterminé par la regle de
Wolfe faible et la fonction objectif satisfait les conditions citées dans la
supposition 4.1.

Théoreme 4.3. Soit x1 un point de départ pour lequel la supposition
4.1soit satisfaite.

La suite {xy} générée par lalgorithme 4.1 converge dans le sens

lim inf ||gx]| =0 (4.18)
k—o0

Démonstration. [9,1999]
Supposons que 'algorithme ne se termine pas apres un nombre fini d’itération.
nous aurons alors

lgrll # 0 Vk.

Puisque
lgrll =0 Vk.
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Alors
lgrll >0 Vk

-On montre tout d’abord que toutes les directions de recherche sont de
descente c’est-a-dire

digr. <0, Vk (4.19)

On démontrera (4.19) par récurence. En effet I'inégalité (4.19) est évidente
pour k=1
Supposons que (4.19) soit vraie pour k, on a d’apres (4.8)
dlye > (0 —1)dEgr >0 (4.20)

(4.20) et (4.15) impliquent que (4.19) est vérifiée pour k + 1. Donc (4.19)
est vraie Vk.
D’autre part on a :

diy1 + Grv1 = 51?+Y1dk

Alors
ldir + gl = || B2 di||*

2
= || deca||* = (BER) " ldill” — 2d4 4 1 g1 — [l gnsa | (4.21)

On divise les deux cotés par (d},;gr+1)?

2 2
[y _ (B Ndell™ — 2d0 9601 llgenll®
(dg+lgk+1)2 (d{Hng)? (dZ+19k+1)2 (d{Hng)?
De (4.3) :
T
A1t = (=ger1 + BENAR) e
2
Jk+1
= | d;ylj‘ dy. g, = BkD-q-Ylegk
k
. gby _ d£+1gk+1
k+1 dzgk
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Remplacant ceci dans (4.21), on aura :
letl> BRI 24T 900 gkl
(d£+19k+1)2 (d£+19k+1)2 (d£+1gk+1)2 (dfﬂgkﬂ)Q
_ ||dk||22_[ 1 o 1 N | ge-1]” 2]+ 1 2
(d gx) gkl dipr9rer (dT grt1) gl
el _[ L gl } 1
(difgk)Q | g1 dfﬂgkﬂ HngHz
A
(dfgk)g ||gk+1||2
D’ou
ldell* _ 1 Idx—”
(dfgk)Q B ||91<:||2 (dip_lgkq)
1 1 Idk—]”

lgel®  Ngeall®  (dF_o96-2)
k

<2

= lg:ll”
Supposons maintenant que (4.18) n’est pas satisfaite, autrement dit :

Jw >0 tel que ||gx| > w;VEk (4.23)
D’apres (4.22) et (4.23) on a

4.22 (4.6)

2
1 1 1
ldell” <ty a=ty

(dfge)” — llgll® T Wi W
(d;{gk)z 1
= 5 2 w? —
;21 HdkH k>1 k
D’ou )
(d;‘ggk)
2 — X
E>1 “dkH
Ce qui contredit la condition de Zoudentijk (4.11)
Ce qui acheve la démonstration. O



Chapitre 5

Une modification de
I’algorithme Gradient conjugué
version Dai-Yuan assurant la
descente suffisante

5.1 Position du probléeme

Soit f : R™ — R et (P) le probleme d’optimisation sans contraintes
suivant :
(P) min{f(x):z € R"}
Dans le chapitre précédent nous avons vu que Dai et Yuan ([ |) ont proposé
la méthode du gradient conjugué suivante. On génere une suite {x;}, .y de
la maniere suivante :
Thy1 = Tk + Oékdk (51)

ou la direction de recherhe est définie par la formule de récurrence suivante :

_ —go sik=0
= { —gk + BPVd sik>1 (5.2)

avec .
kDY _ gk-{-;‘ngrl (5.3)
Yk Sk
ou
9 = VI(TE), Yk = Gk+1 — Gy Sk = Tht1 — Tk (5.4)
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La propriété fondamentale de cette méthode est qu’elle génere des di-
rections de descente en utilisant seulement la recherche de wolfe alors que
les autres méthodes du gradient conjugué classiques (Fletcher Reeves et
d’autres) utilisent la recherche de wolfe forte.

A la fin du chapitre 4 nous avons posé un probléme ouvert (probléeme ou-
vertl) : Les directions générées par la méthode du gradient conjugué version
Dai-Yuan sont elles aussi des directions de descente suffisante, c’est a dire
qu’elles vérifient la relation suivante :

gzdk < —c Hgk||2, Vk, ¢>0 (5.5)

On n’a pas réussi a démontrer cela.

En 2008, Neculai Andrei ([A Dai-Yuan conjugate...]) proposa une modifi-
cation de la méthode de Day-Yuan et démontre que les directions engendrées
sont des directions de descente suffisante.

5.2 Gradient conjugué version Dai-yuan mo-
difiée

Andrei ([A Dai-Yuan conjugate...]) proposa la suite {dj}, .y comme suit :
do = —go et

korl = _9k+1-gk+1 + ﬂgsk, k = 0, 1, 2, (56)
avec -
Jk4+19k+1
Qg = 2= (5.7)
" y;f-gkﬂ
et
1 lowsal® N
a __ _ 5 k+1 58
B Tor <9k+1 k Lo Sk | Gr+1 (5.8)
et -
b = T (5.9)
Jk+19k+1

Théoreme5.1 Si f est quadratique et «y est obtenu par une recherche
linéaire exacte, alors

Br =B (5.10)

preuve du théoreme 5.1
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Si f est quadratique et «4 est obtenu par une recherche linéaire exacte,

alors
Sggk‘—i-l = 0.
Par conséquent
a 1 T ||9k+1”2 T
By = m<9k+1gk+l — 0 Tor Sk Okt1)

T
Jk+19k+1 Dy u
T - /Bk
Yi. Sk

(5.11)

Dans ce travail on considere des fonctions f non linéaires, non quadra-
tiques et ay est obtenu par une recherche linéaire inexacte de type wolfe.
Avant de donner I’algorithme de la nouvelle méthode, démontrons le théoreme

suivant :
Théoréme5.2 ([N.Andrei]) Si yisp # 0 et dpy1 = —0Opy1-Gps1 +
Bisk(dy = —go), avec i donnée par la relation (5.8), alors on a :

1
Grrdisr < — (O — — ) Nlgesall”-
40y,

Preuve du Théoreme5.2
Rappelons que

dO = —9o,

donc
godo = — ||gol|*-

Donc (5.12) est vérifiée pour k = 0.
Multiplions maintenant (5.6) par g, on obtient

T T T
9k+19 G115k
91{+1dk+1 = —Op1 ||91c+1||2 + ( htl ng;lT)s;E A )5.15
k

2
5, H9k+1H2 (S£Qk+1)

2
(y,ffsk)

o7

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.1)
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Remarquons maintenant que :

T L T
o] v o ) g

(ngﬂgz:fﬂ) (ngJrlSk) _ 5.16 (5.2)
T - To )2 . '
Y. Sk (yk Sk)
9 2
< % [ﬁ (ykTsk) gk ll” + 265 (gz?HSk) Hgk“”ﬂ
< 2
(s sw)
2
= L | gx 1“2 + Ok (gZHSk) HngHQ
4(5k + (ykTsk)2

Considérons maintenant (5.15) en prenant en considération (5.16), on obtient
(5.12).

Remarque 5.1
La direction donnée par (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) est une direction de des-
cente. En effet la relation (5.12) implique

gtdy <0 Yk (5.17)

Remarque 5.2
Dai et Yuan ([9]) ont présenté une méthode dans laquelle gi dj, < 0 si la
condition y{ s; > 0.

Remarque 5.3
Si f est fortement convexe ou si la recherche linéaire est de Wolfe alors
T
Yi Sk > 0.
Théoréeme 5.3 ([N. Andrei]) Considérons 'algorithme du gradient
conjugué défini par les relations (5.1), (5.2), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) et ay,
est obtenu par une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Si pour tout k on a

1
9k+1 >0 et 0k+1 > —. (518)
46y,

Alors les directions dj engendrées par cette méthode sont des directions de
descente suffisante, i.e.

Je>0: VkeN gld, < —cllg’. (5.19)

Preuve du Théoréme 5.3
voir ([N.Andrei, A Dai-Yuan...])
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DALYUAN MODIFIEE

5.3 L’Algorithme du Gradient conjugué ver-

sion Dai-yuan modifiée

Notons le nouveau algorithme par la notation GCDS (gradient conjugué
a descente suffisante).

Algorithme GCDS

Etapel : Initialisation

Choisir zy € R™ et les parametres 0 < 07 < gy < 1. Calculez f (z¢) et
9o =V f (x0) .

Poserdoz—go,aozm, k=0

Etape2 : Test de continuation des iterations

Si ||gx|| < 1079, Stop. Sinon poser k =k + 1

Etape3 : Recherche linéaire

Calculez oy, vérifiant les conditions de Wolfe suivantes :

f(xx) + oraxd] g
U2d£gk

[ (@ + agdy)

<
dggk+1 >

Calculer : xpy1 = xp + apdy

Calculer : f(zp11), Gki1s Sk = Tht1 — Thy Yk = Ght1 — Gk
Etape : Calcul des directions

Calculez
d= _Qk—‘rl-gk—i—l + ﬂgska k= 07 17 27
avec
T
0 Gk 119k+1
k+l = o
Yi. -Gk+1
et
9 T
By = ! Gk+1 — 6k||gk+l|| Sk | Gkt
“ ylsk Yi Sk
et .
5 — Yk -Gk+1
k= "7
Giy19k+1
Si

rs1d < =107° [|d]| lgr |
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alors posons dj 11 = d. Sinon poser d1 = —gp11. Calculer a, = ay_4 ”TI\Z;\l\”' Poser

k=Fk+1 et aller a Etape2

5.4 Analyse de la convergence

Théoréeme 5.4 ([N. Andrei]) Supposons qu’il existe deuzr constantes
positives w et p telles que

O<w<bO<p: VkeN (5.20)
Supposons aussi que l’ensemble
Loy ={z € R": f(z) < f(20)}

est borné et que la condition de Lipschitz soit vérifiée dans ['ensemble L,,, c’est
a dire qu’on a :

V(w,y) € L3, + |Vf(2) = VIl < Lllz -yl (5.21)

Alors lalgorithme du gradient conjugué défini par les relations (5.1), (5.2),
(5.6), (5.7), (5.8), (5.9) el cy, est obtenu par une recherche linéaire inexacte
de Wolfe, on a gr, = 0 pour un certain ky € N ou bien

lim inf || gx|| = 0. (5.22)
k—o0

Preuve du Théoréme 5.4 ([N. Andrei])
Supposons que g, # 0 pour tout k et que

lim inf ||gx|| > 0.
k—ro0

Definissons
vy =inf (||gs]| : k> 0).

Puisque g # 0, alors v > 0. La condition de Wolfe implique
Yo sk = (ger1— k)" sk > (02— 1) gp sp = — (1 — 02) g 5.

Le théoreme 5.2 donne

1 3
T 2 2
9 Ak > ( k 45k1) Hng 4W Hng
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Par conséquent
—gr > —wy’.

(21) et (23) donnent

yls, > (1 — 52) woyy?.

W~ w

Remarquons que gi, sk =y} sk + gf < yl'si. Donc et en tenant compte

de (17) on a
91{+13k > 5291? = _52?JkTSk + 5291{“31@'

Puisque 6% < 1, alors on a
2

gk+15k =1_ 52% Sk-

52
S max{l,l_—(p} .

lyxll = lgrsr = gell < L [|sell -

Par conséquent,

T
k415K
T
Yy Sk

D’autre part

Donc .
_ \ykgkﬂl _ Lllsel
|ow| =
gl HgmH H9k+1H
Avec cela on obtient
‘5k+ls ’
981 < e [lanan 4 1t
S JyTsel [T |yi 5]
< 1 2+ LT sy 1,22 E+F ||| = E+FD
sk || max = spll =
= 3 (1 — 09) wagy? F "1 — o0y k ’
ou
412 4LT
E= = max {1, % ,
3 (1 — 09) wayy? 3 (1 — o9) wayy? — 0y

D = max{||ly — z|]| : y,z € L} est le diametre de I'ensemble L et I' =

maxeer |V f ()]
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Donc,
il < 1Orral lgerall + 18| lIsell < QT + (E+ FD) D.

Si on tient compte de la condition de Lipschitz et des conditions de Wolfe
on peut prouver que
1—0o r
ap > 2 ‘gk |2‘
Lo |dl]

Puisque ’ensemble L est borné et puisque la fonction f est aussi bornée
inferieurement, donc en considérant (17) et (21) on a :

Par conséquent, utilisant (22), the propriété de descente yields

=16 (
29_ \dku =

[e.e]

ZHdkH

k=0 k=0

qui contredit (26). Donc,

v =lim inf ||gx|| = 0.1
k—o0

5.5 Résultats numériques et comparaisons

5.5.1 Critere de performance de Dolan et Moré

On a fait des tests numériques de la nouvelle méthode GCDS sur un
échantillon de 750 problemes tests. On compare le nouveau algorithme avec
I’algorithme du gradient conjugué version Dai-Yuan. Nous avons utilisé des
recherches linéaires de Wolfe avec o; = 0.0001 et o9 = 0.9. Le critere d’arret
est le suivant : ||gx| < 107%. Le graphe suivant appelé aussi critere de per-
formance de Dolan et Moré, montre la performance de la nouvelle méthode
GCDS par rapport a l'algorithme du gradient conjugué version Dai-Yuan.
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5.5.2 Conclusions

Soit f : R*™ — R et (P) le probleme d’optimisation sans contraintes
suivant :

(P) min{f(x): 2z € R"}

Nous avons présenté dans ce mémoire deux algorithmes du gradient conjugué
pour résoudre le probleme (P). La premiére méthode est due a Dai et Yuan (|
]). La seconde méthode est une modification de la méthode de Dai et Yuan et
a été proposée par Niculai Andrei en 2008 ([ |). Les deux méthodes génerent
une suite {x}, . de la maniere suivante :

Thy1 = Tk + Oékdk (51)

ou la direction de recherhe est définie par la formule de récurrence suivante :

_ —4go sik=0
dk{—%+5Mp1$k21 (5.2)

Les deux méthodes different par les coéfficients ;. Dai et Yuan ont pro-
posé les coéfficients suivants :

T

py _ Jk+1-9k+1

k= To
Yk Sk

Les directions dj, et les coéfficients [ proposés par Niculai Andrei ont la
forme suivante :

do = —go, dpt1 = —Oky1.9r41 + Biisk, k=0,1,2,...

avec

T
Jk+19k+1
Opsq = T (5.7)
y}{-glﬂrl
et
1 sl
k+1
B = Gkt1 — O Sk | Grm 5.8
k ygsk + ygsk + ( )
et .
Giy19k+1
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La suprémacie de la méthode de Niculai Andrei est qu’elle assure que les
directions dj, sont des directions de descente suffisante, alors que les directions
engendrées par Dai et Yuan sont des directions de descente seulement. Les
tests numériques ont prouvé que la méthode de Niculai Andrei est plus per-
formante que celle de Dai et Yuan. La méthode de Niculai Andrei converge
globlement avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

5.5.3 Probleme ouvert

Supposons que dans la méthode de Niculai Andrei, on remplace les re-
cherches linéaires inexactes de Wolfe par les recherches linéaires inexactes de
Goldstein. Les directions dj sont elles des des directions de descente suffi-
sante 7 La méthode de Niculai Andrei converge elle globlement ?
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