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Abstract

Motivated by uncertainty problems in volatility, Peng proposed the
G�expectation, as a supremum of expectations with respect to a family
of probability measures, that has received very strong attention in recent
years, under which the canonical process (Bt)t�0 is a G�Brownian motion
and the related G�stochastic calculus was developed. In this thesis, we
prove theG�Wiener chaos in the framework of sublinear expectation space.
Moreover we establish some relationship between Hermite polynomials and
G�stochastic multiple integrals. An equivalent of the orthogonality of Wie-
ner chaos was found. Further we propose an algebraic method for proving
the Burkholder-Davis-Gundy inequality in the case of stochastic integrals
with respect to G�Brownian motion.
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Résumé

Motivé par des problèmes d�incertitude de la volatilité, Peng a proposé
la G�espérance, comme étant le supremum des espérances classiques pris
sur une famille de mesures de probabilités, ayant récemment reçu une très
forte attention, en vertu de laquelle le processus canonique (Bt)t�0 est un
G�mouvement Brownien qui a permis au développement du G�calcul sto-
chastique. Dans cette thèse, on démontre le G�chaos de Wiener dans le
cadre d�un espace d�espérance sous-linéaire. En outre, on établit une rela-
tion entre les polynômes d�Hermite et les G�intégrales stochastiques mul-
tiples. Un équivalent de l�orthogonalité des chaos de Wiener a été trouvé.
On propose également une méthode algébrique pour prouver l�inégalité de
Burkholder-Davis-Gundy dans le cas des intégrales stochastiques par rap-
port au G�mouvement Brownien.
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Introduction

Depuis la publication du travail de Choquet [4], la théorie d�espérance
non linéaire a suscité un grand intérêt chez les chercheurs pour ces applica-
tions potentielles dans les problèmes d�incertitude et ces nombreux outils
riches, souples et élégants. C�est aussi le point de départ d�une nouvelle
théorie du calcul stochastique qui nous donne un nouvel aperçu pour ca-
ractériser et pour calculer les di¤érents types des risques �nanciers.
En particulier, Peng [10] a étudié le théorème de représentation d�une es-

pérance sous-linéaire qui peut être exprimée comme un supremum des espé-
rances linéaires et a établit la théorie fondamentale de la G�espérance [20],
où G est la fonction génératrice d�une équation de la chaleur non linéaire.
La notion de G�espérance s�est développée très récemment et a ouvert la
voix à l�introduction de variables aléatoiresG�normales, duG�mouvement
Brownien et plus généralement des G�intégrales stochastiques de type Itô,
en vertu de laquelle Peng [21; 26; 28] a introduit également la G�normale
distribution ainsi que le théorème de la limite centrale et le concept du
G�mouvement Brownien correspondant. Peng dans [27] et [24] a systéma-
tiquement développé le calcul stochastique sous la G�espérance.
Contrairement au mouvement Brownien standard qui est construit dans

un espace d�espérance linéaire où une telle supposition de linéarité n�est
pas faisable dans de nombreux domaines d�applications car beaucoup de
phénomènes incertains ne peuvent pas être bien modélisé en utilisant ces
espérances [15], le G�mouvement Brownien se base essentiellement sur la
G�espérance qui peut prendre l�incertitude en considération d�une façon
systématique, belle et robuste.
Brièvement parlant, le G�mouvement Brownien (Bt)t�0 est un proces-

sus continu à accroissements stationnaires et indépendants à l�identique de
la G�normale distribution, ce qui signi�e qu�il peut caractériser l�incerti-
tude de la volatilité, il a une nouvelle structure très riche et intéressante
qui généralise non trivialement celle du cas classique. Par conséquent le
calcul stochastique correspondant a été établie, notamment les intégrales
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stochastique d�Itô et le processus de variation quadratique hBti
t�0
qui lui est

associé[23]. Un phénomène très intéressant du G�mouvement Brownien est
que son processus quadratique n�est généralement pas un processus déter-
ministe, mais un processus stochastique qui a également des accroissements
indépendants qui sont identiquement distribués. On souligne ici que la dé-
�nition du G�mouvement Brownien est cohérente avec celle du modèle
classique dans le sens où il n�y a pas de volatilité incertaine.
Récemment, beaucoup de chercheurs s�intéressent aux applications des

G�intégrales stochastiques d�Itô qui sont de plus en plus large [36]. Par
conséquent, Panyu [19] a introduit les G�intégrales stochastiques multiples
d�Itô en vertu de la G�espérance. La di¢ culté principale réside dans le fait
que le G�espérance est intrinsèque dans le sens où elle n�est pas dé�nie
sur un espace de probabilité linéaire donné, ceci nous a donné espoir de
développer davantage l�analyse stochastique.
Lié a cette di¢ culté de la G�espérance, il ya beaucoup d�outils dans

le calcul stochastique classique d�Ito qui n�ont pas encore traduit à la
G�analyse stochastique, notamment l�inégalité générale de Burkh-Davis-
Gundy. En outre, Gao [9] a prouvé cette dernière pour les G� intégrales
d�Itô sur l�espace G�espérance.
Dans cette thèse, le but principal est de faire un développement chao-

tique dans l�espace G�espérance, qui vise à démontrer un théorème de
type chaos de Wiener. En e¤et, on démontre le théorème équivalent de
l�orthogonalité des chaos de Wiener en s�appuyant sur les propriétés de la
fonction génératrice G: On a établi une relation entre les polynômes d�Her-
mite et les G�intégrales stochastiques multiples, qui nous a permis par
la suite de démontrer le théorème principale du G�chaos de Wiener. On
propose également une méthode algébrique pour prouver la G�inégalité de
Burkholder-Davis-Gundy, la caractéristique principale de cette approche est
qu�on utilise des propriétés générales qualitatives des racines des polynômes
algébriques. L�idée de prouver la G�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy
par l�utilisation des polynômes d�Hermite a déjà été exploré par di¤érents
auteurs dans le cas classique. Cependant, les preuves précédentes utilisent
les propriétés des polynômes d�une manière di¤érente et dans le cas où
n � 4. Notre preuve est valable pour n général et, en outre, peut être éten-
due à donner des estimations pour les autres types généraux d�intégrales
stochastiques.
La thèse est composée de 4 chapitres.
Ainsi, dans le premier chapitre on rappelle les notations de bases et les

préliminaires de l�espérance sous linéaire et les espaces d�espérance sous
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

linéaire associés. On donne aussi le théorème de représentation de l�espé-
rance sous linéaire et certaines dé�nitions qu�on utilise par la suite à savoir
les notions de distribution et d�indépendances en vertu de l�espérance sous
linéaire.
Par suite, dans le chapitre 2 on introduit le concept du G�mouvement

Brownien et les G�intégrales stochastiques de type Itô passant par les
dé�nitions et les propriétés nécessaires, ainsi que le processus a variation
quadratique associé.
Dans le chapitre 3, on s�inspire au travail de Langovoy [16] en adaptant

certains résultats sur les polynômes et moments des G�intégrales stochas-
tiques pour démontrer la G�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy via les
polynômes d�Hermite.
En�n, le dernier chapitre contient l�essentiel de notre travail de recherche

où on démontre le résultat principale qui est le théorème du G�chaos de
Wiener. Un résultat intermédiaire sur l�équivalent du théorème sur l�ortho-
gonalité des chaos de Wiener pour les G�intégrales stochastiques multiples
a été prouvé.

Ce travail a permis la production scienti�que suivante :

�Publication internationale :
Chaotic expansion in the G�expectation space by HacèneBoutabia and

Imen Grabsia, published in "Opuscula Mathematica".

�Communications internationales :
1�Wiener chaos expansion and stochastic multiple integrals under G�Brownian

motion, HacèneBoutabia and Imen Grabsia, International Conference on
Applied Analysis andMathematical Modeling (ICAAMM 2�5 june 2013;Istanbul,
Turkey).
2 � G�chaos of Wiener, HacèneBoutabia and Imen Grabsia, Journées

Internationales de Probabilités et Statistiques (JIPS 20 � 22 Nov 2011,
Alger).
3�Preliminaries of G�Wiener chaos, HacèneBoutabia and Imen Grab-

sia, Colloque International Modélisation Stochastique et Statistique (MSS
21� 23 Nov 2010, Alger).

�Communications nationales :
1�Stochastic multiple integrals under G�Brownian motion and prelimi-

naries of Wiener chaos, HacèneBoutabia and Imen Grabsia, 8�eme Rencontre
d�Analyse Mathématiques et ses Applications (RAMA�8 26� 29 Nov 2012,
Alger).
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Chapitre 1

Généralités sur l�espérance
sous linéaire

Une espérance sous-linéaire peut être exprimée comme un supremum
des espérances linéaires. Elle est souvent appliquée à des situations où les
modèles de probabilités sont incertains et elle s�avère être un outil de base
pour mesurer les pertes de risque en �nance. Dans ce chapitre on donne
les notations de bases et les préliminaires de la théorie d�espérance sous-
linéaire et le G�mouvement Brownien connexe. Plus de détails peuvent
être trouvés dans Peng [22] :

1.1 Espérance sous linéaire

Soit 
 un ensemble donné et soit H un espace linéaire de fonctions à
valeurs réelles dé�nie sur 
. On suppose que H satisfait c 2 H pour chaque
constante c et jXj 2 H si X 2 H. L�espace H peut être considéré comme
l�espace des variables aléatoires.

Dé�nition 1.1.1 Une espérance sous linéaire bE est une fonction bE : H 7�!
R véri�ant les propriétés suivantes :
(i)Monotonie : bE[X] � bE[Y ] si X � Y

(ii)Préservation des constantes :bE[c] = c pour c 2 R

(iii)Sous-additivité : Pour tout X; Y 2 H;bE[X]� bE[Y ] � bE[X � Y ]

1



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR L�ESPÉRANCE SOUS
LINÉAIRE

(iv)Homogénéité positive :

bE[�X] = �bE[X]; pour tout � � 0
Le triplet (
;H; bE) est appelé espace d�espérance sous linéaire. Si
seulement (i) et (ii) sont satisfaites, bE est appelée espérance non linéaire et
le triplet (
;H; bE) est appelé espace d�espérance non linéaire.
Dé�nition 1.1.2 Soient bE1 et bE2 deux espérances non linéaires dé�nies
sur (
;H): bE1 est dite dominée par bE2 sibE1 [X]� bE1 [Y ] � bE2 [X � Y ] pour X; Y 2 H

Remarque 1.1.1 Si l�inégalité (iii) est une égalité, alors bE est une espé-
rance linéaire classique, i.e., bE est une fonction linéaire satisfaisant (i) et
(ii).

Remarque 1.1.2 Si (iii) et (iv) sont satisfaites alors on dira que bE est
sous-linéaire. Cette sous-linéarité implique
(v)Convexité :

bE [�X + (1� �)Y ] � �bE [X] + (1� �) bE [Y ] pour � 2 [0; 1]

Notons que la propriété (iv) est équivalente à la propriété suivante

bE[�X] = �+bE[X] + ��bE[�X] pour � 2 R:
Dans ce qui suit, on considère le type d�espace d�espérance non linéaire

suivant (
;H; bE) : si X1; :::; Xn 2 H alors ' (X1; :::; Xn) 2 H pour tout ' 2
Cl:Lip(Rn) où Cl:Lip(Rn) désigne l�espace linéaire de fonctions localement
Lipschtizienne ' satisfaisant

j'(x)� '(y)j � C(1 + jxjm + jyjm)jx� yj; 8x; y 2 Rn

pour C > 0;m 2 N.

Dans ce casX = (X1; :::; Xn) est appelé un vecteur aléatoire à n�dimension
, noté X 2 Hn:

Remarque 1.1.3 Il est clair que si X 2 H alors jXj ; Xm 2 H. Plus
généralement, ' (X) (Y ) 2 H pour tout X; Y 2 H et pour tout ';  2
Cl:Lip(Rn): En particulier, si X 2 H alors bE[jXnj] <1 pour chaque n 2 N:

2



1.1. ESPÉRANCE SOUS LINÉAIRE

Ici, on utilise Cl:Lip(Rn) seulement pour la commodité des techniques.
En fait, l�exigence essentielle est que H contient toutes les constantes et, en
outre, X 2 H implique jXj 2 H. En général, Cl:Lip(Rn) peut être remplacé
par l�un des espaces de fonctions dé�nies sur Rn suivant.
�L1 (Rn) :Espace de fonctions bornées Borel-mesurables,
�Cunif (Rn) :Espace de fonctions bornées et uniformément continues,
�Cb:Lip(Rn) :Espace de fonctions continues, Lipschitziennes et bornées,
�Lip (Rn) :Espace des fonctions Lipschitziennes sur Rn:

1.1.1 Représentation d�une espérance sous-linéaire

Une espérance sous-linéaire peut être exprimée comme un supremum
des espérances linéaires. Elle est souvent appliquée à des situations où les
modèles de probabilité sont incertains.

Théorème 1.1.1 Soit bE une fonction dé�nie sur un espace linéaire H sa-
tisfaisant la sous-additivité et l�homogénéité positive. Alors il existe une
famille de fonctions linéaires fE� : � 2 	g dé�nies sur H telle quebE [X] = Sup

�2	
E� [X] pour X 2 H

et, pour tout X 2 H , il existe �X 2 	 de telle sorte que bE [X] = E�X [X] :

En outre, si bE est une espérance sous-linéaire, alors E� est une espérance
linéaire.

Preuve. Soit Q = fE� : � 2 	g la famille de toutes les formes linéaires
dé�nies sur H; dominées par bE i.e., E� [X] � bE [X] ; pour tout X 2 H et
pour tout E� 2 Q.
Tout d�abord on montre que Q est non vide. Pour X 2 H donné, on

note L = faX : a 2 Rg qui est un sous-espace de H: On dé�nit I : L! R
par I [aX] = abE [X] ;8a 2 R; alors I [:] est une fonction linéaire sur H et
I � bE sur L: Comme bE est sous-additive et positivement homogène, alors
d�après le théorème de Hahn-Banach, il existe une fonction linéaire E sur
H tel que E = I sur L et E � bE sur H: Ainsi E est une fonction linéaire
dominée par bE et telle que bE [X] = E [X] :
On dé�nit maintenantbEQ [X] = Sup

�2	
E� [X] pour X 2 H

Il est clair que bEQ = bE:
3



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR L�ESPÉRANCE SOUS
LINÉAIRE

En outre, si bE est une espérance sous-linéaire, alors que nous avons, pour
chaque élément non négatif X 2 H; E� [X] = �E� [�X] � �bE [�X] � 0:

Pour chaque c 2 R;�E� [c] = E� [�c] � bE [�c] = �c et E� [c] � bE [c] = c;
ainsi nous obtenons E� [c] = c: Par conséquent E� est une espérance linéaire.

Remarque 1.1.4 Il est important d�observer que l�espérance linéaire dé�-
nie ci-dessus E� est seulement supposée additive. Mais on peut appliquer le
théorème bien connu de Daniell-Stone pour prouver qu�il existe une unique
mesure de probabilité ��additive P� sur (
; � (H)) telle que

E� [X] =

Z



XdP�; X 2 H

L�incertitude du modèle de probabilité correspondant est décrite par le sous-
ensemble fP�; � 2 	g ; et l�incertitude correspondante de distributions pour
un vecteur aléatoires à n�dimensions X dans H est décrite
par fFX (�; A) = P� (X 2 A) : A 2 B (Rn)g

Remarque 1.1.5 Dans le cas où Q est un singleton, bE n�est autre que
l�espérance linéaire classique.

1.1.2 Distribution et indépendance

On donne maintenant la notion de distributions de variables aléatoires
selon une espérance non linéaire.
Soit X = (X1; :::; Xn) un vecteur aléatoires à n�dimensions dé�ni sur

un espace d�espérance non linéaire (
;H; bE). On dé�nit une fonction sur
Cl:Lip(Rn) par

FX ['] = bE [' (X)] : ' 2 Cl:Lip(Rn):
Le triplet (Rn; Cl:Lip(Rn);Fx) forme un espace d�espérance non linéaire. FX
est appelé la distribution de X sous bE: Cette notion est très utile pour
une espérance sous linéaire bE. En outre, on peut prouver qu�il existe une
famille de mesures de probabilité

�
F �X (:)

	
�2	 dé�nie sur (R

n;B (Rn)) (voir
remarque 1:1:4) telle que

FX ['] = sup
�2	

Z
Rn

' (x)F �X (dx) ; pour chaque ' 2 Cb:Lip(Rn)

Ainsi FX ['] caractérise l�incertitude de la distribution de X.

4



1.1. ESPÉRANCE SOUS LINÉAIRE

Dé�nition 1.1.3 Soient X1 et X2 deux vecteurs aléatoires à n�dimension
dé�nies sur deux espaces d�espérances non linéaires (
1;H1; bE1) et (
2;H2; bE2)
respectivement sont identiquement distribuées ( on notera X1

d
= X2) si

bE1 [' (X1)] = bE2 [' (X2)] ; pour ' 2 Cl:Lip(Rn)

Il est clair que X1
d
= X2 si et seulement si leurs distributions coïncident.

Remarque 1.1.6 Si la distribution bFx de X 2 H n�est pas une espérance
linéaire, alors X a une distribution incertaine. La distribution de X a les
quatre paramètres typiques suivants :

� = bE [X] ; � = �bE [�X] ; �2 = bE �X2
�
et �2 = �bE ��X2

�
Les intervalles

�
�; �

�
et [�2; �2] caractérisent la moyenne incertaine

et la variance incertaine de X respectivement.

Remarque 1.1.7 Dans le cas d�une espérance sous linéaire, X1
d
= X2 im-

plique que les sous-ensembles d�incertitudes de distributions de X1 et X2

sont les mêmes, par exemple, dans le cadre de la Remarque 1:1:4,

fFX1 (�1; :) : �1 2 	1g = fFX2 (�2; :) : �2 2 	2g

La simple propriété suivante est très utile dans la théorie d�espérance
sous linéaire.

Proposition 1.1.1 Soient X; Y 2 H telle que bE [Y ] = �bE [�Y ] ( i.e., Y
n�a pas une moyenne incertaine). Alors, on a :

bE [X + �Y ] = bE [X] + �bE [Y ]
En particulier, si bE [Y ] = �bE [�Y ] = 0; alors bE [X + �Y ] = bE [X] :
Preuve. On a bE [�Y ] = �+bE [Y ] + ��bE [�Y ] = �+ bE [Y ] � ��bE [Y ] =
�bE [Y ] pour � 2 R
AinsibE [X + �Y ] � bE [X] + bE [�Y ] = bE [X] + �bE [Y ] = bE [X] � bE [��Y ] �bE [X + �Y ]
La notion d�indépendance qui suit joue un rôle important dans la théorie

d�espérance sous linéaire.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR L�ESPÉRANCE SOUS
LINÉAIRE

Dé�nition 1.1.4 Dans un espace d�espérance sous linéaire (
;H; bE), le
vecteur aléatoire Y 2 Hn est dit indépendant d�un autre vecteur aléatoire
X 2 Hm sous bE si pour tout ' 2 Cl:Lip(Rn+m) on abE [' (X; Y )] = bE hbE [' (x; Y )]x=Xi
où bE [' (x; Y )]x=X signi�e  (X) où  (x) = bE [' (x; Y )] :
Notons que cette dé�nition est correcte. Pour voir cela, il su¢ t de mon-

trer que pour chaque x 2 Rm; ' (x; Y ) 2 H et bE [' (:; Y )] appartient à
Cl:lip (Rm) : On doit montrer que ' (x; :) 2 Cl:lip (Rn) :
Preuve. En e¤et, pour chaque (x; y) ; (u; z) 2 Rm � Rn; on a

j' (x; y)� ' (u; z)j � C j(x; y)� (u; z)j
�
1 + j(x; y)jk + j(u; z)jk

�
;

C > 0; k 2 N;

et ainsi

j' (x; y)� ' (x; z)j � C jy � zj
�
1 + j(x; y)jk + j(x; z)jk

�
� C jy � zj

�
1 +

�
jxj2 + jyj2

� k
2 +

�
jxj2 + jzj2

� k
2

�
� C jy � zj

�
1 + 2

k
2

�
jxjk + jyjk

�
+ 2

k
2

�
jxjk + jzjk

��
� C 0 jy � zj

�
1 +

�
jxjk + jzjk

��
;

où on a utilisé l�inégalité (a+ b)p � 2p (ap + bp) pour a; b � 0 et C 0 =

Cmax
�
2
k
2 ; 1 + 2

k
2
+1 jxjk

�
: Par conséquent, ' (x; :) 2 Cl:lip (Rn) :

De même, on a

j' (x; Y )� ' (u; Y )j � C jx� uj
�
1 + 2

k
2

�
jxjk + jY jk

�
+ 2

k
2

�
jujk + jY jk

��
;

ce qui implique que���bE [' (x; Y )]� bE [' (u; Y )]��� � bE j' (x; Y )� ' (u; Y )j

� C jx� uj
�
1 + 2

k
2

�
jxjk + bE�jY jk��+ 2 k2 �jujk + bE�jY jk���

� C 00 jx� uj
�
1 + jxjk + jujk

�
;

où C 00 = Cmax
�
2
k
2 ; 1 + 2

k
2
+1bE�jY jk��, ce qui signi�e que bE [' (:; Y )] ap-

partient à Cl:lip (Rm) :
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1.1. ESPÉRANCE SOUS LINÉAIRE

Remarque 1.1.8 Dans un espace d�espérance sous linéaire (
;H; bE), Y
est indépendant de X signi�e que l�incertitude de distribution fFY (�; :) :
� 2 	g de Y ne change pas après la réalisation de X = x. En d�autres
termes, "l�espérance conditionnelle sous linéaire" de Y par rapport à X estbE [' (x; Y )]x=X . Dans le cas de l�espérance linéaire, cette notion d�indépen-
dance n�est que le cas classique.

Remarque 1.1.9 Il est important de noter que dans une espérance sous
linéaire la condition "Y est indépendant de X" ne signi�e pas automati-
quement que "X est indépendant de Y ".

Exemple 1.1.1 On considère le cas où X; Y 2 H sont identiquement dis-
tribués et bE [Y ] = �bE [�Y ] = 0 mais �2 = bE [X2] > �2 = �bE [�X2] :

On suppose également que bE [jXj] = bE [X+ +X�] > 0 ainsi bE [X+] =
1
2
bE [jXj+X] = 1

2
bE [jXj] > 0: Dans le cas où Y est indépendante de X, on

a bE �XY 2
�
= bE �X+�2 �X��2

�
=
�
�2 � �2

� bE �X+
�
> 0

Mais si X est indépendant de Y , on a bE [XY 2] = 0

La propriété d�indépendance de deux vecteurs aléatoires X et Y ne
concerne que la distribution conjointe de (X; Y ):

Remarque 1.1.10 La situation "Y est indépendante de X" apparaît sou-
vent lorsque Y survient après X, donc une espérance très robuste devrait
prendre l�information de X en compte.

Dé�nition 1.1.5 Une séquence de vecteurs aléatoires à n�dimension f�ig1i=1
dé�nis sur un espace d�espérance non linéaire (
;H; bE) est dite conver-
gente en distribution (ou convergente en loi) sous bE si pour chaque ' 2
Cb:Lip(Rn), la suite fbE [' (�i)]g1i=1 converge.
D�après Peng [25] le résultat suivant est facile à véri�er.

Proposition 1.1.2 Soit f�ig1i=1 converge en loi dans le sens ci-dessus.
Alors l�application F [:] : Cb:Lip(Rn)! R dé�nie par

F ['] = lim
i!1

bE [' (�i)] pour ' 2 Cb:Lip(Rn)

est une espérance non linéaire sur (Rn; Cb:Lip(Rn)) : Si bE est sous linéaire
(resp. linéaire), alors F est également sous linéaire (resp. linéaire).
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR L�ESPÉRANCE SOUS
LINÉAIRE

1.1.3 Distribution G�normale
Une notion fondamentalement importante dans la théorie d�espérance

sous-linéaire est que la variable aléatoire X soit N (0; [�2; �2])�distribuée
sous bE :
Dé�nition 1.1.6 (Distribution G�normale ) Dans un espace d�espérance
sous linéaire (
;H; bE), une variable aléatoire X 2 H avec

�2 = �bE ��X2
�
; �2 = bE �X2

�
est dite N (0; [�2; �2])�distribuée (on notera par X � N (0; [�2; �2]) ) si
pout tout Y 2 H indépendante de X telle que Y d

= X, on a :

aX + bY
d
=
p
a2 + b2X; 8a; b � 0 (1.1)

Remarque 1.1.11 D�après la dé�nition ci-dessus, on ap
2bE [X] = bE [X + Y ] = 2bE [X] et p2bE [�X] = bE [�X � Y ] = 2bE [�X]

il résulte que bE [X] = bE [�X] = 0
autrement dit une variable aléatoire X, N (0; [�2; �2])�distribuée n�a au-

cune moyenne incertaine.

Remarque 1.1.12 Si X est indépendant de Y et X d
= Y; tels que (1:1) est

satisfaite, alors �X est également indépendant de �Y et on a �X d
= �Y:

De même a (�X) + b (�Y ) d
=
p
a2 + b2 (�X) ; a; b � 0: Ainsi

X � N (0; [�2; �2]) si et seulement si�X � N (0; [�2; �2])

La proposition et le corollaire suivants montrent que N (0; [�2; �2]) est
une distribution sous-linéaire dé�nie de façon unique sur (R; Cl:Lip (R)) :
Peng dans [22] montre que la loi G�normale N (0; [�2; �2]) est caractéri-
sée, ou générée, par l�équation parabolique aux dérivées partielles suivante
dé�nie sur [0;1)� R :

@tu�G
�
@2xxu

�
= 0 (1.2)

avec la condition de Cauchy u jt=0 = '; oû G est appelée la fonction
génératrice de (1:2) qui est une fonction sous-linéaire réelle paramétrée
par �2 et �2 :

G (�) =
1

2
bE �X2�

�
=
1

2

�
�2�+ � �2��

�
; � 2 R

8



1.1. ESPÉRANCE SOUS LINÉAIRE

Ici, on note �+ = maxf0; �g et �� = (��)+: L�équation (1:2) est appelée la
G� équation de la chaleur de la distribution sous-linéaire N (0; [�2; �2]): On
appelle aussi cette distribution sous-linéaire la distribution G�normale
.

Remarque 1.1.13 On utilise la notion de solutions de viscosité de l�équa-
tion (1:2). Cette notion a été introduite par Crandall et Lions. Pour l�exis-
tence et l�unicité des solutions et des références très riches connexes nous
nous référons à Crandall, Ishii et Lions [5]. On notera que, dans la situation
où �2 > 0; la G�équation de la chaleur

@tu�
1

2

�
�2
�
@2xxu

�+ � �2
�
@2xxu

���
= 0; u jt=0 = '

qui a comme solution de viscosité (1:2) devient une solution classique
(voir [11] ; et les derniers travaux de [1] ; [2] et [35]). Le lecteur pourra com-
prendre (1:2) au sens classique.

Proposition 1.1.3 SoitX une variable aléatoireN (0; [�2; �2])�distribuée.
Pour tout ' 2 Cl:Lip (R) on dé�nie la fonction u (t; x) = bE �' �x+ptX�� ;
(t; x) 2 [0;1)� R:
Alors on
1)

u (t+ s; x) = bE �u �t; x+psX�� ; s � 0: (1.3)

2)Pour tout T > 0 il existe des constantes C; k > 0 de telle sorte que,
pour tous t; s 2 [0; T ] et pour tous x; y 2 R;

ju (t; x)� u (t; y)j � C
�
1 + jxjk + jyjk

�
jx� yj (1.4)

et
ju (t; x)� u (t+ s; x)j � C

�
1 + jxjk

�
jsj1=2 (1.5)

En outre, u est l�unique solution de viscosité, continue dans le sens de (1:4)
et (1:5) de l�EDP (1:2) :
Preuve. Comme

u (t; x)� u (t; y) = bE h'�x+ptX�i� bE h'�y +ptX�i
� bE h'�x+ptX�� '

�
y +

p
tX
�i

� bE hC1 �1 + jXjk + jxjk + jyjk� jx� yj
i

� C
�
1 + jxjk + jyjk

�
jx� yj

9
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Donc, on a (1:4). Soit Y indépendant de X tel que X d
= Y: Comme X

est N (0; [�2; �2])�distribuée, alors

u (t+ s; x) = bE �' �x+pt+ sX
��

= bE h'�x+psX +
p
tY
�i

= bE hbE h'�x+psz +ptY �i
z=X

i
= bE �u �t; x+psX�� :

On obtient ainsi (1:3) et en vertu de (1:4) il résulte que

u (t+ s; x) = bE �u �t; x+psX�� u (t; x)
�

� bE hC1 �1 + jxjk + jXjk� jsj 12 jXji ;
d�où (1:5). Maintenant, pour (t; x) 2 (0;1)�R; soit  2 C1;3b ([0;1)� R)

telle que  � u et  (t; x) = u (t; x) : D�aprés (1:3) il résulte que, pour
� 2 (0; t)

0 � bE h �t� �; x+
p
�X
�
�  (t; x)

i
� �@t (t; x) � + bE �@x (t; x)p�X +

1

2
@2xx (t; x) �X

2

�
+

�
C�

3
2

= �@t (t; x) � + bE �1
2
@2xx (t; x) �X

2

�
+

�
C�

3
2

= �@t (t; x) � + �G
�
@2xx (t; x)

�
+

�
C�

3
2

Il s�en suit que �
@t �G

�
@2xx 

��
(t; x) � 0:

Il en résulte que u est une sur-solution de viscosité de (1:2). De même,
on peut prouver que u est une sous-solution de viscosité de (1:2).

Corollaire 1.1.1 lorsque X et eX sont N (0; [�2; �2])�distribuées. Alors X
d
= eX: En particulier X d

= �X:
Preuve. Pour chaque ' 2 Cl;Lip (R) on a

u (t; x) = bE h'�x+ptX�i ; eu (t; x) = bE h'�x+pt eX�i ; (t; x) 2 [0;1)�R
10



1.1. ESPÉRANCE SOUS LINÉAIRE

Par la proposition ci-dessus, u et eu sont des solutions de viscosité de
G�équation de la chaleur (1:2) avec la condition de Cauchy u jt=0 = eu jt=0 =
': Il résulte de l�unicité de la solution de viscosité que u = eu . En particulier

bE [' (X)] = bE h'� eX�i
Alors X d

= eX:
Corollaire 1.1.2 Dans le cas oû �2 = �2 > 0;N (0; [�2; �2]) est juste la
distribution normale classique N (0; �2).
Preuve. En fait, la solution de l�équation parabolique aux dérivés partielles
(1:2) devient l�équation de la chaleur classique

@tu =
�2

2
@2xxu; u jt=0 = '

où la solution est

u (t; x) =
1p
2��2t

+1Z
�1

' (y) exp

 
�(x� y)2

2�2t

!
dy

Ainsi, pour chaque ';

bE [' (X)] = u (1; 0) =
1p
2��2

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2�2

�
dy

Dans les deux situations suivantes le calcul de bE [' (X)] est facile :
� (i)Pour tout ' convexe, on a

u (t; x) =
1p
2��2

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2�2

�
dy

En e¤et, pour tout t � 0 �xé, remarquons que la fonction u (t; x) =bE �' �x+ptX�� est convexe, puisque
u (t; �x+ (1� �) y) = bE h'��x+ (1� �) y +

p
tX
�i

� �bE h'�x+ptX�i+ (1� �) bE h'�y +ptX�i
= �u (t; x) + (1� �)u (t; y) :

11



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR L�ESPÉRANCE SOUS
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Il en résulte que (@2xxu)
�
= 0 et par conséquent la G�équation de la

chaleur (1; 2) devient

@tu =
�2

2
@2xxu; u jt=0 = '

� (ii)Pour tout ' concave, on a

u (t; x) =
1p
2��2

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2�2

�
dy

en particulier

bE [X] = bE [�X] = 0; bE �X2
�
= �2;�bE ��X2

�
= �2

et bE �X4
�
= 6�4; � bE ��X4

�
= 6�4

1.1.4 Théorème de la Limite Centrale

Théorème 1.1.2 (Théorème de la limite centrale) Soit fXig1i=1une suite
dans H identiquement distribuée. On suppose également que, Xn+1 est in-
dépendant de (X1; :::; Xn) pour tout n = 1; 2::::et que

bE [X1] = bE [�X1] = 0; bE �X2
1

�
= �2;� bE ��X2

1

�
= �2

pour 0 < � < � <1 �xés. Alors la suite fSn=
p
ng1n=1 où Sn = X1+:::+Xn;

converge en loi vers une distribution � N (0; [�2; �2])�distribuée

lim
n!1

bE �'� Snp
n

��
= eE [' (�)] ;8' 2 lipb (R) :

Pour plus de détails voir [20] :
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Chapitre 2

G�Mouvement Brownien et
G�intégrale d�Itô

Le but de ce chapitre est d�introduire la notion duG�Mouvement Brow-
nien liée à la distribution G�normale dans un espace d�espérance sous-
linéaire. On donne également la dé�nition de la G�intégrale stochastique
et on énonce la G�formule d�Itô.

2.1 G�Mouvement Brownien
Dans cette section on dé�ni le G�mouvement Brownien unidimension-

nel et à d�dimension, on donne ainsi quelques propriétés qui sont impor-
tantes dans le calcul stochastique.

Dé�nition 2.1.1 Dans un espace d�espérance sous linéaire
�

;H; bE� un

processus (Bt)t�0 est appelé G�mouvement Brownien si les propriétés
suivantes sont satisfaites :
(i)B0 = 0
(ii)Pour tout t; s � 0;l�accroissement Bt+s�Bt estN (0; [�2s; �2s])�distribué

et est indépendant de (Bt1 ; :::; Btn) ; pour tout n 2 N et pour toute suite
0 � t1 � ::: � tn � t:

Remarque 2.1.1 La lettre G indique que le processus B est caractérisé
par sa "fonction génératrice" G dé�nie par :

G (�) =
1

2
bE ��B2

1

�
; � 2 R
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D�après Peng [21] on peut prouver que la propriété d�échelle du G-mouvement
Brownien, qui est la même que celle du mouvement Brownien standard,
a savoir, pour tout � > 0; le processus

�
��

1
2B�t

�
t�0

est également un

G�mouvement Brownien. Pour tout t0 > 0; le processus (Bt+t0 �Bt0)t�0
est aussi un G�mouvement Brownien.

Dé�nition 2.1.2 Soit (
;H; bE) un espace d�espérance non linéaire. (Xt)t�0
est appelé processus stochastique à d�dimension si pour tout t � 0; Xt

est un vecteur aléatoire à valeur dans Hd.

Soit S (d) (resp. S+ (d)) l�ensemble des matrices (resp. dé�nies positives)
carrés symétriques d�ordre d
Soit G : S (d) �! R une fonction monotone et sous linéaire au sens

que : pour tout A;A 2 S (d), on a8<:
G
�
A+ A

�
� G (A) +G

�
A
�

G (�A) = �G (A) ;8� � 0
G (A) � G

�
A
�
; si A � A

telle que

G (A) =
1

2
bE [(AX;X)] � 1

2
jAj bE ���X2

���
ce qui implique, d�après le théorème (1:1:1) ; qu�il existe un sous en-

semble
P
� S+ (d) fermé, borrné et convexe tel que

G (A) =
1

2
sup

2
Ptr [
A] ; A 2 S (d)P

étant l�ensemble des matrices d�ordre d .( voir [29; 35]):

Dé�nition 2.1.3 (Distribution G�normale) Dans un espace d�espérance
sous linéaire (
;H; bE), un vecteur aléatoire à d�dimensionX = (X1; :::; Xd)
est dit G�normalement distribué noté par X � N (0;

P
) si pour tout

' 2 Cb;Lip
�
Rd
�
; la fonction u dé�nie par

u (t; x) = bE h'�x+ptX�i ; t � 0; x 2 Rd
satifait la G�equation de la chaleur suivante

@u

@t
�G

�
D2u

�
= 0; (t; x) 2 [0;1)� Rd;

u (0; x) = ' (x) ;

où D2 =
�
@2xixju

�d
i;j=1

et G (A) = 1
2
sup

2
Ptr [
A] ; A = (A)di;j=1 2 S (d) :
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On donne maintenant la dé�nition duG�mouvement Brownien d�dimensionnel.

Dé�nition 2.1.4 Un processus (Bt)t�0 à d�dimension dé�ni sur un es-
pace d�espérance sous linéaire

�

;H; bE�est dit G�mouvement Brownien

de dimension d si les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i)B0 = 0
(ii) Pour tout t; s � 0; l�accroissement Bt+s�Bt estN (0; s

P
)�distribué

et est indépendant de (Bt1 ; :::; Btn) ; pour tout n 2 N et pour toute suite
0 � t1 � ::: � tn � t:

On notera

Ba
t := ha;Bti pour tout a = (a1; :::; ad)

T 2 Rd

Selon la dé�nition ci-dessus, on a la proposition suivante qui est impor-
tante dans le calcul stochastique.

Proposition 2.1.1 (voir [23]) Soit (Bt)t�0 un G�mouvement Brownien
à d�dimension dé�ni sur un espace d�espérance sous linéaire

�

;H; bE�.

Alors (Ba
t )t�0 est un Ga�mouvement Brownien à 1�dimension, où Ga (�) =

1
2

�
�2aaT�

+ � �2aaT�
�� ; �2aaT = 2G �aaT � = bE �ha;B1i2� ; �2aaT = �2G ��aaT � =

�bE ��ha;B1i2� :
En particulier, pour tout t; s � 0; Ba

t+s �Ba
t
d
= N

�
0;
�
s�2aaT ; s�

2
aaT

��
:

Notons que d�après le cas unidimensionnel, on a pour toute fonction
convexe '

bE �' �Ba
t+s �Ba

t

��
=

1q
2�s�2aaT

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2s�2aaT

�
dy

et pour toute fonction concave ' et �2aaT > 0;on a

bE �' �Ba
t+s �Ba

t

��
=

1q
2�s�2

aaT

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2s�2
aaT

�
dy

En particulier, on a

bE �(Ba
t �Ba

s )
2� = �2aaT (t� s) ; bE �(Ba

t �Ba
s )
4� = 3�4aaT (t� s)2
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bE �� (Ba
t �Ba

s )
2� = ��2aaT (t� s) ; bE �� (Ba

t �Ba
s )
4� = �3�4aaT (t� s)2 :

Le théorème suivant est dû à Peng [23] et donne une caractérisation du
G�mouvement Brownien.

Théorème 2.1.1 Soit eB = � eBt�
t�0
un processus dé�ni sur un espace d�es-

pérance sous linaire
�

; ~H; eE� tel que :

(i) eB0 = 0
(ii)Pour tout t; s � 0; les variables aléatoires eBt+s � eBt et eBs sont

identiquement distribuées et indépendantes de
� eBt1 ; :::; eBtn� ; pour tout n 2

N et pour toute suite 0 � t1 � ::: � tn � t:

(iii) eE h eBti = eE h� eBti = 0 et limt#0 eE ���� eBt���3� t�1 = 0:
Alors eB est un G[�;�]�mouvement Brownien avec �2 = eE h eB2

1

i
et �2 =

�eE h� eB2
1

i
:

2.1.1 Existence du G�mouvement Brownien et G�espérance
conditionnelle

On note par 
 = Cn0 (R+) l�espace de toutes les fonctions ! : R+ ! Rn
continues nulles en 0; muni de la distance

�
�
!1; !2

�
=

1P
i=1

2�i
��
max
t2[0;i]

��!1t � !2t
��� ^ 1�

Pour tout T � 0 �xé, on note 
T = f!:^T : ! 2 
g et on considère le
processus canonique Bt (!) = !t; t 2 [0;+1) si ! 2 
:
Soit l�espace des variables aléatoires suivant :

Lip (
T ) = f' (Bt1^T ; � � � ; Btn^T ) : t1; � � � ; tn 2 [0;1); ' 2 Cl:Lip(Rn)g ;

Il est clair que Lip (
t) � Lip (
T ) ; pour tout t � T: On note aussi :

Lip (
) =
1
[
n=1

Lip (
n) ;

Remarque 2.1.2 Il est clair que Cl:Lip (Rn) ; Lip (
T ) et Lip (
) sont des
espaces vectoriels. En outre, notons que ';  2 Cl:Lip (Rn) implique que le
produit ': 2 Cl:Lip (Rn), ainsi si X; Y 2 Lip (
T ) alors X:Y 2 Lip (
T ) :
En particulier, pour tout t 2 [0;1) ; Bt 2 Lip (
) :

16



2.1. G�MOUVEMENT BROWNIEN

Peng [20] a construit une espérance sous-linéaire sur (
; Lip (
)) de
telle sorte que le processus canonique (Bt)t�0 soit un G�mouvement Brow-
nien de la manière suivante : soit (�i)

1
i=1 une suite de vecteurs aléatoires à

d�dimension sur un espace d�espérance sous-linéaire
�

; ~H; eE� telle que �i

est G�normalement distribuée et �i+1 est indépendante de (�1; :::; �i) pour
tout i = 1; 2; :::.
Ensuite il a introduit une espérance sous-linéaire bE dé�nie sur Lip (
) ;

via la procédure suivante : Pour tout X 2 Lip (
) avec

X = '
�
Bt1 �Bt0 ; :::; Btn �Btn�1

�
pour ' 2 Cl:Lip(Rn) et pour 0 = t0 < t1 < ::: < tn <1; on pose :

bE �' �Bt1 �Bt0 ; :::; Btn �Btn�1
��

= eE h'�pt1 � t0�1; :::;
p
tn � tn�1�n

�i
;

D�après Peng, bE ainsi dé�nie une espérance sous-linéaire sur Lip (
) et
(Bt)t�0 est un G�mouvement Brownien. Comme Lip (
T ) � Lip (
) ; bE
est également une espérance sous-linéaire sur Lip (
T ) :
L�espérance conditionnelle de X par rapport à 
tj est dé�nie par

bE �X ��
tj � = bE �' �Bt1 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1
� ��
tj � (2.1)

=  
�
Bt1 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btj �Btj�1

�
où

 (x1; :::; xj) = eE h'�x1; :::; xj;ptj+1 � tj�j+1; :::;
p
tn � tn�1�n

�i
Dans toute la suite on considère le processus canonique (Bt)t�0 dé�ni

sur
�

; Lip (
) ; bE� dans le cas où 
 = C10 (R+).

Proposition 2.1.2 ( Propriétés de bE [: j
t ] ) Pour tout X; Y 2 Lip (
) :
(i)Si X � Y; alors bE [X j
t ] � bE [Y j
t ] :
(ii) bE [� j
t ] = �; pour tout t 2 [0;+1) et � 2 Lip (
t) :
(iii) bE [X j
t ]� bE [Y j
t ] � bE [X � Y j
t ] :
(iv) bE [�X j
t ] = �+bE [X j
t ] + ��bE [�X j
t ] pour tout � 2 Lip (
t) :
(v) bE hbE [X j
t ] j
s i = bE [X j
t^s ] ; en particulier bE hbE [X j
t ]i = bE [X] :
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Pour tout X 2 Lip (
t) ; bE [X j
t ] = bE [X] ; où Lip (
t) est l�espace
linéaire des variables aléatoires de la forme

'
�
Bt2 �Bt1 ; Bt3 �Bt2 ; :::; Btn+1 �Btn

�
;

m = 1; 2; :::; ' 2 Cl:Lip(Rn); t1; :::; tn; tn+1 2 [t;1):

Remarque 2.1.3 (ii) et (iii) implique que

bE [X + � j
t ] = bE [X j
t ] + � pour n 2 Lip (
t)

En outre, si Y 2 Lip (
) satisfait bE [Y j
t ] = �bE [�Y j
t ] alors
bE [X + Y j
t ] = bE [X j
t ] + bE [Y j
t ] :

On considère maintenant l�adhérence de l�espace d�espérance sous-linéaire�

; Lip (
) ; bE�.
On note par LpG (
) ; p � 1; l�adhérence de Lip (
) par rapport à la

norme kXkp :=
�bE [jXjp] 1p� : De même, on peut dé�nir de façon similaire

LpG (
T ) ; L
p
G (


t
T ) et L

p
G (


t) : Il est clair que pour tout 0 � t � T � 1;

on a LpG (

t) � LpG (


t
T ) � LpG (
) : Par conséquent bE peut être étendue

continuellement à une espérance sous-linéaire sur (
; L1G (
)) qu�on notera
également bE:
On considère maintenant l�extension des espérances conditionnelles. Pour

tout t � T �xé, la G�espérance conditionnelle bE [: j
t ] : Lip (
T ) �!
Lip (
t) est une application continue sous k:k1 :
En e¤et, on a

bE [X j
t ]� bE [Y j
t ] � bE [X � Y j
t ] � bE [jX � Y j j
t ] ;

Alors ���bE [X j
t ]� bE [Y j
t ]��� � bE [jX � Y j j
t ] :

Ainsi, on obtient


bE [X j
t ]� bE [Y j
t ]



1
� kX � Y k1

Il s�ensuit que bE [: j
t ] peut être également étendue en une application
continue bE [: j
t ] : L1G (
T ) �! L1G (
t) :
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Remarque 2.1.4 La proposition ci-dessus est également vraie pour X;Y 2
L1G (
) à ceci près dans (iv) ; � 2 L1G (
t) au lieu de Lip (
) doit être borné,
puisque X; Y 2 L1G (
) n�implique pas forcément que X:Y 2 L1G (
) :
En particulier, on a l�indépendance suivante :

bE [X j
t ] = bE [X] ;8X 2 L1G
�

t
�

On donne la dé�nition suivante qui est similaire à celle du cas classique :

Dé�nition 2.1.5 Un vecteur aléatoire à n�dimension Y 2 (L1G (
))
n est

dit indépendant de 
t ( t � 0), si pour tout ' 2 Cb:Lip (Rn) on a

bE [' (Y ) j
t ] = bE [' (Y )] :
Remarque 2.1.5 Tout comme dans le cas classique, les accroissements du
G�mouvement Brownien (Bt+s �Bt)s�0 sont indépendants de 
t:

La propriété suivante est très utile pour les développements ultérieurs.

Proposition 2.1.3 SoientX; Y 2 L1G (
) tels que bE [Y j
t ] = �bE [�Y j
t ]
pour certains t 2 [0; T ] : Alors on a

bE [X + Y j
t ] = bE [X j
t ] + bE [Y j
t ] :
En particulier, si bE [Y j
t ] = bE [�Y j
t ] = 0; alors bE [X + Y j
t ] =bE [X j
t ] :

Preuve. Cela découle des deux inégalités suivantes :

bE [X + Y j
t ] � bE [X j
t ] + bE [Y j
t ] ;bE [X + Y j
t ] � bE [X j
t ]� bE [�Y j
t ] = bE [X j
t ] + bE [Y j
t ] :
Exemple 2.1.1 Pour tout a 2 Rd �xé, s � t; on a

bE [Ba
t �Ba

s j
s ] = 0; bE [� (Ba
t �Ba

s ) j
s ] = 0bE �(Ba
t �Ba

s )
2 j
s

�
= �2aaT (t� s) ; bE �� (Ba

t �Ba
s )
2 j
s

�
= ��2aaT (t� s)bE �(Ba

t �Ba
s j
s )

4� = 3�4aaT (t� s)2 ; bE �� (Ba
t �Ba

s j
s )
4� = �3�4aaT (t� s)2 :
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Exemple 2.1.2 Pour tout a 2 Rd �xé, n 2 N; 0 � t � T;X 2 L1G (
t) et
' 2 Cl;Lip (R) ; on abE [X' (Ba

T �Ba
t ) j
t ] = X+bE [' (Ba

T �Ba
t ) j
t ] +X�bE [�' (Ba

T �Ba
t ) j
t ]

= X+bE [' (Ba
T �Ba

t )] +X�bE [�' (Ba
T �Ba

t )] :

En particulier, on abE [X (Ba
T �Ba

t ) j
t ] = X+bE [(Ba
T �Ba

t )] +X�bE [� (Ba
T �Ba

t )] = 0:

Ceci, combiné avec la proposition (2:1:3) donne

bE [Y +X (Ba
T �Ba

t ) j
t ] = bE [Y j
t ] ; Y 2 L1G (
)
On a égalementbE �X (Ba

T �Ba
t )
2 j
t

�
= X+bE �(Ba

T �Ba
t )
2�+X�bE �� (Ba

T �Ba
t )
2�

=
�
X+�2aaT �X��2aaT

�
(T � t)

etbE �X (Ba
T �Ba

t )
2n�1 j
t

�
= X+bE �(Ba

T �Ba
t )
2n�1�+X�bE �� (Ba

T �Ba
t )
2n�1�

= jXj bE h�Ba
T�t
�2n�1i

:

Dé�nition 2.1.6 Un processus (Mt)t�0 est appelé G�martingale (respecti-
vement, G�sur-martingale ; G�sous-martingale) si, pour tout t 2 [0;1);Mt 2
H et pour tout s 2 [0; t] ; on a

bE [Mt j
s ] =Ms; (resp.; �Ms; �Ms) :

2.2 G�Intégrales stochastiques
Dans cette section on présente les notations de base du calcul stochas-

tique comme la construction de l�intégrale d�Itô par rapport auG�mouvement
Brownien, passant par quelques propriétés importantes qu�on aura besoin
dans ce qui suit.
Dans toute la suite T 2 R+ sera �xé.
Soit �kT =

�
0 = tk0 < tk1 < ::: < tkN = T

	
une suite de subdivisions de

[0; T ], dont le pas

�
�
�kT
�
= max

���tki+1 � tki
�� : i = 0; 1; :::; N � 1
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tend vers 0 lorsque k !1: Par abus d�écriture on écrit �T = ft0; t1; :::; tNg
au lieu de �kT =

�
0 = tk0 < tk1 < ::: < tkN = T

	
:

Soit p � 1 �xé. On considère le type de processus simples suivant : soit

�t (!) =

N�1X
j=0

�j (!) I[tj ;tj+1) (t) ;

où
�j 2 LPG

�

tj
�
=
n
X : bE (jXjp) <1o ; j = 0; 1; 2; � � �; k

Soit MP;0
G (0; T ) l�ensemble de ces processus. L�intégrale de Bochner de

(�t) est dé�nie par

TZ
0

�t (!t) dt =
N�1X
j=0

�j (!) (tj+1 � tj) :

Remarque 2.2.1 Pour tout � 2 MP;0
G (0; T ) ; on note

bET [�] = 1

T
bE
24 TZ
0

�tdt

35 = 1

T
bE"N�1X

j=0

�j (!)

#
(tj+1 � tj) :

Il est facile de véri�er que bET : MP;0
G (0; T ) �! R constitue une espé-

rance sous-linéaire, d�où la dé�nition :

Dé�nition 2.2.1 Pour tout p � 1; on note par MP
G (0; T ) l�adhérence de

MP;0
G (0; T ) sous la norme

k�kMP
G (0;T )

=

8<:bE
24 TZ
0

j�tj
p dt

359=;
1
p

:

Notons que MP
G (0; T ) un espace de Banach .

On donne maintenant la dé�nition de l�intégrale d�Itô.
Soit G (�) = 1

2
(�2�+ � �2��) où 0 � � � � < 1; �2 = bE [B2

1 ] et
�2 = �bE [�B2

1 ] :
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Dé�nition 2.2.2 Pour tout � 2M2;o
G (0; T ) de la forme

�t (!) =

N�1X
j=0

�j (!) I[tj ;tj+1) (t) ;

On dé�nie

I (�) :=

TZ
0

�tdBt =
N�1X
j=0

�j
�
Btj+1 �Btj

�
:

Notons que I (�) est complètement indépendante deG; et

0BB@
tZ
0

�sdBs

1CCA
0�t�T

est une G�martingale.

Lemme 2.2.1 L�application I :M2;o
G (0; T ) �! L2G (
T ) est linéaire, conti-

nue et peut être donc continuellement étendue vers I : M2
G (0; T ) �!

L2G (
T ) ;et on a

bE
0@ TZ

0

�tdBt

1A = 0 (2.2)

Preuve. D�après l�exemple (2:1:2) ; on a pour tout j

bE ��j �Btj+1 �Btj
� ��
tj � = bE ���j �Btj+1 �Btj

� ��
tj � = 0;
et

bE
0@ TZ

0

�tdBt

1A = bE
0@tN�1Z

0

�tdBt + �N�1
�
BtN �BtN�1

�1A
= bE

0@tN�1Z
0

�tdBt + bE ��N�1 �BtN �BtN�1
� ��
tN�1 �

1A
= bE

0@tN�1Z
0

�tdBt

1A
de proche en proche on obtient (2:2) :
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Dé�nition 2.2.3 On dé�nit, pour � 2 M2
G (0; T ) �xé, l�intégrale stochas-

tique

I (�) =

TZ
0

�tdBt

Il est clair que (2:2) est aussi vraie pour � 2M2
G (0; T ) :

On énumère quelques propriétés principales de l�intégrante d�Itô par
rapport au G�mouvement Brownien.

Proposition 2.2.1 Soient �; � 2 M2
G (0; T ) et soient 0 � s � r � t � T:

Alors on a

(i)
tR
s

�udBu =
rR
s

�udBu +
tR
r

�udBu;

(ii)
tR
s

(��u + �u) dBu = �
tR
s

�udBu+
tR
s

�udBu; si � est bornée dans L1G (
s) ;

(iii) bE �X +
TR
r

�udBu j
s
�
= bE [X j
s ] pour X 2 L1G (
s) :

Voici quelques propriétés de G.
Propriétés de la fonction génératrice G :
1)

G (�) =
1

2
Sup
�����

�2�; pour tout � 2 R

2)

G (�x) = �G (x) 8� � 0

3) G est une fonction croissante
4)

Gn (�) =

8<:
�2n

2n
� si � > 0

0 si � = 0
�2

2n
� si � < 0

où Gn = G �G � ::: �G| {z }
n�fois

; n � 1 et G1 = G

5)

bE
0@ tZ

0

G (�s) ds

1A � G

0@ tZ
0

bE (�s) ds

1A 8� 2M2
G(0; T )
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Notons que G n�est pas convexe.
Preuve. 1)
�Si � � 0; alors �+ = � et �� = 0; ainsi

G (�) =
1

2

�
�+�2 � ���2

�
=
1

2
��2 =

1

2
sup
�����

�
��2

�
:

�Si � < 0, alors �+ = 0 et �� = ��, ainsi

G (�) =
1

2
��2 =

1

2
sup
�����

�
��2

�
:

2) et 3) découlent immédiatement de 1).
4) se démontre par récurrence et en utilisant 2) et le fait que

G (�) =

8<:
1
2
��2 si � > 0

0 si � = 0
1
2
��2 si � < 0

5) Selon le théorème de Fubini qu�on a pour tout P 2 P :

EP
0@ tZ

0

G (�s) ds

1A �
tZ
0

EP (G (�s)) ds:

D�autre part, pour " > 0; il existe �";s 2 [�; �] tel que

G (�s) �
1

2
�2";s�s + ";

ainsi

EP
0@ tZ

0

G (�s) ds

1A � 1

2

tZ
0

EP
�
�2";s�s

�
ds+ "t

� 1

2
sup
�2[�;�]

�2
tZ
0

EP (�s) ds+ "t

� 1

2
sup
�2[�;�]

�2
tZ
0

bE (�s) ds+ "t

� G

0@ tZ
0

bE (�s) ds
1A+ "t;

24
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d�où

E

0@ tZ
0

G (�s) ds

1A � G

0@ tZ
0

bE (�s) ds
1A :

2.2.1 Processus de variation quadratique

Le processus de variation quadratique du G�mouvement Brownien est
un processus très intéressant. On a vu que le G�mouvement Brownien
est un processus de variance incertaine mais sans une moyenne incertaine.
Cette incertitude est concentrée dans sa variation quadratique hBi : Par
ailleurs hBi lui-même est un processus de moyenne-variance.
Soit �Nt ; N = 1; 2; ::: une suite de subdivision de [0; t] dont le pas tend

vers 0: On considère

B2
t =

N�1X
j=0

�
B2
tNj+1

�B2
tNj

�
=

N�1X
j=0

2BtNj

�
BtNj+1 �BtNj

�
+
N�1X
j=0

�
BtNj+1 �BtNj

�2
:

Comme le premier terme du membre droit de cette égalité tend vers

2
tR
0

BsdBs dans L2G (
) : Le second terme doit converger vers une limite. On

notera cette limite par hBit ; i.e.,

hBit = lim
N!1

N�1X
j=0

�
BtNj+1 �BtNj

�2
= B2

t � 2
tZ
0

BsdBs: (2.3)

Par la construction ci-dessus (hBit)t�0 est un processus croissant avec
hBi0 = 0:On l�appellera le processus variation quadratique duG�mouvement
Brownien B. Il est important de rappeler que hBit n�est pas un processus
déterministe, sauf le cas où � = �; i.e., quand (Bt)t�0 est un mouvement
Brownien classique. En e¤et, on a le lemme suivant

Lemme 2.2.2 Pour tout 0 � s � t � 1; on a

bE [hBit � hBis j
s ] = �2 (t� s) (2.4)

25



CHAPITRE 2. G�MOUVEMENT BROWNIEN ET
G�INTÉGRALE D�ITÔ

bE [� (hBit � hBis) j
s ] = ��2 (t� s) (2.5)

Preuve. D�après la dé�nition de hBi et la proposition (2:2:1) (iii) ; on a

bE [hBit � hBis j
s ] = bE
24B2

t �B2
s � 2

tZ
s

BudBu j
s

35
= bE �B2

t �B2
s j
s

�
= �2 (t� s) :

l�inégalité (2:5) peut être prouvée de manière analogue en utilisant le
fait que bE [� (B2

t �B2
s ) j
s ] = ��2 (t� s) :

Le lemme suivant est très utile pour la suite.

Lemme 2.2.3 Pour tout s; t � 0 �xés, hBit+s � hBis est identiquement
distribuée comme hBit et est indépendant de 
s:
Preuve. L�indépendance découle directement de ce fait :

hBit+s � hBis = B2
t+s � 2

s+tZ
0

BudBu �

24B2
s � 2

sZ
0

BudBu

35
= (Bt+s �Bs)

2 � 2
s+tZ
s

(Bu �Bs) d (Bu �Bs)

= hBsit

où hBsi est la variation quadratique du G�mouvement Brownien Bs
t =

Bt+s �Bs; t � 0:

On va maintenant dé�nir l�intégrale d�un processus � 2 M1
G (0; T ) par

rapport à hBi : On dé�nit d�abord l�application

Q0;T (�) =

TZ
0

�td hBit =
N�1X
j=0

�j

�
hBitj+1 � hBitj

�
:M1;G (0; T ) �! L1G (
T ) :

Corollaire 2.2.1 ( voir [23] ) Pour tout 0 � s � t � T; on a

�2s �
�
hBit+s � hBis

�
� �2s
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Proposition 2.2.2 Pour tout � 2M2
G (0; T ) �xé; on a

�2bE
2664
TZ
0

�2t dt

3775 � bE
2664
0BB@

TZ
0

�t dBt

1CCA
23775 � �2bE

2664
TZ
0

�2t dt

3775 (2.6)

Preuve. Tout d�abord, on a

bE
2664
0BB@

TZ
0

�tdBt

1CCA
23775 = bE

264
0@tN�1Z

0

�tdBt + �N�1
�
BtN �BtN�1

�1A2
375

= bE

266666666664

0BB@
tN�1Z
0

�t dBt

1CCA
2

+ �2N�1
�
BtN �BtN�1

�2
+

2

0BB@
tN�1Z
0

�t dBt

1CCA �N�1
�
BtN �BtN�1

�

377777777775
= bE

264
0B@
0@tN�1Z

0

�tdBt

1A2

+ �2N�1
�
BtN �BtN�1

�21CA
375

...

= bE"N�1X
i=0

�2i
�
Bti+1 �Bti

�2#

= bE"N�1X
i=0

�2i

�
hBiti+1 � hBiti

�#
:

D�après le corollaire (1:2:1), on a

�2 (ti+1 � ti) �
�
hBiti+1 � hBiti

�
� �2 (ti+1 � ti)

et en multipliant membre à membre par (�2i ), on obtient

�2�2i (ti+1 � ti) � �2i

�
hBiti+1 � hBiti

�
� �2�2i (ti+1 � ti) ;
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d�où

bE �N�1P
i=0

�2�2i (ti+1 � ti)

�
� bE �N�1P

i=0

�2i

�
hBiti+1 � hBiti

��
� bE �N�1P

i=0

�2�2i (ti+1 � ti)

�
;

par suite

�2bE
2664
TZ
0

�2t dt

3775 � bE
2664
0BB@

TZ
0

�t dBt

1CCA
23775 � �2bE

2664
TZ
0

�2t dt

3775

Lemme 2.2.4 Pour tout � 2M1
G (0; T ) ;

bE [jQ0;T (�)j] � �2bE
24 TZ
0

j�tj dt

35 (2.7)

Ainsi Q0;T (�) : M1;G (0; T ) �! L1G (
T ) est une application linéaire
continue. Par conséquenceQ0;T peut être étendue uniquement versM1;G (0; T ) :
On notera encore cette application par

TZ
0

�td hBit = Q0;T (�) pour � 2M1
G (0; T ) :

De même, on a

bE
24������

TZ
0

�td hBit

������
35 � �2bE

24 TZ
0

j�tj dt

35 pour � 2M1
G (0; T )

Proposition 2.2.3 Soient 0 � s � t; � 2 L2G (
s) et X 2 L1G (
) : AlorsbE �X + �
�
B2
t �B2

s

��
= bE �X + � (Bt �Bs)

2�
= bE [X + � (hBit � hBis)] :

Preuve. D�après (2:3) et la proposition (2:2:1) (iii) on a

bE �X + �
�
B2
t �B2

s

��
= bE

24X + �

0@Bt �Bs + 2

tZ
s

BudBu

1A35
= bE [X + � (Bt �Bs)]
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On a égalementbE �X + �
�
B2
t �B2

s

��
= bE �X + �

�
(Bt �Bs)

2 + 2 (Bt �Bs)Bs
	�

= bE �X + � (Bt �Bs)
2�

Comme dans le cas classique on a l�isométrie suivante :

Proposition 2.2.4 Soit � 2M2
G (0; T ) : Alors

bE
264
0@ TZ

0

�tdBt

1A2
375 = bE

24 TZ
0

�2td hBit

35 : (2.8)

Preuve. On considère d�abord � 2M2
G (0; T ) de la forme

�t (!) =
N�1X
j=0

�j (!) I[tj ;tj+1) (t)

et donc
TR
0

�sdBs =
N�1P
j=0

�j
�
Btj+1 �Btj

�
: D�après la proposition (2:1:3),

on abE �X + 2�j
�
Btj+1 �Btj

�
�i
�
Bti+1 �Bti

��
= bE [X] pour X 2 L1G (
) et i 6= j

Ainsi,

bE
264
0@ TZ

0

�tdBt

1A2
375 = bE

24 N�1X
j=0

�j
�
Btj+1 �Btj

�!235 = bE"N�1X
j=0

�2j
�
Btj+1 �Btj

�2#
:

alors, il résulte de la proposition (2:2:3) que

bE
264
0@ TZ

0

�tdBt

1A2
375 = bE"N�1X

j=0

�2j
�

Btj+1

�
�


Btj
��#

= bE
24 TZ
0

�2td hBit

35 :
Ainsi (2:8) est vraie pour � 2 M2;0

G (0; T ). On peut étendre continuel-
lement l�égalité ci-dessus dans le cas où � 2 M2

G (0; T ), (2:8) en résulte:
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Le lemme suivant joue un rôle crucial dans la suite.

Lemme 2.2.5 Pour tout �; � 2M2
G (0; T ) on a

�2G

0@ TZ
0

bE (��t�t) dt
1A � bE (I (�) I (�)) � 2G

0@ TZ
0

bE (�t�t) dt
1A (2.9)

Preuve. Soit

�t (!) =
N�1P
k=0

�k (!) I[tk;tk+1)(t); �t (!) =
N�1P
k=0

�k (!) I[tk;tk+1)(t):

D�après la dé�nition de l�intégrale d�Itô et en utilisant des arguments stan-
dard de la G�analyse stochastique, on peut écrire

bE (I (�) I (�)) = bE
24TN�1Z

0

�sdBs

TN�1Z
0

�sdBs + �N�1�N�1
�
BtN �BtN�1

�235 ;
et en répétant cette procédure on obtient

bE (I (�) I (�)) = bE"N�1X
i=0

�i�i
�
Bti+1 �Bti

�2#

= bE"N�1X
i=0

�i�i

�
hBiti+1 � hBiti

�#
:

D�autre part, on a

�2 (ti+1 � ti) �
�
hBiti+1 � hBiti

�
� �2 (ti+1 � ti) ;

et en multipliant par �i�i, puis en sommant par rapport à i, on obtient

�2
X
�i�i�0

�i�i (ti+1 � ti)+�
2
X
�i�i�0

�i�i (ti+1 � ti) �
N�1X
i=0

�i�i

�
hBiti+1 � hBiti

�
(2.10)

et

N�1X
i=0

�i�i

�
hBiti+1 � hBiti

�
� �2

X
�i�i�0

�i�i (ti+1 � ti)+�
2
X
�i�i�0

�i�i (ti+1 � ti) :

(2.11)
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Le premier membre de (2:10) est égal à

�2
NX
i=0

(��i�i)
� (ti+1 � ti)� �2

NX
i=0

(��i�i)
+ (ti+1 � ti)

= �2
NX
i=0

G (��i�i) (ti+1 � ti)

= �2
TZ
0

G (��s�s) ds;

et par le même argument, le second membre de (2:11) devient

2

TZ
0

G (�s�s) ds;

de sorte que

�2
TZ
0

G (��s�s) ds �
N�1X
i=0

�i�i

�
hBiti+1 � hBiti

�
� 2

TZ
0

G (�s�s) ds;

En�n, on obtient

�2bE
0@ TZ

0

G (��t�t) dt

1A � bE (I (�) I (�)) � 2bE
0@ TZ

0

G (�t�t) dt

1A
La formule (2:9) résulte par la propriété 5) de G.

2.2.2 G�formule d�Itô
Dans cette partie, on donne la G�formule d�Itô:

Dé�nition 2.2.4 On appelle G�processus d�Itô (cas 1�dimension) tout
processus de la forme

Xt = X0 +

tZ
0

�sds+

tZ
0

�sdBs +

tZ
0

�sdhBis; t 2 [0; T ]

où X0 2 L2G(
T ); et �; � et � sont des processus bornés dans M2
G(0; T ):
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On donne maintenant la G�formule d�Itô dans un cadre général. Soit
Xt = (X

1
t ; :::; X

n
t ) un G�processus d�Itô vectoriel au sens que

X�
t = X�

0 +

tZ
0

��sds+

tZ
0

��sdBs +

tZ
0

��sdhBis; t 2 [0; T ] ; � = 1; 2; :::; n

Théorème 2.2.1 (La G�formule d�Itô) Soit � une fonction de classe C2
sur Rn de telle sorte que @2x�x�� satisfait la condition de croissance poly-
nômiale pour �; � = 1; 2; :::n: On suppose que �� ; �� et �� ; � = 1; 2; :::; n
sont des processus bornés de M2

G(0; T ): Alors, pour tout s; t � 0 on a dans
L2G (
t)

� (Xt) = � (Xs) +
nX
�=1

0@ tZ
s

@x�� (Xu)�
�
udu+

tZ
s

@x�� (Xu) �
�
udBu

1A
+

tZ
s

"
nX
�=1

@x�� (Xu) �
�
u +

1

2

nX
�;�=1

@2x�x�� (Xu) (�
�
u)
2

#
dhBiu:

Pour plus de détails voir [20]
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Chapitre 3

Polynômes et moments des
G�intégrales stochastiques

Les connexions entre les polynômes algébriques particuliers et les in-
tégrales stochastiques ont une longue histoire [33] ; [13] et a eu beaucoup
d�attention dans l�analyse stochastique. Des applications fructueuses de po-
lynômes spéciaux ont été trouvées dans la théorie des processus de Mar-
kov, les mathématiques �nancières et la statistique. Le livre Schouten [30]
contient un aperçu détaillé de ce domaine de l�analyse stochastique et ses
applications.

3.1 Résultats préliminaires sur les polynômes

Les deux lemmes algébriques suivants sont au c�ur de cette méthode.

Lemme 3.1.1 Soient les polynômes réels

P1 (z) =
2mP
k=0

bkz
2k et P2 (z) = z

2m1P
i=0

ciz
2i (3.1)

où m1 < m est un entier positif ou nul et, bk � 0 pour tous k; b0 > 0;
bm > 0; ci � 0 pour tous i: Alors il existe 0 < d1 < d2 tels que P1 (z) �
P2 (z) pour tout z 2 [d1; d2] et P1 (z) > P2 (z) pour tout z =2 [d1; d2] :

Preuve. Notons tout d�abord que P1 (z) est symétrique, P1 (z) � b0 pour
tous z 2 R; et P1 (z) � bmz

2m quand z �! 1: Par ailleurs P2 (�z) =
�P2 (z) et pour z � 0 on a P2 (z) � 0; P2 (0) = 0 et deg P1 (z) < deg
P2 (z) ; où deg Pi désigne le degré du polynôme Pi:
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Ceci implique que pour tout z < 0 on a P1 (z) > 0 > P2 (z). Quand
z = 0; il s�avère que P1 (0) = b0 > 0 = P2 (z) : Cela montre que toutes
les solutions possibles de l�inégalité P1 (z) � P2 (z) sont positives, minorées
par un nombre positif d1:
Comme P1 (z) =P2 (z) �!1 quand z !1, il s�ensuit que pour z � z0

su¢ samment grand on a toujours P1 (z) > P2 (z) :Par conséquent, toutes
les solutions possibles de l�inégalité P1 (z) � P2 (z) ont lieu dans un certain
intervalle [d1; d2] avec d1 > 0 et d2 > 0:

Lemme 3.1.2 Soient les polynômes réels

P1 (z) = b0z
2m+1 et P2 (z) = z

m1P
i=0

ciz
2i (3.2)

où m1 < m est un entier non négatif; b0 > 0; ci � 0 pour tous i; c0 > 0;
cm1 > 0: Alors il existe d2 > 0 tel que pour P1 (z) � P2 (z) pour tout
z 2 [�1; d2] ; et P1 (z) > P2 (z) pour tout z > d2:

Preuve. La preuve est analogue à celle du lemme 3:1:1.

Rappelons que les polynômes d�Hermite à une variable Hn (x) et à deux
variables hn (t; x) sont dé�nis par : pour tout t; x; � 2 R

e�x�
�2

2 =
1P
n=1

�nHn (x)

et

e�x�
�2

2
t =

1P
n=1

�nhn (t; x)

Alors Hn et hn véri�e les propriétés suivantes :
� h0 (t; x) = H0 (x) = 1; h0 (t; x) = H0 (x) = x et hn (0; 0) = 0 pour

n � 1;
� hn (1; x) = Hn (x) ;

� Hn (x) =
(�1)n
n!

ex
2=2Dn

�
e�

x2

2

�
et
�
D = d

dx

�
;

� @xhn (t; x) = hn�1 (t; x) pour n � 1;
� @thn (t; x) = �1

2
@2xxhn (t; x) = �1

2
hn�2 (t; x) pour n � 2;

�h2n (t; x) = (�t)n
n!

ex
2=2t dn

dxn

�
e�x

2=2t
�
=

P
0�k�n

(�1)k aktkx2n�2k:

Il est bien connu que

ak =
1

2kk! (2n� 2k)!
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3.2 G�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

La proposition suivante décrit la relation entre hn et les intégrales sto-
chastique multiples.

Proposition 3.2.1 Soit � 2 M2
G [0; T ] : Alors, on a pour tout t � 0 et

n � 2

hn

0@ tZ
0

�2sdhBis;
tZ
0

�sdBs

1A =

tZ
0

�shn�1

0@ sZ
0

�2udhBiu;
sZ
0

�sdBu

1A dBs;

(3.3)
dans L2G (
t) :

Preuve. D�après la G�formule d�Itô avec � (t; x) = hn (t; x) et

Xt =

�
tR
0

�2udhBiu;
tR
0

�udBu

�
, on a

hn (Xt) = hn (0; 0) +

tZ
0

�s@xhn (Xs) dBs

+

tZ
0

�
�2s@thn (Xs) +

1

2
�2s@

2
xxhn (Xs)

�
dhBis

la formule (3:3) découle des propriétés de hn.
Le théorème suivant est le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.2.1 Soit � un processus de M2
G (0; T ) ; et t � T: Alors pour

tout n � 2 il existe des constantes C1 > 0; C2 > 0 telles que

C1E

0@ tZ
0

�2 (s) d hBis

1An

� E

0@ tZ
0

� (s) dB (s)

1A2n

� C2E

0@ tZ
0

�2 (s) d hBis

1An

(3.4)
C1 et C2 dépendent de n, mais pas du processus �.

Preuve. Dans la démonstration ci-dessous, on peut supposer que � est
borné, puisque le cas général suit par l�argument de troncature d�habitude.
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Pour simpli�er les formules on utilise les notations suivantes

tZ
0

�2 (s) d hBis =
Z
�2d hBi ;

tZ
0

� (s) dB (s) =

Z
�dB:

Ecrivons n � 1

�2n (t) = h2n

�Z
�2d hBi ;

Z
�dB

�
(3.5)

=
X
0�k�n

(�1)k ak
�Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k
;

où h2n est le polynôme d�Hermite de degré 2n:
Comme �2n (t) est une intégrale stochastique, d�après la proposition

précédente, alors bE (�2n (t)) = 0, d�où d�après (3:5)
bE X

0�k�n

(�1)k ak
�Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k!
= 0 (3.6)

Il résulte alors d�après (3:6) que pour tout P 2 P

X
0�k�n

(�1)k akEP
 �Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k!
� 0 (3.7)

D�après l�inégalité de Holder, on a pour tout 1 � k � n

EP
(�Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k)
(3.8)

�
 
EP
�Z

�dB

�2n!n�k
n �

EP
�Z

�2d hBi
�n� k

n

Cas où n est paire. On suppose que n = 2m. Comme ak � 0 pour tout
k; et comme

EP
 �Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k!
� 0
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pour tout k; alors en retranchant de (3:7) la somme de tous les nombres

akEP
 �Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k!

pour k paire, sauf pour k = 0 et k = n, on obtient

a0EP
�Z

�dB

�2n
�

X
0�2l+1<n

a2l+1EP
 �Z

�dB

�2n�2k(l)�Z
�2d hBi

�k(l)!

+anEP
�Z

�2d hBi
�n
� 0 (3.9)

où l�on a noté k(l) = 2l + 1 pour entier l � 0. En injectant l�inégalité
(3:8) de (3:9), on obtient

a0EP
�Z

�dB

�2n
�

X
0�2l+1<n

a2l+1

 
EP
�Z

�dB

�2n!n�k(l)
n �

EP
�Z

�2d hBi
�n� k(l)

n

+anEP
�Z

�2d hBi
�n
� 0 (3.10)

et en divisant les deux membres de (3:10) par EP
�R

�2d hBi
�n
et en

posant

z =

�
EP
�R

�dB
�2n�1=n�

EP
�R

�2d hBi
�n�1=n

alors on obtient

a0z
n �

X
0�2l+1�n

a2l+1z
n�k(l) + an � 0;

ou de manière équivalente

a0z
n + an �

X
0�2l+1�n

a2l+1z
n�k(l); (3.11)

Passons maintenant dans (3:9) P1 (z) = a0z
n+an; P2 (z) =

P
0�2l+1�n

a2l+1z
n�k(l).

d�après le lemme 3:1:1, il existe deux constantes positives C1; C2 telle que
0 < C1 � z � C2; ou encore Cn1 � zn � Cn2 ; ce qui prouve l�inégalité
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de Burkholder-Davis-Gundy sous EP , qui entraine la double inégalité (3:4)
dans le cas où n est paire.
Cas où n est impaire. On suppose que n = 2m + 1. Par le même

raisonnement que pour l�inégalité (3:9) on obtient

a0EP
�Z

�dB

�2n
�

X
0�2l+1�n

a2l+1EP
(�Z

�dB

�2n�2k(l)�Z
�2d hBi

�k(l))
� 0

(3.12)
et de manière analogue à (3:11) on a

a0z
n �

X
0�2l+1�n

a2l+1z
n�k(l); (3.13)

où z est dé�ni comme précédemment.
En vertu du lemme 3:1:2 avec P1 (z) = a0z

n et P2 (z) =
P

0�2l+1�n
a2l+1z

n�k(l)

, on obtient à partir de (3:13) que z � d2 pour une certaine constante posi-
tive d2 ou encore zn � dn2 dans le cas ou n est impaire. L�inégalité de droite
de (3:4) en résulte.
Il ne reste plus qu�à prouver l�inégalité de gauche de (3:4) lorsque n =

2m+ 1. Dans ce cas, en retranchant de (3:7), la somme des nombres

akEP
 �Z

�dB

�2n�2k �Z
�2d hBi

�k!
pour k paire, obtientX

0�2k�n

a2kEP
 �Z

�dB

�2n�4k �Z
�2d hBi

�2k!
�anEP

��Z
�2d hBi

�n�
� 0

(3.14)
De manière analogue au raisonnement précédant, on obtientX

0�2k�n

a2kz
n�2k � an � 0; i.e.

P (z) =
X

0�2k�n

a2kz
n�2k � an (3.15)

Comme P (z) est un polynôme de la forme
mP
i=1

�iz
2i+1 il découle facile-

ment que (3:15) est équivalente à z � C1pour une certaine constante
C1 = C1 (n) > 0: Donc , zn � Cn1 et par conséquent l�inégalité de gauche
de (3:4) est prouvée pour n = 2m+ 1.
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Chapitre 4

G�intégrales stochastiques
multiples et chaos

L�objectif de ce chapitre est de dé�nir les G�intégrales stochastiques
multiples et de démontrer le chaos de Wiener dans le cadre d�un espace
non linéaire. Ce chapitre constitue l�essentiel de notre travail de recherche
[1].

4.1 G�intégrales stochastiques multiples
A�n d�établir le chaos G�Wiener, introduisons d�abord la dé�nition des

G�intégrales stochastiques multiples comme dans [31] :
On considère que L2 (�n) = L2 (�n; dt1 � � � dtn) ; où

�n^t = f(t1; � � � ; tn) : 0 � t1 � � � � � tn � tg (n � 1; t � 0) et �n = �n^T :

Pour tout ' dans L2 (�n), on peut dé�nir les itérations desG�intégrales
d�Itô

Z
�n^t

'dB =

tZ
0

tnZ
0

� � �
t2Z
0

' (t1; � � � ; tn) dBt1 :::dBtn :

Notons que toute G�intégrale multiple d�Itô par rapport à dBti est
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inclue dans M2
G (0; ti+1), plus précisément on a

bE
0@ti+1Z

0

tiZ
0

� � �
t2Z
0

' (t1; � � � ; tn) dBt1 :::dBti

1A2

� �2i
ti+1Z
0

tiZ
0

� � �
t2Z
0

'2 (t1; � � � ; tn) dt1:::dti:

Cette dernière découle par induction : pour illustrer l�argument on le
démontre dans le cas où i = 2: En utilisant le membre droit de l�inégalité
(2:6), on a

bE
0@ t3Z

0

t2Z
0

' (t1; � � � ; tn) dBt1dBt2

1A2

� �2
t3Z
0

bE
0@ t2Z

0

' (t1; � � � ; tn) dBt2

1A2

dt1

� �4
t3Z
0

t2Z
0

'2 (t1; � � � ; tn) dt1dt2;

comme a¢ rmé auparavant.

Soient les espaces linéaires Zn =
(R
�n

'dB : ' 2 L2 (�n)

)
si n � 1,

Z0 = fconstantesg ; où
R
�n

'dB =
R

�n^T
'dB:

Par souci de simplicité, on utilise les notations suivantes : Pour tout
' 2 L2 (�n ^ t) et pour tout (t1; :::; tn) 2 �n ^ t; on pose :

'l(tl+1; :::; tn) = '(t1; :::; tn) si l � n

On est en mesure d�énoncer le théorème équivalent de "l�orthogonalité"
des espaces Zn comme dans le cas classique.

Théorème 4.1.1 L�application ' 7�!
R
�n

'dB dé�nie de L2 (�n) dans Zn

est linéaire et telle que pour tout ' 2 L2 (�n) ;  2 L2 (�n+p) et pour tout
l � n, on a :

1)

In;p (';  ) � 2lGl

0B@ Z
�n�l

bE
264 Z
�n�l^tl

'ldB

Z
�n+p�l^tl

 ldB

375 dt1:::dtl
1CA
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2)

�2lGl

0B@ Z
�n�l

bE
264� Z

�n�l^tl

'ldB

Z
�n+p�l^tl

 ldB

375 dt1:::dtl
1CA � In;p (';  )

où

In;p (';  ) = bE
0B@Z
�n

'dB

Z
�n+p

 dB

1CA
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème 4:1:1

lorsque l = n; n = m+ p et des propriétés de G.

Corollaire 4.1.1 Pour tout ';  2 L2 (�n), on a :
1)

�2nGn
�
�h';  iL2(�n)

�
� bE

0@Z
�n

'dB

Z
�n

 dB

1A � 2nGn
�
h';  iL2(�n)

�
En particulier si ' =  ; alors

�2n k'k2
L2(�n)

� bE
0@Z
�n

'dB

1A2

� �2n k'k2
L2(�n)

2)

bE
0@Z
�n

'dB

Z
�m

 dB

1A = 0

Notons que la dernière formule est l�équivalent de l�orthogonalité des
espaces Zn et Zm comme dans le cas classique.

4.2 G�chaos de Wiener

Denis et Martini [7] ont introduit une nouvelle approche de l�analyse
stochastique quasi-sure. Toutefois, ils utilisent une approche tout à fait
di¤érente qui fait appel à l�ensemble de toutes les mesures de probabilité
sur 
. Bien que la construction de l�analyse quasi-sure et la G�espérance
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sont nettement di¤érentes, ces théories sont très étroitement liées comme
l�ont prouvé récemment Denis, Hu et Peng [6]. Ils fournissent également une
double représentation de la G�espérance et ils établissent que l�espérance
sous-linéaire bE peut être représentée comme un supremum des espérances
classiques, i.e., il existe un ensemble de mesures de probabilité P sur 
 tel
que pour toute variable aléatoire X

bE (X) = Sup
P2P

EP (X)

où EP est l�espérance classique sous la mesure de probabilité P (voir aussi
[8; 10] ).
Comme dans [31], selon la terminologie de Denis et Martini et on dira

qu�une propriété est vraie P�quasi-sûrement, en abrégé P �q:s:, si elle est
vraie P�presque sûrement pour tout P 2 P : (voir aussi [32; 34]).
On est en mesure d�énoncer le théorème principal.

Théorème 4.2.1 ( Le G�chaos de Wiener ) On a

L2G (
T ) = �
n2N

Zn P�q:s:

Autrement dit, tout X 2 L2G (
T ) admet comme unique représentation X =
X0 +X1 + ::::Xn + ::: P�q:s: où Xn 2 Zn; n 2 N.

La proposition suivante décrit la relation entre les Polynôme d�Hermite
à deux variables et les intégrales stochastiques multiples.

Proposition 4.2.1 Soit ' 2 L2 ([0; T ] ; dhBit) P�q:s: tel que
TR
0

'2(t)dhBit =

1 P�q:s:: Alors, pour tout t � 0 et n � 2 on a :

Hn

0@ TZ
0

'(t)dBt

1A =

Z
�n

n
'dB P�q:s:; n � 2 (4.1)

où
l
' (t1; :::; tl) = ' (t1) :::' (tl) pour tout l � n:

Preuve. En répétant la formule (3:3) avec �s = ' (s) et T au lieu de t; on
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obtient :

Hn

0@ TZ
0

'(s)dBs

1A =

TZ
0

'(s)hn�1 (Xs) dBs

=

Z
�2

2
' (t1; t2)hn�2 (Xt2) dBt1dBt2

...

=

Z
�n

n
' (t1; t2; :::; tn)h0

�
Xtn�1

�
dBt1dBt2 :::dBtn

=

Z
�n

n
'dB P�q:s:

Lemme 4.2.1 Soient �1; :::; �p 2 R tels que
pP
k=1

�2k = 1; et soient x1; :::; xp 2
R: Alors on a

Hn

 
pX
k=1

�kxk

!
=

X
�1;:::;�p=n

C�1;:::;�p
pQ
k=1

��kk H�k (xk)

où C�1;:::;�p est une constante ne dépendant que de �1; :::; �p:

Preuve. Pour tout � 2 R; on a :

e
�

pP
k=1

�kxk� 1
2

pP
k=
�2k�

2

=
pQ
k=1

e��kxk�
1
2
�2k�

2

:

D�une part on a

e
�

pP
k=1

�kxk� 1
2

pP
k=1

�2k�
2

=

1X
n=0

�nhn

 
pX
k=1

�2k;

pX
k=1

�kxk

!

=

1X
n=0

�nHn

 
pX
k=1

�kxk

!
;
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d�autre part, on a

pQ
k=1

e��kxk�
1
2
�2k�

2

=
pQ
k=1

1X
�=0

����kH� (xk)

=
1X
n=0

�n
X

�1+:::+�p=n

C�1;:::;�p��kk H�k (xk) :

Par conséquent,

Hn

 
pX
k=1

�kxk

!
=

X
�1+:::+�p=n

C�1;:::;�p
pQ

k=1

��kk H�k (xk) :

Pour ce qui suit, on considère l�espace vectoriel _
n2N
Zn engendré par

[
n2N
Zn, qui est _

n2N
Zn = Z0+ Z1 + ::: + Zn + :::. Alors on a la proposition

suivante :

Proposition 4.2.2 Tout X 2 _
n2N

Zn a une représentation unique

X = X0 + :::+Xn + ::::P�q:s:

où Xi 2 Zi:
On écrit _

n2N
Zn =

+1
�
n=0
Zn P�q:s:

Preuve. Il su¢ t de montrer que la variable aléatoire 0 admet comme unique
représentation, la représentation triviale.
Soit

0 = X0 + :::::::+Xn + :::::::

une représentation de 0. D�après l�égalité X2
n0
= �

P
i6=n0

Xn0 Xi pour tout

n0 2 N; et en vertu de "l�orthogonalité" de Zi et Zn0, on a

0 � bE �X2
n0

�
�
P
i6=n0

bE (�Xn0 Xi) = 0;

ce qui implique que Xn0 = 0 P�q:s::
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4.3 Preuve de "l�orthogonalité des Zn"
Preuve. 1) Selon le fait que

Z
�n

'dB =

TZ
0

0@ Z
�n�1^t1

'1dB

1A dBt1 ;

Z
�n

 dB =

TZ
0

0B@ Z
�n+p�1^t1

 1dB

1CA dBt1 ;

et d�après la dé�nition des intégrales stochastiques multiples et la seconde
inégalité de la formule (2:9), on a :

In;p (';  ) � 2G

0B@ TZ
0

bE
264 Z
�n�1^t1

'1dB

Z
�n+p�1^t1

 1dB

375 dt1
1CA :

D�une façon similaire, on obtient

bE
264 Z
�n�1^t1

'1dB

Z
�n+p�1^t1

 1dB

375
� 2G

0B@ t1Z
0

bE
264 Z
�n�2^t2

'2dB

Z
�n+p�2^t2

 2dB

375 dt2
1CA ;

de telle sorte que

In;p (';  ) � 22G2

0B@ TZ
0

t1Z
0

bE
264 Z
�n�2^t2

'2dB

Z
�n+p�2^t2

 2dB

375 dt1dt2
1CA

de proche en proche, on obtient :

In;p (';  ) � 2lGl

0B@ Z
�n�l

bE
264 Z
�n�l^tl

'ldB

Z
�n+p�l^tl

 ldB

375 dt1:::dtl
1CA (4.2)
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2)En utilisant la première inégalité de la formule (2:9), on obtient

In;p (';  ) = bE
24 TZ
0

0@ Z
�n�1^t1

'1dB

1A dBt1

TZ
0

0@ Z
�n�1^t1

 1dB

1A dBt1

35
� �2G

0@ TZ
0

bE
24� Z

�n�1^t1

'1dB

Z
�n�1^t1

 1dB

35 dt1
1A :

La formule (4:2) avec t1;�'1;  1; l � 1 au lieu de T; ';  ; l respectivement,
devient :

bE
24� Z

�n�1^t1

'1dB

Z
�n�1^t1

 1dB

35
� 2l�1Gl�1

0B@ Z
�n�l�1^t1

bE
264� Z

�n�l^tl

'ldB

Z
�n+p�l^tl

 ldB

375 dt2:::dtl
1CA ;

par conséquent,

In;p (';  ) � �2lGl

0B@ Z
�n�l

bE
264� Z

�n�l^tl

'ldB

Z
�n+p�l^tl

 ldB

375 dt1:::dtl
1CA :

4.4 Preuve du théorème du G�Chaos deWie-
ner

Preuve. Soit �T l�ensemble des polynômes en Bt1 ; � � � ; Btp (t1 � � � � �
tp � T ): On montre d�abord que �T est dense dans L2G (
T ). En fait, il
su¢ t d�approcher toute variable aléatoire X = '

�
Bt1 ; � � � ; Btp

�
par une

séquence de �T , où ' 2 Cl;lip (Rp) : Comme ' est lipschitzienne sur toute
boule fermée B

�
0; R

p
p
�
=
�
x 2 Rp : jxj � R

p
p
	
(R > 0), alors elle est

continue sur B
�
0; R

p
p
�
:

Ainsi d�après le théorème de Stone-Weierstrass, il existe une suite (Pn)
des polynômes qui converge uniformément vers ' sur B

�
0; R

p
p
�
. Soit
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TR la variable aléatoire dé�nie par TR = inf ft � T : jBtj > Rg : Comme�
Bt1^TR ; � � � ; Btp^TR

�
2 B

�
0; R

p
p
�
; alors

Pn
�
Bt1^TR ; � � � ; Btp^TR

�
�!

n�!+1
'
�
Bt1^TR ; � � � ; Btp^TR

�
dans L2G (
T ). La continuité de Pn; '; Bt et jj:jj2 ; et le fait que TR converge
vers T lorsque R tend vers l�in�ni, entrainent que

Pn
�
Bt1^TR ; � � � ; Btp^TR

�
�!

R�!+1
Pn
�
Bt1 ; � � � ; Btp

�
et

'
�
Bt1^TR ; � � � ; Btp^TR

�
�!

R�!+1
X dans L2G (
T ) :

Ainsi, en utilisant la commutativité entre lim
R�!+1

et lim
n�!+1

on obtient

X = lim
n�!+1

Pn
�
Bt1 ; � � � ; Btp

�
dans L2G (
T ) :

SoitHn l�espace linéaire engendré parHn

�
TR
0

'(t)dBt

�
tel que

TR
0

'2(t)dhBit =

1 P�q:s: si n � 1 et H0 = fconstantesg : Alors pour tout

' 2 L2 ([0; T ] ; dhBit) tel que
TZ
0

'2(t)dhBit = 1 P�q:s:;

on a¢ rme que pour tout p 2 N il existe (pas nécessairement unique)

('i)
p
i=1 � L2 ([0; T ] ; dhBit) ; (�k)pk=1 tel que

pP
k=1

�2k = 1 et ' =
pP
k=1

�k'k

P�q:s:. Par exemple, si 0 = t0 < � � � < tp = T est une subdivision de

[0; T ] telle que �k =

 
tkR
tk�1

'2(t)dhBit

! 1
2

6= 0; alors on a

pX
k=1

�2k =

pX
k=1

0@ tkZ
tk�1

'2(t)dhBit

1A =

TZ
0

'2(t)dhBit = 1 P�q:s:.

On note
'k =

'

�k
I[tk�1;tk[:

Cela implique que
pX
k=1

�k'k = ':
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D�après le lemme (4:2:1), on a

Hn

0@ TZ
0

' (s) dBs

1A =
X

�1+�2+:::+�p=n

C�1;�2;��� ;�p
p

�
k=1

��kH�k

0@ TZ
0

'k (s) dBs

1A ;

ainsi Hn � Un, où Un est l�espace linéaire engendré par

H�1

0@ TZ
0

'1 (s) dBs

1AH�2

0@ TZ
0

'2 (s) dBs

1A :::H�p

0@ TZ
0

'p (s) dBs

1A
tel que

'1; � � � ; 'p 2 L2 ([0; T ] ; d hBit) et �1 + � � �+ �p = n:

On a

�T � _
n2N

EV

( 
pX
k=1

�kBtk

!n
: �1; � � � ; �p 2 R

)
;

où EV signi�e "l�espace vectoriel engendré par".
Notons que la double inégalité �2dt � d hBit � �2dt implique que

l�intégrale d�un point par rapport à la mesure d hBit est égale à zéro.
Cela nous permet de modi�er, pour �1; � � � ; �p 2 R donnés , tout ' 2

L2 ([0; T ] ; d hBit) telle que
TR
0

'2(t)dhBit = 1 P�q:s: en une fonction e' tel
que e' (tk) = �k (k = 1; � � � ; p) et

TR
0

e'2(t)dhBit = 1 P�q:s:, alors

pX
k=1

�kBtk =

pX
k=0

�k
�
Btk+1 �Btk

�
=

TZ
0

e' (s) dBs;
ce qui nous donne

EV

( 
pX
k=1

�kBtk

!n
: �1; � � � ; �p 2 R

)

� EV

8<:
0@ TZ

0

' (s) dBs

1An

: ' 2 L2 ([0; T ] ; d hBit) ;
TZ
0

'2 (s) d hBis = 1 P�q:s:

9=; :
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Par ailleurs,
�T � _

n2N
Hn;

et d�après la densité de �T dans L2G (
T ), on obtient

L2G (
T ) = _
n2N
Hn = _

n2N
Un;

où A est la fermeture de A dans L2G (
T ) . D�autre part, si [0; T ] pour

' 2 L2 ([0; T ] ; dhBit) :
TR
0

'2(t)dhBit = 1 P�q:s:, alors Hn

�
TR
0

'(t)dBt

�
=R

�n

n
'dB 2 Zn:

Il résulte que
Hn � Zn pour tout n 2 N:

Par suite L2G (
T ) = �
n2N

Zn P�q:s: et Hn = Zn pour tout n 2 N:

Notons que l�égalité L2G (
T ) = _
n2N
Un nous donne une autre décompo-

sition de L2G (
T ) :
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Conclusion et perspectives

Depuis les travaux de Peng en 2005, la théorie de la G�espérance est
devenue un outil essentiel pour la généralisation du calcul stochastique clas-
sique au G�calcul stochastique. Dans notre travail, en plus de la di¢ culté
du fait que la G�espérance n�est pas linéaire et que l�on perd la notion de
produit scalaire dans L2; on a réussi à démontrer un théorème portant sur
la décomposition cahotique par rapport au G�mouvement Brownien. On
a également proposé une méthode algébrique basée essentiellement sur les
polynômes d�Hermite pour démontrer la G�inégalité de Burkholder-Davis-
Gundy, ce qui constitue une généralisation importante du cas classique et
une avancée dans le développement du G�calcul stochastique.
La démonstration du théorème sur G�chaos de Weiner a été e¤ectuée

après avoir démontré une formule d�encadrement des G�intégrales stochas-
tiques multiples et le théorème équivalent de "l�orthogonalité" qui a été la
clé des développements de ce travail de recherche.
En outre, la G�espérance conditionnelle par rapport à une �ltration en

un temps d�arrêt n�est pas dé�nie. Liées aux di¢ cultés expliquées ci-dessus
et certainement aussi avec la nouveauté de la théorie de la G�espérance,
il existe encore beaucoup d�outils en calcul d�Itô classique qui ne sont pas
encore traduit à la G�analyse stochastique.
En�n, il nous semble intéressant d�étudier des applications probables de

la G�analyse stochastique en économie, traitement d�images et en mathé-
matiques �nancières particulièrement sur les modèles �nanciers à volatilité
stochastique incertaine (système d�analyse de portefeuille).
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