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Abstract

This thesis is dedicated to the statistical estimation of the reliability characteristics
and predictors of the order statistics in survival models. We consider the Weibull
model, the Bertholon models of concurrent failures and the bivariate exponential
model. We study the estimation problem by applying a Bayesian approach, using a
quadratic loss function for the Weibull and Bertholon models, and a plethora of loss
functions including the asymmetric loss functions such as LINEX loss to estimate the
parameters of the bivariate exponential model. Since the parameters of the Weibull
distribution do not admit a natural conjugate probability distribution, the parameters
are assumed to take a finite number of values. Under a quadratic loss function,

given censored data, we derive predictors of the order statistics of a future sample,
independently of functionals of the observed sample.

Using two approximations due to Lindley, and Tierney and Kedane, we derive an
estimator of the reliability function associated with the Bertholon model as well as
the bivariate exponential model, based on type II censored sample data with a non-
informative prior on the parameters. We also derive an estimator of the reliability
function associated with the bivariate exponential model with, on one hand, a vague
prior and, on the other hand, a conjugate prior. The obtained Bayesian estimator
is given in integral form to which we apply simulation techniques such as the Mar-
kov Chain Monte-Carlo (MCMC) method and in particular the Metropolis-Hestings

algorithm to derive numerical values of these estimators. Lastly, we apply Pitman’s



criterion to compare between the performance of the maximum likelihood estima-
tor and the performance of derived estimators of the parameters and the reliability

function, under the different loss functions.



Résumé

Cette these est dédiée a 1’étude de 'estimation des caractéristiques de fiabilité et la
prédiction de statistiques d’ordre dans des modeles d’analyse de survie. Les modéles
auquels, on s’est intéréssés sont les modéles de Weibull, les modéles & défaillances
concourants de Bertholon et enfin les modéles exponentiels bivariés. L’approche uti-
lisée est une approche Bayesienne avec une fonction de perte quadratique pour les
deux premiers modeéles et une palette de fonctions de perte, notament les fonctions
de perte asymétrique dont la fonction de perte LINEX, pour le modeéle exponentiel
bivarié. L’inexistance d'une loi a priori conjuguée naturelle pour les parameétres de
la loi de Weibull; nous a amené a considérer le parameétre de forme comme étant
discret, avec un nombre fini de valeurs. Sous une fonction de perte quadratique, et
des données censurées de type II, on a calculé des prédicteurs de statistiques d’ordre
d’un échantillon futur, indépendant de ’échantillon observé, et de certaines fonctions
d’intérét dépendant de ces statistique d’ordre.

Dans un modéle de Bertholon, comme dans un modéle exponentiel bivarié, on a
calculé a l'aide de deux approximations introduites par Lindley et Tierney et Ke-
dane, 'estimateur Bayesien de la fonction de fiabilité. Les données sont supposées
censurées de type II, avec une loi a priori non informative sur les parametres. De
méme, qu’'on s’est penché sur le probléme de ’estimation de la fonction de fiabi-
lité dans un modele exponentiel bivarié symétrique, avec d’une part, une loi a priori

vague et d’autre part, une loi a priori conjuguée naturelle. L’expression de I’estima-



teur Bayesien reste sous forme intégrale, c¢’est pourquoi, nous utilisons les méthodes
de simulations de Monte-Carlo (MCMC') et en particuler 'algorithme Metropolis-
Hestings. Ces méthodes numériques nous ont permis de faire une étude comparative,
a ’aide du critére de Pitman, des estimateurs des parameétres et de la fonction de fia-
bilité sous différentes fonctions de perte ; étant entendu que 'estimateur de référence

reste ’estimateur du maximum de vraisemblance.
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Introduction

La statistique est un ensemble de méthodes pour prendre des décisions raison-
nables en présence d’incertitudes. Ainsi fut défini cette science par A.Wald (1950).
En effet, la statistique est passée d’un probléme de dénombrement au siécle dernier a
une science a part entiére avec les développement de la statistique mathématique et
la théorie de la décision. Les fondements de la statistique mathématique ont été posé
par Karl Pearson avec son célebre mémoire publié dans le Philosophical Magasine vers
1900. De grands statisticiens tels Karl Pearson, Sir Roland Aylmer Fisher et Jerzy
Neyman ont échafaudé les principes fondamentaux de la statistique mathématique;
celle-ci est devenue un outil indispensable d’aide a la prise de décision. Le statisticien
doit, au vu des observations prendre une décision. Un probléme statistique comporte
les éléments suivants : I’ensemble des observations, X', est ’ensemble de tous les points
x qui représentent tous les résultats possibles pour le phénomeéne étudié. Les diverses
lois étudiées, P?, forment un ensemble €2 ; ce sont des distributions de probabilité sur
X. Enfin, 'ensemble D, représente, I’ensemble des décisions d possibles. Le probléme
posé est de choisir une décision d, a chaque fois qu’on disposera d’observations z. Le
choix d’une décision d au vu d’une observation z induit nécessairement un cott C.

Le probléme fondamental de la théorie de la décision peut étre formulé comme
suit :

Etant donné le triplet (©, D, ('), ou : © l'espace des parameétres, D 'espace des

décisions finales , C' la fonction de cott , et un élément aléatoire observable w € €2



dont la loi de distribution P? dépend du paramétre § € ©. Quelle régle de décision
) (w) € D le statisticien doit-il choisir ?
Pour discréditer entre les différentes régles de décision , nous utilisons un critére

appelé fonction de risque, et est défini par :

R(0,6) = E(C(0,6(w)))

Cette quantité représente la perte moyenne subie en choisissant  (w) quand le
parametre 6 est inconnu , et dépend de 6.

Plusieurs approches peuvent étre utilisées pour la résolution de tels problémes de
décisions. Deux approches sont utilisées dans cette thése. L’approche classique qui
consiste & maximiser la vraisemblance et I’approche Bayesienne qui englobe 'infor-
mation dont on dispose a priori, par un retour d’expérience, sur un phénomeéne étudié
en considérant le parametre # non pas comme inconnu, mais comme une variable
aléatoire possédant une distribution appelée loi a priori. Cette approche consiste &
combiner une distribution & priori selon un ensemble de croyances représentatives avec
les données pour obtenir une distribution & posteriori sur laquelle on pratique I'infé-
rence statistique. De plus, 'estimation bayésienne est dans un cadre probabiliste et
tient automatiquement compte de l'incertitude des paramétres dans les prévisions. Le
développement d’outils informatiques puissants contribue a la popularité croissante
de cette méthode d’estimation. L’outil de simulation Markov Chain Monte Carlo

(MCMC) utilisé est 'algorithme de Metropolis-Hastings. Il s’agit d’un algorithme
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simple, général et qui impose peu de restrictions.

Les phénomenes auquels on s’est intéressés concernent la survie, ou plus générale-
ment la fiabilité ; les modéles étudiés sont donc, des modeéles & distributions positives.
Sur la base de différents types d’observations censurées, on s’est intéressés a ’esti-
mation des paramétres qui caractérisent la loi du modele, de la fonction de fiabilité
R (t) et du taux de panne h(t). Le deuxiéme aspect de l'inférence statistique abordé
dans cette thése concerne le probléme de la prédiction de statistiques d’ordre et de
certaines fonctions d’intéréts dépendant de celles-ci.

Dans cette thése, on présente différents modeéles étroitement liés aux problémes de
survie. Le chapitre un est dédié a une introduction aux éléments de base de la théorie
de la fiabilité, des modéles qui lui sont associés, de ’analyse Bayesienne avec différentes
fonctions de perte. Le chapitre deux est consacré au modele de Weibull et & un modele
B (A1, A2, B) caractéristique du vieillissement, défini par Bertholon en (2001). Pour le
modele de Weibull, on s’interesse a la prédiction de statistique d’ordre et de fonctions
de celles-ci, sur un échantillon futur, indépendant de I’échantillon observé. On rappelle
les résultats obtenus par Evans et Nigm [31], dans le cas de données censurées de
type I, puis on étudie le cas de données de type attribut. L’approche utilisée est une
approche Bayesienne liée & une fonction de perte quadratique. Le chapitre trois est
consacré au modeéle exponentiel bivarié symétrique qui est une reparamétrisation du
modele de Freund [34] et de Block and Basu [22]. Du fait de la complexité des calculs

pour obtenir des estimateurs des parameétres et de la fonction de fiabilité, des méthodes
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d’approximations introduites par Lindley [50] et par Kedane et Tierney [59] ont été
utilisées dans une premiére partie; la deuxiéme partie est dédiée a 'utilisation des
méthodes de simulations de Monte Carlo, en particulier I’algorithme de Metropolis-
Astings.on termine ce chapitre par une étude comparative des différents estimateurs

obtenus sous différentes fonctions de perte a ’aide du critére de Pittman.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Caractéristiques de fiabilité

Dans ce qui suit, nous considérons un individu susceptible de subir une fois et une
seule un certain type dévénement (déceés ou avarie par exemple). L’observation de la
survenue - donnée non censurée - on non - donnée censurée- de cet événement chez
I'individu constitue la donnée basale pour une modélisation de la survie.

Nous donnons ci-dessous les définitions des principaux outils utilisés en analyse
de la survie. Pour chacun d’eux, nous précisons sa signification statistique d’une part,

son interprétation en épidémiologie d’autre part.

Définition 1.1 La " durée de vie" d’un individu est une variable aléatoire (v.a) X

positive et continue. Sa fonction de répartition est la probabilité que [’événement se
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produise entre 0 et x.

F(z) = P(X < ) (1.1)

Définition 1.2 La fonction de survie est définie par

S(x) = 1—F(x) (1.2)

= P(X > x).

Remarquons que la théorie de la survie ayant son origine dans ’observation et
le décompte de déces, le vocabulaire est resté marqué par les termes de " durée de
vie", "déces" exclusivement. Cependant, cette théorie se confond d’un point de vue
mathématique avec la théorie de la fiabilité. la" durée de vie" peut ainsi étre I’dge

d’apparition d’'une maladie, le temps de sortie du chémage, etc.

Définition 1.3 La fonction de risque instantané ou taux de hasard est la fonction

h(z) = (1.3)

ou f est la densité de probabilité de X.

Définition 1.4 La fonction de risque cumulé est donnée par

Nous pouvons maintenant énoncer les deux résultats suivants :

Proposition 1.5 La définition de la distribution de probabilité de X repose sur 'une

des quatre données suivantes, qui sont équivalentents :S(x), f(z), a(x) et A(x).
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Proposition 1.6 Nous avons

S(z) = P(X > ). (1.5)

= ]gz] [1— h(s)ds]

= (- [ nis)as)

— exp (—H(x)).

}73} et désigne le produit infini (ou produit intégrale).
0,z

1.2 Censures et troncatures

Définition 1.7 La variable de cencure C' est définie par la possible non-observation
de l’événement. Si l'on observe C, et non X, et que l'on sait que X > C' respectivement
(X < C,C1 < X < (y), on dit qu’il a censure & droite ( réspectivement censure a

gauche, censure par intervalle).

Si I’événement se produit, X est "réalisée". S’il ne se produit pas ('individu étant
perdu de vue, ou bien exclu vivant), c’est C' qui est "réalisée".

X peut étre considérée comme la durée séparant un événement initial A d’un
événement terminal B, ou comme la durée pendant laquelle un sujet reste dans un
état donné (auquel cas A désigne l'entrée dans cet état et B la sortie de cet état - par
exemple le chdmage). La censure & droite, dont il sera essentiellement question par la
suite, est due a la non-observation de B, dont on sait seulement qu’il sera postérieur

a la derniére date d’observation du sujet.
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Par ailleurs, la censure se distingue de la troncature : on dit qu’il y a troncature a
droite (respectivement & gauche) lorsque la variable d’intérét X; (durée de vie du i°
individu) n’est pas observable quand elle est supérieure (respectivement inférieure) a
un seuil ¢ > 0 fixé.

Dans le cas de la censure, on sait que la variable X non observée est supérieure ou
inférieure a une valeur C qui, elle, a été observée. La troncature, quand & elle, élimine
de I’ étude une partie des X;, ce qui a pour conséquence de faire porter ’analyse
uniquement sur la loi de X conditionnellement a ’événement { X < ¢} (respectivement
{X >c}).

Enfin, le mécanisme de censure est habituellement supposé étre indépendant de
I'événement étudié : on parle de censure non-informative ( ingnorable). En pratique,
cela veut dire que les individus ne doivent pas étre censurés parce qu’ils ont un risque
de déces pariculierement élevé (ou faible). En d’autres termes, les individus exclus-
vivants ou perdus de vue a une date ¢ doivent étre représentatifs des individus encore
a risque a cet instant .

Si la censure est informative, alors I'expression classique de la vraisemblance ne
correspond plus & une vraisemblance compléte, mais & une vraisemblance partielle
qui peut étre utilisée pour des inférences, bien qu’il y ait une perte d’efficacité des
estimateurs produits (car toute I'information n’est pas utilisée). Ainsi, la censure infor-
mative est a 'origine d’un biais lors de ’analyse standard basée sur la vraisemblance

(Kalbfleisch et Prentice, 1980 ; Schluchter, 1992).
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Définition 1.8 On dispose de données complétes quand le test de survie est

mené jusqu’a la n'“"™¢

panne. Le vecteur des observations est alors x = (x1, Z2, ....xy);00

x; est la durée de vie de "™ item.

La vraisemblance associée & un tel plan d’expérience est alors :

n

L(x(0) = [ ] £(x:10) (1.6)

i=1

ce plan est noté [n, B,n].
Définition 1.9 La censure est dite non aléatoire de type I si, étant donné un n-
échantillon X;.....X,,, d’une variable aléatoire X, dépendant d’un parameétre 0, il existe

une v.a. n-dimensionnelle (Cy, ....,C, ) de R™ telle que les observations consistent
en (T;,9;), ot

T; = X; NC;

0 = Lixi<cy)
Définition 1.10 La censure est dite de type II si, étant donné un nombre positif

fixé r et un n-échantillon X;.....X,, les observations consistent en (T;,6;), ot
I = Xay A Xy
% = 1{X(i>SX<r)}

ou X)) < Xpg) < ... < X(n) sont les statistiques d’ordre de Xj.....X,, .

La vraisemblance est alors :

L(z/0) = —"
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Définition 1.11 On fixe la durée du test a un temps T ; les données issues de ce test
sont résumées par le nombre x de pannes ayant eu lieu dans [0,T]; z=1,...,n. On dit

alors qu’on dispose de données de type attribut.

La vraisemblance est alors :

Lafo) = (")t o) - F . (17)

I1 est supposé que tout item tombé en panne dans [0, 7] est non renouvellé.

Remarque 1.12 Remarque 1.13 Dans cette thése, on utilise essentiellement des
données complétes (modéle exponentiel bivarié), des données censurées de type II (mo-

déle de Bertholon) et des données de type attribut (modéle de Weibull).

1.3 Modéles usuels en fiabilité

Nous allons présenter dans cette section quelques lois qui peuvent étre utili-
sées dans le cadre d'une étude sur des données de survie. Bien que n’importe quelle
distribution d'une variable aléatoire continue non-négative puisse étre utilisée, nous

ne parlons ici que des lois les plus usitées.
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1.3.1 Modéle exponentiel

Il s’agit du modele le plus simple : on postule que le risque instantané est une
constante

ht)=X  t>0,A>0 (1.8)

Compte tenu de la relation fondamentale entre la fonction de risque et la fonction

de survie

S(t) = exp {— /0 t )\du} Y (1.9)

Soit encore :

log(S(t)) = =\t

En ce qui concerne la fonction de densité des temps de survie on a :

f(t) =2 = e (1.10)

Expression ol on reconnait la fonction de densité d’une variable exponentielle
de parametre \.En d’autre termes, une fonction de risque constante implique une
distribution exponentielle des durées d’événement.

Xy % exp(A),calculons Pestimateur du maximum de vraisemblance

..........

pour cette loi. La vraisemblance est donnée par
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L = [ Fw) = [[ 2 = Are St

i=1 =1

En prenant le logarithme, nous obtenons

[(A)=InL(\) =nlnA= XY z;=nln)—n\z
=1

Nous cherchons la valeur A qui maximise cette expression. Nous trouvons

al(N) I ~
N =0 <:>n()\—x)—0<:>)\—

Par ailleurs le risque ne varaint pas avec le temps, il s’agit d’un processus sans
mémoire. pour cette raison, il est souvent utilisé en ingénierie pour modéliser par
exemple la durée de vie de composants electroniques, mais a une extension limitée
dans le domaine médical. Ceci est principalement da au fait que cette distribution ne

posséde qu’un seul parametre.

1.3.2 Distribution de Weibull

La distribution de Weibull est egalement une généralisation de I’exponentielle. Elle
est caractérisée par deux parameétres,5 > 0,7 > 0 qui sont les parameétres de forme

et d’échelle respectivement. La fonction de densité d’une telle loi est donnée par

B . t
f(t,B,n) = n—ﬁtﬁ 1exp[—(ﬁ)ﬂ], t > 0. (1.11)
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Ainssi nous remarquons que si S = 1,nous obtenons la loi exponentielle. La fonc-

A1
tion de survie est S(t) = exp[—(;)°] et le taux de panne vaut h(t) = % (%) , qui

est donc de Lordre de ¢° .

La fonction de risque est monotone croissante si § > 1, monotone décroissante si
£ < 1 et constante pour = 1, c’est pourquoi ce parameétre est appelé parameétre
de forme. Comme 7 est un parametre d’échelle, différentes valeurs de 7 changent
seulement 1’échelle sur ’axe horizontal, et non pas la forme de base du graphe. Le
modele est assez flexible, et on a montré qu’il constitue une bonne description de
plusieurs types de données de survie. Le fait que les fonctions de densité, de survie
et de risque aient une forme relativement simple explique également la popularité du
modéle.

Soit T" une variable aléatoire suivant une loi de Weibull, sa moyenne et sa variance

sont données par les formules suivantes :

E(T) = nr(1+%)
Var(T) = 772F(1+%)—E(T)2

Ou I(z) = [ t*le~*dt est la fonction gamma.
L’on parle de loi de Weibull décalée lorsque 1'on considére que le taux est constant
et égale & zéro jusqu’a un instant ty.Dans ce cas, la fiabilité et le taux de hasard

s’écrivent de la fagon suivante :
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S(t) = exp[—( p )] (1.12)
B t—t\"!
m) = n( n )

1.3.3 Distribution Log-Normale

La durée de vie T a une distribution log-normale si Y = log(7") est une distribution
normale.

Ainsi, si Y est une gaussienne d’espérance jiy et de variance 0% et donc de densité

alors,

F(t) = ﬁexp [—% <log(’2—y_“y) ] > 0. (1.14)

ou u est le parametre d’échelle et o est le parametre de forme. Contrairement a
la loi normale, les parametres ne donnent pas la moyenne et la variance de la loi.

et la fonction de survie d’'une variable suivantune loi log-normale est donnée par

S(t)=1-@ <log(t)—_“y) (1.15)

Oy

Ou @(.) est la fonction de répartition d’une gaussienne centrée-réduite,

@(x)z/m Lo ay (1.16)
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Le taux de panne est de la forme

2
h(t T {_% <y”5y) ] 1.17
( ) N 1—® <10g(t)—#y> ( ’ )

oy

Pour évaluer S(t) et donc aussi h(t) il est nécessaire d’évaluer numériquement
I'intégrale ce qui affecte les temps de calcul.

Avec la distribution log-normale, la fonction de risque h(t) est croissante puis
décroissante avec h(0) = 0 et tllglo h(t) = 0.

Comme la fonction de risque décroit pour de grandes valeurs de t, la distribution
ne parait pas plausible comme modéle de vie dans la plupart des situations. Malgré

cela, ce modele peut étre intéressant lorsque de trés grandes valeurs de ¢ ne sont pas

d’un intérét particulier.

1.3.4 Modéle Gamma

La loi gamma comporte deux paramétres, A > 0 et v > 0 Le premier est appelé
parametre d’échelle alors que v est le paramétre de forme. La fonction de densité de

cette loi est donnée par

ft A y) = %()\tﬂ_le_’\t, t>0. (1.18)

ou I'(y) = [;7 27 Le "dx est la fonction Gamma. La fonction de survie s’exprime

comme

S(t) = /0 N %(Am)v—le—mm (1.19)



23

En choisissant le parameétre v entier, nous obtenons la distribution dite de Erlang.

Pour celle-ci, nous obtenons comme taux de panne

h(t) = (1.20)

11 est facile de montrer que la fonction de risque h(t) monotone croissante pour v >
l.avec tlggl() h(t) = A.pour 0 < v < 1, h(t) est monotone décroissante avec tl_i)r(% h(t) = o0
et tlggo h(t) = A, Sil’on choisit v = 1, nous obtenons une loi exponentielle de parameétre
A,ainsi, la loi exponentielle n’est qu'un cas particulier de la loi gamma.

La distribution gamma apparait aussi dans des cas ou la distribution expo-
nentielle est utilisée, car la somme de variable aléatoires exponentielles indépendantes
et identiquement distribuées suit une distribution gamma.

Plus précisement, si 11 T5 ..., T,, sont des variables aléatoires indépendantes suivant
une loi exponentielle de parameétre A, alors Y. | 7; suit une distribution gamma de
parametres \ et v = n.

Le logarithme de la vraisemblance d’un échantillon issu d'une loi gamma est donné

par

I(Ay)=nAInA—nlnT(y)+ (y—1) Zlnti — nAt
i=1

En dérivant par rapport a A et en appelant 7 I’estimateur du maximum de vrai-

semblance pour 7,nous obtenons
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>)
I
1| =2)

Par contre, le calcule exacte de 7 n’est pas possible, ainssi, nous pouvons seulement

exprimer un estimateur en fonction de ’autre.

1.3.5 Modéle de Bertholon : modéle a risque de défaillances
concourants

Les Modeles de Bertholon développés dans [20], permettent de décrire la durée
de vie d'un matériel dont le taux de panne est constant jusqu’a une date ¢y ; c’est a
dire que sa durée de vie suit une loi exponentielle de paramétre \g. Aprés cette date,
ce matériel est soumis & deux risques de défaillances concourants :

1) deéfaillances accidentelles modélisées par une durée de vie Y de loi exp (Ag) et

1
=3

2) Défaillances dues au vieillissement modélisées par une durée de vie W de loi

a taux de défaillance constant hg ()

de Weibull, W (A1, 3, o) ; ol ¢y est un parameétre de positionnement, supposé dans la
suite égal & zéro.
B (t\"
Le taux de défaillance serait alors hy (t) = — [ — .
At \ M
Soit T'la durée de vie d'un tel matériel ; il est évident que T = min(Y.W) ou Y

et W sont supposées indépendantes. On dit alors que 7' suit une loi de Bertholon

B (Ao, A1, 3) , dont la densité est définie par :
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s ={x+ 1 bent- (£ + 1)) (121
Ao A1 A Ao A1
Les fonctions usuelles en fiabilité liées & ce modeéle s’expriment de la fagon sui-
vante :
Le taux de défaillance est définie par :
1 gt -1

ST

(1.22)
la fonction de survie définie par :
Apartir de 'expression de la fonction génératrice dans [Bertholon, 2001] , Pauteur
calcule la moyenne et la variance dans le cas § = 2. Dans le cas  # 2,I’auteur précise

que les intégrales ne peuvent étre calculées analytiquement. Les formules obtenues

pour § =2:

(2
E(X)=\e AN erf e (i) (1.23)

e N2 A 1.
Var (X) = 2[)\16 (2352 (——lﬁerfc(#)—i—é)\le b»ﬂ)} (1.24)
0

avec erf(x) = \/%; [ e du

Il est utile de donner les valeurs limites de ces statistiques
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2
- E(x) 250 A car erf e () 5 1, et Var (z) — A2 (1 _ <\/T;> ) ‘
Comme on pouvait s’y attendre, la moyenne et la variance de la distribution B

tendent vers la moyenne et la variance de la distribution de w sous-jacente.

- E (2) AP o car ‘/TE erf ¢ (z) "=5° ¢ (& — 325) et Var (z) — A},

c’est-a-dire la moyenne et la variance de la distribution (sous-jacente.

1.4 Analyse Statistique Bayesienne

On peut se référer a lexcellent ouvrage de C. Robert [57] concernant Ianalyse
statistique Bayesienne. Cependant, nous allons définir quelques éléments importants

utilisés dans cette thése.

1.4.1 Quelques définitions

L’ensemble des observations est noté z. avec x = (21, ..., ,); autrement dit, on
dispose d’un échantillon de taille n. Le cadre statistique étant celui de la statis-
tique inférentielle, les observations z; sont donc considérées comme des réalisations

de variables aléatoires, notées X;

Définition 1.14 On entend par information a priori sur le paramétre 6 toute in-

formation disponoble sur 6 en dehors de celle apportée par les observations

Définition 1.15 L’information a priori sur 0 est entachée d’incertitude (si ce n’était

pas le cas, le paramétre 0 serait connu avec certitude et on n’aurait pas a Uestimer!). 1
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est naturel de modéliser cette information a priori au travers d’une loi de probabilité,

appelée loi a priori. Sa densité est notée 7(0).

Définition 1.16 La loi a posteriori : C’est la loi conditionnelle de 6 sachant x. Sa

densité est notée w(0|x).En vertu de la formule de Bayes, on a :

f(z/0)m ()
Jo f(x/0)m(0)do

w(0/x) = (1.25)

Définition 1.17 La statistique d’ordre d’un échantillon aléatoire (X;, Xo,....X,,) est
Iensemble des valeurs placées on ordre croissant, (X(1y, X(2), ....X(n)). Les statistiques

d’ordre sont des variables aléatoires qui satisfont X1y < Xy < ... < Xp).

Les valeurs extrémes sont X(j), de fonction de répartition définie par
Gi(z) =1—[1 - F(z)]"

et de densité
gi(x) =nf(z) [ - F(x)]""
et X(n); de fonction de répartition définie par

Gn(x) = F"(2)

de densité

Gn(@) = nf ()" ()
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Théoréme 1.18 Soit X(1) < X(9) < ... < X, la statistique d’ordre de [’échantillon
aléatoire X1, X, ....X,, d’une population continue avec fonction de répartition Fx(x)

et densité fx(z), alors la densité de Xy est

Frw@) = e ) Fx @ L= PP (20)

1.4.2 prédiction Bayesienne

Le modele statistique associé a ce probléeme de décision est (X B, Pe) pep OU (X,B)
est ’espace des observations muni de sa tribu Borélienne ; (P0>eee une famille de
mesures de probabilité sur (X, B); 6 étant I’espace des parameétres.

Soient : (D, D) l'ensemble des décisions muni de sa tribu Borélienne et v une

fonction de perte supposée quadratique

OxD — Ri

v0d) = [ G=aP /) a
Dans ce cas précison a : X = {0,1,...,n} et D =R ; ceci pour des données de type
attribut et X = R™ pour des données complétes ou censurées de type I1.

On munit 'espace des paramétres © d’une mesure de probabilité 7 de densité

7 (0) ; la densité a postériori de 6 est alors 7 (6/x) :

(1.27)

m(0/x) = T

(S}
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Ou L (x/0) est la fonction de vraisemblance quant on a observé = .On calcule ensuite

pour chaque décision d € D le risque a postériori R? (d)

R*(d) — /@ v (0,d) 7 (0/z)do (1.28)
= [ [ =P 1) w6/ dody

= E((y—d)).

or
w(y/a) = [ £ (/0)m (0/2)do (1.29)
S}
est une densité, appelée densité prédictive de Y quand x est observée.

On cherche {inilrlef (d) ; celui-¢i est atteint pour
S

min Rz (d) = V* (V)

On conclut que la régle de décision 0, de Bayes associe a tout x € D, un prédicteur

dp () tel que :

8 (z) = E* (y) = E* (E° (Y)) = /@E9 (Y)p(6/x)do. (1.30)

1.4.3 Modélisation de ’information a priori

Le plus souvent on ne dispose pas suffisamment d’information a priori sur le para-

meétre inconnu # pour construire la loi a priori. Dans la pratique on a recours a des lois
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usuelles (loi normales, loi gamma, etc) ou a des lois dites conjuguées (voir ci-dessous),
I'information a priori étant alors utilisée pour déterminer les parameétres de la loi a
priori, appelés hyperparametres. En I’absence d’information a priori on introduira la
notion de loi a priori non informative qui permet de rester dans un cadre bayésien,

alors méme que l'on ne dispose pas d’information a priori.

Lois a priori conjuguées

Définition 1.19 La loi des observations étant supposée connue, on se donne une
famille F de lois de probabilité sur ©.0n suppose que la loi a priori apartient a F.
Si dans ces conditions, la loi a posteriori appartient encore a F, on dit que la loi a

priori est conjugée.

Lois a priori non informatives

Partons d’un exemple pour introduire la notion de loi a priori non informative.
On considére le modeéle statistique bayésien suivant : les X;|0 sont i.i.d. et suivent
une loi de Bernoulli de parameétre 6 € |0,1[. Il n’y a pas une unique loi a priori non
informative pour le parameétre . On peut en fait proposer différentes lois a priori non
informatives.

- En l'absence d’information a priori sur 6, il est naturel de proposer une loi
uniforme sur 6 car elle donne une probabilité égale aux intervalles de longueur [

donnée, a savoir .
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- On peut également proposer la loi a priori (impropre) de Haldane w(f) =
[0(1 — 0)] ' 1p.17(0),en arguant que E [0]z] est égal a I'estimateur du maximum de
vraisemblance

- une alternative a été proposée par Jeffreys en 1960.

Définition 1.20 Soit 6.un paramétre réel. On appelle loi a priori non informative de

Jeffreys, la loi ’éventuellement impropre) de densité

N

() o [1(0)]

Définition 1.21 ou I(0) désigne l'information de Fisher apportée par x sur 0.

1.4.4 Fonctions de perte
Fonction de perte quadratique

Proposée par Legendre (1805) et Gauss (1810), cette perte est sans aucun
doute le critére d’évaluation le plus commun.

L(0,d) = (0 — d)>.

Dans son article de 1810, Gauss a déja reconnu le caractére aléatoire de la
perte quadratique et le défendait pour des raisons de simplicité. De telles critiques
restent valides aujourd’hui. Mais cette perte n’en demeure pas moins utilisée car elle
donne en général des solutions bayésiennes acceptables, i.e. celle fournies par une

inférence non-décisionelle fondée sur la densité a posteriori.
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Proposition 1.22 L’estimateur de Bayes 6" associé a la distribution a priori m et

avec la perte quadratique, est donné par [’ésperance a posteriori

J,0f(x/0) ( )
Jp f(x/0)

S"=FE"[0/x] = =0"(x)

Démonstration.
E™[(0 —6)?/z] = E™[0?/x] — 26 E™[0/x] + 6°
. La perte actuelle a posteriori atteint un minimum a §"(x) = E™[0/x] m

Corollaire 1.23 L’estimateur de Bayes 0" associé avec m et avec la perte quadratique
pondérée L(0,06) =w(0)(0—05)%, ot w(0)est une fonction non-négative, est

o ETl(0)6/2
E(8)/2]

Corollaire 1.24 Quand © C RP, l’estimateur de Bayes d" associé avec w et avec la

perte quadratique pondérée L(0,0) = (0—0)'Q(0—0) est l’espérence a posteriori
0" (x) = E7[0/x],

pour chaque matruce ), de dimension pxp, symétrique et positive définie.

Fonction de perte erreur absolue

Une solution alternative a la perte quadratique en une dimension est 1'utilisation

de la perte erreur absolue :

L(0,d)=| 0 —d |, (1.31)
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considérée par Laplace (1773), ou, plus généralement une fonction miltilinéaire :

ko (0 — d), si 0> d
Liisa(0,d) = (1.32)

ki(d — 0),sinon
Ces fonctions croissent moins vite que les fonctions de perte quadratique.

Huber (1964) propose un mélange entre les fonctions de perteberreur absolue
et fonctions de perte aquadratique, de maniére & garder la pénalisation quadratique
autour de 0.

(d—0)2%si |d—0|<k
L(6,d) = (1.33)

2k | d— 60| —k? sinon

Proposition 1.25 Un estimateur de Bayes associé a la distribution m et a la perte

ka
multi-linéaire, est un fractile de w(6/x) .
ky + ko

Démonstration. Nous avons m

E(L(0,a)/x)

a +oo
=k / (a —0)m(0/x)dO + ]{72/ (0 —a)m(0/x)db

—0o0

=k /a PO < y/x)dy) + kg/ h P(0 > y/x)dy

—00
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par une intégration par parties. Dérivant par rapport a a, nous obtenons alors

k1P(0 < a/x)—keP(0 > a/x)=0

soit

ko
PO <a/z)=

(kl + ]{72)

En particulier, si k1 = ko,c’est -a-dire en cas d’une erreur de perte absolue, 1’esti-
mateur de Bayes est la médiane postérieure, qui est I'estimateur obtenu par Laplace.
Il est & noter que lorsque 7 a un support discontinu, la proposition précédente donne

un exemple d’estimateur de Bayes multiple pour certaines valeurs de x.

Fonction de perte Linex

Une fonction de perte asymétrique trés pratique est la fonction de perte Linex
( Linear Exponential). Elle a été introduite par Varian (1975). Cette fonction croit
presque exponentiellement d’un coté de zéro et est approximativement linéaire de
lautre coté. Sous 'hépothése que la perte minimale est obtenue pour u = u, la

fonction de perte Linex pour u soit «, soit [ s’exprime par
L(A) o e® —aA—1, a #0, (1.34)

ou A = (u —u) et u est un estimateur de u. Le signe et lanorme de a représentent

respectivement la direction et le degré de symétrie (a > 0 : la surestimation est plus
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grave que la sous-estimation et vice-versa). Pour a proche de zéro, la perte Linex est

approximativement la fonction de perte quadratique; (1.34) devient
E, (Lt —u)) e “Ey(e™™) — a(u — E,(u)) — 1, (1.35)

ou E,(.) représente 'espérance a posteriori relative a la densité a posteriori de w.
L’estimateur de Bayes urde u sous la fonction de perte Linex est la valeur de u
qui minimise (1.35) . Pour trouver l'etimateur, nous dérivons ’équation (1.35) par

rapport & u et nous obtenons :

d

du

(E (L(T—u))) =e “E,(e™) —a (1.36)
En égalant cette expressiona 0, nous obtenons
e R, (e =q

d’ou
e —au _ Eu(efau)

En appliquant le logarithme, nous trouvons

— au =log E,(e” ™)

Alors, 'estimateur de Bayes wujde u sous la fonction de perte Linex est

i =~ log(Bu(e ) Eu(e™™), (1.37)

étant donné que E,(e~*") existe et est finie.
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Fonction de perte de De-Groot

Intoduite par De-Groot (1970) et définie par :

Ly (6,d) — (U)Q = En) (1.38)

Fonction de perte Entropie
Cette fonction de perte découle de la fonction de perte Linex, et a été utilisée par
Calabria et Pulcini (1994) ; elle est définie par :

Li(0,d) = (g)p —pln (g) 1= = [E(677)] Jl? (1.39)

Définition 1.26 Un estimateur 6; d’un parameétre 6 domine dans le sens du critére

de proximité de Pitman un autre estimateur 0y , st pour tout 6 € ©
) 116, — 0] < [0 — 9|] > 0.5 (1.40)

Définition 1.27 L’efficacité relative d’un estimateur 6, par rapport a I’ estimateur
0, sous la fonction de perte [(t,0) est définie par
N A
% Zz 1 (9 (Z) )
~
N Z l(@ (Z)v )

Ou {01(i), i = 1,...,N} et {0,(i), i = 1,..., N} sont des échantillons de 0 et 0,

Eff=

(1.41)

respectivement .
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Chapitre 2

Modélisation de vieillissement

2.1 Prédictions de statistiques d’ordres : Cas d’une

loi de Weibull

On dispose d’une expérience E dans laquelle n items dont la dueée de vie est tirée
d’une loi de densité f(z/0) ou @ est le vecteur des parameétres sont soumis a un test
de survie. On s’interesse a la prédiction dans un échantillon futur indépendant du

premier et de taille N de

Y=Yy 1<k<N (2.1)

puis, a la prédiction dans un méme échantillon de

Y:X(k)—X(T); r<k<n (22)
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On suppose dans un premier temps que f(z/6) est la densité d’une loi de Weibull a
deux paramétres inconnus. Ce probléme a été traité par Evans and Nigm [31] dans le
cas ol les observations issues de E sont censurées de type II; on se propose de traiter
le méme probléme quant les données issues de E sont de type attribut.

La densité d'une loi de Weibull a deux parameétres inconnus est donnée par :

f(z/a,c) = caz® texp (—ax®); x>0, aetc>0 (2.3)

Soit z = (x1,...,x,) les r premiéres observations ordonnées d’un échantillon de

taille n issu de (2.3) la vraisemblance s’écrit alors :

L(z/a,c)=ca"u""exp(—at) ol u= Hﬂh t= Z i+ (n—r) ;.
i=1 i=1

2.1.1 Cas ot les données sont censurées de type II.
Prédiction sur un échantillon futur

Evans et Nigm (1980) [31] utilisent la méthode de Soland en supposant que le
parametre ¢ ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs ¢y, ..., ¢, avec les probabi-
lités po1, ..., pos et conditionnellement a ¢ = c¢;, la densité a priori sur a est de type
conjuguée naturelle G (go;, ho;)

goj

hOj i—1
m(afcj) = Woﬂof exp (—ahy;) . (2.4)
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La densité a posteriori sur o conditionnellement a ¢; est celle d'une loi G (g;, h;)

ou :

G=90t75  hy=hoj i =) af +(n—r)ap.

La probabilité a posteriori de c; est p; :

b= SPOjCjucjhg?jF(gj)/ (hT (g90)) | 25)

;pﬂjcjucj hﬁﬁjf (9i)/ (h?jr (903'))

Avec la densité a priori adoptée sur (a,c), la densité prédictive 7 (y/x) de Yy

est donnée par :

??‘
,_.

Cj

(k - 1>C Digi hg] Y .
i )T (g (N =k + 14 0)% 1)
(2.6)

w/o) = (}) 51

,]:

I\
o

7

La fonction de répartition prédictive est F' (y/z) :

—, (k-1
(—1) ( , >pjh?j (N—k4+14+i)""x (27
1 i=0

1

[hj‘gj —(hj+(n—k+1+10) ycj)‘gj] :

Un prédicteur de Y(;) par rapport a une fonction de perte quadratique et sous

1 o0
I'hypothése : Vj 1 < j <s; g; > — est défini par : £ (Y/z) = fyp (y/z)dy
Cj

On obtient aprés calcul en utilisant le changement de variable u = y% (N — k + 1 +14) :
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J 1
1+—

(N—k+1+1i) %

porm=(})3 (~1) (kil)yjpjhéﬁ(l+%’gj%). 28)

En particulier pour k£ =1

( 1)/1’ _k( )Zp]g] 5 ’ 1 !

1+—
(N)
Remarque 2.1 Une connaissance a priori vague sur (a, ¢) correspond & une densité

a priori sur (o, c) du type : p(a,c) oc a tp(c). Ce qui revient a prendre dans ce qui

précéde go; = hoj = 0; p(c) étant une densité continue sur c.
Prédiction sur un méme échantillon
Avec la méme densité a priori sur (o, ¢) ; la densité prédictive de Y Evans et Nigm

[31] :

r—1

pi) = -0 (375 S 0 (BT e < 09)

j=1 i=0

c;j—1
Yy
(m+{n—k+1+oyﬂ%“]

La fonction de répartition prédictive est

Flofg) =1~k = (:—r)ifé;ln—k+;+w(k_z_¥>wH4n—ZT1+ﬂym%'

s .hgj
En particulier pour k =r+1, F (y/z) =1 —
W= R =P
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Remarque 2.2 : La principale difficulté de cette méthode est d’expliciter d’abord les

valeurs de (c;, po;) puis de (goj, hoj) -

2.1.2 Cas ot les données sont de type attribut
Prédiction de Y =Y(;),1 <k < N

Soit X le nombre de défaillances observées dans [0,77];la vraisemblance s’écrit

alors

L(z/a,c)= (Z) 1 —exp(—aT®)" exp [—aT®(n — x)]; r=0,..n].

On applique la méthode de Soland en supposant que ¢ ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs ¢y, ..., ¢, avec les probabilités po1, ..., pos. La densité a posteriori

p (o, ¢j/x)serait alors

p(a,c/z) = L(w/a,¢;) p(a/¢;) po; (2.10)

o0

i1p0j {L (x/a,c;) p(a)e;) do

_ Ly (?)Poj 5t exp [ (hy + T (n = & + 1)
K &~ v I (o)
e o ho, 90;
avec K = J;u;o (=" ()ros {(hoj + 7% (n—x+1))

Densité prédictive de Y = Y(;,),1 <k < N

La densité de la k™¢ statistique d’ordre d’un N —échantillon issu de (2.1) est
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K SN gy () (k—l) 1 _hey
* = p . _1 rm ) Cs c;—1_"Y X
( ) 07 k — ( ) i m ]y F <90J)

On inteégre () par rapport & o puis on somme par rapport a j, on obtient :

p(y/)

lm z\ [k —1 ;

7

cj—1
y J
{[C](N k+1+m)+TcJ<n_a;+Z)+h }QOJJrl}
Fonction de répartition prédictive de Y = Y(;,),1 <k < N

F(z/z) = f p(y/z)dy; ce qui nous donne aprés intégration :
0

F(z)z) = k) 45 ki ’x (1) <x) <k7;1>p0jhggj (N—k+1+m)'x

7

0
{[T(n—a+14)+ho] ™ —[29 (N —k+14+m)+T% (n—x+1i)+ he] " }.

Predicteur de Y{;)par rapport a une fonction de perte quadratique.
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Prediction sur un meme échantillon

Soit r le nombre de pannes observé dans [0, T]; r < n. On s’interesse a la prédiction

deY = X 4;l=1,...,n—r. La densité de Y est donnée par :

-1

Ffed =1(" ) S0 (U e e ma (F = T (0 = 14 bt D} I ()
) (2.14)

Densité prédictive de Y

ply/r) = ]Oy/ozc (v, ¢;/r) da = 2 (n_r>2§ Hk()(l;l)

0%

cjycf’1 {T(n—r+i)+hyj+ W9 —T9)(n—r—I1+k+ 1)}_(g°j+1) L7 ool (1) -

z

Fonction de répartition prédictive F (z/r) = [p(y/r) dy; soit pour z > T
T
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F(z/r) = —z( T)Z T Ii Z*’“()(l;l)pmhggﬁx (2.1¢

j=1 i=0 k=0

{[T (n—r—+i)+he] ™ —[hoj + T (I+i—k—1)+29(n—r—1l+k+1)] %}

Prédicteur de Y = X4y

Par rapport a une fonction de perte quadratique et sous I’hypothése Vj 1 < j <

1
CH 9j > —

Cj

)_l

\8

p = [wma=("] )Z o (0)( ety <

_]:1 1=

e
i

8

/ A Tdy.
lhoj + T (I+i—k—1)+y% (n—r—14+k+1)]%
T

On fait le changement de variable u = y“ , on obtient aprés calcul :

s r -1
1 (n—r ) [—1 .
s = (" )RS e () (1 maey

By (C—j — 1,905 — %)
L1 . . goj— =
(n—r—Il+k+1)9 |ho+T9(1+1—k—=1)" <

oﬁtzch{honrTj(lH—k—l)}

(n—r—Il+k+1)
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2.2 L’estimation Bayésienne De La Fonction De

Survie dans un Modéle De Bertholon

Dans ce travail, on s’interesse & I’estimation Bayésienne de la fonction de survie

définie par :

S(t) = expl— (Ai " <§1>2)] (2.17)

Sur la base d’un échantillon censuré de type I1, on construit un estimateur Bayesien
St (t) avec une loi a priori sur les parametres A\g et A\; de type conjuguée naturelle
(prior 1) puis avec une loi a priori non informative (prior 2). Cet estimateur est ensuite
comparé a l’estimateur du maximum de vraisemblance S}, ;. On utilise pour le calcul

de S%(t) les méthodes d’approximations de Lindley[50] et Tierny and Kedane[59] .

2.2.1 Distributions a priori et a postériori

les choix de la loi a priori sur (g, Ag,3).sont définis par Bertholon[20] de la

maniére suivante :

1 1

omprend:ﬁ:Q,no:)\—O,m:)\_1

Pour les parametres 7,,7;; on choisit des conjuguées naturelles

(19, m1,2) = (11 \2)7(15\2,7;)
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Mo ~ g((l, b)

b* 4
T(ne\2,m; ) mno Le o,

et
N~ g [Ca d]
dCQU%CA.e_d"%
T 2) = ———
( 771 \ ) F(C)
la densité a posterior
On munit l'espace des parameétres § d'une mesure de probabilité 7 de densité

(g, M1, 2) par rapport a la mesure de Lebesgue; la densité a posteriori de (1, 7, 2)

est alors

L(z, 1o, 11)7 (M9, 11, 2) (2.18)

7T(7707 nla 2\‘%) =
ffE(L No> 771)7T(7707 ULE 2>d770d771
0

deoan?et edni
L(x,m9,11) h_~ y 778_1-64’”0

— M(C) #(a) ((*)>

de2m=t et pe
L(z,m9,7m
I )= @

a

no_l-e*”"odﬁodm

2.2.2 L’estimation Bayésienne de S(t)

On dispose d'un n-échantillon (X, ........ X,) issu de (1.21), les données sont sup-
posées cencurées de type II, c’est a dire que seules (Xi, X3...X,) sont observées.
La vraisemblance [(0/x),01 x représente le vecteur des observations et § = (A, A1)

le vecteur des parameétres s’écrit :
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e (o] e 5 () A (h20)

(2.19)
L’expression (x) ne peut etre résolue explicitement dans ce cas, c’est pourquoi,
nous allons utiliser des méthodes d’approximations.

Dans ce travail on prend comme loi a priori une loi non informative m(Ag A1) =

1
AoAr

la densité & postoriori est donnée par :

m(0/z) o
(2.20)

Fonction de perte quadratique
L’estimateur Bayesien de S (t) sous une fonction de perte quadratique n’est autre
que la moyenne & posteriori, le choix de cette fonction de perte est approprié dans

tout probléme de décision ot peuvent etre présents de larges erreurs [C. Robert] [35].

Sp(t) = E(S(t)/x) (2.21)
S expl= (55 + (G502 ) U0, A /)T (o, Mo /2)d (o, M)
ffl /\0,A1/l‘ W()\O,/\l/lf)d()\o,)\l)

Le rapport des intégrales de 1’équation (2.21) ne semble pas prendre une forme

fermée, nous devons considérer certaines méthodes d’approximation. Il est & noter

>\01>\1 {exp_ (i_; " (%)2”” o [ z—il (( ) (iif)} zﬁl (;0 /\21(;:;

)
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que sous une forme similaire a I’équation (2.21) peut facilement étre tiré au titre d'un
conjugué avant impliquant des parametres antérieurs.

De nombreuses tentatives ont été faites pour rapprocher le rapport des intégrales
de la forme ci-dessus. Deux méthodes d’approximation telles sont celles de Lindley
(1980) et Tierney et Kadane (1986). Lindley a approché le rapport dans son ensemble
et produit un résultat numérique unique, tandis que Tierney et Kadane utilisent la
séparation approximative du numérateur et du dénominateur, qui nécessite la mise

en place de deux fonctions distinctes.

2.2.3 La procédure de Lindley

Lindley (1980) a dévelopé la procedure d’approximation pour les intégrales de la

forme

/ ) exp {L(0)} do
/ ) exp {L(0)} d6

avec 0 = (01,05....0,,),L(0) = log {l(0/x)} est le logarithme de fonction de vrai-

(2.22)

semblance, et w(0), v(#) sont des fonction arbitraires de 6.
si v(0)est la densité a priori de 0 et w(0) = ®(0)v(f), 'Eq(2.22) donne l'espérance

a postiriori de ®(0), telle que :
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/ () exp {L(0) + p(0)} d6 / () exp {A(6)} b
/ exp {L(0) + p(0)} db / exp{A(6)}do

E(3(0)/z) = (2.23)

avec p(0) = logv(0) et A() = log{m(0/x)} = L(0) + p(f) est le logarithme de la
distribution a postoriori de 6, il est évident que le maximum de A(#) = log {w(6/x)}
nous donne le mode & postériori de 6. Lindley (1980) a obtenu l’expression requise
pour E(®(0)/x).

Prenons S; = ®(0) , En étulisant la méthode de Lindley, lestimateur bayésien

pour S; dans I'Eq (2.17) devient

~ 1 ~ 1 ~

toutes les fonction sur la coté droite de 'Eq (2.24) .doivent étre évaluées a 0, le
mode postérieure de 6. la sommation sur tous les indices et de 1 & m, et chaque indice

indique une différenciation par rapport a la variable avec cet indice, c’est a dire :

i I B
ik = T ...€
T d0;d6;d6,

tc (2.25)

les 7;; sont les (i,j)ime éléments de la I'inverse de la matrice Hessianne au signe
foogs . fio -1
négative. la matrice des second dérivées pour A : {7;;} = {—A;;} .

donc I'Eq (2.24) :



A

20

S o= @ (5) + %@11 (9) T+ B (@) 12+ Sy (5) Ta2 (2.26

2

—l—%Alll {<I>1 @\) 7'%1 + &, <5) 711712} + %Allg {3<I>1 <5> T11T12 + Do (5) (7‘11712 + 27’%2)}

1 R %
+§A122 {3‘1)2 <9> ToaT12 + @4 <9> (7117'12 + 27‘%2)}

2

+1A222 {CI)Q </0\) Toy + @1 (5) 7'227'12}

dans notre cas, avec m=2 et § = (Mg \;). on obtient daprés d’'Eq(2.17) avec

(I)12

5_;11 — Aiﬁ (t) (2.27)
(5 25) 70
j—i _ 2%@@)
s~ (57 ~5) 0
d*® t3

=2——®(t
dhodhi TN (®

on obtien le mode a postoriori of eq (2.20) par la resolution du ce systéme

din{r(0\2)} _
Ao =0
dln{m(0\z)}
A1 =0
T L wm v

N2 + Z N2 Z )\0(/\%+2)\0£E1‘) - O
4)\03%'

=1 - =
1M i=1 )\i’ + 2w\

(2.28)
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AMB) = In{xr(0\2)} = (2.2¢

oo G [ 5 2)]f(he2)

Py NN

= xl
2T dhdy, & )\2 + onxz)

A2\ 1 x2 "6 ! 32 + 201
Noy = 6— — — a7 AN ! :
2 =y T N oo E_;X%xﬁ; " (( 1 )’

d3A 2 T, L6
A = dBAo:_FMX‘ (=)= 2

=1

9 2
O T Y- YR e NEUEA SR HSPHWS)
; i=1 ’

)\2
+ § j — 12037 + 6o AT + AD)
)\3 (V2 +2202,)° "

U\ : —~ 24
Aoz = :——24&(71_7“)_2__752

dB3A A2 A —~ N
- Zn: 1620 T (20202 1 32, + 30) (2.30)
=N 24 220m)’
o AN~ 3 200
d*Mod ) Py ()\% + 2/\01‘1)3
d>A L3N - 2\
Agr = oy 2 3L
drod®Ay = (AT +2Xo;)
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de (2.19) 'EMV de AjetAq sont la solution des équations

[ Te o Tr N1 [ ST\ T\ x;
n(|exp[— [ —+(=—)2 exp | — — —)2 1,2 2
oo (o) | e () ) [ G5 _0

dho
[ Te o Tr N1 [ ST\ T \] x;
n(|exp[— [ —+(=—)2 exp | — — —)2 1,2 -
oo (o) | e () ) [ G2 5 _0
d)\l -

2.2.4 La Méthode de Kadane et Tierney

Le rapprochement de Lindley exige 1’évaluation des dérivés du tiers de la fonction
vraisemblance ou de la densité a posteriori qui peut étre tres fastidieux et exige
une grande précision de calcul. Tierney et Kadane (1986) ont donné une méthode
alternative d’évaluation du rapport des intégrales de la forme de I’équation (2.22)

Soit, les deux expressions :

I L(0/x) + logp(f) o log ®(0) + logv(0) + L(0/x)

n n

(2.31)

Donc L’Eq (2.22) prend cette forme

/ exp {nl*} df
E(®(0)/z = (2.32)

/ exp {nl)} do

Pour plus de détails, voir Tierney et Kadane [59]. Alors que Lindley [50] élargit a la

fois le numérateur et le dénominateur de 1’équation (2.23) au sujet d’un point commun
(le mode a posteriori), Tierney et Kadane (1986) ont développé chaque intégrale

séparément sur le point qui maximise I'intégrale. Cette méthode ne nécessite que les
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dérivées premiéres et deuxiémes de la densité a posteriori. D’a :prés Tierney et Kadane
(1986), 'estimateur de Bayes dans I’équation (*), dans le cas multiparamétrique,

prend la forme :

N v | 2 - =
E(®(0)/x = <“ S ”) exp [n{l* (9 ) —1 (9) }] (**)
ou § et § maximisent I* et [ respectivement, et X* et > sont les inverses de

I’Hsiennes de [* et [ au signe négative pour/é*etg respectivement.

donc X :

—d2l —d?l
X2 dodh

5= (2.33)

—d?l —d2l
dXod\q d\?

De méme D'expression de la matriceX*, impliquant les dérivées partielles de la

méthode a appliquer, nous devons maximiser :

Lt = e (54 G0?) - 3 (5 7)
I = - i=1 (2.34)

n - 1 2 (x4

+2 (5 +3269)
| G Gl tons ot - (=) (85 + 62?)
—= ﬁ T . . T -
-3 (54 (3) + K log (£ + £(3)
L i=1 i=1
. d ) )
En égalant respectivement — et —— a zéro, on obtient le systéme d’équations

dho — d\

qui a été donné dans l'équation (2.28), dont la solution est le mode a postériori,

également, en utilisant les formules dans 1’équation (2.31), nous obtenons :
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T

el %‘4”_TH?”+Z;_%% (2.35)
Ero S A2 44\ |
+; 23 (,\2+2,\0 ) ( + Oxl)
d?l 1 - T;
- A g —"
dAod A n 7; ' (A] + 2)\0$i)2
d2l 1|1 6 r 3A2 2015
2 - - —2—(TL—7")—4$1~—Z 47, ZAO’L 31 - 2
d )\1 )\1 )\1 =1 )\ =1 ()\1 + 2)\01‘1)\1)
dl* dl*

a zéro; on obtient :

De méme en égalant respectivement et
& P dho O dh

| 1 rox; I 1 A
A A .t —y(——2A Y=o 9.36
{ (n )A2$ 233 2 (AoAf+—2A0x;>] (2.36)

=1 0 =1

En définitive, nous obtenons par deux approches d’approximations deux estima-

treus Bayesiens () et (xx) de la fonction de fiabilié.
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Chapitre 3

Modéle Exponentiel Bivarie

3.1 Estimation Bayesienne du temps moyen de bon
fonctionnement et de la fonction de fiabilité

dans un modéle exponentiel bivarié

La loi exponentielle joue un role tres important dans les problémes de dureé de
survie, car elle a la particularité d’avoir un taux de panne constant et possede la
proprieté de perte de mémoire.

plusieurs modéles bivaries derivent de la distribution exponentielle. I’estimation
par maximum de vraisemblance des paramétres du modéle ACBVE (Absolutely Conti-
nuous Bivariate Exponential) a été consirérée par Block-Basu dans leur article (1974) ;

une approche Bayesienne a été utilisée par Weier (1981) pour l'estimation des para-
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meétres et de la fonction de fiabilité avec une loi a priori vague, puis une loi a priori
conjuguée naturelle sous une fonction de perte quadratique. Klein-Basu (1985) ont
consideré 'estimation de la fonction de survie bidimensionnelle du modéle ACBVE
symétrique a ’aide d’une approche classique.

Achcar and Stantander (1993) ont considéré les estimateurs Bayesiens des mo-
deles ACBVE a l'aide des méthodes d’approximations introduites par Tierney and
Kedane (1986). Pour les mémes problémes d’estimations des parameétres d’un modele
exponentiel bivarié, A.Achcar and A.Leandro (1998) ont utilisé les méthodes MCMC.
Dans une large classe de modeles bivariés. Klein (1995) présente une synthése des
résultats obtenues sur 'inference statistique dans les modéles exponentiels bivariés.
Enfin, tés recemment, Hanagal Ahmadi (2009) ont adopté une approche Bayesienne
empirique du probléme de 'inférence statistique dans un modéle exponentiel bivarié.

On se propose, dans cet article de nous interesser & ’estimation des parameétres
et du MT BF dans un modeéle exponentiel bivarié symetrique. L’approche utilisée est
une approche Bayesienne, avec une loi a priori non informative, puis une loi a priori
conjuguée naturelle avec des données complétes. L’utilisation d’une fonction de perte
quadratique a été largement utilisée dans la littérature, on se propose d’utiliser une
variété de fonctions de perte. Ce papier s’articule autour de quatre sections; dans la
premiére section, on rappelle la genése d’un modeéle exponentiel bivarié, les différentes
fonctions de pertes utilisées et les critéres de comparaisons de Pittman et de 'efficacité

relative. Dans la deuxiéme section, on considére le cas d’une distribution a priori non



o7

informative sur les paramétres, la section trois est consacrée au cas d’une distribution
a priori conjuguée naturelle sur les parametres, dans la section quatre, on procéde a

une étude de Monte-Carlo.

3.1.1 Genése du modéle

Plusieurs modéles bivariés dérivent de la distribution exponentielle; la distribu-
tion de Freund [34] donne la loi jointe d'un systéme a deux composants A et B dont
les durées de vie X et Y quand ils fonctionnent isolément suivent respectivement des
lois exp(«) et exp (B) .

De plus, en fonctionnement simultané, lorsque une panne intervient dans A (resp.B)
la durée de vie de B (resp.A) est modifiée et suit une loi exp(a’) (resp.exp (8')) avec
o >aet > 8.

La famille de distributions exponentielles bivariées de Block et Basu [22] de pa-
rametres (Aj, Ay, A\j2) est une paramétrisation spéciale de la distribution de Freund

correspondant a :

o = )\1 + )\12 {)\1/ ()\1 + )\2)} > CYI = )\1 + )\2
B = X+ Aa{r/ (M +A2)} ; B = Aa + Aig
A1, A2, A2 > 0

La densité f(x,y) donnée par Block et Basu est :
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AN (Mg + A
! )\( i—; 12) exp(—A1x — (Mg + A\12)y ) x <y
f(xvy) = ! 2 (31>

/
)\QA)\g)\i—;:\m) exp —((A1 + Ai2) & — Aoy st >y

ot N = A1 + A2 + Ao

Le modele utilisé dans ce travail est étroitement lié aux deux modéles cités ci-
dessus en prenant dans le modeéle de Freund des composants identiques; a = 5 = A
et o/ = 3’ = M. Une reparamétrisation de (3.1) en prenant : A\; = Ay = A(2 — 0) et

A12 = 2A(0 — 1) nous conduit & la densité :

O\ exp —2\x — ON(y — ) si r <y
flzy) = A>00>0 (3.2
01 exp —2\y — O\ (x — ) St x>y
Un exemple d’un tel systéme, consiste en un systéme de refroidissement composé
de deux pompes en série ou circule de 'air froid. Lorsqu’une panne intervient dans
une pompe, la durée de vie de la deuxiéme pompe est modifiée suivant le schéma
décrit plus haut.
Remarques :
1) pour # > 1, le modéle ci- dessus correspond au modéle de Freund.

2) pour 1 < 6 < 2 on retrouve le modeéle bivarié de Block et Basu.

La fonction f(z,y) donnée en (3.2) étant une densité dans R*2, posons :



29

U = min(X,Y)

V = max(X,Y)

La loi de (U, V') a pour densité :
fov (u,v) = 200* exp (—2 u — M (v — u)) pour O<u<w (3.3)

La loi de (U, W) a pour densité :
fow (u,w) = 20)\% exp (—2 u — A\w) pour u>0;w>0 (3.4)

U et W sont des variables aléatoires indépendantes avec U qui suit une loi exp(2))
et W suit une loi exp(\0).

Dans ce travail, nous nous interessons a l’estimation des paramétres, du temps
moyen de bon fonctionnement (MTBF') noté Ty et de la fonction de fiabilité notée
S (t) dans le modele bivarié décrit ci-dessus. On utilise, dans un premier temps une
approche classique du maximum de vraisemblance, puis une analyse Bayesienne avec
une loi a priori vague puis une loi a priori conjuguée naturelle sur les parameétres.
Dans les sections trois et quatre, nous utilisons différentes fonctions de pertes.

La durée de vie de notre modele correspond a V' = max(X,Y’), dont la densité
est obtenue en intégrant la densité jointe fyy (u,v) donnée en (3.3) par rapport a u.
Notre modele est en fait, un modéle univarié dépendant de deux paramétres. On en

déduitsa densité
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fv (/A 0) = 26’)\2/exp{—2)\u — 0\ (v —u)}du

= % {exp (—2\v) — exp (—Afv) } si 6 #2

= 4\ / exp {—2\u — 2 (v — u)} du = 4\*v exp (—2\v) si

0

Pour 0 = 2, il est clair que V suit une loi G (2,2)).

D’autre part, le MTBF est :

T, - E(V//\,Q):/va(v//\,ﬁ)dv:(221{09) s 042

0

1

60

(3.6)

D’un point de vue fiabiliste, £ (V/\, ) correspond au temps moyen de bon fonc-

tionnement (MT BF) (Mean time beetwen failure) ; on le notera par la suite 7. Dans

tout ce qui suit, nous considérons uniquement le cas ot 0 # 2.

La fonction de fiabilité S (t) de ce modele est la probabilité de survivre a 'instant
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S(t) = P[Vzt]:/fv(v/A,G)dv

- (923)\2) /{eXP(—2)\v) —exp (—A0v)} dv
G ’ ) P (7220~ : gy X (=AM st 022 (3)

= /4)\21) exp (—2A\v) dv = (1 + 2Xt) exp (—2\¢) si 0=2
t

3.1.2 Estimations par la méthode du maximum de vraisem-

blance

Dans le cas d’un plan d’expérience complet, on dispose des paires d’observations

suivantes {(u;, w;) ;i =1,..n} ot u; = min(x;,y;) et w; = |xr; — y;|, la vraisemblance

est :
L <u, w/A, 8) = HfU,W (ug, w;) = HZ@)\Q exp (—2 u; — Awy)
i=1 i=1
= 2"0" X\ exp (—2\S — \0S) (3.8)
Ou S=>u ; S' =" w;.
i=1 i=1

La log vraisemblance est proportionnelle & nIn 0+ 2nIn A —2AS — A05S’; on obtient

les équations de vraisemblances suivantes :
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Oln L 2n

= 2565 =0
Oln L n ,
o~ g M0

La résolution de ce systéme est aisée et conduit aux estimateurs du maximum de

vraisemblance des paramétres A et 6; notés respectivement Ay et 0.
3\\Mv = % et 9Mv = ?S,—L?

Notons que S et S’ sont indépendantes et suivent respectivement des lois G (n, 2))
et G (n,A0); on en déduit E (Ayy) = #)\ et E(Oyy) = %6 et donc que ces
estimateurs sont asymptotiquement sans biais.

Pour estimer le temps moyen de bon fonctionnement et la fonction de fiabilité, il
suffit de remplacer A\ et 6 respectivement par Ay et 65, dans 'expression de Ty et

Iexpression de S (t) ; ce qui nous conduit aux résultats suivants :

S+ 5

Tomv = - Suv (t) (3.9)
S n ! n
- sogoe(-5t) - gz e (-5) (3.10)
/
Le biais de Ty prv est égal & (E (Toarv) — To), or E(Tomy) = E(S)+E(S) _
n

1/n n 0+ 2
( ) = = Ty, To,mv est donc un estimateur sans biais; son erreur

a\ox ) T o
quadratique moyenne est égale & sa variance :

(6* +4)

BQM (Tony) = Var (Tomv) =~ -

(3.11)
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De plus, im EQM (Topmv) = 0. Toav est donc un estimateur sans biais et

n—oo

convergent.

3.1.3 Estimation Bayesienne avec une loi a priori non infor-

mative

Une densité a priori non informative est communement utilisée en ’abscence d’in-

formation sur les parameétres, on utilise dans ce qui suit ’approche de Jeffreys [42]

p(NO) = [L,(A\0O)2

E(_@%lnL) E<_621nL> 2n  n
I, ( A 9) _ N2 X0 _ A2\
?Inl ?Inl n n
B <_ Yer) ) E <_W> X 62
1 n nz
On obtient p (A, 0) = |, (A, 0)]2 = VL Notons qu’on peut écrire p (\) = Y et

1

p(0) = %; ce qui nous donne p (X, 0) = p(N\)p (), ceci traduit I'indépendance a
priori des parameétres 6 et .

La densité a postériori est alors :
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L (u,w/A, 9) (A, 0)
o) - =t

—~ o
[\

—3
»n ©—

— )n n—1 (S’)n n—1 ,

= Tw A" exp (—25N) T (n))\ (A0)" " exp (—A0S")

— (2S)n (S,)n 2n—1pgn—1 ,

= T er(25Nen (-08)  (312)

Avec cette distribution a priori vague, la loi a postériori de A est celle d’une loi
G (n,25) et la loi a posteriori de 6 sachant A est celle d'une loi G (n,AS’); il est
intéressant de noter que la loi de 2—5, est celle d’une loi de Fisher F' (2n,2n).

Les estimateurs Bayesiens des paramétres \ et # par rapport & une fonction de

perte quadratique sont respectivement \, et 6, ils correspondent & leurs moyennes a

postériori et sont égaux a :

= 77)@ (A,H/u,w) drdf = J
0, —//0]9()\ 0/u, w)d)\de—( );

Remarque Les deux estimateurs du parametre A obtenus par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance et par ’approche Bayesienne avec une loi a priori vague sont

identiques ; cependant pour #, on a une égalité asymptotique. En effet : A, = \p;y et

n
0, = Oy -
LMV

L’estimteur Bayesien de Ty dont 1’expression est donnée en (3.6) par rapport a
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une fonction de perte quadratique , n’est autre que son espérance par rapport a la

densité a posteriori.

TO,U = //Wp (A,H/Et,li}) d\do
0 0
- 707 ! A 6/u d)\d9+1771 A, 0/u,w ) drd6
= | [ (Mo Jarao g [ s (n e
0 0 0 0
/ /
T, — S S'+ S

)

n

. (v — u; Zf: u;  y,max (z,y;)

_ Py == oY (3.13)

W1
-1 2(n—1) (n—1)
)+

©
I

On obtient, une expression trés simple proche de celle de Tj sy .

Le biais by, (Ty,,) de Ty, est égal a (E (To,,) — To) ou E (Tp,) = (n—il)

ﬁTo , Vestimateur 7, est donc biaisé pour les petites valeurs de n. Sa variance est

62+4 . N ) .
n_ (#+1), ceci conduit & une valeur de I’érreur quadratique

égale & Var (Ty,) = OV ERIe

moyenne :

(n+1)6%4+20 +4(n+1)

EQM (T, =Var (Ty,) + b2 (To,) =
QM (Toav) ar (To,) (To,0) 4(n— 172226

(3.14)

Pour estimer la fonction de fiabilité dont 1’expression a été donnée en (3.7) , on cal-
cule ’espérance de S (t) par rapport a la densité a postériori (3.12) , on note par S, (t)
I’estimateur de la fonction de fiabilité avec une loi a priori vague sur les parameétres

et une fonction de perte quadratique.

(E(S)+ E(5)) =



66

Cas ou 0 # 2

S, (1) = 77]9?2) exp (—2\t) — (932) exp(—)\(%)}p()\,@/y,gj) M0 (3.15)

exp (—2t) AL exp (—259\) exp (—A0.S") dAdf

/ @ i 2) exp (—A0t) A" 10" exp (—25)) exp (—A0S’) dAdf
0

Pour le calcul des intégrales ci-dessus, on intégre par rapport & A en ultilisant
les fonctions Gamma, puis par rapport a 6 en utilisant une distribution de Fischer
F (2n,2n), On obtient ’expression suivante pour 'estimateur de la fonction de fiabilité

avec une loi a priori vague sur les parametres :

S, (1) = (Siﬁ)n + (S,S;t)nE (ﬁ) —(28)"E <ﬁ) (3.16)

Ou E indique 'espérance, et X représente une variable aléatoire suivant une loi
de Fischer a 2n et 2n degré de liberté.

Casou =2
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[e's)
22n 1

S, (t) = / (1 + 2Xt) exp (—2Xt) A" exp (—25)) exp (—A0S”) dA

0

o0 [e o]

21 (5)" ()"

= /)\2”1 exp —2\(t + S + S")d\ + 2t / N exp —2A(t + S + S')d\

C'(n) I'(n)
22n71 (S)n (S/)n
T(n) [ (n)|22(t+ S+ 5)n 22n+1(¢ 4 § + §7)2ntl
1(9)"(S)" (2n+ 1)t + S+ 9
2 B(n,n)  (t+S+9)"H

T (2n) T (2n+1) }

Ou [ (n,n) représente la fonction béta

3.1.4 Estimation Bayesienne avec une loi a priori conjuguée
naturelle

Il existe une famille de conjuguées naturelles pour (A, ) dont la loi a priori mar-
ginale de A est celle d’'une loi G (g1,h;1) et la loi a priori conditionnelle de 6 sa-

chant A\ est G (g, Ah2); ce qui est équivalent a dire que A0 suit une loi G (ga, ho) ;

hgl 3 (h2)92 B )
N = =2 M lexp (= A\) et p(0/)) = A (A0)” L exp (—heAF) , on obtient
la densité jointe du couple (A, 0) :
hi'hy’ a1 =
p(A,H) = p(A)p()\/@) = m}\gl 92 exp (—)\hl)992 exXp <—)\h26>

oo A9l exp (— ARy ) exp (—Ahof)

Remarque Si g1 = g2 = hy = hy = 0, on retrouve le cas d’une loi a priori non

informative.

(3.17)
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Etant donné la vraisemblance donnée en (3.8), la densité a posteriori pour (A, 0)

est :

[ (y,@/x,e) P (0, 0) do

HG1HG2
- —F(G) (G)AGM"Z exp (—AH;) 07" exp (— A0 H>)
2

ou : Gy =n+ g1; Hy =25+ hy; Ga=n+ g2; Hy =5+ hy

Dans I'approche Bayesienne, la distribution a priori sur les parametres traduit
les connaissances dont on dispose concernant le modeéle étudié. Si cette information
est bonne, on peut a travers l’espérance et la variance du modéle déterminer les
parametres de la loi a priori. Si, au contraire, I'information est vague; la loi a priori
sur les parameétres est du type non informative.

Les estimateurs Bayesiens des paramétres \ et # par rapport & une fonction de

perte quadratique correspondent & leurs moyennes & postériori :

77@ (A, 0/u, z_u) dAdb (3.19)

HGlHGz [eelle’e]
— / / AAFC2 oxp (= AHL) 0927 exp (= N9 Hy) dAdf

\ B &_ n+ g
A A Y

De méme, pour 6 :
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0 = 77@ <)\,9/u,w> d\db (3.20)

HGIHG2 [e’elie’e}
— / / A2 oxpy (= AH;) 092 exp (— N0 Hy) dA\df
0 0

g _ _CGa (254
B G =1\ S+ hy

Quand on veut incorporer les connaissances & priori, pour une procédure d’esti-
mation Bayesienne, il faut pouvoir donner des valeurs aux paramétres hy, g1, ho et
go. Une alternative simple consiste a résumer 'information a priori par la donnée de

I’espérance et de la variance des parameétres A et # du modeéle. Puisque A suit une loi

g1hs
26 suit une loi de Fischer a 292 et 2g; degré de liberté, on en déduit

h t
g(gla 1) € th

les moyennes et les variances a priori suivantes :

E()) = % Var()\):%
1 1
gah 92hi (g1 +g2 — 1
E() = ———— (211), Var (0) = 2_1(1 & 2)2
291 (91 =2) (g1 —1)" h3

La détermination des parametres hy, g1, ho et go revient a résoudre un systéme de
quatre équations a quatre inconnues.
On note par Tj p 'estimateur de T, avec une loi a priori conjuguée naturelle et

une fonction de perte quadratique.
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Tos = // g P >\,(9/1_J,,I_U d\db
0 0

o0 oo

1 1771
- //Ep (A,H/u,w) dAd9+§//Xp (A,Q/u,w) dAdy
0 0 0 0

_ H{'HS? {r (G2 =T (Gy) 1T (Gy)T (G — 1)]
~ T(G)T(Gy) HS  HSU 2@t g
1 H H, 1(2S+h1 ) S’ + hy

— + -
2G1—]. Gg-l 2 n+91—1 n—i—gg—l

8

Top = (3.21)

Estimations par la méthode du maximum de vraisemblance
Dans le cas d’un plan d’expérience complet, on dispose des paires d’observations

suivantes {(u;, w;);i = 1,..n} ot u; = min(x;,y;) et w; = |z; — y;|, la vraisemblance

est :
L @7 w/, 9) — T fow (e wr) = T 2602 exp (~ 20 — M)
=1 =1
= 2"0"\*exp (—2\S — \0S) (3.22)
=1 =1

La log vraisemblance est proportionnelle & nIn 0+ 2nIn A —2AS — A\0S’; on obtient

les équations de vraisemblances suivantes :

Oln L 2n ,
I 7—25—95—0
InL

oL _ n_ ey

00 0
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La résolution de ce systéme est aisée et conduit aux estimateurs du maximum de
vraisemblance des paramétres A et 6; notés respectivement Ay et 6.

n 2S5

Notons que S et S’ sont indépendantes et suivent respectivement des lois G (n, 2)\)

. n n
et G (n,A\0); on en déduit E (A\yy) = —1)\ et E(Oyy) = —19 et donc que ces

n— n—

estimateurs sont asymptotiquement sans biais.

Pour estimer le temps moyen de bon fonctionnement et la fonction de fiabilité,
il suffit de remplacer \ et 0 respectivement par \y; et 0, dans 'expression de Ty
donnée en (3.6) et l'expression de S (t) donnée en (3.7); ce qui nous conduit aux

résultats suivants :

S+ 5

Tomv = (3.24)

E(S)+ E (S
Le biais de Ty prv est égal & (E (Toarv) — To), or E(Tomy) = (5) + E(S) -
n

G5t %) ~ 7w

— = Tb, To,mv est donc un estimateur sans biais; son erreur
n

quadratique moyenne est égale a sa variance :

(0° +4)
EQM (Toarv) = Var (Toav) = = 505"
De plus, im EQM (Topv) = 0. Tomyv est donc un estimateur sans biais et

n—oo

convergent.
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3.2 Estimation de la fonction de fiabilité par ap-

proximations

3.2.1 Approximation de Lindley

Dans notre cas, avec m=2 et a = (A 6). on obtient S; = ®(«)

9 .
S(t) = 0—2) exp (—2At) — =) exp (—A0t) st 0 +#2
0P 1
b = = —— (207 — 2he
! oy — g g (2 ™)
b — ’d 4120e 2N — 24292 t0N
T 0 — 2
¢, = g—? = - 0 ! 2)2 (26’2"/A — 2e7 10 p 4t Ne 0N — QtGAe’tw‘)
o 9(0) 1 dem10% — 472X 1 B2 \2e 10 — BEAe 10—
v 80 N _(6 2)3 2 o O 2\2 O\
8t20\°e A 4 4th e 0N + 21207 Ne !
2P 1
by = 5 (4te™ — dte™ — 2620° Ne T 4 41700 )

oA~ (9 —2)

(3.25)

the joint postrior mode of eq (3.3) is obtained by simultaneously solving the system

of équation :

Oln{m(6\z)} 0

Ao

dln{m(0\e)} _
— =0

1

(3.26)



9 n A
( S) (S) )\Qn—lenfl exp (_25’)\) exp (—)\(95/)

—L (25N —2n+0AS' +1) =0

LONS —n+1)=0

4o (o (n=1)28
“T\2s T e

Afa) =In{m (a\2)} =

A O (—1(25A—2n+0AS' +1)) 1

Ay = 2N O\ DY (20 =1)
W PN O(—1(0AS" —n+1)) o
2T 9N0 B -
2N O (=1 (ONS —n+1)) 1
Ay = 020 00 N _9_2 (n - 1>
L oA (=3 (@25X—2n+0AS' +2)) o
T 90N 00 :
A 0(-Ln-1) 1
A = BEDY - . o\ a F(4n_2)

Aoz = B0 06
2
3A _9g
Ay = ’ o =0
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(3.27)

(3.28)

(3.29)
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les 7;; sont les (i,j)ime éléments de la I'inverse de la matrice Hessianne au signe

négative. la matrice des second dérivées pour :

A {ri} = {=Ay)

2
{—Au}_l x (n—1) S’
iJ - ,
S & (n—1)
— LY _p2)\2 S’
inverse : 202 — dn — 0N (S')? + 2 2n2 — 4n — 0°X*(S")? + 2
_92)\2 S, (92 2n — 2
2% —dn — PN (S +2 22 —dn— N (9)? +2
S N —n\?
T o i — PN ()2 42
2,2 S’
= —60°)\
T 2n2 — 4n — 0°)\*(S")2 4 2
2n — 2
= #?
" 212 —dn — PAX(ST)2 1 2
ouw S=%u ; S=Xw
1=1 i=1

on veut programer S; :

R 1 R . 1 ~
S o= ®(a)+ 5@11 (@) 711+ P12 (@) T12 + 5@22 (@) 722
1

1 ~ ~
+§A122 {3@2 (a) T99T12 + CI)l (a) (T11T12 + 27’?2)}

1 ~ ~
+§A222 {@2 (@) 75, + @1 (@) 7'22712}

(3.30)

~ ~ 1 ~ ~
+§A111 {(I)l (Oé) T%l + (I)Q (Oé) 7'117'12} —+ 5/\112 {3(131 (Oé) T11T12 + CI)Q (Oé) (T117'12 + 27'%2)}
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3.2.2 Estimations par la méthode du Tierney et Kadane

Le rapprochement de Lindley exige 1’évaluation des dérivés du tiers de la fonction
vraisemblance ou de la densité a posteriori qui peut étre trés fastidieux et exige
une grande précision de calcul. Tierney et Kadane (1986) ont donné une méthode
alternative d’évaluation du rapport des intégrales de la forme de 1'équation (2.22)

Soit, les deux expressions :

L(a/z) + logv(a) ., _ log ®(«) 4+ logv(a) + L/ x)

[ = - N . (3.31)
Donc L’Eq (2.22) prend cette forme
B(@(a)/r = ORI A0 (332
a)/x = .
[ exp{nl)} da

Pour plus de détails, voir Tierney et Kadane (1986). Alors que Lindley (1980)
élargit a la fois le numérateur et le dénominateur de ’équation (2.23) au sujet d’un
point commun (le mode posteriori), Tierney et Kadane (1986) ont développé chaque
intégrale séparément sur le point qui maximise I'intégrale. Cette méthode ne nécessite
que les dérivées premieres et deuxiémes de la densité a posteriori. D’a :prés Tierney
et Kadane (1986), I’estimateur de Bayes dans 1’équation (2;23), dans le cas multipa-

ramétrique, prend la forme :
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ou a* et & maximisent [* et [ respectivement, et X* et ¥ sont les inverses de

I'Hsiennes de [* et lau signe négative pour et & respectivement.

[(25)" (59"
NONON

C A9 exp (—25)) exp(—)\QS')}
( n 1)\211 1 S/ —QS/\ 6*9)‘5 (25) )
(

(3.33)

3|

(T'(n)*

= = {(n — 1)+ 2n—1)InA+nlnS — 25X\ —0\S" —2InT (n) + nln25¥3.34)

1| {n=1)mé+2n—-1)InA+nlnS" — 25X — XS’ —2InT" (n) + nln2S}
r = -
n

+ log (93;2) exp (—2At) — (0 5 exp (—A0t)
) ol [ . .
En égalant respectivement £ et %a zéro, on obtient le systéme d’équations ,

dont la solution est le mode a postériori,

L (25X =2n+6X5"+1) =0

—L(OXS"—n+1)=0

. (n (n—1)28
= \25 T s

0%l 1 1
o B
oNd n
9%l 1
7 = Y

done ¥ =
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L (2n—1) i
n 2 n
5’ 1
n e (n—=1)
) i ) o o,
Méme chose avec [*En égalant respectivement B et 50 a zéro,

En définitive, nous obtenons par deux approches d’approximations deux estima-

treus Bayesiens (x) et (x*) de la fonction de fiabilié.

3.3 Etude comparative des estimteurs des para-

meétres sous différentes fonctions de perte

3.3.1 Estimation Bayesienne avec une loi a priori vague

Une densité a priori non informative est communement utilisée en ’abscence d’in-

formation sur les parameétres, on utilise dans ce qui suit ’approche de Jeffreys (1961)

Notons qu’on peut écrire p(\) = — et p(0) =

n

A0

1
2

N | =

p(A0) = [I (A, 0)]

1

mn2

N

; ce qui nous donne p (A, 0) =

=|

A

p(A)p(0), ceci traduit I'indépendance a priori des parameétres 6 et A.

Estimation des paramétres

La densité a postériori est alors :
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8

p (N@/g,@) _ L (“7“’/%9) p(\,0)
L <E‘v"£/ %9) p (X, 0)d\dO
25)" (9")"

= ToI T N exp (28N ) exp (—A0S)  (3.37)

= °—3
n °O—

Avec cette distribution a priori vague, la loi a postériori de A est celle d’une loi
G (n,2S5) et la loi a posteriori de # sachant A\ est celle d’'une loi G (n,AS’); il est
!

intéressant de noter que la loi de 25 est celle d'une loi de Fisher F'(2n,2n). De

méme la loi de A sachant @ est une loi G (2n,2S + 65")

Fonction de perte quadratique Les estimateurs Bayesiens des parameétres \ et
¢ par rapport a une fonction de perte quadratique sont respectivement A\, g et 0, ¢

ils correspondent a leurs moyennes a postériori et sont égaux a :

Moo = / / Ap ()\, 9/9,@) d\dO = % (3.38)
0 0

I n 28
O = //Hp (Aae/uaw) d\df = (n——l)g (3.39)
0 0

Remarque Les deux estimateurs du paramétre A obtenus par la méthode du
maximum de vraisemblance et par I’approche Bayesienne avec une loi a priori vague

sont identiques ; cependant pour 6, on a une égalité asymptotique. En effet : A\, = Ay

n

et 6, =
n—1

QM\/.
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Fonction de perte de De Groot Sous cette fonction de perte, les estimateurs

Bayesiens des parametres sont notés \, ¢ et 0, o et sont égaux a :

E M\ u,w [ Tap (X 0/uw) drdo 25
() TP (o)
o) T i

E (0/u,w) [ Jop (A,@/u,w) d\do
00 - -

Fonction de perte Linex Sous la fonction de perte Linex,définie pa Varian (1975)

I’estimateur du parametre \ est donné par :

1
Ao, = ——log E (exp (—al))
a

T a2 lgnol s exp (—A\0.S") d\db

)\2n 1 7(1/\ 2)\Sd)\

[e=]

)\n 1 7)\ a+2S)d)\

S” (a + 28)

Aop = —g In % (3.42)

De méme, on obtient I'estimateur de § noté 0, ;, et donné par I’équation : 6, ;, =

—é log E (exp (—af)) ; aprés quelques manipulations algébriques, on obtient :
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(28)" (5)" o M e
W\Dl (a,m) ; ol Uy (a,n) = S T a) exp (—2AS) dA

0

HU,L =

(3.43)

Fonction de perte entropique L’estimateur de Bayes, sous une fonction de perte
entropique (Calabria et Pulcini, 1994) et une distribution a priori vague sur les para-

meétres correspond pour 6 a :

1 1
1\ (25)" ()" 77 I p
_ - P _ 2n—1gn—p—1 _ _ 1
0v.5 E (9”) T () T (1) AT exp (—2S5\) exp (—A0S") dA\db

0 0

~ 1
S)" (S)" TLO-0) o, ooy [29) (S T p) D)
Frror ] e e -2sn T (S (28)"

0

Apres simplification, on obtient un estimateur Bayesien de 6 noté 6, g, avec une

loi a priori vague et sous une fonction de perte entropique :

1
I'(n)T (n) ]_3 (29)
F'(n+p)(n—p) S’

HU,E -

(3.44)

On procéde de la méme maniére pour calculer I'estimateur Bayesien de A sous une

fonction de perte entropique et avec une loi a priori vague. On obtient :

1
[(n=1)(n—=2...(n—p))P

Ao = (29)

(3.45)
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Estimation du temps moyen de bon fonctionnement

Fonction de perte quadratique L’estimteur Bayesien de Tj dont ’expression est
donnée en (6) par rapport a une fonction de perte quadratique [10], n’est autre que

son espérance par rapport a la densité a posteriori.

TO,U = //Wp (A,e/l_t,li)) d\df
0 0
- f?i A, 0/u dAd9+1771 A\, 0/u,w ) drd6
= | [ (Mo Jarao g [ S (e
0 0 0 0
S 1 S'+ S
Tow = o 1)+§(n_1) Ty (3.46)

On obtient, une expression trés simple proche de celle de Tj sy
Le biais b, (T,,) de Tp,, est égal a (E (Tp,,) — Tp) ou E (Tp ) = (n—il) (E(S)+E(Y)) =

ﬁTa , Vestimateur 7, est donc biaisé pour les petites valeurs de n. Sa variance est

02 +4 . N , .
" ”1) (4>\T02; ceci conduit & une valeur de I’érreur quadratique

égale a Var (Ty,) =

moyenne :

(n+1)0*+20+4(n+1)
4(n —1)* \?0?

EQM (Ty,,) = Var (Ty,) + b2 (Tp,) =

Fonction de perte de De Groot Notons par T, ¢ 'estimateur de 7j obtenu
avec une fonction de perte de De-Groot et une loi a prior non informative ; on obtient

apres quelques manipulations algébrique, ’expression :
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" <TO2/I‘L’@) (8248 oo
E(TO/Q—L’@_U) (n—2)(S+98) (n—1)(S+9)

(3.47)

Fonction de perte Linex Soit, Tj, 1, I'estimateur de 7j sous une fonction de perte

Linex avec une loi a priori vague :

1
Towr = ——InE (exp (—aTp))
a

1
Pour des commodités de calcul, on va estimer T ensuite on prend l'inverse.
0

exp < & )) A" exp (—29)) exp (—A0S") dA

2a6
\2n=lgn= 1exp< A (ﬁ +28+25’>) d\df =

0\8 0\8

]
f

o0

B F( / 0" (2+0)™" g
) [90° +2 (S+ 5 +a)6 +45]™
(25)" (5')
= v
G
T 071 (240)" . :
Ou ¥, (n,a) bf 5P r2(5+5 +ayi 15T df et B (n,n) est la fonction beta au point
(n,n).

(i) _ _é [n1n (2S) + nln(S) —In B (n,n) + 0¥, (n,a)] (3.48)
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Fonction de perte entropique L’estimateur Bayesien de Tj correspondant a une

fonction de perte entropique est donné par :

Ou

) (25) // WNGP ,
P _ n n
E((To)™)] = T (n 250y SATT0" exp (—25N) exp (—ADS) dAdO
00
r

(2n + p)
I'(n)I(n)

0n+p*1

0 [(2+0)" (25 + 057

T, sous une fonction de perte entropique et une loi a priori non informative :

2 (5) () [

\8

df , on obtient donc un estimateur de

et Us(n,p) =

1
Vs (n,p)| P (3.49)

3.3.2 Estimation Bayesienne avec une loi a priori conjuguée
naturelle

Il existe une famille de conjuguées naturelles pour (), §), (voir Weier 1981), dont
la loi a priori marginale de A est celle d’une loi G (g1, h1) et la loi a priori conditionnelle

de 0 sachant \ est G (g2, Ah2) ; ce qui est équivalent & dire que Ad suit une loi G (ga, ho) ;

_ M (ha)™
PN =5 (g1) I'(g2)

la densité jointe du couple (A, 0) :

—L _\""exp (=) et p(A/)) = A (M) exp (—hoAB) , on obtient
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_ hhy
['(g1) T (g2)
o /\91+g2—1992—1 exp (—)\hl) exp (—)\hgé’)

PO = p(N)p(\6) = X9 ey (= Ahy) 6% exp (~ Ahaf)

Remarque : Si g; = g2 = h; = hy = 0, on retrouve le cas d’une loi a priori non
informative.
Etant donné la vraisemblance donnée en (8), la densité a posteriori pour (A, 0)

est :

p (A,e/%@ _ OOOOL (%%}/)\79) p (X 0)
‘O[OfL(“vw/Aﬁ)p(/\,&)dg

_ ﬂ)\Gﬁ-Gz—l exp (_/\Hl) gG2-1 exp (—)\QHQ)(3.50)

ou : Gi=n+g; Hy =25+ hy; Gy =n+ go; Hy =S5+ hy
Il est aisé de remarquer que la loi a posteriori de A est une loi G (G, Hy) et la loi

a posteriori de @ sachant A est une loi G (G2, AHs). De méme, la a posteriori de A

sachant 0 est celle d'une loi G (G + Gy, H1 + 6Hs) .

Estimations des paramétres

Fonction de perte quadratique Dans 'approche Bayesienne, la distribution a
priori sur les parametres traduit les connaissances dont on dispose concernant le

modele étudié. Si cette information est bonne, on peut a travers I'espérance et la
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variance du modele déterminer les parameétres de la loi a priori. Si, au contraire,
I'information est vague; la loi a priori sur les parameétres est du type non informative.
Les estimateurs Bayesiens des parameétres \ et # par rapport & une fonction de

perte quadratique correspondent & leurs moyennes & postériori :

Apg = //)\p (/\,9/9,111) d\db

HGlHG2 [e’elie’s}
— / / ANOFC2 exp (—AH,) 09 exp (— N0 Hy) d\df
0 0

Gl n + g1
)\ — _ —_— . ]_
b Hy 25+ m (3:51)

De méme, pour 0 :

Opo = / / Op <)\,¢9/u,w) d\d0

HG1HG2 r
— / AT oxp (= AHy) 092 exp (— A0 Hy) dAdA

0 0

Gy [2S+h
Opo = 52
B G1—1(5'+h2) (3:52)

Quand on veut incorporer les connaissances & priori, pour une procédure d’esti-
mation Bayesienne, il faut pouvoir donner des valeurs aux parameétres hy, g1, ho et
go. Une alternative simple consiste a résumer 'information a priori par la donnée de

I’espérance et de la variance des parameétres A et # du modeéle. Puisque A suit une loi

h
G (g1,h1) et gL h20 suit une loi de Fischer a 2¢g, et 2g; degré de liberté, on en déduit
g2/t
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les moyennes et les variances a priori suivantes :

E(\) = Z—ll, Var (\) = %%

2 _—
E@) = —2M oy = 2t 21)2
ha (g1 — 1) (g1 — 2) (g1 — 1)> B2

La détermination des parametres hy, g1, ho et go revient a résoudre un systeme de

quatre équations a quatre inconnues.

Fonction de perte de De-Groot

- _> (Gi+1) (n+1+g)
ApG = - - (3.53)
E <)\/u w) H (254 M)

o _ B0 /uw) Hi(Go+1) (254 M) (n+1+gs)
B,G — - =

C B(/uw)  Hy(Gi—2) (S +h) (n—2+ 1)

Fonction de perte Linex

1
Ap,r, = ——log E (exp (—a)))
a

E(exp(—a)\)):/ooo/oooemp <A79/%@> e (Hi a)cl
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G a
AL = 71 In (1 + F) (3.54)

1

Pour 0, on procéde de méme, on obtient un estimateur de # sous une fonction de

perte Linex, noté 0p r, :

E(exp (—a))) = /Ooo /Ooo e <)\, e/y,qi)> d\df

HGl HG2 0o AGl-‘er—l
! 2/ exp (—AH,) d\
0

I'(G) (AHy + a)G2
HE HS?
= ———&
ricy
D’ou
1
HB,L = —a (Gl In H1 + GQ In H2 —InT (G1> + In (I)l (CL)) (355)

Fonction de perte entropique L’estimateur A i de A sous une fonction de perte

entropique, avec une loi a priori conjuguée naturelle sur les parametres est :

1
App = [E(AT)] P

HY

[E(A7)] = IHGZ) I AT (&W%E’) dAdy = (G —1) (G, —1)... (G4

on obtient pour Ap g :

[(G1—1)(Gy —1)..(Gy —p)]P
H,y

(3.56)

ABE =

—p)
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De méme pour le parameétre 6, aprés quelques manipulations algébriques, on ob-

tient :

1
_ o Hi[ (Ge=1)(Ga—1)...(Ga=p) ]p
Opp=E(077)] p_H2 (Gi+p—1)(G1+p—2)...(Gy) g

(3.57)

Estimation du temps moyen de bon fonctionnement

Fonction de perte quadratique On note par Tj g I'estimateur de Tj avec une

loi & priori conjuguée naturelle et une fonction de perte quadratique.

(24 0)
T p—
5 Of Of 20

= 70 j"o ip (A, H/u,w> d\df + lﬁlp (A, 0/u, w) d\do
0o N\ = - 2009 A o7
HOHS:  [T(Gy—1)T(Gy) 1T (Gy)T(Gy—1)
I'(G1)T (Go) { HO gGl T 2gGT pgG }
1 H H, 1( 25 + Iy ) S" + hy

— + — —
2G1—1 G2—1 2 ’I’L—f-gl—l n—l—g2—1

p <>\, 0/u, w) dAdb (3.58)

TO,B =

Fonction de perte de De-Groot L’estimateur de Tj, obtenu a I’aide d’une fonc-
tion de perte de De-Groot, & partir d’'une distribution conjuguée naturelle sur les

parametres noté Ty g ¢ est
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On calcule E (Tg/u, w)

00

E (Tg/u,w) _B (<i ;922) u, ) T i;; » (A,Q/u,w) dNdb);

aprés quelques manipulations algébriques, notamment en développant le carré et

en utilisant la linéarité de 'intégrale, on obtient :

, - 13 Hy Hy 1 Hy
E (To/u’w> a (G2 —1)(Gy —2) * (G1—-1)(G2—1) +Z(G1 - 1)(G1-2)
Soit
Topc = H3 H, H, 1 Hi L ik
0,86 = [(Gg 1) (Ga 2) (G = 1) (Ga= 1) + 4(G, —1) (G — 2)} / [i(Gl —1) + (Go—1

(3.59)

Fonction de perte Linex Soit T} p 1, 'estimateur de 7j sous une fonction de perte

asymétrique Linex ; pour des commodités de calculs, nous allons estimer TLO

1 1 1
=—InFlexp| —a—
To,B,L a < P ( To))

(on(h)) = Jlom (i) ne-

H{VHG? oo 200
< ) AOFC L oy (“AH,) 0927 exp (— M0

—_— Y €
T(G)T (GQ)” A2 10
B HlGleGz 00 erfl (2+9)G1+G2 "

B (G1,G2) 5 [H26” + (2a + Hy + 2H,) 0 + 2H1]G1+G2
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0o 0G2—1 (2 + 9)G1+G2
On note par ®; (a) , l'intégrale ®; (a) = [ o do
0 [Ho6? + (2a+ Hy + 2H,) 0 + 2Hy | "7
si elle existe; 5 (G1, G2) représente la fonction beta au point (G1, Gs) .
1 1
= —— [Gl In H1 + G2 In H2 —InB (Gl, Gz) + In ‘I)Q (CL)] (360)
To,L a

Fonction de perte entropique

G1 G2 1 1
1 " p .. p [T(Gi+G+p)] p 5
S p
TO,B,E 2H1 H2 |: 1—\ (Gl) 1’\ (GQ) [¢3 (p)]
eGgfl

do
(24 0)° (Hy + 0H,)“ HC21P

3.4 Etude de Monté-Carlo :

Dans cette section, nous proposons d’étudier la performance de I’estimation
bayésienne de la fonction de Fiabilité et des parameétres sous certaines des fonctions
de 'erreur en respectant le MLE.

L’étude comparative de Monte-Carlo est performante enrichissant les fonctions
faibles de ’erreur données dans la section précédente. Pour compléter 1’étude, nous

ajoutons la fonction de I'erreur absolue.

Dans les tableaux suivants, nous présentons les résultats d’étude de Monte-Carlo.
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Nous simulant les n valeurs (n = 10, 20, 30, 50, 100, 250) (\;, 8;) de distribution a
posteriori de (A, 0)/u, w .

Dans cette étude les vraies valeurs sont : A = 2.3996 et \ = 2.3996

Nous supposons aussi que : g1 = go = 1 et hy = hy = 2, puisque the lias et les
racines de ’erreur ne sont pas adéquatesen les comparant avec les estimateurs bayé-
siens classiques. Nous proposons une comparaison performante en utilisant le critére
de Pitmancloseness [55], ces critéres sont largement utilisables dans la littérature.

Le critere de Pitman est considéré dans plusieurs papiers .il a été utilisé par
Sugiura (1984) pour estimer la matrice normal, et la famille des estimateurs fermés
que les moyens simple de la population dans le sens de Pitman.

Fontain (2000) construit une classe généralisée de critére fermé pour la comparai-
son des estimateurs dans la mesure de Pitman’s :

Jazani (2012) a montré que le Pitman’s de la comparaison de Pitman sous I’erreur

usuelle absolue.

3.4.1 Estimation Bayesienne avec une loi a priori non infor-
mative

quand la loi a priori non informative le résultat de I’etude comparative est donnée
ci-dessus. dans la suite; ’estimateur de Bayes est comparé avec MLE, 1’échantillon

de Gibbs est utilisé si
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A0 ~ G(2n,28 + 08)0/\ ~ G(n, AS")

Résultats des parameétres

le tableau I donne les valeurs du critére de Pitman lorsqu’on compare ’estimateur
de Bayes avec le MLE.

Sous chaque fonction de perte, la probabilité est calculée avec la formule de Pit-
man. telque, si elle est supérieur & 0,5, on peut dire que I'estimateur de Bayes corres-
pendant est meilleur.

dans le tableau II, I'éfficacité relative de cette comparaison est donnée . La com-
paraison qui concerne l'efficacité relative est faite, tel que si elle est inférieur a 1.

I’estimateur de Bayes est meilleur.
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Table 1
parameter | n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss

10 0.52 0.493 0.41 0.463 0.413
20 0.477 0.48 0.48 0.42 0.41
30 0.47 0.433 0.52 0.423 0.41

A 50 0.477 0.483 0.477 0.46 0.45
100 0.48 0.473 0.507 0.463 0.453
250 0.457 0.49 0.473 0.487 0.483
10 0.443 0.42 0.337 0.733 0.427
20 0.447 0.507 0.37 0.657 0.48
30 0.443 0.497 0.38 0.583 0.467

0 50 0.467 0.433 0.417 0.54 0.477
100 0.467 0.49 0.417 0.537 0.49
250 0.47 0.497 0.46 0.477 0.533

Pitman comparison of the estimators of \ and 6
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Table 11
parameter | n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss

10 1.01 0.973 0.892 0.261 0.825
20 0.993 0.991 0.928 0.61 0.918
30 0.993 1.004 0.947 0.74 0.958

A 50 0.997 0.997 0.965 0.843 0.985
100 0.996 1.000 1.001 0.889 0.958
250 0.998 * 1.000 1.005 0.949 0.981
10 1.408 1.012 0.672 0.738 0.79
20 1.201 1.002 0.813 0.938 0.873
30 1.159 1.007 0.949 0.979 0.9

0 50 1.107 1.011 0.952 1.01 0.971
100 1.035 1.001 0.936 0.994 0.988
250 1.031 1.000 0.985 1.012 0.997

Relative Efficiency comparison of the estimators of A and 6

On remarque que 'estimateur de Bayes de A n’est pas meilleur que le MLE au

sens de Pitman.

Cependant, enterme de 'éfficacité relative (Voir tableau I) les fonction de pertes

de Linex et I’entropie améliorent ’estimateur de Bayes et ’exente bien.

Concernant I'estimateur de 6, la fonction de perte Linex nous donne un résultat

convenable est meilleur que le maximum de vraisemblance en ce qui concerne Ptman
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et le critere d’éfficacité relative (Voir tableau I et II) les fonction de pertes de Linex

et I’entropie améliorent 1’estimateur de Bayes et ’exente bien.

Concernant 'estimateur de #, la fonction de perte Linex no. Cela peut étre vu

facilement qaund n n’est pas grand.

Résultats des MTBF

concernant I'estimateur du tauts moyen entre l’erreur , on a le résultat donné dans

les tableaux III et IV

Table IIT
Pitman comparison of the estimators of the MTBF
n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss
10 0.42 0.46 0.363 0.44 0.617
20 0.473 0.49 0.44 0.49 0.587
30 0.497 0.523 0.48 0.517 0.597
50 0.47 0.477 0.447 0.477 0.52
100 0.487 0.507 0.473 0.493 0.53
250 0.51 0.5 0.5 0.51 0.493
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Table IV
Relative Efficiency comparison of the estimators of the MTBF
n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss
10 1.516 1.068 0.934 1.276 0.975
20 1.18 1.031 0.866 1.112 0.99
30 1.064 1.004 0.845 1.036 0.984
50 1.089 1.015 0.973 1.062 0.998
100 1.036 1.006 0.972 1.025 0.998
250 1.005 1.002 0.974 1.002 0.995

Pour l'estimation de MTBT, la fonction d’entropie est meilleurs en utilisant les
deux critéres.

Finalement, on peut conclure que, le la loi a priori qui nous donnent pas d’infor-
mation, la fonction de perte de Linex et la fonction de perte d’entropie sont meilleurs
que la fonction de perte quadratique et la fonction de perte absolue.

En plus si on compare les approches classique et celle de Bayes, on peut conclure
que la fonction Linex pour les parameétres et la fonction d’entropie pour les MTBT

donne de meilleurs résultats.
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3.4.2 Estimation Bayesienne avec une loi a priori conjuguée
naturelle

Maintenant, on suppose qu’on va utiliser la loi a priori conjuguée naturelle a la

place de la loi a priori vague, ici la méthode utilisée est la méthode de Gobbs ou

MO ~ G(Gr+ Gy, Hy + 0H,)

0/\ ~ G(Ga, \H>)

Résutats des paramétres :

les résultats de Pitman est donnés dans le Tableua VThe comparison with respect

to Pitman closeness criterion is given in the Table V.
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Table V
Pitman comparison of the estimators of \ and ¢
Parameter | n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss

10 0.433 0.413 0.717 0.38 0.357
20 0.463 0.437 0.703 0.413 0.383

A 30 0.483 0.473 0.643 0.457 0.443
50 0.483 0.477 0.593 0.46 0.447
100 0.513 0.51 0.6 0.497 0.493
250 0.497 0.497 0.557 0.477 0.467
10 0.34 0.427 0.24 0.47 0.877
20 0.4 0.443 0.323 0.463 0.823

0 30 0.41 0.453 0.37 0.45 0.777
50 0.447 0.48 0.41 0.477 0.707
100 0.483 0.5 0.453 0.49 0.66
250 0.433 0.467 0.407 0.45 0.543

On note que la fonction de perte de Groot nous donne des meilleurs résultats que

MLE pour le parametre A\,Cependant, cenn’est pas le cas pour 6 lorsque la fonction

d’entropie de perte est plus convenable. Pour les deux cas et en dépit de la popularité

de la fonction de perte quadratique on peut dire que I’estimation peut étre améliorée

en respectant la méthode classique en utilisant des fonctions de perte convenable, les
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Table VI
Relative Efficiency of the estimators of A and 0
Parameter | n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss
10 0.32 0.695 0.624 0.086 0.586
20 0.601 0.827 0.779 0.384 0.831
A 30 0.702 0.863 0.859 0.5 0.826
50 0.792 0.911 0.904 0.642 0.862
100 0.861 0.943 0.94 0.759 0.867
250 0.954 0.976 0.984 0.915 0.976
10 1.207 0.986 0.506 0.475 0.518
20 1.235 0.999 0.708 0.952 0.737
0 30 1.182 1.011 0.741 1.023 0.831
50 1.136 1.015 0.841 1.042 0.899
100 1.068 0.995 0.89 1.028 0.953
250 1.067 1.011 1.012 1.04 0.983

Ici on peut remarquer 'estimation de Bayes de 6 est meilleure que MLE pour

toutes les fonction de perte, mais pour le paramétre

est meilleure.

la fonction de perte de I'entropie
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Résultats de MTBF :

Dans la suite, on donne les résultats comparatifs de MTBF en utilisant les diffé-
rentes fonctions de perte données plus haut. Les tableaux VII, VIII donnent respec-

tivement les résultats de 'approche de Pitman et le critére d’éfficacité relative.

Table VII
Pitman comparison of the estimators of the MTBF
n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss
10 0.42 0.48 0.387 0.46 0.693
20 0.4 0.423 0.377 0.413 0.633
30 0.437 0.443 0.43 0.44 0.607
50 0.5 0.523 0.473 0.513 0.613
100 0.43 0.44 0.413 0.43 0.523
250 0.467 0.477 0.45 0.477 0.533




101

Table VIII
Relative Efficiency comparison of the estimators of the MTBF
n | squared loss absolute loss DeGroot loss Linex loss Entropy loss
10 1.051 0.897 0.62 0.917 0.68
20 1.067 0.97 0.774 0.994 0.823
30 1.035 0.974 0.833 0.99 0.875
50 0.983 0.969 0.841 0.967 0.912
100 1.039 1.000 0.992 1.019 0.965
250 1.014 1.001 0.99 1.008 0.986

Dans le cas de 'estimateur MTBF |,
I’estimateur de Bayes est le meilleur si on considére la fonction de perte de I'en-

tropie par rapport aux critéres de Pitman et 1’éfficacité relative.

Conclusion et Perspectives

Dans cet te partie, on a montré que I’estimation maximum de propabilité des para-
métres et la valeur moyenne du temps entre I’échec de la bivariation de la distribution
de 'expo peut étre améliorer en utilisant la méthode de Bayes.

On peut aussi montrer que cette amélioation peut étre éffficace en utilisant une

fonction de perte éfficace.
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Annexe

Program Simulation "Pascal"

program simulation(input,output) ;
uses crt ;
const nmax=>50;
var n,nl,it :integer ;
Ix,ly,tt,1x1,ly1,tt1,x,y,es :real;
ul,wl :array[l..nmax,1..nmax|of real ;
u,w :array[l..nmax]of real;
a,b :real ;
S !

procedure lecture ;

begin

textcolor(15) ;

writeln(” Simulation ') ;
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write(’ valeur de lamda pour X : 7) ;readIn(Ix1) ;

write(’ valeur de lamda pour Y : ’);readln(lyl);

write(’ valeur de tetta :’) ;readln(tt1) ;

write(” taille echantillon :”) ;readIn(nl) ;

Ix1 :=Ix1*tt1 1yl :=ly1*tt1;
end ;

!

procedure actualiser ;
begin

Ix :=Ix1;ly :=lyl;tt :=ttl;n :=nl;
end ;

[ AR AR o |

procedure maximin ;
var rl,r2,a,b :real;
1 :integer ;
maxi,mini,x,y :real;
begin

for i :=1 to n do begin

rl :=random ;r2 :=random ;a :=In(rl) ;b :=In(r2);
x :=(1/lx)*a;y :=-(1/ly)*b;

if x<y then begin



104

mini :=X ;maxi :=y;
end
else begin
mini :=y ;maxi :=x;
end ;
ullit,i] :=mini;wl[it,i] :=maxi-mini;
end ;
end;
[pR RO R
procedure moyennes ;
var i :integer ;
soml,som?2 :real;
begin
for i :=1 to n do begin
soml :=0;som2 :=0;
for it :=1 to nmax do begin
soml :=soml+ullit,i] ;
som2 :=som2+wl[it,i] ;
end ;

uli] :=soml/nmax ;wli] :=som2/nmax;
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end ;
{***********************************************************************}

procedure estimateur(var a,b :real);
var i :integer ;
soml,som?2 :real ;
begin

soml :=0;som2 :=0;

for i :=1 to n do begin

soml :=soml+uli| ;
som2 :=som2+wli] ;
end ;

es :=(soml/(n-1))+(som2/(n-1));

a :=soml ;b :=som?2;
end ;

{***********************************************************************}

procedure ecriture ;
var 1 :integer ;
begin

clrscr;

gotoxy(8,2) ;textcolor(4) ;write(’valeur U ) ;

gotoxy(28,2) ;write(’valeur W’) ;
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readln ;
for i :=1 to n do begin
textcolor(8) ;
gotoxy(3,2+1) ;write(uli]) ;
gotoxy(23,241) ;writeln(wli]) ;
readln ;
end;
textcolor(4) ;write(” valeur estimateur :’) ;textcolor(10) ;write(es) ;
WRITELN ;
writeln(” S1 = "Ja);
writeln(’ S2 = ",b);
end;
!
begin
clrscr;
lecture ;it :=1;
repeat
randomize ;
actualiser ;
maximin ;

it :=it+41;
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until it>nmax;
moyennes ;
estimateur(a,b) ;
ecriture ;

readln ;readln ;

end.
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Programme Lindley "Matlab"

clear

%set parameters

t=;
n=30;

s = 6.8199;
sb = 17.0169;

teta=0.73317;

laa=2.3996 ;

%form alpha_hat

la = n/(2*s) %lambda

th = 2*(n-1) /n*s/sb %theta

a=exp(-2*la*t) ;

b=exp(-la*th*t) ;

F1 = -2*%th*t/(th-2)*(a-b) ;

F2 = -2/(th-2) " 2*(a-b+2*la*t*b-th*la*t*b) ;

F11 = 2%~ 2%th/(th-2)*(2*a-th*b) ;

F12 = 2%t/ (th-2) "~ 2*(2%*a-2*b+(2*th*t-t *th~2*la)*b) ;
F22 = -1/(th-2)" 3*(4*b-4*b " 2+ (8*1a~ 2%t~ 2-8*la*t-8*th*la " 2%t "2+

A¥la*th*t+2%t~2%th~2%1a"2)*b) ;
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L111 = 1/la"3*(4*n-2)

1222 = 2/th"3*(n-1);

F = th/(th-2)*a-2/(th-2)*b;

T11 = -(la~2-n*la"~2)/(2*n"2-4*n-th~2*la~2*sb~2+42) ;

T12 = -th"2*la"2%*sb/(2*n"2-4*n-th"2*la~2*sb " 2+2) ;

T22 = th™2%(2%1-2) /(2%n" 2-4*n-th~2*la" 2*sb~242)

St = F4+1/2%F11%T11 + F12¥T12 4 1/2¥F22%T22 + 1/2¥L111%(F1¥T11~ 24 F2¥T11¥T12)+
1/2+1.222%(F2*T22~ 2+ F1*T22+T12)

SS=(teta/(teta-2))*exp(-2*laa*t)-(2/(teta-2))*exp(-laa*teta™t)
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