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Abstract

Accelerated failure time models deals with random variables which dis-
tribution survival time depends on explanatory variables that can represent,
for example medication doses, temperature, humidity, or stress. The well
known models are parametric AFT models (accelerated failure time), deve-
loped by Bagdonavičius and Nikulin (2002). These AFT models stand out
models called proportional hazards (proportional hazard or PH) which are
characteristic of semi-parametric modellings, in particular the most used of
them, the Cox models.

In this work, we construct an AFT-GIW model, for which the baseline
distribution is a new three-parameters distribution, proposed by Gusmao et
al. (2009) and called generalized inverse Weibull. After studying the characte-
ristics of the model, we construct a modified Chi-squared goodness-of-fit test
based on the NRR (Nikulin-Rao-Robson) statistic in both of censored and
complete data. We use the maximum likelihood estimators based on initial
non grouped data. Then, we conduct numerical simulations to corroborate
the results. The study of different samples from real data from reliability and
survival analysis, showed the applicability of this model in various fields.

Keywords :Accelerated failure time model, censored data, Chi-squared
type goodness-of-fit test, generalized inverse Weibull distribution, NRR sta-
tistic, survival analysis.



Résumé

Les modèles à durée de vie accélérée traite des variables aléatoires dont
la distribution des temps de survie dépend de variables explicatives qui
peuvent représenter par exemple les doses de médicaments, la température,
l’humidité, ou le stress. Les modèles les plus connus sont les modèles pa-
ramétriques AFT( accelerated failure time), développés par Bagdonavičius et
Nikulin (2002). Ces modèles AFT se distinguent des modèles dits à risques
proportionnels (proportional hazard ou PH) qui sont caractéristiques des
modélisations semi-paramétriques et notamment de la plus utilisée d’entre
elles, le modèle de Cox.

Dans ce travail, nous construisons un modèle AFT-IWG, dont la distri-
bution de base est une distribution récente à trois paramètres, proposée par
Gusmao et al. (2009), appelée inverse Weibull généralisée. Après l’étude des
caractéristiques du modèle, nous construisons pour celui-ci, un test d’ajuste-
ment du type du Chi-deux modifié, basé sur la NRR (Nikulin-Rao-Robson)
statistique dans le cas de données censurées et de données complètes. Nous
utilisons les estimateurs du maximum de vraisemblance basés sur les données
initiales non regroupées. Ensuite, nous menons des simulations numériques
pour corroborer les résultats obtenus. L’étude de différents échantillons issus
de données réelles de fiabilité et d’analyse de survie montrent l’applicabilité
de ce modèle dans différents domaines.

Mots-clés : Analyse de survie, distribution inverse Weibull généralisée,
données censurées, modèle de temps de défaillance accéléré, statistique NRR,
tests d’ajustement du type du Chi-deux.
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Introduction

L’analyse des données de survie est l’étude du délai de la survenue d’un
événement précis comme par exemple l’apparition d’une maladie en ana-
lyse de survie, ou bien la panne d’une machine (durée de fonctionnement
d’une machine, en fiabilité), ou encore la survenue d’un sinistre en actua-
riat. Les statistiques développent des techniques et des méthodes qui per-
mettent d’analyser les données issues de l’observation, afin de cerner les ca-
ractéristiques de la population concernée et d’identifier un modèle capable
d’engendrer ces données. Les modèles utilisés peuvent être paramétriques,
non paramétriques ou semi-paramétriques.

Il arrive souvent que les fonctions d’intérêt peuvent dépendre de cova-
riables comme par exemple les doses de médicaments, la température, l’hu-
midité, ou le stress. Celles-ci sont susceptibles d’influencer la survie et donc
de modifier les fonctions de risque. En analyse de survie, les modèles large-
ment répandus pour analyser ce type de données, sont les modèles à hasards
proportionnels (PH proportional hazards) ou les modèles de Cox. Tandis que
dans l’industrie, ce sont les modèles de taux de pannes accéléré AFT (acce-
lerated failure time) qui sont les plus utilisés. Ces modèles peuvent être aussi
bien paramétriques, semi paramétriques ou non paramétriques (voir Bagdo-
navičius (1978), et Bagdonavičius et Nikulin (2002)).

Les modèles AFT ou modèles à temps de vie accéléré ou tests de vie
accélérés (accelerated life testing) est une des approches les plus communes
pour obtenir la loi de fiabilité ou autre caractéristiques comportementales
(taux de défaillances, temps de survie, etc...) des produits (systèmes ou com-
posants) dans des délais courts. Ils consistent à réduire les durées de vie
des produits par l’accélération des dégradations provoquant les défaillances.
Pour cela les niveaux de stress subis par le produit sont augmentés afin d’ob-
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tenir des données de vie plus rapidement, qui seront utilisées pour estimer
la fiabilité dans les conditions normales de fonctionnement. Ils permettent
d’améliorer les performances des systèmes et d’optimiser les stratégies de
maintenance.

Quelques modèles AFT classiques ont été traités dans la littérature statis-
tique tels que le modèle AFT- exponentiel dont la distribution de base est une
loi exponentielle, AFT- Weibull, AFT- lognormal et AFT- loglogistic (voir
Bagdonavičius et Nikulin (2002), Lawless (2003), Meeker et Escobar (1998),
Nelson (1990)). Plus tard, Bagdonavičius et al. (2004) se sont intéressés à
l’estimation dans le cas du modèle AFT-Weibull où la distribution de base
est une distribution Weibull à deux paramètres. En 2011, Bagdonavičius et
Nikulin (2011, 2011a), et Bagdonavičius et al. ont proposé des tests d’ajus-
tement du type du Chi-deux pour les modèles sus-cités.

Notre étude consiste, d’abord, à construire un modèle AFT-IWG, dont la
fonction de base est une distribution inverse Weibull généralisée à trois pa-
ramètres, proposée récemment par Gusmao et al. (2009). C’est une distribu-
tion dont la forme du risque instantané (taux de hasard) peut être constante,
monotone croissante, monotone décroissante et en forme ∪ ou en forme de
∩. En plus de sa flexibilité et de ses intereprétations physiques, elle peut
représenter n’importe quelle situation dans une analyse de durées de vie, que
ce soit en fiabilité ou en analyse de survie.

Après l’étude des caractéristiques du modèle, nous construisons un test
d’ajustement du type du Chi-deux modifié basé sur la statistique NRR (Nikulin-
Rao-Robson) proposée par Bagdonavičius et Nikulin (2011), Bagdonavičius
et al. (2011) que nous avons adaptée pour notre modèle dans le cas de données
censurées. La distribution de la statistique de ce test, basée sur les estimateurs
du maximum de vraisemblance sur les données initiales non groupées, tend
vers une distribution du Chi-deux à k degrés de liberté, où k représente le
nombre de classes choisi. Nous donnons la forme explicite de tous les éléments
de la statistique de test. Ensuite, nous menons des simulations numériques
pour corroborer les résultats obtenus. L’étude de différents échantillons issus
de données réelles de fiabilité et d’analyse de survie montrent l’applicabilité
de ce modèle dans différents domaines.

D’autre part, étant donné que la distribution inverse Weibull généralisée
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est récente, les propriétés mathématiques, les moments et la mixture de deux
distributions IWG ont été traités (Gusmao (2009)), mais la validation du
modèle n’a pas encore été investie. Nous avons alors, développé un test d’ajus-
tement du Chi-deux pour ce modèle IWG dans le cas de données censurées
permettant ainsi de vérifier si une série d’observation peut être modéliser par
cette distribution très flexible.

Le manuscrit s’articule autour de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous étudions les propriétés statistiques et
mathématiques de la distribution inverse Weibull généralisée, à trois pa-
ramètres, proposée par Gusmao et al. (2009). Nous y exposons la fonction
de fiabilité, la fonction risque, les estimateurs du maximum de vraisemblance
des paramètres inconnus sur les données non regroupées et le calcul de la ma-
trice d’information de Fisher ; et ceci en présence de censure aléatoire droite.

Dans le deuxième chapitre, nous proposons la construction d’un modèle de
durée de vie, à temps de vie accéléré, c’est le modèle AFT-IWG dont la distri-
bution de base est celle de l’inverse Weibull généralisée. Nous présentons une
étude exhaustive du modèle, fonction de fiabilité, fonction risque selon toutes
ses formes décroissante, constante et croissante. Nous utilisons la méthode
du maximum de vraisemblance sur les données initiales pour estimer les pa-
ramètres inconnus du modèle, en tenant compte de la censure.

Quand au troisième chapitre, il est consacré à la construction de tests
d’ajustement du type du Chi-deux modifié pour le modèle proposé et pour le
modèle inverse Weibull généralisé. Nous utilisons une modification Y 2

n de la
Nikulin-Rao-Robson (NRR) statistique proposée par Bagdonaviciuc et Niku-
lin (2011). Elle est basée sur les estimateurs de maximum de vraisemblance
sur les données non regroupées et tend à la limite vers une distribution du
Chi-deux. Nous donnons la forme explicite de tous les éléments des matrices
W, I,G, qui composent la statistique de test.

Dans le dernier chapitre, nous présentons une étude détaillée par simu-
lations numériques pour confirmer les résultats obtenus. Nous avons simulé
10.000 échantillons de différentes tailles et avec différentes valeurs de pa-
ramètres. Nous avons calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance
et la statistique de test correspondante pour chacun de ces échantillons. En-
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fin, nous terminons par des exemples issus de données réelles de fiabilité et
de données de survie.
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Chapitre 1

Présentation du modèle inverse
Weibull généralisé (IWG)

la distribution inverse Weibull généralisée (IWG) est une loi de probabi-
lité récente, proposée par Gusmao et al. (2009), généralisant la distribution
connue et très utilisée de l’inverse Weibull. Ayant trois paramètres, elle est
plus flexible que cette dernière, et grâce à ses interprétations physiques, elle
peut être appliquée dans différents domaines tels que la fiabilité, l’analyse de
survie, les sciences des matériaux, la psychologie,... .

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Censure

La censure est un phénomène que l’on rencontre lors du recueil des données
de survie. Pour un individu i , on considère :

-son temps de survie Xi,
-son temps de censure Ci,
-la durée réellement observée Ti.

Censure à droite

La durée de vie est dite censurée à droite si l’individu n’a pas subi
l’événement à sa dernière observation.

5



Censure de type I

Étant donné un échantillon X = (X1, ..., Xn)T de durées de vie X et un
nombre positif fixe C. On dit qu’il y a une censure à droite de cet échantillon
si au lieu d’observer X1, ..., Xn, on observe Xi, uniquement si Xi ≤ C , sinon
on sait seulement que Xi > C. On note alors Ti = min(Xi, C).

On rencontre ce type de censure en industrie.

Censure de type II

Étant donné un échantillon X = (X1, ..., Xn)T de durées de vie Xi et un
nombre entier positif r, on dit qu’il y a censure de type II si au lieu d’observer
X1, ..., Xn, on observe n statistiques

(T1, δ1) , ..., (Tn, δn) , Ti = Xi ∧X(r), δi = 1{Ti=Xi}

La date de censure est X(r) est la r-ième statistique d’ordre.

Censure de type III ou censure aléatoire

Étant donné un échantillon X = (X1, ..., Xn)T de durées de vie Xi, on dit
qu’il y a censure aléatoire de cet échantillon s’il existe un autre échantillon
C = (C1, ..., Cn)T indépendant de X tel qu’au lieu d’observer X1, ..., Xn, on
observe n statistiques (T1, δ1) , ..., (Tn, δn) avec :

Ti = Xi ∧ Ci, δi = 1{Ti=Xi}

Donc en cas de censure aléatoire, on associe à chaque sujet i une statis-
tique (Xi, Ci) de dimension 2, dont seulement la plus petite composante est
observée.

Définition de la censure à gauche

La censure à gauche correspond au cas où l’individu a déjà subi l’évènement
avant qu’on ne l’observe. On sait seulement que la date de l’évènement T est
inférieure à un certain délai connu C.
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On associe à chaque individu un couple de variables aléatoires (X, δ) :

X = max(T,C), δ = 1T<C

1.1.2 Fonction de vraisemblance

Soit X = (X1, X2, · · · , Xn)T un n−échantillon de variables aléatoire i.i.d
de loi f(x, θ) dont le paramètre θ est inconnu, on appelle vraisemblance de
X la fonction Ln définie par :

Ln(θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ), θ ∈ Θ.

Dans le cas d’une censure à droite, C indépendante de la durée d’intérêt
X, la distribution de X est définie par un paramètre de dimension finie ;
toute l’information est contenue dans le couple (Ti, δi), où Ti = min(Xi, Ci)
est la durée observée, et l’indicateur de censure δi = 1Xi≤Ci .

Par l’hypothèse de censure non informative, le paramètre d’intérêt θ n’ap-
parait pas dans la loi de la censure et la contribution à la vraisemblance de
l’individu i se réduit à :

L (θ) =
n∏
i=1

f (ti, θ)
δi S (ti, θ)

1−δi

1.1.3 Estimateur de Kaplan-Meier

L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie à partir d’un
échantillon (Ti, Di), i = 1, ..., n d’observations éventuellement censurées est
donné par :

ŜKM(t) =
n∏
i=1

(
1− I (Ti ≤ t,Di = 1)

Y (Ti)

)
où Y (t) représente le nombre de sujets à risque (ni censurés, ni décédés)

à l’instant t et où I(A) représente la fonction indicatrice de l’évènement A
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et vaut 1 si l’évènement A est réalisé et 0 sinon. Une autre écriture de l’es-
timateur de Kaplan-Meier est la suivante. Ordonnons les durées observées
non-censurées : T ′1 < ... < T ′k dans l’intervalle

[
T ′j , T

′
j+1

[
. Soit nj le nombre

d’individus à risque (ni morts, ni censurés) à l’instant T ′j .

L’estimateur de Kaplan-Meier se définit alors comme :

ŜKM(t) =
k∏
j=1

(
nj − dj
nj

)
où k est défini par T ′k ≤ t < T ′k+1

ŜKM(t) = 1 pour t < T ′1

où

nj est le nombre de survivants juste avant le temps tj, lorsqu’il n’y aucune
censure.

nj est le nombre de survivants moins le nombre de pertes, lorsqu’il y a
censure.

dj est le nombre de décès au temps tj.

Les intervalles de confiance pour Λ(t) permettent d’obtenir ceux pour
S(t).

Les intervalles de confiance pour Λ(t) sont donnés par :

Λ(t) ∈
[
Λ̂(t)± z1−α/2.ŝe(Λ̂(t))

]

Les intervalles de confiance pour la survie S(t) sont obtenus par ex-
ponentiation des intervalles de confiance pour Λ(t) sur la base de la formule

S(t) = exp (−Λ(t)) :

S(t) ∈
[
exp

(
−Λ̂(t)± z1−α/2.ŝe(Λ̂(t))

)]
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où Λ̂ représente l’estimateur de Nelson-Aalen de Λ :

Λ̂(t) =
n∑
i=1

(
I (Ti ≤ t,Di = 1)

Y (ti)

)
que l’on peut aussi écrire sous la forme suivante :

Λ̂(t) =
k∑
j=1

dj
nj

où k est défini par T ′k ≤ t < T ′k+1

Λ̂(t) = 0 pour t < T ′1

L’estimateur de Tsiatis (ou d’Aalen) de la variance de Λ̂ est donné par :

V̂ ar(Λ̂(t)) =
k∑
j=1

dj
n2
j

où k est défini par T ′k ≤ t < T ′k+1

V̂ ar(Λ̂(t)) = 0 pour t < T ′1

L’estimateur de Greenwood de la variance de Λ̂ est donné par :

V̂ ar(Λ̂(t)) =
k∑
j=1

dj
nj(nj − dj)

où k est défini par T ′k ≤ t < T ′k+1

V̂ ar(Λ̂(t)) = 0 pour t < T ′1

1.2 La distribution inverse Weibull (IW)

Keller et Kamath (1982) étudient les formes de la densité et les fonc-
tions du taux de défaillance pour le modèle de base inverse Weibull. Plus
tard, Drapella (1993), Mudholkar et Kollia (1994) l’ont nommée distribution
complémentaire de Weibull ou distribution réciproque de Weibull.

La fonction de distribution cumulative de l’IW prend la forme :

G(t) = exp

[
−
(α
t

)β]
, t > 0

où α > 0 et β > 0.
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La fonction densité de probabilité correspondante est :

g(t) = βαβt−(β+1) exp

[
−
(α
t

)β]

la fonction de survie de l’IW est donnée par :

S(t) = 1−G(t) = 1− exp

[
−
(α
t

)β]

Le taux de hasard pour l’IW est :

λ(t) = βαβt−(β+1) exp

[
−
(α
t

)β]{
1− exp

[
−
(α
t

)β]}−1

Le kième moment s’écrit :

E(T k) = αkΓ(1− kβ−1),

où Γ(.) est la fonction gamma.

Pour simuler la distribution IW , nous pouvons utiliser l’équation non
linéaire :

t = α

[
− log(u)

γ

]−1/β

,

où u suit la distribution uniforme U(0, 1).

Quelques exemples de la densité IW sont présentés respectivement dans
les figures 1 et 2, et le taux de hasard dans les figures 3, 4 et 5.
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Fig. 1. Densité de l’IW pour le paramètre de forme β = 2 avec
α = (0.5, 1.5, 3.5).

Fig. 2. Densité de l’IW pour le paramètre de position α = 2 avec
β = (0.5, 1.5, 4.5).
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Fig. 3. Taux de hasard de l’IW pour le paramètre de position α = 2 avec
β = (0.6, 0.2, 0.1).

Fig. 4. Taux de hasard de l’IW pour le paramètre de forme β = 0.1 avec
α = (0.3, 3, 6).
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Fig. 5. Taux de hasard de l’IW pour le paramètre de forme β = 2 avec
α = (5, 8, 11).

Nous remarquons que :
-Si β ∈ [0, 0.3[, le taux de panne est décroissant.
-Si β ∈ [0.3, 2[, le taux de panne de l’IW est croissant.
-Si β ≥ 2, le taux de panne de l’IW est en forme de cloche (cup shape).

1.3 La distribution inverse Weibull généralisée

(IWG)

La fonction de répartition de la distribution inverse Weibull généralisée
(IWG) a été introduite par Felipe R. S. de Gusmao, Edwin M. M. Ortega et
Gauss M. Cordeiro (2009) en élevant la fonction de répartition de la distri-
bution de l’IW notée par G(t) à la puissance γ > 0, comme suit :

F (t) = G(t)γ = exp

[
−γ
(α
t

)β]
(1.1)
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Ainsi, la fonction densité de l’IWG dépend de trois paramètres α > 0,
β > 0 et γ > 0 et est donnée par :

f(t) = γβαβt−(β+1) exp

[
−γ
(α
t

)β]
, t > 0 (1.2) .

Si γ = 1, alors la distribution de l’IW est un cas particulier de l’IWG.

La fonction de survie et le taux de hasard sont respectivement :

S(t) = 1− F (t) = 1− exp

[
−γ
(α
t

)β]
(1.3)

et

λ(t) = γβαβt−(β+1) exp

[
−γ
(α
t

)β]{
1− exp

[
−γ
(α
t

)β]}−1

Pour simuler la distribution IWG, on utilise l’équation non linéaire

t = α

[
− log(u)

γ

]−1/β

,

où u est de distribution uniforme U(0, 1).

Des graphes de la densité de l’IWG sont présentés respectivement dans
les figures 6, 7 et 8, et le taux de hasard dans les figures 9, 10 et 11.
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Fig. 6. Densité de l’IWG pour β = 2 et γ = 2 avec α = (0.5, 2, 4).

Fig. 7. Densité de l’IWG pour α = 2 et γ = 2 avec β = (0.5, 2, 4).
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Fig. 8. Densité de l’IWG pour α = 2 et β = 2 avec γ = (0.01, 0.5, 5).

Fig. 9. Taux de hasard de l’IWG pour β = 2 et γ = 2 avec
α = (0.02, 0.008, 0.2).
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Fig. 10.Taux de hasard de l’IWG pour α = 2 et γ = 2 avec β = (0.62, 1.5, 5).

Fig. 11. Taux de hasard de l’IWG pour α = 2 et β = 2 avec
γ = (0.004, 0.1, 1.5).
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Nous remarquons que la forme du taux de hasard de la distribution
IWG est en cloche (unimodale) et monotone en fonction des valeurs des pa-
ramètres. C’est une distribution très flexible et peut décrire différents taux
de panne en fiabilité ou en analyse de survie.

1.4 Fonction génératrice des moments

Soit la variable aléatoire T , de densité IWG (1.2), le Kième moment est
donné par :

E(T k) = γ
k
βαkΓ(1− kβ−1)

La fonction génératrice des moments M(z) de T pour |z| < 1 est :

M(z) = E(ezT ) =
n∑
k=0

{
zk

k!
γ
k
βαkΓ

(
1− kβ−1

)}

Ainsi, pour |z| < 1, la fonction génératrice des cumulants de T est :

K(z) = log [M(z)] = log

{
n∑
k=0

[
zk

k!
γ
k
βαkΓ

(
1− kβ−1

)]}
.

Les quatre premiers cumulants sont :

k1 = γ
1
βαΓ1 (β) , k2 = γ

2
βα2

{
Γ2 (β)− Γ1 (β)2} ,

k3 = γ
3
βα3

{
Γ3 (β)− 3Γ2 (β) Γ1 (β) + 2Γ1 (β)3}
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et

k4 = γ
4
βα4

{
Γ4 (β)− 4Γ3 (β) Γ1 (β)− 3Γ1 (β)2 + 12Γ2 (β) Γ1 (β)2 − 6Γ1 (β)4} ,

où Γk (β) = Γ (1− kβ−1) pour k = 1, · · · , 4.

Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement sont respectivement :

ρ3 = k3/k
3
2
2

et

ρ4 = k4/k
2
2

1.5 Estimation du maximum de vraisemblance

en cas de données complètes

1.5.1 Estimation du maximum de vraisemblance

Si une variable aléatoire t ∼ IWG(θ) de vecteur de paramètres
θ = (α, β, γ), alors la fonction densité est définie comme suit :

f(t) = γβαβt−(β+1) exp

[
−γ
(α
t

)β]
, t > 0

Afin de calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des pa-
ramètres inconnus de cette distribution, on a besoin de la fonction de vrai-
semblance donnée par l’équation suivante :
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L(t, θ) =
n∏
i=1

f(ti, θ)

=
n∏
i=1

γβαβt
−(β+1)
i exp

[
−γ
(
α

ti

)β]

= γnβnαnβ
n∏
i=1

t
−(β+1)
i exp

[
−γ
(
α

ti

)β]

Et l’expression de la fonction log-vraisemblance est :

`(t, θ) =
n∑
i=1

ln f(ti, θ)

= n ln β + n ln γ + nβ lnα− (β + 1)
n∑
i=1

ln ti −
n∑
i=1

γ

(
α

ti

)β

Nous calculons les fonctions de score :

∂

∂θ
`(θ) = (

∂

∂α
`(θ),

∂

∂β
`(θ),

∂

∂γ
`(θ))T

Pour notre distribution IWG, les fonctions de score sont obtenues comme
suit :

∂`(θ)

∂α
=
nβ

α
− γβαβ−1

n∑
i=1

t−βi = 0

∂`(θ)

∂β
=
n

β
+ n lnα−

n∑
i=1

ln ti − γαβ
n∑
i=1

t−βi ln

(
α

ti

)
= 0

∂`(θ)

∂γ
=
n

γ
− αβ

n∑
i=1

t−βi = 0
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Puisque, nous ne pouvons pas trouver les formules explicites des estima-
teurs du maximum de vraisemblance des paramètres, nous utilisons alors des
méthodes numériques telles que la méthode de Newton Raphson, la méthode
de Monte Carlo, l’algorithme BB ou autres.

1.5.2 Matrice d’information de Fisher

Soit T = (t1, ..., tn) un échantillon aléatoire, et soit f(t, θ) la fonction
densité de probabilité pour un certain modèle de données, de vecteur de pa-
ramètres θ = (θ1, ..., θk), alors la matrice d’information de Fisher In(θ) sur
l’échantillon de taille n est donnée par la matrice symétrique k × k.

In(θ)i,j = Cov

[
∂ ln f(t, θ)

∂θi
,
f(t, θ)

∂θj

]

ou bien

In(θ)i,j = −E
[
∂2 ln f(t, θ)

∂θi∂θj

]

Après de longs calculs, nous obtenons les éléments de la matrice d’infor-
mation de Fisher de la distribution inverse Weibull généralisée IWG :

∂2`(θ)

∂α2
=
−nβ
α2
− βγ(β − 1)αβ−2

n∑
i=1

t−βi

∂2`(θ)

∂α∂β
=
n

α
− γαβ−1

n∑
i=1

t−βi − γβαβ−1 lnα
n∑
i=1

t−βi + γβαβ−1

n∑
i=1

t−βi ln ti

∂2`(θ)

∂αdγ
= −βαβ−1

n∑
i=1

t−βi
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∂2`(θ)

∂β2
= − n

β2
− γ

n∑
i=1

ln

(
α

ti

)
ln

(
α

ti

)(
α

ti

)β
∂2`(θ)

∂β∂γ
= −

n∑
i=1

(
α

ti

)β
ln

(
α

ti

)
∂2`(θ)

∂γ2
= − n

γ2

1.6 Estimation du maximum de vraisemblance

en cas de données censurées

Soit t une variable aléatoire distribuée selon une loi IWG de vecteur de
paramètres θ = (α, β, γ)T . Chaque individu i est supposé avoir une durée de
vie Ti et un temps de censure Ci, où Ti et Ci sont des variables aléatoires
indépendantes. Supposons que les données sont constituées de n observations
indépendantes ti = min(Ti, Ci) pour i = 1, · · · , n. La distribution de Ci ne
dépend pas des paramètres inconnus de Ti.

la fonction de vraisemblance dans le cas de données censurées peut être
donnée par :

L(t, θ) =
n∏
i=1

f δi(ti, θ)S
1−δi(ti, θ), δi = 1{Ti≤Ci}
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La fonction log-vraisemblance est :

`(t, θ) =
n∑
i=1

δi ln f(ti, θ) +
n∑
i=1

(1− δi) lnS(ti, θ)

Comme

λ(t, θ) =
f(t, θ)

S(t, θ)

alors l’équation de la log-vraisemblance devient :

`(θ) =
n∑
i=1

δi lnλ(ti, θ) +
n∑
i=1

lnS(ti, θ)

Dans notre cas, l’équation de la log-vraisemblance devient :

`(t, θ) =
n∑
i=1

δi ln

βαβt−(β+1)
i exp

[
−
(
α

ti

)β]{
1− exp

[
−
(
α

ti

)β]}−1


+
n∑
i=1

ln

(
1− exp

[
−γ
(
α

ti

)β])

Après simplifications, nous obtenons :

`(t, θ) = r[log(γ) + log(β) + β log(α)]− (β + 1)
∑
i∈F

log(ti)− γαβ
∑
i∈F

t−βi

+
∑
i∈C

log

{
1− exp

[
−γ
(
α

ti

)β]}
(1.4)
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où r est le nombre de défaillances, F et C désignent respectivement les
ensembles d’observations non censurées et censurées.

Les fonctions de score pour les paramètres α, β et γ sont données par :

∂`(θ)

∂α
=
rβ

α
−γβαβ−1

∑
i∈F

t−βi +γβαβ−1
∑
i∈C

t−βi

1−
[
1− exp

[
−γ
(
α
ti

)β]]
[
1− exp

[
−γ
(
α
ti

)β]]


∂`(θ)

∂β
=
r

β
+ r log(α)−

∑
i∈F

log(ti)− γαβ
∑
i∈F

t−βi log

(
α

ti

)

+γαβ
∑
i∈C

t−βi log(
α

ti
)

1−
[
1− exp

[
−γ
(
α
ti

)β]]
[
1− exp

[
−γ
(
α
ti

)β]]
 ,

∂`(θ)

∂γ
=
r

γ
− αβ

∑
i∈F

t−βi + αβ
∑
i∈C

t−βi

1−
[
1− exp

[
−γ
(
α
ti

)β]]
[
1− exp

[
−γ
(
α
ti

)β]]
 .

Pour résoudre le système de fonctions de score, assez compliquées en
présence de la censure, on fait appel aux méthodes numériques, telles que la
méthode de Monte Carlo, l’algorithme BB ou autres.
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Chapitre 2

Construction du modèle
AFT-IWG

L’analyse des données de survie est l’étude du délai de la survenue d’un
évènement précis comme par exemple l’apparition d’une maladie en analyse
de survie, ou bien la panne d’une machine (durée de fonctionnement d’une
machine) en fiabilité, ou encore la survenue d’un sinistre en actuariat. Les sta-
tistiques développent des techniques et des méthodes qui permettent d’ana-
lyser les données issues de l’observation, afin de cerner les caractéristiques
de la population concernée et d’identifier un modèle capable d’engendrer ces
données.

Cox en 1972, a proposé un modèle simple et n’a fait aucune hypothèse
sur les fonctions de risque de base, il a seulement supposé que ces fonctions
de risque sont proportionnelles. C’est pourquoi on l’appelle aussi ”propor-
tional hazard model” (PH). Cependant ceci n’est pas toujours réalisable ;
en plus l’effet des variables explicatives est mesuré sur la fonction risque.
Par contre dans les modèles de durées de vie accélérées AFT, on mesure cet
effet sur le temps de survie. Ceci permet de mieux interpréter les résultats
et de considérer que le modèle AFT est une bonne alternative au modèle PH.

Dans ce cas et pour estimer la fonction de fiabilité sous les stress usuels,
il devient nécessaire d’effectuer des expériences accélérées (AFT) qui per-
mettent de raccourcir la durée de vie du système en lui appliquant des stress
élevés afin d’observer les pannes dans un temps raisonnable.
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Les modèles AFT peuvent être paramétriques, semi-paramétriques ou
non-paramétriques selon que la fonction de survie de base appartienne ou
non à une famille paramétrique et que la fonction de stress soit inconnue
ou non. Ces modèles sont utilisés aujourd’hui non seulement en fiabilité et
en analyse de survie, mais aussi en dynamique des populations, biologie,
génétique, radio-biologie, biophysique, vieillissement, dégradation, etc ... ˙

Plusieurs modèles paramétriques AFT (AFT- exponentiel, AFT-Weibull,
AFT-lognormal, AFT-inverse gaussien) ont été étudiés (voir Bagdonavičius
et Nikulin (2002)).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la construction d’un modèle
AFT dont la distribution de base est une distribution inverse Weibull généralisée.
Ce modèle est très intéressant car il peut décrire différentes durées de vie
dans différents domaines. Nous estimons les paramètres, nous donnons tous
les éléments de la matrice d’information de Fisher, et nous calculons l’inter-
valle de confiance de la fonction de survie du modèle AFT.

2.1 Introduction des modèles AFT

Le principal objectif des modèles AFT est de connâıtre l’influence des
covariables sur la durée de vie des individus. Le modèle AFT permet de
contrôler le processus de dégradation en mettant les unités sous stress, afin
d’estimer les différentes caractéristiques du modèle et dégager de meilleurs
estimateurs ; et de ce fait améliorer la qualité des produits et optimiser leurs
maintenances pour pouvoir affronter la concurrence particulièrement en in-
dustrie.

les types de stress sont variés selon le domaine d’étude. Nous en citons
quelques uns.

- Les stress constants : les stress restent constants au cours du temps,
chaque élément est testé à un niveau de stress constant.

- Les stress progressifs : ces types de stress augmentent de façon conti-
nue avec le temps.

- Les stress variables : les produits sont testés sous des stress variés est
continus avec le temps.
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Les stress variant dans le temps les plus fréquemment utilisés sont les
stress en escalier : les unités sont mises au banc d’essai à un stress initial
faible et si elles ne tombent pas en panne dans un temps prédéterminé t1,
le stress est augmenté. Si les unités ne tombent pas encore en panne dans
un temps prédéterminé t2 > t1, le stress est augmenté à nouveau, et ainsi de
suite.

Notons par Em le sous-ensemble de E des stress en escalier à m niveaux
de la forme :

z(t) =


z1, 0 ≤ t < t1
z2, t1 ≤ t < t2

.

.
zm, tm−1 ≤ t < tm = +∞

(2.1)

où z1, z2, ..., zk appartiennent à E.

Le sous-ensemble E2 de E prend la forme :

z(t) =

{
z1, 0 ≤ t < t1
z2, t ≥ t1

(2.2)

Considérons E l’ensemble de tous les stress possibles, défini par :

E =
{
z(.) = (z1(.), z2(.), ..., zm(.))T

}

Si z(.) est constant, nous écrivons z à la place de z(.), et nous notons par
E1 le sous-ensemble de E de tous les stress constants.

Notons par Tz(.) le taux de panne sous z(.) et par fz(.)(t), Sz(.)(t) et Fz(.)(t)
respectivement la fonction de densité, la fonction de survie et la fonction
cumulative de la distribution, où :

Sz(.)(t) = P
(
Tz(.) ≥ t

)
= 1− Fz(.)(t), z(.) ∈ E
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La fonction risque de Tz(.) sous z(.) est :

λz(.)(t) = lim
h→0

1

h
P
(
t ≤ Tz(.) < t+ h\Tz(.) ≥ t

)
= −

S
′

z(.)(t)

Sz(.)(t)

Notons par

Λz(.)(t) =

∫ t

0

λz(.)(u)du = − ln
(
Sz(.)(t)

)
la fonction cumulative de risque de Tz(.) .

2.1.1 Définition du modèle AFT

Définition :

Le modèle AFT est défini sur E, si la fonction de survie sous stress
z(.) ∈ E, est

Sz(.)(t) = S0

(∫ t

0

r (z(u)) du

)
,∀z(.) ∈ E (2.3)

Si z(.) = z est constant, alors le modèle (2.3) devient :

Sz(t) = S0 (r(z)t) ,∀z(.) ∈ E1

et sur Em, l’équation (2.3) s’écrit [Bagdonavičius et Nikulin (2002)] :

Sz(t) = S0

{
i−1∑
j=1

r(zj) (tj − tj−1) + r(zi) (t− ti−1)

}

= Szi

{
t− ti−1 +

1

r(zi)

i−1∑
j=1

r(zj) (tj − tj−1)

}
, t ∈ [ti−1, ti[ , i = 1, ...,m.
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La fonction r(z) peut être choisie parmi certaines classes de fonctions.
Souvent, le modèle AFT est paramétrisé comme :

r(z) = exp
{
−βT z

}

où β = (β0, ..., βm) T est le vecteur de régression inconnu. Et

z = (z0, ..., zm) = (Ψ0(z), ...,Ψm(z))T

est le vecteur des fonctions de stress inconnues Ψi où Ψ0(t) = 1.

Ψ est une fonction de z, cette fonction peut prendre plusieurs formes :

r(z) = exp {−β0 − β1z} , Ψ(z) = z, c’est le modèle log-linéaire.

r(z) = exp {−β0 − β1/z} , Ψ(z) = 1/z, c’est le modèle d’Arrhenius.

r(z) = exp

{
−β0 − β1 ln

z

1− z

}
, 0 < z < 1 ,Ψ(z) = ln

z

1− z
, modèle de Meeker-Luvalle.

Le modèle AFT paramétrique est donné par la formule :

Sz(.)(t) = S0

(∫ t

0

exp
{
−βT z(u)

}
du

)
, z(.) ∈ E (2.4)

Si les stress sont constants dans le temps, on a :

Sz(.)(t) = S0

(
exp

{
−βT z

}
t
)
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Le logarithme du taux de défaillance Tz sous z peut s’écrire :

ln(Tz) = βT z + ε

où la fonction de survie de ε ne dépend pas de z et est S(t) = S0(ln t).

2.1.2 Plans d’expérience

Comme on l’a mentionné, le but des tests de vie accélérés (ALT) est de
donner l’estimateur de la fonction de fiabilité Sz(0) sous le stress usuel z(0),
en utilisant les données d’expérience accélérées lorsque les unités sont testées
sous stress supérieur au stress usuel.

Plusieurs plans d’expérience sont utilisés en ALT. Nous pouvons en citer :

• Premier plan d’expérience
Notons par z(0) = (z00, z01, · · · , z0m), z00 = 1, le stress usuel. Généralement,

nous prenons m = 1 (stress unidimensionnel), ou m = 2 (stress bidimension-
nel).

Soient z(1), · · · , z(k) des stress constants dans le temps tels que :

z(0) < z(1) < · · · < z(k)

avec zi = (zi0, zi1, · · · , zim)T ∈ Em, zi0 = 1. Le stress usuel z(0) n’est pas
utilisé durant l’expérience.

Selon le premier plan d’expérience, k groupes d’unités sont testés. Le ième

groupe de ni unités,
∑k

i=1 ni = n, est testé sous le stress z(i). Les données
peuvent être complètes ou censurées à droite.

• Deuxième plan d’expérience
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En deuxième plan d’expérience, les step-stress sont utilisés (voir la section
2.1). Si la fonction r(z) est paramétrisée comme suit :

r(z) = e−β
T z

Alors la fonction de survie de l’équation (2.4) sous le stress z(·) de la
forme (2.5) peut s’écrire :

Sz(·)(t) = S0

{
1{i>1}

i−1∑
j=1

e−β
T zj(tj − tj−1) + e−β

T zi(t− ti−1)

}
, t ∈ [ti−1, ti[, i = 1, ...,m.

Troisième plan d’expérience
Dans ce plan, deux groupes d’unités sont testés. Le premier groupe d’unités

n1 est testé sous un stress accéléré constant z1 et le second groupe d’unités
n2 est testé sous un step-stress z2 ; le stress z1 jusqu’au moment t1, ensuite
sous le stress z0 jusqu’à l’instant t2 c’est à dire :

z2(ω) =

{
z1, 0 ≤ ω ≤ t1
z0, t1 ≤ ω ≤ t2

Les unités utilisent beaucoup de leurs ressources jusqu’au moment t1 sous
le stress accéléré z1, donc après les défaillances qui se produisent dans l’in-
tervalle [t1, t2] sont pareilles au stress habituel ou normal.

La fonction de survie dans le modèle AFT dans ce cas, est

Sz1(u) = Sz0(ru),

où r = r(z1)/r(z0), et

Sz2(.)(u) =

{
Sz0(ru), 0 ≤ u ≤ t1

Sz0(ru)(rt1 + u− t1), t1 ≤ u ≤ t2
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où

Sz2(.)(t) = Sz0 (r (u ∧ t1) + (u− t1) ∨ 0)

et
a ∧ b = min (a, b) et a ∨ b = max (a, b) .

Quatrième plan d’expérience
Ce plan d’expérience est utilisé lorsque la distribution du taux de défaillance

est exponentielle. Pour ce plan k groupes d’unités sont observés. Le ième

groupe d’unités ni est testé sous un stress constant unidimensionnel z(i)

jusqu’à la rèmei défaillance (ri ≤ ni) (censure de type II). Les moments de
défaillance du ième groupe sont Ti1 ≤ ... ≤ Tiri , où i = 1, ..., k.

Remarque : Nous utilisons seulement les deux premiers plans d’expérience.

2.2 Construction du modèle AFT-IWG

Pour un modèle AFT dont la distribution de base est une inverse Weibull
généralisée, la fonction de survie de base S0(t) est donnée par :

S0(t) = 1− exp
[
−γ
(α
t

)ν]
, t > 0, α > 0, ν > 0, γ > 0

La fonction de distribution cumulative de AFT-IWG est déduite comme
suit :

F (t) = 1− S0(exp
{
−βT z

}
t)

= exp[−γαν exp
{
νβT z

}
t−ν ],

où α, ν et γ sont les paramètres de la distribution IWG,
β = (β0, ..., βm)T sont les paramètres de la régression du modèle AFT,
et
z = (1, z1, ..., zm)T sont les covariables représentant les stress éventuels.
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Ainsi, la fonction de survie pour le modèle AFT-IWG est obtenue comme
suit :

S(t) = S0(exp
{
−βT z

}
t)

= 1− exp[−γαν exp
{
νβT z

}
t−ν ]

Les fonctions risque et risque cumulé sont alors, respectivement :

λ(t) = −S ′(t)/S(t)

= γναν exp[νβT z]t−(ν+1) exp[−γαν exp
{
νβT z

}
t−ν ]

[1− exp[−γαν exp
{
νβT z

}
t−ν ]]−1

et

Λ(t) = − lnS(t)

= − ln(1− exp[−γαν exp
{
νβT z

}
t−ν ])

Nous présentons dans la figure Fig. 12, les différentes formes du taux de
hasard (croissante, décroissante, en cloche et en baignoire) de l’AFT-IWG en
variant la valeur du paramètre de forme ν.
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Comme nous le voyons sur les graphes, la distribution AFT-IWG peut
avoir différentes forme de la fonction risque :
-Si ν < 1, la fonction risque diminue continuellement, ce qui représente les
pannes précoces.
-Si ν > 1, la fonction risque augmente continuellement, ce qui représente le
vieillissement.
-Si ν = 1 et γ = 1, la fonction risque représente les pannes accidentelles.

2.3 Estimation du maximum de vraisemblance

en cas de données censurées

Soit Ti est une variable aléatoire selon une distribution de la loi AFT-
IWG, avec le vecteur de paramètres θ = (α, ν, γ, β0, β1, ..., βm)T .

Supposons que les données se composent de n observations indépendantes
ti = min(Ti, Ci) pour i = 1, ..., n. La distribution de Ci ne dépend pas des
paramètres inconnus de Ti.

La fonction de vraisemblance dans le cas de la censure

L(t, θ) =
n∏
i=1

f(ti, θ)

est equivalente à

L(t, θ) =
n∏
i=1

λδi(ti, θ)S(ti, θ) , δi = 1{Ti≤Ci}

Dans le cas de la distribution AFT-IWG, nous avons :

L(t, θ) =
n∏
i=1

[νγανt
−(ν+1)
i exp

[
νβT zi

]
exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

]δi
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]
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La fonction de la log-vraisemblance dans ce cas est :

`(t, θ) =
n∑
i=1

[δi[ln(ν) + ln(γ) + ν ln(α)− (ν + 1) ln(ti) + νβT zi − γαν exp
[
νβT zi

]
t−νi

− ln
(
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
])

] + ln
(
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
])

]

= r
(
log(ν) + log(γ) + ν log(α) + νβT zi

)
− (ν + 1)

∑
i∈F

log(ti)

−γαν
∑
i∈F

exp
{
νβT zi

}
t−νi +

∑
i∈C

log
(
1− exp[−γαν exp

{
νβT zi

}
t−νi ]

)

où r est le nombre de défaillances, F et C désignent respectivement les
ensembles d’observations non censurées et censurées.

Après de longs calculs, nous obtenons les fonctions de score pour les pa-
ramètres α, ν, γ, β0, β1,..., βm :

∂`(t; θ)

∂α
=

rν

α
− νγαν−1

∑
i∈F

exp
[
νβT zi

]
t−νi

+νγαν−1
∑
i∈C

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

×
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

∂`(t; θ)

∂ν
=

r

ν
+ r ln(α)−

∑
i∈F

(
log(ti) + βT zi

)
−γ
∑
i∈F

ln
(
α exp

[
βT zi

]
t−1
i

)
αν exp

[
νβT zi

]
t−νi

+γαν
∑
i∈C

ln
(
α exp

[
βT zi

]
t−1
i

) [
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

×
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1
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∂`(t; θ)

∂γ
=

r

γ
− αν

∑
i∈F

exp
[
νβT zi

]
t−νi

+αν
∑
i∈C

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

×
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

∂`(t; θ)

∂β0

= rν − γανν
∑
i∈F

exp
[
νβT zi

]
t−νi

+γανν
∑
i∈C

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

×
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

∂`(t; θ)

∂β1

=
∑
i∈F

νzi1 − γαννzi1 exp
[
νβT zi

]
t−νi

+γανν
∑
i∈C

zi
[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

×
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

· · ·

∂`(t; θ)

∂βm
=

∑
i∈F

νzim − γαννzim exp
[
νβT zi

]
t−νi

+γανν
∑
i∈C

zi
[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

×
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1
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2.4 Estimation et intervalle de confiance de

la fonction de survie

2.4.1 Estimation de la fonction de survie

Si α̂, ν̂, γ̂ et β̂ sont les estimateurs de maximum de vraisembblance des
paramètres du modèle AFT-GIW, alors la fonction de survie sous un stress
d’accélération constant z ∈ E0 est :

Ŝz(t) = 1− exp
[
−γ̂α̂ν̂ exp

{
ν̂β̂T z

}
t−ν̂
]

Et la fonction de survie estimée sous un stress normal ou usuel quand
z = z(0) peut être écrite comme suit :

Ŝz(0)(t) = 1− exp
[
−γ̂α̂ν̂ exp

{
ν̂β̂T z(0)

}
t−ν̂
]

2.4.2 Intervalle de confiance de la fonction de survie

En utilisant les propriétés des estimateurs du maximum du vraisemblance,
sous le stress usuel, pour un risque α , l’intervalle de confiance pour la fonction
de survie Ŝz(0)(t) est :1 +

1− Ŝz(0)(t)

Ŝz(0)(t)
exp

±σ̂Qz(0)ω
1−
α

2

−1

Où ωα est le α-quantile de la distribution normale et

σ̂2Qz(0) =
JTg (θ̂)I−1

g (θ̂)Jg(θ̂)(
Ŝz(0)(t)

)2 (
1− Ŝz(0)(t)

)2
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JTg (θ̂)I−1
g (θ̂)Jg(θ̂) =

(
∂S

∂β0

, ...,
∂S

∂βm
,
∂S

∂α
,
∂S

∂ν
,
∂S

∂γ

)


I00 . . . I0(m+3)

:
:
Ii0 . . . Ii(m+3)

:
:
:

I(m+3)0 . . . I(m+3)(m+3)





∂S

∂β0

:
∂S

∂βm
∂S

∂α
∂S

∂ν
∂S

∂γ



=

(
∂S

∂β0

, ...,
∂S

∂βm
,
∂S

∂α
,
∂S

∂ν
,
∂S

∂γ

)


m+3∑
j=0

I0j
∂S

∂βj
m+3∑
j=0

I1j
∂S

∂βj
:
:

m+3∑
j=0

I(m+3)j
∂S

∂βj


=

m+3∑
k=0

m+3∑
j=0

∂S

∂βk
Ikj

∂S

∂βj

Ou il peut être écrit sous la forme simple :

σ̂2Qz(0) =
1(

Ŝz(0)(t)
)2 (

1− Ŝz(0)(t)
)2

m+3∑
k=0

m+3∑
j=0

ak(t; α̂, ν̂, γ̂, β̂)Ikj(α̂, ν̂, γ̂, β̂)aj(t; α̂, ν̂, γ̂, β̂)

Où ak(t; α̂, ν̂, γ̂, β̂) et aj(t; α̂, ν̂, γ̂, β̂) sont les dérivées partielles de la fonc-
tion de survie par rapport aux paramètres du modèle AFT-IWG tels que :

∂S

∂α
= γναν−1 exp

[
νβT z

]
t−ν exp

[
−γαν exp

(
νβT z

)
t−ν
]

∂S(t, θ)

∂ν
= γαν−1tν−1 exp

[
νβT z

] [
ν + αt−1βT z

]
exp

[
−γαν exp

(
νβT z

)
t−ν
]
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∂S(t, θ)

∂γ
= αν exp

[
νβT z

]
t−ν exp

[
−γαν exp

(
νβT z

)
t−ν
]

∂S(t, θ)

∂β0

= γναν−1t−ν exp
[
νβT z

]
exp

[
−γαν exp

(
νβT z

)
t−ν
]

∂S(t, θ)

∂β1

= γνz1α
ν−1t−ν exp

[
νβT z

]
exp

[
−γαν exp

(
νβT z

)
t−ν
]

:

∂S(t, θ)

∂βm
= γνzmα

ν−1t−ν exp
[
νβT z

]
exp

[
−γαν exp

(
νβT z

)
t−ν
]

Et Ikj(α̂, ν̂, γ̂, β̂) sont les éléments de la matrice I−1(α̂, ν̂, γ̂, β̂). La matrice
de Fisher Ikj(α, ν, γ, β) est estimée par :

I(α̂, ν̂, γ̂, β̂) = −∂
2l(α̂, ν̂, γ̂, β̂)

∂θi∂θj
, θ = (α, ν, γ, β0, β1, ..., βm)T
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Fig. 12. Taux de hasard de l’AFT-IWG pour α = 2, γ = 5, β0 = 6,
β1 = 0.82 avec ν = (0.5, 1, 3).
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Chapitre 3

Tests d’ajustement pour
données censurées

Un test d’ajustement du Chi-deux peut être la première étape d’une ana-
lyse des données plus approfondie. C’est une technique utile pour voir si les
données observées sont représentatives d’un modèle ou d’une distribution.
Le fameux test d’ajustement du Chi-deux a été utilisé dans presque tous les
domaines de la recherche depuis sa découverte par Karl Pearson (1900). La
distribution limite de la statistique de Pearson est un chi-deux si la distribu-
tion est discrète et si les paramètres sont connus. Mais, si les paramètres sont
estimés par la méthode du minimum du Chi-deux ou la méthode d’estima-
tion du maximum de vraisemblance pour les données groupées, la distribution
limite ne sera plus un chi-deux, et elle dépendra même de la méthode d’esti-
mation utilisée (Cramer, 1946).

Pour surmonter le problème de l’estimation de paramètres pour les données
non groupées et la distribution limite de la statistique, de nombreuses modi-
fications ont été apportées sur le classique test de Pearson et une variété de
procédures ont été mises en oeuvre dans de nombreux logiciels.

Nikulin (1973a, 1973b, 1973c), Rao et Robson (1974) ont proposé indépendamment
une modification de la statistique de Pearson dans le cas où les données sont
complètes. La statistique proposée connue sous le nom ”la statistique de
Nikulin-Rao-Robson (NRR)” (Drost, 1988 ; Van der Vaart, 1998 ; Voinov et
al, 2008), et dont la distribution limite suit un chi-deux, est très utilisée.
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3.1 Tests d’ajustement pour des données cen-

surées à droite

Toutefois, en analyse de survie et en fiabilité, nous rencontrons souvent
des observations incomplètes (censurées), dans cette situation les méthodes
habituelles ne sont plus valables. Plusieurs tests d’ajustement ont été pro-
posés pour des données censurées aléatoires à droite.

Chen (1975) avait construit un test du type Chi-deux, Habib et Thomas
(1986) ont développé une statistique du type Chi-deux où l’estimateur de
Kaplan-Meier Ŝn(x) est comparé à l’estimateur paramétrique S(x, θ̂n), où
θ̂n est l’estimateur du maximum de vraisemblance de θn. Akritas (1988) a
proposé une statistique du type Chi-deux basée sur l’idée de comparer les
nombres de pannes observées et prévues dans chaque classe. Hjort (1990) a
élaboré une statistique du type Chi-deux pour tester la validité du modèle
paramétrique pour les données de vie basée sur le processus du hasard cu-
mulatif. Kim (1993) a également proposé un test du type Chi-deux basé sur
l’estimateur non paramétrique de type produit-limite. Nikulin et Solev (1999)
ont construit un test de type Chi-deux pour les données censurées doubles.

Dans cette section, nous présentons d’abord le test de Habib et Thomas
(1986), ensuite, nous construisons pour le modèle AFT-IWG, introduit dans
le chapitre précédent, un test d’ajustement du type du Chi-deux modifié basé
sur Y 2

n , une modification de la statistique NRR proposée par Bagdonavčius
et Nikulin (2011)dans le cas de données censurées, basée sur les estimateurs
du maximum de vraisemblance et les données non regroupées.

3.1.1 Test de Habib et Thomas

Ce test est bien adapté pour les données censurées aléatoires à droite où
l’estimateur de Kaplan-Meier Ŝn(t) est comparé à l’estimateur paramétrique
S(t, θ̂n), (θ̂n est l’estimateur du maximum de vraisemblance de θn).

Habib et Thomas en 1986 ont démontré que :

√
n
(
Ŝn(t)− S(t, θ̂n)

)
converge vers un processus Gaussien, sous l’hypothèse H0 .
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On partage la droite réelle en r intervalles : I1, I2, · · · , Ir mutuellement
disjoints par les points :

0 = t0 < t1 < · · · < tr−1 < tr = +∞.

Considérons le vecteur :

Ẑn =
√
n
(
Ŝn − Sθ̂n

)
,

où

Ŝn = (Ŝn(t1), Ŝn(t2), · · · , Ŝn(tr−1))T et Sθ̂n = (S(t1, θ̂1), S(t2, θ̂2), · · · , S(tr−1, θ̂n))T .

Sous les suppositions suivantes :

1) f(t, θ) et F (t, θ) sont deux fois continûment dérivables, par rapport à θ ,

2) la matrice d’information de Fisher I(θ) est définie positive, et continue
par rapport à θ,

Iij = −
∫
∂2 ln f(t, θ)

∂θiθj
H(t)f(t, θ)dt−

∫
∂2 lnS(t, θ)

∂θiθj
h(t)S(t, θ)dt, i, j = 1, 2, 3.

3) l’estimateur du Maximum de vraisemblance θ̂n de θ existe
et
√
n− convergent avec

√
n(θ̂n − θ) = I−1Wn + op(1),

où
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Wn = n−1/2

n∑
i=1

∂ ln g(ti, δi, θ)

∂θ
,

et g est la densité jointe de la distribution de (t, δ).

Soit

B = B(θ) =

[
∂F (ti, θ)

∂θj

]
(r−1)×2

,

et

V = V (θ) = [Cov (Z(ti), Z(tj))](r−1)×(r−1) ,

où

Cov (Z(ti), Z(tj)) = S(ti, θ)S(tj, θ)

∫ ti∧tj

0

f(t, θ)

H(t)F 2(t, θ)
dt.

Pour tester H0, selon laquelle la variable aléatoire T suit une loi de pro-
babilité F0, Habib et Thomas ont construit le test du Chi-deux modifié de
Pearson qui a la forme quadratique suivante :

Ŷ 2
n (θ̂n) = ẐT

n Σ̂−(θ̂n)Ẑn,

où la matrice Σ̂ est l’estimateur de la matrice de covariance Σ et Σ− est
son inverse généralisée, de sorte que :

Σ(θ) = V (θ)−B(θ)I−1(θ)BT (θ), rangΣ = r − 1.
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Le comportement asymptotique de la statistique Ŷ 2
n (θ̂n) est donné par le

théorème suivant :

Théorème [Habib et Thomas (1986)]
Sous les conditions de régularité ci-dessus, et pour n suffisamment grand :

lim
n→∞

P(Ŷ 2
n (θ̂n)) ≤ x|H0) = P(χ2

r−1 ≤ x).

Notons qu’en l’absence de la censure, la statistique Ŷ 2
n se réduit à celle de la

statistique NRR. Le cas de données avec censure double a aussi été considéré
(voir Nikulin et Solev (1999)).

Test de Habib et Thomas pour la distribution IWG

Comme nous l’avons précédemment mentionné, la statistique du test de
Habib et Thomas est :

Ŷ 2
n (θ̂n) = ẐT

n

∑̂−
(θ̂n)Ẑn

Les éléments de la statistique Ŷ 2
n (θ̂n) de ce test dans le cas de la distri-

bution IWG sont : ∑
(θ) = V (θ)−B(θ)I−1(θ)B(θ)

où

B(θ) =

[
∂F (ti, θ)

∂θj

]
θ = (α, β, γ) et j = 1, 2, 3.
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La fonction de densité cumulative de l’IWG est :

F (ti, θ) = exp

[
−γ
(
α

ti

)β]

Ses dérivées sont données par :

∂F (ti, θ)

∂α
= −βγαβ−1t−βi exp

[
−γ
(
α

ti

)β]
∂F (ti, θ)

∂β
= −γαβt−βi lnα exp

[
−γ
(
α

ti

)β]
∂F (ti, θ)

∂γ
= −αβt−βi exp

[
−γ
(
α

ti

)β]

La matrice V(r−1)×(r−1) est définie par la formule suivante :

V = V (θ) = [Cov (Z(ti), Z(tj))]

Où

Zn(ti) =
√
n
(
Ŝn(ti)− Ŝn(ti, θ̂n)

)
=
√
n

([
1− exp

[
−γ
(
α

ti

)β]]
−

[
1− exp

[
−γ̂
(
α̂

ti

)β̂]])
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3.1.2 Test de Bagdonavičius et Nikulin

Dans cette section, nous présentons le test proposé par Bagdonavičius et
Nikulin, pour tester des hypothèses paramétriques lorsque les données sont
censurées à droite.

Soit l’échantillon

(X1, δ1), (X2, δ2), · · · , (Xn, δn) (3.12)

où

Xi = Ti ∧ Ci, δi = 1{Ti≤Ci}.

Supposons que les taux de panne T1, T2, · · · , Tn sont n variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. La fonction de densité de Ti ap-
partient à une famille paramétrique {f(t, θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm}.

Notons par :

Λ(t, θ) = −lnS(t, θ) =

∫ t

0

λ(u, θ)du

la fonction de hasard cumulative.

La fonction de la log-vraisemblance est :

`(θ) =
n∑
i=1

δi lnλ(Xi, θ) +
n∑
i=1

lnS(Xi, θ) (3.13)

l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂ de θ vérifie :

˙̀(θ̂) = 0
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où

˙̀(θ) =
∂

∂θ
`(θ) =

(
∂

∂θ1

`(θ), · · · , ∂

∂θm
`(θ)

)T
(3.14)

La matrice d’information de Fisher est :

I(θ) = −Eθ ῭(θ) (3.15)

où

῭(θ) =
n∑
i=1

δi
∂2

∂θ2
lnλ(Xi, θ)−

n∑
i=1

∂2

∂θ2
Λ(Xi, θ) (3.16)

Si θ0 est la vraie valeur de θ et sous les conditions de régularité, on a :

θ̂
P→ θ0;

√
n(θ̂ − θ0)

P→ N(0m, i
−1(θ0)), 0m = (0, 0, · · · , 0)T ;

1√
n

˙̀(θ0)
d→ N(0m, i(θ0)); − 1

n
῭(θ̂)

P→ i(θ0),

L’échantillon (3.12) peut être représenté en termes de processus de comp-
tage comme suit :

(N1(t), Y1(t), t ≥ 0), · · · , (Nn(t), Yn(t), t ≥ 0) (3.17)
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où

Ni(t) = 1{Xi≤t, δi=1}, Yi(t) = 1{0<t≤Xi}.

Posons

N(t) =
n∑
i=1

Ni(t) et Y (t) =
n∑
i=1

Yi(t) (3.18)

Écrivons les expressions des équations (3.13), (3.14), (3.15) et (3.16) en
termes des processus stochastiques Ni et Yi. Les trajectoires du processus de
comptage Ni(t) ont la forme :

Ni(t) =

{
0, 0 ≤ t < Xi

1, t ≥ Xi

Si δi = 1, et Ni(t) = 0, si δi = 0, les trajectoires du processus de comptage
Yi ont la forme :

Yi(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ Xi

0, t > Xi

En utilisant ces processus, on obtient les relations suivantes :

∫ ∞
0

lnλ(u, θ)dNi(u) =

{
lnλ(Xi, θ), δi = 1,

0, δi = 0.
= δi lnλ(Xi, θ) (3.19)

et

∫ ∞
0

Yi(u)λ(u)du =

∫ Xi

0

λ(u)du = − lnS(Xi, θ) (3.20)
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Alors les équations (3.13), (3.14), (3.15) et (3.16) s’écrivent :

`(θ) =

∫ τ

0

{lnλ(u, θ)dN(u)− Y (u)λ(u, θ)}du (3.21)

˙̀(θ) =

∫ τ

0

∂

∂θ
lnλ(u, θ) {dN(u)− Y (u)λ(u, θ)du} (3.22)

῭(θ) =

∫ τ

0

∂2

∂θ2
lnλ(u, θ) dN(u)−

∫ τ

0

∂2

∂θ2
λ(u, θ)Y (u)du (3.23)

La matrice d’information de Fisher est :

I(θ) = −Eθ ῭(θ) = Eθ

n∑
i=1

∫ ∞
0

∂

∂θ
lnλ(u, θ) (

∂

∂θ
lnλ(u, θ))Tλ(u, θ)Yi(u)du (3.24)

Sous les conditions suivantes [Hjort (1990)] :

1. Il existe un voisinage Θ0 de θ0 la vraie valeur de θ tel que pour tout
n et θ ∈ Θ0, et pour tout t ∈ [0, τ ], les dérivées partielles d’ordre 1,
2 et 3 de λ(t, θ) par rapport à θ existent et sont continues et bornées.
On suppose aussi que la fonction de log-vraisemblance est trois fois
différentiable par rapport à θ ∈ θ0.

2. λ(t, θ) est bornée dans [0, τ ]×Θ0.

3. Il existe une fonction positive y(t) telle que :

sup
t∈[0,τ ]

|Y (t)/n− y(t)| P→ 0
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4. La matrice i(θ0) = limn→∞
I(θ0)
n

(la limite existe sous les conditions 1-3)
est définie positive.

Supposons que les processus Ni et Yi sont observés à un temps fini τ ,
après on partage l’intervalle [0, τ ] en k > s sous-intervalles

Ij = (aj−1, aj], a0 = 0, ak = τ,

et notons par :

Uj = N(aj)−N(aj−1) =
∑

i:Xi∈Ij

δi

le nombre des défaillances observées dans le jeme intervalle, j = 1, 2, ..., k.
On a besoin d’estimer le nombre de défaillances théorique dans l’intervalle

Ij sous l’hypothèse H0 ; en prenant en compte l’équation :

E[N(t)] = E

∫ t

0

λ(u, θ̂)Y (u)du

Ej =

∫ aj

aj−1

λ(u, θ̂)Y (u)du =
∑

i:Xi>aj−1

(
Λ(aj ∧Xi, θ̂)− Λ(aj−1, θ̂)

)
où a ∧ b = min(a, b).

On peut prévoir d’observer le nombre de défaillance

ej =

∫ aj

aj−1

λ(u, θ̂)Y (u)du

Ici θ̂ est l’estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre θ.
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Le test d’ajustement est basé sur la statistique :

Y 2
n = ZT V̂ −Z

Le vecteur Z est donné par :

Z = (Z1, Z2, · · · , Zk)T , Zj =
1√
n

(Uj − Ej)

l’inverse généralisée de la matrice V̂ , basé sur le vecteur Z est :

V̂ − = Â−1 + Â−1ĈT Ĝ−ĈÂ−1, Ĝ = î− ĈÂ−1ĈT

Pour investir les propriétés de la statistique Z, on utilise les propriétés
du processus stochastique :

Hn(t) =
1√
n

(
N(t)−

∫ t

0

λ(u, θ̂)Y (u)du

)

dans l’intervalle [0, τ ], donné dans le lemme suivant.

Lemme : Soit pour i = 1, ...,m; j, j′ = 1, ..., k

Vj = V (aj)− V (aj−1), υjj′ = Cov(Vj, Vj′),

Aj = A(aj)− A(aj−1), Cj = (C1j, ..., Cmj)
T = C(aj)− C(aj−1),
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V = [υjj′ ]k×k , C = [cij′ ]m×k ,

et on note par A la matrice diagonale k× k, avec comme éléments diago-
naux A1, ..., Ak.

Bagdinavčius et Nikulin (2011) ont vérifié, que sous conditions de Hjort
(1990) :

Z
d−→ Y ∼ Nk(0, V ) quand n→∞

où

V = A− CT i−1(θ)C

Si G est non dégénérée alors l’inverse généralisée de la matrice V est

V − = A+ A−1CTG−1CA−1

où

G = i− CA−1CT

Théorème : [Bagdonavičius et al., (2010a)]
Sous conditions de Hjort (1990) les estimateurs suivants de Aj, Cj, i(θ) et V
sont convergents :

Âj =
Uj
n
, Ĉj =

1

n

∫ aj

aj−1

∂

∂θ
lnλ(u, θ̂)dN(t)
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et

î =
1

n

∫ τ

0

(
∂

∂θ
lnλ(u, θ̂)

)(
∂

∂θ
lnλ(u, θ̂)

)T
dN(u), V̂ = Â− ĈT î−1Ĉ

La matrice î = − 1
n

῭(θ̂) est aussi un estimateur convergent de i(θ) mais
il est recommandé d’utiliser l’estimateur si-dessus pour assurer que les deux
composantes de la statistique du test NRR sont non négatives pour chaque
n

Y 2
n = ZT V̂ −Z

où V̂ − est l’inverse généralisée de la matrice V̂ et donnée par :

V̂ − = Â−1 + Â−1ĈT Ĝ−Â−1, Ĝ = î− ĈÂ−1ĈT

Donc la statistique du test peut être écrite sous la forme :

Y 2
n = ZT Â−1Z + ZT Â−1ĈT Ĝ−1ĈÂ−1Z =

k∑
j=1

(Uj − ej)2

Uj
+Q

où

Q = W T Ĝ−1W, W = ĈÂ−1Z = (W1, ..,Wm)T ,

Ĝ = [ĝll′ ]s×s , ĝll′ = îll′ −
k∑
j=1

ĈljĈl′jÂ
−1
j , Wl =

k∑
j=1

ĈljÂ
−1
j Zj,
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îll′ =
1

n

n∑
i=1

δi
∂ lnλ(Xi; θ̂)

∂θl

∂ lnλ(Xi; θ̂)

∂θl′
, Ĉlj =

1

n

n∑
i:Xi∈Ij

δi
∂ lnλ(Xi; θ̂)

∂θl
,

Âj =
Uj
n
, Uj =

n∑
i:Xi∈Ij

δi, Zj =
1√
n

(Uj − ej) ,

i = 1, ..., n, j = 1, ..., k, l, l′ = 1, ...,m.

Notons par ĝll′ les éléments de Ĝ.

La forme quadratique Q peut être écrite comme suit :

Q =
m∑
l=1

m∑
l′=1

Wlgll′Wl′

Sous H0 la distribution limite de la statistique Y 2
n est une distribution du

Chi-deux avec :
r = rank(V −) = Tr(V −V )

degrés de liberté (Si G est non dégénérée alors r = k).

Choix de âj :

Pour ce test et afin de s’assurer de l’égalité des effectifs théoriques, il est
recommandé de prendre aj comme fonctions de données aléatoires. L’idée est
de diviser l’intervalle [0, τ ] en k intervalles avec des nombres de défaillances
prévus égaux (qui ne sont pas nécessairement des entiers). Il semble qu’il est
préférable de diviser [0, τ ] en intervalles avec des probabilités estimées égales
selon le modèle, parce que dans la plupart des cas, les temps censurés seront
concentrés sur le côté droit des données, et des petits nombres de défaillances
peuvent être observés dans les intervalles d’extrémités.
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Soit

bi = (n− i)Λ(X(i), θ̂) +
i∑
l=1

Λ(X(l), θ̂)

où X(i) est le ieme élément de la statistique d’ordre (X(1), · · · , X(n)).

Si i est le plus petit nombre naturel vérifiant :

Ej ∈ [bi−1, bi], j = 1, · · · , k − 1 alors :

(n− i+ 1)Λ(a, θ̂) +
i−1∑
l=1

Λ(X(l), θ̂) = Ej

d’où

âj = Λ−1

(
[Ej −

i−1∑
l=1

Λ(X(l), θ̂)]/(n− i+ 1), θ̂

)
, âk = max(X(n), τ),

où Λ−1 est l’inverse de la fonction de hasard cumulative Λ.

Pour ce choix d’intervalles, on a ej =
Ek
k

pour tout j.

Ainsi, en remplaçant aj par âj dans l’expression de la statistique Y 2
n , la

distribution limite de la statistique Y 2
n est encore un Chi-deux avec r degrés

de liberté, comme dans le cas de aj fixe.

3.2 Application du test NRR pour la distri-

bution IWG

Dans cette section, nous étudions la validité du modèle inverse Weibull
généralisé IWG, par un test d’ajustement basé sur la statistique NRR.

Supposons H0 vérifiée, c’est à-dire que le taux de défaillance Ti suit une
distribution inverse Weibull généralisée IWG.
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La fonction de survie est :

S(t, θ) = 1− F (t, θ) = 1− exp[−γ(
α

t
)β]

Après avoir calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres α, β, γ, nous calculons les nombres de défaillances théoriques sui-
vants :

Ej =
∑

i:Xi>aj−1

ln
S(aj−1, θ̂)

S(aj ∧Xi, θ̂)

=
∑

i:Xi>aj−1

ln
1− exp[−γ̂( α̂

aj−1
)β̂]

1− exp[−γ̂( α̂
aj∧Xi )

β̂]

Le choix de âj lorsque la distribution de base est une inverse Weibull
généralisée, est obtenu comme suit :

âj = −γ̂1/ν̂α̂

[
ln

(
1− exp

[
Ej −

∑i−1
l=1 Λ(tl, θ̂)

n− i+ 1

])]−1/ν̂

pour j = 1, ...., k − 1, âk = t(n),

Nous formulons la fonction risque comme suit :

λ(t, θ̂) = −S ′(t)/S(t)

= γ̂β̂α̂β̂t−(β̂+1) exp[−γ̂(
α̂

t
)β̂]

×[1− exp[−γ̂(
α̂

t
)β̂]]−1, θ̂ = (α̂, β̂, γ̂)T
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3.2.1 Calcul de la matrice Ŵ

Le calcul de la matrice Ŵ passe par celui de la matrice Ĉ. Calculons les
dérivées partielles de la fonction lnλ(t; θ) par rapport à α, β et γ :

∂ lnλ(t; θ)

∂α
=
β̂

γ̂
− β̂γ̂α̂β̂−1

(
t−β̂ + exp

[
−γ̂(

α̂

t
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

t
)β̂
]]−1

)

∂ lnλ(t; θ)

∂β
=

1

β̂
+ln(

α̂

t
)∗1−γ̂(

α̂

t
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

t
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

t
)β̂
]]−1

)

∂ lnλ(t; θ)

∂γ
=

1

γ̂
− (

α̂

t
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

t
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

t
)β̂
]]−1

)

Après calcul, nous trouvons les éléments de la matrice Ĉ qui sont donnés
par :

Ĉ1j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
β̂

γ̂
− β̂γ̂α̂β̂−1

(
t−β̂i + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]

Ĉ2j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
1

β̂
+ ln(

α̂

ti
) ∗ 1− γ̂(

α̂

ti
)β̂
(

1 + h(ti, θ̂)
)]

Ĉ3j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
1

γ̂
− (

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]

3.2.2 Calcul de la matrice de Fisher estimée Î

Dans ce cas, à partir de la fonction de la log-vraisemblance, nous pouvons
estimer la matrice d’information de Fisher en utilisant la formule :
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îll′ =
1

n

n∑
i=1

δi
∂ lnλ(ti; θ̂)

∂θl

∂ lnλ(ti; θ̂)

∂θl′
. l, l′ = 1, 2, 3.

Les éléments de la matrice d’information de Fisher estimée ci-dessus sont
donnés comme suit :

î11 = β̂2α̂−2 +
β̂2γ̂α̂β̂−2

n

n∑
i=1

δi

[
t−β̂i − exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

]
[
γ̂α̂−3β̂

(
t−β̂i − exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)
− 2

]

î22 =
1

β̂2
+

1

n

n∑
i=1

δi

[
ln(

α̂

ti
)1− γ̂(

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]
[

ln(
α̂

ti
)1− γ̂(

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)
+

2

β̂

]

î33 =
1

γ̂2
+

1

n

n∑
i=1

δiα̂
β̂t−β̂i

[
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

]
[
−2 +

(
1 + (

α̂

ti
)β̂ exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]

î12 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
β̂

γ̂
− β̂γ̂α̂β̂−1

(
t−β̂i + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]
[

1

β̂
+ ln(

α̂

ti
) ∗ 1− γ̂(

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]

î13 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
β̂

γ̂
− β̂γ̂α̂β̂−1

(
t−β̂i + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]
[

1

γ̂
− (

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]

59



î23 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
1

β̂
+ ln(

α̂

ti
) ∗ 1− γ̂(

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]
[

1

γ̂
− (

α̂

ti
)β̂

(
1 + exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
] [

1− exp

[
−γ̂(

α̂

ti
)β̂
]]−1

)]

Enfin, on obtient la forme explicite de la statistique Y 2
n du test NRR

Y 2
n =

k∑
j=1

(Uj − ej)2

Uj
+Q

pour la distribution inverse Weibull généralisée IWG , comme suit :

Y 2
n =

k∑
j=1

(Uj − ej)2

Uj
+

k∑
j=1

1

n
(
n∑
i=1

δi
∂ ln

(
γ̂β̂α̂β̂t

−(β̂+1)
i exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂][1− exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂]]−1

)
∂θl

A−1
j

(
1√
n

(Uj − ej)
)

)T (
1

n

n∑
i=1

δi
∂ ln

(
γ̂β̂α̂β̂t

−(β̂+1)
i exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂][1− exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂]]−1

)
∂θl

∂ ln
(
γ̂β̂α̂β̂t

−(β̂+1)
i exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂][1− exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂]]−1

)
∂θl′

−
k∑
j=1

CljCl′jA
−1
j )−1

(
n∑
i=1

δi
∂ ln

(
γ̂β̂α̂β̂t

−(β̂+1)
i exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂][1− exp[−γ̂( α̂

ti
)β̂]]−1

)
∂θl

A−1
j

(
1√
n

(Uj − ej)
)

)

où

θ̂ = (α̂, β̂, γ̂)T , l, l′ = 1, 2, 3, l et l′ sont les indices des paramètres du vecteur θ̂.

60



3.3 Test d’ajustement pour le modèle AFT

inverse Weibull généralisé en cas de données

censurées

Le test d’ajustement du Chi-deux couramment utilisé dans l’analyse de la
survie et de la fiabilité, est encore plus important dans les modèles à temps
de vie accéléré (AFT) où un petit écart dans le choix du modèle peut changer
totalement la décision finale.

Nous adaptons le test proposé par Bagdinavčius et Nikulin (2011) pour le
modèle de temps de vie accéléré dont la distribution de base est une inverse
Weibull généralisée (AFT-IWG).

Considérons l’hypothèse :

H0 : F (x) ∈ z0 =
{
F0(x, θ), x ∈ R1, θ ∈ Θ ⊂ Rs

}
,

Où θ = (θ1, ..., θs)
T ∈ Θ ⊂ Rs est le vecteur des paramètres inconnus

de dimension s et F0 est la fonction de répartition AFT- GIW. Prenons un
intervalle de temps fini [0, τ ] et divisons-le en k > s intervalles Ij = (aj−1, aj]

où

0 =< a0 < a1... < ak−1 < ak = +∞.

Dans ce cas, la valeur de âj estimée est donnée par :

âj = Λ−1

(
(Ej −

i−1∑
l=1

Λ(X(l), θ̂))/(n− i+ 1), θ̂

)
, âk = X(n), j = 1, ..., k.
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Lorsque θ̂ est l’estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre
θ, Λ−1 est l’inverse de la fonction de hasard cumulé Λ, X(i) et

Ej = (n− i+ 1)Λ(âj, θ̂) +
i−1∑
l=1

Λ(X(l), θ̂)

Les âj sont des fonctions de données aléatoires telles que les k intervalles
choisis ont des défaillances prévues ej toutes égales.

3.3.1 Choix des intervalles

Dans notre cas, le choix de âj est obtenu comme suit :

âj = −γ̂1/ν̂α̂ exp
{
β̂T zi

}[
ln

(
1− exp

[
Ej −

∑i−1
l=1 Λ(ti, θ̂)

n− i+ 1

])]−1/ν̂

pour j = 1, ...., k − 1, âk = t(n),

où

Ej =
∑

i:Xi>aj

(
Λ(aj ∧ ti, θ̂)− Λ(aj−1, θ̂)

)
et

Ek =
n∑
i=1

Λ(ti, θ̂)

Pour un tel choix d’intervalles, nous avons ej = Ek/k pour tout j.

3.3.2 Calcul de la matrice Ŵ

Les éléments de la matrice estimée Ŵ définie par :
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Ŵl =
k∑
j=1

ĈljÂ
−1
j Zj, l = 1, 2, ..., 5. j = 1, ..., k.

sont obtenus de la manière suivante :

Ĉ1j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi[
ν̂

α̂
− ν̂γ̂α̂ν̂−1(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + (exp

[
βT zi

]
t−νi

exp[−γαν exp
[
νβT zi

]
t−νi ])

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]

Ĉ2j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(ti) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1
)

(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]

Ĉ3j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi[
1

γ̂
− α̂ν̂(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]

Ĉ4j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi[ν̂ − γ̂α̂ν̂ ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]

Ĉ5j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi[νzi − γ̂α̂ν̂ ν̂zi(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]
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Après simplifications, nous pouvons les écrire comme suit :

Ĉ1j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
ν̂

α̂
− ν̂γ̂α̂ν̂−1h(ti, θ̂)

]

Ĉ2j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(ti) + β̂T zi

−γ̂α̂ν̂ ln
(
α̂M ν̂−1

(ti, θ̂)
)
h(ti, θ̂)]

Ĉ3j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
1

γ̂
− α̂ν̂h(ti, θ̂)

]

Ĉ4j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
ν̂ − γ̂α̂ν̂ ν̂h(ti, θ̂)

]
,

Ĉ5j =
1

n

n∑
i:xi∈Ij

δi

[
νzi − γ̂α̂ν̂ ν̂zih(ti,

ˆ̂
θ)
]

où

h(ti, θ̂) = (exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

et

M ν̂−1

(ti, θ̂) =
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1

3.3.3 Matrice d’information de Fisher estimée Î

Les composants de la matrice d’information Î = (̂ill′)5×5 sont nécessaires
pour le calcul de la matrice G.
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Comme

I = −E
(
∂2` (t, θ)

∂θl∂θl′

)

Alors nous obtenons les éléments de la matrice de Fisher estimée qui
s’écrivent comme suit :

∂2`(t, θ)

∂α∂α
= ı̂11 =

1

n

n∑
i=1

δi(
ν̂

α̂
)2 − δiν̂2γ̂α̂ν̂−2(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))

∂2`(t, θ)

∂α∂ν
= ı̂12 =

1

n

n∑
i=1

δi(

[
ν̂

α̂
− ν̂γ̂α̂ν̂−1 exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]
− ν̂γ̂α̂ν̂−1(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

+
[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))((
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(t) + β̂T zi

−γ̂α̂ν̂ exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i ln

(
α̂ exp

[
β̂T zi

]
t−1
i

)
)

+δiν̂γ̂
2α̂2ν̂−1(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

) ln
(
α̂ exp

[
β̂T zi

]
t−1
i

)
(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))

65



∂2`(t, θ)

∂α∂γ
= ı̂13 =

1

n

n∑
i=1

−δiν̂α̂ν̂−1(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)) + δi(
ν̂

α̂γ̂
)

∂2`(t, θ)

∂α∂β0

= ı̂14 =
1

n

n∑
i=1

−δiν̂2γ̂α̂ν̂−1(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)) + δi
[
ν̂2α̂−1

]

∂2`(t, θ)

∂α∂β1

= ı̂15 =
1

n

n∑
i=1

−δiν̂2γ̂α̂ν̂−1z(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)) + δi
[
ν̂2zα̂−1

]

∂2`(t, θ)

∂ν∂ν
= ı̂22 =

1

n

n∑
i=1

δi(

[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(t) + β̂T zi

]
−δiγ̂α̂ν̂ ln

(
α̂
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1
)

(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))2
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∂2`(t, θ)

∂ν∂γ
= ı̂23 =

1

n

n∑
i=1

δi(
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(t) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1
)

(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))[
1

γ̂
− α̂ν̂ exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

−α̂ν̂(
[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]][

1− exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]

∂2`(t, θ)

∂ν∂β0

= ı̂24 =
1

n

n∑
i=1

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(t) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1
)

(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)][ν̂z − γ̂α̂ν̂ ν̂[exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

+
([

exp
[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp[νβT zi

]
t−νi
]][

1− exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]−1
)
]]

∂2`(t, θ)

∂ν∂β1

= ı̂25 =
1

n

n∑
i=1

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(t) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1
)

(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

), θ̂)][ν̂zi − γ̂α̂ν̂ ν̂zi[exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

+(
[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]][

1− exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]]
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∂2`(t, θ)

∂γ∂γ
= ı̂33 =

1

n

n∑
i=1

δi[γ̂
−2 − α̂ν̂(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2γ̂−1 − α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))]

∂2`(t, θ)

∂γ∂β0

= ı̂34 =
1

n

n∑
i=1

δi[γ̂
−1ν̂ − ν̂α̂ν̂(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))]

∂2`(t, θ)

∂ν∂β1

= ı̂35 =
1

n

n∑
i=1

δi[γ̂
−1ν̂z − ν̂α̂ν̂z(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))]

∂2`(t, θ)

∂β0∂β0

= ı̂44 =
1

n

n∑
i=1

δi[ν̂
2 − γ̂α̂ν̂ ν̂2z2(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))]
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∂2`(t, θ)

∂β0∂β1

= ı̂45 =
1

n

n∑
i=1

δi[ν̂
2z − ν̂2γ̂α̂ν̂z(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))]

∂2`(t, θ)

∂β1∂β1

= ı̂55 =
1

n

n∑
i=1

δi[ν̂
2z2 − γ̂α̂ν̂ ν̂2z2(exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i + [exp

[
βT zi

]
t−νi

exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]
]
[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

(2− γ̂α̂ν̂(exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

))]

Après simplifications, on obtient les éléments de la matrice d’information
de Fisher estimée :

ı̂11 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
(
ν̂

α̂
)2 − ν̂2γ̂α̂ν̂−2h(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)]
,

ı̂12 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
ν̂

α̂
− ν̂γ̂α̂ν̂−1 exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i − ν̂γ̂α̂ν̂−1W (ti, θ̂)

]
[
1

ν̂
+ ln(α̂)

− ln(ti) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i ln

(
α̂ exp

[
β̂T zi

]
t−1
i

)
−γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂ exp

[
β̂T zi

]
t−1
i

)
W (ti, θ̂)],

ı̂13 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
ν̂

α̂γ̂
− ν̂α̂ν̂−1h(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)]

ı̂14 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
ν̂2α̂−1 − ν̂2γ̂α̂ν̂−1h(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)]
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ı̂15 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
ν̂2zα̂−1 − ν̂2γ̂α̂ν̂−1zh(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)]

ı̂22 =
1

n

n∑
i=1

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(ti) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂M ν̂−1

(ti, θ̂)
)
h(ti, θ̂)]

2

ı̂23 =
1

n

n∑
i=1

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(ti) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂M ν̂−1

(ti, θ̂)
)
h(ti, θ̂)][

1

γ̂
− α̂ν̂ exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i − α̂ν̂W (ti, θ̂)

]

ı̂24 =
1

n

n∑
i=1

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(ti) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂M ν̂−1

(ti, θ̂)
)
h(ti, θ̂)][

ν̂z − γ̂α̂ν̂ ν̂
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +W (ti, θ̂)

]]

ı̂25 =
1

n

n∑
i=1

δi[
1

ν̂
+ ln(α̂)− ln(ti) + β̂T zi − γ̂α̂ν̂ ln

(
α̂M ν̂−1

(ti, θ̂)
)
h(ti, θ̂)][

ν̂zi − γ̂α̂ν̂ ν̂zi
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +W (ti, θ̂)

]]

ı̂33 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
γ̂−2 − α̂ν̂h(ti, θ̂)

(
2γ̂−1 − α̂ν̂h(ti, θ̂)

)]

ı̂34 =
1

n

n∑
i=1

δi[γ̂
−1ν̂ − ν̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)
]

ı̂35 =
1

n

n∑
i=1

δi[γ̂
−1ν̂z − ν̂α̂ν̂zh(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)
]
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ı̂44 =
1

n

n∑
i=1

[
ν̂2 − γ̂α̂ν̂ ν̂2z2h(ti, θ̂)

[
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

]]

ı̂45 =
1

n

n∑
i=1

δi[ν̂
2z − ν̂2γ̂α̂ν̂zh(ti, θ̂)

(
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

)
]

ı̂55 =
1

n

n∑
i=1

δi

[
ν̂2z2 − γ̂α̂ν̂ ν̂2z2h(ti, θ̂)

[
2− γ̂α̂ν̂h(ti, θ̂)

]]
Où

h(ti, θ̂) = (exp
[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i +

[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]

[
1− exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)]

M ν̂−1

(ti, θ̂) =
[
exp

[
ν̂β̂T zi

]
t−ν̂i

]ν̂−1

et

W (ti, θ̂) = (
[
exp

[
βT zi

]
t−νi exp

[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]][

1− exp
[
−γαν exp

[
νβT zi

]
t−νi
]]−1

)

Ensuite, nous obtenons la statistique Y 2
n :

Y 2 =
k∑
j=1

(Uj − ej)2

Uj
+ Ŵ T ×

[
îll′ −

k∑
j=1

ĈljĈl′jÂ
−1
j

]−
× Ŵ , l, l′ = 1, 2, ..., 5.
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La statistique Y 2
n pour le modèle AFT-IWG s’écrit alors :

Y 2
n =

k∑
j=1

(Uj − ej)2

Uj
+

k∑
j=1

1

n
(
n∑
i=1

δi
∂ ln

(
γναν exp[νβT z]t

−(ν+1)
i exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]

)
∂θl

∂ ln
(
[1− exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]]−1

)
∂θl

A−1
j

(
1√
n

(Uj − ej)
)T

)

(
1

n

n∑
i=1

δi
∂ ln

(
γναν exp[νβT z]t

−(ν+1)
i exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]

)
∂θl

∂ ln
(
[1− exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]]−1

)
∂θl

∂ ln
(
γναν exp[νβT z]t

−(ν+1)
i exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]

)
∂θl′

∂ ln
(
[1− exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]]−1

)
∂θl′

−
k∑
j=1

CljCl′jA
−1
j )−1

(
n∑
i=1

δi
∂ ln

(
γναν exp[νβT z]t

−(ν+1)
i exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]

)
∂θl

∂ ln
(
[1− exp[−γαν exp

{
νβT z

}
t−νi ]]−1

)
∂θl′

A−1
j

(
1√
n

(Uj − ej)
)

)

où

θ̂ = (α̂, ν̂, γ̂, β̂0, β̂1)T et l, l′ = 1, 2, ..., 5.

La distribution limite de la statistique Y 2
n est un Chi-deux avec k degrés

de liberté.
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Chapitre 4

Simulations et applications
numériques

4.1 Simulation de la distribution IWG

4.1.1 Estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres de la distribution IWG

Supposons que le modèle IWG est considéré. Les données ont été simulées
N = 10, 000 fois, avec les valeurs des paramètres α = 2, β = 3 et γ = 2.
On utilise le logiciel R et l’algorithme Barzilai-Borwein (BB) (Ravi. V 2009)
pour les calculs.

Les valeurs de la moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance
simulés α̂, β̂ et γ̂, et leurs erreurs quadratiques moyennes (notées MSE)
sont calculées et données dans le tableau 4.1, (tailles des échantillons n =
150, n = 350 et n = 550).
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N = 10, 000 n = 150 n = 350 n = 550
α̂ 2.1273 2.1515 2.2953
MSE 0.0204 0.0095 0.1292

β̂ 2.9577 3.1047 3.1155
MSE 0.0365 0.0251 0.0407
γ̂ 2.2125 2.3987 2.4952
MSE 0.0140 0.0126 0.0101

Tab 4.1 Erreur quadratique moyenne des EMV des paramètres de l’IWG

Du tableau 4.1, nous pouvons remarquer que les erreurs quadratiques
moyennes sont en général < 0.01.

Pour étudier la convergence des estimateurs du maximum de vrai-
semblance des paramètres α, β et γ de la distribution inverse Weibull généralisée
IWG, on calcule l’erreur absolue moyenne des paramètres estimés par la
méthode du maximum de vraisemblance par rapport à leurs valeurs réelles
en fonction de la taille n des échantillons.
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Fig. 4.1. Erreur absolue moyenne pour EMV α̂, β̂ et γ̂ par rapport à leurs
valeurs réelles en fonction de la taille de l’échantillon n.

A partir de ces résultats (Fig. 4.1), on peut voir que tous les estimateurs
convergent plus vite que n−0,5, ce qui confirme le fait bien connu que les
estimateurs du maximum de vraisemblance sont

√
n-convergents.

4.1.2 Distribution de la statistique Y 2
n pour la distri-

bution IWG

Pour étudier empiriquement le comportement de la statistique (NRR)
Y 2
n pour l’IWG, nous avons généré à la base de la distribution inverse Wei-

bull généralisée, des échantillons de taille n = 20, 30, 60, 90, 120, 250 et 350, et
pour diverses combinaisons des paramètres α , β et γ, avec un seuil α = 0.05.

D’autre part, nous calculons pour N = 10, 000 fois, la distribution si-
mulée de la statistique Y 2

n sous la distribution inverse Weibull généralisée
IWG, avec des valeurs différentes des paramètres α , β et γ, et des nombres
différents de classes k. Nous représentons dans la figure 4.2 les histogrammes
des statistiques Y 2

n calculées précédemment, et la distribution Chi-deux avec
k degrés de liberté correspondante.
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Fig. 4.2 Histogrammes de Y 2
n pour (α = 2, β = 3, γ = 2),

et n = 20, 30, 60, 90, 120, 250, 350.
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Comme prévu, la statistique Y 2
n du test NRR pour la distribution IWG,

suit à la limite, la distribution du Chi-deux avec k degrés de liberté. Donc,
nous concluons que la statistique Y 2

n est invariante.

4.1.3 Test Y 2
n

Nous varions les valeurs des paramètres de la distribution inverse Weibull
généralisée (α, β, γ), et nous simulons N = 10, 000 fois des échantillons de
différentes tailles n = 20, 30, 60, 90, 120, 250, 350 et 450.

Calcul des Niveaux empiriques N.E.

Pour chaque échantillon simulé, nous calculons la statistique Y 2
n du test

NRR. Puis, nous calculons le niveau empirique N.E qui compte le nombre de
fois où Y 2

n ≤ Cα = χ2
k,1−α divisé par N = 10, 000.

Les tableaux 4.2 à 4.5 représentent le cas où le paramètre α varie.
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(α, β, γ) = (0.5, 0.5, 0.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9520 0.9540 0.9486 0.9532 0.9516 0.9516 0.9418 0.9558 0.9512

(α, β, γ) = (1.5, 0.5, 0.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9532 0.9534 0.9520 0.9448 0.9454 0.9474 0.9482 0.9520 0.9512

(α, β, γ) = (3, 0.5, 0.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9558 0.9562 0.9540 0.9500 0.9552 0.9518 0.9562 0.9490 0.9464

(α, β, γ) = (6, 0.5, 0.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9500 0.9552 0.9468 0.9494 0.9534 0.9482 0.9492 0.9524 0.9574

Tab. 4.2. Niveau empirique pour α = (0.5, 1.5, 3, 6), β et γ = 0.5.

(α, β, γ) = (0.5, 1.5, 1.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9586 0.9498 0.9484 0.9506 0.9536 0.9468 0.9532 0.9480 0.9506

(α, β, γ) = (1.5, 1.5, 1.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9522 0.9574 0.9584 0.9478 0.9486 0.9494 0.9484 0.9552 0.9468

(α, β, γ) = (3, 1.5, 1.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9492 0.9544 0.9618 0.9472 0.9540 0.9496 0.9482 0.9476 0.9520

(α, β, γ) = (6, 1.5, 1.5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9534 0.9467 0.9534 0.9498 0.9465 0.9522 0.9534 0.9468 0.9478

Tab. 4.3. Niveau empirique pour α = (0.5, 1.5, 3, 6), β et γ = 1.5.
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(α, β, γ) = (0.5, 3, 3)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9592 0.9518 0.9564 0.9506 0.9468 0.9444 0.9528 0.9492 0.9434

(α, β, γ) = (1.5, 3, 3)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9516 0.9524 0.9576 0.9423 0.9498 0.9454 0.9494 0.9558 0.9478

(α, β, γ) = (3, 3, 3)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9565 0.9512 0.9467 0.9487 0.9545 0.9534 0.9521 0.9540 0.9498

(α, β, γ) = (6, 3, 3)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9528 0.9553 0.9590 0.9487 0.9477 0.9489 0.9487 0.9543 0.9469

Tab. 4.4. Niveau empirique pour α = (0.5, 1.5, 3, 6), β et γ = 3.

(α, β, γ) = (0.5, 8, 8)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9419 0.9527 0.9520 0.9489 0.9482 0.9485 0.9460 0.9476 0.9551

(α, β, γ) = (1.5, 8, 8)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9521 0.9556 0.9498 0.9456 0.9478 0.9490 0.9467 0.9572 0.9499

(α, β, γ) = (3, 8, 8)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9487 0.9534 0.9507 0.9454 0.9460 0.9498 0.9478 0.9532 0.9455

(α, β, γ) = (6, 8, 8)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9521 0.9543 0.9520 0.9488 0.9477 0.9489 0.9488 0.9523 0.9432

Tab. 4.5. Niveau empirique pour α = (0.5, 1.5, 3, 6), β et γ = 8.
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Les tableaux 4.6 à 4.9 représentent le cas où le paramètre β varie.

(α, β, γ) = (0.25, 0.5, 0.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9430 0.9450 0.9376 0.9442 0.9426 0.9417 0.9496 0.9558 0.9512

(α, β, γ) = (0.25, 1.5, 0.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9462 0.9512 0.9511 0.9468 0.9456 0.9481 0.9493 0.9520 0.9512

(α, β, γ) = (0.25, 4, 0.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9468 0.9549 0.9530 0.9508 0.9516 0.9458 0.9504 0.9490 0.9464

(α, β, γ) = (0.25, 8, 0.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9500 0.9552 0.9468 0.9494 0.9534 0.9482 0.9492 0.9524 0.9574

Tab. 4.6. Niveau empirique pour β = (0.25, 1.5, 4, 8), α et γ = 0.25.

(α, β, γ) = (2, 0.25, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9586 0.9487 0.9473 0.9517 0.9525 0.9476 0.9521 0.9480 0.9506

(α, β, γ) = (2, 1.5, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9533 0.9583 0.9573 0.9488 0.9489 0.9490 0.9494 0.9552 0.9468

(α, β, γ) = (2, 4, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9495 0.9564 0.9608 0.9463 0.9532 0.9493 0.9489 0.9476 0.9520

(α, β, γ) = (2, 8, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9524 0.9457 0.9524 0.9490 0.9475 0.9536 0.9520 0.9468 0.9478

Tab. 4.7. Niveau empirique pour β = (0.25, 1.5, 4, 8), α et γ = 2.
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(α, β, γ) = (5, 0.25, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9591 0.9523 0.9534 0.9516 0.9478 0.9474 0.9518 0.9493 0.9445

(α, β, γ) = (5, 1.5, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9526 0.9525 0.9559 0.9441 0.9495 0.9464 0.9492 0.9548 0.9488

(α, β, γ) = (5, 4, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9555 0.9532 0.9485 0.9493 0.9535 0.9534 0.9510 0.9543 0.9497

(α, β, γ) = (5, 8, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9518 0.9563 0.9593 0.9489 0.9487 0.9483 0.9482 0.9533 0.9479

Tab. 4.8. Niveau empirique pour β = (0.25, 1.5, 4, 8), α et γ = 5.

(α, β, γ) = (10, 0.25, 10)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9417 0.9537 0.9523 0.9484 0.9482 0.9484 0.9461 0.9477 0.9541

(α, β, γ) = (10, 1.5, 10)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9525 0.9557 0.9493 0.9466 0.9468 0.9493 0.9457 0.9570 0.9499

(α, β, γ) = (10, 4, 10)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9467 0.9434 0.9517 0.9454 0.9469 0.9478 0.9488 0.9522 0.9475

(α, β, γ) = (10, 8, 10)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9526 0.9547 0.9544 0.9480 0.9467 0.9474 0.9485 0.9513 0.9472

Tab. 4.9. Niveau empirique pour β = (0.25, 1.5, 4, 8), α et γ = 10.
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Les tableaux 4.10 à 4.13 représentent le cas où le paramètre γ varie.

(α, β, γ) = (0.75, 0.75, 1.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9522 0.9542 0.9487 0.9534 0.9518 0.9526 0.9448 0.9568 0.9502

(α, β, γ) = (0.75, 0.75, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9542 0.9544 0.9527 0.9449 0.9444 0.9475 0.9479 0.9525 0.9501

(α, β, γ) = (0.75, 0.75, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9556 0.9566 0.9546 0.9560 0.9542 0.9508 0.9552 0.9491 0.9494

(α, β, γ) = (0.75, 0.75, 9)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9510 0.9551 0.9418 0.9491 0.9544 0.9482 0.9496 0.9554 0.9544

Tab. 4.10. Niveau empirique pour γ = (1.25, 2, 5, 9), α et β = 0.75.

(α, β, γ) = (1.75, 1.75, 1.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9586 0.9498 0.9484 0.9506 0.9536 0.9468 0.9532 0.9480 0.9506

(α, β, γ) = (1.75, 1.75, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9522 0.9574 0.9584 0.9478 0.9486 0.9494 0.9484 0.9552 0.9468

(α, β, γ) = (1.75, 1.75, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9492 0.9544 0.9618 0.9472 0.9540 0.9496 0.9482 0.9476 0.9520

(α, β, γ) = (1.75, 1.75, 9)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9534 0.9467 0.9534 0.9498 0.9465 0.9522 0.9534 0.9468 0.9478

Tab. 4.11. Niveau empirique pour γ = (1.25, 2, 5, 9), α et β = 1.75.
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(α, β, γ) = (3.5, 3.5, 1.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9492 0.9518 0.9574 0.9516 0.9468 0.9544 0.9528 0.9498 0.9499

(α, β, γ) = (3.5, 3.5, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9546 0.9544 0.9576 0.9423 0.9495 0.9455 0.9495 0.9558 0.9478

(α, β, γ) = (3.5, 3.5, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9555 0.9512 0.9447 0.9485 0.9555 0.9535 0.9521 0.9543 0.9498

(α, β, γ) = (3.5, 3.5, 9)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9538 0.9554 0.9593 0.9437 0.9473 0.9488 0.9489 0.9523 0.9479

Tab. 4.12. Niveau empirique pour γ = (1.25, 2, 5, 9), α et β = 3.5.

(α, β, γ) = (6, 6, 1.25)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9419 0.9527 0.9520 0.9489 0.9482 0.9485 0.9460 0.9476 0.9551

(α, β, γ) = (6, 6, 2)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9521 0.9556 0.9498 0.9456 0.9478 0.9490 0.9467 0.9572 0.9499

(α, β, γ) = (6, 6, 5)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9487 0.9534 0.9507 0.9454 0.9460 0.9498 0.9478 0.9532 0.9455

(α, β, γ) = (6, 6, 9)
n 20 30 60 90 100 120 250 350 450
N.E. 0.9521 0.9543 0.9520 0.9488 0.9477 0.9489 0.9488 0.9523 0.9492

Tab. 4.13. Niveau empirique pour γ = (1.25, 2, 5, 9), α et β = 6.

Une lecture des tableaux 4.2 à 4.13, nous indique que les valeurs du niveau
empirique N.E calculées sont très proches de la valeur du niveau théorique
N.E=0.95. Nous pouvons conclure que le test proposé est bien adapté à la
distribution IWG.
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4.2 Simulation du modèle AFT-IWG

4.2.1 Estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres du modèle AFT-IWG

Pour confirmer la propriété de la convergence des estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance, nous calculons l’erreur quadratique moyenne pour
les EMV simulés des paramètres du modèle AFT-IGW.

Supposons que le modèle AFT-IGW est considéré. Les données ont été
simulées N = 10.000 fois, avec les valeurs suivantes des paramètres : (α =
2, ν = 3, γ = 2, β0 = 6, β1 = 0, 82). Nous utilisons le logiciel statistique R et
l’algorithme Barzilai-Borwein (BB) (Ravi (2009)). Les valeurs de la moyenne

des estimateurs du maximum de vraisemblance α̂, ν̂, γ̂, β̂0 et β̂1 et leurs
erreurs quadratiques moyennes (SME) sont calculées et données dans
le tableau 4.14 (taille des échantillons n = 150, n = 350, et n = 550).

N = 10, 000 n = 150 n = 350 n = 550
α̂ 2.1273 2.1115 2.0933
SME 0.0021 0.0015 0.0006
ν̂ 2.9577 3.0847 3.0251
SME 0.0035 0.0021 0.0007
γ̂ 2.1125 2.0887 2.0252
SME 0.0045 0.0026 0.0004

β̂0 6.0278 6.0689 5.9882
SME 0.0053 0.0074 0.0006

β̂1 0.8710 0.8425 0.8373
SME 0.0045 0.0038 0.0004

Tab. 4.14. Erreurs quadratiques moyennes des estimateurs du maximum de
vraisemblance α̂, ν̂, γ̂, β̂0 et β̂1.

Les résultats de la simulation confirment le fait bien connu que pour les
modèles réguliers, les estimateurs du maximum de vraisemblance sont
convergents.
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La figure 4.3 montre que tous les estimateurs du maximum de vraisem-
blance des paramètres du modèle AFT-IWG convergent plus vite que n−0,5,
ce qui confirme que les estimateurs du maximum de vraisemblance
du modèle AFT-IWG sont

√
n-convergents.

Fig. 4.3 Erreurs absolues moyennes des EMV α̂, ν̂ γ̂, β̂0 et β̂1, simulés
N = 10, 000 fois.
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4.2.2 Distribution de la statistique Y 2
n

Nous simulons N = 10.000 fois des échantillons du modèle AFT-IWG,
avec différentes valeurs des paramètres et avec des nombres différents de
groupement de classes k.
Nous présentons dans la figure 4.4, les histogrammes des échantillons simulés
par rapport à la distribution du Chi-deux avec k = 10 degrés de liberté.

Fig. 4.4 Histogrammes de Y 2
n pour (α̂ = 2, ν̂ = 3, γ̂ = 2, β̂0 = 6, β̂1 = 0.82),

et (k = 10, n = 50, 150, 350.)
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Comme prévu, la statistique Y 2
n du test NRR pour le modèle AFT-IWG

suit à la limite, la distribution du Chi-deux avec k degrés de liberté. On
conclut que la statistique Y 2

n du test NRR est invariante.

4.2.3 La statistique du test Y 2
n pour le modèle AFT-

IWG

Nous simulons N = 10, 000 échantillons de tailles respectives n = 50, n =
150, n = 350 et n = 550, suivant le modèle AFT-IWG. Puis, nous calculons
la statistique Y 2

n pour chaque échantillon. Ensuite, on compte le nombre de
cas de rejet de l’hypothèse nulle H0.

Le tableau 4.15, représente pour chaque risque d’erreur α (α = 0.01, α =
0.05 et α = 0.1), les résultats des niveaux de signification de la statistique
Y 2
n du test NRR, contre leurs valeurs théoriques.

N = 10, 000 α = 0.01 α = 0.05 α = 0.1
n = 50 0.0089 0.0486 0.0924
n = 150 0.0096 0.0489 0.0957
n = 350 0.0124 0.0512 0.1305
n = 550 0.0112 0.0504 0.1102

Tab. 4.15. Niveaux de significations simulés de Y 2
n (θ̂), contre leurs valeurs

théoriques.

De ces résultats, et en tenant compte des erreurs de simulation, nous ob-
servons que les niveaux de signification simulés de la statistique Y 2

n du test
NRR, cöıncident avec ceux correspondant aux niveaux théoriques de la dis-
tribution du Chi-deux avec k (ici k = 10) degrés de liberté.

Par conséquent, nous pouvons dire que la statistique Y 2
n du test NRR

proposée peut ajuster des données du modèle AFT inverse Weibull généralisé
(AFT-IWG) de manière très satisfaisante.
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4.3 Applications à la distribution IWG

Dans cette section nous appliquons les tests construits dans ce travail à des
données réelles de fiabilité et d’analyse de survie pour montrer l’efficacité et
la maniabilité des tests proposés et leur applicabilité dans différents domaines
d’étude.

4.3.1 Exemple de données de survie

Les données de ”Arm A” du cancer de la tête et du cou [Efron (1988)],
représentant les durées de survie en jours pour n = 51 patients, sont données
dans le tableau 4.16, où ∗ représente la censure.

7, 34, 42, 63, 64, 74*, 83, 84, 91, 108, 112, 129, 133, 133, 139, 140, 140, 146, 149, 154,
157, 160, 160, 165, 173, 176, 185*, 218, 225, 241, 248, 273, 277, 279*, 297, 319*, 405,
417, 420, 440, 523*, 523, 583, 594, 1101, 1116*, 1146, 1226*, 1349*, 1412*, 1417.

Tab. 4.16. Données d’Efron.

En transformant ces données en mois, Efron (1988) a estimé la fonction
de hasard pour ces données en montrant qu’elle est unimodale. Mudholkar
et al. (1996) ont montré que la distribution de Weibull Exponentielle peut
ajuster ces données. Nikulin et Haghighi (2004, 2009) ont montré, en utili-
sant le test d’Akritas, que la distribution de Weibull généralisée donne un
bon ajustement pour ces données. Saiidia et Seddik ameur (2010) ont montré
que la loi Gaussienne inverse ajuste beaucoup mieux ces données. Nous nous
sommes proposées de l’ajuster par une distribution IWG.

Pour la distribution inverse Weibull généralisée (IWG), l’estimateur du
vecteur de paramètres θ̂ de θ maximisant la fonction de log-vraisemblance
est :

θ̂ = (α̂, β̂, γ̂)T = (19.1894, 4.6986, 3.7825)T , log-vrais = −2.9757.

Nous choisissons un nombre de classes k = 5, les éléments de la statistique
Y 2
n du test NRR sont présentés comme suit :
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âj 3.7608 6.0502 11.5407 23.0934 47, 24
Uj 9 15 5 6 16
ej 9.1206 19.1206 9.1206 9.1206 9.1206

Ĉ1j −0.00523 0.0049 0.0108 0.0130 0.1340

Ĉ2j 0.0501 0.0813 0.0241 0.0513 0.1036

Ĉ3j 0.0154 −0.0610 −0.1125 −0.0711 −0.0647

La matrice d’information de Fisher est :

Î3×3 =

 −0.7999923 −2.781990 0.6746561
−2.781990 7.316385 −0.7999923
0.6746561 −0.7999923 1.5894896



Après calcul, nous trouvons Y 2
n = 10.8094.

Et la statistique de test de Habib et Thomas est Y 2
n (θ̂) = 11.0694.

Au seuil α = 0.05, la valeur critique χ2
5 = 11.07050, d’où la distribution

inverse Weibull généralisée IWG donne aussi un bon ajustement pour les
données d’Efron ”Arm A”.

4.3.2 Exemple de fiabilité

Ces données tirées du livre de Bagdonavičius et al. (2010), représentent
les données de n = 120 dispositifs électroniques qui ont été observées pour
τ = 5.54 (années).

Le nombre de défaillances est δ = 113.
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5.5199 5.5335 5.5232 5.4860 5.4842 3.8848 3.7823 3.4684
5.1816 5.2546 5.4360 5.0929 3.4382 3.5992 3.7502 3.5019
5.3353 5.2441 5.4291 4.6324 3.5846 3.6574 3.4438 2.6205
5.4633 5.0898 5.4903 4.8858 3.5587 3.6674 3.7062 2.8370
5.0144 5.0517 5.1219 4.6001 3.3514 3.654 3.1586 2.8373
5.0951 5.1223 4.8619 3.5363 3.3625 3.7288 3.1730 2.8766
4.8406 4.8635 5.1023 3.7157 3.3802 3.3492 3.2132 2.9888
4.8679 4.9466 4.8928 3.4012 3.3855 3.3507 3.2323 3.0720
4.5992 4.6400 4.8532 3.5297 3.5110 3.8902 3.9113 3.9468
4.8351 4.8009 4.7300 3.9787 3.9903 4.0078 4.0646 4.1301
5.1766 4.9846 4.7881 4.5826 4.2919 4.2970 4.2312 4.2300
5.1710 5.0008 4.7969 4.5388 4.4932 4.2581 4.3666 4.4365
2.1461 2.3858 2.5404 3.9728 4.2885 1.9172 4.2525 4.1427
3.9551 2.3079 1.7440 4.3918 4.4919 2.3753 2.4147 2.6471
4.7164

Supposons que les taux de défaillance suivent une distribution inverse
Weibull généralisée (IWG), les paramètres du modèle sont estimés par :

α̂ = 0.0241, β̂ = 1.1034 et γ̂ = 2.3107.

Nous choisissons de prendre 10 intervalles, c’est à dire k = 10. Les
résultats intermédiaires pour calculer la statistique Y 2

n sont présentés ci-
dessous :

âj 3.8402 4.0125 4.5482 5.1182 5.5335
Uj 29 8 17 26 17
ej 2.3046 2.3046 2.3046 2.3046 2.3046

Ĉ1j −0.04833 0.0689 0.2508 0.2430 0.1400

Ĉ2j 0.1521 0.0873 0.0873 0.0504 0.0816

Ĉ3j 0.0124 −0.0700 −0.1046 −0.0851 −0.0787

La matrice d’information de Fisher estimée est obtenue comme suit :
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Î3×3 =

 −1.4453713 0.6635231 −1.3748646
0.6635231 0.6868031 −0.4618151
−1.3748646 −0.4618151 1.9582996



La matrice Ŵ :

Ŵ = (Ŵ1, Ŵ2, Ŵ3)T = (0.5860,−0.0942, 1.2564)T

Après calcul, nous remarquons que dans le cas de la distribution IWG la
matrice Ĝ est dégénérée. Donc le rang de la matrice

∑
est k − 1 = 9.

La valeur de la statistique de test est :

Y 2
n = X2 +Q = 13, 2145 + 6, 7572 = 19, 9997.

Et la valeur de la statistique de Habib et Thomas est :

Y 2
n (θ̂) = 21.874

Donc, à partir de ces résultats, nous pouvons dire que les taux de défaillance
des dispositifs électroniques ne suivent pas la distribution inverse Weibull
généralisée (IWG).

4.4 Applications au modèle AFT-IWG

Cette fois, nous considérons des exemples qui représentent des données
d’analyse de survie et de fiabilité auxquelles nous allons appliquer le test
construit précedemment pour vérifier l’hypothèse que ces données suivent un
modèle AFT-IWG .

4.4.1 Exemples de données de survie

Exemple de données de lupus
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Nous étudions l’exemple des données de survie censurées, extraites du fi-
chier ”lupus” sur le site web : http ://lib.stat.cmu.edu/datasets/. Les données
représentent les durées de survie de 40 patients de la néphrite lupus, qui sont
les temps de survie (en mois) de 40 patients atteints de lupus ayant subi une
biopsie rénale entre 1967 et 1983 et qui ont été suivis jusqu’à la mort ou à la
fin de 1990.

Nous appliquons le test NRR à ces données, pour vérifier si elle peuvent
être ajustées par un modèle AFT inverse Weibull généralisé.

xi 157∗ 268∗ 209 21 28 46 169 39 99 132 114 127 103
zi1 1 10 2 0.1 7 24 2 22 0.1 0.1 1 4 11

]

xi 39 63 159 75 32 148∗ 138 145 182 4 103 180 54
zi1 57 1 0.1 1 1 44 10 0.1 14 106 1 7 1

xi 188 19 118 48 13 165 86 78 25 4 65 62 89∗ 44
zi1 0.1 0.1 10 1 6 0.1 8 0.1 15 34 0.1 8 0.1 77

∗ données censurées.

En utilisant le logiciel statistique R, nous trouvons les valeurs des esti-
mateurs du maximum de vraisemblance des paramèt̀res :

α̂ = 0.56002, ν̂ = 0.0042, γ̂ = 0.0797, β̂0 = −17.5789, β̂1 = 37.9916.

Nous prenons (par exemple) 6 intervalles (k = 6).

Pour calculer la statistique Y 2
n du test NRR, nous présentons les calculs

intermédiaires :

âj 28.46 60.2 94.2 136.78 172.56 268
Uj 7 7 7 7 7 5
Zj −1.584 −1.584 −1.584 −1.584 −1.584 −1.9
ej 17.019 17.019 17.019 17.019 17.019 17.019

La matrice estimée de la matrice C est :
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Ĉ =


−1.272 ∗ 10−3 1.186 ∗ 10−3 5.337 ∗ 10−5 1.231 ∗ 10−3 1.257 ∗ 10−3 −0.006
−42.319 40.608 1.130 41.397 41.690 −208.690
0.045 −0.119 0.046 −0.081 −0.059 0.276

1.535 ∗ 10−5 −4.017 ∗ 10−5 1.549 ∗ 10−5 −2.722 ∗ 10−5 −1.993 ∗ 10−5 9.346 ∗ 10−5

−1.065 ∗ 10−4 −9.631 ∗ 10−5 1.365 ∗ 10−4 00 3.68 ∗ 10−5 −2.15 ∗ 10−4


D’où

Ŵ =
[

0.0736 2425.971 −2.6921 −0.0009 0.0035
]T
,

et la matrice d’information de Fisher estimée

Î5×5 =


4.28 ∗ 10−4 14.501 −3.669 ∗ 10−2 −1.183 ∗ 10−5 −2.2282 ∗ 10−5

14.501 4.911 ∗ 10+5 −1219 −0.412 −0.756
−3.669 ∗ 10−2 −1219 3.070 1.037 ∗ 10−3 1.982 ∗ 10−3

−1.183 ∗ 10−5 −0.412 1.037 ∗ 10−3 00 00
−2.228 ∗ 10−5 −0.756 1.982 ∗ 10−3 00 00



Donc on trouve

Ĝ =


7.496 ∗ 10−5 2.797 −1.99 ∗ 10−2 00 −3.356 ∗ 10−5

2.797 1.033 ∗ 10+5 −686 −0.2318 −1.129
−1.991 ∗ 10−2 −686 −2.296 7.759 ∗ 10−4 2.396 ∗ 10−3

00 −0.2318 7.759 ∗ 10−4 00 00
−3.356 ∗ 10−5 −1.129 2.396 ∗ 10−3 00 00



Nous obtenons les quantités

Q = 3.306, X2 = 8.986

la valeur de la statistique de test est alors Y 2
n = 12.292 < χ2

0.05,6 = 12.5916.
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D’où, nous concluons que la distribution AFT-GIW peut s’adapter au
données de ”lupus”.

La statistique du test Habib et Thomas pour ces données est :

Y 2
n (θ̂) = 11.025

Ce qui signifie que le modèle AFT-IWG ajuste les données de Lupus selon
les deux tests.

Exemple de Lawless (Cancer du poumon)

Nous utilisons les données de Lawless (2003) qui représentent les données
de 40 patients de cancer du poumon. Chaque patient est indéxé par un statut
de performance (PS) nommé l’indice de Karnofsky, sur l’échelle de 10 à 90 :
10, 20 et 30, 60 s’il est limité à l’hôpital, et 70, 80 et 90 s’il est en mesure de
prendre soin de lui même. Donc, nous utilisons deux variables : le Traitement
et l’état de la performance.

L’objectif principal de l’étude initiale était de comparer les effets de deux
traitements de chimiothérapie à prolonger le temps de survie. Tous les pa-
tients ont reçu un traitement préalable et ont ensuite été assignés au hasard à
l’un des deux traitements, standard et test, présentés dans le tableau suivant :

Traitement : standard, * censuré

Temps 411 126 118 82 8 25* 11
PS 70 60 70 40 40 70 70

Temps 54 153 16 56 21 287 10
PS 80 60 30 80 40 60 40

Temps 8 12 177 12 200 250 100
PS 20 50 50 40 80 70 60
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Traitement : test, * censuré

Temps 999 231* 991 1 201 44 15
PS 90 50 70 20 80 60 50

Temps 103* 2 20 51 18 90 84
PS 70 40 30 30 40 60 80

Temps 164 19 43 340 231
PS 70 30 60 80 70

Si on choisit k = 6 intervalles, les estimateurs du maximum de vraisem-
blance des paramètres du modèle AFT-IWG obtenus, sont :

α̂ = 3.5641, ν̂ = 4.0172, γ̂ = 2.1348,

β̂0 = 0.9843, β̂1 = 0.0686, β̂2 = 0.2863.

Pour appliquer la statistique Y 2
n du test NRR à ces données, nous avons

calculé les éléments suivants :

âj 10.54 30.94 65.54 119.66 218.01 999
Uj 5 9 5 5 6 7
êj 6.3468 6.3468 6.3468 6.3468 6.3468 6.3468

La matrice inverse de la matrice Ĝ est

Ĝ−1 =


0.0021 0.0064 0.021 0.0461 0.0845 0.0905
0.0064 0.0054 0.1346 0.3408 0.4107 0.6751
0.021 0.1346 0.0087 0.6432 0.7655 0.9921
0.0461 0.3408 0.6432 0.0076 0.0213 0.9321
0.0845 0.4107 0.7655 0.0213 0.0092 0.8675
0.0905 0.6751 0.9921 0.9321 0.8675 0.0089


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Le vecteur Ŵ est donné par :

Ŵ = (2.1304,−0.0021,−0.0543, 1.5634, 1.8764,−0.00436)T ,

Après calcul, on trouve :

Q = 0.5638,

et
X2 = 2.8643,

donc la statistique Y 2
n = 3.4281.

D’un autre côté, la valeur de la statistique du test de Habib et Thomas
est : Y 2

n (θ̂) = 5.817.

Nous concluons que L’hypothèse testée selon laquelle les données du can-
cer du poumon sont ajustées par le modèle AFT-IWG n’est pas rejetée.

4.4.2 Exemple de données de fiabilité

Nous considérons l’exemple utilisé par Bagdonavičius et Nikulin (2011),
donnant le temps de rupture électrique d’unités testées à 100.3, 122.4, 157.1, 219.0
et 361, 4KV/mm, pour évaluer la structure du système des tensions.

Les principaux objectifs de l’analyse étaient de lier le temps de panne
et le voltage et d’obtenir un modèle qui pourrait être utilisé pour l’extra-
polation à des voltages inférieurs. Les méthodes de diagnostic suggèrent
un modèle AFT-Weibull. Lawless a utilisé une des méthodes paramétriques
basées sur les rapports de vraisemblance pour vérifier la distribution Weibull
et le modèle AFT-Weibull power rule séparément. Aucun des tests ne contre-
dit le modèle AFT-Weibull power rule. Mais Bagdonavičius et Nikuln (2011)
ont montré (en utilisant le test d’ajustement de Chi-deux modifié) que ces
données ne suivent pas le modèle AFT-Weibull power rule.
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Nous appliquons maintenant à ces données un test d’ajustement du Chi-
deux au modèle AFT-IWG.

Temps de rupture diélectrique d’unités testées Le stress de Voltage kV/mm
606, 1012, 2520, 2610, 3988, 4100, 5025, 6842 100.3
188, 297, 405, 744, 1218, 1340, 1715, 3382 122.4
49, 99, 154.5, 180, 291, 447, 510, 600, 1656, 1721 157.1
15, 16, 36, 50, 55, 95, 122, 129, 625, 700 219.0
0.10, 0.33, 0.50, 0.90, 1.00, 1.55, 1.65, 2.10, 4.00 361.4

En utilisant le logiciel statistique R, nous trouvons les valeurs des esti-
mateurs du maximum de vraisemblance des paramètres :

α̂ = 1.4767, ν̂ = 2.4607 ∗ 10−7, γ̂ = 1.3831,

β̂0 = −9.2415, β̂1 = 27.3021.

Si on choisit par exemple k = 6 intervalles, pour calculer la statistique
Y 2
n du test NRR, nous avons besoin de ces résultats :

âj 3.85 90.08 295.4 687.43 2328.56 6842
UJ 8 7 8 7 8 7
Zj 0.869 0.72 0.869 0.72 0.869 0.72
ej 2.166 2.166 2.166 2.166 2.166 2.166

Ĉ4j −3.7 ∗ 10−8 −3.24 ∗ 10−8 −3.7 ∗ 10−8 −3.24 ∗ 10−8 −3.7 ∗ 10−8 −3.24 ∗ 10−8

Ĉ5j −3.69 ∗ 10−10 −2.65 ∗ 10−10 −2.44 ∗ 10−10 −1.73 ∗ 10−10 −1.52 ∗ 10−10 −8.96 ∗ 10−11

Le vecteur Ŵ est alors :

Ŵ = (−1.2034, 0.0021,−0.0534, 1.0374,−1.7742, 0.05276)T ,

et la forme quadratique Q de la statistique Y 2
n :

Q = 45.8274,
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et
X2 = 22.7813

On déduit la statistique Y 2
n du test NRR est : Y 2

n = 68, 6087.

Il est évident que ces données contredisent, le fait quelles suivent un
modèle AFT-IWG.

Mais, en appliquant le test de Habib et Thomas, la valeur de la statis-
tique : Y 2

n (θ̂) = 9, 712. Donc le test ne contredit pas l’hypothèse H0.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons construit un modèle de durées de vie très
flexible, soumis à un temps de vie accéléré, par des variables explicatives
représentant différents stress. Ce type de modèle est très utile particulièrement
en industrie, car il permet d’optimiser la fiabilité du matériel et sa mainte-
nance.

En analyse de survie, il peut aussi donner les résultats de certains essais
thérapeutiques en un temps relativement court.

Nous avons par ailleurs, construit un test d’ajustement pour ce modèle,
en tenant compte de la censure. Nous avons donné la forme explicite de la
statistique de test et nous avons élaboré un logiciel de calcul nous permettant
de vérifier la validité du modèle. Nous avons aussi calculé complètement la
matrice d’information de Fisher du modèle.

En perspectives, nous nous proposons de faire une étude comparative
de ce modèle et des modèles Weibull généralisé, inverse gaussien et log-
logistique, et ceci selon la forme de la fonction risque. Nous projetons aussi,
l’étude de mélange de deux lois inverses Weibull généralisées, pour décrire
une même population avec des paramètres différents.
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[14] Bagdonavičius, V., Masiulaityle, I., Nikulin, M. (2010) Parametric esti-
mation of redundant system reliability from censored data. In : Mathe-
matical and Statistical Methods in Reliability (Balakrishnan, N., Niku-
lin,M., Rykov, V. (Eds)), Springer Verlag : Boston.
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[17] Bagdonavičius, V., Nikulin, M. (2011a). Chi-squared Goodness-of-fit
Test for Right Censored Data. International Journal of Applied Ma-
thematics and Statistics, vol. 24, p 30-50.

[18] Bahadur Sankhya, R. R., (1958) Examples of Inconsistency of Maximum
Likelihood Estimates, The Indian Journal of Statistics (1933-1960), V
20, No. 3/4 , p 207-210.

[19] Birnbaum, Z. W. and Saunders, S. C. (1969a). A new family of life
distribution, Journal of Applied Probability, vol. 6, p 319-327.

104



[20] Birnbaum, Z. W. and Saunders, S. C. (1969b). Estimation for a family
of life distributions with applications to fatigue, Journal of Applied Pro-
bability, vol. 6, p 328-347.

[21] Bolard P, Quantin C, Esteve J, Faivre J, Abrahamowicz M. (2001a)
Time dependent hazard ratio in relative survival with application in
colon cancer. Journal of Clinical Epidemiology 54, p 986-996.
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