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Résumé

Ce mémoire est consacré a ’étude mathématique et numérique du probléme de bila-
placian, et d’un probléme intégro-différentiel non linéaire.

Concernant le probléme de bilaplacian, nous proposons deux types de formulations
variationnelles du probléme continu. Pour la discrétisation, nous utilisons soit la méthode
des éléments finis, soit la méthode des différences finies selon la situation favorable.

Pour le probléme intégro-différentiel non linéaire D1 et D2, nous établissons la for-
mulation variationnelle du probléme et nous utilisons la méthode des éléments finis pour
sa discrétisation. Nous proposons la méthode itérative de Newton pour la résolution nu-
mérique du systeme d’équations non linéaire obtenu. Des simulations numériques sont

présentées a la fin de chaque chapitre pour valider I'aspect théorique.

Mots Clés : Bilaplacian, Différences finies, Eléments finis, Formulation variation-

nelle, Intégro-différentiel non linéaire.

Abstract

This memory is devoted to mathematical and numerical study of the Bi-Laplacian
problem and nonlinear differential integration problem.

For the Bi-laplacian, we propose two variational formulations of the problem. To
discretize the problem, we use the finite element method or the finite differences following
a favorite situation.

For the nonlinear differential integration problem, we establish the variational for-
mulation of the problem and we discretize it by the finite element method. To solve
numerically the problem, we propose the Newton iterative method. Numerical simula-

tions are presented to validate the theoretical study..



Introduction

Un grand nombre de problemes de la physique mathématique peuvent étre modélisés
par des équations aux dérivées partielles. Nous entendons par ces modeéles, un ensemble
d’équations (ou d’inéquations) associées aux conditions aux limites sur la frontiére du
domaine spatial, ou le phénomeéne est étudié. La plupart de ces phénoménes sont non
linéaires, les cas parmi les plus célebres étant ’équation de Boltzmann en mécanique sta-
tistique, les équations de Navier Stokes en mécanique des fluides (équations qui consti-
tuent d’ailleurs une approximation de 1 équation de Boltzmann), les équations de Von
Karman des plaques planes en grands déplacements (cf. [3],[4],[6],[10],[13],[14],[17]), etc. ..
Tout cela explique pourquoi, dans des sujets tres divers, la modélisation par les équa-
tions aux dérivées partielles, suivie de ’analyse théorique, puis numérique, suivie a son
tour par la simulation numérique, est devenue une démarche de base. Cette modélisa-
tion des phénomenes que 1’on rencontre surtout dans les sciences de I'ingénieur, conduit,
éventuellement apres une étape de discrétisation par I'une des méthodes : méthode des
différences finies, méthode spectrale, méthodes volumes finis et méthode des éléments
finis (cf. [7],[9],[10],[11],[18],[19], & la résolution de systémes d’équations en dimension
finie.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude mathématique et numérique, d’une
part, au probléme de bilaplacian avec conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann,
et d’autre part, & une équation intégro-différentielle non linéaire aux conditions aux
limites de Dirichlet en D1 et D2.

Concernant le premier probleme, il modélise le déplacement verticale u d’une plaque
élastique carrée (), parfaitement encastrée sur son bord est soumise a une densité des
efforts perpendiculaires a la plaque, de la force f (cf. [2], [3], [4], [7], [10], [11]). Nous pro-
posons, ici, deux types de formulations variationnelles du probléme qui sont bien adaptées
aux méthodes d’approximation. Pour la discrétisation du probleme, les méthodes des dif-
férences finies ou éléments finis sont utilisées pour I’approximation du probléme.

Pour ce qui concerne le deuxieme probléme, il s’agit de mettre en oeuvre la méthode



des élément finis dans le cas d’une équation intégro-différentielle non linéaire du second

ordre en dimension un et deux(cf. [9], [10], [11], [13]).

Ce mémoire comporte trois chapitres et une introduction générale. Le chapitre 1
est consacré aux quelques définitions d’espaces fonctionnels et de certains théorémes
importants. Le chapitre 2 traite I’étude mathématique et numériques du probléme de
bilaplacian, et propose deux types de formulations variationnelles du probléme continu
ainsi que leurs analogues discrets. Le chapitre 3 étudie une équation intégro-différentielle
non linéaire aux conditions aux limites de Dirichlet en D1 et D2 et établit la formulation
variationnelle du probléme ainsi que son analogue discret. Pour la résolution numérique,

la méthode itérative de Newton est proposée.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Notions préliminaires

On rappelle quelques définitions d’espaces fonctionnels et de certains théorémes im-
portants (cf. [1], [4], [9], [13]) qui seront utiles pour le développement ultérieur de notre

travail.

Dans un espace vectoriel V', un produit scalaire a(.,.) est une forme bilinéaire symé-
trique et définie positive, c’est-a-dire une application de V' x V dans R satisfaisant :

- Symétrie : a(z,y) = a(y, z),

- Bilinéairité : a(.,.) est linéaire continue par rapport a la deuxiéme argument par
symétrie,

- Définie positive : a(z,z) > 0 et a(z,z) =0 < x = 0.

Definition 1 La forme bilinéaire a(.,.) est dite V-elliptique s’il existe une constante

a >0 telle que
Ve eV, a(z,z) > a|z|. (1.1)



1.1.1 Définitions de quelques espaces fonctionnels

Definition 2 Soit Q) un ouvert de R™. On définit
CQ):={u:Q2—R|u est continue}
C(Q) :={u:Q — R |u est continue et se prolonge continiment & Q }
Proposition 3 Sur C(Q2), l'application
e @ C@—R

u > sup |u(z)]
e

est une norme.

Definition 4 Soit Q un ouvert de R™. Une fonction u : Q0 — R est dite de classe C* sur

Q) st toute ses dérivées partielles jusqu’a ['ordre k existent et sont continues

Les espaces L
Soit Q2 C R™ un ouvert de frontiere 02 réguliére et soit p € R avec 1 < p < o0
LP(Q) = {f : 2 — R; f mesurable et telle que/ |f(2)]P dx < oo} (1.2)
Q

ol dx est la mesure de Lebesgue.

La norme associée a LP({2) est :

nmm—uyuwmrp (13)



- Si p =1, 'espace L'(Q) s’écrit :

LY(Q) = {f : Q2 — R; f mesurable et telle que/Q |f(z)|dx < oo} (1.4)
- Si p = 2, l'espace L*(Q) s’écrit :

L*(Q) = {f : Q — R; f mesurable et telle que/Q |f(z) dz < oo} (1.5)

est muni d’un produit scalaire

(F)e = [ Foda, (1.6)

la norme associée est :

nﬂmz{LVqufn (17)

- Si p = 00, on définit 'espace L>°(€2) par

L>*(Q) = {f : Q2 — R; f mesurable et telle que supess |f(x)| < oo} (1.8)

€

ou

supess |f(z)| = inf {¢;|f(z)] <c¢ p.psur Q} (1.9)

FISY)

La norme associée a L>®() est :

[l = SUPGSSSIf(iN (1.10)

Theorem 5 (Fubini) Soit f une fonction intégrable sur un rectangle R = [a,b] X [c, d]

et a valeurs réelles, on a :

[ fayydady = [(] Fy)dy)de = [(f £z, y)da)dy.

Ce théoréme permet de calculer I'intégrale double par deux intégrales simples succes-

sives.
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Espace des fonctions tests D({2)

D(Q)={v:QCR" - R,ve C®et suppv C Q}

(1.11)

supp(v) étant le plus petit ensemble fermé qui contient I’ensemble des points ou v

non nulle.

Proposition 6 L’espace D(2) est dense dans L?(2).

Les espaces de SobolevW?(Q))

whe(Q) = {U € [P Vi=1,2,..,n avec

On pose
wW2(Q) = HY(Q)
ou
ov
H(@Q)={v:Q—R L*(Q), —
@ ={v: 0 Rue @, 3
et

ov

al’i

e LP(Q)}

€ @), (=T}

WOLQ(Q) = Hy(Q) = {v c H'(Q) tel que v = 0 sur 89}

Soit v € W 12(Q), cet espace est muni de la norme

n
[vllwrm@) = vl + Z
i=1

ou bien la norme équivalente

(uvufzp 5
=1

11

v
al‘l‘

ou
8Ii

1
p p
p

1p

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

~—~

1.16)

~—~

1.17)



L’espace H'(€2) est muni du produit scalaire
0 8
(u,v) ) = (w,v) 2 + Z - U (1.18)

la norme associée & H'(Q) est

(%
0]l 71 (IIUHLz ) (1.19)
T 12
VYm € N, on a:

H™Q) = v:QCR" =R, LeL2(Q) Vk =0,m (1.20)

B ‘ 81‘11 8xzk 7 o .
@) = {voor verz@, 2 e 2@, -2 e 12

N ’ ’ 781‘1‘ ’8@-6%
H3(Q) = H*(Q)nN {v/v = g_v =0 sur 3Q)} (1.21)

n

v

HY(Q) = QCR"—>R
( ) {U - N ani’l....anLk

€ L*(Q), Vk =0, 1,2,3,4}

1.1.2 Formule de Green

Theorem 7 Soit Q un ouvert borné de R™ dont le bord 0S) = I' est continu, admettant
tout au plus des discontinuités de premiere espéce pour le vecteur tangent (i,e; typique-
ment des point anguleuz). Si u et v sont deux fonctions des variables (x1, ..., z,), définies

de Q2 a valeurs réelles, appartenant a C* (Q) N C° (ﬁ) ,ona:

ou ou
wd) = —/u. aQ +/ uv y,dI 1.22

\ s - SN 2 — P
Ou vy, désigne la composante selon la i-iéme coordonnée x; du vecteur normal v, extérieur

a Uouvert €.

Remark 1 On remarque que la formule de Green (1.22) n’est rien d’autre que la

12



généralisation de la formule d’intégration par partie en dimension un.

1.1.3 Variante de la formule de Green

Il est possible d’appliquer la formule de Green pour des fonctions v possédant une
régularité plus faible que celle que nous avons mentionnée ci-dessus. Si u et v € H(),

on peut énoncer le théoréme suivant :

Theorem 8 (cf. [10]) Soit Q un ouvert borné de R"™ dont le bord 02 = T" est continu, ad-
mettant tout au plus des discontinuités de premieres espéces pour le vecteur tangent (i, e;
typiquement des point anguleuz). Si u et v sont deux fonctions des variables (x1, ..., ,),

définies de S a valeurs réelles, tels que
we C*(Q)NC (@) etv e C Q)N C (Q)

On a alors

/Au.de: —/Vu.Vde+/ g—uvdf,(Z) (1.23)
0 Q

a0 on

: : u o
Ou n désigne le vecteur normal extérieur a l'ouvert ) et — la projection du vecteur

on
gradient dans la direction de la normale n.
1.1.4 Inégalité de Cauchy Schwarz

Theorem 9 (cf. [10]) Soient u et v deux fonctions appartenant a L*(2), on a :

2

/u.v.dQ < /ude . /UQdQ ) (1.24)

Q Q Q

NI
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1.1.5 Inégalité de Poincaré

Theorem 10 Soit u une fonction appartenant & l'espace de Sobolev H}(2). Il existe une

constante C(2) telle que

/|uz|d9§ C(Q)./Wufdﬂ. (1.25)

Q
1.1.6 Théoréme de Lax-Milgram

Theorem 11 Soient V un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire sur V -x V et
L une forme linéaire définie sur V vérifiant les propriétés suivantes :
- a(.,.) est continue : 3Cy > 0 telle que
0l ) < Cyllull ol ¥(uw,v) €V x V
- a(.,.) est V-elliptique : 3Cy > 0
a(v,v) > Co. ||v]|*,Yv eV,
- L(.) est continue : 3C3 > 0 telle que
IL(0)] < Cs o]l , Vo € V.

Alors, il existe une seule solution u appartenant a V' solution du probléme variationnel
a(u,v) = L(v), Yv € V. (1.26)

Theorem 12 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert, alors pour toute

forme linéaire continue x* sur H, il existe x € H tel que

' (y) = (y,r),Yy € H

L’application © — x* de H dans H' est alors une isométrie surjective de H dans

H'.

14



1.1.7 Base orthonormée d’un espace de Hilbert

Definition 13 (¢/.[7]) Soit {e;},.; une famille de vecteurs d’un espace de Hilbert H
1— On dit que cette famille est orthonormée si
Vi,jel,(e,ej) =0di;
2— On dit que cette famille est totale si

[{ej}jel] =H

3— Une famille (ej)jel de vecteurs de H totale et orthonormée s’appelle une base

hilbertienne de H.

Proposition 14 Soit (€j>j€1 une famille orthonormée d’un espace de Hilbert H. Alors

Ve e H, Y (z,¢)* < ||z|>

jEI
Proposition 15 Soit (ej)jef une base orthonormée d’un espace de Hilbert H. Alors on
a:

Vee Hx =) (x,¢e)) e,

jeI
Theorem 16 Soit (e;),., une famille orthonormée de H. Les propriélés suivavtes sont
équivalentes :

1. (€j);c; est une base orthonormée de H.

2.¥r € H: |z||> =3 [z, e;)|* (égalité de Bessel).

jeI
Theorem 17 Tout espase de Hilbert H, posséde une base orthonormée, de plus si H est

séparable alors admet une base hilbertienne dénombrable.

1.1.8 Théoréme des traces

On sait qu’une fonction Lipschitzienne définie sur un ouvert €2 peut se prolonger par
continuité jusqu’au bord de €2, ce qui permet de donner un sens a la notion de trace de
la fonction sur le bord. On va montrer que I’on peut, dans une certaine mesure, faire une

construction équivalente dans le cas de fonctions moins réguliéres.

15



Theorem 18 Soit ) un ouvert borné et lipschitzien de R%. L’application
Yo i u € C®(Q) — vo(u) =u /0Q € L*(09),

se prolonge de manicre unique, et de fagon continue a l’espace de Sobolev H'(S). On

appelle Uopérateur v, ainsi obtenu : l'application de traces.

Remark 2 L’opérateur y, n'est pas surjectif sur L?(0S2). L’image de ~yest un espace de

Sobolev fractionnaire appelé H %(89) et qui est un Hilbert pour la norme

1903 oy = o2 il

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu R, : H2(09) — HY(Q), dit
de relévement, qui vérifie

’YOORO = ]daﬂ

Proposition 19 L’opérateur de traces ainsi construit permet d’écrire une formule d’in-
tégration par parties

Yu € H'(Q),VP € (Hl(Q))d,/

u. div ®dx + /
Q

V@.udx:/ (7ow)-(7o®).vds.
Q o9

1.1.9 Matrice symétrique définie positive

Definition 20 1. Une matrice A € M, (IR)est dite symetrique si A* = A.
2. Une matrice symétrique A € M, (IR) est dite définie positive si pour tout vecteur

v e IR™, on avtAv >0, Vv #0.

Proposition 21 Toute matrice A € M, (IR) symétrique définie positive est inversible.

16



Chapitre 2

Le probléme de bi-laplacien

Dans ce chapitre, nous allons présenter I’étude mathématique et numérique de ’équa-
tion de bilaplacien (cf. [2], [3], [4], [7], [10], [11]) qui décrit le déplacement vertical u suivant
I’axe (0%) d’une plaque élastique carrée ) parfaitement encastrée sur son bord et soumise
a une force f perpendiculaire & cette plaque (voir figure 2.1). Dans cette étude, nous
proposons deux types de formations variationnelles faibles et nous donnons les avantages
et les inconvénients de chacune de ces formulations ainsi que nous approximons, soit par

la méthode des différences finies, soit par la méthode des éléments finis.

]
\{\h

Plaque lastique

17



2.1 Position du probléme

La formulation mathématique du probléme est donnée par :

Trouver u € H*(Q) solution de

Ay = f dans €2
(PC1) ou , (2.1)

u:%:O sur 0f)

ot 'opérateur bilaplacien A? est défini par

ot ot ot
" Ot + 28x28y2 + Oyt

A? = A(A)

2 désigne le carré ]0,1[x]0, 1] de normale extérieure n et de frontiére réguliere OS2, et f

est une fonction donnée appartenant a L?(2) N H*(L).

2.2 Formulations variationnelles du PV

Dans ce qui suit, nous allons proposer deux types de formations variationnelles faibles

et nous donnons les avantages et les inconvénients de chacune de ces formulations.

2.2.1 Premiére formulation variationnelle PV'1

On se donne une fonction test v. Multiplions par v I’équation aux dérivées partielles

du probléme continu et intégrons sur €2, on obtient ainsi

/QA2u.de:/Qf.de, (2.2)

18



ou df) = dx dy.
Utilisons successivement deux fois la formule de Green, le membre de gauche de (2.2)

s’écrit de la maniére suivante :

/ A2udQ = / A(Au)vdQ = — / V(Au).VodQ + / LCN
Q Q Q s On
A
- / Au.AvdS) — / Ay 4 / A e, (2.3)
Q o0 on o0 On

L’étape suivante de la formulation variationnelle consiste a définir 'espace V. En effet,
les conditions aux limites traduisant I’encastrement de la plaque le long de son bord 0f2
apparaissent dans la formulation intégrale (2.3), c’est la raison pour laquelle, on impose

aux solutions v de V' de staisfaire

ov

'U:%:

0 sur 0€). (2.4)

En prenant en considération les conditions aux limite (2.4), la derniére équation (2.3)

devient

/A2u.de:/Au.Ade. (2.5)
0 Q

Finalement, on obtient la formulation variationnelle suivante :

Trouver u € V solution de (2.6)

/Au.Ade = /f.de, Yo eV,
Q Q

ou 'espace V est défini par :
2 v 2
V=H(Q)n U/U:%zosuraﬂ = Hi ().

Posons

a(u,v) = / Au.AvdQ) et l(v) = [ fodQ.
Q

19



Le probléme (2.6) s’écrit d’une fagon générale :

Trouver u € HZ() solution de
(PV1) (2.7)

a(u,v) =1(v), Yo € HZ(Q).
Remark 3 La construction du cadre fonctionnel de l'espace V. (V = HZ(RY)), correspon-
dant au cadre d’existence des fonctions tests v, doit répondre aux impératifs de conserver
Uensemble de linformation présente dans la formulation du probléme continu (PC1).
Pour ce faire, seules des propriétés de régularité doivent étre ajoutées aux conditions aux

limites (2.4) afin de garantir la convergence des intégrales de ’équation (2.6).

En effet, 'intégrale de gauche de 1’équation (2.6) peut étre contrdlée par :

/Q Au.Ade‘ < /Q Au.Av] dQ < [ /Q (Au)2dQF [ /Q (Av)zdﬂr, (2.8)

ou 'on aura utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On considere alors la norme naturelle de ’espace de Sobolev H?() :

Vu € H*(Q) :
ol = Bty + S |2+ 5 22| 29)
u 2 = u 2 y .
e Fo i=1.2 @) =12 01,0z L2(Q)
avec
Yu € L*(Q) HuHL2 / |u|? d€. (2.10)
En conséquence, on a :
Vu € H2(Q) : [/(Au)Qdﬂ] < JlufZagey - (2.11)
Q

20



On reprend alors I'intégrale du membre de gauche de (2.6) par le biais de 'inégalité (2.8)

‘/ﬂm.mm‘ < Jall ey - 1ol e - (2.12)

Autrement dit, il suffit de considérer u et v dans H?(Q)) pour garantir la convergence de
'intégrale du membre de gauche de I’équation variationnelle (2.6). De méme en utilisant
de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le membre de droite de 1’équation(2.6) est

majoré par :

/fwdak;/VmMqummgwwpﬂ- (2.13)
Q Q

Finalement, le bon choix de l’espace V, pour assurer la régularité de la solution du

probléme continu (PC1), est 'espace V = HZ(Q).

Existence et unicite de la solution faible du probléme PV1

Reprenons la formulation variationnelle (PV'1) et afin de prouver l’existence et 1'uni-
cite de la solution faible du probléme variationnel (PV'1), la mise en oeuvre du théoréme
de Lax-Milgram nécessite le choix d’une norme & définir sur I'espace fonctionnel Hz(S2).
Or, comme HZ(2) C H?(R), il est intuitive de mesurer la taille des fonctions de HZ(2)

par la norme naturelle de H?(Q2). Autrement dit, on pose :

2 2

ov?
8:@8@3

ov
al‘i

vo € Hi(Q) : ol = |Iol3s, + > (2.14)
1=1.2

L2(Q) =12 L2(Q)

On constate alors que la forme bilinéaire a(.,.) n’est autre que le produit scalaire dont la

norme de H?(Q) est issue :

Vv € H*(Q) : a(v,v) = / Av.AvdS)
Q
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Dans ces conditions, les espaces de Sobolev H?(2) et HZ(f2) - comme l’espace HZ() est
un sous-espace fermé de I'espace H?())- sont des espaces de Hilbert pour la norme de
H?(Q) (pour plus de détails, on pourra par exemple, consulter les ouvrages de H. Brezis
[4], Ciarlet-Raviart [11]).
En conséquence, on a alors :

— la forme bilinéaire a(u,v) = [, Au.AvdQ est continue sur V x V et de plus
elle est V-elliptique,

— la forme linéaire [(v) = [, f.vdQ est continue sur V.

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, le probléme variationnel (PV'1) admet une solution

unique u € HZ(Q).

Remark 4 La formulation variationnelle PV'1 a surtout un intérét analytique puisque la
solution u du probléme PV'1 appartenant & HZ(S)) (c’est une bonne chose pour la régula-
rité de la solution). Contrairement & l’aspect numérique, cette formulation ne permet pas
d’utiliser la méthode des éléments finis (MEF) P1 de Lagrange puisque elle conduirait
a ce que le membre de gauche de (PV'1) serait identiquement nul. En effet, les dérivées
partielles secondes d’une fonction de degré inferieur ou égal & un par rapport au couple
de variables (x.y) étant nulles, il s’ensuit que la laplacien d’une telle fonction l'est de
méme. Il n'est donc vraiment pas recommandé d’utiliser de telle méthode pour résoudre
numériquement par approrimation variationelle ce probléme, cela, donc, constitue un in-
convénient majeur. Nous proposons alors la méthode des différences finies (MDF) pour

résoudre numériquement (PC1).
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2.2.2 Deuxiéme formulation variationnelle PV ?2
Formulation du probléme continu PC?2

Ciarlet-Raviart [11] ont proposé une autre méthode basée sur une formulation varia-
tionnelle dite formulation mixte afin de pouvoir utiliser des éléments finis de classe C°.
Cette méthode repose sur la décomposition du probléeme(PC1) en deux sous-problémes
découplés. Pour ce faire, nous allons mettre les étapes a suivre : soit u une solution du

probléme (PC1), on introduit & présent une fonction ¢ définie par :

Au = 6. (2.15)

Si 'on remplace (2.15) dans le probléme (PC1) et on introduit le cadre variationnel conve-
nable, a savoir ¢ dans L? () avec A¢ dans H~! (Q) et u dans H} (). Ce cadre va nous
permettre de définir une méthode approchée de classe C° ayant un bon comportement.

Si w est solution du probléeme (PC1) alors le couple (¢,u) € H?*(Q2) x HZ(Q) est

solution du probléme continu suivant :

—Ap=f dans €

(PC2) —Au=¢ dans Q | (2.16)
ou
U = o 0 sur 02

Pour obtenir une formulation variationnelle (PV2) associée au probléme continu (PC?2),
on prend (¥, v) un couple de fonctions tests appartenant a H'(Q2) x H} (). La fonction
U sera la fonction test associée a la fonction ¢ et la fonction v associée a la deuxiéme
inconnue u. Ensuite, on multiplie chacune des équations aux dérivées partielles du pro-

bléme continu(PC2) par la fonction correspondante et on integre sur 2; on obtient alors
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les équations suivantes :

— [, Ap.WdQ = [, A(Au)vd2 = [, VOVEAQ + [0 %\Pdv = [, f0dQ

. (2.17)
— Jo AuwdQ = [, Vu.VodQ + [, 8—n.vdfy = [, $.vdQ

On utilise alors les conditions aux limites portant sur u et sa dérivée normale, identique-

ment nulles sur le bord 052 de f).

Concernant la dérivée normale de u, compte tenu du fait que les valeurs de u n’inter-
viennent nullement dans les intégrales de la double formulation (2.17), afin d’en conserver
la mémoire dans le probléme continu (PV2), on introduit les propriétés qui conviennent
dans I'espace fonctionnel dans lequel la fonction ¥ sera générique. Ainsi, lorsqu’on rem-
place dans le systéme (2.17) les conditions aux limites portant sur le bord 02, en choi-
sissant comme espace fonctionnels H*(Q2) x H}(2) pour les inconnues (¢, u), d’une part,
et H}(Q2) x H'(Q) pour le couple de fonctions tests (¥,v), d’autre part. La double for-
mulation variationnelle s’écrit :

Trouver le couple (¢, u) appartenant & H'(Q) x H}(Q) solution de :

a1 (¢, V) = [, Vo.VUdQ = [, f.0dQ = Ly(¥), YU € HY(Q),

(PV2)
az(u,v) = [, Vu.VodQ = [, ¢.vdQ = Lyg(v), Yo € H'(Q),

(2.18)

Le systéme (2.9) s’écrit d’une fagon générale.

Trouver le couple (¢, u) € H'(2) x H(£2) solution de :

(PV2) ay (¢, W) = Ly (D), VU e HY(Q)  (a) (2.19)
as(u,v) = Ly(v), Vo € Hy () (b)

Existence et unicite de la solution faible du systéme PV2

Nous allons montrer que les problémes variationnnels (a) et (b) admettent des solutions

faibles.
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Pour le pobléme variationnel (a), on peut montrer que :
— la forme bilinéaire a;(.,.) est continue et V-elliptique sur H'(Q) x H*(Q),
— la forme linéaire [(.) est continue sur H'(f2).
Selon le théoréme de Lax-Milgram, le probléme variationnel (a) admet une solution

unique u appartenant a H'((2).

De la méme maniére, on peut montrer que le probléme variationnel (b) admet une solution

unique u appartenant a Hj(£2)

Remark 5 Ce systéeme de formulation variationnnelle (PV2) permet 'utilisation de la
méthode des éléments finis (MEF) P, de Lagrange pour résoudre de maniére approchée le
probléme (PV2). Notons que la solution faible u du probléeme (PV2) appartient a H}(Q)
(celle de (PV1) appartenant a HZ(SY)). Seulement, on a a résoudre un systéme de deuzx
sous-problémes couplés, ot le 2™ probléme dépend du premier probléme. Cette double

résolution, en analyse numérique, constitue un inconvénient pour la stabilité numérique.

2.3 Partie numérique

2.3.1 Discrétisation du probléme PV1 par MDF

Comme nous ’avons indiqué dans la remarque 2.1, la méthode des éléments finis P1
de Lagrange ne peut étre appliquée a la formulation variationnelle (PV'1). Pour cela,
nous proposons la méthode des différences finies pour la discretisation du probleme PC'1.

Pour ce faire, on introduit un pas de discrétisation constant i et on maille unifor-
mément le carré 2 . On construit la suite des points M;; de coordonnées (z;,y;) en
découpant l'intervalle [0, 1] en (N + 1) sous-intervalles, ou chaque sous-intervalle est de
longueur Az = h = 1/(n+1). Les points des discrétisations sont les points x; = xo+ih, ou
i=0,1,..., N. De la fagon méme, on procede sur I’axe des y en découpant 'intervalle [0, 1]

en N + 1 sous-intervalles, ou chaque sous intervalle est de longueur Ay = h =1/(n+1).
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Les points des discrétisations (z;, y;) avecy; = xo+jh,otj =0,1,...N. Avec zg = o =0
et zn11 = yny1 = L.(voir figure 2.1 et 2.2)
Rappelons que la méthode des différences finies consiste a calculer des approximations
de la solution d'une EDP en des points qui sont distribués sur des grilles.
La discrétisation de I'opérateur

0*u 0*u 0*u

2 _
Au = A(Au) = 9 +28x23y2 + oyt

nécessite les approximations des dérivées premiéres, deuxiémes, troisiémes et quatrieémes.
Approximations des dérivées premiéres
Les approximations des dérivées premiéres aux points (x;, y;) sont données par les schémas

décentrés & droite et & gauche respectivement.

8u Uit j uij 8’& uij — Uj—1 j
- jS’ . ~ P S T ou - xi’ L)~ ;.
ox (wi, 95) h ox (i, 9;) h

du Uijr1 — Ui du Wij — Ui,
Oy (i, y;) =~ n ou O (i, ;) = n :

Les schéma des différences finies centrés a 2 points sont donnés par

ou Uit1,5 — Ui—1,5
Ox (zi,05) = 2h ’
ou Ui, j41 — Ujj—1
ay (xza 3/;) - 2h )

Approximations des dérivées secondes
2 2

Les approximations des dérivées partielles s’obtiennent aisement a partir des

— et ——
ox?  0y?
schémas centrés des différences finies a 3 points

2
0*u (wr,y;) o~ Lt~ 2uij + Ui,
a$2 1y J] - h% 9
2
8 u (l’ y ) - umﬂ — 2Ui7j + um,l
a2 T Yj) = 2 .
dy hZ

Les approximations des dérivées secondes croisées s’obtiennent en emboitant les schémas
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centrés des différences finies

O%u (x y-) N Oxu (in,yjﬂ) B O (xi,yj—l)
dzdy T 2h 2h
U (@i, Yye1) — U (Tio1, Yjp) _u (Tit1, yj—1) — u (@i, y5-1)
- 4h2 4h?

On aboutit au schéma centrés & 4 points des différences finies

2
0“u (21, 9;) = Uit 1,41 — Uim1,j+1 — Wit1j—1 + Uim15-1
oxoy 7T 4h2

Schéma numérique de 1’équation principale

En utilisant les schémas obtenus précédemment, on aboutit a la discrétisation des équa-
tions respectives aux noeuds (z;,y;) :
o*u 1
(@) ) = 2 [ui+2,j — A ; + 6u, 5 — duij + uifQ,j]

J*u 1
(8_?/;) : = ﬁ [Ui,j+2 - 4ui,j+1 + 6Ui7j — 4ui,j—1 + Ui,j—?]
(3,J

J*u 1
D128y ) & A [47«5@3’ — 2(Wig1,j + wim1j + i1 + Ui j—1)
27]

FUip1 541 T Uit j—1 F Ui—1541 + Uim15-1 ]

La discrétisation de 'opérateur bilaplcien aux noeud (z;,y;) du maillage unifome est

donnée par :
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A 4

2.jpg

FiG. 2-1 — Maillage uniforme & treize points

1
(A%u) ij) = 74 20U 5 — 8 (Uit + Ui1j + i1 + Uij-1)
+2 (Uig1j41 + Wig1,j-1 + Wim1 41 + Uim1j-1) +

Uit2,j + Ui—2,5 + Ujjy2 + Uij2 ]

C’est un schéma d’un maillage uniforme a treize points comme le montre le schéma (*).
Assemblage de la matrice (noeuds intérieurs)

Les coefficients obtenus des noeuds intérieurs sont représentés par le schéma suivant :
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2.png
h
[51
| F Y
[2] — [6] —[10]
| | |
[11— [38]1 — [71 — [11] —[13]
I |

[4] — [8] — [12]

|
[9]

.,.,
|
o— W — O
|
m— O0O— 22— O—m
|
U—w— O
|
-n

(*) Coefficients d’un point interieur de maillage

avec

f=1,d=2,b=-8e=1, c=-8, a=20

Points aux bords : lorsque un noeud situé sur le bord, les coefficients doivent étre
réécrits afin de satisfaire les conditions aux limites. Par exemple, pour le noeud 1 de la
premicére ligne, pour former les motifs du coefficient de différences finies nous ajoutons

les noeuds fictifs et appliquons les formes de différences finies et les conditions aux limites

on obtient :
8u9, U7y — Uy
— =0« =0 ur—u; =0 & uy = uy,
ay o 7 1 1 7
et
s _ g =U _ o o 0 <
— = = Ur — Ug = U7 = U
r o 7 9 7 9

dont les coefficients de la ligne 1 sont :

22 -81 00 -82000100O0O0O0O0OO0OO0O0O0OO0O0O0O0
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Pour le noeud 2 de la ligne 2,

8U8 U7 — Ug
— =0«
Ox 2h

=0 ur—ug=0%& u; =1ug

D

|
F— B
|

NERRRRERRRRR

Motif des coefficient des noeuds 1, 5,
21 et 25.

— D

oO—m

D
.

F—B_— ¢— B_—_F
| |

Motif des coeflicients des noeuds

1,2,3,6,10,11,15,16,20,22,23 et 24
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Alors les coefficents sont :

-8 21

-8 1 0 2

-8 200010O00O0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0O®O0OG®O

Assemblage de la matrice globale (par exemple, pour n = m = 5)

On obtient finalement la matrice globale M qui est donnée par

ou les sous matrices A;, i = 1,5, B et/ sont

© o ¥ W s
© 9 W o= @
o o I
W =2 3 o

SO O - o4

S - o8

A B I 0 0
B A, B I 0
I B A3 B I
0 I B A, B
0 0 I B A
f 00 22 -8 1
b f 0 —8 21 -8
e b fl=11 -8 21
b o b 0 1 -8 21
f b op 0 0 1
0 21 -8 1 0 0
0 —8 20 —8 1 0
Fl=]1 -8 20 -8 1
B 0 1 -8 20 -8
W 0 0 1 -8 21
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c d 000 -8 2 0 0 O
d ¢ d 00 2 -8 2 0 0
B=10d ¢cdo|l=]10 2 -8 2 0],
0 0dcd 0o 0 2 -8 2
0 00dec o 0 0 2 8
e 00 00 10000
0 e 00O 01 00O
I'=10 0e 00|=[0010O0]},
000 e0 000T1O0
0000 e 0 00O0T1
0 00O0O
000O0O
0=1000 0 0],
0 00O0O
000O0O

avec

f+a+e=p, a+e=p eta+ f=1

Le systéme global a résoudre s’écrit d’'une facon implicite

MU = F, (2.21)

ot M est la matrice obtenue (*), U la solution recherchée et F'le second membre.

Résultats numériques

Pour les simulations numériques, nous avons utilisé le logiciel Matlab 7.1, et nous

allons traiter deux cas de solutions exactes
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1°®cas : Si I'on prend comme solution exacte

Ul(z,y) =2 (1—12)°(1—y)?*,

avec le second membre

F(z,y) =h* {24 [(v* — 2¢° + y*) + (2° — 22° + o) + 2[(2 — 12y + 12¢°) + (2 — 122 + 122°]}

Nous allons calculer I’estimation d’erreur en utilisant les normes |||| ;. et |||/ en jouant

sur le nombre de mailles (m x n = 36, 676, 2116, 4356 et 7396)

Nous regroupons les résultats obtenus dans les tableaux ci-dessous :

Maillage m=n=6 |m=n=26 | m=n=46 m = n =66 m = n =86
Neouds m xn | m xn =36 | m x n =676 | m x n =2116 | m x n =4356 | m x n =7396
llu — upl| ;2 0.0648 0.0614 0.0612 0.0611 0.0611

lu — upl| 0.1234 0.1203 0.1199 0.1198 0.1198

Dans ce qui suit, nous allons représenter graphiquement la solution exacte u (z,y) et

la solution approchée.
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4

0.2

0.1

Z-axis

Yaxis 0 0 xaxis

Solutions numeriques sont representees graphiquement

2°"¢cas : Si on prend comme solution exacte

Ulw,y)= (¢ +(x+1)e")a’y? (1 - 2)" (1 —y)°,
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avec le second membre

F(z,y)

8(e*+ e (x+1)) (x— 1) (y—1)° + 8242 (" + e (x + 1)) + 242 (¢* + &¥ (x 4+ 1)) (x — ]
82 (" +e¥ (2 +1)) (x—1)+ 242 (* +e¥ (x+1)) (y — 1)* + 162 (20 — 2) (" + €Y (x +
8x%y% (22 — 2) (e + €¥) + 16z (x — 1) (y — 1) (e® + €¥) + 4a2e”™ (x — 1) (y — 1)* + 12y%¢°
1622y (2y — 2) (6" + €Y (x4 1)) + 827 (22 — 2) (y — 1) (e + €¥) + 249 (22 — 2) (y — 1)* (e
48z1° (y — 1)% (e + €¥) 4 4ay2e® (x — 1)% + 122%2%e® (y — 1)° + 322y (22 — 2) (2y — 2) (¢
24xy2e” (22 — 2) (y — 1)% + 822ye” (2y — 2) (x — 1)> 4 16z32e (2y — 2) (x — 1)* + 162%ye?
16ye? (x —1)° (x + 1) (y — 1)* + 8zy?e” (x — 1)* (y — 1)° + 122%%¥ (x — 1)* (x + 1) + 8ay
1622y (20 — 2) (2y — 2) (¢® + €¥) + 8x2ye¥ (22 — 2) (2y — 2) + 24x2e¥ (2y — 2) (x — 1)° (= -
dxty?e® (20 — 2) (y — 1)° + 4a?y2e¥ (20 — 2) (y — 1) + 122%¥ (x — 1)° (x + 1) (y — 1)* + 4
48z%yeY (x —1)% (z + 1) + 32zye’ (z — 1)° (y — 1)* + 1622ye? (x + 1) (y — 1)° + day?e? (2
32zyeY (20 —2) (x4 1) (y — 1) + 16z3%€¥ (22 — 2) (2y — 2) (z + 1) + 8zye¥ (22 — 2) (z +

8u%ye! (x —1)* (z +1) (y — 1)°

Solution exacte u(z,y) = (¢* + (x4 1) e¥) 22> (1 — 2)* (1 — y)?

Maillage m=n=6 | m=n=26 | m=n=46 m = n =66 m = n =86

Neouds m xn | m xn =36 | m xn =676 | m xn=2116 | m X n =4356 | m x n =7396

= unl 0.0544 0.0501 0.0498 0.0498 0.0498

e — | 0.1036 0.0964 0.0961 0.0960 0.0960
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Z-axis

solution exacte

Solutions numeriques representees graphiquement
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Remark 6 Nous avons calculé les solutions approchées uy, en utlisant la méthode d’élimi-
nation de Gauss et nous les avons comparé avec la solution exacte u. Nous avons raffiné
le maillage en prenant h = 1/6,h = 1/26,h = 1/46, h = 1/66 , h = 1/86. On constate
que ordre de lerreur est indépendamment du pas de discrétisation h, et la norme |||| 2

donne une meilleure estimation que celle ||||

2.3.2 Discrétisation du probléme PV2 par MEF

L’approximation du double probléme variationnel (PV'2) se fait par la méthode des
élément finis P1 de Lagrange (cf. [2], [9], [10], [11], [13]) . Pour ce faire, on introduit un pas
de disctétisation constant h et on maille uniformément le domaine carré =0, 1[x]0, 1],
par des triangles T, (k = 1, ..., N) isocéles rectangles de coté h. On construit la suite de
point M; ; de coordonnées (z;,y,) définie par :

x9=0, 2 =letx; 1 =x;+h ouri=1,... N
0 N+1 +1 p (2.22)

y0:07 YN+1 =1let yj+1:yj+h7 pourj:]-7"‘7N

Tringulation du domaine
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Soient les espaces approchés (discret)s V! C H}(Q) et V;2 C HY(Q) tels que

V! = {@/& e Q) N HYQ), Pl € P(Ty), k=1, N} (2.23)
V2 ={v/v e CO(V)H;(Q), O|rw € P(Ty), k=1,..,N} (2.24)

Les analogues discrets de la double formulation variationnelle (PV2) sont donnés par :

Trouver le couple (¢,,, u,) appartenant a V;! x V;? solution de :

a1(¢h, \Ifh) = fQ V(th\Ifth = fQ thjth = Lf(\Ifh),V\Ifh € Vhl,

(PV2),
ag(uh, Uh) = fQ Vuy, Vu,dS) = fQ ¢hqjth = Ld)(vh),‘v’vh c Vh2

(2.25)

Traitons seulement la premieére formulation variationnelle discrete et de la méme fagon on
pourra monter la deuxiéme formulation variationnelle discrete. L’espace V;'est engendré

N+1)2

par une base hilbertienne/ V}, = {(pi}gzl ,

ou i sont des fonctions de base de la forme ¢,(p;) = 0;;, vérifiant

p1(p1) =1
Qpl(Qij) =0, si ('L’j) 7é (17 1)

On se raméne au systéme linéaire suivant :

trouver uy € V}, tel que : trouver uy € V}, tel que :
4

Joy Vun-VpndQ = [ fo,dQ, Yo, € Vi, Ay, = F,

a(pr, 1) aler,9y) - aler, on)

A a(%‘, ©1)  a(py, @,)

a(pn, 1) -~ a(pn, oN)
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Sur 717 :

prm)=1=a; =1

01(=h,0)=0=1—hag =0=ay = :>g01(m,y):1+ﬁx.
o1(=h,h) =0=1—h(3) +ash=0= a3 =0
SU.I'TQI
pr(p1) =1= a1 =1
1
p1(0,h) =0 =1+ a3h =0 = a3 = 3 = pi(r,y) =1-2y.
gol(—h,h):O:>1—ha2+a3h:02>a2:0
Sur T3 :
( )—1:>CL1:1
1 1

01(0,h) =0=14ash=0= a3 =7+ = ¢1(z, y)—l—ﬁx—ﬁy

1(h,0)=0=14has=0=ay = 5+

Calcul des coéfficients de la matrice de regidité

On peut calculer facilement

Vi, = %((1) sur 17 Vi, = %(Bl) sur T}
Vi, = %(_01) sur T, Vo, = %((1)) sur Ty
Vi, = %(j) sur 13 Vi, = %G) sur T

un simple calcul nous permet d’affirmer que :

A = alor ) / Vi Vi, df2 = / VP do2 = Z / Vol dT:

1h2+1h2+1h2+1h2+1h2+1h2_1x8_4
h2'2 " h2'2  Rh2°2  h2°2  Rh2T2 h2T2 2 a

D’apres la figure (%) I'intersection entre le support de la fonction ¢, et celui de la fonction
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u=100sin(JF
g 2122 23 24 25
@/ |6/ |6/ |&
€| /e /& /&
76 @’7 7 @ @ 20
= @ /| e
%11 @:z @13 @14 P 15 g4 =0
® (DIVAL:
6 = 3 10
®/ 1/ 1@
/@ /B /@ 5.0 =
1 2 3 . 4 5
u=

4 est reduit aux triangle 75 et T puisque :

1/1 1/1
Vi, = 7 (0) sur T et Vi, = 7 (1> sur Ty

un calcul simple conduit a :

A12 = A21 = / Vgplv%d@ = / Vg01Vg02dK3 + V@1V§02dT4 =-1
Q K3

Ky

de facon semblable nous montrons que :

Al,L+1 = AL+1,1 = / VgOl.VQOL+1dQ =-1
Q

le terme Ay 141 est nul car Vo, et Vi, | sont orthogonaux ,donc d’aprés la figure ()

nous avons :

A=A =4 i=1,2,..
Ajiy1 = Aip1,= A =-1 i=1,2,..,N—1,i#1L
Aipr1=Arvii=Aipm=-1 1=12,..,N—-1
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Tous les autres coeficients A;; sont nuls et la matrice A est sous la forme (par exemple,

pour n = m = 3) suivante :

o
|
—
W
(e
(@)
|
—_
(e
(@] ) (@) (@]
[aw] (-] o (@] (@)

SRS

o o o o o

ou d’une fagon condensée

B C 0 4 -1 0 -1 0 0
A=1C B C|, B=|-1 4 —-1|letC=|0 -1 0 (2.26)
0 C B 0 -1 4 0 0 -1

Calcul du second membre F,
F,=h*(F Fl D)

Nous allons avoir a résoudre deux sous-systéme lineaires

Ad = h2f
Au = h2¢

i.e
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Résultats numériques

Nous allons calculer l'estimation d’erreur en utilisant les normes ||||;.

SRS

S

o o o O

o o o O

o o o O

o o o o

0 0
0 0
0 0
-1 0
0 0
4 -1
-1 4
0 -1
0 0
0 0
0 0
-1 0
0 0
4 -1
-1 4
0 -1

o o o o

o o o O

P11
P1a

P1n

¢N1
¢N2

NN

U11

U2

UIN

UN1

UN2

UNN

fu
fi2

le

S
Sz

fnn

gbll
P12

¢1N

(le
P2

NN

et |[[[cen

prenant les différents types de mailles, sachons que nous avons résolu deux systémes en

utilisant la méthode de Gauss. Nous regroupons les résultats obtenus dans les tableaux

ci-dessous
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u(z,y) = (€ +(@+1)e)ay’ (1-2)"(1—y)*

h [ = unllpz | lu = unll | I = #nll2 |l = @nlls
0.01000 | 0.0395 0.0184 0.1261 0.0545
0.0200 | 0.0399 0.0184 0.1272 0.0545
0.0300 | 0.0393 0.0184 0.1255 0.0545
0.0400 | 0.0410 0.0184 0.1308 0.0545
0.0500 | 0.0407 0.0184 0.1294 0.0545
0.0600 | 0.0397 0.0184 0.1269 0.0545
0.0700 | 0.0397 0.0184 0.1264 0.0545
0.0800 | 0.0392 0.0184 0.1256 0.0545
0.0900 | 0.0404 0.0183 0.1286 0.0545
0.100 | 0.0394 0.0183 0.1252 0.0545
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Solutions numeriques sont representees graphiquement

Remark 7 Nous avons calculé les solutions approchées uy en résolvant deux systémes
Ay, = Fy, et Aup, = ¢, par la méthode d’élimination de Gauss et nous les avons comparé
avec la solution exacte u. Nous avons raffiné le maillage en prenant h = 0.01, h = 0.02,

h = 0.03, h = 0.04, h = 0.05, h = 0.06, h = 0.07, h = 0.08, h = 0.09, h = 0.1. On

constate que ['ordre de [’erreur est indépendamment du pas de discrétisation h.

Commentaire : 'objet de cette étude est de proposer deux formulations variation-
nelles du probléme et d’utiliser la technique de discrétisation (élément finis, différences

finies) adéquate.
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Chapitre 3

Probléme intégro-différentiel

L’objet de ce chapitre est de mettre en oeuvre la méthode des élément finis dans le
cas d’une équation intégro-différentielle non linéaire du second ordre en dimension un et

deux(cf. [9], [10], [11], [13]).

3.1 Probléme intégro-différentiel en D1

On s’intéresse aux solution du probléme continu unidimensionnel suivant :

Trouver u € H?(0, 1), solution de :

— (2) + u () (folu(t)dt) —f(z), 0<z<l,

(PC)
u(0) =0 etu (1) =«

(3.1)

ou f est une fonction donnée appartenant a L?(0,1) et a est une constante positive.

L’équation intégro-différentielle du probléme continu (PC') présente une non linéairite au
terme de couplage entre u et l'intégrale fol u(x)dx.
Prouvons que si u appartient & H2(0, 1) alors I'intégrale portant sur u dans le probléme

continu (PC') est convergente.
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On remarque alors que la convergence de cette intégrale est assurée par l’espace fonc-
tionnel dans lequel le probléme continu est posé, a savoir, H2(0, 1)

En effet, en utilisant 1'inéglité de Cauchy-Schwarz, on a :

/Oll.u(x)dx < [/01|1|2dx} " Uol |u(x)\2dx} e Uﬂl|u<x)|2dxr2 (3.2)

Autrement dit, si la solution u du probléme continu (PC) est recherchée dans Iespace

de Sobolev H?(0,1), u appartient de facto a L%*(0,1), et par suit, a L'(0,1), d’aprés
l'inégalité (3.2).

3.1.1 Formulation variationnelle du probléme

Soit v une fonction test, définie de [0, 1], & valeurs appartenant & un espace variationnel
V' . On va mettre le probléme continu (PC) sous une formulation variationnelle (PV) de

la forme :

a(u,v) = L(v),Yv eV (3.3)

Précisons la fome non linéaire a(, ), la forme linéaire L(.) ainsi que 1'espace fonctionnel
Vv
Pour cela, on multiplie I’équation intégro-différentielle (3.1) par une fonction test v et on

integre ’équation entre 0 et 1.

_/Olu”vdx—i—/ol (/Olu(s) ds) uvda::/ol fudz (3.4)

Maintenant on spécifie ’espace fonctionnel V' une fois que la formulation variationnelle
sera définitivement établie.

Par ailleurs, une intégration par partie, utilisant la condition de Neumann, u’ (1) = a,
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nous permet d’écrire :

/01 {ulvl—l— (/Olu(s)ds) uv] de +u (O)U(O):/Olfvdx+(w(1)

La formulation variationnelle s’écrit donc :

(PV) Trouver l; ?zp;rinzz)av\; seol;tion de : (3.5)

h a(u,v) = /01 [ul (z) v () + (/01 u(s) ds> u(:c)v(:c)] dz, (3.6)
et

L(v)= /01 fudx + av(1). (3.7)

Abordons, & présent, la définition du cadre fonctionnel V' au sein duquel nous souhaitons
donner un sens a la formulation vartionnelle (PV)

Concernant les intégrales portant sur v’ v/, d’une part, et sur fv, d’autre part, on a vu que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz parmettait de garantir 1’existence de ces deux intégrales.

Quant & 'intégrale portant sur le terme non linéaire, il suffit de remarquer que :

/o1 K/ol “(S)ds) u(w)v (‘”)1 dr = ( /01 “<S>ds) - ( /0 u(@)v () d:v) (3.8)

De nouveau, la convergence de 'intégrale est alors assurée par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz appliquée a 'intégrale portant sur uv . Ainsi, I’espace fonctionnel V' qui permet

de donne un sens a la formulation variationnelle (PV') est donné par :

V=H'(0,1)Nn{v:(0,1) - R,v(0)=0} = H! (0,1) (3.9)
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L’espace H! (0,1) est un espace de Hilbert pour la norme de H' (0,1) :

1 1
2 ’ 2 2
ol 0y = / o2de + / Vde = [V Paon + 01220,
0 0

Remarque : la formulation a(.,.) n’est pas bilinéaire donc on ne peut pas appliquer le
théoréme de Lax-Milgram. Notons que cette formulation est bien adaptée & 'utilisation

de la méthode des éléments finis.

3.1.2 Analogue discret du probléme PV

L’approximation du probléme variationnel PV peut se faire par la méthode des élément
finis P; de Lagrange. Pour ce faire, on introduit un maillage régulier de I'intervalle [0.1],

de pas contant h, tels que :

2o =0,2ny41 =1

(3.10)
Tiy1 = x; + h,i = 0aN
On définit a présent ’espace d’aproximation 1% par :
V={0:00,1] = R,TeC(0.1]),7 € Py ([, zi11]) } (3.11)

ou P, = Py ([, z,41]) désigne lespace des polynomes défini sur [z;, z;,1] de degré
inferieur ou égal & un.
La dimension de I’espace d’approximation 1% peut étre déterminée de plusieurs manieére ;
la plus simple est de constater que les fonctions v, de V}, sont essentiellement des lignes
brisées, en fait, affines par maille entiére [x;, x;, 1] et s’annulent en 2z = 0 . De ce fait, ayant
pour la globalité du maillage de I'intervalle [0, 1], (/N + 2) point de discrétisation, deux
fonctions de V se distinguent par la différence de leur valeurs qui pourra étre observé

aux points(ry, xa,  xy), toute fonction v de V devient satisfaire, par ailleurs vy = 0

Autrement dit, une fonction v appartenant a V est complétement déterminée par le N +1
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éléments (fl\)ll7 52, ceey fi}/N—l—l) .
Ceci implique que I’espace V est isomorphe & IRY*!. En conclusion, on en déduit que

la dimension de est égale a N + 1.

3.1.3 Formulation variationnelle approchée

Soit ¢, (i =1a N + 1) la base canonique de 1% (\7 = [(%)f{:l]) '
La formulation variationnelle approchée s’obtient en substituant les fonctions d’approxi-
mations
N+1
Un = D Ui (3.12)

=1

L’analogue discret du probléme (PV') s’écrit :

1 1

/ av + /a(s)ds U dx+ﬂ’(0)i7(0):/1f'17d:r+a'z7(1)~ (3.13)

0 0

Nous rappelons que la formulation variationnelle approchée PV est obtenue en substi-
tuant les fonction variationnelle d’approximations u et v dans la formulation variation-
nelle (PV) - 11 suffit alors de de remarquer que 'intégrale majeure de I'expression (3.13).

En remplagant @ par (3.12) et U par ;, on obtient le systéme PV suivant :

P

Trouver (u;)(pour j=1a N+ 1), solution de :

gl"{so}soH( > fl@s@K(S)dS> Wi}dm]ﬁ? = . (3.14)

§=1,N+1 0
1

Offsoidx + ap; (1)

(PV) 2

j=1,N+1

\

Le systéme (3.14) s’écrit ainsi :

[ N4l N#INsL
<PV> [ > Aiju+ >0 Y Bipujup=C;, Vi=1laN+1 (3.15)
j=1 j=1 k=1
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ou 'on note

1 1 1
A fo pipidr, B = (fo goigojd:c) ) (fo cpkdx) et Ci= [, fo,dx+ ap; (1)
11 suffit alors de remarquer que l'intégrale portant sur ux¢y (s) est indépendante de

variable x, de 'intégrale majeure dans de l'expression (3.13).
On obtient alors, par identification, les expressions (3.14) et(3.15) en utilisant la formule

de quadrature des trapézes, montrons que B;j;, peut étre estimé par :

1
h [ oup;de = hDyj, Vk=1a N
0

Bijp = 1 (3.16)
%!gpigpjdx:}—gDij, sik=N+1.
Déduisons que la formulatin variationelle approchée (l/DT/ ) s’écrit :
i N N
(PV) Z A’UUJ + h. N+1 + Z U] Z Dij?jj = Cz (317)
Jj=1 =

Afin d’estimer par approximation les quantités B;;, on utilise la formule de quadrature

des trapézes afin d’approximer l'intégrale portant sur lafonction ¢, :

1 Tp+1 TEp+1
[ (s f oy (s)ds = f on()ds+ [ ¢ (s)ds, Yk=1da N
0 ok T (3.18)
h h
:§u+m+§m+u=h

Le cas de la fonction de base ¢y doit étre traitée séparement, puisque son support est

constitué, uniquement, de U'intervalle [xy,zxn 1],

1 TN+1
h h
[exn@is= [ exn(ds=ge0=3 (319
0 TN

On injecte alors les évaluations des équations(3.18)-(3.19)dans ’équation générique du

probléme variationnel approché (3.14), ce qui conduit & 'obtention de ’équation (3.17).
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Fonction de base ¢, caractéristique d’un noeud intérieur a [0,1] Compte tenu de
la régulaité du maillage, ’équation nodale générique du systéme </P\‘7 ) , associée a tout
fonction de base ¢,, (i = la dimv — 1)caractéristique d’un noeud strictement intérieur

a [0,1], s’écrit :

Vi=1la N
(F‘//mt) Ajiug + At + Aiia i + (3.20)

L ﬁN—&-l

+ Zszl ﬂk] ADiicat—y + Dt + Dy 1 U] = C;

a 'aide de la formule de trapeézes, calculons les 7 coefficients (A4;;,D;;,C;) . Rassemblons
les résultats en écrivant I’équation nodale correspondante. On considére, & présent, les
fonctions de base ¢, (i =1 a N) caractéristiques des noeds strcitement intérieurs a l'in-
tégration [0,1]. L’équation générique du systéme(3.17) comporte comme termes, a priori,
non nuls, uniquement ceux qui correspondent aux fonctions dont le support intercepte
celui d’une fonction donnée.

Autrement dit, il sagit des fonction de base ¢;_;, ; et ¢, ;. C’est la raison pour laquelle,
I’équation <]3T/ 1m> ne comporte que termes A;; 1 A;; et A; ;41 d'un part, D;;_1 D;; et
D, ;, d’autre part. On a :

Aij=0  sili—j]>2

a) Calcul du coefficient A; ;.

1 x; Tit1
A / ()2 d = / ()2 di = / ()2 de + / (GPde  (3.21)
0 supp ¢’ Ti—1 T

Puisque les fonction de base ¢, de V' sont affines par morceaux, les dérivées ¢, sont
constantes sur chaque maille de forme [z;,x;,1] .

On peut alors, soit évaluer exactement chaque intégrale de I’équation (3.21), soit appliquer
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la formule de quadrature de trapézes qui est exacte pour les fonction constantes :

1\?2 1\? 2

b) Calcul des coefficients A; ;1.

1 Z;
Aiia = / Pipi_dr = / pipidr = / ©i;_de,
0 suppgpy’ii]_I Ti—1

ORCES

C) Calcul des coefficients A; ;1.

Le calcul de A; ;41 s’obtient directement puisqu’il suffit de remarquer que
Ajiv1 = Aip1 = Aii. (3.23)

On aura, pour cela, utiliser la symétrie de la matrice A;; ainsi que l'invariance par
translation horizontale le long du maillage , comme conséquence de 'uniformité de sa
discrétisation.

Calcul approché des coefficients D;;, pour j =i —1,4,7+1

a) Calcul des coefficients D; ;.

1 T; Ti+1
i = [ae= [ o= [ ins [ G
0 Sup pp; Ti—1 x;
h h
S 5(0+1)+§(1+0):h.
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b) Calcul des coeflicients D; ;1.

1 x;

D1 = /%Sﬁi—ldx: / ip;1dr = /90i90¢—1d%

0 supp @;_, Ti—1
h
c) Calcul des coefficients D ;1.
Pour des raisons de symétrie identique a celle que nous avons évoquée pour le calcul des

coefficients A, ;11 on obtient :
Dijt1=Dij1;,=D;;—1 =0 (3.24)

Calcul du second membre C; Etant donné la propriété de fonction de base sui-
vante :
Vi=1a N :y;(1)=0,le second membre C; est estimé de la fagons suivante,
h h
=2 [0+ fl+ 5 1fi+0)

On rappelle que la formule de quadrature des trapézes composée s’écrit :

/bC(s)ds:g

L’équation nodale associée a une fonction de base ¢, , pour ¢ = 1, N est obtenue en

Cla)+¢O)+2) ¢ (%)] : (3.26)

i+1

regroupant l’ensemble des résultats de la question précédente.

~ -~ ~ N
: < AT Ui — 2U; + Ui UN 41 ~ | ~
Vi=1aN:— [ 72 } +h [ 5 + ZElUK] ;= f; (3.27)
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Fonction de base ¢, caractéristique du noeud d’abscisse Xy

Ajitimg + At + A it +

(PVya)§ 1o v i} ;
h [ D ke UK] [ Dnsinun + Dy nunt1] = Cnia

(3.28)

A Taide de la formule de trapézes, calculons les 5 coefficient

ANg1N, ANt1N+1, Dny1n, Dyiin+1 et Ayjins1

Calcul des coefficients Ax; vt Ayi1ni1

a) calcul du coefficient A1 y41

ANyingr = /(QO/NH)QCZX

2 2
= / (909\7+1) X = / (SOIN-H) dx
Supp on 11 XN
1\*> 1
= h —_— = -
(i) =
b) calcul du coefficient A1y
1
Avpn = /<P§v+190IJVdX
0
= / ()0§V+1 + pdX
Supp @y 1 NSupp ¢’y
o 1 1 1
= / QOIN—HQOEVCZX =h X <E) (—E> = _E
XN

Calcul des coefficients Dy n, Dni1n+1
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a) Calcul du coefficient Dy 11 n11

1

Dyyingr = /@?\H—ldX: / ‘P?VHdX

0 Supp o N1

XNt b
= [ X =nx 041 =5

XN

b) Calcul du coefficient Dy n

1

Dyan = /¢N+190NdX
0

= / Ony1 T pndX

Supp ¢ 1NSupp o

XN+1

= /goN+1<deth><(O><1+1><O)—O
XN

c¢) Calcul du second membre Cy

TN+1

1
h
Cny1 = /fSON-s-ldX = / PNdX +ax= 9 X [0+ fyi1] + o
0

TN

h
= §fN+1 +a

On regroupe alors ’ensemble des résultats de I’équation de base ¢y :

~ N
I 1. uy +1 ~ | h. h
T uN + 7, UN+1 +h + gK_UlK] QUN+L = §fN+1

2

95

(3.29)

(3.30)

(3.31)



En réoganisant les termes de (3.31), celle-ci peut s’écrire sous la forme :

2 U A .
— [UN—i-l — UN] + N + U'N-HZUK = fN+1 (332)
K=1

h3 2 2
Ainsi, on est en mesure de remplacer la dérivée seconde u ol point d’abscisse Xy, ien
fonction des valeurs de u prises aux autres noeuds du maillage .

u(zy) =u(xyi1) —ah+ %2 u(TyNi1) /u (s)ds — fns1| + O (R?) (3.33)

0

ol 'on a posé

Ivi = f (o)

Ce qui donne finalement apres avoir utilisé la formule de trapézes composés :

h2 B3 U(TNe1) e ,
u (.YZN) =1U (QJN+1) —ah + ?fN+1 + ?U ($N+1) — + ZUK + @) (h, ) (334)

2
K=1

3.1.4 Meéthode des différences finies

On se propose, & présent, de trouver I’équation nodale (3.27) associée a toute fonction de
base ¢, ,(i =1 a N) en mettant en oeuvre la mthode des différences finies. Pour ce faire,
il convient d’écrire I’équation intégro-différentielle du probléme continu (PC') au point x;
puis de procéder a 'approximtion, d’'une part, de la dérivée seconde de u, d’autre part,
de l'intégrale de la solution u prise sur U'intervalle [0,1] .
Concernant la dériveé seconde, on utilise la formule de Taylor, simultanément, de
facon progressive, ce qui donne :
2 [E

u(ziq1) = u(x;) + ha' (z;) + T (@) + Eu(?’) (z;) + O (hY). (3.35)
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u(wimy) = u(x;) — hu' (z;) + %u (x;) — %u(?’) (z;) + O (hY). (3.36)

11 vient, alors, par différence entre (3.35) et (3.36).

o (z) = u(z;) — 2u (hfl;l) +u (i 1) Lo () (3.37)

En ce qui concerne 'integrale de u entre 0 et 1, on utilise la formule de quadrature de
trapézes compossés, en remarquant que la solution w vérifie une condition homogéne de
Dirichlet en x =0 :

/u (s)ds = g [u (Tny1) +2 Zu (z;)| +O (h?). (3.38)

=1

On écrit alors I’équation intégro-différentille du probléme continu (PC') au point x; tout

en subtituant u” (z;) par (3.41) etfo1 u(s) par (3.42) :

[ulin) = 2u (@) + (e
e —

N
+ u (z;) g [U (Tn41) 42 Za(%)] = f(z:) +0(n?).
(3.39)
On pose alors ’écriture du schéma a différences finies substituant la suite d’approximation
u; aux valeurs u (x;). Cette opération d’approximation permet de négliger le reste du
second ordre dans ’équation et procure trés exactement I’équation nodale (3.27), trouvée

par la méthode des élément finis

_ S ~ N
. . Ui—1 — 2U; + Ujqq UN+1 ~ |~

Pour la résolution numérique du systéme non linéaire (3.40), nous proposons alors la

méthode itérative de Newton qu’on va décrire a la fin de ce chapitre.
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3.2 Probléme intégro-différentiel en D2

Dans cette partie, on va étudier le probléme précédent mais cette fois-ci en dimension 2.

3.2.1 Formulation du probléme

On s’intéresse aux solution du probléme continu suivant :

Trouver u € H?(Q), solution de :
(PC) —Au(x /u )ds = f () dans 2
Q
ou
u = — ey
Ir on|r

ou f et g sont deux fonctions données appartenant a L? (Q2) et L? (T') respectivement.
Ici x = (21, x9).
L’équation intégro-différentielle du probléme continu (PC') présente une non linéairite

au terme de couplage entre u et I'intégrale

/Qu(:c)da:

Prouvons que si u appartient a H? (€2), alors l'intégrale portant sur u dans le probléme
continu (PC') est convergente. On remarque alors que la convergence de cette intégrale

est assurée par l'espace fonctionnel dans lequel le probléme continu est posé, a savoir
H?(Q).

En effet, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,on a :

/Ql.u(x)dx < [/Q|1|2dxr [/Q\u(x)fdxr < mes () VQ yu(x)fdxr (3.41)

Autrement dit, si la solution u du probléme continu(PC') est recherchée dans 'espace de

Sobolev H? () u appartient de facto a L? () et par suite a L' () d’aprés 'inégalité(2).
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3.2.2 Formulation variationnelle du probléme

Soit v une fonction test, définie de €2 & valeurs réelles appartenant a un espace variation-
nelle V. On va mettre probléme continu (PC') sous une formulation variationnelle (PV)

de la forme :

a(u,v) =L ((v),Yv eV (3.42)

Pour cela, on multiplie I’équation intégro-différentielle du probléme (PC') par une fonction

test v et on intégre I’équation sur €2

—/QAuvda:jL/Q (/Qu(s) ds) uvdx:/gfvdx- (3.43)

Maintenant, on spécifie I’espace fonctionnel V' une fois que la formulation variationnelle
sera définitivement établie.

Par ailleurs, la formule de Green , nous permet d’écrire :

/Vu(a:).Vv(:z:)da:—i—/ /u(s)ds u(a:)v(x)da::/f(:c)v(x)— %(w)v(m)dw,

Q Q Q dQ
(3.44)

Utilisant les conditions aux bord, on a

/Q Vau(z) . Vo (z) dz + /Q < /Q w (s) ds)u(:c)v(x) i — /Q @@ (345)

Abordons, a présent, la définition de cadre fonctionnel V', au sein duquel nous souhaitons
donner un sens a la formulation variationnelle (PV)

Concernant les intégrales portant sur Vu Vv , d’une part, et sur fv, d’autre part, on
a vu que l'inégalité de Cauchy-Schwarz permettait de garantir I'existence de ces deux
intégrales. Quant & l'intégrale portant sur le terme non linéaire, il suffit de remaquer

que :
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/Q(/Qu(s)ds) wvdz = (/Qu(s)ds).(/gu@)v(x)dx)

(3.46)

De nouveau, la convergence de l'intégrale est alors assurée par l'inégalité de Cauchy-

Schwarz appliquée a l'intégrale portant sur uv . Ainsi, I’espace fonctionnel V' qui permet

de donne un sens a la formulation variationnelle (PV') est défini par :

V= H} (Q)

H} () est un espace fermé de H' (Q) .

La formulation variationnelle (PV') s’écrit :

Trouver u € V telle que

(PV)
o [Vu Vo + (fQ u(s) ds) uv} dx = [, fvdx YoeV

Posons

o (u, ) :/Qvu (z) Vo () dx+/ﬂ(/ﬂu(s) ds)u (x) v (z) dz

L(v)—/ﬂf(x)v(a:)dx

3.2.3 Approximaton par élément finis P;

Espace d’approximatin P;

(3.47)

(3.48)

(3.49)

L’espace d’approximation P; est constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur

ou égal & un pour le couple de variables (z,y). Autrement dit, toute fonction p de Py

s’écrit sous la forme :

p(z,y) = ax + by + ¢
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ou (a,b,c) est un triplet quelconque de R?
On considére les trois forme linéaires définies par :
op:p—p(My), oy:p—p(My) etoz:p— p(Ms).
L’indentification des trois fonctions de base canonique (Py, P, P3) correspond aux trois
fonctions barycentrique (A1, A2, A3).
Rappelons, cependant, que ces fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a un,

pour le couple de variables (x,y) vérifient, par définition, la propriété canonique

7;(\) = \i(M;) = 6, (3.51)

On peut réaliser maintenant une approximation du probléme variationnel (PV}) par
éléments finis P;. Pour ce faire, on introduit un pas de discrétisation constant h et on
maille unformément le carré €2 par des triangles T'(K = 1 & Nirjangles), isocéles rectangles
de coté h (voir Fig. 2). maillage par éléments finis P,

On aura ainsi construit la suite de points M;; de coordonnées (z;,y,) définies par :

ro=Yo=0,2ny1 =yny1 =1
Yir1 = Yi +h,i = 1aN + 1
3.2.4 Formulation variationnelle approchée
On cherche la formulation variationnelle approchée P17 du probleme PV. On considére
I’espace ‘m/ défini par :

‘?h = {\i/\i - CO<Q), {IAJ\TK S P1<TK) K= 1dNtRiangles} (353)

ou P;(Tk) représente ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 1 par

rapport a (x,y)

De plus, on notera (p;), (i = 1a (N + 1)?) la base canonique de l’espace ‘7;“ c’est a
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dire, satisfaisant la propriété : p,(M,,) = d;n. On désignera par Vj l'espace des fonction
appartenant & V' nulle sur le bord de €.

On pose :
)2
1

£
Il
=
+
—

J
Le passage de la formulation variationnelle (PV') a la formulation variationnelle (PV'), est
obtenue en substituant les inconnues (p, u) par les fonctions d’approximation respectives
(o).

Trouver u appartenant & V' solution de

“

(PV) : a(u,

o

v) = Ly(2) Yo € Vi; (3.55)

On utilise alors les décompositions de u sur leur base respective, on obtient la formulation

variationnelle approchée (PV') comme suit :

N+1 N+1
CL(ZL,E) /V(,DZVQOJCZCE + /gﬁlgﬁjdl’ Z/ kukd‘g Uj- i=1a (N + ]')
J=1 Q k=1 g
(3.56)
/fzgpldx + /gz( Voudly  imi=1a(N+1) (3.57)
Iy
“ (N+1)? (NJr; o
(PV) Z AU+ Z Bz]k uj = bi (Z =1la (N + 1)2 (358)
sup py; Nsup py; sup p;Msup py; 1
b; = f f QOldQ +f 9-3, ldFQ

Sup pg;

Calcul des coefficients A,
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L’ensemble des coefficients seront calculés exactement compte tenu du fait que les gra-

dients des fonctions de base ¢; sont constantes par triangle. Ces calculs sont classiques.

a) Calcul du coefficient Ag :

Ap = / [Vepol” dS :/|V900|2dQ +/|V<Po|2d9 +/|V<Po|2d9 +(3.59)
Supppg 012 023 034
[19e a0 + [190 a0 + [ 190 a2
045 056 061

A _ " 2+1+1+2+1+1 — 4
0 = o Rz TRz 2T Rz TR T R2f

b) Calcul des coefficients Ag; et Ags :

Ay = / VoV dQ = | Vi, ViprdQ + / Vi)V, dQ2
12

SupppoNSuppe; 0 061

Par un raisonnement analogue, on trouve de méme

A = / Voo VipadQd = V900-V%02d9+/v900'v902d9
12

SupppoNSuppps 0 023

c¢) Calcul du coefficient Ays :

SupppoNSuppps 023 043
h2
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d) Calcul des coefficients Agg, Ags, Ao :
Pour des raisons de symétrie inhérentes a I'inverse du maillage dans les deux directions
du plan, d’une part, a la symétrie de la forme bilinéaire a(., .), et par voie de conséquence

de la matrice Ay;, d’autre part, on a :

Apg = Ago = Ap1 = —
Aps = Ao = Ape = —1 (3.63)
Ags = Ao = Ap3 =0

Estimations

Les estimations des [ f.0,dQ, [uppyet i ©;.0;dQ
sup pp; sup pp;Nsup py;
k=1
L'¢valuation de [ f.p,dQ, [urp, et S ©;-p;dSY est réalisée par quadra-

Sup py; sup pp;Msup pp;
k=1

ture & I'aide de la formule des trapézes.

[ [0 i A () + £ (A) + T (40} (3.64)

ol sup pp,; désigne un triangle quelconque du maillage dont on aura noté les sommets A;

,Ajet Ag. Ainsi

/ f0pdY = /fcpon—i—/fgoon—l—/fgoOdQ—l-/fgoOdQ—l—/fgoon-i—/f@gﬁﬁ)

sup pp0 012 034 045 056 061

2
—%x6><1><[f0><1]—h2f0

ou fo désigne la valeur du second membre f au noeud 0.

N+1 N+1
Z /gokukdz = Z uk/gok dx (3.66)
k=15
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= Zuk/gpk(x)dx:iuk/gok(x)dw+un+1/90k(x)d$
)

3.2.5 Meéthode des différences finies

Autre méthode de discrétisation : On se propose a trouver la solution du probléme continu

suivant :

b ] Bu@ Fu@) fu)ds=F@) g (3.67)
U‘p - 0

Mettonst en oeuvre la méthode de différences finies.

J j—1 J J j+1
g Fuy o — A+ u, }

—Au (r) ~ — [ 2

0<4,j<N (3.68)

Appliquons la formule des trapeézes

g2 Nr1n
/u(s) ds = u] [Z U(Skytl)]
Q k=1 I1=1
w o+ =4+l h? T e j
[ul_y + u] h; ot + v u (s, th) | wl = fi, 0<ij<N
k=1 =1

(3.69)

Remark 8 la résolution numérique du systéme non linéaire ci-dessus peut se faire par la
méthode itérative de Newton. Notons que les méthodes de résolutions numériques telles
que la méthode de Gauss, de Gauss-Seidel, de Jacobi et de relaxation ne peuvent pas

s’appliquer ici sur ce systéme non linéaire
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3.2.6 Meéthode itérative de Newton pour la résolution d’un sys-

téme non linéaire

Dans cette partie, nous allons décrire la méthode itérative de Newton pour la résolution

d’un systéme non linéaire. Pour cela, considérons un systéme d’équations non linéaire

p

f1 (Ul,'u,g,
f2 (Ul,UQ,

7un> =0
,Up) =0

) (3.70)
>un) =0

a premiers membres réels. Ecrivons le systéme (3.70) sous une forme abrégée, 'ensemble

des arguments uq, usg, ..., u, peuvent étre considérés comme un vecteur de dimension n

De facon analogue des fonction fi, fa, ..., fu

fonction)

Uy

U2

(3.71)

Un,

forme un vecteur de dimension n (vecteur

Le systéme (3.70) peut donc s’écrire sous une forme abrégée

fu) =0

fi
f2

(3.72)
fa |

(3.73)
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Pour résoudre le systéme (3.70) on fera appel a la méthode des approximations succes-

sives. Suppons qu’on ait trouvé la p-iéme approximation

u® = Wi u§D, L ulP) (3.74)

n

d’une des solution isolées u = (uy,us, ..., u,) I'équation vectorielle (3.73). La solution

exacte de (3.70) pourra alors se mettre sous la forme

u=u) 4@ (3.75)

o e® = (P W )Y est une correction (erreur de solution).

En portant 'expression (3.75) dans (3.73), on aura
F P +eP) =0 (3.76)

Supposons que la fonction f () soit contintiment dérivable dans un certain domaine
convexe qui contient u et u(f) et décomposons le premier membre de I’équation (3.76)

par rapport aux puissances du petit vecteur e,

F (@™ +e®) = £ (W) 4 f (uP)e? =0 (3.77)
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ol sous une forme développée

f@w,u@ PP et P a0

P P P P) (P P P P
fa (1D + 0,0l 4 0l +20) = Rl 0, ) 4 £ 7 D )P+
< f;Q (ug ) ugp), ...,u,(ip))eép) +..+ fxn (ugp), uép), ...,uﬁlp))e,(f) =0,

fCCz (’U/gp), U§P)7 ) U%P))ggp) + R + ff;n (u:(lP)7 ugp)7 ) U%P))g’glp) = 07
(3.78)

Les formules (3.77) et (3.78) entrainent qu’il faut entendre par dérivée f' (x) la matrice

jacobienne des fonctions fi, fo, ..., f, des variables uy, us, ..., Uy,

oh  Ofh of
8u1 8u2 '“8Un
o 0f  Oh
[ (u) = u(u) = ou Om Oun , (3.79)
Ofn  Ofn Ofn
| Oup Ou1 Tt Oun |
ou sous forme condensée,
f (u) =u(u) = 5 pouri,j =12 ..n (3.80)
Uy

(3.78) est un systéme linéaire par rapport aux erreurs 62(? )(z' =1,2,...,n) & matrice W(z);

aussi peut-on mettre la formule (3.76) sous la formule :

f(@®) + W) =0 (3.81)
En supposant que la matrice W(u(p)) est réguliére, on obtient :

P — —W_l(u(p))f (u(p)) (3.82)

68



Par conséquent

w1 — 4, (P _

Résultats numériques

Matlab pour calculer la solution approchée du probléme unidimentionnel. Pour cela, nous

W (u®) f (u(p)) pour p =0,1,2, ... (3.83)

Pour les simulations numériques, nous avons utilisé le logiciel

avons pris les vecteurs initiaux X, X9 X? et X avec une précision 107°.

Estimations d’erreurs sont données

Vecteurs initial | h llu —upll 2 | [Ju—unl
X9 0.5000 | 0.3555 0.3283
X9 0.3333 | 0.2677 0.1972
X9 0.2500 | 0.2911 0.1759
X9 0.2000 | 0.3349 0.1944

Vecteur initial

Solution exacte

Solution approchée

X7

[0, — 0.4122, 0]

[0.3158,0.2568, 0.1658]

Xy

[0;0,3101, -0.4328, 0]

[—0.0835, —0.2016, -0.3145,—0.1972]
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err entre sol appro et sol ex

1 -0.08F

sol appro et sol ex

0.5 1

Les graphes ci-dessus representent ’erreur et la solution approchee respectivement.

0.5
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Chapitre 4

Annexes

4.1 Probléme Bilaplacien par la méthode des diffé-
rences finis

Le but de ce programme est de calculer la solution numérique du probléme du chapitre
2(le probléme Bilaplacien par la méthode des différences finis en utilisant le Matlab
7.9.0.529)

clear all;

cle;

Y%nmesh=input('nombre de pas par rapport a x ’)

%lmesh=input('nombre de pas par rapport ay ’)

kk=0;

E2=zeros(1,4)

E8=zeros(1,4) ;

for j=6 :20 :86

nmesh=j

lmesh=j

kk=kk+1;
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Yonmesh=40; % the number of meshes
%lmesh=40; % the number of meshes
n=nmesh-1; % the number of notes
l=Imesh-1; % the number of notes
ab=1;

alpha=ab~2 * (nmesh/lmesh)"~2;
d11=1;

d22—=1:

d3=1;
A=6*d11+8*d3*alpha+6*d22*alpha~2;
B=-4*(d11+d3*alpha);
Cc=-4*alpha*(d3+d22*alpha) ;
Dd=2*alpha*d3;

Ee=alpha~2*d22;

F=dl11;
G=5*d11+8*d3*alpha+6*d22*alpha~2;
gg=6*d11+8*d3*alpha+5*d22*alpha~2;
Mm=5*d11+8*d3*alpha+5*d22*alpha~2;
x=1/(n+1) :1/(n+1) :1-1/(n+1);
y=1/(141) :1/(1+1) :1-1/(141) ;
[x.,y]=ndgrid(x,y) ;

p=[x() y( )]

x=p( 51);

y=p(:2);

m=zeros(n*1,n*1);

m(1,1)=Mm;

m(1,2)=B;

m(1,3)=F;
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m(2,242*n)=Ee;

for i=3 n-2,

m(n-1,n-1-2)=

?

F;
-1,n-1- 1) B:

Y

-1 n-1+1) B;

(
(n
(n-
(n
(n-1,n-14n-1)=Dd ;
(n

-1,n-14n)=Cec;



n+1,n+1-n+1)=Dd;
n+1,n+1)=G;
n+1n+1+1)=B;
m(n+1,n+1+42)=F;
n+1,n+1+n)=Cc;

n+2,n+2-n-1)=Dd;
n+2n+2-n)=Cc;
n+2,n+2-n+1)=Dd;
n+2,0+2-1)=B;
n+2,n+2)=A;
n+2n+2+1)=B;
m(n+2,n+2+42)=F;

m(n+2,n+2+2*n)=Ee;
for i=n+3 :2*n-2
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2*n-1,2*n-1-n-1)=Dd ;
m(2*n-1,2*n-1-n)=Ckc;
2*n-1,2*n-1-n+1)=Dd ;

2*n-1,2*n-1-2)=F;

m
m
2*n-1,2*n-1-1)=B;
2*n-1,2*n-1)=A;

Y

m
m
m(2*n-1,2*n-141)=B;

(
(
(
(
(
(
(
(2*n-1,2*n-14n-1)=Dd;
(
(
(
(
(
(
(

B8

2*n-1,2*n-14n)=Cc;
2*n-1,2*n-14n+1)=Dd;
2*n-1,2*n-142%*n)=Ee;
2*n,2*n-n-1)=Dd ;
2*n,2*n-n)=Cc;

2*n,2*n-2)=F;

?

m

m

B

=)

=)

m

m(2*n,2*n-1)=B;
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m(2*n,2*n)=G;

Dd;
Cc;

m(2*n,2*n+2%n)

m(2*n,2*n+n-1)

m(2*n,2*n+n)

Ee;

for j=3 :1-2,

=Ee;

m(14(j-1)*n,1+(j-1)*n-2*n)
m(14(j-1)*n,1+(j-1)*n-n)

=Cc;

=Dd;

m(14(j-1)*n,1+(-1)*n-n+1)
m(14(j-1)*n,1+(j-1)*n)=G;

m(1+(-1)*n,1+(-1)*n+1)=B;
m(1+(j-1)*n,1+(j-1)*n+2)
m(1+(j-1)*n,14(j-1)*n+n)

F;

=Cc;

Dd;

m(1+(-1)n,1+(-1)*n+n+1)
m (14 (1), 14 (1) 0+ 2%n)

end

=Fe;

3 :1-2,
m(24(j-1)*n,2+(j-1)*n-2*n)

for j

=Ee;

=Dd;
Cc;

m(24(j-1)*n,2+(j-1)*n-n-1)
m(2+(j-1)*n,24(j-1)*n-n)

=Dd;

m(24(j-1)*n,2+(j-1)*n-n+1)

m(2+(j-1)*n,2+(j-1)*n-1)=B;

m(2+(j-1)*n,2+(j-1)*n)=A;

m(2+(j-1)"n,2+(j-1)*n+1)=B;

m(2+(j-1)*n,2+(j-1)*n+2)=F;
m(2+4(j-1)*n,2+(j-1)*n+n-1)

m(2+(j-1)*n,24(j-1)*n+n)

Dd;

Cc;

Dd;

m(2+4(j-1)*n,2+(j-1)*n+n+1)
m(24(j-1)*n,2+(j-1)*n+2%n)

=FEe;
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end

for j=3 :1-2,
m(j*n-1,j*n-1-2*n)=Ee;
j*n-1,j*n-1-n-1)=Dd ;
j*n-1,j*n-1-n)=Cc;
j*n-1,j*n-1-n+1)=Dd;
j*n-1,j*n-1-2)=F;
j*n-1,j*n-1-1)=B;

(
(
(
(
(
(J*n-1,j*n-1)=A;
(
(
(
(
(J*

m

B

E

B

E

E

j*n-1,j*n-1+1)=B;

B

n
j*n-1,j*n-14n-1)=Dd ;
n
n

B

j*n-1,j*n-14n)=Cc;

B

m(j*n-1,j*n-14n+1)=Dd;
m(j*n-1,j*n-14-2*n)=Fe;
end

for j=3 :1-2,
m(j*n,j*n-2*n)=Ee;
j*n,j*n-n-1)=Dd ;
n,j*n-n)=Cc;

m

B

(

(J*n

(J*n,j*n-2)=F;
(i*n,j*n-1)=B;
(J
(
(
(

E

B

*n

E

J*n,j*n)=G;
j*n,j*n+n-1)=Dd ;

E

j*n,j*n4n)=Cc;

B

m(j*n,j*n+2*n)=Ee;

end
m((1-2)*n+1,(1-2)*n+1-2*n)=Ee ;
m((1-2)*n+1,(1-2)*n+1-n)=Cc;



=Dd;

m((l-2)*n+1,(1-2)*n+1-n+1)
m((1-2)*n+1,(1-2)*n+1)=G;
m((1-2)*n+1,(1-2)*n+1+1)

B;

m((l-2)*n+1,(1-2)*n+1+42)=F;

m((1-2)*n+1,(1-2)*n+1+4n)=Cc;
m((1-2)*n+1,(1-2)*n+14n+1)

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2-2%n)

=Dd;
Ee;

=Dd;

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2-n-1)

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2-n)=Cc;
m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2-n+1)

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2-1)

=Dd;

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2)=A ;
m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2+1)

B;

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+2+2)=F ;

m((l-2)*n+2,(1-2)*n+2+4n-1)=Dd ;

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+24n)

=Cc;

=Dd;

m((1-2)*n+2,(1-2)*n+24n+1)

3 -2,
m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i-2*n)

for i

=Ee;

Dd;

Cc;

m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i-n-1)
m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i-n)

=Dd;

m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i-n+1)

m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i-2) =F ;
m((1-2)*n+i,(1-2) *n+i-1)
m((1-2)*n-+i,(1-2)*n-+i)

B;

A

m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i+1)=B;

m((1-2)*n-+i,(1-2)*n+i+2)=F ;
m((1-2)*n+1,(1-2)*n+i+n-1)

=Dd;
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=Cc;

m((1-2)*n+i,(1-2)*n+i+n+1)=Dd;

m((1-2)*n-+i,(1-2)*n+i+n)
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=FEe;

m((l-1)*n+2,(1-1)*n+2-2*n)

Dd;

Cc;

m((-1)*n+2,(1-1)*n+2-n-1)
m((l-1)*n+2,(1-1)*n+2-n)

m((l-1)*n+2,(1-1)*n+2-n4+1)=Dd ;

m((1-1)*n+2,(1-1)*n+2-1)=B;

m((1-1)*n+2,(1-1)*n+2)=gg;
m((l-1)*n+2,(-1)*n+2+1)

=B;

m((l-1)*n+2,(1-1)*n+2+42)=F;

3 -2,
m((l-1)*n+i,(I-1)*n+i-2%n)

for 1

=EKe;

Dd;

Cc;

m((l-1)*n-+i,(I-1)*n+i-n-1)
m((I-1)*n+i,(I-1)*n+i-n)

=Dd;

m((-1)*n+i,(1-1)*n+i-n+1)

m((1-1)*n+,(1-1)*n+i-2) =F ;

m((1-1)*n+i,(-1)*n+i-1)=B;

m((l-1)*n+i,(-1)*n+i)=gg ;

m((1-1)*n+,(1-1)*n+i+1)=B;

m((l-1)*n-+i,(I-1)*n+i+2)=F;

end

=EKe;
Dd;
Cc;

m(n*1-1,n*1-1-2*n)
m(n*l-1,n*l-1-n-1)

m(n*l-1,n*1-1-n)

=Dd;

m(n*l-1,n*l-1-n+1)

m(n*l-1,n*1-1-2)

=F;

m(n*l-1,n*1-1-1)=B;

m(n*l-1,n*l-1)=gg;

m(n*l-1,n*-1+1)=B;

m(n*],n*l-n-1)

=Dd;

83



for i=3 n-2,

for j=3 :1-2,
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i-2*n)=Ee
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i-n-1)=Dd ;
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i-n)=Cc;
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i-n+1)=Dd ;
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i-2)=F ;
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i-1)=B
(1) e+, 1) k) =A ;
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i+1)=B;
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i+2)=F
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i+n-1)=Dd
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i+n)=Cc
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i+n+1)=Dd
m((j-1)*n+i,(j-1)*n+i+2*n)=Ee
end

end

fi=-1/((n+1)"2*(14+1)"2)*(2.%(x.72).*((x-1).72) . *(y-1). " 2+2.%(y."2).*((x-1).72).*(y-
1).7242.%(x.72) *(y.72).%((x-1).72) *(y-1). " 242.%(x.72) . *(y.72). *((x-1). 7 2)+ 2.%(x.72) . *(y. 7 2).*(y-
1).724 4.%(x).*(y. 7 2).*(2.%x-2).*(y-1). 724+ 4.%(y) . *(x.72).%(2.%(y)-2). *((x-1).72) ¥ (x-1)+120.%(y.~2) . *(
1)4240.%(x).*(y).*(y-1)4+120.%(y) . *(x-1).*(y-1)) ;

fw=m\ff;

u=casv(p) ;

E2(kk)=sqrt((1/(n+1)"2))*norm(u-fw)
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E8(kk)=norm(u-fw,inf)
for i=1 :n+2,
for j=1 :142,
2(1,))=0;
t(i,j)=0

end

I

end

k=1;

for i=2 :n+1,

for j=2 :14+1,

2(1,j) =fw(k,1);

(i) =u(l1);

k=k+1;

end

end

x=0 :1/(n+1) :1;

y=0:1/(1+1) :1;

subplot(2,2,1)

mesh(x,y,z) ;

subplot(2,2,2)

surf(x,y,t) ;title(’solution exacte’)
subplot(2,2,3)

surf(x,y,z)

shading flat

shading interp
fw(n*(l-1)/24+(n+1)/2)
xlabel("X-axis’), ylabel(’Y-axis’), zlabel('Z-axis’)
title([" Solution approchée * num2str(fw(n*(l-1)/2+(n+1)/2)) ’ x qa~4’])
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subplot(2,2,4)
surf(x,y,z-t) ;title(’Ereur’)

end

4.2 Probléme Bilaplacien par la méthode des élé-
ments finis

Le but de ce programme est de calculer la solution numérique du probleme du cha-
pitre 2(le probléme Bilaplacien par la méthode des éléments finis en utilisant le Matlab
7.9.0.529)

clear all

load(’matlab1’)

E2=zeros(6,1) ;

E8=zeros(6,1) ;

E2phi=zeros(6,1) ;

E8phi=zeros(6,1) ;

i=0;

for k=0.01 :0.01 :0.1

i=i+1;

h(i)=k

dl=decsg(gd,sf,ns) ;

%subplot(2,3,1) ;pdegplot(dl) ;

[p,e,t]=initmesh(dl,’Hmax’ k) ;

%[p,e,t]=refinemesh(dl,p,e,t) ;

%[p,e,t]=refinemesh(dl,p,e,t) ;

subplot(2,3,2) ;pdemesh(p,e,t) ;

bD=@pdebound ;
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[K,F]=assempde(bD,p,e,t,1,0,’-2.%(x.72).*((x-1).72).*(y-1)."24+2.%(y."2).*((x-1)."2).*(y-
1).7242.%(x.72) *(y.72).%((x-1).72) *(y-1). " 242.%(x.72) *(y.72). % ((x-1). 7 2)+ 2.%(x.72) . *(y. 7 2) . *(y-
1).724 4.%(x).*(y. 7 2).*(2.%x-2). *(y-1). 724+ 4.%(y) . *(x.72).%(2.%(y)-2). *((x-1).72) . *(x-1)+120.%(y. " 2) . *(
1)4240.%(x).*(y). *(y-1)+120.%(y).*(x-1).*(y-1)) ;

phi=K\F;

subplot(2,3,3) ;

pdesurf(p,t,phi) ;title(’solution approch’)

FF=pdeintrp(p,t,-phi) ;% approximé la sol au centre de chaque triangle

[KK,FFF]|=assempde(bD,p,e,t,1,0,FF) ;

U=KK\FFF;

subplot(2,3,4) ;

Yopdesurf(p,t,U) ;title(’sol appro’)

u=casv(p) ;

u=u’;

subplot(2,3,5) ;

pdesurf(p,t,u) ;title(’sol exac u’)

E=u-U;

subplot(2,3,6) ;

pdesurf(p,t,-E) ;title(’err entre sol appro et sol ex’)

E2(i)=sqrt((h(i))~2)*norm(u-U);

E8(i)=norm(u-U,inf) ;

E2phi(i)=sqrt((h(i)) *2)*norm (u-phi);

E8phi(i)=norm(u-phi,inf) ;

end

tab=[l’ E2 E§]

tab=[h’ E2phi E8phi]
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4.3 Probléme intégro-differentiel par la méthode des
éléments finis en 1D

Le but de ce programme est de calculer la solution numérique du probléme du chapitre
3(le probléme intégro-differentiel par la méthode des éléments finis en 1D en utilisant le
Matlab 7.9.0.529)

clear all

x=input(’le vecteur initial =) ;

X=X’

h=1/(length(x)-1);

E=1;

f=Q(t)(-1/12).*%t.”34+(1/12).%¢.7 2-6.%t+2;

t=0 :h :1

n=length(t);

b=zeros(n,1);

b(1)=(t(1)).*(h/2):

b(n)=f(t(n)).*(h/2):

for i=2 :n-1

b(i) =f(t(i)).*h

end

E=1;

while E>=1e-3

[F,J] = nlsfl(x,hyn);

y=x+inv(J)*(b-F);

E=norm(y-x)

X=Y,

end

u=Q(s)s.”3-s.72;
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subplot(1,2,1)

plot(t,u(t)-y);
subplot(1,2,2)
)

Y

plot(t,u(t)
hold on

plot(t,y,"*’)
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