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Résumé

Dans I’étude des problemes de réaction-diffusion, le phénomene d’explosion des solu-
tions en temps fini, est depuis ces dernieres années, ’objet d’un grand nombre de travaux
de recherches. Dans cette these, on propose I'étude d’un systeme d’équations paraboliques
semi-linéaires dégénérées. On commence par I'étude de l'existence et 1'unicité de la so-
lution de ce systeme, et on montre que sous certaines conditions suffissantes, la solution
explose en un temps fini. On introduit un schéma semi-discret associé au systéeme étudié,
afin de détreminer des conditions suffissantes pour lesquelles la solution du probleme semi-
discret explose aussi en temps fini, avec de plus une estimation du temps d’explosion.

Mots-cléss: Systeme parabolique dégénéré, Existence locale, Explosion, Systeme

semi-discret.
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Abstract

In the context of reaction-diffusion problems, the phenomenon of blow-up of so-
lutions in finite time, is the subject of a many research works. This thesis is concerned
by the study of system of semi-linear and degenerate (or singular) parabolic equations.
In the begining, we give some results on the existence and uniqueness of the solution
of this system, and we show that under certain sufficient conditions, the solution blows
up in a finite time. A semi-discrete scheme associated with the system studied above is
introduced. We detremine sufficient conditions for which the solution of the semi-discrete
problem, also blows up in finite time, and we give an estimation of the blowing up time.

Keywords: Degenerate parabolic system, Local existence, Blow-up, semi-discrete

system.
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Notations

k le corps des réelles ou des complexes

M, (k) lespace vectoriel des matrices carrées a coefficients dans k
Q un ouvert borné dans R"

62 opérateur aux différences central d’ordre 2

p(A)  le rayon spéctrale de A

(.,.) le produit scalaire dans ’espace euclidien R"

a = (a1, as, ..., a,) multi indice

D> = Mﬁ avec |a| = Zf:lai dérivée partielle d’ordre «
WP (Q) espace de Sobolev d’ordre m dans LP(£2) muni de la norme |||, ,
D, dérivée partielle par rapport aux variables x1,...,x,

D? dérivée partielle d’ordre 2 par rapport aux variables ...,

D 0

t = 5t
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Introduction

Le phénomene d’explosion en temps fini se produit dans divers types d’équations d’evolution
non linéaires. On rencontre ce type de phénomenes dans 1'étude de plusieurs classe
d’équations aux dérivées paratielles telles que les équations de Schrodinger, les équations
hyperboliques, ainsi que les équations paraboliques, et en particulier les équations de
réaction-diffusion (voir [27, 15, 12, 25]).

Les phénomenes étudés n’étant plus homogenes en espace, les états sont des fonc-
tions du temps et d’une variable spaciale (donc distribuées sur un domaine spacial).
Ces phénomenes se modélisent (naturellement) sous forme de systémes a parametres dis-
tribués. Leur comportement dynamique est décrit, souvent par une ou plusieurs équations
aux dérivées partielles, d’ott 'apparition du terme diffusif représenté par le Laplacien dans
le systeme.

Pour expliquer I'apparition du terme diffusif dans les systemes de réaction-diffusion,
nous présentons ici un exemple de la mécanique des fluides, modele d'une équation de
réaction-diffusion.

Considérons un fluide parfait en movement dans une région G C R3. Notons par ¢ le
temps , par o(x,t) et v(x,t) respectivement la densité et la vitesse au point z et a I'instant

t. Alors la masse dans G a l'instant ¢ est représentée par

mg(t):/Gg(x,t)dx (1.1.1)

De plus, notons par B une partie relativement compacte dans G telle que B et sa

frontiere OB soient inclus dans G (par exemple une petite boule).
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Alors une approximation de la masse sortante de B a travers OB dans l'intervalle de

temps [t,t + At] est donnée par 'expression

At /BB (oo, 1), ) do() (1.1.2)

(v = la norme extérieure issue de 9B, do un élément de surface de B).

En effet, le flot de quantité de fluide qui traverse un petit élément de surface dans
I'intervalle de temps [t,t + At] remplit approximativement un parallélépipede de hauteur
h := (vAt | v) et de base do. La base est formée par une partie du plan tangent a 0B de
surface do.

Maintenant, (1.1.2) s’obtient par passage a la limite. On a aussi

—/ {(pv(.,1),v) do (1.1.3)

oB

qui représente la croissance de la masse a 'instant ¢ due a la direction du flot vers région
B.

Si on applique le théoreme de divergence a (1.1.3), on obtient

/(pv( /le V) dz (1.1.4)

OB

De plus, supposons que le fluide est créé a U'intérieur de G, et notons par f(z,t) la densité

de la source au point x et a l'instant ¢. Alors
/ f(z,t)dx
B

est la quantité de fluide créée dans B a l'intstant ¢.
De la méme fagon, on obtient que la croissance de la masse en temps a l'intérieur de

B, et a I'instant ¢ est donnée par

dmp(t) _ /dw<pv dIJr/f (2, £)d (1.1.5)

t

B
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(conservation de masse). Sous des hypotheses de régularité on peut dériver (1.1.1) sous
'integrale, pour obtenir a partir de (1.1.5)

dp .

[E + div(pv) — fl(z,t)dz =0 (1.1.6)

B

ce qui est vérifié pour toute région admissible B C G (ici, admissible veut dire que le
théoreme de la divergence peut étre appliqué et B C G).

Possons maintenant

o(x,t) = [% +div(pv) — f|(z,t), V (x,t) € G xR

et admettons que ¢ est continue. Supposons que t est fixé, et soit xo € G un point

arbitraire. A partir des considérations ci-dessus, il s’en suit que

voll(B) /gp(x, t)de =0

pour toute région admissible B. Si maintenant on ne considere que les régions admissibles

pour lesquelles zy € B, alors une estimation simple montre que

. 1
QD(ZL‘(), t) - voll(lB%lHO UOZ(B) /(,O(x, t)dx

roEB B

Ainsi, a partir de (1.1.6) (et des hypotheses de régularité) on a I’équation de transport

o
a—f +div(p) = f (1.1.7)

pour tout x € GG et pour tout temps ¢t. Admettons maintenant que le mouvement du
fluide est des régions de haute densité vers ceux de moindre densité, c-a-d. on suppose

qu’on est en présence d'un processus de compensation, autrement dit diffusion.
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Dans le cas le plus simple, on a

—
pv = —agrad.p

ou a > 0 est une constante : coefficient de diffusion. En général le fluide ne suit pas les
courbes de plus forte pente de déscente. La direction du flot est plutot dependante de la

position du temps de la matiere (c-a-d. le fluide considéré). Ainsi on aura

—
v = —Agrad.p (1.1.8)
ou A = [a“‘“]lgkgn est la matrice de diffusion dépendante de z, t et p, c-a-d. A =

A(z,t,p) € L(R3). Le fait que le fluide est en mouvement & partir des régions de haute

densité vers ceux de moindre densité, implique que

o
<pv,grad.p> <0

donc

<A grad p, gr?i.p> >0

ceci est vérifié chaque fois que A(x,t, p) est (semi-) définie positive, ce qui est habituelle-
ment supposé. L’hypotheése principale qu’on utilise pour obtenir (1.1.8) est connue sous
des noms différents (selon le contexte physique), par exemple la loi de Fick, ou loi de
conduction de la chaleur, etc... (voir [1, 2, 17, 27]) Il résulte maintenant de (1.1.7) et

(1.1.8) que I'équation de diffusion

% _ div(Agrad.p) = f (1.1.9)

est vérifiée dans G. En coordonnées cartésiennes (1.1.9) devient (dans RP pour p quel-

conque)

p
0/)
g zk
Z &cl &vk )+ 1
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ici on obtient une équation aux dérivées partielles du deuxieme ordre. En particulier,
lorsque A = al,, a > 0, (I, étant la matrice identité dans RP), et la réaction f est

fonction de la densité p qu’on notera par u (1.1.9) devient

ou

e — alAu = f(u) (1.1.10)
ou Au = div(gl"?)iu), c-a-d.,
Y 0%
Bu=2 o

en coordonnées cartésiennes. L’équation (1.1.10) est appelée équation de la chaleur (semi-
linéaire) et A 'opérateur de Laplace, lequel représente la diffusion. L’objectif de ce travail
est I’étude du comportement de la solution d’un systeme de réaction-diffusion semi-linéaire

dégénéré, ayant la forme suivante

;

Uy (2,1) = Uy (2, 1) + 0P (2, 1) reN t>0
(1 —2) vy (2,1) = vy (, t) + uP (2, 1) reNt>0 (L111)
u(x,t)=v(z,t)=0 x €0, t>0

\ u(z,0) = ug(z) >0, v(z,0) = vo(x) >0, 2 €Q

ot Q =10,1[, ug, vy € C*™ (ﬁ), uy = v = 0 sur 9N et p > 1. Soit D = Q x]0,T7,
OD =090 x [0, T]U (2 x {0}) U (2 x {T}), ou T est le temps d’existence maximal de la
solution. On dit que u (resp. v) explose en temps fini T, 8’il existe xy € [0, 1] et une suite
(Tn, tn) €10, 1] x ]0, T tel que t,, = T, z,, = x¢ €t u (xy,t,) — 00 (resp. v (Ty,t,) — 00)
quand n — oo.

Le systeme (1.1.11) est dit dégénéré aux points x = 0 et = 1 en ce sens que les
coefficients de u;, v; tendent vers 0 lorsque x tend respectivement vers 0 et 1.

L’étude de l'explosion des solutions pour les équations paraboliques semi-linéaires

dégénérées a fait I'objet de recherches de plusieurs auteurs.



Table des matiéres

Floater [8] et Chan et Lui [3] se sont intéressés aux propriétés d’explosion du probleme

parabolique dégénéré suivant:

2y — Uy = P, (z,t) €]0,a] x |0, T,
u(0,t) =u(l,t) =0, te]o, Ty, (1.1.12)

u(x,0) =uy(x) >0, z € [0,a],

ou g > 0et p> 1. Sous certaines conditions sur la donnée initiale ug (), Floater [§]
a prouvé que la solution u(x,t) de (1.1.12) explose a la frontiere x = 0 pour le cas
1 < p <q+1. Ceci contraste avec I'un des résultats de [11], et celui de [10] dans le cas
des systemes de réaction diffusion non dégénérés, ou les auteurs montrent que pour le

cas ¢ = 0, P'ensemble d’explosion de la solution u (x,t) de (1.1.12) est un sous ensemble

compact de |0,a[. La motivation pour 1’étude du probleme (1.1.12) vient a partir d’'un
modele de Ockendon (voir [?]) concernant le flux d'un fluide dans un canal dont la viscosité

dépend de la température.

u
TU = Ugy + €7,

ou u représente la température d’un fluide. Dans [8] Floater a approché la quantité e*
par u? et a considéré ( 1.1.12). Dans [19], M. Kouche a étudié la méme question, pour

un systeme d’équations paraboliques semi-linéaires dégénérées de la forme

(
TU; = Ugy + VP reQ t>0,

TV = VUgy + UP reQ t>0,
(1.1.13)
u(z,t) =v(zr,t) =0 x€dQ, t>0,

\ u(z,0) = ug(z),v(x,0) = vo(x), + € Q

Il a montré que si les deux données initiales ug et vy obéissent a des conditions semblables
a celle de [8], la solution (u,v) du systeme (1.1.13) explose en temps fini au point de

dégénérescence. Ce résultat est obtenu dans [19], grace a la structure particuliere de ce
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systeme (la dégénérésence des deux équations est au point z = 0). Dans [28, 29, 21], les
auteurs ont étudié des systemes paraboliques dégénérés et singuliés, avec des réactions
de type non locale. Dans cette theése on a étudié le cas d’un systéeme comme (1.1.11), ou
I'effet de la dégénérescence est aux deux points de la frontiere x = 0 et x = 1.

La these est composée de trois chapitres. Ainsi, dans le premier chapitre, on rappelle
les notions de bases et certaines définitions qu’on utilise dans la suite de cette these.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse & I’explosion en temps fini pour le probléme (continu)
(1.1.11). On commence par ’étude de l'existence locale et l'unicité de la solution du
systeme (1.1.11). Une téchnique de troncature permet de lever la dégénérescence, et
ramene ainsi ce systeme a un probleme non dégénéré. On établit ensuite des conditions
suffissantes pour que la solution de ce systeme explose en un temps fini.

Enfin, le dernier chapitre contient ’essentiel de notre travail de recherche. On considere
une approximation du systeme (1.1.11), basée sur la méthode des lignes, par 1'utilisation
d’un schéma de différences finies en espace. Ainsi, on introduit une version semi-discrete
du probleme continu (1.1.11), et on donne certaines propriétées concernant le schéma
semi-discret. Sous certaines conditions on montre que la solution du probléeme semi-
discret explose en un temps fini, et on donne une estimation du temps d’explosion. De
plus on obtient un résultat sur la convergence des solutions du probleme semi-discret
vers la solution du probleme continue (1.1.11). On montre aussi que la famille du temps
d’explosion des solutions discretes converge vers le temps d’explosion de la solution du
systeme (1.1.11).

Ce travail a permis la production scientifique suivante :

Publication internationale :

Blow-up solutions for semi-linear degenerate parabolic systems par Lamine Nisse et
Sana Belyacine, publié dans ”Journal of Advanced Research in Dynamical and Control
Systems”

Communications internationales :

10
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. Sur le calcul d’explosion des solutions pour un systeme parabolique semi-linéaire
dégénéré, Sana Belyacine et Lamine Nisse, Congés des Mathématiciens Algériens

CMA2012, Université Badji Mokhtar Annaba, 7-8 Mars 2012.

. Caractérisation de ’ensemble de point d’explosion pour un systéeme parabolique
semi-linéaire dégénéré, Sana Belyacine et Lamine Nisse, 18eme Colloque CSMT

2012 de la Société Mathématiques de Tunisie.

. Etude numérique du probleme d’explosion pour un systeme parabolique semi-linéaire
dégénéré, Sana Belyacine et Lamine Nisse, La 8¢me Rencontre d’Analyse Mathématique

et ses Applications, RAMAS, Alger, 26-29 novembre 2012.
Communications nationales :

. Existence et Explosion en temps fini de la Solution d’un Systeme Parabolique Semi-
linéaire Dégénéré, Sana Belyacine et Lamine Nisse, La septieme Rencontre d’Analyse

Mathématiques et ses Applications (RAMA’07) 24-26 octobre 2010.

. Semi-groupes Intégrés Appliqués aux Systemes de Réaction-Diffusion Dégénérés,
Sana Belyacine et Lamine Nisse, leres Journées des Jeunes Chercheurs 4-5 Mai

2011, LMA, Annaba.

. Existence locale de la solution d’un systeme de réaction-diffusion dégénéré, Sana
Belyacine et Lamine Nisse, Journées sur les problémes inverses (JIP’11), Annaba,

14-16 Novembre 2011.
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CHAPITRE

Préliminaires et Notions

fondamentales

1.1 Points et ensemble d’explosion

Dans cette these nous nous intéresserons en particulier au comportement de la solution au
voisinage de T', ou T est le temps d’existence maximal de la solution de (1.1.11). D’apres
la théorie, deux cas se présentent :

1. T'= 400 : on dit que l'existence de la solution est globale.

2. T < +oo : dans ce cas, limyr [[u(-, )] po ) = +00,

(resp limyr [[v(., ?)[| () = +00). On dit alors que u (resp v) explose en temps fini

T.

Définition 1.1.1 On dit que la solution (u,v) du systéeme (1.1.11) explose en temps fini

T, siu ou bien v explose en temps fini.

Définition 1.1.2 Un point a € Q) est dit point d’explosion de u (resp v) si u(x,t)(resp

v(x,t)) n'est pas bornée au voisinage de (a,T).

Définition 1.1.3 On appelle ensemble d’explosion S C Q lensemble de tous les points

d’explosion.

S={xeQ:3x,,t,) CUx|0,T[, t, =T, v, =z, u(Ty,t,) = 00 quand n — co}.

12



1.2. Ellipticité et opérateurs paraboliques

Définition 1.1.4 les fonctions u et v sont des solutions classiques du systeme (1.1.11),
St

u,v € C*1(]0, 1] x ]0,t[) N C([0,1] x [0, 2o])

et vérifient le systeme d’équations (1.1.11).

1.2 Ellipticité et opérateurs paraboliques

Soient 2 C R™ un domaine borné, considérons 1’opérateur

ou
Lu=Au — —
U u 5

ou A est un opérateur elliptique de dégré 2 définie par

= 0*u " Ou

,j=1

Définition 1.2.1 (/26]) L’opérateur A est fortement elliptique dans 2, s’il existe p1 > 0
tel que pour tout ¢ = ({1, ..., () € R™,

n

Zai,j(x)QCj > |C|2; x €L

ij=1
Définition 1.2.2 (/26]) On dit que L est uniformément parabolique dans D, si l’opérateur
A est fortement elliptique.

1.3 Quelques inégalités

Définition 1.3.1 E C R" est un convexe si pour tout 0 < A <1

A+ (1 =Ny € E pour tout x, y € E.
Définition 1.3.2 La fonction f : E — R est conveze si

fOz+ (1 =Ny <Af(x)+ (1= N) f(y)

13



1.3. Quelques inégalités

pour tout (z,y) € E et X € [0,1].
On dit que [ est strictement conveze si pour tout couple (z,y) de points distincts de E et

tout réel X €]0,1], on a :

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+(1=N) fly)

On dit qu’une fonction f est concave sur un intervalle I si —f est convexe.
Lemme 1.3.1 (convezité de x — xP) On suppose que a; > 0 et p > 1, alors

> a < w3 al).

Preuve. A partir de la convexité de x — P, on obtient

(%zn:ai)p < %zn:af.

i=1 i=1

En multipliant les deux termes de I'inégalité par n”, on prouve le lemme. m
Remarque 1.3.1 [e lemme au-dessus est un cas special de l'inégalité de Jensen.

Théoréme 1.3.1 Soient f € L' : [0,1] — ]a, b] une fonction intégrable, et ¢ : |a,b] — R

est une fonction convexe, alors

@ (/Olf@c)d:c) < /01 (po f)(z)de.

Preuve. Puisque ¢ est convexe sur |a, b[, ¢ est 'enveloppe supérieure d’une famille

de fonctions affines (\Ilj)jE 5, avec J un ensemble. C’est-a-dire que pour tout y € |a, b],
p(y) = sup ¥;(y).
JjeJ

Puisque U, est affine, elle peut s’écrire sous la forme V,(y) = oy + f; pour tout y € ]a, b].

14



1.4. Espaces de Sobolev

On déduit que
1 1
/ (W, o f) (x)d = / (a;f(2) + B,) da
0 0

. /Olf(x)dx—l—/olﬂjdx

1
—a; /0 f(@)dz + B,

~u ([ 1 faie)

Or, pour tout j € J,on a ¥; < ¢, donc W0 f < po f et finalement

/o1 (¥j 0 f) (w)de < /01 (po f)(z)dz.

o, ([ 1) < [ o nis

Or, pour tout y € |a, b[, on rapelle que ¢(y) = sup,_, U, (y), donc

o([ s - s, (| i) < [ eon @

On obtient donc

1.4 Espaces de Sobolev

Définition 1.4.1 On désigne par LP(2) ['espace des fonctions u mesurables sur € et

telles que |ul” est intégrable (1 < p < oo) muni de la norme

lull,, = ( [ d:v) .
Q

Définition 1.4.2 On désigne par L>(§2) l’espace des fonctions mesurables sur Q et telles
qu’il existe C' tel que |u(x)| < C pour presque tout x € Q muni de la norme ||ul| = inf{C >

0, lu(z)| < C p.p sur Q}.

Définition 1.4.3 L’espace de Sobolev W™P (Q) est défini par
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1.5. Espaces de Holder

Wmr(Q) ={f € LP(Q),D*f € LP(Q) pour tout o« € N" tel que |a|] < m}
muni de la norme

lallymn = Y 1Dl

laj<m

Dans cette définition la dérivée partielle D est entendue au sens des distributions.

1.5 Espaces de Holder

Soient I un intervalle dans R, X est un espace de Banach, et E un ouvert convexe de X.

Rappelons qualques notions de régularité des fonctions définies sur I ou/et X .

Définition 1.5.1 1. On dit que f est globalement lipschitizienne par rapport a x s’il

existe L > 0 telle que
Ve, o € B, VEE L ||f(t ) — f(ta2)llx < Lo — 2ol -

2. On dit que f est localement lipschitizienne par rapport a x si pour tout (zo,ty) €

I x E, il existe un voisinage Y de (xg,to) et une constante L (xq,to) > 0 tels que
V(t,z) €Y, (L) €Y, |[f(tx1) = (£ 22)lx < L(wo,to) [[£1 — 22| -

Définition 1.5.2 Une fonction f : I — X est dite holderienne d’ordre o, 0 < v < 1, sur

I, s’il existe une constante L telle que

1f(t) = f(s)| < L|t—s|* pour s,t € I.

La fonction f est dite localement holderienne dans I, si f est holderienne au voisinage
de tout pointt € I.

On note la famille de toutes les fonctions hélderiennes d’ordre o sur I par C*(I, X).
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1.5. Espaces de Holder

Définition 1.5.3 Soit Q C R™ un domaine, 0 < a < 1 et m € N, on définit C* et C™+*

par

C*(Q) = {u: Q — R bornée telle que: |u(x) —u(y)| < Lz —yl|* Vx, ye R}
Cmre(Q) = {u € C*(Q) telle que DPu € C*(Q), |B] < m}

Les espaces C*(Q2) et C™*(Q) munient des normes respectives

u(@) — u(y)]
v —y|*
[ull gmtaqny = Z HDBUHCDC(Q)

1B|<m

[ull gy = llull (o) + sup

sont des espaces de Banach.
Remarque 1.5.1 1. Les espaces C™T*(Q) sont appelés espaces de Holder.
2. Par définition l'espace de Holder C?(D) est
C**(D) = {u € C*(D), telle que D,u, D2u, D;u € C*(D)}

Remarque 1.5.2 L’espace C*T®(D) muni de la norme

lulloz+apy = l[tllcap) + Z HD%‘“HCQ(D) T Z ”DiiuHca(D) 1Pty
1 1
est un espace de Banach.

Lemme 1.5.1 Soient Q@ C R™ un domaine borné avec une frontiere 0S) de classe C™, et
A un opérateur fortement elliptique sur X = LP(Q)) de domaine D(A) C W™P(Q) pour

un certain m > 1. Alors pour 0 < a <1 on a

X cwhki(Q) sik—ﬁ<ma<ﬁ,q2p

q p
X cCCov) si0<v<ma——
p
WkEP(Q) C C(Q) si 0 < v < ma — %

17



1.6. Théoremes de régularité

1.6 Théoremes de régularité

Théoréeme 1.6.1 (/9, 14]) Soient l'opérateur parabolique

l/—-ji:au__gi__4_§§:b_£i_+_c__fz
N ind Y 8371833] 1 Z@xj 875

et f: D — R est une application continue. Supposons que
1. Les coefficients de L sont localement Hélderiennes-continument d’exposant o
dans D, et

”aij”Ca(D) <k, ”biHCﬂ(D) <k, HCHCQ(D) < k.

2. 1l existe k > 0 tel que

n

Zai,j($7t)Ci<j Z I€|C|2 5 VC - Rn

1,j=1

3. f est localement Holderienne-continument d’exposant o dans D, et

[fllgapy < 00
Alors pour tout v définie et continue sur 0D, le probléeme parabolique

Lu=f dans D
u=1 surdD

admet une solution u € C***(D). De plus

lellea oy < K (Nl + 1 lcaco))

ou K ne dépend que de k, D, k.

De plus si on suppose que
D™ Dfag;, D™DFb;, D™ DFe, DPDEF, (0 <m+2k <p, k <q)
sont Holderiénnes d’exposant o dans D, alors
D"DFu, (0<m+2k<p+2,k<qg+1)

existent et sont Holderiénnes d’exposant o dans D .
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1.7. Principe du maximum

Théoréme 1.6.2 (/9, 14]) Soient D = Qx |0, T, Q2 est un domaine borné de R™, f € L,
p>2, o€ C? et bornée. Alors siu est la solution classique du probléme

u = a(r, t)ug, + f(x,t) dans Q x 10, T

u=0 sur 0Q2 x 10,7

U= ent=20
ou a est une fonction continue et bornée sur D, on a sur tout compacte () dans D
I'inégalité suivante

[l + Nt o + Nl o < C

ou C' ne dépend que des bornes de f, p, u et de Q).

1.7 Principe du maximum

Soient D = Qx]0, T un cylindre borné de R"** de frontiere 9D = 9Qx [0, T|U(Q x {0})U
(@ x {T}) et

a 0? a 0 0
L, = k br cCtk——,  k=1,2
¢ ijzzl“” or,01, ; ‘o, Y T o !
deux opérateurs paraboliques dans D.

Considérons le systeme parabolique faiblement couplé suivant:

Lu = Liu+ dyv
Lv = Lyv + dyu

ol u, v sont de classe C*! sur D.
Soient les deux hypotheses suivantes:
A) Les coefficients de Ly, Ly ainsi que dy, dy sont continues dans D.

B) Tl existe M, tels que C*(z,t) < M, d;(x,t) < M pout tout (z,t) € D.

Proposition 1.7.1 (/23]) Supposons que U’hypothése (B) est satisfaite, Si u,v sont de
classe C*' dans D tel que, Lyu > 0, Lyv > 0 dans D et u < 0,v < 0 sur D (resp.
Lyu < 0,Lyv < 0 dans D et uw > 0,v > 0 dans 0D), alors u < 0,v < 0 dans D (resp.
u>0,v>0 dans D).
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1.8. Méthodes des sous et sur solutions

Théoréme 1.7.1 (/23] Supposons que les deux hypothéses (A) et (B) sont satisfaites. Si
w,v sont continues dans D de classe C*' dans D tel que, Lyu > 0, Lyv > 0 dans D et
u < 0,0 <0 surdD (resp. Liu <0, Lov < 0 dans D et u > 0,v > 0 sur dD), alors

u<0,0<0 dans D (resp. u>0,v >0 dans D).

1.8 Meéthodes des sous et sur solutions
Soit € un ouvert de R" et
"R "9
Li: i bl_":1’2
Za’”@xk@xj + Z kal‘k ’
k,j=1 k=1

deux opérateurs fortement elliptiques a coefficient de classe C'' bornés sur €.

Considérons le systeme parabolique

;

= L + ta el
Uy w+ fi(t, x,u,v) reN,te]0,T|
V¢ —L2U+f2(t7'r7u7v)

1) = hi(z,t
ul, ) = (s, 1) €00, tel0, 1] (181)
U(QT,t) = h2<x7t>

0,z) =
u(0, ) = ug(z) e
v(0, ) = vo(x)

\
oll ug, vo sont de classe C1(2) et positives, hi, hy € C(92 x |0, T) et positives, fi, fo sont

localement lipshitziennes et croissantes par rapport a (u,v).
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1.8. Méthodes des sous et sur solutions

Définition 1.8.1 (/22, 6]) Un couple de fonction (u,v) de classe C*! (Q x |0, T[) est une

sur-solution du probléeme (1.8.1) s’il vérifie les inégalités suivantes

(@) — Ly — fi(t,z,0,0) >0,z € Q, t€]0,T]
(V) — Lov — fo(t, 2, w,0) >0, z € Q, t €0, T
U|6Q > h17 mag > hy

Ul,_g > uo, Uy > Vo

Définition 1.8.2 (/22, 6]) Un couple de fonction (u,v) de classe C*! (Q x |0, T[) est une

sous solution du probléeme (1.8.1) s’il vérifie les inégalités suivantes

(ﬂ)t _Llu_ fl(thvﬂ)y) S 0; T e Q; te ]OaT[
(Q)t - LQQ_ fZ(t,x,Q7Q> S 07 S Q) te ]07T[
Q’aﬂ < I, Q‘ag < hy

g|t:0 S Up, y’t:() S Vo

Le théoreme suivant nous donne une propriété importante concernant les sous et sur-

solutions.

Théoreme 1.8.1 (/22]) Soient (u,v) et (u,v) des sous et sur-solutions respectivement du
systéme (1.8.1) sur Q x 10, T[. Alors le systéme (1.8.1) admet une solution unique (u,v)
sur Q2 x |0, T telle que

IS
IN
S
IA
S

~

IS
IN
S
IN
<
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CHAPITRE

Probleme parabolique

semi-linéaire dégénéré

2.1 Position du probleme

Ce chapitre est consacré a 1’étude de 'existence locale et 1'explosion en temps fini de la

solution du probleme parabolique semi-linéaire dégénéré suivant

/

zuy (2,1) = Uy (2, 1) + vP(2, 1) reNt>0
(1 —2)v; (2,1) = vg(, t) + uP(x, 1) reNt>0 2.11)
u(z,t) =v(z,t) =0 x eI t>0

\ u(z,0) = ug(z) >0, v(z,0) = vo(z) >0, x € Q

o Q = |0,1[, ug, vy € C* (ﬁ), up = vg = 0 sur 9 et p > 1. Soit D = Q x 0,77,
0D =00 x [0,T]U (ﬁx {0}) U (ﬁx {T})

On commence par établir I'existence locale et I'unicité de la solution du probleme
(2.1.1), et sous certaines conditions suffissantes on montre que la solution de ce systeme

explose en un temps fini.

2.2 Existence locale et ’unicité de la solution
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2.2. Existence locale et 'unicité de la solution

On propose dans ce paragraphe 1’étude de 'existence locale et 'unicité dune solution
classique du systeme (2.1.1). Une téchnique de troncature du domaine au voisinage des
points frontiere, permet de lever la dégénéresence et amener ce systeme a une suite de
problemes non dégénérés qui admettent une solution locale positive.

Sous certaines hypotheses sur la partie non linéaire, et a ’aide de la méthode des sous
et sur solutions, on montre que le systeme admet une solution locale unique.

Pour établir I'existence d’une solution locale du systeéme (2.1.1), I'idée consiste a tron-
quer le domaine |0, 1[ en considérant l'intervalle |e1,1 — e[ C ]0,1[, o0 0 < g3 < 1 —e5 de
telle sorte que le systeme (2.1.1) devient non dégénéré sur |e;, 1 — e x 0,77

On considere alors le probleme régulier suivant :

(

LUy = Ugy + VP x €lep, 1 —eo[, t€]0,T]

1 —2)v = vge + 0P x € lel, 1 —eo|,t€]0,T

(1) jer 1~ el 1€ 10,71 -
u(x,t) =v(z,t)=0 rxe{e,l —e},t€]0,T]
| u(2,0) =uo (z) 20, v(z,0) = vo(z) >0, x € Jer, 1 — &9

En appliquant les résultats d’existence locale de la solution d'un systeme parabolique

(non dégénéré) au probleme (2.2.1) (voir [15, 13]), on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 [l existe ty > 0, tel que le systéme (2.2.1) admet une solution (u.,v.) sur

]51, 1-— 62[ X ]O,tg{ ot € = {81,52}.
Le lemme suivant, nous donne une propriété importante des suites (u.), (ve).

Lemme 2.2.2 Soit §; < &y, 6 < 0, et supposons que (Us,s,,Vs,s, ) (u5/15;,v(515/2) sont des
solutions du systéme (2.2.1) sur )0, o]
Alors

u6'1 8y < Ugy 8,

05/15; < Vg6,

pour tout x € |6,,1 — 8,[, t €10, 0.
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2.2. Existence locale et 'unicité de la solution

Preuve. Posons

w, = u5152 — u5/15;

Wa = Vs, — Ué;é;

Alors

-1
T (wl)t - (wl)xaj = U5p152 - U5p’15; = peg Wa
(]' - ’I) (wz)t - (wQ)xx = U§152 - ulg’ 5! = pgif—lwl
172

ou

01 = p(x, t>u6/16’2 + (1 - p(x, t))u5152

92 = p(xa t)vélléé + (1 - p('ra t))?]5152

pour certain p(x,t) € 10, 1]
De plus

w1:wgzOent:Oetwl,wgZOpoura:E{6/1,1—5;}

Le principe du maximum nous donne

sur }51,1—5/2[><]0,t0[.
UJQZO

]
D’apres le lemme 2.2.2 les suites (u.), (v.) sont monotones décroissantes. Il reste a
montrer que u., v. convergent vers des fonctions u, v lorsque ¢ — 0 de telle sorte que les

limites u, v soient solutions du systeme dégénéré (2.1.1). Pour cela on utilise la méthode

des sur et sous solutions.

Théoreme 2.2.1 [ existe tg > 0 qui est independ de €1, €9, et une fonction h €
C*1([0,1] x [0,t0)) telles que le probléeme (2.2.1) admet une solution (Ue,ey,Veye,) qui
veérifie

Usye, < h

sur ey, 1 —eo[ x 0, to] -
Us152 S h
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2.2. Existence locale et 'unicité de la solution

Preuve. Il existe ky > 0 tel que

up < kop(z) 2 €01
vo < kop(x) |
ﬂ@zzgiﬂ-

Soit k(t) la solution de I’équation différentielle ordinaire suivante

k, — 4pk_p17_7
k(0) = ko,

ou

€10, 1] telle que 7 < (2kg) 7

Définissons ¢ty par k(ty) = 771 et posons h(z,t) = k(t)p(z).
Montrons maintenant que (h, h) est une sur-solution du probleme (2.1.1) sur ]0, 1[ x
10, 2o].
Supposons que
Si=x(h)y = (h),, —h”
Jo= (1 =) (h), = (h)y, — WP
et montrons que

J1 >0
sur |0, 1] x ]0,to[.
Jo >0

Pour z € |0, 7[U]1 — 7, 1[, t € ]0,¢0[
Ji = zk' o+ k — kPP
>k — kPP
> k(1= k=)
> k(1 —kPirP) >0

Pour z € |1,1 — 7[, t € ]0, o]

Ty > xk @ — kPP

/ kP
> <7’/{: — 4p_1)

>0
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2.2. Existence locale et 'unicité de la solution

De plus
h(z,0) = kot (x) = uo ()5 h Jogo=10
d’ott ug,., < h et de la méme maniére on montre que v.,., < h. Donc (h,h) est une

sur-solution du systeme (2.2.1). =

Corollaire 2.2.1 les suites (u:) et (v.) convergent simplement vers des fonctions u, v

sur]0,1[ x ]0,to[ quand e — 0. De plus u, v € LP (]0, 1] x ]0, to[).

Preuve. D’apres le théoreme 2.2.1 les fonctions (u.), (v.) sont définies sur |e1, 1 — o[ X

]07t0[7 et ({I&)? (ﬁ;) par

ue sur Jey, 1 — eqf x 10, o]

U =
0 sur (J0,1[\]e1, 1 —e2]) x]0,%].
et
. Ve Sur ]51,1-62[)(]0,250[
Ve =
0 sur (J0,1[\]e1, 1 —ea[) x 0, t0].
De plus
0<u
sur Jey, 1 — o] X 10, to]
0<v <
Alors
0 < u.
sur |0, 1] x ]0, to[
<uv.<h

définissons alors u, v par

lim, o Uz (z,1) siz#£0,x#1
u(z,t) =
0 siz=0,z=1
lim._, v (z, 1) siz#0,x#1
v(x,t) =
0 siz=0,z=1

Le théoreme de la convergence dominée nous donne

u, v € LP(]0,1] x 0, t0]) -

26



2.3. Régularité de la solution

2.3 Régularité de la solution

Dans ce paragraphe on montre que les fonctions u, v du corollaire 2.1 sont des solu-
tions classiques du systéeme dégénéré (2.1.1). Pour cela nous aurons besoins de certaines

estimations.

Lemme 2.3.1 Soit Q = Ja,b] x ]0,t2[ un domaine carré tel que 0 < a < b < 1 et
0 <ty <t. Il existe C" > 0 independante de € tel que
HUSHCG(Q) <,
||Ua||0a(Q) <C".
Preuve. D’apres le théoreme 2.2.1, on a
[l < C,

H'Us”oo <C,

ou C' ne depend pas de .
D’ou
HUEHLP(Q) <y,

HUEHLP(Q) < (1,

ou (' ne depend pas de €.

En utilisant I'inégalité du théoreme 1.6.2, on obtient

Hue”Lp(Q) + H(Ue>m||Lp(Q) + ||(u€>tHLP(Q) <

ou (5 ne depend pas de €.

2
D’apres le lemme 1.1 de l'injection de Sobolev, on a pour p > -4

||u€||ca(Q) <C ||u€||WP(Q)

= (el + Dl o + 1)l o))

<
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2.3. Régularité de la solution

ou C' ne depend pas de e.

Pour les mémes raisons on obtient une estimation analogue de v,
[[e]] <
elice(@) = >~
]

Lemme 2.3.2 Soit Q@ = Ja,b] x ]0,t3[ un domaine carré tel que 0 < a < b < 1 et

0 <ty < tg, il existe C" > 0 ne depend pas de € tel que

el garagg < €,

HUeHCHa(Q) <"

Preuve. D’apres le théoreme 1.6.2 de la régularité classique des solutions des équations

paraboliques appliqué a chacune des deux équations du systeme 2.2.1 sur le domaine @,

on a
lucllgosagy < € (el + 17 lcne))
or
e < 1l
el < Al
D’ou
() — 2] _ <|va<x> - vegyn) oy e 0
le =l le =l
Soit

1#llongy < € (Iellen o))

<y
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2.3. Régularité de la solution

ou Cy ne depend pas de € (d’apres le lemme précédent).

Finalement, on obtient

ol < €

el ragg < €7,

ou C” ne depend pas de ¢. ®

Théoréme 2.3.1 Si ug, vy € C*(0,1) pour o € 10,1, alors (u,v) est une solution

classique du systéme (2.1.1) dans |0, 1] x ]0, .

Preuve. Montrons d’abord que u, v sont dans C%! (]0, 1[ x ]0,¢o[) N C ([0, 1] x [0, Zo]).

Choisissons un point (x1,t;) € ]0,1[ x |0, %[, et un domaine @ = Ja, b[ x ]0,t5[ telles que

O<a<zi<b<let 0<t; <ty <ty

Le lemme 2.3.2 nous donne alors

Jue(7) = ue(y)] < C" [l —ylI*,

’Dxus(x) - Dwus(y)’ <C” Hx - yHa )
Y,y € Q
|D2uc(x) — Diuc(y)| < C" ||z —yl|*,

| Dyue () — Drue(y)] < C" [l —yl|*
Ainsi les suites (u.), (Dyue), (D?u.), (Dyu.) sont equicontinues sur Q.
D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, on peut extraire des sous suites notées aussi (u.),

(Dyu.), (D*u.), (Dsu.) qui convergent uniformement.

Ceci veut dire que la suite (u.) est de Cauchy dans C*!(Q), donc elle converge vers un
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2.3. Régularité de la solution

elément u € C*1(Q).

De la méme maniére on obtient v € C*!(Q) comme limite de (v.) dans C*1(Q).

Donc D?u, — D?u, D?>v. — D?v, Dyu. — D,u, Dyv. — Dy lorsque € — 0. En passant &
la limite dans le systeme (2.2.1) lorsque ¢ — 0, on vérifie bien que u,v sont des solutions
du systeme (2.1.1) sur ]0, 1] x ]0, #o].

Montrons maintenant que u, v sont continues sur [0, 1] x [0, to[.

Comme

Ue — U,

Ve — U,

uniformement sur (), u, v sont continues en ¢t = 0

de plus

sur 10, 1[ x 10, to] .

IN
<
ININA
> S

D’ou

lim u(z,t) = limv(z,t) = 0.
z—0 z—1

Donc, elles sont continuesen z =0et z=1. =

Proposition 2.3.1 La solution du systeme (2.1.1) est unique et elle est positive sur

10, 1] x ]O, to].

Preuve. Montrons d’abord que (u,v) est une solution unique. Soient (u,v), (u1,v;)
deux solutions du systeme (2.1.1) dans ]0, 1[ x ]0, to].

Posons

W = UuU— Uy

Wo =V — V1
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2.3. Régularité de la solution

alors
x(wy) — Awy = Peg_lw%
(1 - a)(wn), — Awy = pb "y,
ou
Q:/\m7tu+1—)\$at U,
1 (z, t)ur + ( (2,1)) pour A(z,t) €1]0,1]
02 = )\(Jf,lf)Ul + (1 - )\(;L’,t)) U,
De plus
w; =wg =0 ent =0,
Wy = wy = 0 enz=0,z=1

Le principe du maximum nous donne
w; =wy =0 dans 0, 1[ x 0, to[ .
Montrons Maintenant la positivité de la solution
On a

dans ]81, 1-— 82[ X ]O,to[

et par conséquent

dans] 0, 1] x ]0, ¢o]
v>0

Le principe du maximum fort montre que

u>0
dans ]0, 1[ x ]0, ¢o]

v>0

UOZO

’UOZO.
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2.4. Explosion en temps fini de la solution

2.4 Explosion en temps fini de la solution

Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats d’explosion en temps fini de la solution
du systeme (2.1.1). On montrera que sous certaines conditions sur le terme non linéaire
du systeme (2.1.1) le temps d’existence maximal de la solution est fini, nous dirons alors

que la solution explose en temps fini 7.

Proposition 2.4.1 Si le temps d’existence mazimal T du systéeme (2.1.1) est fini alors

(u,v) explose en ce temps fini T.

Preuve. Supposons que T < oo et (u,v) est borné dans |0, 1[ x |0, T7.

On a besoin de montrer que (u,v) peuvent étre prolonger en t = T + 1.

Supposons qu’ il existe M tel que
u(z,t) < M, v(x,t) < M dans 0,1] x |0, T7.

et définisons
() = %x(l — ) olt K = max {giﬁ[ (x?f(ic)x)) am <x z»;(?@) }
Montrons que ¢ est une sur-solution du systéeme (2.1.1)
xwt—Aw—vp:K—vng—Mpzo
l-2)Yyy—Ap—wP=K—u>5 - MP>0

Deplusyp =0enz =0,z =1et ¢(x) > ug(x),(x) > vo(z) ent =0, alors ¢ > u, ¢ > v
dans 0, 1] x |0, 7.
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2.4. Explosion en temps fini de la solution

En particulier u et v sont bornées par 1) en t = T', et ainsi u et v se prolongent en
t="T.
Maintenant montrons que u, v se prolongent en 1" + t;.
Revenons au systeme tronqué (2.2.1). La méme technique utilisée que celle dans le
théoreme 2.1.1 permet de construire une sur-solution (h,h) du systeme (2.2.1) dans
le1, 1 — e[ x 10, T7.
Le théoréme 1.8.1 permet de prolonger la solution (u.,v.) jusqu'a T + t.
d’ou

u(z,t) = ll_l)l[l)us(l',t) et v(x,t) = ll_I}éUE(SC,t),

se prolongent en 1"+ t5. Ce qui contredit le fait que 7" est maximal. m

Pour trouver des conditions suffisantes pour lesquelles la solution (u,v) du systeme
(2.1.1) explose en un temps fini 7" > 0, la technique qu’on utilise est une adaptation de la
méthode du Kaplan, qui repose sur la projection de la solution sur I'un des sous espaces
propres de laplacien (voir [18]). Ceci consiste a introduire la fonction propre et la valeur

propre principale du probleme spectrale (de type Sturm-Liouville) suivant

LU = a1 —2)g(x)  w€]0,1]
¢(0) = ¢(1) =0 (2.4.1)
o(z) >0 dans ]0,1[

ou A s’appelle la valeur propre principale et ¢ la fonction propre du probleme (2.4.1)
Théoréme 2.4.1 ([5]) 1l existe A > 0 unique tel que le probléme (2.4.1) admet une

solution unique ¢.

Posons

/
0 te[0,T] (2.4.2)
/
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2.4. Explosion en temps fini de la solution

et

W(t) = U(t) + V(). (2.4.3)

Ainsi on a le lemme suivant

Lemme 2.4.1 Pour p > 1, il existe C' > 0 tel que

aw
dt

¢ WP(t), vt €10,T7.

2v-1

(t) > =AW (t) +

Preuve. Multiplions la premiere équation du systeme (2.1.1) par ¢, En inteégrant par
rapport a z, tenant compte de (2.4.1), (2.4.2) et de la positivité de la solution, a 'aide de

I'inégalité de Jensen on obtient

/:U¢(x)ut(:c,t)dx = /dj;(f)u (x,t)dx + /(b(x)vp(:r;,t)dx
> —)\/xqﬁ(x)u(x,t)dx + 4 /(1 —z) p(x)v(z,t) | dz,

ou
1-p

C) = /1(1 — 2)¢(x)dx

Ainsi, d’apres (2.4.2) on a

%Et) > —\U(t) + C,VP vt € 10,71

On peut montrer de maniere analogue que V' (t) vérifier la méme inégalité

d‘g—f) > AV (t) + CLUP, Yt €10, T,

avec
1 1-p

Cy = / v(z)dw

0
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2.4. Explosion en temps fini de la solution

Ainsi avec C' = min {C}, Cy}, d’apres (2.4.3) pour tout ¢ dans ]0,7 on a

AW () dU(t) dV(t)
it a @
> AW (t) + C (VP(t) + UP(t))

> AW () + —— (V(t) + U(t)"

2r—1
C

2r—1

= AW (t) + WP(t).

[ ]
Comme une conséquence immédiate, on peut déterminer des conditions suffisantes sur
les données initiales du probleme (2.1.1), pour que la solution explose en un temps fini.

Ceci est formulé dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.4.2 Si p > 1, C la constante définie dans le lemme 3.1, et les données

initiales ug et vg satisfant

1 1 1
A\ T
/xqb(x)uo(a:)dx + /(1 — 2)6 () vo (z) dz > 2 <5> ,
0 0
alors la solution (u,v) du systéme (2.1.1) explose en un temps fini T

Preuve. D’apres la proposition 2.4.1, Il suffit de montrer que le temps d’existence
maximale 7" est fini.

on a

W(0) = / 2o(@)uo (x)dx + / (1—2)6 (x) vo () da.

A partir du lemme 3.1, et par les hypotheses, W est une solution de I'inégalité différentiel

dW(t) S
dt - 2p-t

WP(t) — AW (t), ¥t €10, T7. (2.4.4)

avec p > 1, et la valeur initiale satisfait
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2.4. Explosion en temps fini de la solution

Par la théorie des inégalités différentielles dans [20], ceci garantie que W () n’existe pas
globalement. Donc le temps d’existence maximale T" est fini, et W(¢) tends vers 'infinie

quand t tends vers T'. Ainsi

lim (U (t) + V(t)) = +oc.

t—T

Les fonctions u et v sont des solutions classiques de (2.1.1), on déduit a partir de (2.4.2)
qu’il existe une suite ¢,, € 10,7 avec t,, — T tel que

lim sup (u(z,t,) +v(z,t,)) = +o0.

Nn—0 0<r<1

P 1

Puisque ¢ > = 2P =1 P =1 ¢t p > 1, on obtient

o0

do
/ gt
%o ¢< 9 _/\)
d’ou
T < o0
On peut dire que
lim ¢(t) = +o0.
t—T—
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CHAPITRE

Probleme semi-discret

Dans ce chapitre, on étudie une approximation du systeme (2.1.1), par la méthode des
différences finies en espace. On introduit un schéma semi-discret associé de ce probleme,
et apres on donne certaines propriétées, a partir des quelles on montre que la solution
semi-discrete explose en un temps fini 7. Ainsi, on a besoin de quelques résultats de

I'analyse matricielle, qu’on présentera dans ce qui suit (voir [16, 24, 7, 4])

3.1 Rappels

3.1.1 DMatrices non négatives et irréductibles

On désigne par k le corps des réels ou des complexes.

Si n, m sont deux entiers naturels non nuls, on désigne par M, ,,(k) 'espace vectoriel
des matrices a n lignes et m colonnes a coefficients dans k.

Pour n = m, on note M, (k) pour M, ,, (k).

Un vecteur de k™ est identifié a un élément de M, ; (k).

Pour A = ((aij))lgén dans M, (k) et © = (2;)1<i<m dans k", on note (Azx), la
composante numéro ilat:r;ecteur Ax.

Pour tout matrice A = ((ai;))1<ij<n dans M, ,,(k) on note

4] = ((la1)) 1zizn

i<m

Rappellons les quelques notions et résultats suivants.
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3.1. Rappels

Pour toute norme z — |[|z|| sur k™, 'application

Ar— [|A]l = sup [[Ax]|

llz]|=1
définit une norme sur M, (k).

La norme matricielle induite par ||.||, est définie par
¥ A€ M(k), [ All, = 121?221 s
e

La norme matricielle induite par ||.||; est définie par

1<j<n £

VA€ M,(k), ||All; = max Y a;| = ||'4] .
=1

Si A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients complexes, alors son rayon spectral

est le réel

A) = A
pA) = max |Al,

ou Sp(A) désigne I'ensemble des valeurs propres complexes de A.

Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, on a

p(A) < ||A]l.

Quelle que soit la norme choisir sur M, (C), on a

p(4) = I ([l45]7).

k—o00

Définition 3.1.1 ([4]) Supposons que n > 2 et A € M, (C). Les disques de Gerschgorin

D;, 1=1,2,...,n, de la matrice A sont définis comme des régions circulaires fermées

dans le plan complexe, ou

j=1
J#i

est le rayon de D;.

38



3.1. Rappels

Théoreme 3.1.1 (Théoréme de Gerschgorin) Soientn > 2 et A € M,(C). Toutes les

valeurs propres de la matrice A se trouve dans le région
ou D;, 1 =1,2,...,n, sont les disques de Gerschgorin de A définis par (3.1.1), (3.1.2).

Preuve. Supposons que A € C et x € C™\ {0} sont respectivements une valeur propre

de A, et le vecteur propre correspondant, de sorte que

n

Zaijxj = )\I‘i, 1= 1, 2, ., n. (313)

j=1
Supposons que z, avec k € {1,2,...,n} est la composante de x qui possede le plus
grand module, ou une de ces composantes si plus d’une possede le méme module. Notons

au passage que xy # 0, implique que x # 0; alors,
Ceci signifie que

|/\ — akk| ‘ZE}C‘ = ’)\$k — akkxk|

n

= E aijj — QT

j=1

n

=Y
j=1

ik

S |xk‘ Rk?

ainsi on divisons par |zx|, on montre que A se trouve dans le disque Dy de rayon R

centré en ag,. Donc, A € D =U|D;. m

Définition 3.1.2 Une matrice A dans M, (R) est dite non négative (resp. positive) et
on note A >0 (resp. A>0), si tous ses coefficients sont non négatifs (resp. strictement

positifs), et la positivité signifie que toutes ses composantes sont positives.
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Définition 3.1.3 [7] Une matrice tridiagonale réelle A = (a;;) d’ordre n > 1 est irréductible,

81 Qg 410416 > 0 pour 1 <k <n—1.

Théoréme 3.1.2 [7] Si A = (a;;) est une matrice tridiagonale réelle irréductible d’ordre

n, alors A posséde n valeurs propres réelles simples.

Matrices positives et théoreme de Perron-Frobenius

Théoréme 3.1.3 Soit A une matrice dans M, ,(R)
i. Si A est positive et x € R™ est positif non nul, alors Ax est positif.
ii. Si A est positive et B € M, (k) sont telles que |AB| = A|B|, alors ils ezistent

des réels 01, ..., 0, tels que B = |B| A, ou A est la matrice diagonale de termes diagonauz

Théoréme 3.1.4 Soit A une matrice non négative dans M,(R) telle que la somme des
termes de chaque ligne (resp. colonne) est constante égale a «. Le réel o est alors une

valeur propre de A et

p(A) = a=[[All (resp. p(A) = a = [[All;).

Preuve. Pour tout i = 1,...,n, les égalités z;zl a;; = « reviennent a dire que le
1

vecteur e = : € R"™ est vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre a.
1

La matrice A et le réel a étant non négatifs, on a alors

n

a < p(A) <Al = max > ay; =a,
<i<n £

soit v = p(A) = || 4] .-
En raisonnant avec la transposée de la matrice A et en utilisant le fait qu une matrice et

sa transposée ont les mémes valeurs propres, on obtient le deuxieme résultat en considérant

que ‘Al = [lA],. =
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Corollaire 3.1.1 Soit A € M, (R) une matrice non négative telle > "

i1 @iy > 0 (resp.

S ai > 0) pour tout i =1,...,n (resp. j =1,...,n), alors p(A) > 0.

En particulier une matrice positive a son rayon spectral positif.

Remarque 3.1.1 Si p(A) = 0, alors toutes les valeurs propres de A sont nulles et la

trace de A qui est la somme des valeurs propres est également nulle. Pour A positive,

donc on a Tr(A) =" a; > 0 et p(A) > 0.

Corollaire 3.1.2 Soit A une matrice positive dans M, (R). S’il existe un vecteur x positif
et deux constantes réelles positives ou nulles v, 5 telles que ax < Ax < Bz (resp. ax <

Az < Bz), alors o < p(A) < B (resp a < p(A) < ).

Preuve. Pour tout i = 1,...,n, les deux inégalités ax < Az < fz , az; < (Ax), < pz;

sont équivalentes, ce qui entraine

.. (Ax), (Az),
< inf < p(A) < F=p
= 1érz'l§n T, plA) < 18311121 Ti P

On procede de méme pour les inégalités strictes. m

Lemme 3.1.1 Soit A une matrice positive dans M,(R), Si x est un vecteur propre non
nul de A associé a une valeur propre X telle que |A| = p(A), alors p(A) est une valeur
propre de A avec |x| comme vecteur propre associé. Le vecteur |x| est positif et il existe

un réel 0 tel que v = € |z|.

Preuve. On a p(A) > 0 du fait que A > 0.
Soit Ax = Az avec A = p(A), on déduit que

p(A) [z] = |Az| = |Az| < [A] |z = Alx], (3.1.5)

ce qui entraine que le vecteur y = A |z| — p(A) |z| est non négatif. Si ce vecteur est non
nul, alors d’apres le Théoreme 3.1.3 Ay > 0 , ce qui signifie en notant z = Alz| que
p(A)z < Az avec z > 0 (le vecteur x est non nul) qui entraine p(A) < p(A) (corollaire

3.1.2), soit une impossibilité. On a donc y = 0, c’est-a-dire A |z| = p(A) |z|, ce qui signifie
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que p(A) est une valeur propre de A avec |z| comme vecteur propre associé. De plus avec
lz| = ﬁA ||, on déduit que |z| > 0.
Enfin d’apres (3.1.5), on déduit que A |z| = |Az| et donc qu'il existe un réel 6 tel que

z = ¢e" |x| ( théoreme 3.1.3 avec B=1z) m

Théoréme 3.1.5 (Perron-Frobrnius) Si A est une matrice positive dans M,(R) alors
p(A) est l'unique valeur propre de A de module mazimum et [’espace propre associé est

une droite vectorielle engendrée par un vecteur positif.

Preuve. D’apres la démonstration du lemme 3.1.1, on a vu que si A est une valeur
propre de la matrice A telle que |A| = p(A) et si z est un vecteur propre non nul associé,
alors = € |z| avec A|z| = p(A). Le rayon spectral p(A) est donc valeur propre de A.

De plus, avec
e = Az = A (e’ |z]) = € Alz| = €’ p(A) x| = p(A)z,

on déduit que Az = p(A)z avec z # 0, et A = p(A). Donc p(A) est I'unique valeur propre
de A de module maximal.

En notant E, 4y I'espace propre associé a la valeur propre p(A), tout vecteur non nul
x dans F,4 est tel que |z| > 0 et aucune des composantes de  n’est nulle. S’il existe
deux vecteurs x, y linéairement indépendants dans F,4), alors le vecteur z = z,y — y1@

est non nul dans E,4) avec z; = 0, ce qui est impossible. On a donc dim(E,4) =1. =

Corollaire 3.1.3 Si A est une matrice non négative dans M,(R) alors p(A) est valeur

propre de A et il existe un vecteur propre associé non nul positif.

Preuve. Pour tout entier naturel non nul k£, on pose

1
)
Tk 1<i,j<n

et on désigne par x;, le vecteur de Perron de la matrice positive Ag. On a limy_.o, Ar =

A et avec la continuité du rayon spectral, on déduit que
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étant dans le compact F', on peut en extraire une sous suite (%:(k)) convergente

k>1

vers un vecteur x > 0 et on

Ar = ,}1_{2() Aw(mxw(k) = kh_fgop <A¢<k)> Lo(k) = p(A)z,

c’est-a-dire que z est un vecteur propre non nul (puisque ||z||, = 1) positif de A associé

a la valeur propre p(A). m
Corollaire 3.1.4 Si A est une matrice non négative dans M,(R) alors
p(I,+ A) =1+ p(A).
Preuve. Pour toute matrice A dans M, (R) on a
Sp(l, +A)={1+X| e Sp(A)},

et donc p(I, + A) <1+ p(A).
Si de plus A est non négative, alors p(A) est une valeur propre de A, donc 1 + p(A)
est une valeur propre de I, + A et 1 + p(A) < p(I,, + A), d'ou I'égalité. m

Théoréme 3.1.6 (Perron-Frobénius) Si A est une matrice positive dans M,(R) alors
p(A) est l'unique valeur propre de A de module mazimum et cette valeur propre est simple

(l’espace propre associé est donc une droite vectorielle).

Preuve. On sait déja que p(A) est 'unique valeur propre de A de module maximum.
Notons p sa multiplicité algébrique.
Le théoreme de trigonalisation sur C nous dit qu’il existe une matrice inversible P

telle que T' = P~'AP soit triangulaire supérieure de diagonale

(p(A), ...,p(A), )‘p—l-la ) >‘n> ’

avec |\;| < p(A) pour i compris entre p+ 1 et n (si p < n). En écrivant, pour tout

entier naturel non nul k£, que
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et en utilisant la continuité du produit matriciel, on déduit du théoreme précédent que

1 F ,
lim (| —T) =P 'LP=1L,

avec L triangulaire supérieure de diagonale (1, ...,1,0, ...,0). On a donc rang(L") > p

et avec rang(L') = rang(L) = 1, on déduit que nécessairement p = 1. m

Corollaire 3.1.5 Si A est une matrice non négative dans M,(R) et s’il existe un entier
naturel v tel que A™ positive, alors p(A) est une valeur propre simple de A (I’espace propre

associé est donc une droite vectorielle).

Preuve. On sait déja que p(A) est une valeur propre de A (Corollaire 3.1.3). Notons
p sa multiplicité algébrique.
Le théoreme de trigonalisation sur C nous dit qu’il existe une matrice inversible P

telle que T' = P71 AP soit triangulaire supérieure de digonale

(p(A)7 7p(A)7 >\p+1a sy )\n) )

avec |\;| < p(A) pour tout entier i = p+1,....n (si p < n). La matrice TP = P71 APP

est alors triangulaire supérieure de diagonale

(p(A)p, e PLAYP N )\fl) ,

et p(A)? = p(AP) est alors valeur propre de AP de multiplicité supériure ou égale a p.

Mais AP étant positive cette multiplicité vaut 1, on a donc p=1. =

Matrices irruductibles et théoreme de Perron-Frobenius

Théoréme 3.1.7 Soit A une matrice carrée irréductible, non négative d’ordre n > 1.
Alors le rayon spectrale p(A) ( la plus grande valeur propre de A) est une valeur propre

positive simple de A, et il existe un unique vecteur propre positif associé a la valeur propre

p(A).

Preuve. La matrice A étant irréductible n’a pas de ligne nulle, on a donc puisqu’elle
est positive Z;Zl a;; pour tout ¢ compris entre 1 et n, ce qui entraine p(A) > 0 (corollaire

3.1.1).
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Avec le théoreme de trigonalisation sur C on voit que si p(A) est une valeur propre
de multiplicité supérieure ou égal a 2 alors il en est de méme de 1+ p(A) comme valeur
propre de I, + A. Mais I, + A positive et (I, + A)""' strictement positive entraine
p (I, +A) =1+ p(A) (corollaire 3.1.4) est une valeur propre simple de I,, + A (corollaire
3.1.5). En conséquence p(A) est une valeur propre simple de A.

L’espace propre associé est donc de dimension 1 et on sait qu’il peut étre engendré
n-1,.

par un vecteur positif z (corollaire 3.1.3). De A = p(A)x, on déduit que (I, + A)
(14 p(A)" 'z et avec ((I, + A)" 'z > 0 (théoréme 3.1.1, point (1)), (14 p(A))" " >0,

on déduit que z > 0. m

3.1.2 Inégalité de Jensen discrete

Théoreme 3.1.8 Soit f : I — R une fonction convexe, n point x; dans ['intervalle I,

et n nombres réels positifs \;. On a alors

/ (AL 2": /\il‘z‘) < AL En: Aif(xi), ot A, = Zn: Ai
" =1 =1 i=1

3.1.3 Méthode des différences finies

Pour I'étude numérique, on a deux approches du probleme (2.1.1). La premiere est de
discrétiser les EDP en espace et en temps, sur un maillage uniforme. La méthode trans-
forme les EDP en un systeme algébrique, en remplacant les dérivées partielles avec les
différences finies. Une autre approche est appelée Méthode des lignes (MOL) ou méthode
semi-discrete. Dans cette approche, on discrétise les EDP par rapport a une seule vari-
able spatiale, ou temporelle. La discrétisation en espace amene a un systeme d’équations
différentielles ordinaires avec des conditions initiales.

La méthode des différences finies est une technique courante de recherche des solutions
approchées d’équations aux dérivées partielles, qui consiste a résoudre un systeme de
relations liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment proches

les uns des autres.
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En apparence, cette méthode apparait comme étant la plus simple a mettre en oeu-
vre car elle procede en deux étapes : d’une part la discrétisation par différences finies
des opérateurs de différentiation, d’autre part la convergence du schéma numérique ainsi
obtenu lorsque la distance entre les points diminue.

Une discrétisation des opérateurs de différentiels (dérivées premieres, seconds, etc,

partielle ou non) peut étre obtenue par les formules de Taylor.

Approximations des dérivées par des différences finies

Dans le cas 1D instationnaire, considérons ’évolution d’une grandeur u(z,t) en fonction
de l'espace et du temps. Le domaine de défnition de u est décomposé en N noeuds z;
répartis régulierement avec un pas d’espace Az. De méme, le temps est décomposé en
intervalles élémentaires de pas constant At. On notera ] la valeur discrete de la grandeur
u(z,t) au noeud z; et au temps nAt.

Le dévelopement de Taylor de u au point (z + Ax,t + At) est

u(zr+ Az, t + At) = Z ! <Am% + Atg) u(x,t) + Ry
i=0

avec le reste

1 0 8

oul<&n<l
On note R,,1 = O(Az + At)"+L.

On a trois type de schémas pour approcher les dérivées

Uit1—Uq
Az

Ui —Ui—1

1. Schéma progressif : on utilise 'opérateur de différence progressif 0 u; =

2. Schéma regressif : on utilise 'opérateur de différence regressif 6, u; =

Uit1—Ui—1

3. Schéma centré : on utilise l'opérateur de différence centrale d,u; = =5

Approximation de la dérivée premiere Pour calculer 'approximation de la dérivée
premiére, nous allons utiliser deux développements en série de Taylor de u(z,t) au voisi-

nage de (z;,t,), on fixe une variable (par exemple t), et on obtient
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n o Az fOou\" (Az)* [ Pu\" 3
“z’f“i‘?(a—x) R <a7 o)

i

" L Az (ou\"  (Az)? [Pu\" 3
ui+1:ui+T<%> +5 (@ i—i—O(Am)

i
La soustraction de ces deux relations donne :
ou\"
uly —up o =2Ax (%> + O(Az?)
i
Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit centré pour approcher la dérivée
premiere de w :
Ou\" _uiy —uy
— | =21 L O(A2?).
((9x) 2Ax (Az)

i
Approximation de la dérivée seconde Le principe est identique et repose sur le

développent de Taylor au voisinage de (x;,t;). Pour construire un schéma d’approximation

de la dérivée seconde de u, on écrit :

n o Az fou\" (Az)® (*u\" (Az)® [(Pu\" 4
“'f“i‘?(a—gc)ﬁ 2 (87— 5 \aw ), TOBT)

n o Az fOou\" (Az)® (0%u\"  (Az)® [OPu\" 4
“Hf“i*?(a—x) LT (@ﬁ—g! g3 ) OB

% 7

En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit a :
Pu\"
_ 2 4
up g +up —2ul = Az (_('%Q)i + O(Azx").

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit centré pour approcher la dérivée

seconde de w :




3.2. Schéma semi-discret associé au probléme (2.1.1)

Il existe aussi une formulation progressif et regressif pour la dérivée seconde, toute

deux d’ordere 1 :

P?u\" Uit o — 2u5 g + Uy
(%) = A2 + O(Ax)

et

OPu\"  ul —2ul | +ul,
<@) = Ao + O(Axz).

3.2 Schéma semi-discret associé au probleme (2.1.1)

Soit M est un entier positif, On pose h = M 7 et on définie un maillage uniforme

Dy ={rp :0=x0 <21 <..<xp4 =1}

avec x,, = mh sur |0, 1[. Par approximation par différence finie classique des dérivées
partielles Uz, (T, t) €t Vpw(Tm, t), On approche la solution exacte (u,v) du probleme (2.1.1)
par (um(t), vm(t)) = (u(zm,t), v(xm,,t)) solution du probléme semi-discret

i

d“:;;“) = o2 humm +Lon(t), t >0
dvm () Ut t>0
e () T U (t); (3.2.1)

vo(t) = vara(t) = 0,120

) Um ()——vdxm)

u(t) = UM+1(t

) =
L Um( ) = “O(xm)
oul<m< M,

o alm(t) = Kliﬁ(umﬁ-l () = 2un(t) + um-1(t))
02 1 vm(t) = goaeymr (Vma (1) = 20, (t) + v (1)),

Nous pouvons réecrire (3.2.1) sous la forme matricielle suivante

dUh AhUh(t) f(Vh(t)), t>0
MM):BﬂMﬂ+mMﬁ»J>O

dt

(3.2.2)
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3.2. Schéma semi-discret associé au probléme (2.1.1)

ou pour t > 0, U, = (ui(t),us(t),...,up(t)) et Vi, = (v1(t),va(t),...,up(t)) sont des
vecteurs colonnes, qu’on appele la solution semi-discrete. La partie non linéaire du

probleme semi-discret est répresenté par

et la partie linéaire est répresenté par les deux matrices tridiagonales non symétriques

d’ordre M

—2 1
1 —2 1
B
Ay =1 : (3.2.3)
1 —2 1
M-1 M-1 M-1
1 =2
M M
=2 1
M M
1 —2 1
1 M-1 M-1 M-1
By =3 (3.2.4)
1 =2 1
2 2 2
1 -2

Soit ]O, Tbh[ Iintervalle du temps maximal sur lequel

Walt)l.o = max o (0)

est fini.
Si T} < oo, on dit que la solution W}, (¢) explose en un temps fini et T} est appelé le

temps d’explosion de la solution semi-discrete Wi, (t).
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3.2. Schéma semi-discret associé au probléme (2.1.1)

3.2.1 Propriétés de la solution semi-discrete

Soit le vecteur

Wi(t) = (wi(t), ...y wnr(t), wars1(t), ...y wans (1))

défini pour ¢ > 0 par

U (1), 1<m< M,
Wi (t) =
’Um,M(t), M+1<m<2M,
ol U, (t) et vy, (t) sont les solutions du systeme (3.2.2).

Ainsi les composantes wy,(t) de vecteur W, (t) vérifient les équations différentielles

ordinaires non linéaires suivantes

dw,, (t

) S0, (8) = Fuluwa(t). £ 0. (325
ou

L a1 () = 2Up (8) + U1 (1)), 1 <m < M,
52, (1) = o (U1 () (t) (1), 1<m<
m(vm—i—l—M(t) — 2y () + Vpe1—m(t)), M +1<m <2M,
et )
Fo(tm (1) T tsms M
m\Wm = wP

On pose wy(t) = wapr41(t) = 0, par convention, et on note que l'existence et I'unicité
des solutions des équations différentielles ordinaires sont établies si la partie non linéaire

est une fonction continue localement Lipschitizienne.

Proposition 3.2.1 Si W,,(t) € C* ([0, T[,R*M) est une solution de (3.2.5) sur ]0,T],
telle que
W, (0) >0, 1<m<2M,

Alors
Wy (t) >0, 1<m<2M,Vtel0,T].
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3.2. Schéma semi-discret associé au probléme (2.1.1)

Preuve. Soit Ty < T, et
Ym(t) = e "w, (1),
ou r est un parametre réel positif.

Si on pose

y=min{y,(t) : 1 <m <2M, 0<t<Tp},

parce que y,,(t) est une fonction continue pour tout m € {1,...,2M}, alors il existe
to € [0,T0], et mo € {1,...,2M} tel que y = Y, (to).

Si tg = 0, en tenant compte du fait que y est un minimum, le résultat est une
conséquence évidente des hypotheses.

On suppose que ty > 0, il est clair qu’'on a

dy?m) (t()) — lim Ymyg (tO) — Ymo (tO B 5)

7 lim . <0, (3.2.6)
et
Sy (f0) — oo (U 41 (t0) = 2 (t0) + tme—1(t0)) > 0, 1 <mg < M,
Ty (Vmot 10 (o) = 20mg—1(to) + Vmg—1-m(to)) = 0, M +1 < mg < 2M,
On a

W () = "y (),

dwr;t(to) _ ert(dyst(t) + rym(t)), (3.2.7)

\ 82w (t) = €02y m (t).
D’apres les hypotheses, la fonction F,, est dans C'([a, b]), ol [a,b] est un intervalle
défini par
[a,b] = {w € R, t.q. w = wy,(t), t €[0,To]}.

Soit w* # Wi, (tp) un point fixé dans [a, b]. Le théoréme de la moyenne donne

Frng (Wi (£0)) = Fing (w7) = Frp (0 (to) + (1 = 0)") (wyn, (to) — ).

Pour un certain 6 € 0, 1[. Donc

Fong (Wi (o)) = a0 + boe" Ymy (o), (3.2.8)
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3.2. Schéma semi-discret associé au probléme (2.1.1)

ou

ag = Fry(w*) — F;O(meo (to) + (1 — Ow™)w",

et
by = Fpy, (0w, (o) + (1 — 0)w™)

Selon (3.2.5), (3.2.7) et (3.2.8) on a

erto ( dymo (tO)

gt TYmo (to)) — €87 Yo (to) — a0 — bo€” Yy (o) = 0,

ainsi on obtient

dymo (tU)

dt - 6l2zym0 (to) + (T - bO)ymo (tO) - aoeirto =0. (329)

A partir de (3.2.6) et (3.2.9) on peut déduire que

(1 — b0)Ym, (to) — age™"™ > 0.

En supposant que y,,,(to) < 0, si la valeur de r est suffisamment grande alors on obtient
une contradiction. D’oll y,,(t9) > 0, ce qui implique w,,(t) > 0 pour tout ¢t € [0, 7o),
1 <m < 2M. Comme T} est un nombre arbitraire dans |0, T'[, on doit avoir w,,(t) > 0

pour tout ¢t € |0, 7. =

Remarque 3.2.1 [l convient de noter que les composantes du vecteur W (t) sont ceuz du
couple (Up(t), Vi(t)), ainsi (3.2.2) et (3.2.5) sont équivalentes. Donc, selon la proposition
précédente, si les composantes de (Uy(0), V,(0)) sont non négatives, alors il est de méme

pour ceuz de (Up(t), Vi(t)).

Remarque 3.2.2 La proposition 3.2.1 reste valable si les équations différentielles ordi-
naires non linaires données par (3.2.5), sont remplacées par

dw,, (1)

T~ Ohwm(t) = Fon(wm(t), > 0.

52



3.3. Explosion de la solution du probleme semi-discret

3.3 Explosion de la solution du probleme semi-discret

Dans ce paragraphe on montre que la solution du probléme semi-discret (3.2.1) explose en
un temps fini. Pour cela on décompose les matrices Ay, et B), en une somme d’une matrice
symétrique et une matrice positive, pour les quelles nous montrons certaines propriétées,

qui seront utilisées pour établir notre résultat d’explosion en temps fini.

3.3.1 Propriété de la partie linéaire du probleme semi-discret

Soit Ay, = Aj + T, ou A est une matrice tridiagonale symétrique et T} est une matrice

triangulaire supérieur positive, définies comme suit

1
-2 1
1 =2 1
2 2 3
S 1 .
Ah:ﬁ 3
1 —2 1
M-1 M-1 M
1 =2
M M
1
0 3
1
oo
1 _ .
1
0 0 w@eD
0 0

Lemme 3.3.1 La matrice A; posséde M wvaleurs propres réelles distinctes négatives.

Preuve. Premierement, comme A7 est une matrice symétrique, ses valeurs propres
sont réelles. Le théoreme 3.1.1 de Geschogorin’s affirme que toutes les valeurs propres de

A7 = (a;j) sont contenues dans I'union des M disques
D; = {zE(C, lag — 2| gzﬁil\aij\}, 1<i<M.
J#i

Nous pouvons vérifier a partir des coefficients de A7, que tous les nombres réels dans
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3.3. Explosion de la solution du probleme semi-discret

chaque disque D; sont négatifs. Ainsi, tous les valeurs propres sont négatifs. Comme
conséquence de [4, Corollaire.4, p.348], puisque chaque D; ne coupe aucun autre disque
D;, Aj possede M valeurs propres. m

D’apres le théoreme 3.1.7 de Perron - Frobenius, toute matrice carré irréductible non
négatif possede une valeur propre positive simple associé a un vecteur propre positif.

En dépit du fait que A} est négative, nous pouvons montrer, grace au théoreme de

Perron - Frobenius, qu’il possede un vecteur propre positif.

Proposition 3.3.1 La matrice Aj posseéde un vecteur propre positif ¢, associé a une

valeur propre Ay négative.

Preuve. Soient [ la matrice identité carrée d’ordre M, et o une valeur réelle positif
suffisamment grande, de sorte que A = oI+ A} soit une matrice non négative. Alors, A
satisfait les hypotheses du théoreme de Perron - Frobenius, et il s’ensuit que A possede un
vecteur propre positif ¢, correspondant a une valeur propre positive p. Par conséquent,
nous avons Ao = (p — o) ¢, ce qui implique que ¢ est un vecteur propre positif de A3

associé a la valeur propre \; = p — o, qui doit étre négatif, d’apres le lemme 3.3.1. =

Remarque 3.3.1 Notons que nous pouvons normaliser le vecteur propre positif ¢ =

(¢1, ¢2, ..., dar), pour avoir Zf‘il o; = 1.
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3.3. Explosion de la solution du probleme semi-discret

Remarque 3.3.2 Le méme résultat est valable pour la matrice By, = Bi +TF, ou B} est

une matrice symétrique et T7 est une matrice triangulaire inférieur positive tel que

-2 1
M M
1 -2 1
1 M M-1 M-1
BZ:F 1
1 =2 1
3 2 2
1
12
0 0
L 0 0
M(M-1)
T2—1
P
1
£ 00
1
0

En outre , il est facile de vérifier que le vecteur normalisé w = (¢ar, ..., 2, ¢1) est un

vecteur propre positif de B; associé a la valeur propre \;.

3.3.2 Explosion de la solution du probleme semi-discret

Apres la décomposition de A, et By, le systeme (3.2.1), équivalent a (3.2.2), prend la

forme suivante

ol = A UA(E) + TRUA(E) + fF(Va(t)), t > 0,

dt

Will) — BaVi(t) + T2Vi(t) + g(Un(t)), ¢ > 0.

(3.3.1)

On note le produit scalaire dans l'espace Euclidien RM par (.,.), associé & la norme

| .||, et on pose

Va(t),w) - t€10.T]. (332)



3.3. Explosion de la solution du probleme semi-discret

Lemme 3.3.2 Soient p > 1 et p = —\;. Si les composantes de (U, (0), V4 (0)) sont non

négatives, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

ddy(t
(;t( ) > —pdy(t) +

C
F@Z(t), te]0,T7.

Preuve. Multiplions la premieére équation du systeme (3.3.1) par ¢, en tenant compte

de la Remarque 3.2.1, Proposition 3.3.1, Remarque 3.3.2, et (3.3.2), on obtient

<dUh > (A Un(D), &) + (TLUA), ) + (FV(0),6)
o) =
)

(
(

( n(t), (Un(t), 45,0) + (T, Un(t), 6) + (f(Va(t)), 8) ,
delt) _ | N
at <Uh(t)’ )‘1¢> + ; Z(Z _ 1)Uz’(t)¢z’—1 + Z mvl Wi,

> (Un(t), o) + min (zh¢M - )Zv w;.

Selon la Remarque 3.3.1 et (3.3.2), en appliquant I'inégalité de Jensen nous avons

dfi—fft) > —up(t) + cP(t), Yt el0,T], (3.3.3)

ou

o ¢i _
c= érzlg}w {ih¢M—(i—1) , b= — A1 > 0.

Si on multiplie la deuxieéme équation du systeme (3.3.1) par w, alors de la méme

maniere on obtient

dqfl—it) > —uh(t) + cpP(t), YVt €]0,T7. (3.3.4)

Alors, pour t € 0,77, (3.3.3) et (3.3.4) impliquent que ®,, défini dans (5.2) doit vérifier
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3.3. Explosion de la solution du probleme semi-discret

Théoreme 3.3.1 Soit p > 1, up = —\1, et ¢ la constante donnée dans le lemme 3.3.2 Si

o5 (0) > QCflz?,uﬁ

alors la solution (Uy(t), Vi(t)) du systéme (3.2.2) explose en un temps fini

L log( Pl
~ou(p—1) oot — Pr(0)17

Preuve. Il suffit de montrer que @, () en tant que solution de I'inégalité différentielle

).

donnée dans le lemme 3.3.2, possede un temps d’existence maximal fini 7}*. Selon la

théorie des inégalités différentielles (voir [20]), si £ est une solution de

£(t) = 5=€"(t) — pg(t), t 0, T,
5(0) = o,

(3.3.5)

alors

®5,(0) > £(0) = ®y,(t) > £(t), pour tout ¢ dans |0, 7;'[. (3.3.6)

A partir de 'équation différentielle (3.3.5), une intégration sur I'intervalle ]O,Tbh[

7
T = /0 dt
£(t) d¢
B /5(0) E(meréPt — )
+00 df
<
N \/50 5(2;7151)71 - :u)
= ; log <A)
u(p—1) o — Mo/

1 1
Donc 557£0 —péo > 0 implique que T existe comme une valeur fini. Si &, > 2cT» T,

donne

alors le temps d’existence maximal T} peut étre estimé par

1 <
T < log(—2Z———), (3.3.7)
P T ulp—1) T e e
et
pet) = oo
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

Finalement, selon les hypoyheses on peut choisir £, = &5 (0) > 2cT ,uﬁ, et a partir
de (3.3.6) on obtient

lim @ (t) = +o0.
t—T

Comme ¢ et w sont des vecteurs positifs, a partir de (3.3.2) on déduit que
tim (|0(0)]| + [V (9)]]) = +o0

donc, la solution (Uy(t), Vi(t)) de (3.2.2) explose en un temps fini, estimé par (3.3.7).

3.4 Convergence de la solution semi-discrete

Dans ce paragraphe on montre que pour chaque intervalle fixé [0, T'] ot u, v sont définies, la
solution (Uy(t), Vi (t)) du probleme semi-discret (3.2.1) converge vers (u,v) quand h — 0
Soit

Th(t) = Un(t) — un(t)
on(t) = Vi(t) — vn(?)

ou

uh(t) = (U(._'El, t)v L) U(ZEM, t)) et Uh(t) = (U(‘Th t)’ ) U<xM7 t))
Lemme 3.4.1 Soient z(x,t) et y(x,t) deux fonctions positives, C:, C;l > 0, Alors

—Cy (Y (s 1) = |0a(D)]) < C on(t) =y (2, )]

—Cy (2 (s ) = |7 (B)]) < Ciy [70(6) = 2 (@, )]

Théoréme 3.4.1 Supposons que le probléme (2.1.1) admet une solution (u,v) € (C*1([0,1]x
[0,77))? et la condition initiale dans (3.2.1) satisfait

|[WL(0) — wp(0)| ., = o(1) quand h — 0, (3.4.1)

(e 9]
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

ot wy(t) = (w(xy,t), ..., u(xp, t),v(x,t), ..., v(Tpr, t)). Alors pour h suffisamment petit, le

probléme discret (3.2.1) admet une unique solution Wy, € C*([0,T],R*M) telle que

max |Wy(t) — wp(t)| ., = O(Wi(0) — wx(0)| + h*) quand h — 0. (3.4.2)

0<t<T
Preuve. Soit «, 8 > 0 tel que

[u D)l < a

lo( Dl < 8

pour t € [0,7]. (3.4.3)

Le probleme semi-discret (3.2.1) admet pour chaque h, une unique solution (U (), V(1)) €
C* ([0, T [ ,R?M). Soit ¢(h) la plus grande valeur de ¢t > 0 telle que ¢ < min{T, T}"}

|Un(t) —up(t)] <1
(Vi(t) —on(t)] o <1

pour t € ]0,¢(h)]. (3.4.4)

L’existence de t(h) > 0 pour h suffisamment petit est justifié par la relation (3.4.1).
Par l'inégalité triangulaire, on obtient

Un()l o < Nlul, )l + [Un(t) = un(t)]o
Vi(®)loo < llo( Dl + IVa(t) = vn(t)]

pour t € |0,t(h)][, (3.4.5)

Ce qui implique que

Un(t)]o S 1+«
Vi) <148

pour t € ]0,t(h)]. (3.4.6)

En utilisant le dévelopement de Taylor, on a pour t € ]0,¢(h)],

mh@m0 52 (1) = ppi= (8) om(t) + o(h?)

(3.4.7)
(M +1—m)h%2D — §20,,(t) = pel (t) 7 () + o(h?)
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

ou

527-m(t) — Tm_1(t)72T;—;12(t)+Tm+1(t)’
pour tout 1 <m < M

0% om(t) = Qm*l(t)_%;;(tﬂgmﬂ(t) :

et
En(t) = AU(E) + (1 = Aun(t)

77h<t> = )\ch(t) + (1 — )\t)Uh(t)

pour \; € ]0, 1.

D’apres (3.4.3) et (3.4.6), il existe des constantes positives C, Cy et K telles que

heml — 527, (t) < Cy |om(t)] + Kh?
{ mh?5(0 - #1,,(t) < Cs g (1) s

(M +1—m)h®zt — §20,,(t) < Cy |7 (t)] + Kh?
On considere les deux fonctions

2(x,t) = exp((L + 1)t + Cz*)(|UL(0) — ur(0)|, + Qh?),
y(z,t) = exp((L + 1)t + C2?)(|V4(0) — v, (0)|, + Qh?)

ou L, C, () sont des constantes.

w22, 1) — zon(2,1) = ((L + 1) — 20 — 4C%22)2(x, 1)
(1= 2) ye(@,t) — yua(z,8) = (1 — 2) (L + 1) — 2C — 4C%2)y(z, 1)
2(,0) = exp(Ca?)(JUL(0) — un(0)| , + Qh?),
y(z,0) = exp(C2?)(|Vi(0) — vn(0)], + QR?)

) (3.4.9)
)

\

En posant

Zm(t) = 2 (T, 1),

ym<t) =Y ('rﬁ”m t) )

sachant que

(@)m _ zme(t) = 22 (t) + 2 () o(h2),

ox? h?
Py Yme1(t) = 2um(t) + Ymya (t) 9
(@)m = 12 + o(h%),
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

d’apres (3.4.9), on obtient

( O 525 (8) = (2 (L + 1) — 20 — 4C%2) 2n(t) + o(h?)
(1 —2,,) 220 — 52 () = (1 — 2n) (L + 1) — 20 — 4C%22 )y (t) + 0(h?)
2(Tp, 0) = exp(C22) (JUL(0) — upn(0)|, + Qh?),

Y(@m, 0) = exp(Caz, )([Vi(0) — vn(0)|, + @h%)

(3.4.10)

Comme

(U0) — un(0)] )

Ant) = (|vh<o> =00 (0)n) +Qh2) y(z.1),
. ‘Vh(O) — Uh(O) 00 -+ Qh2

u(wt) = (rUh<o> “un(0) + th) A1)

on peut choisir L, C, @) assez grand pour que

50 522, (1) > (2(L + 1) — 20 — 4C%2, )y (t) + K12

(1 — ) &m0 529 (1) > (1 — ) (L + 1) — 20 — 4C%22) 2, (t) + KR (3.4.11)
2 (0) > 7in(0), Ym(0) > 01 (0),

Alors
mh@nl 52, (t) > Clym(t) + Kh?
(M +1—m) 228 52 (t) > Chzm(t) + Kh? (3.4.12)
Zm(o) > Tm(()), ym(()) > Qm(0)7
ou
Cy > Cy
Cy > Cy

On suppose que

en(t) = zu(t) — Tu(t),

gn(t) = yn(t) — on(t).
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

D’aprés (3.4.8) et (3.4.12), on obtient

mhden®) _ 52 (1) = Clym(t) + Ci lom(1)] > 0
(M +1—m) 220 526 () — Chzm(t) + Co|Tm(t)] >0 (3.4.13)

em(0) > 0, gm(0) >0,

Tenant compte du lemme 3.4.1, on obtient

mh %0 — §2%,,(t) + C) |0,(t) — ym(t)] = 0
(M+1—m) -dgfit(t) — 8%gm(t) + Cy | (t) — 2m(t)] > 0
em(0) > 0, g (0) >0,

ou

C;l = min{C’l, Oi}
C, = min{Cy, C}}

Donc
mh¥zl — 2, (t) + C} |gm(t)| > 0,
(M +1—m) %20 _ 520 (1) 4 C) |en(t)] >0, (3.4.14)

em(0) >0, g, (0) > 0,

pour 1 <m < M.

11

denll) _ 52e,,(t) + S [g,(t)] > 0,

m C.
Wl — 52 9m(t) + Grrimy lem(t)] 2 0,
em(0) >0, g, (0) > 0,

ol 67 est l'opérateur de différences finies, déja défini dans le cadre de la proposition

3.2.1.
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

Maintenant on pose

Gr(t) = (e1(t),...ens(t), g1(t), .oy grr (1))

et .
o
()], 1<m <M
H(Gu() =4 7
Gy lem(t), 1 <m < M
Alors on peut définir I'inégalité différentielle suivante
5 = RGn(t) + H(IGn(1)]) > 0 @.415)
Gn(0) >0
d’apres la proposition 3.2.1 et la remarque 3.2.2, on déduit que
Zm(t) > T (T
Q Q pour t € |0,t(h)[, 1 <m < M. (3.4.16)
Ym (t) > 0 (t)

De la méme maniere on peut aussi montrer que

Zm(t) > =T (1)

pour t € |0,¢t(h)[, 1 <m < M.
Ym(t) > —om(t)

(3.4.17)

ou

—7(t) = —Un(t) + un(t)
—on(t) = =Vi(t) + vn(?)
Ce qui implique que

Zm(t) > [T (2)]

pour t € 0,t(h)[, 1 <m < M.
Ym(t) > [om(1)]
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

On déduit que

Un(t) = un(t)] o < exp((L + 1)t + C)(|U(0) = un(0)|, + QR?),
Vi(t) = on(t)] o < exp((L + 1)t + C)(|Vi(0) — va(0)], + @h?),

pour t € ]0,t(h)].
Alors

[Wi(t) — wi(t)], < exp((L+ 1)t + C)(|Wi(0) — wy(0)| + Qh?), t €]0,t(h)[.

Montrons que ¢(h) = T'. Supposons que T > t(h). A partir de (3.4.4), on a

1= [Wa(t(h)) — wa(t(h))| < exp((L+1)T + C)(|Wh(0) — wn(0)|, + QR?).

Comme

lim exp((L + 1)T + C)([Wi(0) — wi(0)],, + Qh?) =0,

on déduit que 1 < 0, ce qui est impossible. Par conséquent t(h) =T. m

Corollaire 3.4.1 Sous les hypothéses du théoréme 3.4.1, si Ty, et T} sont respectivement
les temps d’explosion en temps fini du probléme continu (2.1.1) et du probléeme semi-discret
(3.2.1) alors

lim inf T}* > T;.
h—0

Preuve. D’apres le théoreme 3.4.1, V ¢y € 0, T3[, 3 h(ty) > 0 tel que la solution du
probléeme semi-discret W, (t) pour h € ]0, h(ty)] est définie au moins jusqu’a U'instant ¢,
et

lim sup |Wy(t) —wp(t)|, = 0.
h=0 ¢c10,t0]

Donc T} > to, Vh € ]0, h(to)[. Ainsi on a

lim inf 7} > t,.
h—0
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

Puisque ceci est vrai pour tout £y < Tp, on obtient

lim inf T}* > Tj.
h—0

Maintenant, on montre la convergence du temps d’explosion semi-discret, ce résultat

est donné par le théoreme suivant :

Théoreme 3.4.2 Si les hypothéses du théoreme 3.4.1, s’il existe une fonction continue

et non décroissante

F 0,400 > R

telle que
1
b
Alors
lim 7} = Ty,
h—0

Pour démontrer ce théoreme, on a besoin du lemme suivant.
Lemme 3.4.2 Sous les hypothéses du théoréme 3.4.2 sont vérifiées, alors on a
lim sup Tbh <Ty.
h—0

Preuve. Supposons le contraire, donc il existe une suite {hy, },,>1 telle que }}ggo h, =0,
et Ty > Ty
Soit
Xn(t) == [Wi(t) — wn(t)|,, pour t <Tj
on xx(0) = o(1) quand h — 0.
Supposons que pour tout t < Ty, xp, (1) <1,V n > 1,
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3.4. Convergence de la solution semi-discréte

ceci implique que V n > 1, Tlfl” < Ty, ce qui n’est pas vrai.

Donc il existe t,, < Ty tel que xp, (t,) =1

Le résultat du théoreme 3.4.1 implique que lim ¢, = T,.
n—oo

Maintenant de I’hypothese (3.4.18), on obtient

1
() 2 Wil = fan )] - 1
T, —t,
X étant continue et non décroissante, on en déduit que

lim 7} —t, =0,

n—o0

donc

lim sup Tbhn < lim sup (Tbh” — tn) + T, =1,
n—oo n—o0

d’ou la contradiction, puisque on a Tbh" >T,. m

Preuve. (du théoreme)
D’apres le corollaire 3.4.1 et le lemme 3.4.2 on a

lim inf 7}" < lim sup 7" < Tj, < lim inf 7}".
h—0 h—0 h—0

Ce qui implique

lim inf T = 1i T =T,
i inf 1y’ = lim sup 1, by

d’ou

lim 7" = T,
g b b
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Conclusion et

perspectives

Dans ce travail, on utilise une téchnique de troncature qui permet de lever la dégénérescence,
et ramener ce systeme a un probleme non dégénéré. On montre que la solution du
probleme (2.1.1) existe et elle est unique. En outre, on donne des conditions suffisantes
pour que la solution du systeéme (2.1.1) explose en un temps fini. On introduit un probleme
semi-discret associé au systeme (2.1.1) et on détermine des conditions suffisantes pour les
quelles la solution discrete de ce systeme explose en temps fini. On a montré aussi la con-
vergence des solutions discretes et leurs temps d’explosion, respectivement vers la solution
du probleme continu (2.1.1) et le temps d’explosion qui lui est associé.

Suite a ce travail certaines questions se posent, et méritent une étude a part. l'une des

questions importante a traiter concerne la localisation de I’ensemble des points d’explosion.
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