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«Les sciences n’essatent pas d’expliquer; c’est tout juste si elles tentent d’in-
terpréter; elles font essentiellement des modéles. Par modéle, on entend une
construction mathématique qui, a l'aide de certaines interprétations verbales, dé-
crit les phénomeénes observés. La justification d’une telle construction mathéma-

tique réside uniquement et précisément dans le fait qu’elle est censée fonctionnery

John Von Neumann
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Introduction

La dynamique des populations est une partie de la biologie mathématique qui a pour but
la description, en termes de modéles mathématiques, de I'interaction entre différents types
de populations dans un milieu donné (ex : populations animales en écologie, populations
cellulaires en biologie, populations virales en épidémiologie). Ces modéles sont gouvernés
par des équations d’évolutions telles par exemple des équations aux différences, fonction-
nelles, a retards, aux dérivées partielles ou stochastiques. Un probléme central est ’étude
du comportement asymptotique des solutions des équations ou des systémes modélisant ces
phénoménes.

L’interaction entre populations a lieu généralement dans un environnement fluctuant
dans le temps. Par exemple la température, ’humidité, la disponibilité du nutriment ou de
I’eau, sont des paramétres physiques qui varient dans le temps avec la variation des saisons.
Certains auteurs proposent, pour modéliser cette périodicité saisonniére, de considérer des
systémes nonautonomes périodiques (cf. Kuang [72|, Cushing [26-29], Mottoni & Schiaffino
[93], Rosenblatt [99], Vance [123]). Mathématiquement, ces modéles sont décrits par des

systémes de la forme

dx

E(t) = f(t,z), t>0, x=(r1,...,2,), (0.1)

ou f: Ry x R" — R™ est une certaine fonction supposée continue en (t,x). Le paramétre
quantitatif x;(t) représente la densité de population a linstant ¢ définie comme étant le
nombres d’individus d’une population i par unité de temps. Etant donné que la densité de
population est une quantité positive, on ne s’intéresse qu’aux solutions positives du systéme
(0.1).

Il existe en dynamique des populations plusieurs types d’interactions entre populations
(prédateur-proie, compétition, mutualisme, migration, etc). Par exemple, plusieurs popula-
tions peuvent entrer en compétition pour exploiter les ressources de 'environnement. On dit

alors que l'interaction est compétitive. Inversement, il existe dans la nature un autre type



d’interaction celui par exemple ou les différentes populations coopérent entre elles pour leur
survie. On dit dans ce cas que I'interaction est coopérative. Mathématiquement on dira que
le systéme (0.1) est compétitif (resp : coopératif) si afl (t x) <0, (resp : gfl (t,x) > 0) pour
tout t > 0 et x > 0, ¢ # 5. Un exemple classique est 1e systéme suivant introduit par Lotka
[85] et Volterra [125] dans le but de modéliser 'interaction de n populations animales dans

un écosystéme donné

i = I’Z<t> <bz — ];awx](t)> , t>0, 1=1,...,n. (02)

Dans ce modéle b; > 0 représente le taux de croissance de la population de type ¢, a;;
(1 # j), est le terme da a linteraction entre les populations i et j et a; > 0 étant le
coefficient d’inhibition de la population de type ¢ qui décrit le ralentissement du processus
de croissance suite a la limitation des ressources de I'environnement. Le terme - b - est appelé
capacité de charge de la population ¢ qui est généralement déterminé par les ressources de
I'écosystéme. Le systéeme (0.2) est compétitif si a;; > 0, (i # j) et coopératif si a;; < 0,
(e # 7).

Dans le modéle (0.2), l'interaction entre populations est supposée instantanée alors qu’en
réalité cette interaction se fait toujours avec un temps retard di par exemple au temps de
maturation ou au temps de gestation de la population (cf. Murray [94]). Pour tenir compte
de «I’histoire biologique» de la population Volterra [125], Caperon [20] et Cushing [25] ont

suggéré d’introduire un retard distribué dans le systéme (0.2) en proposant le modéle suivant

dxéit) — 2i(t) (bi _ éaijxj(t) — éfi’m kij(s)i(t + s)ds) , t>0, i=1,...,n. (0.3)

Le modéle (0.3) a été utilisé pour décrire avec succes U'interaction de certaines espéces, comme
par exemple la croissance d'un certain type d’algues marines (Caperon [20]).

D’une maniére générale les modéles a retards sont gouvernés par des systémes de la forme

dx
—() = J (¢ t>1
dt( ) f( 7xt)7 > 1o, (04)
= Yo ZOJ t:t07
avec x4(s) = (x1(t + 5), ..., zp(t + 9)), s € (—7,0), o € C = C ([—7,0;R") oi le retard 7

peut étre fini ou infini et f: R, x C' — R" est une fonction supposée continue par rapport

a (t,z) et continiment différentiable en x.



Le probléme de survie a long terme de populations animales en écologie ou de populations
virales en épidémiologie nous ameéne a introduire la notion de permanence.
On dira que la composante x; de la solution est permanente s’il existe M; > 0 tel que
pour toute solution positive z = (zy,...,x,) du systéme (0.4) on a 0 < I%Lnﬁ?ofx‘@) <

limsup z;(¢t) < M;. On dira que la solution z est permanente si toutes ses composantes sont
t—+o0

permanentes. S’ils existent M;, d;, (M; > §; > 0) tels que pour toute solution positive x de
(0.4) on a ¢; < 1%94&?5 z;(t) < htliliip x;(t) < M;, alors x; est dite uniformément permanente.
On dira que la solution z est uniformément permanente si toutes ses composantes sont
uniformément permanentes. Siles solutions du systéme (0.4) sont uniformément permanentes
et sion désigne par U I'ensemble compact U = ﬁ [0;, M;] C int (IR} ), alors pour toute solution
positive z de (0.4) on a d (x(t), U) — 0 lorsque ;f_l—> +00, ot d désigne la distance d’un point a
un ensemble dans R™. On dit alors que U est un attracteur du systéme (0.4). La permanence
uniforme est donc équivalente a I’existence d’un attracteur (compact) contenue a lintérieur
du cone positif R’}

La notion de permanence est un outil mathématique qui permet a la fois de donner un sens
mathématique a la notion de survie a long terme de populations en biologie, et aussi d’obtenir
des propriétés importantes sur le comportement asymptotique des solutions telles I’existence
de points d’équilibres attractifs ou 'existence de solutions périodiques attractives. Dans le
cas d’un systéme autonome, Butler et al [15] et Hale & Waltman [52] ont montré que s’il
n’y a pas de connections orbitales cycliques entre les points d’équilibre du systéme situés
sur le bord du cone positif, alors les solutions sont uniformément permanentes. Freedman
& Moson [32] ont montré que pour une large classe de systémes autonomes la permanence
entraine la permanence uniforme. Récemment, Thieme [116] a montré que ce résultat reste
vrai pour des systémes nonautonomes. Zhao [136] a montré que la permanence uniforme
d’un systéme nonautonome périodique de type (0.4) a retard fini entraine l'existence de
solutions périodiques positives. Waltman [126], Hsu et al [62] ont généralisé la notion de
permanence pour un semiflow défini sur un Banach ordonné ou un espace métrique. D’une
maniére générale les techniques utilisées pour montrer la permanence uniforme sont basées
sur 'utilisation de théorémes de comparaisons (Kamke [64]) qui permettent de comparer les
solutions d’un systéme donné avec celles d'une équation ou d’un systéme de référence dont
les solutions sont permanentes (cf. Cantrell & Cosner [17]). On renvoie le lecteur a I'article
de Hutson & Mischaikov [63] pour un exposé complet sur la théorie de la permanence en
dynamique des populations.

Le probléme de 'interaction entre populations invasives et populations existantes dans



un écosystéme en écologie nous améne a la question suivante (cf. Cantrell & Ward [19]) :
I’introduction d’une population «exotique» dans un écosystéme occupé par des populations
existantes affecte-t-elle la survie des différentes populations ? Dans le cas du modéle de Lotka-
Volterra (0.2) a deux populations (n = 2), Ahmad [3] montra que si £22 = 2 ce qui signifie
que les deux populations exploitent la méme ressource, alors I'une des deux populations tend
vers 0, lorsque t — 400 alors que la seconde est uniformément permanente. Ce mécanisme
naturel, bien connu en biologie sous le nom de «principe d’exclusion concurrentielle», énonce
que si deux populations se concurrencent pour exploiter la méme ressource, alors I'une des
deux populations tend vers I'extinction alors que la seconde est permanente. Ce cas parti-
culier a amené a la notion de coexistence et d’extinction. Plus généralement, étant donné
un entier r (1 < r < n), on dit que les r premiéres populations coexistent si pour toute
solution positive © = (z1,...,x,) les r premiéres composantes 1, ..., x, sont uniformément
permanentes, et on dit que la composante ¢ tend vers I’extinction si pour toute solution
positive x = (xq,...,x,) on a x;(t) — 0, lorsque ¢ — +o0o. Ahmad [4], Ahmad & Montes
de Oca [5], Zeeman [143| ont généralisé le principe d’exclusion concurrentielle dans le cas
de n (n > 2) populations compétitives. Ils ont montré que si n populations exploitent r
ressources (1 < r < n) alors n — r populations tendent vers l'extinction. Montes de Oca &
Zeeman [91-92] ont montré que ce principe reste valable pour un systéme de Lotka-Volterra
nonautonome.

La stabilité asymptotique est une autre question centrale en dynamique des populations.
Bien que la littérature sur la stabilité des systémes autonome est extrémement abondante,
la plupart des travaux parus avant les années 1980 portaient sur différents systémes dérivant
de la biologie, I’écologie ou I’épidémiologie. Il faut attendre les travaux de Hirsch [54-58] a
partir des années 1980 pour voir apparaitre le cadre mathématique abstrait de la théorie de
la stabilité asymptotique des systémes autonomes. Hirsch a appliqué la théorie des systémes
dynamiques a une classe de systémes coopératifs autonomes. Il montra en particulier que si
un systéme coopératif autonome admet un attracteur (compact) U contenue dans le cone
positif alors, si U contient un seul point d’équilibre ce point d’équilibre est attractif. Ce
critére permet d’isoler les points d’équilibres et de savoir lequel est attractif en choisissant

judicieusement le compact U. En particulier, si les solutions sont uniforméments permanentes

n

alors comme on I’a vu plus haut ’'ensemble U = [][d;, M;] est un attracteur pour le systéme,
i=1

il contient donc un point d’équilibre attractif. Dans le cas du modéle de Lotka-Volterra (0.2)

coopératif, cad si a;; <0, ¢ # j, I'existence d’un point d’équilibre attractif est équivalente a
la permanence uniforme des solutions. Ceci raméne donc la question de la stabilité globale

a celle de la permanence uniforme.



Dans le cas compétitif les résultats obtenus par Hirsch ne peuvent pas s’appliquer puisque les
dérivées partielles STf’j_(t, x), 1 # j ne sont pas positives. Certains travaux (cf. Gopalsamy [40],
Zeeman [144]) ont montré que les solutions de ces systémes peuvent osciller autour de points
d’équilibres et qu’on n’a pas toujours de point d’équilibre attractif. Un exemple nous est
fourni par les systémes prédateur-proie qui admettent en général des solutions oscillatoires
engendrés par des bifurcations de Hopf. Cependant, pour des systémes de type Lotka-Volterra
(0.2), des techniques ont été élaboré basées sur l'utilisation du principe d’invariance de
LaSalle, de théorémes de comparaisons (cf. Gopalsamy [40], Gopalsamy & Ahlip [43], Tineo
[118-120]) ou d’une fonctionnelle de Lyapunov (cf. Kuang & Smith [68], Kuang [70], Goh
[39], He [53], Lakshmikantam et al [74], Leung & Zhou [75], Worz-Busekros [130]). Dans
le cas du systéme (0.2) compétitif, cad a;; > 0, (i # j) ces techniques ont montré qu’une

condition suffisante pour l'existence d'un point d’équilibre attractif est la suivante :

> > b i=1..n
i=Li#i = %
En d’autres termes si les coefficients d’inhibition a;; sont suffisamments grands par rapport
aux termes d’interaction compétitifs a;;, (¢ # j) alors le systéme admet un point d’équilibre
attractif. Dans le cas de systémes de type Lotka-Volterra & retards, certains auteurs ont
montré que l'attractivité du point d’équilibre est obtenue en supposant en plus que les retards
soient suffisamments petits. Des résultats similaires ont été obtenus pour des systémes de type
Lotka-Volterra compétitifs avec retards continues ou distribués (cf. Freedman & Gopalsamy
[33], Gopalsamy [42], He [53], Hofbauer & Sigmund [60], Leung & Zhou |75]).

Dans le cas nonautonome le systéme n’admet pas en général d’états stationnaires (voir
I'exemple donné par Kuang |[71] d’un systéme nonautonome qui admet un point d’équilibre
attractif). Gopalsamy [41,44] introduisit la notion de solution globalement attractive. On
dira que le systéme (0.4) admet une solution globalement attractive x*(t), si x*(t) est une
solution de (0.4) et que pour toute autre solution z(¢) de (0.4) on a (x(t) — z*(t)) — 0
lorsque t — +4o00. La solution x*(t) «attire» toutes les autres solutions du systéme et le
comportement asymptotique de celui ci se trouve donc réduit a celui de la solution attractive
x*(t). Cette notion est équivalente a la notion de solution globalement asymptotiquement
stable. On dira que les solutions du systéme (0.4) sont globalements asymptotiquements
stables si pour deux solutions quelconque z(t) et y(t) de (0.4) on a (z(t) — y(¢)) — 0 lorsque
t — +oo. Différentes techniques basées sur 'utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov ont

été utilisées pour montrer la stabilité asymptotique globale des solutions (cf. Bereketoglu &
Gyori [10], Freedman & Gopalsamy 33|, Redheffer [97-98|, Teng [108], Teng & Yu [111]).



Plus généralement, la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov est utilisée surtout pour des
systémes de type Kolmogorov.

Le cas périodique est un cas particulier important du cas nonautonome. On dira que le
systéme (0.4) est périodique si f(¢,.) est périodique en t. Dans ce cas le systéme admet-il au
moins une solution périodique ? La solution périodique est-elle unique, attractive? On peut
montrer que si la solution périodique est attractive alors elle est unique (cf. Burton [16]).
L’attractivité globale est donc une condition suffisante pour obtenir 'unicité. En terme de
semiflot le systéme (0.4) est dit périodique (de période w > 0) si son semiflot nonautonome
x(t, to, p) est périodique cad si z(t + nw, ty + nw, ) = x(t, to, p) pour tout t > ty, n > 1 et
@ € C, ou C est I'espace des phases du systéme (0.4).

La théorie des semiflots périodiques a été développée successivement par Hirsch [59], Smith
[102-103], Thieme [112-115,117] et Zhao [135-138|. Elle consiste a étudier I’existence et 1'at-
tractivité des solutions périodiques. Si on désigne par w la période du semiflot, alors I’exis-
tence et 'unicité d’une solution périodique est équivalente & I'existence et I'unicité du point
fixe de 'application de Poincaré S : C' — C associée au semiflot z(t,y, @) et définie par
S(¢) = x(w,0, ), ou p € C. Difféerentes méthodes, basées sur I'utilisation des théorémes de
points fixes asymptotiques tels ceux de Hale-Lunel [50|, Sadovski [51], ont été utilisé pour
montrer I'existence de solutions périodiques. Zhao [136] a montré que tout semiflot nonau-
tonome périodique uniformément permanent & puissance compacte et qui laisse invariante
une partie du cone positif admet un attracteur global a I'intérieur de cette partie contenant
un point fixe de I'application de Poincaré S. Généralement le probléme de D'existence de
solutions périodiques est ramené a la compacité de 'application de Poincaré. Citons égale-
ment la méthode du degré topologique qui est basée sur le céléebre Théoréme du point fixe de
Gaines & Mawhin [38] qui est utilisé généralement pour des systémes de type Kolmogorov
(cf. Alvarez & Lazer [7|, Li & Kuang [77-78|, Xu et al [133], Kouche & Tatar [66]).

L’attractivité globale d’une solution périodique est par contre beaucoup plus délicate a ob-
tenir. Dans certains cas, notamment pour des systémes de type Kolmogorov, il est possible
de recourir a l'utilisation d’une fonctionnelle de type Lyapunov pour montrer I'attractivité
globale, mais cette technique s’avére inadapté pour certains systémes par exemple diffusifs
(cf. Teng & Lu [110], Wendi et al [129], Zhang & Chen [140]) ou structurés en stades (cf.
Liu et al [81-84], Xu & Zhao [132]). Zhao [135] a montré que le comportement asymptotique
d’un semiflot nonautonome périodique est équivalent a celui du semiflot discret engendré par
son application de Poincaré. En utilisant la théorie des opérateurs monotones concaves, Zhao
[138] a montré que sil’application de Poincaré associée a un semiflot monotone périodique est

fortement positive et concave sur I'espace des phases, alors I'existence et 'attractivité d’une



solution périodique sont entiérements déterminées par le rayon spectral de la différentielle de
I’application de Poincaré. Ces résultats montrent qu’un semiflot monotone périodique admet
oll bien une solution positive périodique et globalement attractive ou la solution triviale
z = 0 comme solution attractive. Etant donné que la pluparts des modéles en dynamiques
des populations sont gouvernés par des systémes compétitifs et que ceux ci engendrent des
semiflots non monotones, la condition de monotonie apparait ici comme «trop» restrictive.
Vue I'importance du concept de semiflot monotone, certains auteurs ont généralisé la no-
tion de semiflot monotone, semiflot permanent, processus continue, semiflot produit, dans
un espace de Banach ordonné (cf. Thieme [112-115]) ou dans un espace métrique (cf. Zhao
[137,139]).

Dans ce projet de thése on s’intéresse a I’étude mathématique de trois modéles différents.
Le premier modéle provient de la biologie et décrit la croissance et la division de cellules
hépatocytes dans le foie. Le second et le troisiéme modéles proviennent de 1’écologie et

décrivent la dynamique évolutive de populations animales.
Ce travail est constitué de trois parties indépendantes.

Dans la premiére partie on s’intéresse au comportement asymptotique des solutions d’un
systéeme intégrodifférentiel compétitif de type Kolmogorov. Il s’agit d’'un modéle construit
par Bass, Bracken, Holmaker & Jefferies [8] modélisant la croissance de deux types de cellules
hépatocytes constituant la paroi d’une capillaire du foie. La densité de population est ici une
fonction a la fois du temps ¢ et de la position x dans la capillaire représentée par un segment
de droite (0,L). On propose une généralisation de ce modéle dans le cas multi-cellulaires
(n > 2) et avec des coefficients dépendants du temps. On montre en particulier que si les
coefficients vérifient certaines relations, alors les n — r (r < n) derniéres composantes de
la solution tendent vers I'extinction. Dans le cas autonome on montre que si la matrice
des coefficients compétitifs est V-L stable, les r premiéres composantes de la solution sont
uniformément permanentes et convergent vers leurs composantes stationnaires associées. Les
résultats obtenus dans cette partie généralisent ceux obtenus par Holmaker [61] dans le cas
n = 2.

La seconde partie est consacrée a 'analyse mathématique d’un systéme différentiel no-
nautonome & retard distribué, dit systéme «structuré en stades». Il s’agit d’une classe de
systémes différentiels a retards de type Lotka-Volterra introduite au début des années 1990
par Aiello & Freedman [1] pour modéliser la croissance de n populations animales ayant deux
stades d’evolutions distincts. Chacun des deux stades correspond a une dynamique evolutive

distincte. Chaque population de type 7 passe du premier stade au second aprés avoir vécue



un temps de longueur 7; appelé temps de maturation de la population. En utilisant une
technique basée sur le principe de comparaison, on établit une série de critéres portant sur
les coefficients du systéme assurant la permanence uniforme ainsi que 'extinction des (n—1)
derniéres composantes des solutions. Lorsque les coefficients du systéme sont périodiques
avec la méme période, on montre en utilisant la théorie des semiflots monotones périodiques
que la condition de permanence peut étre exprimée en fonction du rayon spectral de 'appli-
cation de Poincaré associée a I’équation linéarisée du systéme. Enfin, lorsque les coefficients
du systéme sont constants, on montre que la condition de permanence entraine l’existence
d’un point d’équilibre globalement attractif. Une simulation numérique avec MATLAB ainsi
qu’une interprétation des résultats sont proposées a la fin du chapitre.

Dans la troisiéme partie de la thése on s’intéresse a l'existence et la stabilité globale
d’une solution positive périodique d’un systéme périodique a retard infini avec dispersion.
Ce systéme a été introduit pour modéliser le phénoméne de migration d’une population dans
un milieu composé de n compartiments distincts. La migration de la population du compar-
timent ¢ vers le compartiment j est représentée par le terme d;;(t)(x;(t) — z;(t)), ot z; et
x; désignent les densités de population dans les compartiments ¢ et j respectivement et d;;,
(i # j) étant les taux de dispersions de j vers i. En utilisant le Théoréme du point fixe de
Gaines & Mawhin, on établit une condition en moyenne, portant sur les taux de croissances
et les taux de dispersions, sous laquelle le systéme admet une solution périodique positive.
En construisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée on montre que la solution pério-
dique est globalement attractive. Une partie simulation numérique avec MATLAB illustre

les résultats obtenus.

e Le deuxiéme chapitre de la thése a fait 'objet d’un article paru sous le titre : «M. Kouche
and N.-e. Tatar, Eztinction and asymptotic behavior of solutions to a system arising in bio-
logy. Zeit. Anal. Anwen., 23 (2004), 17-38».

e Une partie du troisiéme chapitre a fait I’objet d’une publication parue sous le titre : «S.
Liu, M. Kouche and N.-e. Tatar, Permanence, extinction and global asymptotic stability in a
stage-structured system with distributed delays. J. Math., Anal. Appl., 301 (2005), 187-207».

e Le quatriéme chapitre a été publié sous le titre : «M. Kouche and N.-e. Tatar, Existence and
global attractivity of a periodic solution to a nonautonomous dispersal system with delays.
Appl. Math. Modelling., 31 (2007), 780-793».



Ces trois revues sont de renommeées internationales et sont citées dans ISI. Les trois

publications sont regroupées en annexe a la fin de la thése.



Chapitre 1
Rappel de Quelques Notions de Base

Dans ce chapitre on rappelle de facon succincte quelques définitions et résultats sur les
matrices positives et les équations différentielles a retards qu’on utilisera ultérieurement.
Dans ce qui suit on désignera par R”; le cone positif {(z1, ..., z,)" € R" :2; > 0,4 =1,...,n}.
On utilisera également les notations suivantes :

fl=inff(t), fm™=supf(t).

t>0 t>0

1.1 Propriétés des Matrices Positives

Commencons par rappeler quelques propriétés importantes des matrices positives ainsi
que leurs liens avec les systémes différentiels linéaires. Pour plus de détails, on renvoie aux

monographies de Gopalsamy [40] et Berman & Plemmons [14].
Définition 1.1.1. Soit A = (aj;;);';—; une matrice & éléments réels tel que a; < 0 pour
tout 7,5 = 1,....,n et 7 # j. On dit que A est une M-matrice s’il éxiste un vecteur
n

v =1,y 0)T € int (R’}r) tel que Y a7y, >0,i=1,...,n.
j=1

On a alors les propriétés suivantes des M-matrices.

Théoréme 1.1.1. (Gopalsamy [40]). Soit A = (a;;);';—, une matrice a éléments réels tel que
a;j < 0,17 # j. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A est une M-matrice.
ap; ... ai

b) Les déterminents de tous les mineurs sont tels que | : > 0, pour tout

10
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1 <r<n.
¢) A admet une matrice inverse A~ = (ay;)7;_; tel que ay; >0, 4,5 =1,...,n.

Considérons le systéme algébrique suivant :
Ax =D, (1.1)

o A = (a;;)}";_, est une matrice & coefficients réels et b = (by, ...,b,)" € int (R) un vecteur
positif. Si A est une M-matrice, alors d’aprés ¢) du théoréme précédent le systéme (1.1)
admet une solution positive unique = € int (]Ri) Le théoréme suivant nous donne une autre

condition suffisante pour que (1.1) ait une solution positive.

Théoréme 1.1.2. (Gopalsamy [40]). Soient A une matrice o coefficients non-négatifs tel
que ai; > 0,1 =1,...n, et b= (by,....0,)T € int (]R’}r) un vecteur positif. Supposons
que

b; > Z —bj, 1=1,...,n,
j=Lj#i 45
alors le systeme (1.1) admet une solution positive unique x = (xq, ...,x,)" € int (R?r) )

Le théoréme suivant nous donne un critére de positivité pour les systémes différentiels

linéaires.

Théoréme 1.1.3. (Gopalsamy [40]). Soient A une matrice dont les coefficients non diago-

nauz sont non-négatifs et x : (0,+00) — R™ une fonction contindment différentiable

telle que
dx(t)
> Ax(t), t>0
dt — #(t), 1>,
z(0) > 0,

alors x(t) > 0 pour tout t > 0.

1.2 Systémes de Lotka-Volterra

Considérons le systéme différentiel nonautonome suivant :

dx

= [(tw), >0, (1.2)

ot ¥ = (z1,....,2,)7 et f: Ry x R® — R" est supposée continue par rapport a (¢, ) et

continiment differentiable par rapport a x.
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Définition 1.2.1.

(i) On dira que la composante x; des solutions de (1.2) est permanente s’il existe M; > 0
tel que pour toute solution positive z = (z1,...,z,)" de (1.2) on a 0 < li%n infx;(t) <

— 00
lim supz;(t) < M;. On dira que x est permanente si toutes ses composantes sont per-

t—o00

manentes.

(ii) z; est dite uniformément permanente s’il existe M; > §; > 0 tel que pour toute solu-
tion positive x = (z1,...,2,)" de (1.2) on a §; < liminfz;(t) < limsupz;(t) < M,.
t—+o0 t——+o00

La solution z est dite uniformément permanente si toutes ses composantes x; sont

uniforméments permanentes.

(iii) On dira que la composante z; tend vers l'extinction si pour toute solution positive

z = (z1,...,7,)7 de (1.2) on a tliin z;(t) = 0.

T 0) <0,

%

Définition 1.2.2. Le systéme (1.2) est dit compétitif (resp : coopératif) si 5

dfi .
i j (resp : 3f (t,z) >0, i # j) pour tout x € int (Ri) et t > 0.

)

Un cas particulier important est le systéme suivant dit de type Lotka-Volterra

dx.:
dxtl =I; (b,(t) — Z (lij(t)l’j) , t>0, 1=1,...,n. (13)

J=1

Les fonctions b;, a;; sont continues et bornées tel que aéi > 0,7 =1,...,n. Ce systéme est
compétitif si a;;(t) > 0 et coopératif si a;;(¢t) < 0 pour pour tout ¢t > 0 et ¢ # j. Dans tous les
cas on supposera toujours que aﬁi > 0. Historiquement le systéme (1.3) a été introduit par
Lotka [85] et Volterra [125] dans le but de modéliser I'interaction de n populations animales
dans un écosystéme donné.

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour obtenir la permanence

uniforme des solutions.

Théoréme 1.2.1. (Liu & Chen [79]). Supposons que les coefficients b;, a;j du systéme (1.3)
soient nonnégatifs continues et bornés tels que al; > 0. Si les conditions suivantes
i) La matrice A = (a?})zjzl est inversible, le systéme algébrique Ax = b ou x =
(1, .., xn)T €t b= (by,...,b,)" a une solution positive (z9,...,2%)" € int (R")
it) la matrice inverse A~ = (3;;)i;—, est telle que B > 0 et B; <0,4,5 =1,...,n et
L7

sont satisfaites, alors les solutions de (1.3) sont uniforméments permanentes.
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Dans le cas particulier d’une seule population (n = 1), le systéme (1.2) se réduit a

I’équation logistique nonautonome suivante

du
“E(0) = u(t) () — alt)ult), >0,

a et b sont des fonctions nonnégatives continues et bornées. Le résultat suivant nous donne

un critére de comparaison important.

Théoréme 1.2.2. (Vance & Coddington [124]). Supposons que les fonctions a,b soient
continues nonnegatives et bornées et que légljgofa(t) > 0. Alors :
i) a) Il existe une constante M > 0 telle que pour toute fonction positive et contindment
différentiable x vérifiant : dg;—(:> < z(t) (b(t) — a(t)x(t)) pour tout t > 0, avec x(0) > 0,
on a limsup, . z(t) < M pour tout t > 0.

b) Si li{n infb(t) > 0, alors il existe une constante positive m > 0 telle que pour toute

dx(t) S
dt

> x(t) (b(t) — a(t)x(t))

pour tout t > 0, avec x(0) > 0, on a liminf, ., x(t) > m pour tout t > 0.

fonction positive et continiment différentiable x vérifiant

ii) Si tlim b(t) = 0, alors pour toute fonction positive et continiment différentiable x
—00

dﬂ;it) < z(t) (b(t) — a(t)z(t)) avec x(0) > 0, on a tlgglox(t) = 0.

Considérons le systéme autonome suivant

telle que

fl—j — (@), t>0. (14)

On a la définition suivante sur les points d’équilibres attractifs.

Définition 1.2.3. On dit qu'un point 2* € R’} est un point d’équilibre de (1.4) si f(z*) = 0.
x* est dit attractif ou globalement attractif si pour toute solution positive x de (1.4)

ona lim z(t) = a*.
t——+o0o

Considérons la version autonome du systéme de Lotka-Volterra (1.3) cad le systéme

suivant

dx; n ,
* = X; (bz — Z aijxj> , t>0, i1=1,...,n, (15)
d &

ou b;, a; sont des constantes positives. Dans [39], Goh a introduit la notion de matrice V-L
stable et a montré que si la matrice des coefficients compétitifs A = (a;;)7;—, est V-L stable

et que si le systéme (1.5) admet un unique point d’équilibre positif, alors ce point d’équilibre
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est globalement attractif. Hofbauer & Sigmund [60] ont généralisé la notion de V-L stabilité
introduite par Goh.

Définition 1.2.4. (Hofbauer & Sigmund [60]). Soit A = (a;;)},—, une matrice a coefficients
réels. On dira que A est V-L (Volterra-Lyapunov) stable s’il existe une matrice dia-
gonale positive D = diag(dy, ..., d,) et un vecteur v = (y1,...,7,)" € int (R7}), tels
que

~o(DA+A"D)x Z diagmir; > Z% 3,

i,j=1
pour tout x = (z1,...,z,)" € R™

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour obtenir I'attractivité glo-

bale des points d’équilibres.

Théoréme 1.2.3. (Goh [39]). Supposons que la matrice des coefficients compétitifs A =
(aij);-szl soit V-L stable dans le sens de la définition précédente et que le systéme
(1.5) admet un unique point d’équilibre positif x* € int (R’}r) Alors x* est un point

d’équilibre globalement attractif.

1.3 Equations Différentielles & Retards

Dans cette partie on rappelle certains résultats sur les équations différentielles a retards.
Pour plus de détails on renvoie le lecteur aux monographies de Hale [48] et Smith [103].

Soit 7 > 0 un réel positif. On désignera par C, = C([—r,0];R) l'espace de Banach
des fonctions continues sur intervalle [—r,0] & valeurs dans R muni de la norme de la
convergence uniforme. On notera par C le cone positif {x € C, : x > 0} et par ~ I'inclusion
canonique R — C, définie par = — ; 2(0) = z, 6 € [—r,0]. Soient t, € R, A > 0 et z €
C([~to —r,to + A],R) . Pour tout ¢ € [to, o + A], on définira z; € C,. par z;(0) = x(t + 0),
—r <0 <0.

Soit (71,...,7,) € int (R”) posons T = maXj<i<, T; et considérons l'espace produit
C = H C, muni de son cone positif C* = {¢ = (¢1,...,¢,)7 € C: ¢; > 0}. Considérons

le systeme différentiel a retard suivant :

dx

— = f(t t>1

g~ ) t>to, (1.6)
Ty = @, t= th

ou f:RxC — R" et ¢ € C est une fonction continue. On désignera par z;(to, f, ) ou
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simplement z,(to, ) si aucune confusion n’est possible, la solution de (1.6) pour ¢ > t,.

Remarquons que zy,(to, ) = ¢ pour tout t; € R. Le théoréme suivant nous donne une

condition suffisante sur f pour que le systéme (1.6) admette une solution unique pour tout

t>to.

Théoréme 1.3.1. (Hale [48]). Supposons que f(t,d) soit continue par rapport a (t,¢) et
continiment différentiable par rapport & ¢. Alors pour tout to € R et ¢ € C| le
systeme (1.6) admet une solution unique pour tout t > to. De plus pour tout t > tg

fizé, la solution x(to, p) est contindment différentiable par rapport a .

Un outil de base important en théorie des équations différentielles a retards est le principe de
comparaison. Soit f : R x C' — R"™ une fonction continue par rapport a (¢, ¢) et contintiment
différentiable par rapport & ¢. Considérons ’hypothése suivante :
(H) Pour tout (¢,¢), (t,1) € R x C tel que p <1 et ;(0) = 1;(0) pour un certain i alors
filt, o) < filt, ).
Théoréme 1.3.2. (Smith [103]). (1) Supposons que f vérifie Uhypothése (H).
(i) Si ¢, € C avec p < 1 alors

xt(t()va SD) S xt(t07 f7 ¢)7 t> tO-

dy(t

(i) Supposons que y soit une fonction contindment dérivable telle que ‘Zi ) < f(t,ye),
dy(t

avec yy, < @, alors y(t) < x(to, f, @), pour tout t > to. De plus si Zi) > f(t,y),

avec Yy, > @, alors y(t) > x4(tg, f, ¢) pour tout t > to.
(2) Supposons que l'une au moins des deux fonctions f ou g satisfait I’hypothése (H)
et que f(t,¢) < g(t,v) pour tout (t,7p) € R x C. Alors pour tout ¢ € C, on a

xt(t07f7w> S xt(t07g7¢)7 Vt > tO'

Remarque 1.3.1. (i) Supposons que f satisfait I’hypothése suivante :

(H)Y V (t,9),(t,¢) € R x C tel que ¢ < ¢ et ¢;(0) = ;(0) pour un certain ¢ alors
filt, @) < fi(t, ¥).
On montre alors que si ¢,9 € C avec ¢ < ¥ on a x,(to, f, ) < x4(to, f,1),t > to (voir
Smith [103]).
(ii) Si I'une au moins des deux fonctions f ou g satisfait (H) avec f(t,¢) < g(t, )
pour tout (¢,1) € R x C, alors pour tout ¢» € C' on a x4(to, f,¥) < z4(to, g,v), YVt > tg
(voir Smith [103]).

Etant donné qu’en dynamique des populations on s’intéresse uniquement aux solutions
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positives, il est utile d’avoir un critére de positivité des solutions. Le résultat suivant est un
cas particulier du théoréme précédent.
Théoréme 1.3.3. (Smith [103]). Supposons que [ satisfait :

YV p e CF) avee p;(0) = 0 pour un certain i, alors f;(t,p) >0, t > t.

Alors pour tout @ € CF on a x(to, f,©) > 0 pour tout t > to.

L’hypothése (H) est une hypothése de monotonie sur f. En particulier si les composantes
fi de f sont monotones croissantes par rapport a ¢, alors on peut appliquer le principe
de comparaison (Théoréme 1.3.2). Cependant ils existent d’autres hypothéses qui sont en
pratique plus réalisables que I’hypothése (H). Soit ¢ € C* et définissons la différentielle
de f au point ¢¢ par L(t,.) = Dy, f(t,¢0). En utilisant la représentation de Riesz, on a la

décomposition suivante (Smith [103])
Lﬁ(t’ gb) = Zl fETj gb](e)dnlj(e’ t)) 1= 17 e n, Cb = (¢17 ceey gbn))
j:

o 1;; : R x R — R sont des fonctions a variations bornées en 6 satisfaisants les conditions
suivantes
m-j(ﬁ, t) = 0, 0 < —Tj.
On a alors le théoréme suivant.
Théoréme 1.3.4. (Smith [103]). Supposons que :
(A1) Pour tout ¢ € CT, tel que ¢;(0) =0 on a L;(t,¢) > 0 pour tout t € R.
(A2) La matrice A(t) définie par

A(t) = col (L(t,e1),...,L(t,€,)),

est irréductible pour tout t € R, ot {ey,...,e,} est la base canonique de R™.
(A3) Pour tout j il éxiste i tel que pour tout t > 0 et € > 0 assez petit on a n;j(—7;+€,t) >
0.
(A4) Si ¢p=0, alors x(to, f,#) = 0 pour tout t > to.
Alors la condition (H) est satisfaite. De plus pour tout ¢ € Ct, ¢ Z0 et to €R on a
x(to, f, @) > 0 pour tout t > t.
Dans le cas périodique on a le résultat suivant sur 'existence de solutions périodiques.

Théoréme 1.3.5. (Wendi [129]). Supposons que f(t,¢) soit périodique par rapport a t de
période w > 0, et que les hypothéses (A1)-(A4) sont vérifiées. Supposons de plus que :
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(A5) Il existe a,b (0 < a < b) tel que

Ft,A)>0, teR, 0<s<l,
f(t.Be) <0, teR, £>1,

ot As = (sa,...,sa) et Be = (&b, ...,&b). Alors les fonctions x(t,O,ﬁ\s) et $(t,0,é\g)

convergent vers une solution positive w—périodique du systéeme (1.6) lorsque t — +00.
Définition 1.3.1. On dit qu’une solution positive z* de (1.6) est globalement attractive si
pour toute solution positive x de (1.6) on a :
lim (z(t) —x*(t)) = 0.
t—-+o00

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour I'existence d’une solution

globalement attractive dans le cas périodique.

Théoréme 1.3.6. (Wendi [129]). Supposons que f(t,¢) soit périodique par rapport a t de
période w > 0, et que les hypothéses (A1)-(A5) sont vérifiées. Supposons de plus que :

(A6) Pourtout v >0etteR, ona

f(t, ) = Dy f(t,¥) > 0.

Alors le systéeme (1.6) admet une solution positive, w—périodique et globalement attrac-

tive.

Remarque 1.3.2. On peut montrer que si le systéme (1.6) admet une solution périodique
globalement attractive, alors cette solution périodique est unique (cf. Burton [16]). Les
hypothéses (A1)-(A6) sont des conditions suffisantes pour l'existence et 'unicité d’une
solution périodique. Notons que sous les hypothéses (A1)-(A5), on peut montrer que
I'unicité d’une solution périodique est équivalente a son attractivité globale (Wendi
[129]).

1.4 Théorie des Semiflots

Dans ce paragraphe on donne une interprétation des solutions du systéme (1.6) en terme
de semiflots. Pour plus de détails, on renvoie aux monographies de Hale & Lunel [50] et Zhao
[137].



Semiflots Discrets 18

Dans toute la suite on désignera par (X, K) un espace de Banach muni d’un cone positif
K cad d’une partie fermé convexe K de X telle que : int(K) # 0, a K C K pour tout a > 0,
K+K CKet KN(—K) ={0}. On écrira x > y (resp : x > y) si et seulement si x —y € K,
(resp : © — y € int(K)). 1l est facile de vérifier que > est une relation d’ordre.
Soit f : X — X une application continue. On dira que f est monotone (resp : fortement
monotone) si pour tous z,y € X tel que x > y (resp : x > y) on a f(z) > f(y), (resp :
f(z) > f(y)). On dira que f est fortement positive si pour tout z > 0 on a f(z) > 0.
On notera par d(x, A) la distance dans X d’un point x € X a un ensemble A C X.

1.4.1 Semiflots Discrets

Définition 1.4.1. Soit S : K — K une application continue telle que S(0) = 0.

(i) On appelle semiflot discret engendré par I'application S I'ensemble {S"} -, o S" =
So..o0S8, n fois.

(ii) On dira que zy € K est un point d’équilibre du semiflot discret {S™}, ., si 2o est un

point fixe de S.

(iif) Un point d’équilibre z¢ est dit globalement attractif pour le semiflot discret {S™}, .,

si S™(z) — xo pour tout x > 0, lorsque n — +oc.
Avant d’énoncer le théoréme principal de ce paragraphe, on aura besoin de la définition

suivante.

Définition 1.4.2. Soit U une partie fermé et convexe de X. On dira d’une application
continue S : U — U qu’elle est sub-homogéne si S(Az) = A\S(x), pour tout z € U et
A € [0,1]; Strictement sub-homogeéne si S(Ax) > AS(z) pour tout z € U, z > 0 et
Ae (0,1).

Théoréme 1.4.1. (Hale & Lunel [50]) Supposons que f: R x C — R™ vérifie les conditions
du Théoréme 1.3.1. Si f(t,¢) est strictement sub-homogéne en ¢ pour tout t fixé, alors

pour tout t > ty, Uapplication ¢ — x(to, f,P) est strictement sub-homogéne.
Le théoréme suivant assure I'existence de points d’équilibres globalements attractifs.

Théoréme 1.4.2. (Zhao [137]) Soit S : K — K une application continiment différentiable
telle que S(0) = 0. Supposons que S satisfail les hypothéses suivantes :
(1) S est fortement monotone et strictement sub-homogéne.
(2) DS(0) est compacte et fortement positive.
Alors :
(a) Sir(DS(0)) <1, z =0 est globalement attractif pour le semiflow discret {S™}, <.
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(b) Sir(DS(0)) > 1, le semifiow discret {S™}, -, admet un point d’équilibre positif et
globalement attractif x* > 0, ot r(DS(0)) désigne le rayon spectral de Uapplication

linéaire compacte DS(0).

1.4.2 Semiflots Autonomes

Définition 1.4.3. On dira qu’une famille de fonctions continues T'(t) : X — X, ¢ > 0, est
un semiflot autonome si elle vérifie les conditions suivantes :
i) L’application (x,t) — T'(t)z est continue.
ii) T(0) = I, ou I est I'identité dans X.
ili) T'(t +s) =T(t) o T(s), pour tout t,s > 0.

Définition 1.4.4. Un semiflot 7'(t) : X — X, ¢ > 0 est dit monotone (resp : fortement
monotone), si T'(t)z > T(t)y (resp : T(t)x > T(t)y), pour tout = et y tels que = > y
(resp:z>y)ett>0.

Définition 1.4.5. Soit T'(t), t > 0 un semiflot autonome sur un Banach X. On dira que
zo € X est un point d’équilibre pour le semiflow T(t) si T'(t)xy = x¢ pour tout ¢ > 0.
On dira d’une partie non vide compact A C X est un attracteur pour le semiflot 7'(¢)
si A est invariante (cad T'(t)A C A, t > 0) et s’il existe un voisinage ouvert V' de A tel
que tiiinooilel‘gd (T'(t)x, A) = 0.

Le résultat fondamental suivant dii & Hirsch nous donne un critére sur ’éxistence de

points d’équilibres globalements attractifs pour les semiflots monotones.

Théoréme 1.4.3. (Hirsch [55]). Soit T'(t), t > 0, un semiflot monotone sur un Banach
ordonné X. Supposons que T(t) admet un attracteur A contenant un point d’équilibre
unique p. Alors p est un point d’équilibre attractif (cad tEerOOT(t)x = p, pour tout
reV).

Dans le Théoréme 1.4.3 la monotonie du semiflot assure ’attractivité globale du point
d’équilibre. Etant donné que les systémes compétitifs engendrent des semiflots non mono-
tones il est indispensable de remplacer I’hypothése de monotonie dans le Théoréme 1.4.3
par une autre condition moins restrictive. Avant d’énoncer une généralisation du Théoréme

1.4.3, on aura besoin de la notion de semiflot dissipatif.

Définition 1.4.6. On dira que le semiflot autonome T'(¢), t > 0, est dissipatif sur un Banach
X, ¢’ existe un ensemble borné By C X tel que tli+m d(T(t)z, By) = 0, pour tout
reX.
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Le résultat suivant du a Zhao est une généralisation du Théoréme 1.4.3 pour les semiflows

non monotones.

Théoréme 1.4.4. (Zhao [137]). Soient T(t) : X — X, t > 0, un semiflot autonome et Xy
une partie de int(K) tel que T(t)Xo C Xo pour tout t > 0. Supposons que
1) T(t) est dissipatif;
2) Il existe N > 1, tel que l'application (T(t))N est compacte pour tout t > 0;
3) T'(t) est uniformément permanent cad il existe n > 0 tel que lggjgofd (T(t)zx, X§) > n
pour tout x € Xy, ot X§ désigne l’ensemble complémentaire X\ Xy ;
Alors le semiflot T(t) admet un attracteur global Ay dans Xo, de plus Ao contient un
point d’équilibre xq, cad T(t)xo = xq, pour tout t > 0.

L’hypothése de monotonie dans le Théoréme 1.4.3 a été remplacé par une condition
de compacité du semiflow. En pratique on montre que cette condition est toujours vérifiée
pour des systémes différentiels a retards finis (Hale [48]). Il existe cependant une version
du Théoréme 1.4.4 oi1 la compacité du semiflow est remplacée par la notion «d’application
a—condensantey (Hale & Lunel [50]).

1.4.3 Semiflots Nonautonomes

Définition 1.4.7. Soit A = {(¢,s) : 0 <t < s}. On dit qu'une famille de fonctions conti-
nues ¢ : A x X — X est un semiflot nonautonome si
i) ®(s,s,x) =z, pour tout s > 0 et z € X;
ii) ®(t, s, P(s,r,x)) = P(t,r,x), pour tout t > s >r >0et x € X.

La notion de solution périodique nous ameéne a définir la notion de semiflot périodique.

Définition 1.4.8. On dit qu'un semiflot nonautonome ® est w—périodique si
O(t + nw, ty + nw, z) = O(t,ty,x) pour tout t > tg,n > 1 et z € X.
Si @ est un semiflot nonautonome w—périodique, on définit I’application de Poincaré
S : X — X associée au semiflot ¢ par S(z) = ®(w,0,z), z € X.

Remarque 1.4.1. On peut montrer que si f vérifie les conditions du Théoréme 1.3.1, alors
la famille de fonctions définie par ®(t,s,¢) = (s, ), (t,s) € A, ¢ € C forme un
semiflot nonautonome sur 'espace des phases C, ou (s, ¢) désigne la solution du
systéme (1.6) correspondante a la donnée initiale ¢ (Hale [48]). En particulier si la
fonction f(t, ¢) est périodique par rapport a t de période w > 0, alors on peut montrer
que le semiflot nonautonome ® est w—périodique. S’il existe p* € C tel que S(p*) =

O (w,0,9*) = ¢*, alors la solution z,(0,9*),t > 0 est une solution périodique du
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systéme (1.6). L’existence de solutions périodiques est donc équivalente a Iexistence
de points fixes de 'application de Poincaré S : C' — C' définie par S(¢) = ®(w, 0, ¢),

¢ € C, ou @ est le semiflow nonautonome du systéme périodique (1.6).

Le théoréme suivant réduit ’étude du comportement asymptotique d’un semiflow nonau-

tonome périodique P, a celui du semiflow discret engendré par son application de Poincaré.

Théoréme 1.4.5. (Zhao [137]). Soit ® : A x X — X un semiflow nonautonome w—périod-
ique. Définissons un semiflow autonome T(t) par T(t)x = ®(¢,0,2),t > 0et z € X et
soit A un ensemble compact et T—invariant dans X, cad que T'(w)A = A. Si pour un
certain y € X, nEIEOOd((I)(n% 0,y),A) =0 alors tligknood (®(t,0,y),T(t)A) = 0.

1.5 Théoréme de Gaines & Mawhin

Le Théoréme du point fixe de Gaines & Mawhin est un puissant outil en théorie des
équations différentielles pour montrer I’existence de solutions périodiques. Ce théoréme utilise
la notion de degré topologique (degré de Brouwer) d’une application ou d’un opérateur. On
renvoie pour plus de détails a la monographie de Gaines & Mawhin [38].

Soient X et Y deux espaces de Banach réels, L :Dom (L) C X — Y une application

linéaire de domaine Dom (L) C X et N : X — Y une application continue.

Définition 1.5.1. On dit que L est une application de Fredholm d’indice zero si dim ker L-

=codim Im L < oo et que Im L est fermé dans Y.

Soient P : X — X, @ : Y — Y deux projecteurs continues et L une application de
Fredholm d’indice zero telle que Im P= ker L et ker @ =Im L =Im (I — Q). Alors on peut
montrer que la restriction L, de L & Dom (L) N ker P est inversible. On notera cet inverse
pat K,. Soit 2 C X un ouvert borné de X.

Définition 1.5.2. On dit que 'application continue N : X — Y est L—compacte sur  si
QN (Q) est borné et K,(I — Q)N : Q — X compacte.

Il est clair que Im Q est isomorphe a ker L. Dans ce qui suit on désignera par J :Im
@ — ker L cet isomorphisme.

Soient U un ouvert de X et f : U — R™ une application différentiable. Désignons par
Ji(x) le Jacobien de f au point x € U. Dans ce qui suit on définie la notion de degré

topologique (dit aussi degré de Brouwer) d’une application différentiable.
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Définition 1.5.3. On définie le degré de Brouwer de f au point x € R" par

deg(f,U,x) = > sgnJs(y)

yef~1(z)

ot sgnJ;(y) désigne le signe du Jacobien de f au point y. Si f~!(z) = 0 on posera
deg(f,U,z) = 0.

Quelques propriétés importantes du degré de Brouwer sont données dans le théoréme

suivant.

Théoréme 1.5.1. (Gaines & Mawhin |38]).
i) deg(I,U,y) = 1 pour tout y € U, ou 1 désigne Uapplication identité dans R™.
i) Soient yo € R™ et ¢ : [0,1] x U — R, (t,y) — ¢(t,y) une application continue
par rapport & t et différentiable par rapport & y. Si ¢(t,y) # yo pour tout t € [0,1] et
y € oU alors

deg(¢(07 y)? Ua yO) = deg(¢(17 y)v U7 yO)'

Remarque 1.5.1. La propriété (ii) montre que le degré de Brouwer d’une application dif-

férentiable est invariant par homotopie.

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal de ce paragraphe.

Théoréme 1.5.2. (Gaines & Mawhin [38|). Soient Q@ C X un ouvert borné de X, L un
opérateur de Fredholm d’indice zero et N une application L—compacte sur Q. Supposons
que :

1) Pour tout X € (0,1), toute solution de l’équation Lz = ANx est tel que x & OS.
2) Pour tout v € 02 Nker L, QNx # 0.
3) deg(JQN, Q2 Nker L,0) # 0.

Alors léquation Ly = Nx admet au moins une solution = € QN Dom L.



Chapitre 2

Comportement Asymptotique des
Solutions d’un Systéme Dérivant de la

Biologie

2.1 Le Modéle

Il est bien connu en biologie que le foie exécute ses fonctions métaboliques & 'aide d’en-
zymes fixés a l'intérieurs de certain types de cellules appelées hépatocytes. Ces cellules im-
mobiles sont fixées & la paroi de certaines capillaires du foie véhiculant le flux sanguin qui
transporte 'oxygéne, ainsi que d’autres substances, nécessaires a leurs survie.

On a observé que les fonctions métaboliques du foie sont réparties spatialement en diffé-
rentes zones d’activités enzymatiques, en relation avec la direction du flux sanguin parcou-
rant le foie, de tel sorte que certaines zones sont situées en amont les unes des autres. Cette
répartition spatiale des zones d’activité enzymatiques est du a la répartition des cellules
hépatocytes a I'intérieur des capillaires. Dans le cas le plus simple de deux enzymes, on a
deux types d’hépatocytes a l'intérieur de chaque capillaire. Deux zones d’activité enzyma-
tiques séparées apparaissent donc lorsque chacun des deux types d’hépatocytes est localisé
en amont de l'autre type. Bass, Bracken, Holmaker & Jefferies [8] ont construit un modéle
mathématique dans le cas de deux enzymes, décrivant le mécanisme par lequel la structure
en deux zones d’activités enzymatiques du foie apparait. Ce mécanisme est formulé en terme
d’exclusion concurrentielle entre les deux types d’hépatocytes. Cette interaction compétitive
entre les deux types de cellules, se fait par la consommation de I'oxygéne transporté par le

flux sanguin le long de la capillaire, ce qui détermine & la fois le taux de croissance ainsi

23
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que le taux de mortalité de chaque type de cellules. Si on désigne par g;(¢, x) la densité des
cellules de type i (i = 1,2) comme étant une fonction du temps t et de la position z, le
processus est modélisé par le systéme intégrodifférentiel suivant

00i(t, ) B
T = Qz(tﬁ)

2.1

o = ulto) = oalts ) = = 22 [ U 0,6) + hasalr €0 | .
Dans ce modéle 'axe des x est pris le long de la capillaire dans le sens du flux sanguin avec
I’entrée en x = 0 et la sortie en x = [. o désigne la densité cellulaire maximale 0, + 09, k;0;
est le taux de consommation de 'oxygéne par les cellules de type i, f est la vitesse du flux
sanguin, y; est le taux de mortalité des cellules de type . Il est facile de vérifier que si le taux
de croissance k;o est plus petit que le taux de mortalité p;, alors la densité de population
0; — 0 quand t — +oo. Les cellules de type ¢ tendent donc vers 'extinction. On supposera
alors que k;o > ;.

Il est intéressant de noter ici la présence dans le modéle (2.1) de la variable spatiale z.
Cette dépendance spatiale est di au fait que le taux de croissance dépend en chaque point
x de la capillaire, de 'accumulation de la consommation de 'oxygéne par les cellules situées
en amont du point z.

Le systéme (2.1) peut étre réduit a 'aide d’'un changement de variable, a la forme plus

simplifiée suivante (cf. Holmaker |61])

0 x
Ltl = wv{l-v—w— [J(+0uw)d}, t>0, z€(0,L] (2.2)
% = "}/1)2{)\—1)1—’02—77]:(7)1"‘97)2)(15}7 t>07 ‘IE[OuLL

avec les données initiales
vi(2,0) = vo(z), z€]0,L], i=1,2.

Dans le systéme (2.2) v; et vy sont proportionnelles & g1 et gy respectivement. Les coefficients
A, 7v,n et 0 sont des constantes positives. Les données initiales v(z) sont des fonctions
positives mesurables et bornées sur [0, L] tel que v;o(x) > 6 pour tout z € [0, L], ot § > 0 est
une constante positive. On notera que le systéme (2.2) admet comme solutions stationnaires
non triviales les fonctions suivantes : (e=%,0) et (0, Ae="%%). Dans [61], Holmaker a montré le

résultat suivant.

Théoréme 2.1.1. (Holmaker [61]). i) Supposons que \ < min(1,n), alors il existe f,w > 0
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et un T > 0 suffisamment grand tel que :

l1(t,x) —e | < Bet, x€l0,L], t>T,
lim vy(t,z) =0, z € [0, L].

t——+o0o

i) St A > max(1,n), alors il existe 5/, >0 et un T' > 0 suffisamment grand tel que

lim vy (t,z) =0, z € [0, L],

t—-o00

[ug(t, 1) — Ne™ 7| < Ble™'t w € [0,L], t>T.

Le Théoréme 2.1.1 montre que pour certaines valeurs des paramétres du systéme, I'une des
deux populations cellulaires tend vers ’extinction alors que l'autre population se stabilise
a sa solution stationnaire (non triviale) correspondante. Ce résultat montre 'impossibilité
de la coexistence des deux types d’hépatocytes dans une méme capillaire. Ce mécanisme
d’exclusion concurrentielle entres les deux types de cellules explique en partie la structure
spatiale en zones observée dans le foie.

Une généralisation de ce modéle dans le cas de n enzymes a été décrite par les mémes
auteurs dans le dernier chapitre de leur article (Bass et al. [8]; p 193). Dans cette partie de
la thése on propose une généralisation de ce modéle dans le cas nonautonome cad lorsque

les paramétres du modéle sont dépendants du temps, en considérant le modéle suivant

n

881;1 = U {ai(t) - ébij(t)uj — 2 cii(t) fy uy(t §)de, } , >0, z €0, L]

u; (0, ) = ug (), x € [0,L].

(2.3)

On supposera tout au long de ce chapitre que :

(H1) a;(t),b;;(t) et ¢;;(t) sont des fonctions positives, continues et bornées pout t > 0,
ij=1,...n

(H2) Les données initiales ug; sont positives, mesurables et bornées sur [0, L] tel que ug;(z) >

d pour tout z € [0,L] et ¢ =1,...,n, ot § > 0 est une constante positive.

Le systéme (2.3) posséde une certaine similitude avec les systémes de type Lotka-Volterra
compétitifs nonautonomes (cf. [3-6], [68], [70], [91-92], [111], [118-119]). La particularité de
ce systéme est la présence de la variable spatiale x dans le modéle, on prendra donc comme
espace des phases X l'espace des fonctions mesurables et bornées sur [0, L] muni de la
norme de la convergence uniforme. Comme tout modéle de dynamique des populations,

on s’intéressera a 'extinction, la permanence et la stabilité asymptotique des solutions. En
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adaptant les techniques développées par Montes de Oca et Zeeman [91-92] pour des systémes
de type Lotka-Volterra, on établira un critére algébrique simple portant sur les coefficients
du systéme donnant l'extinction des n — r (r < n) derniéres composantes de la solution en
tout point de l'interval [0, L]. En développant une idée de Holmaker [61], on montre dans
le cas autonome, cad lorsque les coefficients sont constants, que les solutions permanentes
convergent vers leurs solutions stationnaires correspondantes. Dans le cas ou n = 2, on
montrera que les résultats obtenus coincident avec ceux de Holmaker.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le paragraphe 2 on montre que le systéme
(2.3) admet une solution positive, unique, globale et bornée. Dans le troisiéme paragraphe on
établit un critére algébrique portant sur les coefficients a;, b;;, ¢;; du systéme (2.3) donnant
Iextinction des n —r derniéres composantes 1, ..., , de la solution. Le dernier paragraphe
est consacré au cas autonome. On montre que si la matrice des coefficients compétitifs
(aij)gszl est V-L stable, alors les r premiéres composantes x1, ..., z, de la solution convergent
vers les solutions stationnaires correspondantes. L’exemple donné a la fin du chapitre montre

que le Théoréme 2.1.1 est un cas particulier des résultats obtenus lorsque n = 2.

2.2 Existence et Unicité

Soit X l’espace de Banach des fonctions mesurables et bornées u : (0, L) — R", muni de
la norme de la convergence uniforme et Xt le cone positif défini par
Xt ={u=(ug,..;u,) € X :u; >0,72=1,...,n}. On dira d’une fonction u : Iyx (0, L) — R™,
u = (ug,...,u,), ou Iy C Ry est un intervalle de R, contenant le temps initial ¢ = 0, est
une solution de (2.3) si u(t,x) est continiment dérivable par rapport a ¢ pour tout x fixé,
mesurable par rapport a x pour tout ¢ fixé tel que fox w;(t,€)d, (i = 1,...,n) soit fini, continue
par rapport a ¢t pour tout z € (0, L) et satisfaisant (2.3).

Soit f = (f1,..., [n) : Ry x X — X la fonction définie par

filt,u) = {ai(t) = > byt — Zcij(t)/ Uj(f)df} ,i=1..,n.
j=1 j=1 0
Considérons le probléme de Cauchy suivant

%(t) = f(t,u), t>0

u(0) = uyp,
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ou ug = (Up1, ..., uopn) € XT. Une solution de (2.4) est une fonction u : Iy — X contintment
différentiable sur un certain intervalle  contenant le temps initial ¢ = 0 et satisfaisant (2.4).
On peut montrer que toute solution du systéme (2.3) est une solution de (2.4). Puisque
la fonction f est continue par rapport a (t,u) € R, x X et localement Lipschitzienne par
rapport a u, alors d’aprés le théoréme fondamental sur I'existence des solutions des équations
différentielles (Coddington & Levinson [21]), le systéme (2.4) admet une solution locale
unique v définie sur un certain interval [y contenant le temps initial ¢ = 0. Désignons par u

une telle solution et définissons la fonction a valeurs réelles suivante

u(t, x) = (u(t)) (x), (2.5)

out € Iyet x € 0,L]. On veut montrer que u(t,z) définie dans (2.5) est une solution du
systeme (2.3).
Proposition 2.2.1. La fonction u définie par (2.5) est une solution positive du systéme

(2.3). De plus cette solution est unique et globale.

Preuve. Il suffit de montrer que u(t,x) est continiment dérivable par rapport a ¢ pour
chaque z fixé et satisfait le systéme (2.3). Soit x € [0, L] fixé, et considérons I’applica-

tion linéaire et continue suivante : p, : X — R", u — u(x). On a alors
u(t, ) = py o u(t). (2.6)

Comme p, € C*(X;R"), il s’en suit que u(t, z) est continiiment dérivable par rapport a
t comme composée de deux fonctions continiments dérivables t — u(t) et u — p,(u).
De plus en calculant la dérivée des deux membres de (2.6) on obtient

ou dp, du, . du, . . du
(1) = P20 SE ) = peo (1) = (1) (0),

u(t, x) satisfait donc (2.3). L’unicité de la solution du systéme (2.4) découle de celle de

(2.3). Pour montrer la positivité, écrivons le systéme (2.3) sous la forme

0 U;
ot

= ui(tv l')fi(t, fE), 1=1,...n
ol f; est une fonction continue en ¢t. Puisque ug; > 0 on obtient que

w;(t, ) = ug;(x) exp (f(f fi(s,x)ds) >0, t>0.
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Finalement l'inégalité u;(t,z) < ug;(x)exp (fot ai(s)ds> et les théorémes de prolonge-

ment entrainent que la solution u est définie pour tout ¢ > 0. l

2.3 Extinction

Dans cette partie on commence par montrer la bornitude des solutions du systéme (2.3).
Pour cela on utilisera le principe de comparaison. Dans tout le reste de ce chapitre on utilisera

les notations suivantes :

fr=inf f(t), fm=supf(?).

t>0 t>0

Proposition 2.3.1. Supposons que b, > 0,7 = 1,...,n. Alors il existe une constante positive

M; > 0 telle que pour toute solution positive u = (uq, ..., u,) du systéme (2.3) on a

limsup sup wu;(t,z) < M;.
t—oo  z€(0,L)

De plus si tlim a;(t) =0 alors tlifrn ui(t,x) =0,Vx € [0,L], (i =1,...,n).

Preuve. Puisque les coefficients du systéme (2.3) sont positifs on a

% < u {as(t) — ba(tus} . > 0. (2.7)

Soit w; la solution du probléme suivant

dw;
CZ = w; {a;(t) — bu(t)w;}, t>0
w;(0) = max wu;(x).

z€[0,L]

L’inégalité (2.7) et le théoréme de comparaison entrainent w;(t,z) < w;(t) pour tout
t > 0etaz e |0,L]. D’aprés le Théoréme 1.2.2 il existe une constante M; > 0 tel que
lim sup w;(t) < M; d’ou limsup sup w;(t,x) < M,.

t—00 t—oo  ze(0,L)
La seconde partie de la proposition découle directement de la partie i7) du Théoréme
1.2.2. 1

Soit 7 (1 < r < n) un entier et considérons I’hypothése suivante :
(H3) 4) b, >0,i=1,..,n.
ii) Pour tout entier k > r il existe un iy, < k tel que :

liminfa,;, (t) > 0, l}mjnfbikj(t) >0, lgmjnfcikj(t) >0, j=1,.,k.

t—+
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et
lim inf ax () lim inf s () , 7=1,...k,
t—+oo ay, (t) t=+oo by, (1)
lim inf ax(t) < liminf k5 (¢) , 7=1,...k
t=+00 @, (t) t—too ¢;5(t)

Théoréme 2.3.1. Supposons qu’il existe v (1 < r < n) tel que l’hypothése (H3) est vérifiée.
Alors on a pour tout i =r+1,...,n:
a) tlggo wi(t,x) =0, Vo € [0, L];
b) fOL Jo~ uit, @) dtde < oco.

De plus la convergence en a) est exponentielle dans X.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur k. Montrons d’abord que
lim u,(t,2) =0, [ uu(s,z)ds < oo, V€ (0,L).

t—o0 0

De (H3)/(ii) ils existent des réels positifs T,,, o, 7, €, > 0 pour lesquels

ai, (1) > Ny bini(t) > My Cii() >, j=1,..0n

et

n(l by (t i (t
W) o b el
a;, (t) bi,.;(t) Cij(t)
pour tout t > T),, 7 = 1,...,n. Ceci entraine que
an(t) — anpa;, (t) < —eunn = =0y,
anbi,j () — bnj(t) < 0, (2.8)

t
anCi,;(t) —cni(t) < 0,
pour tout t > T}, et j = 1,...,n. Définissons la fonction suivante
Vi(t,z) = up (u;,)" ", t>0, xe€l0,L].
De I’hypothése (H2) et la premiére équation du systéme (2.3) il s’en suit que
w;, (t, ) = ug;, (x)

X exp (fot ai, (s) — ; inj(8)u; = ; i (8) Jo uss, 5)64 ds) (2.9)

>o0exp | — > |bi,jlly Mjt — > L ||Cz'nijth> =:0;, >0,
=1 =1

J=
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olt la constante J; est indépendante de x. La fonction V,, est donc définie continue
et dérivable par rapport a ¢ pour tout x fixé. En calculant la dérivé de V,,(¢,z) par
rapport a ¢ et en utilisant (2.3) on obtient

oV,
8t - _an(uin)t<uin)_an_lun + (uin)_an(un)t - Vn(t7 I)

X {(an - anain) + Z (anbinj - bnj)uj + i(ancinj - an) f()m uj(t> f)df} .
£ 1

n
Jj=1 J

Les inégalités (2.8) impliquent

ov,
ot

< =6, Vu(t,x); t >T,, x€][0,L1].
Le Lemme de Gronwall appliqué a cette derniére inégalité donne
VTL(ta .’L’) < Vn(Tna x) exXp (_5n<t - Tn)) , pour t > Tn

o ¢ est indépendant de z,

n’

On déduit de (2.9) que V,(T,,z) < M, (0, ) ™" =: &
d’ou
Va(t,z) < 8rexp (=0,(t —1T,)) .

En revenant a u,, il apparait que
U (t, ) < (M;, )" 0k exp (=0, (t —Ty)) = Ruexp (—0,(t — T})), (2.10)

pour tout ¢t > T, et x € [0, L]. I'inégalité (2.10) entraine alors que tliin un(t,x) =0,
pour tout = € [0, L]. Finalement en intégrant les deux membres de (2.10) sur (7}, +00)

on conclut que

400
/ un(t, z)dt < Cy,

pour tout z € [0, L] on C,, est indépendant de z.

Supposons qu’on a
tlim ui(t,z) =0 et fooo u;(s,x)ds < C, (2.11)

pour tout ¢ > k, ou C est indépendant de . On veut montrer que tlim uk(t,x) =0 et
—00

J5” uk(s)ds < oo. En utilisant ’hypothese (H3) une deuxiéme fois, ils existent i, < k,
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ar > 0 et 9, > 0 tels que

ak(t) — QG (t) < —6k,
iy (t) — cx;(t) < 0,

ou j =1,...,k et t > T}. Considérons la fonction Vi(¢,z) = uy (u;, )~ “* pour z € [0, L]
ett>0.0na

Vi k
— = Vi(t,x) X (ar, — agai,) + Vi(t,2) X | D (agbij — bij) u;
ot j=1
) (2.13)
+Vi(t, ) x { (aCinj — Crj) Jo ui(t,§)dE + fk(tvx)} ;
j=1
ou fr(t,x) est définie par
filtsm) = Y (owbiy = big) wy+ Y (aciyj — ij)/ u;(t, §)dg.
j=k+1 j=k+1 0
Les inégalités (2.12) et (2.13) assurent que
IV
8_: < Vi {=0k + fi(t,2)}. (2.14)
D’un autre coté 'hypothése de récurrence (2.11) fournit
S Mfils,)lds < 3 (e ol + Iousllx) Jr, wids+
J=k+
+ 3 (@nleasllx + llewill) fr, Jy wdeds - (49)
=
< 5/67

ou f est indépendant de ¢ et x. Il s’en suit des inégalités (2.14), (2.15) et le Lemme

de Gronwall que
Vie(t,2) < Vi(Ty, z) exp (—0x(t — Ti) + Br) , t > Ty.

D’ou

uy(t, x) < Rpexp (=0p(t — Ti) + Bx) , t > Tg.
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Finallement on obtient
; k\bsy o Jo k\Ys )

ceci compléte la preuve du théoréme. B
Corollaire 2.3.1. Supposons qu’il existe un entier r (1 <r <n) tel que :

(H3)' b, >0, (1 <i<n)elachaque k> r correspond un iy <k tel que al >0, b"; > 0,

)

C% >0 et
am bé
- < =1,k (2.16)
ay’ Chj
aTk < 07’ j=1,..k. (2.17)

ik: 7‘k.]
Al toute soluti ti = T t tendent
ors pour toule Sowutton positive T L1y eeey Ty €s composantes IT_H, ..., Ly TENAEN

vers [’extinction exponentiellement dans X.
Remarque 2.3.1. Notons que si I'un des deux coeflicients b;; ou ¢, s’annule, la conclusion
du Théoréme 2.3.1 reste vraie puisque les inégalités (2.12) sont satisfaites.

Remarque 2.3.2. Si¢; =0, 4,j = 1,...,n, alors le systéme (2.3) se réduit au systéme de

Lotka-Volterra nonautonome suivant :

Gui =
o = i {ai(t) - Z bij(t)uj} .

Jj=1

Si (2.16) est vérifiée alors les composantes z,.1, ..., T, de toute solution positive tendent
vers I'extinction lorsque t — +o00. Ce résultat qui est ici un cas particulier du Théoréme

2.3.1 a été prouvé par Ahmad [3].

2.4 Stabilité Asymptotique dans le Cas Autonome

Ce paragraphe est consacré a la version autonome du systéme (2.3) cad le systéme a

coeflicients constants suivant :

a % n n T .
Y = U; § Q; — Z bijuj — Z Cij fO Ujdg , 1< < n, t> 0. (218)
ot j=1 j=1
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On supposera tout au long de cette partie que les coefficients a;, b;;, cij,¢,7 = 1,...,n sont
positifs. Dans le paragraphe 3 on a montré que si 'hypothése (H3)" a lieu, les composantes
Tpi1, .-, T, de toute solution positive tendent vers 0 en tout point de [0, L] lorsque ¢ — +o0.

Dans cette partie on cherche a établir des conditions suffisantes sur les coefficients du
systéme (2.18) pour que les r premiéres composantes uy, ..., u, convergent vers leurs solutions
stationnaires (non triviales) correspondantes. Désignons par u* = (uj,...,u’)? la solution
stationnaire associée au systéme (2.18). Si I'hypothése (H3)" a lieu alors z,i1,...,2,, — 0
lorsque ¢ — +o0, d'ott wy,; = ... = u;, = 0. On ne s’intéressera donc qu’aux premieres

*

composantes uj, ..., u;. Dans ce cas uj, ..., u; vérifient le systéme stationnaire suivant

r

a; — 30 bigui(x) = 30 ey [ wi(€)dE =0, € [0,L], 1<i<r (2.19)
j=1 j=1
Définissons les deux matrices suivantes B = (bi;); ;= et C' = (ci;)i = La proposition sui-

vante assure I'existence d’une solution stationnaire pour le systéme (2.19).

Proposition 2.4.1. Supposons qu’il existe r (1 < r < n) tel que :
i) La matrice B est inversible, les éléments non diagonauz de la matrice B~1C sont
non positifs.

~ i

i) a; > aj, pour tout i =1,...,7.

L],
J=1"%35
Alors le systéme stationnaire (2.19) admet une solution positive unique uf > 0 (1 <

i < ). De plus cette solution est continue et bornée sur [0, L.
Preuve. Il est facile de vérifier que le systéme (2.19) est équivalent au systéme suivant
1=1,...,n:
T T
> by (uj)z (z) + > cyuj(r) =0, 0<w <L
j=1 j=1

Zl bljuj(()) = aq,
]:

qu’on peut écrire sous la forme matricielle suivante :

u*(0) =B7'A (2:20)

{ (u*), + B 'Cu*=0, 0<z<L
ot u* = (uf,...,us)T et (u*), désigne la dérivée de u* par rapport & z. Les théorémes
d’existences et d’'unicité des systémes différentiels ordinaires (cf. [21]) entrainent I'exis-
tence d’une solution unique u* de (2.20). L’hypothése i7) de la Proposition 2.4.1 et le
Théoréme 1.1.2 impliquent que B™'A > 0, d’ot u*(0) > 0. Le théoréme de positivité
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des solutions des systémes linéaires (Théoréme 1.1.3) implique u*(x) > 0 pour tout
rel0,L]. A

Soit 7 (1 < r < n) un entier et considérons I’hypothése suivante :

(H4) i) A chaque entier k£ > r correspond un i, < k tel que a;, >0, b;,; > 0,¢;,; > 0 et

ag bkj ag Ckj

i=1,..k

) )
bivj i Cij

a; %

T ..
i) a; > Y —La;, pour tout i =1,..., 7

L]
Jj=1%33
i1) La matrice B est V-L stable, inversible avec une matrice inverse B~ = (8;;)yxr
telles que 3;; < 0 pour i # j et 3; > 0 pour tout ¢ =1, ..., 7.

iv) La matrice C est diagonale.
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. Supposons qu’il existe un entier r (1 < r < n) tel que I’hypothése (H4)
est vérifiée. Alors ils existent des constantes 3,w > 0 et un T > 0 suffisamment grand

tels que pour toute solution positive u = (uy, ..., u,) de (2.18) on a
> it x) —ui(z)| < pe!, t>T, z€[0,L], (2.21)
i=1

alors que les composantes U,y 1, ..., u, tendent vers [’extinction exponentiellement lorsque

t — 4o0.

Idée de la preuve. Remarquons que si z = 0 le systéme (2.18) se réduit & un systéme de type
Lotka-Volterra dont on dispose d’un critére de permanence (Théoréme 1.2.1). Par continuité
on montre alors que les solutions de ce systéme sont permanentes sur un intervalle (0, ;)
de longueur assez petite. L’idée consiste alors de discrétiser 'intervalle (0, L) en N sous-
intervalles I; = (z;,x;41) de longueur assez petite de sorte qu’on peut passer par récurrence
de la permanence sur [; & la permanence sur ;1. Enfin en utilisant une fonctionnelle de
Lyapunov appropriée dans chacun des sous-intervals I; on montre que la solution du systéme

(2.18) converge vers sa solution stationnaire correspondante u*.

Preuve. Posons

* = min u(z) et U = “(x). 2.22
up = min v, (x) et w; Jnax u; (z) (2.22)

D’aprés 'hypothése (H4)/(ii)-(iii) et la proposition 2.4.1 on a u; > 0. Notons par

M; une borne supérieure de wu; (voir Proposition 2.3.1). Etant donné que le systéme
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'

algébrique > bjjx; = ) biju;, i = 1,...,r, admet une solution positive z; = u; > 0,
=1 =1

alors par continuité il existe 9, > 0 suffisamments petits tels que le systéme

ZT: bz’j.CCj = ZT: bng — (SXT: Ciij — & (223)
j=1 j=1 j=1

admet également une solution positive (29, ..., 2)" € int (R7) . Divisons I'interval [0, L]
en N parties [xg, zri1], & = 1,..., N telles que z, — 2341 = d et xxy > L. On montre
le Théoréme 2.4.1 par récurrence sur k. Supposons qu’ils existent (p_1,wr_1 > 0 et

Ti._1 > 0 tels que
lu;(t, ) — uf(z)| < Br_re 1t i=1,..r (2.24)

pour tout t > Ty et z € [0, x;_1]. On veut montrer qu’il existe Gy > Or_1,wr > wWr_1
T

et Ty, > Ty_1 tel que > |u;(t,x) —ul(x)] < Bre “* pour tout ¢ > Ty et x € [0, 2]
i=1

Soit © € [zg_1, zk] et écrivons que

0 ) . Tk— 1 a
al; = U; {ai — ;bijuj Z C” f ; f uj(ta f)df}

_Ui{ > byu; + E Cijfoxuj<t7§)d£}a
Jj=r+1 Jj=r+1

pour tout ¢t > Tj_;. De 'hypothése (H4)/(i) et le Théoréme 2.3.1 ils existent deux
constantes positives C1, v (indépendantes de x) et un temps 7" suffisamment grand
tels que
Z biju; + Z CZ]/ w;(t,&)d§ < Cre ™, (2.25)
j=r+1 j=r+1
pour tout ¢t > T" et x € [0, L]. Posons T} ; = max(Ty_1,7"), les inégalites (2.19),
(2.24), (2.25) et la définition de u} entrainent

aui >
u
o — "
" Th— l
X Qa; — Y biju; — Cw o
j=1

j=1

r r
—wg_1t —~t
— Z Cijxk—lﬁk—le We—1t 5 Z Ciij — 016 v }
=1

Jj=1
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' T ' T
—wp_1t —t
> u; {Z bijuy — 0 32 My — 3 cijip_1Bpre” 1 = 37 biju; — Cre™” } :
=1 =1 =1

J=1

pour tout ¢t > 7} _,. Choisissons T}, > T; _, suffisamment grand pour lequel

r
—wp_1t —t

E Cijl'kflﬁkfle k=1 +01€ v <eg,

Jj=1

pour tout ¢ > T}, ou € est définie dans (2.23). On obtient alors

an r . r r
5 EUi{;bijﬂj —5;Ciij—5—;bijuj}a (2.26)

pour tout t > Ty et & € [x_1, xg] . D’aprés Uinégalité (2.9) il existe ¢, > 0 indépendant
de x tel que w;(Ty, z) > §; pour tout = € [0, L]. L’hypothése (H4) et le Théoréme 1.2.1
entrainent alors que les solutions u; sont uniforméments permanentes pour ¢ = 1,...;r.

Il existe alors o, > 0 (indépendant de z) tel que
wi(t,x) > o), 1<i<r, t>Ty, x€ [rp_1,xx. (2.27)

Définissons maintenant la fonctionnelle de Lyapunov suivante

V(t) = Zdl/ {(uZ —u) —ulln (%) } dz,
i=1 Th—1 t

et posons w;(t, z) = w;(t,z) — uj(z). Comme la fonction

o)

0) — (’U U)2 ’ U#Um U>OJ UO>07
— Yo

est décroissante par rapport & v pour tout vy fixé et décroissante par rapport a vy pour

tout v fixé et u; > o) pour tout t > T}, on a
0 < f(M;, @) < f(ui,w)) < flog, uf).

Cette derniére inégalité implique I'existence de constantes positives ¢, dépendantes de
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ay, et d > 0 telles que

d2%wi2§,zldi{(ui_ui)_u ln(z')}<ck2% ws, t> T, (2.28)

oll y; est donné dans la définition de la V-L stabilité. Intégrant les trois membres de

(2.28) sur (xg_1,xx) on obtient

r Zk
dZ%/ wide < V(t) < ckZ%/ w?dx. (2.29)
i=1

Tk—1 k—1

En calculant la dérivée de V (t) par rapport a t le long des solutions u; on a
fok1 A\ ){ wa“a 1wao ujtfdf}d$

j=r+1 j=r+1

—fo“ i ){ S by Y ey [ ujtfdf}dx

En utilisant la définition de u; et puisque la matrice C' = (c;;); ;—, est diagonale on
obtient

VI(t) < f é: Z; i (w — uf) (uy — u*) dx
_édicﬁfxik_l (ui_u )fol"k 1( U; — )dé”-—chm (ka (Uz—u:)df)Z
— Zd —uy) ( > bijuj> dx

=1 j:T’-‘rl

Jj=r+1

- f;:_l XT: d; (ui — uy) ( Zn: Cij fox uj(t,f)d£> dx.

Les inégalités (2.24), (2.25) et la définition de la V-L stabilité assurent que

V() < = 2% i = 45 2y T 20 diCisd Ko B e
i=1 i=1

+0 Z diKi01€7’yt,

=1

ou Kj; est tel que |u; — uf| < K; pour tout = € [0, L] et ¢t > Tj. En utilisant le membre



2.4. Stabilité Asymptotique dans le Cas Autonome 38

droit de (2.29)

V(1) < V(i +chméka 1 Bpre” 1t+5ZdKC'16 ",

Ck,

Par le Lemme de Gronwall et le membre gauche de (2.29) il s’en suit qu’ils existent

C'w' > 0 tels que

<Cle vt t>T,, 1<i<r. (2.30)

2
Hul - u?HLZ(:ﬂk,l,xk) —

Définissons ensuite la fonction

W(t, ) ::Zildi{(ui—ui)—u ln(Zi)}, ze(0,L), t>0. (2.31)

7

En dérivant la fonction W (t) par rapport a ¢ on obtient en utilisant une seconde fois
la V-L stabilité et (2.25)

aW r x
O < Sl )+ S 7 gl o
=1
+ Z d; K;cy ka ‘UZ — U, ‘ dx + Z diKiCle_Vt,
i=1 -t i=1

ou t > Ty. Utilisant le membre droit de (2.29), (2.24) et 'inégalité de Holder on arrive
! ow r

- < ——W(t x) + 3 dilKiciTg 1 fpre”

at Ck i=1

+ Z d; Kiciiv/o ||u; — U:HLQ(:vk_h:vk) + > d;K;Ce .
i=1 i=1

Ceci donne avec (2.30)

ow r
rra < ——W(t x) + Y diKicity 1 fr_re”
=1
-+ Z dezcm 50/6_%w/t + Z diKiCle_Vt.

i=1 i=1

Appliquant le Lemme de Gronwall & cette derniére inégalité on arrive a
W(t,x) <C"e ™ ! (2.32)

pour tout t > Ty et © € [x)_1,x] ou C” et W sont des constantes positives. Les
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inégalités (2.32) et le membre gauche de (2.28) entrainent
- C// 1
i 2 < _ —Ww t‘
;ywz < e

Finalement, on peut choisir 8, > (1 et wp < wi_1 tels que
T
Z |wz’ S ﬁke_wkt>
i=1

pour t > Ty et © € [zg_1, Tk -
Le cas k = 1 résulte du fait que u; est permanente sur [0, 2], pour z; suffisamment

petit. Ceci compléte la preuve du théoréme. l

Proposition 2.4.2. Supposons qu’il existe un entier r (1 <r <n) tel que :
i) La matrice B est diagonale.
T Q.
i) a; > LY —Lec;, pour tout i =1,...,7.
=1 by
Alors le systéme (2.19) admet une solution positive et unique wuj(x) > 0, pour tout

re(0,L],eti=1,.. n.

Preuve. Puisque la matrice B = diag(by1, ..., b,-) est diagonale, le systéme (2.19) prend la

forme suivante
biul(x) + ilCij fox uid§ = a;, v €[0,L], 1<i<r. (2.33)
=
Définissons ’ensemble suivant
X = {z = (21,.,2) 7 € C ([0, L];R") : 0 < z(z) < Z—;, s [O,L]}
et Popérateur A : C ([0, L];R") — C ([0, L|;R"), Az = (A2, ..., A,z) par

A;z(z)

a;

1 . ‘
b gfo Zlcijzj(i)df, rel0,L], 1<i<r.
(43 (X3 J]=

On peut vérifier que X est une partie fermée, bornée et convexe dans C ([0, L]; R") et
a/,

que A est un opérateur borné sur C ([0, L];R"). Soit z € X, alors A;z(z) < b—l, en
i
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utilisant la condition i) de la Proposition 2.4.2 on obtient

a; 1 v
AiZZ__b_“»/ chﬂb d§ = a; — Lzb cij >0, (2.34)
j=

d’ou Az € X. Comme A est un opérateur compact et I’ensemble X est fermé, borné
et convexe, alors d’aprés le Théoréme de Schauder A admet un point fixe u* € X cad
que Au* = u*. u* est donc une solution de (2.33). De plus on a d’aprés (2.34)

a; 1

i @) = (Au)(e) = 3 i 32 e (€)de

>0~ LY ey >0,
J

- ~

(=

<

pour tout z € [0, L]. u* est donc positive. L’unicité de la solution du systéme (2.33)

découle directement de la Proposition 2.4.1. B
Le théoréme suivant compléte le Théoréeme 2.4.1.
Théoréme 2.4.2. Supposons qu’il existe un entier r (1 < r <mn) tel que :

(H4)" 1) A chaque k > r correspond un iy < k tel que a;, >0, b;,; >0, ¢;,; > 0 et

i) a; > L Z C” pour tout i =1,...,r.

iii) La matmce B = diag(bi1, ..., b.) est diagonale, la matrice C est symétrique el
définie positive.

Alors ils existent 3,0 > 0 et un temps T > 0 suffisamment grand tels que
r —_— — —
ST lui(t,x) —uf(z)| < Be”®, t>T, xe€l0,L],
i=1

de plus les composantes U, 11, ..., u, tendent vers l’extinction lorsque t — +00.

Preuve. La preuve de ce théoréme est essentiellement la méme que celle du Théoréme
2.4.1 avec quelques changements mineurs. Comme la matrice B = diag(bi1, ..., byr)
est diagonale, 'inégalité (2.26) se réduit & I'équation logistique. Choisissons J et €
suffisamments petits, il existe d’aprés le Théoréme 1.2.2,af > 0 tel que u; > af

(1 <i<r)pourt > Ty etx € [ry_1,z). Posons T, = max(Ty_1,T"), ou T" est le
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méme que celui dans (2.25). Considérons la fonctionnelle de Lyapunov suivante

zz/{<u_u —u; m(l)}dx

en procédant comme dans la preuve du Théoréme 2.4.1, en utilisant 'inégalité (2.25)

le fait que ) ¢;;&& > 0 et I'inégalité (2.24) on obtient
j=1

V) < = S b [ (- ) da
Zr:: 3 (5w — g d )(”1‘ ;— U )—I—(SZKC’le 3 (2.35)

1
2
Z f (g —up)’ dr + 5 Z CijTh_1Ph_re 21 46 Z K;Cie ™,

j=1 i=1

ou t > Ty. Comme f(u;,u;) est monotone décroissante par rapport a chacunes de ses

variables, ils existent d’ > 0 et ¢}, > 0 (dépendant de o) tels que

d’ibiiw? < i{(uz—uZ ) —u; 1n< )} <ckZb”w (2.36)
i—1 i=1

En intégrant les trois membres de (2.36) sur (ry_1, k) on arrive a

T )
d’an»/ widz < V(¢ <c,€me/ widz. (2.37)
=1

de (2.35) et le membre droit de (2.37) on déduit que

V'(t) < ——V )+ = Z CijTh_1 Br_qe 21t —|—(5ZK016 7,

c
k 3,0=1 i=1

Finalement en appliquant le Lemme de Gronwall & cette derniére inégalité et en utili-

sant le membre gauche de (2.37) il apparait que
||u; — uf||i2(xk_wk) < Chett t>T,, 1<i<r, (2.38)

ou Cy et wy > 0 sont des constantes positives. Définissons W (¢, z) comme dans la preuve

oW
ot

que la matrice (b;;);;_, est diagonale, on obtient de (2.36),(2.38),(2.24) et l'inégalité

du Théoréme 2.4.1 avec d; = 1. En calculant la dérivé et en tenant compte du fait
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de Holder

—— < — Z bii (u; — *)2 + 337 ¢ Kiwp—1 Bp—re” k1t

i=1j=1

+ Z Z cij IS VL Huy

jHL2
Z 1721 (Tp—1,2k)

< __W+ Z ZCUKwk 1Bp—1e” 1t 4 Z ECUK VLCye~ 341t

i=1j= i=1j5=1

En utilisant le Lemme de Gronwall une autre fois et le membre gauche de (2.36), ils

wit

existent des constantes By > [r_1 et wy < wi_1 tels que Y |w;| < Bre™“* pour t > T,

i=1
et « € [xy_1, k] . La conclusion est alors la méme que celle du théoréme précédent. B

Le corollaire suivant découle directement du Théoréme 2.4.1 en prenant r = 1.

Corollaire 2.4.1. Supposons que pour chaque k > 2

b ,
R Y (2.39)
aq blj a1 C1j

alors les composantes us, ..., u, tendent vers lectinction, alors que u; — uf(x) =
a

I T lorsque t — +o00 uniformément dans X.

11

S’il existe une permutation ¢ des indices {1,...,n} telle que les coefficients a;,bi;, ci;
satisfont (2.39), alors ug-1(1) — u;,l(l), tandis que les composantes restantes tendent

vers lextinction.
L’exemple suivant montre que le Théoréme 2.1.1 est un cas particulier des résultats obtenus.

Exemple. Revenons au systéme (2.2). Si A < min(1, n), alors il est clair que 'inégalité (2.39)
est vérifice (n = 2) avec a; = 1,05y = 1,¢1 = 1, dot vy(t,z) — e et va(t,z) — 0
lorsque ¢ — +o00 pour tout x € [0, L].

Dans le cas A > max(1,7), la permutation ¢(1) = 2, $(2) = 1 montre que l'inégalité
(2.39) est vérifiée. D’aprés le Corollaire 2.4.1 on déduit que vy (¢, z) — 0 et va(t,x) —
e~ Jorsque t — +o0 pour tout = € [0, L].

Remarque. Les Théorémes 2.4.1 et 2.4.2 sont une généralisation du Théoreme 2.1.1 de
I'introduction dans le cas d’un modéle & n enzymes. Une autre généralisation du modéle
(2.3) serait de considerer le cas ou Uintervalle (0, L) est une boule de R™ (m > 2). Le
probléme pourrais étre ramené au cas unidimentionnel en considérant par exemple des
solutions radiales.

Notons enfin que le modéle (2.3) peut étre utilisé pour décrire d’autres types d’interac-
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tions de populations par exemple, la croissance de certaines espéces végétales (plantes)

situées le long d’une riviere et dont le nutriment est transporté par I'eau.



Chapitre 3

Etude Mathématique d’un Modéle

Structuré en Stades a Retard Distribué

3.1 Introduction

Il existe dans la nature certaines espéces (animales ou végétales) qui passent au cours de
leurs évolutions par différents stades spécialisés. Par exemple, il est bien connu que chez les
populations mammiféres chaque espéce passe par deux stades de développements distincts
au cours de sa vie. Le premier stade est le stade immature, le second étant le stade mature.
Pendant le stade immature cette population est protégée par leurs géniteurs qui leurs pro-
curent nutriment et les protégent de la predation d’autres espéces. Aprés un certain temps
plus ou moins long, cette population immature devient mature et protége a son tour ses
propres petits. Le développement de cette population est donc composé de deux stades :
immature et mature. Le stade mature se distingue par la capacité de la population a se
reproduire.

Différents types de modéles décrivant la dynamique d’une telle population ont été proposé
(voir Liu et al [81], Bence & Nisbet [9], Cushing [30]). Ces modéles sont décrits mathématique-
ment par un systéme de deux équations différentielles a retards appelés systémes structurés
en stades. Chaque équation décrit la dynamique d’une des deux populations mature ou im-
mature. Le modéle le plus intéressant est celui décrit par Aiello & Freedman [1]| dans le cas
d’une seule espéce. Dans ce modéle Aiello et Freedman supposent que la population mature
a une croissance de type logistique. Le temps de maturation, cad le temps au cours duquel

un individu immature passe au stade mature est représenté un retard 7 > 0. Le modéle est

44
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décrit par le systéme a retard suivant

dx

—(t) = ae "zt — 7) — B(t), t>0

% (3.1)
E(?‘) = ax(t) —yy(t) —ae Tx(t —71), t>0,

ou x(t) et y(t) représentent les densités des populations matures et immatures a l'instant ¢

respectivement. Ce modéle est construit a partir des hypothéses suivantes :

— Seules les populations matures peuvent produire des populations immatures, un individu
immature qui survit un temps de longueur 7 passe au stade mature.

— La croissance de la population immature est proportionnelle & la densité de population
mature avec un coefficient a.

— La mortalité de la population immature est proportionnelle & la densité de population
immature avec un coefficient ~.

— La population mature a une croissance de type logistique.

7 est appelé le temps de maturation de Pespéce. On associe au systéme (3.1) les données

initiales suivantes :
z(t) = ¢(t) >0, y(t)=£(t) >0, —7<t<0. (3.2)

Aiello et Freedman ont montré que le modéle (3.1)-(3.2) admet un point d’équilibre positif
et globalement attractif (z*, y*).

Bien que ce modéle décrit assez précisément la dynamique dune telle population, il
n’explique cependant pas la nature oscillatoire de la densité de population observée expéri-
mentalement. Ceci a amené certains auteurs a généraliser le modéle (3.1) pour tenir compte
d’autres parameétres tels la compétition entres populations matures, la périodicité de I'envi-
ronnement ou l’effet de migration des espéces dans un environnement compartimenté. Citons
parmi ces travaux ceux de Freedman & Wu [37] qui ont décrit un modéle dans lequel la po-
pulation se disperse entres plusieurs compartiments dans un environnement compartimenté.
Ils ont montré en particulier que I’hétérogénéité de 'environnement peut changer le point
d’équilibre, mais n’a aucun effet sur sa stabilité asymptotique globale. Freedman et al. [35]
ont construit un modeéle dit a «cannibalisme» dans lequel les individus matures entrent en
compétition avec leurs propres petits. Aiello et al. [2] ont considéré le cas o le temps de
maturation 7 dépend lui méme de la densité de population mature.

Liu et al. [81] se sont intéressés au cas de deux espéces compétitives. Cette compétition
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se limite uniquement aux individus matures, les immatures étant épargnés de cette compé-
tition. Dans [82| Liu et al ont généralisé ce modéle au cas n—espéces compétitives. Leurs
résultats montrent que ces systémes admettent, sous certaines hypothéses, un point d’équi-
libre globalement attractif et que le temps de maturation (cad le retard du systéme) peut
affecter la dynamique du modéle. On renvoie le lecteur pour plus de détails a 'article trés
complet de Liu et al. [80] sur la dynamique des populations structurés en stades.

Tous ces modéles sont construits dans le cas autonome et ne tiennent pas compte de la
fluctuation de I'environnement. Pour tenir compte de la variation saisonniére des paramétres
liés a 'environnement tels I’humidité, la température, la disponibilité du nutriment etc, on
considére généralement des systémes avec des coefficients périodiques (cf. Kuang [72]). Ce

cas a été étudié par Liu & Chen [83], qui ont proposé le modéle suivant

dl’z’
dt
dy;
dt

(8) = by(t — m)e Fr BBy 4y () ay (B (1), >0,
j=1 (3.3)

(1) = bi(8)2s(t) — di(t)ys(t) — by(t — mi)e Fm WM ¢ 1y ¢ > .

x; et y; représentent les densités des populations matures et immatures de type ¢ respecti-
vement et 7; est le temps de maturation de la population i. Dans [83] les auteurs ont établit
une série de conditions suffisantes sur les coefficients du systéme (3.3) pour obtenir la per-
manence, ’extinction et ’existence d’une solution périodique attractive. Les deux théorémes

suivants résument ces résultats.

Théoréme 3.1.1. (Liu & Chen [83]). Supposons que les coefficients b;(t), d;(t), a;;(t) sont

des fonctions positives continues et bornées pour t > 0.

n m

. . _gm . 19 Al . . . N

i) Si ble=d'm > N ij;-”e 47 i =1,...,n, alors les solutions positives du systéme
j=Lj#i 4

(3.3) sont uniforméments permanentes.
i) Supposons de plus que les fonctions b;,d;, a;; soient périodiques de méme période
w>0. 5%

-
Be—di'n  bremhm
> 7 ,

m
ar a1

n qm
| —d"™m 15 1m —d-7;
b1€ 1 > 2 aTbJ e i,
J=2 Yjj

alors pour toute solution positive (x;,y;), du systéme (3.3) on a x;(t) — 0, y;(t) — 0,

lorsque t — o0 pour tout i = 2,...,n, alors que x1(t) — z*(t) — 0,y1(t) — y*(t) — 0
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lorsque t — 400, ot (x*,y*) est la solution périodique positive du systéme suivant

= by(t = m)e e DO ) gy (0)22(1), t>0

gt
=bi(t)z(t) — di(t)y(t) — bi(t —m1)e iy dr(s)ds

x(t—m), t>0.

Dans le cas autonome on a le résultat suivant.

Théoréme 3.1.2. (Liu et al [82]). Supposons que les coefficients b;, d;, a;; du systéme (3.3)

sont des constantes positives. Si

n
—d;T; a"‘]
bie > g

j=1,j#i @jj

bje T, i=1,..n,

alors le systeme autonome (3.3) admet un point d’équilibre positif et globalement at-
tractif.

Certains biologistes (Murray [94], May [90]) ont montré que dans la nature l'effet de
compétition entres deux populations a un instant donné peut avoir un effet important sur
la dynamique de ces populations en des instants postérieurs a l'instant donné. Cet effet
du passé de la population sur son présent est appelé réponse de rétroaction ou «feedback
response» en anglais. Pour modéliser cet effet de rétroaction, certains auteurs proposent de
rajouter au terme compétitif a;;(¢)z;(t)x;(t) un retard distribué. Volterra [125], Caperon
[20], Cushing [25] ont suggéré d’introduire un terme du type z;(t) ffoij z;(t + s)dhi;(s), qui
représente l'interaction entre les espéces x; et z; en tenant compte de «I’histoire biologique»
de z; pendant l'interval de temps (¢ — 0yj,t). Ce retard distribué serai biologiquement plus
réaliste pour modéliser une interaction entre plusieurs populations (voir Gopalsamy & He
j47]).

Dans cette partie de la thése on propose d’introduire dans le systéme structuré en stades

(3.3), une réponse de rétroaction en considérant le systéme nonautonome structuré en stades

suivant :
d . o t . n
[ S = bt = m)e I O - ) (1) X () (1),
j=1
—a;(t Z f i(t+ s)dhi;(s), t>0 (3.4)

du ot ($)ds
\ dyf=bi<t>xi<t>—dxt)yi(t)—bi(t—n)e Jen @Oyt — 1), £>0
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avec les données initiales suivantes

zi(t) = @i(t), wi(t) =&(t), —m <t <0. (3:5)

Le systéme (3.4) peut étre considéré comme une généralisation du systéme (3.3) auquel cas

il se réduit lorsque h;; = C*, i,j = 1,...,n. On supposera tout au long de ce chapitre que :

(H1) Les fonctions b;, d;, a;j, (4,7 = 1, ...,n) sont positives, continues et bornées sur (0, 4+00),

les constantes 7;, (i = 1,...,n) sont positives.

(H2) Les fonctions h;; sont a variations bornées sur (—7,0) ot 7 = max {7;}.
1<i<n

(H3) Les données initiales ¢;, ; sont positives continues est bornées sur (—7;,0),i =1,...,n.
Pour obtenir la continuité et la positivité de y; on supposera que
(H4) v;(0) = fi_ bi(s) wi(s)e™ [ ditwdugs pour tout i = 1, ..., n.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le paragraphe 2 on montre que le systéme
(3.4)-(3.5) admet une solution positive unique et bornée pour tout ¢ > 0. Dans le troisiéme
paragraphe on établira deux critéres : Le premier donnant la permanence uniforme des
solutions et le second I'extinction des (n—1) derniéres composantes de la solution du systéme
(3.4). Comme conséquence de ce dernier résultat, on montrera que si les coeflicients du
systéme sont des fonctions périodiques ayant la méme période alors le systéme peut admettre
une solution périodique globalement attractive. Le quatriéeme paragraphe est consacré au
cas autonome. Le Théoréme 3.4.1 nous donne une condition suffisante sur les coefficients du
systéme pour que ce dernier admet un point d’équilibre globalement attractif. Les résultats
obtenus dans ce chapitre généralisent les Théorémes 3.1.1 et 3.1.2 de I'introduction. Une
simulation numérique a l'aide du package dde23 du MATLAB illustre les résultats obtenus.
Une interprétation des résultats, ainsi qu'une application a la protection des espéces en voie

de disparition sont proposées a la fin du chapitre.

3.2 Préliminaires

Dans ce paragraphe on établit un critére d’existence et d’unicité pour le systéme (3.4)-

(3.5). Commencons d’abord par donner quelques définitions et notations que nous utiliserons
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ultérieurement. Posons pour tous i,5 = 1,...,n

ffﬁ(t)::}far(hdlh_fﬂ)7
hio(t) = = (Hij — hij) (1),

)

hi5(t)

)
5 (Hig =+ hig) (1),

oute[-70], 7= max {r;} et Var (9‘[7”}) désigne la variation totale d’une fonction g a
<i<n ’

variation bornée sur 'interval [—7,t]. On peut vérifier facilement que les fonctions H;;, h;;, hi;

sont non-décroissantes. On a alors des relations précédentes

hij(t) = hii(t) — hi;(t), —7 <t <0.

v

Définissons les constantes positives C;; et C’;]“- par
0 _ 0 _ o
Cih = fij dhi;(s) >0, C; = fij dhi;(s) >0, i,j=1,..,n,

I - s)ds

et désignons par B;(t) l'expression b;(t — 7;)e Le systéme (3.4) prend alors la

forme suivante

dﬂfi n
T Bi(t)xi(t — 7i) — x4(1) Z aij(t)z;(t)

—ait) 3 [°, (e + s)dh(s) zf 2i(t + s)dhii(s), t>0 (3.6)

= bi(O)ai(t) — di()yi(t) — By(t)i(t — 1), t>0,

i =1,...,n. Désignons par C’ = C([-7,0],R) I'espace de Banach défini dans le Chapitre 1
et C l'espace produit C' = H C,, muni de son cone positif CT = {(¢1,...,0,) € C : ¢; >

0,i=1,...,n}. Considérons I hypothese suivante :
(H5) al, > ZICZ; pour tout i =1,...,n
]:

Proposition 3.2.1. Sous les hypothéses (H1)-(H5) le systéme (3.5)-(3.6) admet une so-

lution positive, unique et bornée (x;,v;), i = 1,...,n pour tout t > 0.
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Preuve. Définissons la fonction suivante : f = (fi,..., fn), [ : Ry x C — R™ par

it:0) = BU0o(~7) = 6:(0) 3 04(1)6,(0)
~0u(0) 32 J°, 61(5)a (o
£61(0 Zf | 03(s)dhi (),

out > 0et ¢ € C. 1l est clair que f est continue de R, x C vers R™. De plus en
désignant par Dy f;(t, ¢) la différentielle de f; en ¢ on obtient

Dofi(t.6)(h) = Bit)hi(~7) — hi(0) 3 ayy(t),(0)
~0u0) 350 (O5(0) = 6x0) 35 7, hy(s)ani()
Hhi(0) Y2 [°, 0(s)dhi(s) — b <>if 65(8)dn5(s)
+6:(0) 32 U hy(s)dh(s),

ou h = (hy,....,h,) € C. f est donc continiment différentiable en ¢. D’aprés le Théo-
réme 1.3.1 du Chapitre 1, la premiére équation du systéme (3.6) admet une solution
unique z(t) = (z1(t), ..., z,(t)), pour tout ¢ > 0. Il s’en suit d’aprés le théoréme fon-
damental sur 'existence des solutions des équations différentielles ordinaires (cf. [21])
ainsi que ’hypothése (H4), que la seconde équation du systéme (3.6) admet également
une solution unique y(t) = (y1(t), ..., y(t)), pour tout ¢ > 0.

Soit maintenant ¢; € CT tel que ¢;(0) = 0 pour un certain . Par conséquent f;(t, ¢) =
B;(t)¢;(—7;) > 0. D’aprés le Théoréme 1.3.3 la solution = = (zy,...,z,) du systéme
(3.5)-(3.6) satisfait x;(t) > 0 pour tout ¢ > 0.

On veut maintenant montrer que xz;(t) > 0 pour tout ¢t > 0 et ¢ = 1,...,n. D’aprés I’hy-
pothése (H3) ¢;,& > 0 sur [—7;,0]. Supposons qu’il existe un ¢; > 0 tel que z;(t;) =0
et définissons t, comme suit ¢y = inf {t > 0: x;(t) = 0}, (H3) entraine que ty > 0 et
z;(to) = 0. De la premiére équation de (3.6) il apparait que

d.ﬁEi
t

(t()) = Bz(to)l’z(to — Ti) > 0, si to > T;

i (to) BZ(tQ)QOZ@o — Ti) > 0, si to < 7;.
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Dans les deux cas E(to) > 0, ce qui est une contradiction puisque par définition de

ona— .
0 It 0) >

Montrons maintenant le bornage des solutions du systéme (3.5)-(3.6). L’hypothése (H5)
permet de définir M > 0 tel que

Bm
M = max { ————— sup ¢;(s)

1<i<n n
Z se|—T;,0
7j=1

On veut montrer que x;(t) < M pour tout ¢t > 0 et i = 1,...,n. Supposons le contraire.

- - d;
Il existe alorsunt > 0 et un ig € {1,...,n} tel que x;,(t) = M, ;0( ) > 0etax;(t) < M

pour tout t < teti=1,...,n. On a de (3.6)

dlL‘l‘ ~ ~ ~
dto (t) < ( — Tip) — Qiig (t)l’?o ()

+a4, (t Z_:f (4 s)dhy,;(s)

Y

On aura besoin tout au long de ce chapitre du critére de comparaison suivant.

IN

ce qui est une contradiction. l

Lemme 3.2.1. Soient a,b, c et d des constantes positives et x une fonction positive et conti-
nament dérivable tel que :
dx
dt( ) < bx(t —71) — cx(t) + da(t) — az?(t), t>0
z(t) = (1), —7 <t <0,

ot ¢ est tel que p € CI\{0} ={p € C,:¢6>0}. Ona
1) (i) Si b > c—d, alors pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe T. > 0 tel que
b—c+
z(t) < ———— + € pour tout t > T..
a
d
(ii) De plus si —x(t) > bx(t — 1) — cx(t) + dx(t) — az®(t) pour t > 0, alors pour tout

dt
. b—c+d
e > 0 (suffisamment petit) il existe T, > 0 tel que x(t) > ———— —¢ pour tout t > T_.
a

2) Si b < c—d, alors tlim z(t) = 0.
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Preuve. Définissons la fonction suivante g : R, x C; — R par
g(t, @) = bd(—7) — cp(0) + dp(0) — ap(0)?, (t,¢) € Ry x (',
en calculant la différentielle Dyg(t, ¢)(.) de g en ¢ € C; on a
Dygl(t, 6)(h) = bh(=7) — ch(0) + dh(0) — 2a6(0)h(0).

ou h € C.. Montrons que g vérifie les hypothéses du Théoréme 1.3.4 :
(A1) Pour tout h > 0 et ¢ € C; tel que ¢(0) =0, on a Dyg(t, ¢)(h) = bh(—7) > 0.

(A2) A(t) = b # 0 est irréductible pour tout ¢ > 0.
(A3) n(—7+¢,t) > 0, pour € assez petit.
(A4) Si ¢ =0, d’aprés le Théoréme 1.3.1, I'unique solution de ’équation

%(t} =g(t,y), t>0,
y(s) = ¢(S>> s € <_T> 0)7

(3.7)

est y =0.

D’aprés le Théoréme 1.3.4, le semiflow de I’équation (3.7) est monotone. On peut donc
appliquer le principe de comparaison (Théoréme 1.3.2).

Supposons que (i) est vérifiée et désignons par z* = W I'unique point d’équilibre
positif de (3.7). Soit ¢ € C\{0} et désignons par y(t, ¢) la solution de I’équation (3.7)
correspondante. Choisissons ¢ et L (0 < e < L) tels que

e <p(s) <L, s € [—T,0],

3.8
be —ce +des —ac? >0, bL—cL+dL—al? <0, (3:8)

et désignons par y.(t) et y.(¢) les solutions de 'équation (3.7) telles que y.(s) = ¢,
yr(s) = L, s € [—7,0]. Les inégalités (3.8) et le Théoréme 1.3.2 entrainent

e <y:(t) <ylt,p) <y(t) <L, t>0, (3.9)

de plus y. et y;, sont respectivement strictement croissante et strictement décroissante.
Posons tEeroo Ye(t) = u. et tEeroo yr(t) = ug ot u. € (0,2%] et uy, € [x*, L). Considérons
le semiflow autonome 7'(¢) : R — R, ¢ > 0 défini par T'(t)€ = ye(t), £ € R, ot y, désigne
la solution de I’équation (3.7) correspondante a la donnée initiale & cad ye(s) = &,

s € [—7,0] et désignons par U l'ensemble compact U = {£ e R:u. <& <wup}. Le
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Théoréme 1.3.2 et les inégalités

duL

B du,
N dt

0 dt

Sbug—cug—l—dug—augZO, = 02> buy — cur + dug — aur <0,

impliquent u. < ye(t) < wyg, pour tout t > 0. D’ou T'(t)§ € U, V€ € U et t > 0.
U est donc un attracteur pour le semiflow 7'(¢). Comme le seul point d’équilibre de
(3.7) contenu dans U est x*, le Théoréme 1.3.8 entraine que z* est attractif cad que
lim ye(t) = =4 Ve € (¢, L). L'inégalité (3.9) assure que tginooy(t, p) = =t

t—-+o00 a
Soit maintenant x tel que

d_m(t) <bx(t —7) — cx(t) + dx(t) —ax®t), t>0

dt
x(t) = p(t), -7 <t <0.

D’aprés le Théoréme 1.3.2, z(t) < y(t, ¢), pour tout t > 0. Soit € > 0 assez petit, il
existe alors 7. > 0 tel que
b—c+d

y(t@) < —+€7 t>T€a
a

on conclut que
z(t) < y(t,p) < y + e,

pour tout ¢ > 7. De la méme maniére on montre l'assertion (ii) de la Proposition
3.2.1.

Supposons maintenant que b—c+d < 0, et choisissant L > 0 tel que bL—cL+dL—al? <
0.516 €U ={¢€R:0<¢< L} alors le Théoréme 1.3.2 entraine que 0 < y,(t) < L,
pour tout t > 0, d’ou T'(t)§ € U', t > 0. U’ est donc invariant par le semiflow 7'(¢)
de Péquation (3.7), il contient donc, d’aprés le Théoréme 1.3.8 un point d’équilibre
attractif. Comme le seul point d’équilibre de I’équation (3.7) contenu dans U’ est 0 on

déduit que tli+m yr(t) =0, d’ou limy_, ;o () = 0. W

3.3 Permanence et Extinction

Ce paragraphe est consacré a I’étude de la permanence et I’extinction des solutions du

systéme (3.6). On distinguera le cas périodique du cas non périodique.
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3.3.1 Le Cas Non Périodique

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour obtenir la permanence
uniforme des solutions du systéme (3.6). On commencera d’abord par un lemme qui nous

donne le bornage asymptotique des solutions.

Lemme 3.3.1. Supposons que Uhypothése (H5) est vérifiée et soit (a(k)) une suite dé-

k>0
croissante telle que €® > 0 pour tout k > 0 et klim e®) = 0. Choisissons ) tel que
——400
70 > %, 1 =1,...,n et définissons la suite suivante pour i=1,....,n
a‘iiij;l CZ]
0
7 =40,

3.10
75’“):%(3%20; s 1)*“’“% b2l 0
kX% ]

Si € est suffisamment petit, alors la suite (%(k)) est décroissante en k et converge
k>0

quand k — 400 vers v; > 0,1 =1,...,n ot 7; est l'unique solution de I’équation
Vi = (Bm + Z j%) , i=1,..,n. (3.11)
Preuve. On a de (3.10) pour tout k > 2eti=1,...,n

NONRNCO T ZC < = )) 4+ k) _ =1, (3.12)

Si £ est assez petit et puisque 7 > , on a alors

A
. n
Az — Z C’Lj
j=1

1 0
1w =" = & |B;

<Z kNCo — ) © 1 aﬁia(o)] <0. (3.13)

Etant donné que la suite (g(k))k>0 est décroissante on déduit de (3.12)-(3.13) que la

suite <’yl-(k)> est également décroissante pour tout ¢ = 1,...,n. D’autre part, il est
k>0
k) >0, que ng) > 0 pour tout Kk > 0etev=1,...n

La suite <’yi(k)> converge donc vers un y; > 0, cad que klim %(k) =v,t=1,...n
k>0 oo

clair de (3.10) et puisque y©, &

En prenant la limite dans (3.10) lorsque k& — +o0o on obtient que 7; est solution de
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I'équation (3.11). Supposons maintenant que pour un certain i, v;, = 0, on aura alors

de (3.11) que B} = 0, ce qui est une contradiction. H
Théoréme 3.3.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) sont vérifiées et que

B> 12-7& Zﬂﬁz e =1, (3.14)
J=L)7F

ol y; est l'unique solution positive de l’équation (3.11). Alors les solutions positives du
systéme (3.6) sont uniforméments permanentes.

Preuve. Soit ¢ € C, ¢ > 0 et désignons par x;(t) la solution du systéme (3.6) correspon-
dante. D’aprés la Proposition 3.2.1 il existe M; > 0 pour lequel z;(t) < M;, i =1,...,n

t > 0. Définissons 7@ par 7 = max L,Mi . 11 existe alors Ti(o) > 0
1<i<n \ 4t -—Z kpC
assurant
zi(t) <70, t> TZ-(O), 1=1,..,n.
Soit (5(k))k>0 une suite positive et décroissante tel que ¢ — 0 quand k — 400 et

définissons la nouvelle suite (71'(1@) par (3.10). On a alors de la premiére équation
k>0

de (3.6) ainsi que de la positivité de z;

dx;
dt

< BMai(t — 1) — aba?(t) + zi(t Ef j(t +s)dh;;(s)
(3.15)
< B"x (t—ﬂ)—aﬁz%()Jr%()Z o

pour tout ¢ > T(O) +7,00T = ax {7;}. Soit £® > 0 assez petit. Il s’en suit de (3.15)

et du Lemme 3.2.1 qu’il existe Ti( ) > TZ-( —— garantissant

<>s—z(B’”Z 5 ) M = >0,

1)

pour tout t > TZ-( . En répétons le processus précédent k-fois pour e > ¢@? > . >

e®) on obtient deux suites (’yi(k)) et (Ti(k)> vérifiant
k>0 k>0

1 n -
2i(t) < — (Bgn + 3 O 1’) e® =B > (3.16)
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pour tout t > T . On aura alors de (3.16) que

lim supa(t) < 7, (3.17)

pour tout £ > 0 et ¢ = 1,...,n. En prenant la limite dans (3.17) quand k& — 400 on
obtient d’aprés le Lemme 3.3.1

lim supz;(t) < i, (3.18)

t——+00

pour tout ¢ = 1,...,m o 7; est la solution de I’équation (3.11). D’aprés I'hypothése
(3.14) du Théoréme 3.3.1, on peut choisir un € > 0 pour lequel

Bi— > af(vjt+e)— X Ch(yi+e)>0, i=1..,n (3.19)
=1

j=Li#i

L’inégalité (3.18) entraine I'existence d'un 7; > 0 tel que

zit) <vite, t>T, i=1,..n. (3.20)
Posons T" = max T;. On a alors de la premiére équation de (3.6) et (3.20)
dxi l - m = + m,.2
> Bixi(t —m) —xi Y, afi(yy+e) =z ) Oy +¢e) —ajas, (3.21)
dt j=1i#i =1

pour tout t > T" + 7. Soit &’ > 0 suffisamment petit. Le Lemme 3.2.1 et les inégalités
(3.19) et (3.21) entrainent I'existence d’'un 7" > T" satisfaisant

1 n
xz(t)za_m<Bf_Z Q;; ’YJ+€ Z %—1—5)—5’,
J#

pour tout ¢ > T}. Puisque ¢ et ¢’ sont arbitrairements petits, on obtient en prenant la

limite dans l'inégalité précédente lorsque t — 400 et compte tenue de (3.14)

e @i j=Lj#i

1 n n
7 J=

Il reste & prouver la permanence de y;. Réécrivons la seconde équation du systéme (3.6)
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sous la forme
dy;
dt

= _di(t)yi(t> + fi<t)7 (3-22)

ou fi(t) = bi(t)x;(t) —bi(t —m)e Jir di(s)dsxi(t —7;). En intégrant I’équation (3.22) sur
(0,t) on obtient en utilisant I’hypothése (H4) (voir [81])

t
yi(t) = yi(O)e—fé di(s)ds i (/
t

bi(s)a;(s)elo di(“)d“ds) x e~ Jo dis)ds (3.23)
d’ou
lim infy;(t) > bimide ™% > 0.

t—-+o00

Les solutions y;, ¢ = 1,...,n sont donc uniforméments permanentes. Bl

Définissons la matrice suivante : N = ( l“) . L’hypothése (H5) donne alors
ij=1

1 —
[N = max (a—lZICJ> <1, (3.24)
]:

la matrice (I—N) est donc inversible, si on désigne par (a;;);;—; la matrice inverse (I —N)~!,

alors a;; > 0, pour tout ¢, 7 = 1, ..., n. On peut donc expliciter 7, comme suit ; = > aijTj,
J=1 Ji
1=1,...,n.
Si I'hypothése (H5) est vérifiee on peut alors définir deux suites (vfm)) L1 =2 ....net
m>0

(u(m))m>1 de la maniére suivante :

v l
a;. j=2

m 1 n m _ 4
oM = (Bzm — abumt) Ci;vj( ) + Ci1’71> , m>0, i=2..n

i 1 (3.25)
m _ l - m (m)

(0)

avec v; = = 7;, ¢ = 2,...,n. Avant d’énoncer le théoréme principal sur 'extinction partielle

des solutions, on aura d’abord besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 3.3.2. Supposons que (H5) est vérifiée et que
i) Bl > 22 (Cf; + aﬁ’}-) v+ Ciim
j:

., B"+Cj Bl —Cfim .
i) — l“%< ! mlﬂl,z:Q,...,n.
Qi ary
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Alors il existe ig, 2 < ig < n et m;, > 1 tel que

(mig) (mig—1)
Vi v, °

<0, >0 i=2,..,n (3.26)

Preuve. On a de (3.25) pourm >1leti=2,...,n

, (3.27)
m m = m m—1
umH) — ) = —— (Z (O +aly) <v]( )_v]( ))) .
ary \ j=2
De plus, 'hypothése (i) du lemme entraine
1 u .
ult = an <Bi - Z (Cf; + alj) Vit Cfrl’yl) > 0,
11 =
d’ou
W _ 0 _
v, =, :——Zlu(l) <0, i=2,..,n,
L [ n ! (3.28)
u® —ul = - (Z (€ +atj) (“a(‘l) - “J('O))> =0
ayp \j=2

Les relations (3.27)-(3.28) et le principe de récurrence montrent que les suites (vfm)>
m>0

et (u(m))m>1 sont strictement décroissante et strictement croissante respectivement. Il

y a donc deux cas a distinguer :

1" Cas : lir}rl u™ = +o0. La premiére équation de (3.23) donne lim ’Ui(m) = —00,
t = 2,...,n. Puisque vi(o) >0, 7= 2,...,n on peut définir ¢y et m;, > 1 comme suit :
mi, = min (mi — min {m >1: 0™ < o}) > 1. (3.29)

1 2 1 &
B - _ Ca
v = (v2,.,0p) = | = 2 Cyvy, ., 75— 22 Cpiv; | est done une contraction, il s’en
aqy j=2 App j=2
(m)

suit de la premiére équation de (3.25) que la suite v; "’ converge vers un reel v; (fini)

lorsque m — +o00. En substituant la seconde équation de (3.25) dans la premiére on
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obtient
m - l l +
(m+1) B"+Cim  ay | B —Cim L& + mY ,.(m) I & (m)
' al; aj; ay ay J§2 ( Y IJ) ’ aj; 322 v
:gﬁ<H“H%%_B%%E%)+i %£§+%QQ+Q}U@)
aj; ay; ayy = \dyaly  ajaf o oa )
(3.30)
Posons .
p(m = (vém), ...,vflm)> , m >0,
- T
3= (a_il (Bzm"‘ciﬂl _ Bi _ Cfrl’h))
ay; ay; ary 2<i<n 7
+ m -\"
C = a_ilﬁ + a_il& + &
aj afy  aaf o a i j=2
La relation (3.30) peut alors étre réécrite sous la forme matricielle suivante
M) = g4 Co™ | m >0, (3.31)
d’ot v(™ — pmth) = (v(m_l) — v(m)) = . =07 (U(O) — U(l)) pour tout m > 0.

Puisque 0™ — v(™*1) — 0 lorsque m — o0, alors C™ (v(® — o) — 0 quand m —
+o0. Posons ¢ = (v —v(l))T. D’aprés (3.28), & > 0. Comme C™¢ — 0 lorsque
m — 400, on déduit que o (C) < 1, on o (C) désigne le rayon spectral de la matrice
C' (cf. Berman & Plemmons [14]). D’ou C™( — 0 lorsque m — 400 pour tout vecteur

positif ¢ € int (R") . la relation (3.31) entraine par récurrence

v = B4 Com D =34+ CB+ C2m—2)
= .=0B+CB+..+C" 134+ C™0O,

D’aprés hypothése (i) du lemme, 3; < 0, d’ou C*3 < 0 pour tout k > 1, la relation
précédente implique
™ < B4 Cmy @, (3.32)

pout tout m > 1. En prenant la limite dans (3.32) quand m — +o0 et puisque v(™ — v
et C™v(®) — 0 on obtient que v < B < 0. On peut donc définir iy, 2 < ip < n et my, > 1
par la relation (3.29), tel que (3.26) soit satisfaite. W

Lemme 3.3.3. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) sont vérifiées. Supposons de plus

que les conditions (i) et (i) du Lemme 3.3.2 sont satisfaites. Alors toute solution
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positive (xq(t),...,x,(t)) de la premiére équation du systéme (3.6) vérifie tli+m xiy (1) =

0, ot 19 est donné par le Lemme 3.3.2.

Preuve. L’hypothése (i) du Lemme 3.3.2 entraine 'existence d’'un € > 0 assez petit tel que
B > Z L4al) (+e) + O (i +e). (3.33)

Il existe alors T} > 0 tel que pour tout ¢t > T}

d;tl >Bl~’171(t—71)—9€1()§:2aﬁ (%‘Jré“)—xl()i 11 (7 +e)

]:
—afizi(t) — 21 (H)C (m +€) -

Le Lemme 3.2.1 et U'inégalité (3.33) entrainent l'existence de 77 > T} et €; > 0 (assez

petit) satisfaisant

1 n
z1(t) =2 — <Bi = > (Cf +at) (v +¢) = Cfi (m +5)> —e, t>1]

aip =2

d’ou
lim inf 21 (£) >« > 0.

t——+o0

(1)

Supposons que v; > 0 pour tout i = 2, ..., n. Choisissons un ¢’ > 0 pour lequel on a

u — & >0,
B —aly (u) =)+ 3 Ch(y+€)+Ch(m+€)>0, i=2,..n
j=2

Il existe alors T tel que

Byt —7) — abyx; (u — &) + Cy (1 +¢')
j=2

d.fi
dt

+2;0;1 (11 +€') — a7,

pour tout ¢ > T\, En utilisant le Lemme 3.2.1 une seconde fois, il existe &” > 0 (assez

(1)

petit) et T, > Ti(l) assurant

1
in(t)ﬁaT(Bm— (U—5)+ZO (7j+5/)+ci_1(71+5')>+5"7
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pour tout ¢ > TS”. On obtient alors

limsupz; (£) <o, i=2, .. n

i
t—+o00

Procédant par récurrence j'usqu’a I’étape (m;, — 1), ot m;, est donné par le Lemme

3.3.2, on arrive a

lim supz;(t) < vi(miofl), lgmjnfazl(t) > umio) =2 ... n.
t—-+4o00 T

Puisque vi(:”o) < 0 (voir Lemme 3.3.2), on peut alors choisir &,,, > 0 tel que

By — aiol (u(mg) - 8mo) + Z Ci;j (U](‘mo_l) + 5mo) + Cfol (71 + €my) <O. (3.34)

j=2
Il existe alors ﬂ(om()) satisfaisant
dz;, m ! m ~ (mo—1)
W(ﬂ < Bilaig(t — Tig) — @1 Ty (u( o) _ 5m0) + x4 Z Cio; (vj + 5m0>
j=2
+xi00i;1 (71 + Emo) — aéoigxiﬂ

pour tout ¢ > ﬂgm‘)). La partie (2) du Lemme 3.2.1 et (3.34) donnent alors tliin xiy (1)
=0.1

On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat d’extinction partielle suivant.

Théoréme 3.3.2. Supposons que les hypothéses du Lemme 3.3.3 sont vérifiées. Pour toute
solution positive (x;,y;) du systeme (3.5)-(3.6), on a (z;(t),y:(t)) — (0,0) lorsque
t — +o0 pour tout i =2,....,n, alors que (x1(t),y1(t)) est uniformément permanente.

Preuve. D’aprés le Lemme 3.3.3, il existe un iy, (2 < iy < n) tel que tEg—noo x;,(t) = 0. Par
une permutation des indices {2, ...,n} , on peut supposer que iy = n, cad tlirzr)lo x,(t) = 0.

Définissons les nouvelles suites suivantes :

a LV

11

n—1
U;(m—H) _ Ll (Bzm _ aélul(erl) + Z Cfvl-(m) + Ci_1’71> , 1=2,....n
=2

ari

J=2

n—1
WD) — L (Bi -3 (ij + allj) U;(m) — Cﬂ%) )

On peut montrer comme dans la preuve du Lemme 3.3.2, que les suites v;(m) et u/(™)
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sont strictement décroissante et strictement croissante respectivement, et qu’il éxistent
i1, (2 <i3 <n-—1)etmy > 1, tel que v;(m”_l) >0pouri=2,...n—1, et vggm”) < 0.
Un raisonnement analogue a celui donné dans la preuve du Lemme 3.3.3 permet de
montrer que tlim x;, (t) = 0. Par récurrence, on obtient aprés un nombres finis d’étapes
——+00
que lim z;(t) = 0 pour tout i = 2,...,n.
t——+o00
Enfin 'inégalité (3.23) entraine que fliin yi(t) = 0 pour tout ¢ = 2,....n et liminf
[— T 00

t——+o00
y(t) > biruMed" > 0. W

3.3.2 Le Cas Périodique

Ce paragraphe est consacré au cas nonautonome périodique. En utilisant la théorie des
semiflots monotones périodiques ainsi que la théorie spectrale des opérateurs, on établira
des critéres de permanence, d’extinction et de stabilité globale en terme de rayon spectral
de I'application de Poincaré de I’équation linéarisé associée au systéme (3.6). Dans tout le

reste de ce paragraphe on supposera que :

(H1)" Les fonctions b;(t),d;(t), a;;(t),i,j = 1,...,n sont positives, continues et périodiques

de méme périodique w > 0.

Analyse Spectrale de la Dynamique de L’équation Singuliére

Dans cette partie on s’intéresse a I’é¢tude de la dynamique globale de 1’équation singuliére
associée au systéme (3.6) en utilisant la théorie des semiflots monotones périodiques.
Soient B(t),b(t),a(t) des fonctions continues et w—périodique tel que B(t) > 0,a(t) > 0

pour tout t € [0,w]. Soit 7 > 0, et considérons I’équation suivante

%(t) — Bt)x(t — 7) — b(t)x(t) — a(t)z(t), t >0, (3.35)

ou l'espace des phases est C; = C ([—7,0]; R). Dans toute la suite on munira C; de son cone
positif CF = {p € C, : p(s) > 0,s € [-7,0]}, on notera par C;\{0} l'intérieur non vide de
CF et on écrira ¢ > 1 si et seulement si p—1p € C;F\{0}. Il est facile de vérifier que I'équation
(3.35) engendre un semiflot autonome qu’on notera z;(¢),t > 0. Considérons 'application

de Poincaré S associée a I’équation (3.35) et définie par

S:C,— C;
@ S(p),
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avec S(¢)(s) = xu(9)(s) = z(w + s,¢), s € [—7,0], o z(., ) est la solution de I’équation
(3.35) correspondante. D’aprés le Théoréeme 1.3.1, S est continiment différentiable en .
Désignons par P = DS(0) la différentielle de S en ¢ = 0 et par r = r(P) le rayon spectral
de 'application linéaire P.

Le résultat suivant décrit la dynamique globale de I’équation (3.35) en fonction du rayon

spectral r.

Théoréme 3.3.3. i) Si r < 1, alors la solution triviale v = 0 de [’équation (3.35) est
globalement attractive.
i) Si r > 1, alors l’équation (3.35) admet une solution positive, w—périodique et

globalement attractive.

Avant de donner la preuve de ce théoréme on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.4. On a r > 0, de plus r est une valeur propre simple de P correspondante @

un vecteur propre @o € C\{0}.

Preuve. Soit m > 1 un entier tel que mw > 27. On a alors S™(p) = x,,,(p) pour tout

¢ € C;. En linéarisant 1’équation (3.35) en x = 0, on obtient

dx
—(t) = B(t)a(t —7) = b(t)x(t). (3.36)

[’équation (3.36) est une équation différentielle linéaire a retard, 'application de Poin-
caré correspondante est DS(0) = P. Puisque le retard de I’équation (3.36) est fini, on
déduit que Papplication P™, (mw > 27) est compacte (voir Hale [48]), il s’en suit alors
que application linéaire DS™(0) = (DS(0))™ = P™ est également compacte. D’autre
part puisque B(t) > 0, pour tout ¢t € [0,w], d’aprés la Remarque 1.3.1/(i), le semiflot
de l’équation (3.36) est positivement invariant, en particulier, P™(p) € C;*\{0} pour
tout ¢ € C:\{0}. Ceci entraine que I'application P™ est fortement positive. D’aprés
le Théoréme de Krein-Rutman (voir Zeidler [145]), on a r,,, = r (P™) > 0 et r,, est une
valeur propre simple de P™ correspondante & un vecteur propre ¢f* € C:\{0}. D’autre
part puisque P est une application linéaire continue r,,, = r (P™) = (r (P))"™ =r™ > 0.
Comme P™ est compacte, son spectre est constitué des valeurs propres de P avec peut
étre 0 comme point d’accumulation. r est donc une valeur propre positive de P. Soit
o un vecteur propre de P, tel que Pyy = ryg, d’'ott P™og = "¢y = rmpo, puisque
r™ est une valeur propre simple de P™ on conclut que ¢y = cpp* € C:H\{0}, d’ou r est

une valeur propre simple de P correspondante a un vecteur propre ¢y € C\{0}. B

Preuve du Théoréme 3.3.3. Fixons mg > 1 tel que mow > 27, et soit f : R x C; — C-
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la fonction définie par

f(t,¢) = B(t)p(=7) = b(t)$(0) — a(t)¢*(0), t>0, ¢ € C:.

Soient ¢, ¢ € C; tel que ¢ > ¥ et ¢(0) = 1(0). On a alors

f(t,0) = f(t,¢) = B(t) (¢(=7) = ¢(=7)) >0, £>0.

La fonction f satisfait donc ’hypothése (H) de la Remarque 1.3.1. D’aprés la partie
(i) de cette méme remarque x¢(¢) > z4(1)) pour tout ¢ > 1) avec ¢, 9 € Cr et t > 0. Le
semiflot a;(.) de 'équation (3.35) est donc fortement monotone. Il en est donc de méme
de Papplication de Poincaré S™0. D’autre part, on a pour tout o € (0,1), ¢ € C\{0}
et t > 0,

f(t,a0) =

>

o

B(t)¢(—7) — ab(t)$(0) — a®a(t)¢?(0)
B(t)¢(—7) — ab(t)$(0) — aa(t)¢*(0)
f(t, ).

L’application f est donc strictement sub-homogeéne. Il en est donc de méme de S (voir
Théoréme 1.4.1) et a fortiori de S™°. D’aprés la preuve du Lemme 3.3.4, DS™ est
fortement positive et compacte. De plus on a r {(DS(0))"} = (r (DS(0)))™ = r™ et
S™0(0) = 0. En appliquant le Théoréme 1.4.2 a S0, on obtient que :

1) Sir > 1 (donc r™ > 1), alors S™ admet un point fixe unique ¢* € CF\{0}

Q

o

globalement attractif pour le semiflot discret engendré par S™°.
2) Sir <1 (donc r™ < 1), alors 0 est un point fixe globalement attractif pour le
semiflot discret engendré par S™°.
Montrons dans le cas 1) que équation (3.35) admet une solution positive w—périodi-
que et globalement attractive. Désignons par ¢* € CF\{0} le point fixe de S™ cad
que S™(p*) = ¢*. Posons Ay = {¢*}, d’ou S (Ag) = Ag. Ao est donc compact et
S™o —invariant. Notons par z(t, to, ¢) le semiflot nonautonome engendré par I’équation
(3.35). Puisque les coefficients de 'équation (3.35) sont w—périodiques, le semiflot
x(t, to, p) est périodique (voir Remarque 1.4.1) cad que x(t + mw, mw, v) = x(t,0, @),
pour tout m > 1, ¢t > 0 et ¢ € C,. De plus étant donné que ¢* est globalement
attractif, on a

SmM(p) — ¢*, m — +oo, Ve € C\{0}. (3.37)

D’autre part, on a par définition S () = z(mmow, 0, ¢), la condition (3.37) peut
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donc étre réécrite comme suit
d (z(mmow,0,¢), Ag) — 0, m — +oo, Ve C\{0}.

En appliquant le Théoréme 1.4.5 au semiflot discret x(mmow, 0, ), on déduit que
d(z(t,0,0),2(t,0,0*)) — 0, t— 400, Vo e CH\{0}.

La solution z(¢, 0, ¢*) est donc globalement attractive. De plus, puisque ¢* est un point
fixe de S™ alors x(t,0, ¢*) est mow—périodique. Montrons maintenant que x(t, 0, ¢*)
est w—périodique. D’aprés le Lemme 3.3.4, il existe un vecteur propre ¢ € C;1\{0},
tel que

DS(0)(po) = 0. (3.38)

Soit € > 0. Puisque la fonction S est continiment différentiable en 0 et S(0) = 0, on a

en utilisant un développement limité d’ordre 1 et (3.38)

S(epo) = S(0)+ DS(0)(epo) + ofe)
= ergg+ o(e),

d’ott S (epy) — epo = (r — 1)y + o(€). Etant donné que o(¢) — 0 quand £ — 0, et

puisque e(r — 1)¢g > 0, il existe un gy > 0 assez petit vérifiant

S (g00) > €00- (3.39)

Comme la fonction S est fortement monotone, on déduit de (3.39) que la suite 0 <
coo < S (eopo) < ... < S™(eopp) < ... est fortement monotone. De (3.37) on a que
S (g0p9) — ¢* lorsque m — 4o00. La sous-suite {S™°(gg¢p)},,>o €st une sous-
suite convergente d’une suite fortement monotone {S™(g0%0)},,50 qu_i converge donc
vers ¢*. Il en résulte alors que ¢* est un point fixe de S. x(¢, 0, 90*)_est donc une solution
w—périodique.

Dans le cas oi1 » < 1, on montre de la méme maniére que 0 est une solution globalement

attractive pour I'équation (3.35). W
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Permanence Uniforme des Solutions du Systéme (3.6)

Revenons au systéme (3.6), et supposons que (H1)-(H5) sont vérifiées. Considérons

I’équation singuliére suivante :

Ly = But-—m) -0 3 a (0 ()Z i — aa()z(t), t>0,

dt j=1,ji
(3.40)
ou ; est défini dans le Lemme 3.3.1. Désignons par S; : C;, — C, 'application de Poincaré
associée a ’équation (3.40) et par r; le rayon spectral de DS;(0). Puisque les coefficients
B;(t),a;;(t) sont des fonctions périodiques de méme période w > 0, d’aprés le Lemme 3.3.4
on a r; > 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Le résultat suivant exprime la permanence uniforme des

solutions du systéme (3.6) en fonction du rayon spectral r;.

Théoréme 3.3.4. Supposons que les conditions (H1)-(H5) sont vérifiées et que r; > 1,

i=1,...,n. Alors les solutions du systéme (3.6) sont uniformément permanentes.

Preuve. Soit ¢ € C\{0} et désignons par z;(t) la solution du systéme (3.6) correspondante

a la donnée initiale . D’aprés la preuve du Lemme 3.3.1 et 'inégalité (3.16) ils existent

7

deux suites <%-(k)>k et <Ti(k)>k telles que 7-(]6) — ; lorsque k — +o0 et vérifiant
>0 >0

() <A, t>1® k>1, i=1,..,n. (3.41)

On a de la premiére équation de (3.6) et (3.41) pour tout ¢ > T*) = maxT( )

1<i<n
d[EZ‘ n 9
0 (t) = Bi(t)zi(t — ) — xi(t) IZ#%‘(U — x4(t) Z Cﬂ] — a ()i (t).
J=LJF
(3.42)
Désignons par zi(k)(t,gp) t > TW, la solution de I’équation singuliére suivante i =
1,....n,
( dZ(k) k k n
()= Bi)x"(t-m)—#"(0) X ayl)y -
dt j=Li#i
B) () Sm ot 0> k)
—=P0) L Cf = autt) () (1), t>T
=1
(k)
L 2 (Lw) = @it ), te (IT® —7,TW)
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L’inégalité (3.42) et le principe de comparaison (Théoréme 1.3.2) nous donnent
zi(t, ) > zi(k)(t, @), t>TW, (3.44)

En linéarisant les équations (3.40) et (3.43) en 0, on obtient respectivement

dwi n n
i (t) = Bi(wi(t — 7)) —wi(t) > ai;(t)y; — wil?) Z W t>0, (3.45)
=Ty =1
duw® (k) k) " ®
—(t) = Bit)w; "t —7) —w; (1) Do ai(t)y; — P Z 5 t>0.
dt =L

(3.46)

*) Jes applications de Poincaré associées aux équations (3.45) et

Désignons par P; et P,
(3.46) respectivement et soit m > 1 tel que mw > 27;, i = 1,...,n. D’aprés la preuve
du Lemme 3.3.4, les applications linéaires <Pi(k))m et P" sont compactes. De plus et
compte tenu de la dépendance continue des solutions par rapport & un paramétre (en
(k) (k)

I'occurrence ;") et puisque ;

— 7, lorsque k — 400, on a Pi(k)(gp) — Pi(p) lorsque
k — 400, pour tout ¢ € C;, (voir Hale [48]). D’autre part puisque la suite (%-(k))po
est strictement décroissante, le principe de comparaison (Remarque 1.3.1/(ii)) appliqué
une nouvelle fois & I'équation (3.46) nous donne que IDi(kH)(gp) > Pi(k)(gp) pour tout
peC,etk>1 Dou

7

(ﬂ%mﬁgwaka+m, (3.47)

ou la convergence a lieu dans K (C;,) l'espace des opérateurs linéaires et compacts

munie de la norme de la convergence uniforme. Si on désigne par r§ )

de 'application linéaire Pi(k)

le rayon spectral
et par r; celui de P;, alors on a d’aprés les propriétés du

rayon spectral des opérateurs compacts (voir Smith [103]) et (3.47) que
OA m
(7“2- ) — (r)™, k — 4o0. (3.48)

(ko)

Puisque 7; > 1, (1 = 1,...,n), d’aprés (3.48), il existe un ky > 1 satisfaisant r; " >

1 pour tout ¢ = 1,...,n. D’aprés le Théoréme 3.3.3, ’équation (3.43) admet, pour

k = kg, une solution positive w—périodique et globalement attractive. Les solutions

sz) (t,) sont donc uniforméments permanentes. L’inégalité (3.44) entraine alors que

les solutions z;(t) sont uniforméments permanentes. B
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Le Théoréme 3.3.4 nous donne un critére de permanence uniforme des solutions en fonction
du rayon spectral de I'application de Poincaré associée a I’équation singuliére (3.40). Le

lemme suivant fait le lien entre le rayon spectral de ’équation singuliére et ses coefficients.

Lemme 3.3.5. Supposons que les hypotheses (H1) et (H5) sont vérifiées.

i) Si pour un certain i, la condition suivante

L Z U%Jrz ﬂj, (3.49)

J=1,j#i

est satisfaite, alors r; > 1.

i) Supposons que T; = k;w, pour un certain entier k; > 1. Si la condition suivante

B; > Z CLZ]’YJ—FZ Ao (3.50)

J=Llj#i
est satisfaite, alors r; > 1.

1
Preuve. Posons \g = — Inr;. Pour toute solution w;(t) de I’équation (3.45) on définie v;(¢)
w
par
w;(t) = eM(t), t>0. (3.51)

v;(t) est alors solution de ’équation différentielle linéaire & retard suivante

czz () = Bi(t)e Mot —7) —wi(t) | Zn: g (t)y+ Z =Xl (352)
J=1,j#i

Soit P; 'application de Poincaré associée a I’équation linéaire (3.45). D’aprés le Lemme

3.3.4, r; est une valeur propre simple de P; et il existe ¢ € C\{0} tel que

Py(¢7) = rig}. (3.53)

Désignons par w;(t, ), t > 0, la solution de I'équation (3.45) correspondante a la
donnée initiale ¢? et par v;(t,v?), t > 0, celle de I'équation (3.52) correspondante a
la donnée initiale ¥?, ot ¥Y(s) = e 20%¢?(s), s € (—7;,0). Considérons I'application
de Poincaré Q; : C} — Cf associée a I'équation (3.52) et définie par Q(1);)(s) =
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vi(s +w, ), s € (—7;,0). On a de (3.51), (3.53)

Qi (W) (s) = vi(s+w,¥f) =e Ty (s 4+ w, )
e MEF) P(0)(5) = e Mol T 0 (s5) = e MolsHw)p eRosyd ()

W) (s),

pour tout s € (—7;,0). ¥ est donc un point fixe de @;. Comme ? > 0, il en résulte
que v;(t,1?) est une solution positive et w—périodique de ’équation (3.52). D’autre

part w;(t, ) est une solution positive de (3.45), d’on

dwi n
0 = BOw(t =) —ult) 3 agly - w0 50
T t>0. (3.54)
> Blw;(t — 7;) — w;(t) L:l;# a7y + Z i |
Soit w;(t) la solution de I’équation suivante
dui l n
(1) = Biwi(t = 7)) —wi(t) | D2 afvy + Z GVl >0,
dt =L K
Uz(t) = wz(t), t e <—Ti7 0)

Supposons que la condition (i) du Lemme 3.3.5 est vérifiée, on a alors u,(t, p) — +o0,
lorsque t — 400 pour toute ¢ € CF\{0}. En utilisant le principe de comparaison et
(3.54) on obtient que w;(t, p?) > w;(t, ¥)) — +oo, lorsque t — +oo. Comme w; (¢, ?) =

6/\0t

v;(t, 1Y) et puisque v;(t, 1Y) est périodique donc bornée, on obtient alors que \g > 0,
d’ou r; > 1.

Supposons maintenant qu’il existe un entier k; > 1 tel que 7, = k;w. Puisque v;(t, )
est une solution périodique de (3.52) on a v;(t — 7, YY) = v;(t — kw, ¥Y) = v(t, ¥Y),

pour tout t > 0. L’équation (3.53) peut donc étre réécrite comme suit

v;(t, 1Y) e L
2L — Bi(t)e M — a;;i(t)y; + tys , t>0.
Ul(t,@b?) ( ) j:;j;éi ]( ) J Z ij 13—

En intégrant les deux membres de ’équation précédente sur (0,w), on obtient, compte

tenu de la périodicité de v;(t)

e T — Z azj%"i_z 37j

J=1,j#i
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n

Posons G(\) = Bie™™ — Y @y, + Z Ciij- G(X) est une fonction continue et
J=Li#i
strictement décroissante, de plus G(\g) = /\0. Ao est donc 'unique point fixe de G. Par

conséquent \gG(0) > 0, cad que

hny(B - }: aﬁw—%E: J%> (3.55)

J=1,j#i

Si (3.50) est vérifiée, (3.55) entraine r; > 1. B

Le Théoréme 3.3.4 et le Lemme 3.3.5 entrainent les corollaires suivants.

Corollaire 3.3.1. Supposons que les conditions (H1)-(H5) sont satisfaites et que

n
B> Y a U%+Z S, i=1,..n.
j=1,j7#

Alors les solutions du systéme (3.6) sont uniforméments permanentes.

Corollaire 3.3.2. Supposons que les conditions (H1)'-(H5) sont satisfaites et que pour tout
i € {1,...,n} il existe un entier k; > 1 tel que 7, = kw. Alors si les inégalités en

moyenne

B; > 2 aljfy]—i—z J’yJ, i=1,..,n,
J=1j#

sont vérifiées, les solutions du systéme (3.6) sont uniforméments permanentes.

Remarques 3.3.1. Le Théoréme 3.3.4 montre que dans le cas périodique la condition de
permanence uniforme peut étre exprimée en terme de rayon spectral de 'application de
Poincaré associée a ’équation linéarisée. Le Corollaire 3.3.2 montre quant a lui que si
le retard 7; est multiple de la période, alors la condition de permanence uniforme peut
étre exprimée en terme de moyennes des coefficients du systéme. Les Corollaires 3.3.1
et 3.3.2 montrent que le Théoréme 3.3.4 est une généralisation dans le cas périodique
du Théoréme 3.3.1.

Existence d’une Solution Périodique Globalement Attractive

Dans cette partie on montre que sous les conditions d’extinction partielles du Théoréme
3.3.2, et si les coefficients du systéme (3.6) sont périodiques alors le systéme (3.6) admet une

solution périodique globalement attractive.
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Considérons pour cela le systéme limite du systéme (3.6) cad le systéme suivant

gy = Bi(t)z(t — 1) — ann(t)z*(t), £ 0. (3.56)

=bi()z(t) = di()y(t) = Bi(t)x(t — 7),

Lemme 3.3.6. Supposons que les fonctions bi(t),dy(t),a11(t) soient continues, positives
et périodiques de méme période w > 0. Alors le systeme (5.56) admet une solution

(x*(t),y*(t)) positive, w—périodique et globalement attractive.

Preuve. Considérons d’abord la premiére équation du systéme (3.56) cad 1’équation sui-

vante

—(0) = Bit)a(t = m) —an(t)a*(), >0, (3.57)

et désignons par r; le rayon spectral de ’application de Poincaré associée a I’équation
linéarisé de I'équation (3.57). Puisque B! > 0, d’aprés le Lemme 3.3.5/(i) on a r; >
1. Le Théoréme 3.3.3 entraine l'existence d’une solution positive, w—périodique et
globalement attractive z*(t) de 'équation (3.57).
Montrons maintenant que la seconde équation du systéme (3.56) admet également une
solution positive et périodique y*. Pour cela considérons I’équation suivante

dy

%(t) =bi(t)x*(t) — B1(t)x*(t — ) — dy(t)y(t), t >0, (3.58)

ou z* est la solution périodique de I’'équation (3.57). En intégrant I’équation (3.58) sur
(0,%) et tenant compte de (z*)" = (ionf)a:*(t) > 0 et y(0) > 0 on obtient

)

( ) y( ) J§ di(s) ds (ft . efo di ( u)dud8> X e~ s di(s)ds
bl ( )l f 1(s)ds
> A (1 iy @ ) (3.59)
= d,ln
=n>0.

D’un autre coté on a en utilisant I'hypothése (H4) de l'introduction

y(t) = e J{ di(s)ds <f bl(S)(,D ( )e—ff d1(u)dud8)
Fer line (1 b, () (s)ell )
< B (e)m T + 07 (2) " T
=0,

(3.60)
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ol (z*)™ = supa*(t) > 0. Désignons par P : R, — R lapplication de Poincaré associée
(O,w)
a l'équation (3.58) et définie par P(&) = ye(w), ot y¢ est la solution de I'équation (3.58)

correspondante & la donnée initiale y¢(0) = £. On a de (3.59) et (3.60)

P(Ry) C [n, o]

Puisque la solution y¢ dépend continiiment de la donnée initiale £, P est une application
continue. D’aprés le Théoréme du point fixe de Schauder il existe & > 0 tel que
P(&) = &. D'ou yg,(w) = yg,(0), la solution ye, est donc une solution périodique de
I'équation (3.58). Désignons cette solution par y*.

Montrons maintenant que (z*,y*) est une solution globalement attractive du systéme
(3.56). Soit (z,y) une solution positive du systéme (3.56). Etant donné que z(t) —
z*(t) — 0 lorsque t — +o00, il suffit de montrer que y(t) — y*(¢f) — 0 lorsque ¢t — +oc.
On a de (3.59)

y(t) — y*(t) = (y(0) — y*(0))e Jo dr(s)ds
+ (ft_Tl bl(S)(fL’(S) — .I'*(s))ejbs d1(u)dud8) x e_fot dl(s)ds’ > O,

t
d’ou

[y(t) =y ()] < [y(0) —y*(O)] e” N
+ (ftt_ﬂ bi(s) |x(s) — x*(s)| elo dl(“)d“ds> x e~ o di(s)ds
< |y(0) — y*(0)] e Jo da()ds 4 f;n bi(s) |z(s) — x*(s)|ds, t>0.
(3.61)
Puisque la fonction |z(s) —x*(s)| est continue, bornée et |z(s)—z*(s)| — 0, lorsque s —
+00, on obtient, en prenant la limite dans (3.61) lorsque ¢t — +o00, que y(t) —y*(¢t) — 0.
|

Théoréme 3.3.5. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) sont satisfaites et que Cp; =
Ci; = 0. Alors sous les hypothéses du Théoreme 3.3.2 le systeme (3.6) admet une

solution positive, w-périodique et globalement attractive.

Preuve. Remarquons d’abord que (z*,4*,0,0, ...,0,0) est une solution w-périodique du sys-
téme (3.6), ou (z*,y*) est la solution périodique globalement attractive du systéme
(3.56). Montrons maintenant que (z*,y*,0,0,...,0,0) est globalement attractive. Soit
(1, Y1, -y T, Yn) une solution positive quelconque de (3.6). D’apreés le Théoréme 3.3.2

on a (z;(t),y;(t)) — (0,0) lorsque t — +oo, pour tout ¢ = 2,...,n. Il reste donc a
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prouver que z(t) — z*(t) — 0 et y(t) — y*(t) — 0 lorsque ¢ — +o00. Montrons d’abord
que z1(t) — z*(t) — 0 lorsque t — +00.

Définissons la suite de fonctions suivante :

fm(@) =21 (t +mw), t>0, m>1.

d,
Puisque %(t) est uniformément bornée en m, la suite (f,)m>1 est équicontinue sur
les intervals compacts de (0, +00). D’aprés le Théoréme d’Ascoli il existe une sous-suite

(fme)k>1 et une fonction différentiable Z(¢) tel que

df, _ dT
dt dt’

uniformément lorsque k — +o0, (3.62)

fmk - f7

ol la convergence a lieu sur tout interval compact de (0,+00). Puisque f,, () est

solution de la premiére équation du systéme (3.6) pour i = 1, on a :

dx
d—tl(t +mpw) = Byt +mpw)x (t+ mpw — 1) — a1 (t + mpw)2? (t + mpw)—

—x1(t + myw) Y ar;(t+ myw)x; (t + myw)—
j=2

(o myw) 3 f7 (g + s)dhi (s)+
=2
tay(t 4+ maw) 3o [0 @t + mew + s)dhi;(s).
=2
(3.63)

En prenant la limite dans (3.63) lorsque my — +00, en tenant compte de x;(t+myw) —
0 pour tout i = 2,...,n de (3.62) et la périodicité de By (t), ai;1(t) on obtient

dx

a(t) = Bl(t)f(t - 7'1) - all(t)EQ(t)v t> 0’

Z(t) est donc une solution positive de (3.57). Soit € > 0 fixé. Puisque z*(¢) est une

solution globalement attractive de (3.57), il existe T, tel que
|T(t) —a*(t)| <e, t>T.. (3.64)
D’autre part d’aprés (3.62) il existe k. > 1 tel que

|z (T2 + myw) — T(T: + myw)| < e, k > k.. (3.65)
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les relations (3.64), (3.65) et la périodicité de z*(¢) nous donnent

|21 (T + myw) — (T + mpw)| = |1 (T + myw) — 2*(T7)|
< oo (Te + mpw) — Z(T2)| + [2(1%) — 2*(T7)]
< Zg,

pour tout k > k.. Puisque la fonction x;(t) — 2*(¢) est uniformément continue sur
(0, +00), on obtient
x1(t) —x*(t) — 0, t — 4o0.

La convergence y;(t) — y*(t) — 0 se démontre de la méme maniére que dans celle de la
preuve du Lemme 3.3.6. Finalement on obtient que (z*,y*,0,0,...,0,0) est une solution

positive périodique et globalement attractive du systéme (3.6). B

Corollaire 3.3.3. Supposons que les hypotheses (H1)'-(H5) sont vérifices el que Cy; =
Ci =0,7=1,..,n. Alors si les temps de maturations 7;, i = 2,...,n sont suffi-
samments grands, les solutions (x;,y;), 1 = 2,...,n tendent vers l'extinction, alors que

(x1,11) converge vers la solution périodique globalement attractive du systéme (3.56).

Preuve. Supposons que Cf; = C;; = 0,7 = 1,...,n. Les hypothéses (i) et (ii) du Lemme

3.3.2 se réduisent a

1 m
n bmeffidi bl 67T1d1
I ,—71d™ + m . { 1
bie T4 > Z (C’lj + alj) Vi, ; < —
J=2 ;1 an

L i=2,...n, (3.66)

ol 7; est donné par
1 m —1;dl - —
V=T (bi e "t Zq‘j%) : (3.67)
i =2
Si on fait tendre 7, — +o00, pour tout ¢ = 2,...,n, (7; étant maintenu constant), alors
bg’”‘e*”dé — 0, (3.67) entraine que v; — 0,4 = 2, ..., n. Sion choisit donc les 7;,i = 2, ...;n
suffisamments grands, les inégalités (3.66) sont vérifiees. D’aprés le Théoréme 3.3.5,
(x;(t),y:(t)) — (0,0) alors que z(t) — z*(t) — 0, y1(t) — y*(t) — 0, lorsque t — +o0,
ou (z*,y*) est la solution périodique globalement attractive du systéme (3.56). B
Remarque 3.3.2. Supposons que C}; = C’;; =0,4,j =1,...,n. L’inégalité (3.14) du Théo-

réme 3.3.1 se réduit a

l = ﬁ m N
B> >, B, i=1,.,n, (3.68)

j=15#i Qj5j
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et les inégalités (i)-(ii) du Lemme 3.3.2 se réduisent &

m l
Bl > Z 1JBm BE B o (3.69)
]J aél aﬁ’ ) )

Si (3.68) est vérifiée, alors les solutions du systéme (3.6) sont uniforméments perma-
nentes. Si les inégalités (3.69) sont veérifices, d’aprés le Théoréme 3.3.5 le systéme (3.6)
admet comme solution périodique globalement attractive la solution (z*, y*, 0,0, ..., 0, 0).

Ces résultats généralisent le Théoréme 3.1.1 de I'Introduction.

3.4 Le Cas Autonome

Dans ce paragraphe on s’intéresse au cas ou les coefficients du systéme (3.6) sont constants.

Considérons I'hypothése suivante :
(H1)" Les coefficients b;, d;, a;; sont des constantes positives.

Réécrivons le systéme (3.6) comme suit

(
du;
dﬁ = b UTir(t — 1) Zaw%
—x;(t) Z/ z;(t + s)dh(s)
j=1""Ti (3.70)
n_ 0
—i—xi(t)Z/ oyt + )dhi(s), >0,
j=1" "7
Wi n(t) + bus(t) — b7 t>0
T —diyi(t) + bixi(t) — bie™"Tai(t — ), >0,
Si (H5) a lieu, alors on peut définir v; > 0 par
1 .
a” B; +Z G, i=1n
Définissons également les matrices suivantes : A = (a;)7;_,, Ct = (C),2,, C7 = (C5)121-

Théoréme 3.3.6. Supposons que les hypothéses (H1)'-(H5) sont vérifies. Supposons de

plus que

Bi> > ayv+ Z S, L<i<n (3.71)

j=Li#i

Alors le systeme (3.70) admet un point d’équilibre positif et globalement attractif (z*,y*).
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(0)

_ 0
Preuve. Posons w;, ©

=, et w,’ = 9;, ol y; et J; sont définies par le Lemme 3.3.1 et le
Théoréme 3.3.1 respectivement. L’inégalité (3.71) permet de choisir un £ > 0 pour

lequel on a

B; — 2:(m@%m+€@)—§%QKw9+f@)>0,i:1wwn (3.72)
]:

J=Lj#i
Le Théoréme 3.3.1 entraine 'existence d’un Ti(o) > ( satisfaisant

w? — @ < zyt) <w 4+ @ ¢ > T

Ces relations impliquent

dz; .
dfﬁ > Bt — 1) — @i} — v 12 Qi (W§O) +e%)
I=h (3.73)

—leC’JF w(0)+€(o +$ZZC © — ey,

—J

et
da; n
CZ < Biai(t—m7) — amx —x ) aij(w(‘(]) _5(0))
j=Lyz (3.74)
—xzz ! — 0 4z zo (@ +©),

pour t > 7O = maxj<i<n (Ti(o)> + 7. Soit e > 0 assez petit. En utilisant le Lemme
3.2.1 on déduit de (3.72), (3.73) et (3.74) qu'il existe T\ > T tel que

Ty >
" 0 _(0 ()
Bi— Y ay@] +e®) - z Cr@ +e®) + 3 C(wf” - )
J=1,j#1 J=1 _
Q5 ’
et
%S
" 0) _(0)
Bi— Y ay(w!” —0) - z - (w) e<0>>+zc (@ +£©)
J=1,j#i + (1)
A5 ’

pour t > Ti(l). En prenant la limite dans les inégalités précédentes lorsque ¢ — +o00 et
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puisque €@ M) sont arbitrairements petits on arrive a

w" < lim 1tinf zi(t) < lim sup z;(t) < @, ",

t—o0

o w!" et w, ' sont définis par

wgl) = i (Bi - z": a,]@ Z (.0) +§:C’i}w§-0)> >0

J= 1,3751 j=1
a0 = 1B w® c;w®
wz (0773 ( j lzj;él al] Z w + Z )

De plus compte tenu des définitions de wgl), wg”,

o0 _go 1
W, —w, _@_iz‘<_ Z a;;0; ZC’;;@-) <0, (3.75)

J=Llj#i

v; et d; on peut écrire

et
W0 1
w, —w, = o E_ Ci;0; > 0. (3.76)

En procédant par récurrence on obtient deux suites (wf“) , <w§’“)> telles que
k>0 k>0

wgk) < liminf; o z;(t) < limsup,_, . z;(t) < @gk), k>0, (3.77)
ol
1 n _ n _ n _
wgk) = —(B- % aingk I chwgk 1) + ZQ;@T 1) 7
Qi j=1,j#i j=1 j=1 (3 78)
1 n n n
k —(k—1 (k-1 — (k-1
w = — | Bi— X a@s D — S et + 3 cqulY
Qi =157 j=1 j=1

pour tout i = 1,...,n. On a de (3.78)
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1 n
(1) (k-2)
to (Z C;; (wj — )) , (3.79)

et

L (S e (1) ()
o (Z Cij (% W > :
p

Les inégalités (3.75), (3.76), (3.79), (3.80) et le principe de récurrence nous permettent

de conclure que les suites (w“”) et (w(k)> sont respectivement strictement dé-
k>0 k>0

1 —1
croissante et strictement croissante. De (3.77) on déduit que ces suites sont conver-

gentes. Posons a; = limy,_, 4 ng) et B; = limy_ EEQ i=1,...,n,onade (3.77)
a; < liminf, o x;(t) < limsup,_ x;(t) < G, i=1,...,n,

ol «; et (3; sont données par

n

ﬁi: ai” (BZ_ Z ;505 — Z OC]"’Z > y .*1,...,71,

j=1,j#i
1 u _ .
= (Bi - > ayf - ZC;;@ +Z%%‘) ;o i=1a,n
w j=1,ji j=1 J=1

Si on pose w; = 3;— «; on obtient

w; ( Z aww]—i-z wJ+ZC' wj>, i=1,..,n.
aZZ ]

1,571

Définissons la matrice suivante

M.

ij =

aii—C;{—C;, Z:j
_aw C+ i}a Z%]?
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d’ot Mw =0, ot w = (wy, ..., w,)T. On a de la définition de v; et de (3.71)
> My =aivi— 2 Covi— 2 Civi— >0 ai;
i=1 = = =L (3.81)
= Bz — Z C:Jr’y] — Z (]Jl'j’}/j > 0.
j=1 j=Li#i
Comme M;; <0 pouri# jety >0 (i=1,..,n)on déduit de (3.81) que M est une
M-matrice (voir Théoréme 1.1.1), d’ou det M > 0 et donc w = 0. Ceci entraine alors

que 3; = «; pour tout i =1, ..., n.

Pour montrer I'unicité de z*, il suffit de montrer que la matrice A + CT — C~ est

inversible. Pour cela remarquons que (3.81) entraine

(i — Cif = C) v > Z (aij + Cj + Ci5) s
J=1j#i
d’ou

> Z (CLZJ—FCZ—;—FCZ;)’YJ
jilﬂﬁéi

> Z ‘aij—FCZ—Ci;

=L,

V-

(A+ CT — C7) est a diagonale strictement dominante, elle est donc inversible.
On veut maintenant montrer que y; posséde un point d’équilibre globalement attractif.

La seconde équation de (3.70) entraine que

bixi — bie 4T}
= bz} (1 — e*dm) > 0.

En utilisant les résultats sur les équations différentielles ordinaires, il existe y > 0 tel
que

Jim yi(t) =y,
pour tout 1 =1,....n. B

Remarque 3.4.1. S5i Cj; = C;;- =0,4,j =1,...,n, le systéme (3.70) se réduit a celui étudié



3.5. Simulations Numériques 80

par Liu et al. [82]. L’inégalité (3.71) se réduit a

—dir n bje 4T
bie % > Y ay , i=1,...,n. (3.82)

j=1.j#i ajj

Si (3.82) a lieu, alors d’apreés le Théoréme 3.3.6 le systéme (3.70) admet un point d’équi-
libre positif et globalement attractif. Le Théoréme 3.3.6 généralise donc le Théoréme
3.1.2 de I'Introduction.

3.5 Simulations Numériques

Cette partie est consacrée a la réalisation d’une simulation numérique des solutions du
systéme (3.6). Il existe une fonction spéciale dans le MATLAB (version > 5) appelée «<ODE’s
function» (cf. [89]) qui permet d’évaluer numériquement les solutions des équations diffeé-
rentielles ordinaires et de construire leurs graphes. Cependant il n’existe pas dans les ver-
sions actuelles du MATLAB (j'usqu’a la version 6.5) de fonctions permettants d’effectuer
une simulation numérique des équations différentielles a retards. Récemment les américains
Shampine et Thompson [100] ont développé un package spécial appelé dde23 «delay dif-
ferential equation» qui permet d’effectuer une telle simulation. Ce package est basé sur
un algorithme utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 et 3 et, s’il est rajouté a
n’importe quelle version du MATLAB, le rend capable de simuler des équations différen-
tielles a retards. Le package dde23 est composé d’un ensemble de quatres fichiers Mat-
lab : dde23.m, ddeval.m, ddeset.m, ddeget.m. Ces fichiers sont disponible a I'url suivante :
www.radford.edu/ thompson/webddes/. On renvoie le lecteur pour plus de détails sur I'uti-
lisation du package dde23 a ’article de Shampine & Thompson [100].

Avant d’effectuer une simulation numérique, on prendra comme noyau h;;(s) une fonction
gamma d’ordre n > 0, cad une fonction du type

n+18n

hij(s):'un' et s<0, u>0.

Ces noyaux de types gaussiens sont ceux qui décrivent le mieux la dynamique de beaucoup
de phénoménes biologiques (voir Volterra [125]|, Cushing [25] et MacDonald [88] pour une

littérature abondante sur le choix de ce type de noyaux). Posons n = 0 et u = 1 et considérons
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le systéme suivant qui est un cas particulier du systéme (3.6)

dz(t
da(t) = (2+sin(t —m))e "a(t — 1) — 152% — (1.2 + cos 2t)zy — x f?m e*y(t + s)ds

d
dy(t
% = (24 cos(t — m))e y(t — 1) — 20y* — (1.3 + sin 2t)xy — yfi)ﬁ e*z(t + s)ds,
(3.83)

pour t > 0. Les coefficients de ce systéme sont des fonctions continues, positives et périodiques

de période 27. Les conditions (H1)’-(H2) sont donc satisfaites. Donnant au retards 7 et 7

les valeurs suivantes :

71 =01, 7 =0.2
on a alors le tableau suivant

dy =1, dit =1, dy =1, dr =1,

b =1, b =3, vy =1, by = 3,

aj, =15, | af} =15, ab, =20, | a = 20,
al, =02, | =22 | a) =03, |ap =23,

n =0 Cp=0, n=0, | Cp=0,

CH =0, | C,=0.18, | Cj; =0.095, | Cj; = 0.

Ce tableau montre que la condition (H5) est également satisfaite. En calculant les valeurs
de 71 et 7, on obtient : y; = 0.18 et 75 = 0.12. La condition du Corollaire 3.3.1 est vérifiée.

En prenant comme valeur initiales les fonctions constantes suivantes
z(t) = 0.01, y(t) =0.02, —0.2<t<0,

une simulation numérique a l'aide du package dde23 nous donne le graphique de la figure
3.1 qui montre que les solutions x et y du systéme (3.83) s’approchent d’une solution 27-
périodique (voir plus bas).

Une seconde simulation avec les nouvelles données initiales suivantes

z(t) =50, y(t) =70, —70<t<0,

nous donne le graphique de la figure 3.2 qui montre que les solutions = et y s’approchent de
la méme solution 27-périodique. Ces deux graphiques reflétent la permanence uniforme des
solutions du systéme (3.83).

Pour voir Peffet du retard sur la dynamique du systéme (3.83) agrandissant 7; en prenant
les valeurs suivantes

T = 3, To = 0.2.
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0.4

T,=0.1

T2:O.2

0.05

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temps t

F'1G. 3.1 — Solutions du systéme (3.83) : ¢1 = 0.01, w9 = 0.02.

o I I I I I I I I I
(o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps t

F1G. 3.2 — Solutions du systéme (3.83) : p1 = 50, 2 = 70.
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0.4

0.35|

T
I
I
I
0.3 I .
I
0.25 :

0.15

[0} 20 40 60 80 100

F1G. 3.3 — Solutions du systéme (3.83) : 74 =3, 7 = 0.2.

0.018 -

0.016 |-

0.014 |-

0.012 -

0.01

0.008 [~

0.006 |-

0.004 |-

0.002 |-

o] 50 100 150
Tempst

F1G. 3.4 — Solutions du systéme (3.83) : 77 = 3, 75 = 6.
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Une nouvelle simulation numérique, avec les mémes valeurs initiales précédentes, nous donne
le graphique de la figure 3.3 qui montre que x tend vers 0 alors que y s’approche d’une solution
2m-périodique.

Si on agrandit 75 en prenant les valeurs suivantes :
= 37 To = 67

une derniére simulation numérique donne le graphique de la figure 3.4 qui montre que y
tend vers 0 alors que x s’approche d’une solution 27-périodique. Ces simulations numériques

confirment les résultats énoncés par les Corollaires 3.3.1 et 3.3.3.

3.6 Conclusion

Le systéme (3.6) considéré dans ce chapitre généralise celui étudié par Liu & Chen dans
[83]. Le Théoréme 3.3.1 nous donne une condition suffisante pour obtenir la permanence
uniforme des solutions, alors que le Théoréme 3.3.2 nous donne une condition d’extinction
partielle des solutions. Le Théoréme 3.3.4 montre que si les coefficients du systéme sont
périodiques avec la méme période, alors la condition de permanence peut étre exprimée en
fonction du rayon spectral de 'application de Poincaré associée a I’équation linéarisée du
systéme (3.6). Comme conséquence de ce dernier résultat on a montré que si les retards 7
sont des multiples de la période w, alors ’hypothése de permanence peut étre exprimée en
terme de moyennes des coefficients du systéme. Le Théoréme 3.3.5 montre quant a lui que si
les coefficients du systéme (3.6) sont périodiques avec la méme période et sous les conditions
d’extinction partielles du Théoréme 3.3.2, alors le systéme admet une solution périodique
globalement attractive. Le Théoréme 3.4.1 montre enfin que dans le cas autonome, cad si
les coefficients sont constants, la condition de permanence uniforme entraine I’existence d’un
point d’équilibre globalement attractif. Les résultats obtenus dans ce chapitre généralisent
les travaux de Liu et al [81-83] sur les systémes structurés en stades.

La relation (3.11) et la condition de permanence (3.14) du Théoréme 3.3.1 peuvent étre
I

interprétées comme suit : Si les valeurs minimales des coefficients d’inhibitions a;; sont suffi-

m
17

(1 # j) et si les retards 7; sont suffisamments petits, alors les populations matures et imma-

samments grands par rapport aux valeurs maximales des taux d’interactions compétitifs a

tures x; et y; sont uniforméments permanentes. Ce principe, bien connu pour des systémes
de types Lotka-Volterra (cf. [33], [39-45], [60], [68], [75], [118-119]), a été prouvé récemment
par Gopalsamy & He [47] pour des systémes de types Lotka-Volterra avec retards distribués.
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l

Ils ont montré que si les coefficients d’interactions intra-spécifiques a;;, sont suffisamments

grands comparés aux termes d’interactions inter-spécifiques a;7, (1 # j) et si les retards
distribués sont suffisamments petits alors les solutions positives du systéme convergent vers
une méme solution périodique positive. Le Théoréme 3.3.1 est une généralisation partielle
de ce principe pour des systémes de Lotka-Volterra structurés en stades. Dans le cas ou
les coefficients du systéme (3.6) sont constants, le Théoréme 3.4.1 montre que ce principe
entraine que les solutions positives convergent vers un méme point d’équilibre positif.

La question de 'existence d'une solution périodique globalement attractive reste par contre
entiérement ouverte. Les graphiques des figures 3.1 et 3.2 montrent que les solutions z et
y s’approchent d’un méme graphique 27-périodique lorsque ¢ — +oo. Ceci laisse supposer
lexistence d’une solution périodique globalement attractive. Les techniques utilisées dans
ce chapitre ne permettent pas de montrer 'attractivité d’une telle solution, la difficulté est
principalement di au fait que le semiflow du systéme (3.83) n’est pas monotone.

L’hypothése en moyenne du Corollaire 3.3.2 est beaucoup plus naturelle que 'hypothése
(3.14) du Théoréme 3.3.1. En effet, si une population de type i ne se reproduit pas pendant
un trés court interval de temps au cours de lannée, alors B! = 0. L’hypothése de permanence
(3.14) n’étant alors plus satisfaite. Dans I'inégalité en moyenne du Corollaire 3.3.2 les valeurs
minimales des taux de reproductions sont remplacés par leurs valeurs moyennes. Une question
ouverte est alors la suivante : Peut-on obtenir des conditions de permanence en moyennes
lorsque les retards 7; ne sont pas multiples de la période ?

Le Corollaire 3.3.3 montre l'effet de ’accroissement du temps de maturation 7; sur la
permanence et I’extinction des solutions. D’aprés ce corollaire si on accroit le temps de ma-
turation de certaines populations, ceci a pour effet de favoriser leurs extinction et d’assurer
la permanence des populations compétitives. Ce résultat peut étre utilisé pour la protection
de certaines espéces rares ou en voie d’extinction. Cette protection peut se faire dans des
réserves pour espéces protégées, en sélectionnant par exemple les espéces compétitives avec
I’espéce a protéger :

— Pour protéger une population en extinction il faut accroitre le temps de maturation des
populations en compétition avec cette méme population, ce qui entraine 'extinction des po-
pulations compétitives mais assure la permanence donc la survie de la population a protéger.
— On peut également accroitre le taux de mortalité des populations immature d;, mathé-

matiquement ceci a le méme effet que celui d’accroitre le temps de maturation.



Chapitre 4

Existence et Attractivité d’une Solution
Périodique pour un Systéme

Nonautonome a Dispersion

4.1 Introduction

La dynamique d’une population dépend en général de la nature de ’environnement ou du
milieu qui 'abrite. Comme on I’a déja vu au Chapitre 3, une périodicité de I’environnement
(succession des saisons) entraine souvent une périodicité de la densité de population. Il existe
un autre phénomeéne important en dynamique des populations, c’est celui de la migration
des espéces ou dispersion.

Les activités humaines (industrialisation, exploitation du milieu physique, pollution des
sols, déforestation, etc) engendrent une compartimentation de 'environnement. L’environne-
ment ou la niche écologique abritant certaines espéces, se trouve alors subdivisée en plusieurs
compartiments séparés entre eux par des barriéres que les différentes espéces qui occupent
ce milieu peuvent franchir, ou migrer d’un compartiment & un autre. Ce phénoméne de
dispersion a pour conséquence un changement de la dynamique évolutive des espéces (voir
Levin [76]). Les systémes modélisant ce phénoméne de migration sont appelés systémes a
dispersions.

Il existe deux types de systémes a dispersions. Les premiers sont les systémes a dispersion
discréte ol 'environnement est composé de n compartiments entre lesquels la population
migre d’'un compartiment a un autre avec des taux de dispersions dépendant de chacun des

deux compartiments. Les seconds sont les systémes diffusifs ot la population est répartie de

86
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fagon continue dans ’espace, dans ce cas la géométrie de I’environnement a un effet important
sur la dynamique de cette population.

Le premier systéme a dispersion discréte a été introduit par Skellam [101]. Le flux mi-
gratoire entre les compartiments ¢ et j est modélisé par la différence entre les densités de
populations d;; (x; — z;), ol z; et x; désignent les densités de populations dans les compar-
timents ¢ et j respectivement et d;; étant les taux de dispersions de j vers ¢. D’une manieére
générale les systémes a dispersions discrétes ont la forme suivante :

dx; n

= (t) =z f(t,x) + Zld,»j(t)(xj —x;), t>0, i=1,...,n, x=(21,....,2,).
iz

Le terme x; f(t, ) décrit la croissance et la mortalité de la population = dans le comparti-
ment ¢. Beaucoup de travaux sur les systémes a dispersions ont pour but I’étude de 'effet
des taux de dispersions d;; sur I’extinction, la permanence ou la stabilité asymptotique des
solutions. Citons parmi ces travaux ceux de Takeuchi & Lu [107] qui ont étudié la perma-
nence et la stabilité asymptotique d’'un systéme nonautonome modélisant un seul type de
population. Takeuchi [105] a montré lexistence et la stabilité globale d’un systéme coopératif
dans un environnement a n compartiments. Freedman [31] s’est intéressé a 'extinction et la
permanence dans le cas d’'un environnement composé de deux compartiments. Wang et al
[127] ont montré Pexistence d’une solution attractive pour un systéme nonautonome dont
I'environnement est composé de deux compartiments. Cui & Chen [22-23] ont étudié 'ef-
fet des coefficients de dispersions sur I'existence d’une solution périodique pour un systéme
nonautonome a coefficients périodiques. Freedman & Peng [34] ont étudié la permanence
et la stabilité asymptotique dans le cas d’un systéme nonautonome dans un environnement
composé de n compartiments.

Certains auteurs ont introduit le retard temporel dans les systémes a dispersions. Ce
retard modélise I'effet de rétroaction du passé de la population sur son présent. Beretta &
Takeuchi [12] se sont intéressés & la stabilité asymptotique d’un systéme nonautonome a
dispersion. Yang et al [134] ont étudié Pexistence d’une solution périodique d’un systéme
nonautonome périodique a dispersion avec un retard discret. Zhang & Chen [140] se sont
intéressés a l'existence d’une solution périodique du méme systéme avec un retard continue.
Beaucoup d’autres travaux ont été consacré a des systémes a dispersions a plusieurs popu-
lations, citons parmi eux Cantrell & al [18], Freedman & Takeuchi [36], Kuang & Takeuchi
[73], Wang & Ma [128], Beretta et al [11|, Lu & Takeuchi [86-87], Takeuchi [104], Zhang &
Wang [142].

Pour tenir compte a la fois de la périodicité saisonniére de I'environnement, du temps
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de gestation et de l'effet de migration de la population, Teng & Lu [110] ont considéré le

systéme nonautonome périodique a dispersion suivant

dx i
dt

() = xi(t){ai(t) — bi(t)a:(t) — c;(Q)ai(t — 7(1))
— 2, kit )it + s)ds f + 3 dig(8) (5 (6) — (1)),

Jj=1

(4.1)

t > 0. Les coefficients a;, b;, ¢;, d;; sont des fonctions nonnégatives continues et périodiques de
méme période w > 0 telles que d;; = 0,7 = 1,...,n. La fonction k;(t, s) est supposée nonné-
gative, continue et w—périodique par rapport a ¢ et integrable par rapport a s € (—o,0). La
fonction 7 est supposée w—périodique et continiment dérivable, tel que t i%f ( — gTI(t)) > 0.
Ce systéme modélise la dispersion d’une seule population x dans un enveigfgrjl)nement composé
de n compartiments distincts. Les termes ¢;(t)z;(t — 7(t)), et ffa ki(t, s)xi(t + s)ds repré-
sentent D'effet dii a la gestation et la réponse de rétroaction de la population x dans le
compartiment i, respectivement. Dans ce modéle le retard 7(¢) di a la gestation de la popu-
lation x est le méme dans tous les compartiments.

Désignons par f la moyenne d’une fonction f, cad f = ifow f(t)dt. Dans [110], Teng &

Lu ont montré le résultat suivant.

Théoréme 4.1.1. (Teng & Lu [110]). En plus des hypothéses précédentes, supposons que

dlij > 0, pour tout 1,5 = 1,...,n. St la condition
@ > ;Ij, i=1,..,n, (4.2)

est satisfaite, alors :
a) Les solutions positives du systéeme (4.1) sont uniformément permanentes.

b) Le systéme (4.1) admet au moins une solution w—périodique positive.

Le Théoréme 4.1.1 montre que sous 'hypothése (4.2), la périodicité des coefficients du sys-
téme (4.1) entraine l'existence d’une solution périodique positive. D’un point de vue bio-
logique ceci explique la périodicité de la densité de population, de méme période que les
saisons, observée expérimentalement.

Dans ce chapitre on propose une généralisation du systéme (4.1) en considérant le cas

d’un retard distribué infini et avec des retards de gestations 7;(¢) différents. Le systéme qu’on
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se propose d’étudier est le suivant

cil:?(t) = z(t) {a;(t) — bi(t) 2 (t) — ci(t)zi(t — (1))

— [0kt )t s)ds |+ 3 dy(8) (e (1) — (1),

J

(4.3)

pour t > 0. On supposera tout au long de ce chapitre que :

(H1) Les fonctions a;, b;, ¢;, d;j, sont nonnegatives, continues et périodiques de méme période

w > 0, tel que i(nf bi(t) > 0, et d;; = 0 pour tout i = 1, ..., n.
te(0,w

(H2) La fonction k;(t,s) est supposée nonnegative, continue et w—périodique par rapport

a t, intégrable par rapport a s € (—o0,0) tel que ffoo ki(t, s)ds est continue sur [0, w].

(H3) Les fonctions 7; sont supposées, continiiments dérivables et périodiques de période w

tel que : inf (1—7(t) =7/ >0, 00 7(t) =), i=1,..,n
te(0,w) g

Posons 1;(t) =t — 7;(t), t > 0. Puisque %(t) =1- %(t) > 71 > 0, pour tout t > 0, 1); est

strictement croissante. La fonction v; admet donc un inverse ;' contintiment dérivable tel

-1 j—
que dlfl; (t) = m, t > 0. On désignera tout au long de ce chapitre par f, f' et f™ la
moyenne, la borne inférieure et la borne supérieure d’une fonction w—périodique f sur [0, w]

respectivement, et on posera

ki(s) = ifow ki(t,s)dt, s€ (—o00,0), k; = fi)oo ki(s)ds.

Dans le paragraphe suivant on montre, en utilisant le Théoréme du point fixe de Gaines
& Mawhin, que si I'inégalité (4.2) est satisfaite, alors le systéme (4.3) admet au moins
une solution périodique positive. Dans le paragraphe 3 on s’intéresse a la stabilité globale
de la solution périodique. En utilisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée, on établit
certaines conditions sous lesquelles cette solution périodique est globalement attractive. Dans
le paragraphe 4 on propose une simulation numérique des solutions pour illustrer les résultats
obtenus. Une conclusion ainsi qu’une interprétation des résultats sont proposées en fin de

chapitre.

4.2 Existence d’une Solution Périodique

Dans ce paragraphe on montre, en utilisant le Théoréme du point fixe de Gaines &
Mawhin, I'existence d’une solution périodique positive du systéme (4.3). Le premier théoréme

principal de ce chapitre est le suivant.
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Théoréme 4.2.1. Supposons que les conditions (H1)-(H3) sont satisfaites. Alors si [’hypo-
these (4.2) est vérifiée, le systéme (4.3) admet au moins une solution périodique positive

de période w.
Avant de donner la preuve de ce théoréme on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.1. Supposons que linégalité (4.2) a lieu et soit y = (y1,...,yn)T une solution

du systeme algébrique suitvant

0 n

Ei(s)ds +p Y " diew™ =Y "diy =0, (4.4)
o0 j:1 j:l

a_i — bieyi _ Mc—ieyi _ ,ueyi /

ot i=1,..,n, et u € [0,1]. On a alors
T S Y; S T2, 1= 1,...,”,

avec
n —
miny<;<n | a; — E dij
J=1

) s
maxi<i<y (b + G + ok;) 1<i<n \ b,

ry = 1In

Preuve. Supposons que (4.4) a une solution y = (y1, ..., 4,)7, alors

b_z.eyi = @ — pc;eY — pevi fEOOE(S)dS + 1 Zl%eyj*yi _ Zld_w
]: j:
> G — Y dy — e’ — pev [° Fi(s)ds,
i=1

d’ou

—00

0 n
(b_ﬁﬂc_ﬁﬂ/ E(S)d8> e > — Y dy.
j=1
Puisque p < 1, on obtient que
Yi > T, 1= 17 ..., n.

D’un autre coté, il est clair que

n n
bieyi < a; — E di]’ + e Y dijeyj.
J=1 7=1
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Si on pose e¥io = max;<;<, €¥, il s’en suit que

bige¥o < iy — 3 digj + €70 Y digjet
=1 j=1
n n
< GG, — Z dloj + Z dloj = Qi
j=1 j=1

D’ou finalement

Y <rg,1=1,...,n.

|
Preuve du Théoréme 4.2.1. Posons z;(t) = e%® le systéme (4.3) prend alors la forme
qui suit
dy; _ ® (=) _ [0 (43
o a;(t) — b;(t)e¥) — c;(t)ev = 0) — [T ki(t, s)ev ) ds

" " (4.5)
+ 20 di(t)eOuO — 37 diy (1),
= =

pour i = 1,...,n. Montrer que le systéme (4.3) admet une solution périodique positive
revient donc & montrer que le systéme (4.5) admet au moins une solution périodique
y¥, i = 1,...,n. Pour cela on utilisera le Théoréme de Gaines & Mawhin (Théoréme
1.4.2).

Définissons les espaces suivants

n
munis de la norme ||(y1, ..., yn)THX => r[na>]< ly;(t)|, ensuite Popérateur L par
—1 [0

L:Dom L — X

dy, dyn T (4.6)
(y17 (XY yn)T = (_7 ceey _>
dt dt

ot Dom L = {(y1,...,y»)" € X NCY(R,R")}. Définissons l'application N : X — X
par Ny = (Nyy, ..., N,y)T avec

Ny = a; — be¥i — c;evit=Tit) fi)oo ki(t, S)Gyi(t+s)d8
+ Z dijeyryi _ Z dij,
Jj=1

Jj=1
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et y = (y1,...,yn)T. Il est clair que N est continue. De plus étant donné la périodicité
de 7; et k;; N envoie X vers lui méme. Définissons deux projecteurs P et () comme
suit P,Q : X — X, Py =Qy = (Pyy, ..., P,y) ou

1 w
Hy:@yza/zmmmi:me
0

ker L= {(y1, ... yn) € X 1 = C™}

Im L = {yeX / dt—O}

On déduit que dimker L = codim ImL = n < oo et Im L est fermé dans X. L est
donc une application de Fredholm d’indice zéro. De plus, P et () sont continues avec
Im P =kerL et ker@ =Im L =1Im ({ — Q). Désignons par L, la restriction de L a
dom(L) Nker P. L, est alors inversible (cf. Chapitre 1). Notons par Kp cet inverse, on

peut alors expliciter Kp comme suit

Kp(y) = / ds——// s)dsdt.

Les applications, QN : X — X et Kp(I — Q)N : X — X prennent alors la forme

suivante

L
QNy = — fo { (1) = bi(t) e ® — ¢;()eyi =) — ffoo ki(t, s)evit+9)ds
W
+ 3 dy(t)ew vt — 5 dij(t)} dt,
j=1 j=1

et
Kp(I—Q)Ny = [/ Ny(s)ds — ~ fo [y Ny(s)dsdt

t
— (;_ﬁ)fo Ny(s)ds,

respectivement. Il apparait des relations précédentes que QN et Kp(I — Q)N sont
continiments dérivables et ayant des dérivées uniforméments bornées. Le Théoréme
d’Ascoli entraine, pour tout ouvert borné Q C X, que les ensembles QN (Q) et Kp(I —
Q) () sont relativements compacts dans X. L’application N est donc L—compacte sur

Q.
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Appliquons maintenant le Théoréme 1.4.2 du Chapitre 1. Montrons que (i) est vérifiée.
Soit y une solution de I'équation Ly = ANy ou A € (0,1). On a

dy;
dyt — )\{ai(t) — bi()er ) — e (B)en O — [0 (¢, 5)enitHods
n (4.7)
+ > d; (t)eyj(t —vi(t) _ E dij(t )}
j=1
En intégrant les deux membres de (4.7) sur (0,w) on obtient
S bi)enOdt + [ c;(t)ei O dt 4+ [ [0 ky(t, s)evi 9 dsdt
= 53 Iy duten O - z & dis (Bt + [ ai(t)dt. (48)
Posons y;(t;) = r[rola}](yi(t) et yi(ti) = r[l([)nr]lyl( ). On a de (4.8)
wb_ieyi(a) 4 wc_z.eyi(ﬂ) + wevi(ti) fi)oo i(s)ds > wa; — w Z dl]?
j=1
d’ou
in S @ — 3 dy
p o 15 { = } (1.9
evilti) > —~ =m; >0, i=1,...,n. '
max {b +c +k; }

1<i<n

D’autre part, en multipliant (4.7) par e%®), on obtient aprés une intégration sur (0, w)

fo“’ bi(t)eiDdt = fowa (t)evidt — f“ (t)eyi(t)eyi(t_ﬂ'(t))dt
-y f ki(t, s)evieviltts) dsdt + Z Jy dij(t)ewat

Z Jy evWd;;(t)de.

L’inégalité de Holder appliquée a cette derniére relation donne compte tenu de b > 0

l
u (Jy en®dt)” < [ bi(t)e Odt < @ [7 e Ot + Z dm [ en O,
w
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Yi — yL
Soit [ e¥io)dt = 112%(@[ evidt, d’on
b ([ o0y ¥ io® (
2 ig (T m in (t i (1)
U(/o evio dt) S%/o evo dt+</0 evio dt)ZdW,
on conclut que
" glia;;{ai +JZ: dij}
/ eYio Wt < w ; =M, > 0.
0 puin {01}
Finalement,
/ ViOdt < My, i=1,...,n. (4.10)

0

En tenant compte du fait que y; est périodique et que (1 — 7;(¢)) > 7! > 0, il apparait

que
Jy et e = 20 e s
< S ey
_ Tilfo‘“ e¥i () (s,
et

Jo fi)oo ki(t, s)evi ) dsdt = f Iy kit s) )evi(t+3) dtds
I kit 5)ev O dtds
fo e¥i(® f_oo k;(t, s)dsdt.

Les relations (4.10), (4.11) et (4.12) entrainent
Zn: o dij () e D—viOdt < b, 4 & M1 + (f ki(t s)ds> My +w anld_m,
=1 iz
pour i = 1,...,n. Il existe alors My > 0 (indépendant de \) tel que
zi;f (e O vOar < M, i=1,..n.
Les relations (4.7), (4.10)-(4.13) impliquent

fo lyi|dt < fo a;(t dt+me1+ Ml

’L

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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+ (Sukilts)ds) " My My Y [ dig ()t
j=1

il existe donc M3 > 0 (indépendant de \) satisfaisant
/ lyildt < Ms, i=1,..,n. (4.14)
0

Le théoréme de la moyenne ainsi que les inégalités (4.9) et (4.10) entrainent

yilE) = (22,
w
M, (4.15)
- w
Puisque y;(t) < yi(t:) + [y [yl dt et yi(t) > yi(t:) — [3 [yi| dt pour tout i = 1,...,n et
t € [0,w], on a alors de (4.14) et (4.15)

my

M

Par conséquent, il apparait de la derniére inégalité qu’il existe My > 0 (indépendant
de \) tel que

lyllx = er[rolaﬁclyz-(t)| <My, y= (Y1, yn)" (4.16)
j= W

Considérons 1’ensemble  défini comme suit : Q := {y € X : ||y|| < M}, ou M =
max{ My, n|ri|, n|rs|} +1 > 0. Q est un ouvert borné de X. (4.16) implique que
y ¢ 0 pour tout A € (0,1). L’hypothése (i) est donc vérifiée.

Soit y € 00 Nker L, y = (y1,...,yn)" est alors un vecteur constant vérifiant ||y|| =

ly;| = M. Supposons que QNy = 0, on a
=1

K3
_ 0 _ n o ____ n o ___
CL_z‘ — bieyi — c_z-eyi — e¥ ffoo kzdS + 2 dijeyﬂ'_yi — Z dij = 0, 7= 1, ., n.
j=1 j=1
En appliquant le Lemme 4.2.1 avec ;4 = 1 on obtient
n
lyll = lgil < max{n|ri|,nral} < M,
i=1

ce qui est une contradiction, d’ott QNy # 0. L’hypothése (i7) du Théoréme 1.4.2 est

satisfaite.
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Pour montrer (i) définissons 'application ¢ : DomLx[0,1] — X, ¢(y, ) = (d1(y, i), ...,
n(y, 1)) par

izt — e [ T(s)ds
S
=1

@; — beY
+ Zd_

ot y = (Y1, ..., yn)T € X et p est un paramétre. Il est clair que ¢ est continue en y et
p. On veut montrer que pour tout y € 9Q Nker L, ¢(y, 1) # 0 pour tout u € [0, 1].
Supposons qu’il existe y € 92 N ker L, tel que

,uczeyl—beyl—ueylf ka( ds—i—uZdUeyJ Vi —Ndy=0, i=1,...,n.
j=1

Le méme raisonnement que dans (i) donne a 'aide du Lemme 4.2.1

lyll =D lyil < max{nri|,nlrs|} < M.

Ce qui est une contradiction, d’ott ¢(y, u) # 0 pour tout y € 92 Nker L et pu € [0, 1].
En utilisant le Théoréme 1.4.1 (cf. Chapitre 1) sur Uinvariance du degré topologique

par homotopie on a alors

deg (JQN(y),Q2Nker L,0) = deg(p(y,1),2NkerL,0)
= deg(o(y,0),Q2Nker L,0)

T
deg ( d_ij—b_ieyi> ,QNker L,0

7j=1
En vertu de (4.2) le systéme algébrique

@ — Y. dij—bie =0, i=1,...n
j=1

admet une solution unique y* = (yi,...,y:)T définie par yf = In

1,...,n. L'inégalité r; <y < ry entraine que y* € QNker L. La définition du degré de
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Brouwer entraine

T
deg (JQN(y),Q,0) = deg (a_i—Zd_ij—b_ieyi> ,QNker L,0
=1

—Eeyf 0 .
= sign = (=1)me¥it-F¥n ] b; # 0.
i=1

0 .. —b,e¥n

L’hypothése (44i) du Théoréme 1.4.2 est donc vérifice. D’aprés ce théoréme, il s’en suit
que le systéme (4.5) admet au moins une solution périodique y;. La fonction définie
par x¥(t) = e%®, i = 1,...,n est donc une solution périodique positive du systéme
(4.3). Ceci achéve la preuve du Théoréme 4.2.1. B

4.3 Attractivité Globale

Ce paragraphe est consacré a I’é¢tude de la stabilité globale de la solution périodique du
systéme (4.3). Avant d’énoncer le second théoréme principal du chapitre, on aura besoin des

deux lemmes suivants sur la bornitude et la permanence uniforme des solutions.

Lemme 4.3.1. Il existe B; > 0, tel que pour toute solution positive z; du systéme (4.3) on

a
limsupx;(t) < B;, i=1,...,n,
t—o0
ot B; = sup = ,i=1,...,n
te(0,w) bz(t

Preuve. Définissons la fonction V (t) = max {z;(t)} pour t > 0. A chaque t correspond
<i<n

un @ = i(t) tel que V(t) = z;(¢). En calculant la dérivée a droite de V (¢) le long des
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solutions z; on a

DV (t) = CS? (t) = @i {ai(t) — bi(t)zi(t) — ci(t)zi(t — 7(t))

— ono ki(t, s)x;(t + s)ds — il dij(t)} + il di;(t)x;(1)

IN

zi(t) 4 ai(t) + X dij<t)} — bi(t)}(t)
j=1
= V() §ait) + 22 dij(t) — bi(t)V(t)} 7
pour tout t > 0. Le Théoréme de comparaison (Théoréme 1.2.2) assure que

limsup V(t) < su = = B,.
t—»oop ( ) - (0,w) bl t)

Lemme 4.3.2. Supposons que
al > "B + B; (ff)oo l{:i(t,s)ds) FYdg i=1.m (4.17)
J:
Alors il existe § > 0, tel que pour toute solution positive x; du systéme (4.3) on a

liminfz;(t) > 9, i=1,...n

t——+o0

: 1 l - m m 0 "
]:

Preuve. Soit ¢ > 0 assez petit. Le Lemme 4.3.1 entraine l'existence d’'un 7; > 0 tel que

ol
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z;(t) < B; + € pour t > T;. D’ou

dﬂfi

7z mda— 3 dy - et - ()

1

J:
0OO Ei(t, s)z;(t + s)ds} — bx?

n

a—Zd ' (B +¢)

v

/—/h\%/—"\

—(Bi+¢) f ki(t s)ds) }— b,

Le Théoréme 1.2.2 du Chapitre 1 entraine

1
liminfz;(t) > — >0>0, i=1,..,n.

t——+00 b;m

[ 2 dm — c"B; — B; (ffoo ki(t,s)ds)m

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes assurant I'attractivité globale de

la solution périodique du Théoréme 4.2.1.
Théoréme 4.3.1. Supposons que
1) dt > ¢"B; + B; (fi)oo k‘i(t,s)ds> + Z dig,i=1,..,n.

2) 1l existe un vecteur constant o = (041, e an)T >0 et Ty > 0 tels que B;(t) > 0 pour
tout t > Ty, et pour toutes suites (Vi)r>1, (Cr)i>1 telles que Vi — G = Y — G > 0,
k,m > 1 et (e, ) N (Ym, Cm) = D pour k #m on a

© Ck
Z/ Bi(t)dt = o0, i =1,...,n,
k=1"Y"k

ot B;(t) est donné par

Ci (w'fl(t» Ly
Bi(t) = aibi(t) — ay — o kit — s,5)ds Z —dji(t),
1=1,..,n

Alors le systéeme (4.3) admet une solution positive périodique et globalement attractive
r;,t=1,...,n.

Preuve. La preuve de ce théoréme est basée sur 'utilisation d’une fonctionnelle de Lyapu-

nov appropriée. Etant donné que la condition (1) du théoréme implique (4.2), alors
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d’aprés le Théoréme 4.2.1, le systéme (4.3) admet au moins une solution positive pé-
riodique ;. Montrons que z] est globalement attractive. Soit x; une solution positive

quelconque de (4.3). D’apreés le Lemme 4.3.2 ils existent § et T; > 0 tels que
xi(t) >0, zi(t)>6, t>T;, i=1,...,n (4.17)

Définissons la fonctionnelle suivante

v §nfionto-maore o SR

L0 [ 6 = 5.5) |2i(6) — 27(6) | dbds }

|2i(s) — 27 (s)| ds

pour t > T ou 1" = max (To,T;). En calculant la dérivée a droite de V (¢) le long des

solutions, on a pour tout t > 1"

D) = o {-bednlt) - 2i(t) - ot = lt)) — wi(t = ()
—¢; ff)oo ki(t,s) |xi(t + s) — xF(t + s)| ds + &; ildij(t) (:Ej(t) x}‘(ﬁ)

G (%_ 1@))

DIONERD
T (i) 1O — O = 0 e =m0 — a1 = m(0)

+ ff)oo ki(t — s, 8) |zi(t) — a2} (t)| ds — ff)oo ki(t,s) |zi(t +s) — xf(t + s)| ds}

< g:lai {_bi(t) 1 iz£¢€¢5€)(1)) + [0 kit —s, S)ds} |2i(t) — 2} (t)]
+ Zn: En: a; Dy;(t),

o (4.18)
z(t)  =(t)
zi(t)  w;(t)

ol D2]<t> = 5idij (t) ( i
trois cas possible :

Cas 1 : z;(t) > x(t), (4.17) donne alors pour tout j # i

) et g; = sgn(x;(t) —xf(t)). Fixons i et ¢, on a alors

() = dy(t) (200 - Z00) < (100 - 50)
< ggxwwmﬁﬂ
< G010 )
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Cas 2 : z;(t) < z}(t), la méme inégalité implique pour j # i

Dyt = dytt) (S = 29 < DO (550 — )
< B9 1550 - )
< G010 )

Cas 3 : z;(t) = x;(t), on a D;(t) = 0 pour tout ¢ =1, ..., n.
Dans tous les cas il apparait que

dij(t)

Dij(t) < == o) = 25(0)], t>T', ij=1,...n. (4.19)

Les inégalités (4.18) et (4.19) permettent d’écrire

-l
?(% Z(tl))t + oy fi)oo ki(t — s, 5)ds

+ zi;l o dj’s(t) } |25(t) — 2 ()] (4.20)
= - éﬁi(t) |z (t) — x;(t)]

Intégrant les deux membres de (4.20) sur (7”,¢) on arrive a
V(t)+ > f;, Bi(s) |zi(s) — xf(s)|ds < V(T"), t>1T" (4.21)
i=1

Comme V(t) > 0, (4.21) implique

[r Bi(s) |i(s) — a3 (s)|ds < V(T"), t>T', i=1,..n. (4.22)
) L., dxy,  dx} ) )
Puisque les dérivées o (1), d; (t) sont bornées sur (7", 00), les fonctions

|z;(t) — 27 (t)| sont uniformément continues et bornées sur (7", 00). Supposons qu’ils
existent une suite (¢;)g>1, tx — +00 quand k — 400, tp, > T pour k > 1 et n > 0 tels

que
|zi(te) — o7 (te)] > m,
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pour un certain 7. Par continuité, il existe o > 0 (indépendant de ¢;) satisfaisant

. 1
2i(t) =} ()] = n,

pour tout t € (tx — p,tx + p). On peut supposer (sinon on considére une sous-suite de
la suite t;) que (tx — p, tr.+p) O (t — p, tm + p) = & pour k # m. Si on pose v =t —p
et (¢ = tr + p, on déduit de ’hypothése (2) du théoréme que

S22 B Lt — 2Ol de = 3 [ B ailt) — w1(0)] b

k=1
1 o] ¢
> 277];:)1 L Bit)dt = oo

Ce qui contredit (4.22), d’ou tliin |z;(t) —xi(t)| =0,i=1,...,n. A
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théoréme 4.3.1.

Corollaire 4.3.1. Supposons que
a) aj > ¢ Bi + B, (ff)oo ki<t75>d5) + > dri=1,..,n
j=1

b) o> St (ffoo ki(t75)d5) +3 % i=1,..n.
7 j=1
Alors le systéme (4.3) admet une solution positive périodique et globalement attractive.

Remarque 4.3.1. Supposons que k;(t,s) = 0, pour tout s > o et 7;(t) = 7(t), pour t €
(0,w) et i =1,...,n. Le systéme (4.3) se réduit au systéme (4.1) étudié par Teng & Lu
[110]. Sous I'hypothése (4.2) le systéme (4.1) admet une solution positive périodique.
Le Théoréme 4.2.1 généralise donc le Corollaire 2 dans [110].

Notons enfin que la condition (4.2) n’assure pas la permanence des solutions du systéme

(4.3) comme on va le voir dans le paragraphe suivant.

4.4 Simulations Numeériques

Dans cette partie on propose une simulation numérique des solutions du systéme (4.3).

Considérons le systéme périodique a retards suivant qui est un cas particulier du systéme
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(4.3)
( %(t) = (25 +sint)z(t) — (1.2 + cost)z3(t) — 0.1(1.3 + sin 2t)x1 (t)z1 (¢t — 0.5sin(t))
—x1(t )f_ e’z (t + s)ds + (1.1 + sint)(za(t) — x1(t)),
%(t) = (2.2+4cost)wy(t) — (2.2 + 2cost)xa(t) — (2.2 + cost)wa(t)xa(t — 0.2 cos(t))
\ —xo(t) [°_ eSxa(t + s)ds + (14 cost)(z1(t) — (1)),

(4.23)
ou t > 0. Les coeflicients du systéme (4.23) ainsi que les retards 71 et 7 sont des fonctions
continues et périodiques de période 27. Les conditions (H1)-(H3) sont vérifiées. On a dans

ce cas les valeurs suivantes
a1 =25, @3=22, dip=11, dy = 1.

La condition (4.2) est donc satisfaite. Considérons les données initiales suivantes : ¢;(s) = 2,
wa(s) =1, s € (—00,0). Une simulation numériques avec le package ddesd nous donne le

graphique de la figure 4.1 qui montre I'existence d’une solution positive périodique de période
2.

Reprenons le méme systéme avec des retards constants en considérant le systéme suivant :

( dl’l

E(t) = (2.5 +sint)z(t) — (1.2 + cost)zi(t) — 0.1(1.3 + sin 2t)xy ()1 (t — 5)
—x1(t )f e*x1(t + s)ds + (1.1 +sint)(z2(t) — 21(1)),

%(t} = (224 cost)wy(t) — (2.2 + 2cost)x3(t) — (2.2 4 cost)wy(t)xa(t — 5)
—xo(t )f e’xa(t + s)ds + (1 4 cost)(x1(t) — xa(t)),

\

(4.24)
Pour ¢ > 0. Les retards 71 et 7, sont constants tels que 73 = 5, 75 = 5. La condition (4.2) est

toujours satisfaite. Considérons les valeurs initiales suivantes :
()01(3) = 807 ()02(3) = 407 s € (—O0,0).

Une simulation numérique avec le package dde23 nous donne le graphique de la figure 4.2,
qui montre que les solutions tendent vers 0. Les solutions du systéme (4.24) ne sont donc

pas permanentes.
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4.5 Conclusion

L’existence de solutions périodiques d’un systéme a coefficients périodiques est équiva-
lente & l'existence de points fixes de I’application de Poincaré associée a ce systéme (Hale
[48]). Les techniques utilisées pour 'obtention de ces points fixes sont basées sur l'utilisation
de théorémes de points fixes asymptotiques tels que ceux de Horn [51], Sadovskii [50] ou
Hale-Lunel [50]. Ces théorémes supposent une condition de compacité sur I’application de
Poincaré qui est généralement satisfaite si le retard du systéme est fini (Hale [48]). D’autre
part la positivité de la solution périodique est obtenue en supposant ’existence d’une par-
tie fermée convexe, bornée du cone positif et invariante par I'application de Poincaré. On
peut montrer que cette condition est satisfaite si les solutions du systéme sont uniformément
permanentes (Hale & Waltman [52], Thieme [116], Waltman [126]).

Dans ce chapitre on a utilisé le Théoréme du point fixe de Gaines & Mawhin pour montrer
Iexistence d’une solution périodique positive. Cette technique n’exige aucune condition de
compacité sur 'application de Poincaré ni la permanence uniforme des solutions et peut étre
appliquée aussi bien aux systémes a retards infinis qu’aux systémes a retards dépendants du
temps. Une généralisation de cette technique, dans le cas d'un systéme de type Kolmogorov,
peut étre obtenue en utilisant une fonctionnelle de type Lyapunov afin d’avoir la condition de
dissipativité des solutions (inégalité (4.16)). En construisant une fonctionnelle de Lyapunov
appropriée, on a montré que cette solution périodique est globalement attractive fournissant
ainsi une réponse positive a la question de la stabilité globale posée par les auteurs dans
[110].

La condition (4.2) du Théoréme 4.2.1 peut étre interprétée comme suit. Rappelons que
a;(t) représente le taux de croissance de la population dans le compartiment ¢ & l'instant t.
Si on considére que le taux de croissance d’une population est directement lié aux ressources
disponibles, et si on tient compte du flux migratoire total des populations vers le comparti-
ment i, le taux de croissance «net» est alors a;(t) — 37, di;(t). La condition (4.2) signifie
donc que la moyenne du taux de croissance net dans le compartiment ¢ est strictement po-
sitif. On dit alors que le compartiment i est «riche en ressourcesy» (cf. Cui et al [24]). En
d’autres termes, la condition (4.2) signifie que le compartiment 7 est suffisamment riche en
ressources pour pouvoir accueillir toutes les populations qui migrent vers ce compartiment.
Teng & Lu ont donc montré que si tous les compartiments sont riches en ressources et si
les populations peuvent migrer d’'un compartiment a un autre a tout instant (dlij > 0), alors
la population est permanente dans tous les compartiments et la densité de population est

périodique de méme période que les saisons. Le Théoréme 4.2.1 montre que les barriéres
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entres compartiments n’ont aucun effet sur 'oscillation de la densité de population. Par
contre les simulations numériques du paragraphe 4 montrent qu’'une séparation totale entre
les compartiments (rappelons que dy;(7) = 0 ce qui signifie que la migration est impossible
du compartiment 1 vers le compartiment 2 & l'instant ¢ = 7), peut entrainer 'extinction de
I’espéce.

Le Théoréme 4.3.1 nous donne des conditions suffisantes sous lesquelles les solutions positives
du systéme (4.3) convergent vers une solution périodique unique. D’un point de vue biolo-
gique ceci montre que lorsque I’environnement (ou les paramétres liés a I’environnement) est
périodique, la densité de population s’approche d’une solution périodique de méme période
que celle de Penvironnement. Celui-ci imprime donc ses variations (périodiques) a celle de la
population avec un certain retard. Nicholson [95-96] réalisa une expérience célébre sur une
espéce d’insecte dite Lucilia Cuprina, en faisant varier périodiquement la provision d’alimen-
tation et montra que si la population exécute des oscillations de type cycle limite en I'absence
de variations périodiques de ’environnement, elle abandonne cette périodicité «intrinséque»
pour une périodicité égale a celle de I'environnement ou a une fraction de celle ci lorsque
cet environnement est périodique. Ce phénoméne de synchronisation entres la densité de
population et 'environnement est un mécanisme de survie qui permet & la population de
s’adapter a son environnement en maximisant son taux de reproduction lorsque les ressources
de 'environnement son abondantes et en minimisant son taux de reproduction quand celles
ci sont rares. Les espéces qui possédent cette capacité d’adaptabilité ont un avantage sélectif
et une probabilité de survie supérieure a celles des espéces qui ne synchronisent pas leurs
variations avec celles de U'environnement (voir Krukonis & Schaffer [67]). Le Théoréme 4.3.1
nous donne donc des conditions suffisantes pour qu’une population migratoire synchronise
sa périodicité avec celle de I’environnement.

Notons enfin que les systémes a dispersions de type (4.3) demeurent un outil fondamental
en écologie mathématique pour la modélisation des problémes de migrations des espéces, leurs
interactions avec les espéces d’origine ainsi que la relation entre leur dynamique et la nature
du milieux qui les abrite. Ces modéles pourraient nous fournir des éléments d’informations
sur la facon de protéger certaines espéces en voie d’extinction ou la meilleure fagon d’exploiter

un écosystéme sans porter atteinte a son équilibre écologique.
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Annexe



Résumé

Dans cette thése on s’intéresse a I'étude du comportement asymptotique des solutions
de trois systémes intégrodifférentiels intervenant en dynamiques des populations. Le premier
systéme provient de la biologie et décrit la croissance et la division de cellules hépatocytes
dans le foie. Le second et le troisiéme systémes proviennent de 1’écologie ; le premier systéme
décrit la dynamique d’une population animale ayant deux stades d’évolutions distincts, et
le troisiéme systéme décrit la dispersion d’une population dans un environnement comparti-

menteé.

On développe un certain nombre de techniques, basées sur les critéres de comparaison en
théorie des équations différentielles, donnant I’extinction et la permanence uniforme des so-
lutions. En utilisant le Théoréme du point fixe de Gaines & Mawhin on montre I'existence de
solutions périodiques. En construisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée on montre
leur stabilité globale. Quelques simulations numériques avec MATLAB sont proposées ainsi

qu’une interprétation des résultats.

Cette thése apporte une contribution substantielle a la théorie des équations différentielles

ainsi que leurs applications aux problémes de dynamique des populations.

Mots-Clés : Extinction, Permanence, Retard distribué, Stabilité globale, Solution pé-

riodique, Théoréme de Gaines & Mawhin.

Classifications AMS : 45K05, 34D23, 92B05, 34C25, 34K13, 92D15, 92D40, 92D50,
92D15, 45MO05.



