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�Les sciences n'essaient pas d'expliquer ; c'est tout juste si elles tentent d'in-
terpréter ; elles font essentiellement des modèles. Par modèle, on entend une
construction mathématique qui, à l'aide de certaines interprétations verbales, dé-
crit les phénomènes observés. La justi�cation d'une telle construction mathéma-
tique réside uniquement et précisément dans le fait qu'elle est censée fonctionner�

John Von Neumann
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Introduction

La dynamique des populations est une partie de la biologie mathématique qui a pour but
la description, en termes de modèles mathématiques, de l'interaction entre di�érents types
de populations dans un milieu donné (ex : populations animales en écologie, populations
cellulaires en biologie, populations virales en épidémiologie). Ces modèles sont gouvernés
par des équations d'évolutions telles par exemple des équations aux di�érences, fonction-
nelles, à retards, aux dérivées partielles ou stochastiques. Un problème central est l'étude
du comportement asymptotique des solutions des équations ou des systèmes modélisant ces
phénomènes.

L'interaction entre populations a lieu généralement dans un environnement �uctuant
dans le temps. Par exemple la température, l'humidité, la disponibilité du nutriment ou de
l'eau, sont des paramètres physiques qui varient dans le temps avec la variation des saisons.
Certains auteurs proposent, pour modéliser cette périodicité saisonnière, de considérer des
systèmes nonautonomes périodiques (cf. Kuang [72], Cushing [26-29], Mottoni & Schia�no
[93], Rosenblatt [99], Vance [123]). Mathématiquement, ces modèles sont décrits par des
systèmes de la forme

dx

dt
(t) = f(t, x), t > 0, x = (x1, ..., xn), (0.1)

où f : R+ × Rn → Rn est une certaine fonction supposée continue en (t, x). Le paramètre
quantitatif xi(t) représente la densité de population à l'instant t dé�nie comme étant le
nombres d'individus d'une population i par unité de temps. Étant donné que la densité de
population est une quantité positive, on ne s'intéresse qu'aux solutions positives du système
(0.1).

Il existe en dynamique des populations plusieurs types d'interactions entre populations
(prédateur-proie, compétition, mutualisme, migration, etc). Par exemple, plusieurs popula-
tions peuvent entrer en compétition pour exploiter les ressources de l'environnement. On dit
alors que l'interaction est compétitive. Inversement, il existe dans la nature un autre type
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d'interaction celui par exemple où les di�érentes populations coopèrent entre elles pour leur
survie. On dit dans ce cas que l'interaction est coopérative. Mathématiquement on dira que
le système (0.1) est compétitif (resp : coopératif) si ∂fi

∂xj
(t, x) ≤ 0, (resp : ∂fi

∂xj
(t, x) ≥ 0) pour

tout t > 0 et x > 0, i 6= j. Un exemple classique est le système suivant introduit par Lotka
[85] et Volterra [125] dans le but de modéliser l'interaction de n populations animales dans
un écosystème donné

dxi(t)

dt
= xi(t)

(
bi −

n∑
j=1

aijxj(t)

)
, t > 0, i = 1, ..., n. (0.2)

Dans ce modèle bi ≥ 0 représente le taux de croissance de la population de type i, aij
(i 6= j), est le terme dû à l'interaction entre les populations i et j et aii > 0 étant le
coe�cient d'inhibition de la population de type i qui décrit le ralentissement du processus
de croissance suite à la limitation des ressources de l'environnement. Le terme bi

aii
est appelé

capacité de charge de la population i qui est généralement déterminé par les ressources de
l'écosystème. Le système (0.2) est compétitif si aij ≥ 0, (i 6= j) et coopératif si aij ≤ 0,
(i 6= j).
Dans le modèle (0.2), l'interaction entre populations est supposée instantanée alors qu'en
réalité cette interaction se fait toujours avec un temps retard dû par exemple au temps de
maturation ou au temps de gestation de la population (cf. Murray [94]). Pour tenir compte
de �l'histoire biologique� de la population Volterra [125], Caperon [20] et Cushing [25] ont
suggéré d'introduire un retard distribué dans le système (0.2) en proposant le modèle suivant

dxi(t)

dt
= xi(t)

(
bi −

n∑
j=1

aijxj(t)−
n∑
j=1

∫ 0

−∞ kij(s)xj(t+ s)ds

)
, t > 0, i = 1, ..., n. (0.3)

Le modèle (0.3) a été utilisé pour décrire avec succès l'interaction de certaines espèces, comme
par exemple la croissance d'un certain type d'algues marines (Caperon [20]).
D'une manière générale les modèles à retards sont gouvernés par des systèmes de la forme

dx

dt
(t) = f(t, xt), t > t0,

xt = ϕ0 ≥ 0, t = t0,
(0.4)

avec xt(s) = (x1(t + s), ..., xn(t + s)), s ∈ (−τ, 0), ϕ0 ∈ C = C ([−τ, 0]; Rn) où le retard τ
peut être �ni ou in�ni et f : R+ × C → Rn est une fonction supposée continue par rapport
à (t, x) et continûment di�érentiable en x.
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Le problème de survie à long terme de populations animales en écologie ou de populations
virales en épidémiologie nous amène à introduire la notion de permanence.
On dira que la composante xi de la solution est permanente s'il existe Mi > 0 tel que
pour toute solution positive x = (x1, ..., xn) du système (0.4) on a 0 < lim inf

t→+∞
xi(t) ≤

lim sup
t→+∞

xi(t) ≤Mi. On dira que la solution x est permanente si toutes ses composantes sont
permanentes. S'ils existent Mi, δi, (Mi > δi > 0) tels que pour toute solution positive x de
(0.4) on a δi < lim inf

t→+∞
xi(t) ≤ lim sup

t→+∞
xi(t) ≤Mi, alors xi est dite uniformément permanente.

On dira que la solution x est uniformément permanente si toutes ses composantes sont
uniformément permanentes. Si les solutions du système (0.4) sont uniformément permanentes
et si on désigne par U l'ensemble compact U =

n∏
i=1

[δi,Mi] ⊂ int(Rn
+), alors pour toute solution

positive x de (0.4) on a d (x(t), U) → 0 lorsque t→ +∞, où d désigne la distance d'un point à
un ensemble dans Rn. On dit alors que U est un attracteur du système (0.4). La permanence
uniforme est donc équivalente à l'existence d'un attracteur (compact) contenue à l'intérieur
du cone positif Rn

+.
La notion de permanence est un outil mathématique qui permet à la fois de donner un sens
mathématique à la notion de survie à long terme de populations en biologie, et aussi d'obtenir
des propriétés importantes sur le comportement asymptotique des solutions telles l'existence
de points d'équilibres attractifs ou l'existence de solutions périodiques attractives. Dans le
cas d'un système autonome, Butler et al [15] et Hale & Waltman [52] ont montré que s'il
n'y a pas de connections orbitales cycliques entre les points d'équilibre du système situés
sur le bord du cône positif, alors les solutions sont uniformément permanentes. Freedman
& Moson [32] ont montré que pour une large classe de systèmes autonomes la permanence
entraîne la permanence uniforme. Récemment, Thieme [116] a montré que ce résultat reste
vrai pour des systèmes nonautonomes. Zhao [136] a montré que la permanence uniforme
d'un système nonautonome périodique de type (0.4) à retard �ni entraîne l'existence de
solutions périodiques positives. Waltman [126], Hsu et al [62] ont généralisé la notion de
permanence pour un semi�ow dé�ni sur un Banach ordonné ou un espace métrique. D'une
manière générale les techniques utilisées pour montrer la permanence uniforme sont basées
sur l'utilisation de théorèmes de comparaisons (Kamke [64]) qui permettent de comparer les
solutions d'un système donné avec celles d'une équation ou d'un système de référence dont
les solutions sont permanentes (cf. Cantrell & Cosner [17]). On renvoie le lecteur à l'article
de Hutson & Mischaikov [63] pour un exposé complet sur la théorie de la permanence en
dynamique des populations.

Le problème de l'interaction entre populations invasives et populations existantes dans
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un écosystème en écologie nous amène à la question suivante (cf. Cantrell & Ward [19]) :
L'introduction d'une population �exotique� dans un écosystème occupé par des populations
existantes a�ecte-t-elle la survie des di�érentes populations ? Dans le cas du modèle de Lotka-
Volterra (0.2) à deux populations (n = 2), Ahmad [3] montra que si a12

a11
= a21

a22
, ce qui signi�e

que les deux populations exploitent la même ressource, alors l'une des deux populations tend
vers 0, lorsque t → +∞ alors que la seconde est uniformément permanente. Ce mécanisme
naturel, bien connu en biologie sous le nom de �principe d'exclusion concurrentielle�, énonce
que si deux populations se concurrencent pour exploiter la même ressource, alors l'une des
deux populations tend vers l'extinction alors que la seconde est permanente. Ce cas parti-
culier a amené a la notion de coexistence et d'extinction. Plus généralement, étant donné
un entier r (1 ≤ r ≤ n), on dit que les r premières populations coexistent si pour toute
solution positive x = (x1, ..., xn) les r premières composantes x1, ..., xr sont uniformément
permanentes, et on dit que la composante i tend vers l'extinction si pour toute solution
positive x = (x1, ..., xn) on a xi(t) → 0, lorsque t → +∞. Ahmad [4], Ahmad & Montes
de Oca [5], Zeeman [143] ont généralisé le principe d'exclusion concurrentielle dans le cas
de n (n > 2) populations compétitives. Ils ont montré que si n populations exploitent r
ressources (1 ≤ r ≤ n) alors n − r populations tendent vers l'extinction. Montes de Oca &
Zeeman [91-92] ont montré que ce principe reste valable pour un système de Lotka-Volterra
nonautonome.

La stabilité asymptotique est une autre question centrale en dynamique des populations.
Bien que la littérature sur la stabilité des systèmes autonome est extrêmement abondante,
la plupart des travaux parus avant les années 1980 portaient sur di�érents systèmes dérivant
de la biologie, l'écologie ou l'épidémiologie. Il faut attendre les travaux de Hirsch [54-58] à
partir des années 1980 pour voir apparaître le cadre mathématique abstrait de la théorie de
la stabilité asymptotique des systèmes autonomes. Hirsch a appliqué la théorie des systèmes
dynamiques à une classe de systèmes coopératifs autonomes. Il montra en particulier que si
un système coopératif autonome admet un attracteur (compact) U contenue dans le cone
positif alors, si U contient un seul point d'équilibre ce point d'équilibre est attractif. Ce
critère permet d'isoler les points d'équilibres et de savoir lequel est attractif en choisissant
judicieusement le compact U . En particulier, si les solutions sont uniforméments permanentes
alors comme on l'a vu plus haut l'ensemble U =

n∏
i=1

[δi,Mi] est un attracteur pour le système,
il contient donc un point d'équilibre attractif. Dans le cas du modèle de Lotka-Volterra (0.2)
coopératif, càd si aij ≤ 0, i 6= j, l'existence d'un point d'équilibre attractif est équivalente à
la permanence uniforme des solutions. Ceci ramène donc la question de la stabilité globale
à celle de la permanence uniforme.
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Dans le cas compétitif les résultats obtenus par Hirsch ne peuvent pas s'appliquer puisque les
dérivées partielles ∂fi

∂xj
(t, x), i 6= j ne sont pas positives. Certains travaux (cf. Gopalsamy [40],

Zeeman [144]) ont montré que les solutions de ces systèmes peuvent osciller autour de points
d'équilibres et qu'on n'a pas toujours de point d'équilibre attractif. Un exemple nous est
fourni par les systèmes prédateur-proie qui admettent en général des solutions oscillatoires
engendrés par des bifurcations de Hopf. Cependant, pour des systèmes de type Lotka-Volterra
(0.2), des techniques ont été élaboré basées sur l'utilisation du principe d'invariance de
LaSalle, de théorèmes de comparaisons (cf. Gopalsamy [40], Gopalsamy & Ahlip [43], Tineo
[118-120]) ou d'une fonctionnelle de Lyapunov (cf. Kuang & Smith [68], Kuang [70], Goh
[39], He [53], Lakshmikantam et al [74], Leung & Zhou [75], Wörz-Busekros [130]). Dans
le cas du système (0.2) compétitif, càd aij ≥ 0, (i 6= j) ces techniques ont montré qu'une
condition su�sante pour l'existence d'un point d'équilibre attractif est la suivante :

bi >
n∑

j=1,j 6=i
bj
aij
ajj

, i = 1, ..., n.

En d'autres termes si les coe�cients d'inhibition aii sont su�samments grands par rapport
aux termes d'interaction compétitifs aij, (i 6= j) alors le système admet un point d'équilibre
attractif. Dans le cas de systèmes de type Lotka-Volterra à retards, certains auteurs ont
montré que l'attractivité du point d'équilibre est obtenue en supposant en plus que les retards
soient su�samments petits. Des résultats similaires ont été obtenus pour des systèmes de type
Lotka-Volterra compétitifs avec retards continues ou distribués (cf. Freedman & Gopalsamy
[33], Gopalsamy [42], He [53], Hofbauer & Sigmund [60], Leung & Zhou [75]).

Dans le cas nonautonome le système n'admet pas en général d'états stationnaires (voir
l'exemple donné par Kuang [71] d'un système nonautonome qui admet un point d'équilibre
attractif). Gopalsamy [41,44] introduisit la notion de solution globalement attractive. On
dira que le système (0.4) admet une solution globalement attractive x∗(t), si x∗(t) est une
solution de (0.4) et que pour toute autre solution x(t) de (0.4) on a (x(t) − x∗(t)) → 0

lorsque t → +∞. La solution x∗(t) �attire� toutes les autres solutions du système et le
comportement asymptotique de celui ci se trouve donc réduit à celui de la solution attractive
x∗(t). Cette notion est équivalente à la notion de solution globalement asymptotiquement
stable. On dira que les solutions du système (0.4) sont globalements asymptotiquements
stables si pour deux solutions quelconque x(t) et y(t) de (0.4) on a (x(t)− y(t)) → 0 lorsque
t→ +∞. Di�érentes techniques basées sur l'utilisation d'une fonctionnelle de Lyapunov ont
été utilisées pour montrer la stabilité asymptotique globale des solutions (cf. Bereketoglu &
Gyori [10], Freedman & Gopalsamy [33], Redhe�er [97-98], Teng [108], Teng & Yu [111]).
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Plus généralement, la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov est utilisée surtout pour des
systèmes de type Kolmogorov.

Le cas périodique est un cas particulier important du cas nonautonome. On dira que le
système (0.4) est périodique si f(t, .) est périodique en t. Dans ce cas le système admet-il au
moins une solution périodique ? La solution périodique est-elle unique, attractive ? On peut
montrer que si la solution périodique est attractive alors elle est unique (cf. Burton [16]).
L'attractivité globale est donc une condition su�sante pour obtenir l'unicité. En terme de
semi�ot le système (0.4) est dit périodique (de période ω > 0) si son semi�ot nonautonome
x(t, t0, ϕ) est périodique càd si x(t + nω, t0 + nω, ϕ) = x(t, t0, ϕ) pour tout t > t0, n ≥ 1 et
ϕ ∈ C, où C est l'espace des phases du système (0.4).
La théorie des semi�ots périodiques a été développée successivement par Hirsch [59], Smith
[102-103], Thieme [112-115,117] et Zhao [135-138]. Elle consiste a étudier l'existence et l'at-
tractivité des solutions périodiques. Si on désigne par ω la période du semi�ot, alors l'exis-
tence et l'unicité d'une solution périodique est équivalente à l'existence et l'unicité du point
�xe de l'application de Poincaré S : C → C associée au semi�ot x(t, t0, ϕ) et dé�nie par
S(ϕ) = x(ω, 0, ϕ), où ϕ ∈ C. Di�érentes méthodes, basées sur l'utilisation des théorèmes de
points �xes asymptotiques tels ceux de Hale-Lunel [50], Sadovski [51], ont été utilisé pour
montrer l'existence de solutions périodiques. Zhao [136] a montré que tout semi�ot nonau-
tonome périodique uniformément permanent à puissance compacte et qui laisse invariante
une partie du cône positif admet un attracteur global à l'intérieur de cette partie contenant
un point �xe de l'application de Poincaré S. Généralement le problème de l'existence de
solutions périodiques est ramené à la compacité de l'application de Poincaré. Citons égale-
ment la méthode du degré topologique qui est basée sur le célèbre Théorème du point �xe de
Gaines & Mawhin [38] qui est utilisé généralement pour des systèmes de type Kolmogorov
(cf. Alvarez & Lazer [7], Li & Kuang [77-78], Xu et al [133], Kouche & Tatar [66]).
L'attractivité globale d'une solution périodique est par contre beaucoup plus délicate à ob-
tenir. Dans certains cas, notamment pour des systèmes de type Kolmogorov, il est possible
de recourir à l'utilisation d'une fonctionnelle de type Lyapunov pour montrer l'attractivité
globale, mais cette technique s'avère inadapté pour certains systèmes par exemple di�usifs
(cf. Teng & Lu [110], Wendi et al [129], Zhang & Chen [140]) ou structurés en stades (cf.
Liu et al [81-84], Xu & Zhao [132]). Zhao [135] a montré que le comportement asymptotique
d'un semi�ot nonautonome périodique est équivalent a celui du semi�ot discret engendré par
son application de Poincaré. En utilisant la théorie des opérateurs monotones concaves, Zhao
[138] a montré que si l'application de Poincaré associée à un semi�ot monotone périodique est
fortement positive et concave sur l'espace des phases, alors l'existence et l'attractivité d'une
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solution périodique sont entièrements déterminées par le rayon spectral de la di�érentielle de
l'application de Poincaré. Ces résultats montrent qu'un semi�ot monotone périodique admet
où bien une solution positive périodique et globalement attractive ou la solution triviale
x = 0 comme solution attractive. Étant donné que la pluparts des modèles en dynamiques
des populations sont gouvernés par des systèmes compétitifs et que ceux ci engendrent des
semi�ots non monotones, la condition de monotonie apparaît ici comme �trop� restrictive.
Vue l'importance du concept de semi�ot monotone, certains auteurs ont généralisé la no-
tion de semi�ot monotone, semi�ot permanent, processus continue, semi�ot produit, dans
un espace de Banach ordonné (cf. Thieme [112-115]) ou dans un espace métrique (cf. Zhao
[137,139]).

Dans ce projet de thèse on s'intéresse à l'étude mathématique de trois modèles di�érents.
Le premier modèle provient de la biologie et décrit la croissance et la division de cellules
hépatocytes dans le foie. Le second et le troisième modèles proviennent de l'écologie et
décrivent la dynamique évolutive de populations animales.

Ce travail est constitué de trois parties indépendantes.
Dans la première partie on s'intéresse au comportement asymptotique des solutions d'un

système intégrodi�érentiel compétitif de type Kolmogorov. Il s'agit d'un modèle construit
par Bass, Bracken, Holmåker & Je�eries [8] modélisant la croissance de deux types de cellules
hépatocytes constituant la paroi d'une capillaire du foie. La densité de population est ici une
fonction à la fois du temps t et de la position x dans la capillaire représentée par un segment
de droite (0, L). On propose une généralisation de ce modèle dans le cas multi-cellulaires
(n > 2) et avec des coe�cients dépendants du temps. On montre en particulier que si les
coe�cients véri�ent certaines relations, alors les n − r (r ≤ n) dernières composantes de
la solution tendent vers l'extinction. Dans le cas autonome on montre que si la matrice
des coe�cients compétitifs est V-L stable, les r premières composantes de la solution sont
uniformément permanentes et convergent vers leurs composantes stationnaires associées. Les
résultats obtenus dans cette partie généralisent ceux obtenus par Holmåker [61] dans le cas
n = 2.

La seconde partie est consacrée à l'analyse mathématique d'un système di�érentiel no-
nautonome à retard distribué, dit système �structuré en stades�. Il s'agit d'une classe de
systèmes di�érentiels à retards de type Lotka-Volterra introduite au début des années 1990
par Aiello & Freedman [1] pour modéliser la croissance de n populations animales ayant deux
stades d'evolutions distincts. Chacun des deux stades correspond à une dynamique evolutive
distincte. Chaque population de type i passe du premier stade au second après avoir vécue
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un temps de longueur τi appelé temps de maturation de la population. En utilisant une
technique basée sur le principe de comparaison, on établit une série de critères portant sur
les coe�cients du système assurant la permanence uniforme ainsi que l'extinction des (n−1)

dernières composantes des solutions. Lorsque les coe�cients du système sont périodiques
avec la même période, on montre en utilisant la théorie des semi�ots monotones périodiques
que la condition de permanence peut être exprimée en fonction du rayon spectral de l'appli-
cation de Poincaré associée à l'équation linéarisée du système. En�n, lorsque les coe�cients
du système sont constants, on montre que la condition de permanence entraîne l'existence
d'un point d'équilibre globalement attractif. Une simulation numérique avec MATLAB ainsi
qu'une interprétation des résultats sont proposées à la �n du chapitre.

Dans la troisième partie de la thèse on s'intéresse à l'existence et la stabilité globale
d'une solution positive périodique d'un système périodique à retard in�ni avec dispersion.
Ce système a été introduit pour modéliser le phénomène de migration d'une population dans
un milieu composé de n compartiments distincts. La migration de la population du compar-
timent i vers le compartiment j est représentée par le terme dij(t)(xj(t) − xi(t)), où xi et
xj désignent les densités de population dans les compartiments i et j respectivement et dij,
(i 6= j) étant les taux de dispersions de j vers i. En utilisant le Théorème du point �xe de
Gaines & Mawhin, on établit une condition en moyenne, portant sur les taux de croissances
et les taux de dispersions, sous laquelle le système admet une solution périodique positive.
En construisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée on montre que la solution pério-
dique est globalement attractive. Une partie simulation numérique avec MATLAB illustre
les résultats obtenus.
• Le deuxième chapitre de la thèse a fait l'objet d'un article paru sous le titre : �M. Kouche
and N.-e.Tatar, Extinction and asymptotic behavior of solutions to a system arising in bio-
logy. Zeit. Anal. Anwen., 23 (2004), 17-38�.

• Une partie du troisième chapitre a fait l'objet d'une publication parue sous le titre : �S.
Liu, M. Kouche and N.-e. Tatar, Permanence, extinction and global asymptotic stability in a
stage-structured system with distributed delays. J. Math., Anal. Appl., 301 (2005), 187-207�.

• Le quatrième chapitre a été publié sous le titre : �M. Kouche and N.-e.Tatar, Existence and
global attractivity of a periodic solution to a nonautonomous dispersal system with delays.
Appl. Math. Modelling., 31 (2007), 780-793�.
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Ces trois revues sont de renommées internationales et sont citées dans ISI. Les trois
publications sont regroupées en annexe à la �n de la thèse.



Chapitre 1

Rappel de Quelques Notions de Base

Dans ce chapitre on rappelle de façon succincte quelques dé�nitions et résultats sur les
matrices positives et les équations di�érentielles à retards qu'on utilisera ultérieurement.
Dans ce qui suit on désignera par Rn

+ le cône positif {(x1, ..., xn)
T ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, ..., n}.

On utilisera également les notations suivantes :

f l = inf
t>0
f(t), fm = sup

t>0
f(t).

1.1 Propriétés des Matrices Positives

Commençons par rappeler quelques propriétés importantes des matrices positives ainsi
que leurs liens avec les systèmes di�érentiels linéaires. Pour plus de détails, on renvoie aux
monographies de Gopalsamy [40] et Berman & Plemmons [14].
Dé�nition 1.1.1. Soit A = (aij)

n
i,j=1 une matrice à éléments réels tel que aij ≤ 0 pour

tout i, j = 1, ..., n et i 6= j. On dit que A est une M-matrice s'il éxiste un vecteur
γ = (γ1, ..., γn)

T ∈ int (Rn
+

)
, tel que

n∑
j=1

aijγj > 0, i = 1, ..., n.

On a alors les propriétés suivantes des M-matrices.
Théorème 1.1.1. (Gopalsamy [40]). Soit A = (aij)

n
i,j=1 une matrice à éléments réels tel que

aij ≤ 0, i 6= j. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A est une M-matrice.

b) Les déterminents de tous les mineurs sont tels que

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1r... ...
ar1 ... arr

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, pour tout

10
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1 ≤ r ≤ n.

c) A admet une matrice inverse A−1 = (αij)
n
i,j=1 tel que αij ≥ 0, i, j = 1, ..., n.

Considérons le système algébrique suivant :

Ax = b, (1.1)

où A = (aij)
n
i,j=1 est une matrice à coe�cients réels et b = (b1, ..., bn)

T ∈ int (Rn
+

) un vecteur
positif. Si A est une M-matrice, alors d'après c) du théorème précédent le système (1.1)

admet une solution positive unique x ∈ int (Rn
+

). Le théorème suivant nous donne une autre
condition su�sante pour que (1.1) ait une solution positive.
Théorème 1.1.2. (Gopalsamy [40]). Soient A une matrice à coe�cients non-négatifs tel

que aii > 0, i = 1, ..., n, et b = (b1, ..., bn)
T ∈ int (Rn

+

) un vecteur positif. Supposons
que

bi >
n∑

j=1,j 6=i

aij
ajj

bj, i = 1, ..., n,

alors le système (1.1) admet une solution positive unique x = (x1, ..., xn)
T ∈ int (Rn

+

)
.

Le théorème suivant nous donne un critère de positivité pour les systèmes di�érentiels
linéaires.
Théorème 1.1.3. (Gopalsamy [40]). Soient A une matrice dont les coe�cients non diago-

naux sont non-négatifs et x : (0,+∞) → Rn une fonction continûment di�érentiable
telle que 

dx(t)

dt
≥ Ax(t), t > 0,

x(0) > 0,

alors x(t) > 0 pour tout t > 0.

1.2 Systèmes de Lotka-Volterra

Considérons le système di�érentiel nonautonome suivant :
dx

dt
= f(t, x), t > 0, (1.2)

où x = (x1, ..., xn)
T et f : R+ × Rn → Rn est supposée continue par rapport à (t, x) et

continûment di�erentiable par rapport à x.
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Dé�nition 1.2.1.
(i) On dira que la composante xi des solutions de (1.2) est permanente s'il existe Mi > 0

tel que pour toute solution positive x = (x1, ..., xn)
T de (1.2) on a 0 < lim inf

t→∞
xi(t) ≤

lim sup
t→∞

xi(t) ≤ Mi. On dira que x est permanente si toutes ses composantes sont per-
manentes.

(ii) xi est dite uniformément permanente s'il existe Mi > δi > 0 tel que pour toute solu-
tion positive x = (x1, ..., xn)

T de (1.2) on a δi < lim inf
t→+∞

xi(t) ≤ lim sup
t→+∞

xi(t) ≤ Mi.
La solution x est dite uniformément permanente si toutes ses composantes xi sont
uniforméments permanentes.

(iii) On dira que la composante xi tend vers l'extinction si pour toute solution positive
x = (x1, ..., xn)

T de (1.2) on a lim
t→+∞

xi(t) = 0.

Dé�nition 1.2.2. Le système (1.2) est dit compétitif (resp : coopératif) si ∂fi
∂xi

(t, x) ≤ 0,

i 6= j

(
resp : ∂fi

∂xi
(t, x) ≥ 0, i 6= j

)
pour tout x ∈ int (Rn

+

) et t > 0.

Un cas particulier important est le système suivant dit de type Lotka-Volterra

dxi
dt

= xi

(
bi(t)−

n∑
j=1

aij(t)xj

)
, t > 0, i = 1, ..., n. (1.3)

Les fonctions bi, aij sont continues et bornées tel que alii > 0, i = 1, ..., n. Ce système est
compétitif si aij(t) ≥ 0 et coopératif si aij(t) ≤ 0 pour pour tout t > 0 et i 6= j. Dans tous les
cas on supposera toujours que alii > 0. Historiquement le système (1.3) a été introduit par
Lotka [85] et Volterra [125] dans le but de modéliser l'interaction de n populations animales
dans un écosystème donné.

Le théorème suivant nous donne une condition su�sante pour obtenir la permanence
uniforme des solutions.
Théorème 1.2.1. (Liu & Chen [79]). Supposons que les coe�cients bi, aij du système (1.3)

soient nonnégatifs continues et bornés tels que alii > 0. Si les conditions suivantes
i) La matrice A =

(
amij
)n
i,j=1

est inversible, le système algébrique Ax = b où x =

(x1, ..., xn)
T et b = (b1, ..., bn)

T a une solution positive (x0
1, ..., x

0
n)
T ∈ int (Rn

+

)
ii) la matrice inverse A−1 = (βij)

n
i,j=1 est telle que βii > 0 et βij ≤ 0, i, j = 1, ..., n et

i 6= j,

sont satisfaites, alors les solutions de (1.3) sont uniforméments permanentes.
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Dans le cas particulier d'une seule population (n = 1), le système (1.2) se réduit à
l'équation logistique nonautonome suivante

du

dt
(t) = u(t) (b(t)− a(t)u(t)) , t > 0,

a et b sont des fonctions nonnégatives continues et bornées. Le résultat suivant nous donne
un critère de comparaison important.
Théorème 1.2.2. (Vance & Coddington [124]). Supposons que les fonctions a, b soient

continues nonnegatives et bornées et que lim inf
t→+∞

a(t) > 0. Alors :
i) a) Il existe une constanteM > 0 telle que pour toute fonction positive et continûment
di�érentiable x véri�ant : dx(t)

dt
≤ x(t) (b(t)− a(t)x(t)) pour tout t > 0, avec x(0) > 0,

on a lim supt→∞ x(t) ≤M pour tout t > 0.

b) Si lim inf
t→∞

b(t) > 0, alors il existe une constante positive m > 0 telle que pour toute
fonction positive et continûment di�érentiable x véri�ant dx(t)

dt
≥ x(t) (b(t)− a(t)x(t))

pour tout t > 0, avec x(0) > 0, on a lim inft→∞ x(t) ≥ m pour tout t > 0.

ii) Si lim
t→∞

b(t) = 0, alors pour toute fonction positive et continûment di�érentiable x
telle que dx(t)

dt
≤ x(t) (b(t)− a(t)x(t)) avec x(0) > 0, on a lim

t→∞
x(t) = 0.

Considérons le système autonome suivant
dx

dt
= f(x), t > 0. (1.4)

On a la dé�nition suivante sur les points d'équilibres attractifs.
Dé�nition 1.2.3. On dit qu'un point x∗ ∈ Rn

+ est un point d'équilibre de (1.4) si f(x∗) = 0.

x∗ est dit attractif ou globalement attractif si pour toute solution positive x de (1.4)
on a lim

t→+∞
x(t) = x∗.

Considérons la version autonome du système de Lotka-Volterra (1.3) càd le système
suivant

dxi
dt

= xi

(
bi −

n∑
j=1

aijxj

)
, t > 0, i = 1, ..., n, (1.5)

où bi, aii sont des constantes positives. Dans [39], Goh a introduit la notion de matrice V-L
stable et a montré que si la matrice des coe�cients compétitifs A = (aij)

n
i,j=1 est V-L stable

et que si le système (1.5) admet un unique point d'équilibre positif, alors ce point d'équilibre
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est globalement attractif. Hofbauer & Sigmund [60] ont généralisé la notion de V-L stabilité
introduite par Goh.
Dé�nition 1.2.4. (Hofbauer & Sigmund [60]). Soit A = (aij)

n
i,j=1 une matrice à coe�cients

réels. On dira que A est V-L (Volterra-Lyapunov) stable s'il existe une matrice dia-
gonale positive D = diag(d1, ..., dn) et un vecteur γ = (γ1, ..., γn)

T ∈ int (Rn
+

)
, tels

que
1

2
x
(
DA+ ATD

)
xT =

n∑
i,j=1

diaijxixj ≥
n∑
i=1

γix
2
i ,

pour tout x = (x1, ..., xn)
T ∈ Rn.

Le théorème suivant nous donne une condition su�sante pour obtenir l'attractivité glo-
bale des points d'équilibres.
Théorème 1.2.3. (Goh [39]). Supposons que la matrice des coe�cients compétitifs A =

(aij)
n
i,j=1 soit V-L stable dans le sens de la dé�nition précédente et que le système

(1.5) admet un unique point d'équilibre positif x∗ ∈ int (Rn
+

)
. Alors x∗ est un point

d'équilibre globalement attractif.

1.3 Equations Di�érentielles à Retards

Dans cette partie on rappelle certains résultats sur les équations di�érentielles à retards.
Pour plus de détails on renvoie le lecteur aux monographies de Hale [48] et Smith [103].

Soit r > 0 un réel positif. On désignera par Cr = C ([−r, 0] ; R) l'espace de Banach
des fonctions continues sur l'intervalle [−r, 0] à valeurs dans R muni de la norme de la
convergence uniforme. On notera par C+

r le cone positif {x ∈ Cr : x ≥ 0} et par ^ l'inclusion
canonique R → Cr dé�nie par x 7→ x̂; x̂(θ) = x, θ ∈ [−r, 0] . Soient t0 ∈ R, A ≥ 0 et x ∈
C ([−t0 − r, t0 + A] ,R) . Pour tout t ∈ [t0, t0 + A] , on dé�nira xt ∈ Cr par xt(θ) = x(t+ θ),

−r ≤ θ ≤ 0.

Soit (τ1, ..., τn) ∈ int (Rn
+

), posons τ = max1≤i≤n τi et considérons l'espace produit
C =

n∏
i=1

Cτi muni de son cone positif C+ =
{
φ = (φ1, ..., φn)

T ∈ C : φi ≥ 0
}. Considérons

le système di�érentiel à retard suivant :
dx

dt
= f(t, xt), t > t0,

xt = ϕ, t = t0,
(1.6)

où f : R × C → Rn et ϕ ∈ C est une fonction continue. On désignera par xt(t0, f, ϕ) ou
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simplement xt(t0, ϕ) si aucune confusion n'est possible, la solution de (1.6) pour t ≥ t0.

Remarquons que xt0(t0, ϕ) = ϕ pour tout t0 ∈ R. Le théorème suivant nous donne une
condition su�sante sur f pour que le système (1.6) admette une solution unique pour tout
t > t0.

Théorème 1.3.1. (Hale [48]). Supposons que f(t, φ) soit continue par rapport à (t, φ) et
continûment di�érentiable par rapport à φ. Alors pour tout t0 ∈ R et ϕ ∈ C, le
système (1.6) admet une solution unique pour tout t > t0. De plus pour tout t > t0

�xé, la solution xt(t0, ϕ) est continûment di�érentiable par rapport à ϕ.
Un outil de base important en théorie des équations di�érentielles à retards est le principe de
comparaison. Soit f : R×C → Rn une fonction continue par rapport à (t, φ) et continûment
di�érentiable par rapport à φ. Considérons l'hypothèse suivante :
(H) Pour tout (t, ϕ), (t, ψ) ∈ R× C tel que ϕ ≤ ψ et ϕi(0) = ψi(0) pour un certain i alors

fi(t, ϕ) ≤ fi(t, ψ).

Théorème 1.3.2. (Smith [103]). (1) Supposons que f véri�e l'hypothèse (H).
(i) Si φ, ψ ∈ C avec ϕ ≤ ψ alors

xt(t0, f, ϕ) ≤ xt(t0, f, ψ), t > t0.

(ii) Supposons que y soit une fonction continûment dérivable telle que dy(t)
dt

≤ f(t, yt),

avec yt0 ≤ φ, alors y(t) ≤ xt(t0, f, φ), pour tout t > t0. De plus si dy(t)
dt

≥ f(t, yt),

avec yt0 ≥ φ, alors y(t) ≥ xt(t0, f, φ) pour tout t > t0.
(2) Supposons que l'une au moins des deux fonctions f ou g satisfait l'hypothèse (H)
et que f(t, ψ) ≤ g(t, ψ) pour tout (t, ψ) ∈ R × C. Alors pour tout φ ∈ C, on a
xt(t0, f, ψ) ≤ xt(t0, g, ψ), ∀t > t0.

Remarque 1.3.1. (i) Supposons que f satisfait l'hypothèse suivante :
(H)′ ∀ (t, ϕ), (t, ψ) ∈ R × C tel que ϕ < ψ et ϕi(0) = ψi(0) pour un certain i alors

fi(t, ϕ) < fi(t, ψ).
On montre alors que si φ, ψ ∈ C avec ϕ < ψ on a xt(t0, f, ϕ) < xt(t0, f, ψ), t > t0 (voir
Smith [103]).
(ii) Si l'une au moins des deux fonctions f ou g satisfait (H)′ avec f(t, ψ) < g(t, ψ)

pour tout (t, ψ) ∈ R×C, alors pour tout ψ ∈ C on a xt(t0, f, ψ) < xt(t0, g, ψ), ∀t > t0

(voir Smith [103]).
Étant donné qu'en dynamique des populations on s'intéresse uniquement aux solutions
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positives, il est utile d'avoir un critère de positivité des solutions. Le résultat suivant est un
cas particulier du théorème précédent.
Thèorème 1.3.3. (Smith [103]). Supposons que f satisfait :

∀ ϕ ∈ C+, avec ϕi(0) = 0 pour un certain i, alors fi(t, ϕ) ≥ 0, t > t0.

Alors pour tout ϕ ∈ C+ on a xt(t0, f, ϕ) ≥ 0 pour tout t > t0.

L'hypothèse (H) est une hypothèse de monotonie sur f . En particulier si les composantes
fi de f sont monotones croissantes par rapport à ϕ, alors on peut appliquer le principe
de comparaison (Théorème 1.3.2). Cependant ils existent d'autres hypothèses qui sont en
pratique plus réalisables que l'hypothèse (H). Soit φ0 ∈ C+ et dé�nissons la di�érentielle
de f au point φ0 par L(t, .) = Dφ0f(t, φ0). En utilisant la représentation de Riesz, on a la
décomposition suivante (Smith [103])

Li(t, φ) =
n∑
j=1

∫ 0

−τj φj(θ)dηij(θ, t), i = 1, ..., n, φ = (φ1, ..., φn),

où ηij : R × R → R sont des fonctions à variations bornées en θ satisfaisants les conditions
suivantes

ηij(θ, t) = ηij(0, t), θ ≥ 0,

ηij(θ, t) = 0, θ ≤ −τj.

On a alors le théorème suivant.
Théorème 1.3.4. (Smith [103]). Supposons que :
(A1) Pour tout φ ∈ C+, tel que φi(0) = 0 on a Li(t, φ) ≥ 0 pour tout t ∈ R.

(A2) La matrice A(t) dé�nie par

A(t) = col (L(t, ê1), ..., L(t, ên)) ,

est irréductible pour tout t ∈ R, où {e1, ..., en} est la base canonique de Rn.
(A3) Pour tout j il éxiste i tel que pour tout t > 0 et ε > 0 assez petit on a ηij(−τj+ε, t) >

0.

(A4) Si φ ≡ 0, alors xt(t0, f, φ) = 0 pour tout t > t0.

Alors la condition (H) est satisfaite. De plus pour tout φ ∈ C+, φ 6≡ 0 et t0 ∈ R on a
xt(t0, f, φ) > 0 pour tout t > t0.

Dans le cas périodique on a le résultat suivant sur l'existence de solutions périodiques.
Théorème 1.3.5. (Wendi [129]). Supposons que f(t, φ) soit périodique par rapport à t de

période ω > 0, et que les hypothèses (A1)-(A4) sont véri�ées. Supposons de plus que :
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(A5) Il existe a, b (0 < a < b) tel que

f(t, Âs) > 0, t ∈ R, 0 < s ≤ 1,

f(t, B̂ξ) < 0, t ∈ R, ξ ≥ 1,

où As = (sa, ..., sa) et Bξ = (ξb, ..., ξb). Alors les fonctions x(t, 0, Âs) et x(t, 0, B̂ξ)

convergent vers une solution positive ω−périodique du système (1.6) lorsque t→ +∞.

Dé�nition 1.3.1. On dit qu'une solution positive x∗ de (1.6) est globalement attractive si
pour toute solution positive x de (1.6) on a :

lim
t→+∞

(x(t)− x∗(t)) = 0.

Le théorème suivant nous donne des conditions su�santes pour l'existence d'une solution
globalement attractive dans le cas périodique.
Théorème 1.3.6. (Wendi [129]). Supposons que f(t, φ) soit périodique par rapport à t de

période ω > 0, et que les hypothèses (A1)-(A5) sont véri�ées. Supposons de plus que :
(A6) Pour tout ψ > 0 et t ∈ R, on a

f(t, ψ)−Dψf(t, ψ)ψ > 0.

Alors le système (1.6) admet une solution positive, ω−périodique et globalement attrac-
tive.

Remarque 1.3.2. On peut montrer que si le système (1.6) admet une solution périodique
globalement attractive, alors cette solution périodique est unique (cf. Burton [16]). Les
hypothèses (A1)-(A6) sont des conditions su�santes pour l'existence et l'unicité d'une
solution périodique. Notons que sous les hypothèses (A1)-(A5), on peut montrer que
l'unicité d'une solution périodique est équivalente a son attractivité globale (Wendi
[129]).

1.4 Théorie des Semi�ots

Dans ce paragraphe on donne une interprétation des solutions du système (1.6) en terme
de semi�ots. Pour plus de détails, on renvoie aux monographies de Hale & Lunel [50] et Zhao
[137].
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Dans toute la suite on désignera par (X,K) un espace de Banach muni d'un cône positif
K càd d'une partie fermé convexe K de X telle que : int(K) 6= ∅, αK ⊂ K pour tout α > 0,
K+K ⊂ K et K∩ (−K) = {0}. On écrira x � y (resp : x� y) si et seulement si x−y ∈ K,
(resp : x− y ∈ int(K)). Il est facile de véri�er que � est une relation d'ordre.
Soit f : X → X une application continue. On dira que f est monotone (resp : fortement
monotone) si pour tous x, y ∈ X tel que x � y (resp : x � y) on a f(x) � f(y), (resp :
f(x) � f(y)). On dira que f est fortement positive si pour tout x� 0 on a f(x) � 0.
On notera par d(x,A) la distance dans X d'un point x ∈ X à un ensemble A ⊂ X.

1.4.1 Semi�ots Discrets

Dé�nition 1.4.1. Soit S : K → K une application continue telle que S(0) = 0.
(i) On appelle semi�ot discret engendré par l'application S l'ensemble {Sn}n≥1, où Sn =

S ◦ ... ◦ S, n fois.
(ii) On dira que x0 ∈ K est un point d'équilibre du semi�ot discret {Sn}n≥1, si x0 est un

point �xe de S.
(iii) Un point d'équilibre x0 est dit globalement attractif pour le semi�ot discret {Sn}n≥1

si Sn(x) → x0 pour tout x� 0, lorsque n→ +∞.
Avant d'énoncer le théorème principal de ce paragraphe, on aura besoin de la dé�nition
suivante.
Dé�nition 1.4.2. Soit U une partie fermé et convexe de X. On dira d'une application

continue S : U → U qu'elle est sub-homogène si S(λx) � λS(x), pour tout x ∈ U et
λ ∈ [0, 1] ; Strictement sub-homogène si S(λx) � λS(x) pour tout x ∈ U , x � 0 et
λ ∈ (0, 1).

Théorème 1.4.1. (Hale & Lunel [50]) Supposons que f : R×C → Rn véri�e les conditions
du Théorème 1.3.1. Si f(t, φ) est strictement sub-homogène en φ pour tout t �xé, alors
pour tout t > t0, l'application φ→ xt(t0, f, φ) est strictement sub-homogène.

Le théorème suivant assure l'existence de points d'équilibres globalements attractifs.
Théorème 1.4.2. (Zhao [137]) Soit S : K → K une application continûment di�érentiable

telle que S(0) = 0. Supposons que S satisfait les hypothèses suivantes :
(1) S est fortement monotone et strictement sub-homogène.
(2) DS(0) est compacte et fortement positive.
Alors :
(a) Si r(DS(0)) ≤ 1, x = 0 est globalement attractif pour le semi�ow discret {Sn}n≥1.
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(b) Si r(DS(0)) > 1, le semi�ow discret {Sn}n≥1 admet un point d'équilibre positif et
globalement attractif x∗ � 0, où r(DS(0)) désigne le rayon spectral de l'application
linéaire compacte DS(0).

1.4.2 Semi�ots Autonomes

Dé�nition 1.4.3. On dira qu'une famille de fonctions continues T (t) : X → X, t ≥ 0, est
un semi�ot autonome si elle véri�e les conditions suivantes :
i) L'application (x, t) → T (t)x est continue.
ii) T (0) = I, où I est l'identité dans X.
iii) T (t+ s) = T (t) ◦ T (s), pour tout t, s ≥ 0.

Dé�nition 1.4.4. Un semi�ot T (t) : X → X, t ≥ 0 est dit monotone (resp : fortement
monotone), si T (t)x � T (t)y (resp : T (t)x � T (t)y), pour tout x et y tels que x � y

(resp : x� y) et t > 0.

Dé�nition 1.4.5. Soit T (t), t ≥ 0 un semi�ot autonome sur un Banach X. On dira que
x0 ∈ X est un point d'équilibre pour le semi�ow T (t) si T (t)x0 = x0 pour tout t ≥ 0.

On dira d'une partie non vide compact A ⊂ X est un attracteur pour le semi�ot T (t)

si A est invariante (càd T (t)A ⊂ A, t ≥ 0) et s'il existe un voisinage ouvert V de A tel
que lim

t→+∞
sup
x∈V

d (T (t)x,A) = 0.
Le résultat fondamental suivant dû à Hirsch nous donne un critére sur l'éxistence de

points d'équilibres globalements attractifs pour les semi�ots monotones.
Théorème 1.4.3. (Hirsch [55]). Soit T (t), t ≥ 0, un semi�ot monotone sur un Banach

ordonné X. Supposons que T (t) admet un attracteur A contenant un point d'équilibre
unique p. Alors p est un point d'équilibre attractif (càd lim

t→+∞
T (t)x = p, pour tout

x ∈ V ).
Dans le Théorème 1.4.3 la monotonie du semi�ot assure l'attractivité globale du point

d'équilibre. Étant donné que les systèmes compétitifs engendrent des semi�ots non mono-
tones il est indispensable de remplacer l'hypothèse de monotonie dans le Théorème 1.4.3
par une autre condition moins restrictive. Avant d'énoncer une généralisation du Théorème
1.4.3, on aura besoin de la notion de semi�ot dissipatif.
Dé�nition 1.4.6. On dira que le semi�ot autonome T (t), t ≥ 0, est dissipatif sur un Banach

X, s'il existe un ensemble borné B0 ⊂ X tel que lim
t→+∞

d (T (t)x,B0) = 0, pour tout
x ∈ X.
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Le résultat suivant du à Zhao est une généralisation du Théorème 1.4.3 pour les semi�ows
non monotones.
Théorème 1.4.4. (Zhao [137]). Soient T (t) : X → X, t ≥ 0, un semi�ot autonome et X0

une partie de int(K) tel que T (t)X0 ⊂ X0 pour tout t ≥ 0. Supposons que
1) T (t) est dissipatif ;
2) Il existe N ≥ 1, tel que l'application (T (t))N est compacte pour tout t > 0 ;
3) T (t) est uniformément permanent càd il existe η > 0 tel que lim inf

t→+∞
d (T (t)x,Xc

0) ≥ η

pour tout x ∈ X0, où Xc
0 désigne l'ensemble complémentaire X\X0 ;

Alors le semi�ot T (t) admet un attracteur global A0 dans X0, de plus A0 contient un
point d'équilibre x0, càd T (t)x0 = x0, pour tout t ≥ 0.

L'hypothèse de monotonie dans le Théorème 1.4.3 a été remplacé par une condition
de compacité du semi�ow. En pratique on montre que cette condition est toujours véri�ée
pour des systèmes di�érentiels à retards �nis (Hale [48]). Il existe cependant une version
du Théorème 1.4.4 où la compacité du semi�ow est remplacée par la notion �d'application
α−condensante� (Hale & Lunel [50]).

1.4.3 Semi�ots Nonautonomes

Dé�nition 1.4.7. Soit ∆ = {(t, s) : 0 ≤ t ≤ s} . On dit qu'une famille de fonctions conti-
nues Φ : ∆×X → X est un semi�ot nonautonome si
i) Φ(s, s, x) = x, pour tout s ≥ 0 et x ∈ X;

ii) Φ(t, s,Φ(s, r, x)) = Φ(t, r, x), pour tout t ≥ s ≥ r ≥ 0 et x ∈ X.
La notion de solution périodique nous amène à dé�nir la notion de semi�ot périodique.
Dé�nition 1.4.8. On dit qu'un semi�ot nonautonome Φ est ω−périodique si

Φ(t+ nω, t0 + nω, x) = Φ(t, t0, x) pour tout t ≥ t0, n ≥ 1 et x ∈ X.
Si Φ est un semi�ot nonautonome ω−périodique, on dé�nit l'application de Poincaré
S : X → X associée au semi�ot Φ par S(x) = Φ(ω, 0, x), x ∈ X.

Remarque 1.4.1. On peut montrer que si f véri�e les conditions du Théorème 1.3.1, alors
la famille de fonctions dé�nie par Φ(t, s, φ) = xt(s, φ), (t, s) ∈ ∆, φ ∈ C forme un
semi�ot nonautonome sur l'espace des phases C, où xt(s, φ) désigne la solution du
système (1.6) correspondante à la donnée initiale φ (Hale [48]). En particulier si la
fonction f(t, φ) est périodique par rapport à t de période ω > 0, alors on peut montrer
que le semi�ot nonautonome Φ est ω−périodique. S'il existe ϕ∗ ∈ C tel que S(ϕ∗) =

Φ(ω, 0, ϕ∗) = ϕ∗, alors la solution xt(0, ϕ
∗), t ≥ 0 est une solution périodique du
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système (1.6). L'existence de solutions périodiques est donc équivalente à l'existence
de points �xes de l'application de Poincaré S : C → C dé�nie par S(φ) = Φ(ω, 0, φ),

φ ∈ C, où Φ est le semi�ow nonautonome du système périodique (1.6).
Le théorème suivant réduit l'étude du comportement asymptotique d'un semi�ow nonau-

tonome périodique Φ, a celui du semi�ow discret engendré par son application de Poincaré.
Théorème 1.4.5. (Zhao [137]). Soit Φ : ∆×X → X un semi�ow nonautonome ω−périod-

ique. Dé�nissons un semi�ow autonome T (t) par T (t)x = Φ(t, 0, x), t ≥ 0 et x ∈ X et
soit A un ensemble compact et T−invariant dans X, càd que T (ω)A = A. Si pour un
certain y ∈ X, lim

n→+∞
d (Φ(nω, 0, y), A) = 0 alors lim

t→+∞
d (Φ(t, 0, y), T (t)A) = 0.

1.5 Théorème de Gaines & Mawhin

Le Théorème du point �xe de Gaines & Mawhin est un puissant outil en théorie des
équations di�érentielles pour montrer l'existence de solutions périodiques. Ce théorème utilise
la notion de degré topologique (degré de Brouwer) d'une application ou d'un opérateur. On
renvoie pour plus de détails à la monographie de Gaines & Mawhin [38].

Soient X et Y deux espaces de Banach réels, L :Dom (L) ⊂ X → Y une application
linéaire de domaine Dom (L) ⊂ X et N : X → Y une application continue.
Dé�nition 1.5.1. On dit que L est une application de Fredholm d'indice zero si dim kerL-

=codim Im L <∞ et que Im L est fermé dans Y.
Soient P : X → X, Q : Y → Y deux projecteurs continues et L une application de

Fredholm d'indice zero telle que Im P= kerL et kerQ =Im L =Im (I −Q). Alors on peut
montrer que la restriction Lp de L à Dom (L) ∩ kerP est inversible. On notera cet inverse
pat Kp. Soit Ω ⊂ X un ouvert borné de X.
Dé�nition 1.5.2. On dit que l'application continue N : X → Y est L−compacte sur Ω si

QN(Ω) est borné et Kp(I −Q)N : Ω → X compacte.
Il est clair que Im Q est isomorphe à kerL. Dans ce qui suit on désignera par J :Im

Q→ kerL cet isomorphisme.
Soient U un ouvert de X et f : U → Rn une application di�érentiable. Désignons par

Jf (x) le Jacobien de f au point x ∈ U . Dans ce qui suit on dé�nie la notion de degré
topologique (dit aussi degré de Brouwer) d'une application di�érentiable.
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Dé�nition 1.5.3. On dé�nie le degré de Brouwer de f au point x ∈ Rn par

deg(f, U, x) =
∑

y∈f−1(x)

sgnJf (y)

où sgnJf (y) désigne le signe du Jacobien de f au point y. Si f−1(x) = ∅ on posera
deg(f, U, x) = 0.

Quelques propriétés importantes du degré de Brouwer sont données dans le théorème
suivant.
Théorème 1.5.1. (Gaines & Mawhin [38]).

i) deg(I, U, y) = 1 pour tout y ∈ U , où I désigne l'application identité dans Rn.
ii) Soient y0 ∈ Rn et φ : [0, 1] × U → Rn, (t, y) 7→ φ(t, y) une application continue
par rapport à t et di�érentiable par rapport à y. Si φ(t, y) 6= y0 pour tout t ∈ [0, 1] et
y ∈ ∂U alors

deg(φ(0, y), U, y0) = deg(φ(1, y), U, y0).

Remarque 1.5.1. La propriété (ii) montre que le degré de Brouwer d'une application dif-
férentiable est invariant par homotopie.

On est maintenant en mesure d'énoncer le théorème principal de ce paragraphe.
Théorème 1.5.2. (Gaines & Mawhin [38]). Soient Ω ⊂ X un ouvert borné de X, L un

opérateur de Fredholm d'indice zero et N une application L−compacte sur Ω. Supposons
que :
1) Pour tout λ ∈ (0, 1), toute solution de l'équation Lx = λNx est tel que x 6∈ ∂Ω.

2) Pour tout x ∈ ∂Ω ∩ kerL, QNx 6= 0.

3) deg(JQN,Ω ∩ kerL, 0) 6= 0.

Alors l'équation Lx = Nx admet au moins une solution x ∈ Ω ∩Dom L.



Chapitre 2

Comportement Asymptotique des

Solutions d'un Système Dérivant de la

Biologie

2.1 Le Modèle

Il est bien connu en biologie que le foie exécute ses fonctions métaboliques à l'aide d'en-
zymes �xés à l'intérieurs de certain types de cellules appelées hépatocytes. Ces cellules im-
mobiles sont �xées à la paroi de certaines capillaires du foie véhiculant le �ux sanguin qui
transporte l'oxygène, ainsi que d'autres substances, nécessaires à leurs survie.

On a observé que les fonctions métaboliques du foie sont réparties spatialement en di�é-
rentes zones d'activités enzymatiques, en relation avec la direction du �ux sanguin parcou-
rant le foie, de tel sorte que certaines zones sont situées en amont les unes des autres. Cette
répartition spatiale des zones d'activité enzymatiques est du à la répartition des cellules
hépatocytes à l'intérieur des capillaires. Dans le cas le plus simple de deux enzymes, on a
deux types d'hépatocytes à l'intérieur de chaque capillaire. Deux zones d'activité enzyma-
tiques séparées apparaissent donc lorsque chacun des deux types d'hépatocytes est localisé
en amont de l'autre type. Bass, Bracken, Holmåker & Je�eries [8] ont construit un modèle
mathématique dans le cas de deux enzymes, décrivant le mécanisme par lequel la structure
en deux zones d'activités enzymatiques du foie apparaît. Ce mécanisme est formulé en terme
d'exclusion concurrentielle entre les deux types d'hépatocytes. Cette interaction compétitive
entre les deux types de cellules, se fait par la consommation de l'oxygène transporté par le
�ux sanguin le long de la capillaire, ce qui détermine à la fois le taux de croissance ainsi

23
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que le taux de mortalité de chaque type de cellules. Si on désigne par %i(t, x) la densité des
cellules de type i (i = 1, 2) comme étant une fonction du temps t et de la position x, le
processus est modélisé par le système intégrodi�érentiel suivant

∂%i(t, x)

∂t
= %i(t, x)

×
{
ki (σ − %1(t, x)− %2(t, x))− µi −

µi
f

∫ x
0

(k1%1(t, ξ) + k2%2(t, ξ)) dξ

}
.

(2.1)

Dans ce modèle l'axe des x est pris le long de la capillaire dans le sens du �ux sanguin avec
l'entrée en x = 0 et la sortie en x = l. σ désigne la densité cellulaire maximale %1 + %2, ki%i

est le taux de consommation de l'oxygène par les cellules de type i, f est la vitesse du �ux
sanguin, µi est le taux de mortalité des cellules de type i. Il est facile de véri�er que si le taux
de croissance kiσ est plus petit que le taux de mortalité µi, alors la densité de population
%i → 0 quand t→ +∞. Les cellules de type i tendent donc vers l'extinction. On supposera
alors que kiσ > µi.

Il est intéressant de noter ici la présence dans le modèle (2.1) de la variable spatiale x.
Cette dépendance spatiale est dû au fait que le taux de croissance dépend en chaque point
x de la capillaire, de l'accumulation de la consommation de l'oxygène par les cellules situées
en amont du point x.

Le système (2.1) peut être réduit à l'aide d'un changement de variable, à la forme plus
simpli�ée suivante (cf. Holmåker [61])

∂v1

∂t
= v1

{
1− v1 − v2 −

∫ x
0

(v1 + θv2) dξ
}
, t > 0, x ∈ [0, L]

∂v2

∂t
= γv2

{
λ− v1 − v2 − η

∫ x
0

(v1 + θv2) dξ
}
, t > 0, x ∈ [0, L],

(2.2)

avec les données initiales

vi(x, 0) = vi0(x), x ∈ [0, L], i = 1, 2.

Dans le système (2.2) v1 et v2 sont proportionnelles à %1 et %2 respectivement. Les coe�cients
λ, γ, η et θ sont des constantes positives. Les données initiales vi0(x) sont des fonctions
positives mesurables et bornées sur [0, L] tel que vi0(x) ≥ δ pour tout x ∈ [0, L], où δ > 0 est
une constante positive. On notera que le système (2.2) admet comme solutions stationnaires
non triviales les fonctions suivantes : (e−x, 0) et (0, λe−ηθx). Dans [61], Holmåker a montré le
résultat suivant.
Théorème 2.1.1. (Holmåker [61]). i) Supposons que λ < min(1, η), alors il existe β, ω > 0
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et un T > 0 su�samment grand tel que :

|v1(t, x)− e−x| ≤ βe−ωt, x ∈ [0, L], t > T,

lim
t→+∞

v2(t, x) = 0, x ∈ [0, L].

ii) Si λ > max(1, η), alors il existe β′, ω′ > 0 et un T ′ > 0 su�samment grand tel que

lim
t→+∞

v1(t, x) = 0, x ∈ [0, L],

|v2(t, x)− λe−ηθx| ≤ β′e−ω
′t, x ∈ [0, L], t > T ′.

Le Théorème 2.1.1 montre que pour certaines valeurs des paramètres du système, l'une des
deux populations cellulaires tend vers l'extinction alors que l'autre population se stabilise
à sa solution stationnaire (non triviale) correspondante. Ce résultat montre l'impossibilité
de la coexistence des deux types d'hépatocytes dans une même capillaire. Ce mécanisme
d'exclusion concurrentielle entres les deux types de cellules explique en partie la structure
spatiale en zones observée dans le foie.

Une généralisation de ce modèle dans le cas de n enzymes a été décrite par les mêmes
auteurs dans le dernier chapitre de leur article (Bass et al. [8] ; p 193). Dans cette partie de
la thèse on propose une généralisation de ce modèle dans le cas nonautonome càd lorsque
les paramètres du modèle sont dépendants du temps, en considérant le modèle suivant

∂ui
∂t

= ui

{
ai(t)−

n∑
j=1

bij(t)uj −
n∑
j=1

cij(t)
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ,

}
, t > 0, x ∈ [0, L]

ui(0, x) = u0i(x), x ∈ [0, L].

(2.3)

On supposera tout au long de ce chapitre que :
(H1) ai(t), bij(t) et cij(t) sont des fonctions positives, continues et bornées pout t > 0,

i, j = 1, ..., n.
(H2) Les données initiales u0i sont positives, mesurables et bornées sur [0, L] tel que u0i(x) ≥

δ pour tout x ∈ [0, L] et i = 1, ..., n, où δ > 0 est une constante positive.
Le système (2.3) possède une certaine similitude avec les systèmes de type Lotka-Volterra
compétitifs nonautonomes (cf. [3-6], [68], [70], [91-92], [111], [118-119]). La particularité de
ce système est la présence de la variable spatiale x dans le modèle, on prendra donc comme
espace des phases X l'espace des fonctions mesurables et bornées sur [0, L] muni de la
norme de la convergence uniforme. Comme tout modèle de dynamique des populations,
on s'intéressera à l'extinction, la permanence et la stabilité asymptotique des solutions. En
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adaptant les techniques développées par Montes de Oca et Zeeman [91-92] pour des systèmes
de type Lotka-Volterra, on établira un critère algébrique simple portant sur les coe�cients
du système donnant l'extinction des n − r (r ≤ n) dernières composantes de la solution en
tout point de l'interval [0, L]. En développant une idée de Holmåker [61], on montre dans
le cas autonome, càd lorsque les coe�cients sont constants, que les solutions permanentes
convergent vers leurs solutions stationnaires correspondantes. Dans le cas où n = 2, on
montrera que les résultats obtenus coincident avec ceux de Holmåker.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le paragraphe 2 on montre que le système
(2.3) admet une solution positive, unique, globale et bornée. Dans le troisième paragraphe on
établit un critère algébrique portant sur les coe�cients ai, bij, cij du système (2.3) donnant
l'extinction des n−r dernières composantes xr+1, ..., xn de la solution. Le dernier paragraphe
est consacré au cas autonome. On montre que si la matrice des coe�cients compétitifs
(aij)

n
i,j=1 est V-L stable, alors les r premières composantes x1, ..., xr de la solution convergent

vers les solutions stationnaires correspondantes. L'exemple donné à la �n du chapitre montre
que le Théorème 2.1.1 est un cas particulier des résultats obtenus lorsque n = 2.

2.2 Existence et Unicité

Soit X l'espace de Banach des fonctions mesurables et bornées u : (0, L) → Rn, muni de
la norme de la convergence uniforme et X+ le cone positif dé�ni par
X+ = {u = (u1, ..., un) ∈ X : ui > 0, i = 1, ..., n}. On dira d'une fonction u : I0×(0, L) → Rn,

u = (u1, ..., un), où I0 ⊂ R+ est un intervalle de R+ contenant le temps initial t = 0, est
une solution de (2.3) si u(t, x) est continûment dérivable par rapport à t pour tout x �xé,
mesurable par rapport à x pour tout t �xé tel que ∫ x

0
ui(t, ξ)dξ, (i = 1, ..., n) soit �ni, continue

par rapport à t pour tout x ∈ (0, L) et satisfaisant (2.3).
Soit f = (f1, ..., fn) : R+ ×X → X la fonction dé�nie par

fi(t, u) = ui

{
ai(t)−

n∑
j=1

bij(t)uj −
n∑
j=1

cij(t)

∫ x

0

uj(ξ)dξ

}
, i = 1, ..., n.

Considérons le problème de Cauchy suivant
du

dt
(t) = f(t, u), t > 0

u(0) = u0,
(2.4)
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où u0 = (u01, ..., u0n) ∈ X+. Une solution de (2.4) est une fonction u : I0 → X continûment
di�érentiable sur un certain intervalle I0 contenant le temps initial t = 0 et satisfaisant (2.4).
On peut montrer que toute solution du système (2.3) est une solution de (2.4). Puisque
la fonction f est continue par rapport à (t, u) ∈ R+ × X et localement Lipschitzienne par
rapport à u, alors d'après le théorème fondamental sur l'existence des solutions des équations
di�érentielles (Coddington & Levinson [21]), le système (2.4) admet une solution locale
unique u dé�nie sur un certain interval I0 contenant le temps initial t = 0. Désignons par u
une telle solution et dé�nissons la fonction à valeurs réelles suivante

u(t, x) = (u(t)) (x), (2.5)

où t ∈ I0 et x ∈ [0, L]. On veut montrer que u(t, x) dé�nie dans (2.5) est une solution du
système (2.3).
Proposition 2.2.1. La fonction u dé�nie par (2.5) est une solution positive du système

(2.3). De plus cette solution est unique et globale.
Preuve. Il su�t de montrer que u(t, x) est continûment dérivable par rapport à t pour

chaque x �xé et satisfait le système (2.3). Soit x ∈ [0, L] �xé, et considérons l'applica-
tion linéaire et continue suivante : px : X → Rn, u 7−→ u(x). On a alors

u(t, x) = px ◦ u(t). (2.6)

Comme px ∈ C∞(X; Rn), il s'en suit que u(t, x) est continûment dérivable par rapport à
t comme composée de deux fonctions continûments dérivables t 7−→ u(t) et u 7−→ px(u).
De plus en calculant la dérivée des deux membres de (2.6) on obtient

∂u

∂t
(t, x) =

dpx
du

◦ du
dt

(t) = px ◦
du

dt
(t) =

du

dt
(t)(x),

u(t, x) satisfait donc (2.3). L'unicité de la solution du système (2.4) découle de celle de
(2.3). Pour montrer la positivité, écrivons le système (2.3) sous la forme

∂ui
∂t

= ui(t, x)fi(t, x), i = 1, ..., n

où fi est une fonction continue en t. Puisque u0i > 0 on obtient que

ui(t, x) = u0i(x) exp
(∫ t

0
fi(s, x)ds

)
> 0, t > 0.
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Finalement l'inégalité ui(t, x) ≤ u0i(x) exp
(∫ t

0
ai(s)ds

)
et les théorèmes de prolonge-

ment entraînent que la solution u est dé�nie pour tout t > 0. �

2.3 Extinction

Dans cette partie on commence par montrer la bornitude des solutions du système (2.3).
Pour cela on utilisera le principe de comparaison. Dans tout le reste de ce chapitre on utilisera
les notations suivantes :

f l = inf
t>0

f(t), fm = sup
t>0

f(t).

Proposition 2.3.1. Supposons que blii > 0, i = 1, ..., n. Alors il existe une constante positive
Mi > 0 telle que pour toute solution positive u = (u1, ..., un) du système (2.3) on a

lim sup
t→∞

sup
x∈(0,L)

ui(t, x) ≤Mi.

De plus si lim
t→∞

ai(t) = 0 alors lim
t→+∞

ui(t, x) = 0, ∀x ∈ [0, L] , (i = 1, ..., n) .

Preuve. Puisque les coe�cients du système (2.3) sont positifs on a
∂ui
∂t

≤ ui {ai(t)− bii(t)ui} , t > 0. (2.7)

Soit wi la solution du problème suivant
dwi
dt

= wi {ai(t)− bii(t)wi} , t > 0

wi(0) = max
x∈[0,L]

ui0(x).

L'inégalité (2.7) et le théorème de comparaison entraînent ui(t, x) ≤ wi(t) pour tout
t > 0 et x ∈ [0, L]. D'après le Théorème 1.2.2 il existe une constante Mi > 0 tel que
lim sup
t→∞

wi(t) ≤Mi d'ou lim sup
t→∞

sup
x∈(0,L)

ui(t, x) ≤Mi.
La seconde partie de la proposition découle directement de la partie ii) du Théorème
1.2.2. �

Soit r (1 ≤ r ≤ n) un entier et considérons l'hypothèse suivante :
(H3) i) blii > 0, i = 1, ..., n.

ii) Pour tout entier k > r il existe un ik < k tel que :

lim inf
t→+∞

aik(t) > 0, lim inf
t→+∞

bikj(t) > 0, lim inf
t→+∞

cikj(t) > 0, j = 1, ..., k.
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et
lim inf
t→+∞

ak(t)

aik(t)
< lim inf

t→+∞

bkj(t)

bikj(t)
, j = 1, ..., k,

lim inf
t→+∞

ak(t)

aik(t)
< lim inf

t→+∞

ckj(t)

cikj(t)
, j = 1, ..., k.

Théorème 2.3.1. Supposons qu'il existe r (1 ≤ r ≤ n) tel que l'hypothèse (H3) est véri�ée.
Alors on a pour tout i = r + 1, ..., n :

a) lim
t→∞

ui(t, x) = 0, ∀x ∈ [0, L] ;

b) ∫ L
0

∫∞
0
ui(t, x) dtdx <∞.

De plus la convergence en a) est exponentielle dans X.
Preuve. La preuve se fait par récurrence sur k. Montrons d'abord que

lim
t→∞

un(t, x) = 0,
∫∞

0
un(s, x)ds <∞, ∀x ∈ (0, L).

De (H3)/(ii) ils existent des réels positifs Tn, αn, ηn, εn > 0 pour lesquels

ain(t) > ηn, binj(t) > ηn, cinj(t) > ηn, j = 1, ..., n

et
an(t)

ain(t)
< αn − εn,

bnj(t)

binj(t)
> αn,

cnj(t)

cinj(t)
> αn,

pour tout t ≥ Tn, j = 1, ..., n. Ceci entraîne que

an(t)− αnain(t) < −εnηn =: −δn,
αnbinj(t)− bnj(t) < 0,

αncinj(t)− cnj(t) < 0,

(2.8)

pour tout t ≥ Tn et j = 1, ..., n. Dé�nissons la fonction suivante

Vn(t, x) = un (uin)−αn , t > 0, x ∈ [0, L] .

De l'hypothèse (H2) et la première équation du système (2.3) il s'en suit que

uin(t, x) = u0in(x)

× exp

(∫ t
0

[
ain(s)−

n∑
j=1

binj(s)uj −
n∑
j=1

cinj(s)
∫ x

0
uj(s, ξ)dξ

]
ds

)

≥ δ exp

(
−

n∑
j=1

‖binj‖XMjt−
n∑
j=1

L ‖cinj‖XMjt

)
=: δ′in > 0,

(2.9)
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où la constante δ′in est indépendante de x. La fonction Vn est donc dé�nie continue
et dérivable par rapport à t pour tout x �xé. En calculant la dérivé de Vn(t, x) par
rapport à t et en utilisant (2.3) on obtient

∂Vn
∂t

= −αn(uin)t(uin)−αn−1un + (uin)−αn(un)t = Vn(t, x)

×

{
(an − αnain) +

n∑
j=1

(αnbinj − bnj)uj +
n∑
j=1

(αncinj − cnj)
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ

}
.

Les inégalités (2.8) impliquent
∂Vn
∂t

≤ −δnVn(t, x); t ≥ Tn, x ∈ [0, L] .

Le Lemme de Gronwall appliqué à cette dernière inégalité donne

Vn(t, x) ≤ Vn(Tn, x) exp (−δn(t− Tn)) , pour t ≥ Tn.

On déduit de (2.9) que Vn(Tn, x) ≤ Mn

(
δ′in
)−αn

=: δ∗n, où δ∗n est indépendant de x,
d'où

Vn(t, x) ≤ δ∗n exp (−δn(t− Tn)) .

En revenant à un, il apparaît que

un(t, x) ≤ (Min)αn δ∗n exp (−δn (t− Tn)) = Rn exp (−δn(t− Tn)) , (2.10)

pour tout t ≥ Tn et x ∈ [0, L]. L'inégalité (2.10) entraîne alors que lim
t→+∞

un(t, x) = 0,
pour tout x ∈ [0, L]. Finalement en intégrant les deux membres de (2.10) sur (Tn,+∞)

on conclut que ∫ +∞

Tn

un(t, x)dt ≤ Cn,

pour tout x ∈ [0, L] où Cn est indépendant de x.
Supposons qu'on a

lim
t→∞

ui(t, x) = 0 et ∫∞
0
ui(s, x)ds < C, (2.11)

pour tout i > k, où C est indépendant de x. On veut montrer que lim
t→∞

uk(t, x) = 0 et∫∞
0
uk(s)ds <∞. En utilisant l'hypothèse (H3) une deuxième fois, ils existent ik < k,
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αk > 0 et δk > 0 tels que

ak(t)− αkaik(t) < −δk,
αkbikj(t)− bkj(t) < 0,

αkcikj(t)− ckj(t) < 0,

(2.12)

où j = 1, ..., k et t > Tk. Considérons la fonction Vk(t, x) = uk (uik)
−αk pour x ∈ [0, L]

et t > 0. On a

∂Vk
∂t

= Vk(t, x)× (ak − αkaik) + Vk(t, x)×

(
k∑
j=1

(αkbikj − bkj)uj

)

+Vk(t, x)×

{
k∑
j=1

(αkcikj − ckj)
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ + fk(t, x)

}
,

(2.13)

où fk(t, x) est dé�nie par

fk(t, x) =
n∑

j=k+1

(αkbikj − bkj)uj +
n∑

j=k+1

(αkcikj − ckj)

∫ x

0

uj(t, ξ)dξ.

Les inégalités (2.12) et (2.13) assurent que
∂Vk
∂t

≤ Vk {−δk + fk(t, x)} . (2.14)

D'un autre coté l'hypothèse de récurrence (2.11) fournit
∫ t
Tk
|fk(s, x)| ds ≤

n∑
j=k+1

(
αk ‖bikj‖X + ‖bkj‖X

) ∫ t
Tk
ujds+

+
n∑

j=k+1

(αk ‖cikj‖X + ‖ckj‖X)
∫ t
Tk

∫ x
0
ujdξds

< βk,

(2.15)

où βk est indépendant de t et x. Il s'en suit des inégalités (2.14), (2.15) et le Lemme
de Gronwall que

Vk(t, x) ≤ Vk(Tk, x) exp (−δk(t− Tk) + βk) , t ≥ Tk.

D'où
uk(t, x) ≤ Rk exp (−δk(t− Tk) + βk) , t ≥ Tk.
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Finallement on obtient

lim
t→∞

uk(t, x) = 0 et ∫ L
0

∫ +∞
0

uk(t, x)dtdx <∞,

ceci complète la preuve du théorème. �

Corollaire 2.3.1. Supposons qu'il existe un entier r (1 ≤ r ≤ n) tel que :
(H3)′ blii > 0, (1 ≤ i ≤ n) et à chaque k > r correspond un ik < k tel que alik > 0, bmikj > 0,

cmikj > 0 et
amk
alik

<
blkj
bmikj

, j = 1, ..., k, (2.16)

amk
alik

<
clkj
cmikj

, j = 1, ..., k. (2.17)

Alors pour toute solution positive x = (x1, ..., xn)
T les composantes xr+1, ..., xn tendent

vers l'extinction exponentiellement dans X.
Remarque 2.3.1. Notons que si l'un des deux coe�cients bmikj ou cmikj s'annule, la conclusion

du Théorème 2.3.1 reste vraie puisque les inégalités (2.12) sont satisfaites.
Remarque 2.3.2. Si cij ≡ 0, i, j = 1, ..., n, alors le système (2.3) se réduit au système de

Lotka-Volterra nonautonome suivant :

∂ui
∂t

= ui

{
ai(t)−

n∑
j=1

bij(t)uj

}
.

Si (2.16) est véri�ée alors les composantes xr+1, ..., xn de toute solution positive tendent
vers l'extinction lorsque t→ +∞. Ce résultat qui est ici un cas particulier du Théorème
2.3.1 a été prouvé par Ahmad [3].

2.4 Stabilité Asymptotique dans le Cas Autonome

Ce paragraphe est consacré à la version autonome du système (2.3) càd le système à
coe�cients constants suivant :

∂ui
∂t

= ui

{
ai −

n∑
j=1

bijuj −
n∑
j=1

cij
∫ x

0
ujdξ

}
, 1 ≤ i ≤ n, t > 0. (2.18)
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On supposera tout au long de cette partie que les coe�cients ai, bij, cij, i, j = 1, ..., n sont
positifs. Dans le paragraphe 3 on a montré que si l'hypothèse (H3)′ a lieu, les composantes
xr+1, ..., xn de toute solution positive tendent vers 0 en tout point de [0, L] lorsque t→ +∞.

Dans cette partie on cherche à établir des conditions su�santes sur les coe�cients du
système (2.18) pour que les r premières composantes u1, ..., ur convergent vers leurs solutions
stationnaires (non triviales) correspondantes. Désignons par u∗ = (u∗1, ..., u

∗
n)
T la solution

stationnaire associée au système (2.18). Si l'hypothèse (H3)′ a lieu alors xr+1, ..., xn → 0

lorsque t → +∞, d'où u∗r+1 ≡ ... ≡ u∗n ≡ 0. On ne s'intéressera donc qu'aux premières
composantes u∗1, ..., u∗r. Dans ce cas u∗1, ..., u∗r véri�ent le système stationnaire suivant

ai −
r∑
j=1

biju
∗
j(x)−

r∑
j=1

cij
∫ x

0
u∗j(ξ)dξ = 0, x ∈ [0, L] , 1 ≤ i ≤ r. (2.19)

Dé�nissons les deux matrices suivantes B = (bij)
r
i,j=1 et C = (cij)

r
i,j=1. La proposition sui-

vante assure l'existence d'une solution stationnaire pour le système (2.19).
Proposition 2.4.1. Supposons qu'il existe r (1 ≤ r ≤ n) tel que :

i) La matrice B est inversible, les éléments non diagonaux de la matrice B−1C sont
non positifs.
ii) ai >

r∑
j=1

bij
bjj
aj, pour tout i = 1, ..., r.

Alors le système stationnaire (2.19) admet une solution positive unique u∗i > 0 (1 ≤
i ≤ r). De plus cette solution est continue et bornée sur [0, L].

Preuve. Il est facile de véri�er que le système (2.19) est équivalent au système suivant
i = 1, ..., n : 

r∑
j=1

bij
(
u∗j
)
x
(x) +

r∑
j=1

ciju
∗
j(x) = 0, 0 < x ≤ L

r∑
j=1

biju
∗
j(0) = ai,

qu'on peut écrire sous la forme matricielle suivante :{
(u∗)x +B−1Cu∗ = 0, 0 < x ≤ L

u∗(0) = B−1A,
(2.20)

où u∗ = (u∗1, ..., u
∗
r)
T et (u∗)x désigne la dérivée de u∗ par rapport à x. Les théorèmes

d'existences et d'unicité des systèmes di�érentiels ordinaires (cf. [21]) entraînent l'exis-
tence d'une solution unique u∗ de (2.20). L'hypothèse ii) de la Proposition 2.4.1 et le
Théorème 1.1.2 impliquent que B−1A > 0, d'où u∗(0) > 0. Le théorème de positivité
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des solutions des systèmes linéaires (Théorème 1.1.3) implique u∗(x) > 0 pour tout
x ∈ [0, L]. �

Soit r (1 ≤ r ≤ n) un entier et considérons l'hypothèse suivante :
(H4) i) A chaque entier k > r correspond un ik < k tel que aik > 0, bikj > 0, cikj > 0 et

ak
aik

<
bkj
bikj

,
ak
aik

<
ckj
cikj

, j = 1, ..., k.

ii) ai >
r∑
j=1

bij
bjj
aj, pour tout i = 1, ..., r.

iii) La matrice B est V-L stable, inversible avec une matrice inverse B−1 = (βij)r×r

telles que βij ≤ 0 pour i 6= j et βii > 0 pour tout i = 1, ..., r.

iv) La matrice C est diagonale.
On a alors le théorème suivant :
Théorème 2.4.1. Supposons qu'il existe un entier r (1 ≤ r ≤ n) tel que l'hypothèse (H4)

est véri�ée. Alors ils existent des constantes β, ω > 0 et un T > 0 su�samment grand
tels que pour toute solution positive u = (u1, ..., un) de (2.18) on a

r∑
i=1

|ui(t, x)− u∗i (x)| ≤ βe−ωt, t > T, x ∈ [0, L] , (2.21)

alors que les composantes ur+1, ..., un tendent vers l'extinction exponentiellement lorsque
t→ +∞.

Idée de la preuve. Remarquons que si x = 0 le système (2.18) se réduit à un système de type
Lotka-Volterra dont on dispose d'un critère de permanence (Théorème 1.2.1). Par continuité
on montre alors que les solutions de ce système sont permanentes sur un intervalle (0, x1)

de longueur assez petite. L'idée consiste alors de discrétiser l'intervalle (0, L) en N sous-
intervalles Ii = (xi, xi+1) de longueur assez petite de sorte qu'on peut passer par récurrence
de la permanence sur Ii à la permanence sur Ii+1. En�n en utilisant une fonctionnelle de
Lyapunov appropriée dans chacun des sous-intervals Ii on montre que la solution du système
(2.18) converge vers sa solution stationnaire correspondante u∗.
Preuve. Posons

u∗i = min
x∈[0,L]

u∗i (x) et u∗i = max
x∈[0,L]

u∗i (x). (2.22)

D'après l'hypothèse (H4)/(ii)-(iii) et la proposition 2.4.1 on a u∗i > 0. Notons par
Mi une borne supérieure de ui (voir Proposition 2.3.1). Étant donné que le système
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algébrique
r∑
j=1

bijxj =
r∑
j=1

biju
∗
j , i = 1, ..., r, admet une solution positive xi = u∗i > 0,

alors par continuité il existe δ, ε > 0 su�samments petits tels que le système
r∑
j=1

bijxj =
r∑
j=1

biju
∗
j − δ

r∑
j=1

cijMj − ε (2.23)

admet également une solution positive (x0
1, ..., x

0
r)
T ∈ int (Rn

+

)
. Divisons l'interval [0, L]

en N parties [xk, xk+1], k = 1, ..., N telles que xk − xk+1 = δ et xN ≥ L. On montre
le Théorème 2.4.1 par récurrence sur k. Supposons qu'ils existent βk−1, ωk−1 > 0 et
Tk−1 > 0 tels que

|ui(t, x)− u∗i (x)| ≤ βk−1e
−ωk−1t, i = 1, ..., r (2.24)

pour tout t > Tk−1 et x ∈ [0, xk−1]. On veut montrer qu'il existe βk > βk−1, ωk > ωk−1

et Tk > Tk−1 tel que
r∑
i=1

|ui(t, x)− u∗i (x)| ≤ βke
−ωkt pour tout t > Tk et x ∈ [0, xk] .

Soit x ∈ [xk−1, xk] et écrivons que

∂ui
∂t

= ui

{
ai −

r∑
j=1

bijuj −
r∑
j=1

cij
∫ xk−1

0
uj(t, ξ)dξ −

r∑
j=1

cij
∫ x
xk−1

uj(t, ξ)dξ

}

−ui

{
n∑

j=r+1

bijuj +
n∑

j=r+1

cij
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ

}
,

pour tout t > Tk−1. De l'hypothèse (H4)/(i) et le Théorème 2.3.1 ils existent deux
constantes positives C1, γ (indépendantes de x) et un temps T ′ su�samment grand
tels que

n∑
j=r+1

bijuj +
n∑

j=r+1

cij

∫ x

0

uj(t, ξ)dξ ≤ C1e
−γt, (2.25)

pour tout t > T ′ et x ∈ [0, L]. Posons T ′k−1 = max(Tk−1, T
′), les inégalités (2.19),

(2.24), (2.25) et la dé�nition de u∗i entraînent
∂ui
∂t

≥ ui

×

{
ai −

r∑
j=1

bijuj −
r∑
j=1

cij
∫ xk−1

0
u∗j(ξ)dξ

−
r∑
j=1

cijxk−1βk−1e
−ωk−1t − δ

r∑
j=1

cijMj − C1e
−γt

}
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≥ ui

{
r∑
j=1

biju
∗
j − δ

r∑
j=1

cijMj −
r∑
j=1

cijxk−1βk−1e
−ωk−1t −

r∑
j=1

bijuj − C1e
−γt

}
,

pour tout t > T ′k−1. Choisissons Tk > T ′k−1 su�samment grand pour lequel
r∑
j=1

cijxk−1βk−1e
−ωk−1t + C1e

−γt < ε,

pour tout t > Tk, où ε est dé�nie dans (2.23). On obtient alors

∂ui
∂t

≥ ui

{
r∑
j=1

biju
∗
j − δ

r∑
j=1

cijMj − ε−
r∑
j=1

bijuj

}
, (2.26)

pour tout t > Tk et x ∈ [xk−1, xk] . D'après l'inégalité (2.9) il existe δ′i > 0 indépendant
de x tel que ui(Tk, x) ≥ δ′i pour tout x ∈ [0, L]. L'hypothèse (H4) et le Théorème 1.2.1
entraînent alors que les solutions ui sont uniforméments permanentes pour i = 1, ..., r.
Il existe alors α′k > 0 (indépendant de x) tel que

ui(t, x) > α′k, 1 ≤ i ≤ r, t > Tk, x ∈ [xk−1, xk] . (2.27)

Dé�nissons maintenant la fonctionnelle de Lyapunov suivante

V (t) =
r∑
i=1

di

∫ xk

xk−1

{
(ui − u∗i )− u∗i ln

(
ui
u∗i

)}
dx,

et posons wi(t, x) = ui(t, x)− u∗i (x). Comme la fonction

f(v, v0) =

(
v − v0 − v0 ln

(
v

v0

))
(v − v0)

2 , v 6= v0, v > 0, v0 > 0,

est décroissante par rapport à v pour tout v0 �xé et décroissante par rapport à v0 pour
tout v �xé et ui > α′k pour tout t > Tk, on a

0 < f(Mi, u
∗
i ) ≤ f (ui, u

∗
i ) ≤ f(α′k, u

∗
i ).

Cette dernière inégalité implique l'existence de constantes positives ck dépendantes de
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α′k et d > 0 telles que

d
r∑
i=1

γiw
2
i ≤

r∑
i=1

di

{
(ui − u∗i )− u∗i ln

(
ui
u∗i

)}
≤ ck

r∑
i=1

γiw
2
i , t > Tk, (2.28)

où γi est donné dans la dé�nition de la V-L stabilité. Intégrant les trois membres de
(2.28) sur (xk−1, xk) on obtient

d
r∑
i=1

γi

∫ xk

xk−1

w2
i dx ≤ V (t) ≤ ck

r∑
i=1

γi

∫ xk

xk−1

w2
i dx. (2.29)

En calculant la dérivée de V (t) par rapport à t le long des solutions ui on a

V ′(t) =
r∑
i=1

∫ xk

xk−1
di (ui − u∗i )

{
ai −

r∑
j=1

bijuj −
r∑
j=1

cij
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ

}
dx

−
r∑
i=1

∫ xk

xk−1
di (ui − u∗i )

{
n∑

j=r+1

bijuj +
n∑

j=r+1

cij
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ

}
dx.

En utilisant la dé�nition de u∗i et puisque la matrice C = (cij)
r
i,j=1 est diagonale on

obtient

V ′(t) ≤ −
∫ xk

xk−1

r∑
i=1

r∑
j=1

dibij (ui − u∗i )
(
uj − u∗j

)
dx

−
r∑
i=1

dicii
∫ xk

xk−1
(ui − u∗i )

∫ xk−1

0
(ui − u∗i ) dξ −

1

2

r∑
i=1

dicii

(∫ xk

xk−1
(ui − u∗i ) dξ

)2

−
∫ xk

xk−1

r∑
i=1

di (ui − u∗i )

(
n∑

j=r+1

bijuj

)
dx

−
∫ xk

xk−1

r∑
i=1

di (ui − u∗i )

(
n∑

j=r+1

cij
∫ x

0
uj(t, ξ)dξ

)
dx.

Les inégalités (2.24), (2.25) et la dé�nition de la V-L stabilité assurent que

V ′(t) ≤ −
r∑
i=1

γi ‖ui − u∗i ‖
2
L2(xk−1,xk) +

r∑
i=1

diciiδKixk−1βk−1e
−ωk−1t

+δ
r∑
i=1

diKiC1e
−γt,

où Ki est tel que |ui − u∗i | ≤ Ki pour tout x ∈ [0, L] et t > Tk. En utilisant le membre
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droit de (2.29)

V ′(t) ≤ − 1

ck
V (t) +

r∑
i=1

diciiδKixk−1βk−1e
−ωk−1t + δ

r∑
i=1

diKiC1e
−γt.

Par le Lemme de Gronwall et le membre gauche de (2.29) il s'en suit qu'ils existent
C ′,ω′ > 0 tels que

‖ui − u∗i ‖
2
L2(xk−1,xk) ≤ C ′e−ω

′t, t > Tk, 1 ≤ i ≤ r. (2.30)

Dé�nissons ensuite la fonction

W (t, x) :=
r∑
i=1

di

{
(ui − u∗i )− u∗i ln

(
ui
u∗i

)}
, x ∈ (0, L), t > 0. (2.31)

En dérivant la fonction W (t) par rapport à t on obtient en utilisant une seconde fois
la V-L stabilité et (2.25)

∂W

∂t
≤ −

r∑
i=1

γi (ui − u∗i )
2 +

r∑
i=1

diKicii
∫ xk−1

0
|ui − u∗i | dx

+
r∑
i=1

diKicii
∫ x
xk−1

|ui − u∗i | dx+
r∑
i=1

diKiC1e
−γt,

où t > Tk. Utilisant le membre droit de (2.29), (2.24) et l'inégalité de Hölder on arrive
à

∂W

∂t
≤ − 1

ck
W (t, x) +

r∑
i=1

diKiciixk−1βk−1e
−ωk−1t

+
r∑
i=1

diKicii
√
δ ‖ui − u∗i ‖L2(xk−1,xk) +

r∑
i=1

diKiC1e
−γt.

Ceci donne avec (2.30)
∂W

∂t
≤ − 1

ck
W (t, x) +

r∑
i=1

diKiciixk−1βk−1e
−ωk−1t

+
r∑
i=1

diKicii
√
δC ′e−

1
2
ω′t +

r∑
i=1

diKiC1e
−γt.

Appliquant le Lemme de Gronwall à cette dernière inégalité on arrive à

W (t, x) ≤ C ′′e−ω
′′
t, (2.32)

pour tout t > Tk et x ∈ [xk−1, xk] où C ′′ et ω′′ sont des constantes positives. Les
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inégalités (2.32) et le membre gauche de (2.28) entraînent
r∑
i=1

γiw
2
i ≤

C ′′

d
e−ω

′′t.

Finalement, on peut choisir βk > βk−1 et ωk < ωk−1 tels que
r∑
i=1

|wi| ≤ βke
−ωkt,

pour t > Tk et x ∈ [xk−1, xk] .

Le cas k = 1 résulte du fait que ui est permanente sur [0, x1] , pour x1 su�samment
petit. Ceci complète la preuve du théorème. �

Proposition 2.4.2. Supposons qu'il existe un entier r (1 ≤ r ≤ n) tel que :
i) La matrice B est diagonale.
ii) ai > L

r∑
j=1

aj
bjj
cij, pour tout i = 1, ..., r.

Alors le système (2.19) admet une solution positive et unique u∗i (x) > 0, pour tout
x ∈ [0, L], et i = 1, ..., n.

Preuve. Puisque la matrice B = diag(b11, ..., brr) est diagonale, le système (2.19) prend la
forme suivante

biiu
∗
i (x) +

r∑
j=1

cij
∫ x

0
u∗jdξ = ai, x ∈ [0, L] , 1 ≤ i ≤ r. (2.33)

Dé�nissons l'ensemble suivant

X =

{
z = (z1, ..., zr)

T ∈ C ([0, L]; Rr) : 0 ≤ zi(x) ≤
ai
bii
, x ∈ [0, L]

}
et l'opérateur A : C ([0, L]; Rr) → C ([0, L]; Rr) , Az = (A1z, ..., Arz) par

Aiz(x) =
ai
bii
− 1

bii

∫ x
0

r∑
j=1

cijzj(ξ)dξ, x ∈ [0, L], 1 ≤ i ≤ r.

On peut véri�er que X est une partie fermée, bornée et convexe dans C ([0, L]; Rr) et
que A est un opérateur borné sur C ([0, L]; Rr) . Soit z ∈ X, alors Aiz(x) ≤ ai

bii
, en
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utilisant la condition ii) de la Proposition 2.4.2 on obtient

Aiz ≥
ai
bii
− 1

bii

∫ x

0

r∑
j=1

cij
aj
bjj
dξ = ai − L

r∑
j=1

aj
bjj
cij > 0, (2.34)

d'où Az ∈ X. Comme A est un opérateur compact et l'ensemble X est fermé, borné
et convexe, alors d'après le Théorème de Schauder A admet un point �xe u∗ ∈ X càd
que Au∗ = u∗. u∗ est donc une solution de (2.33). De plus on a d'après (2.34)

u∗i (x) = (Aiu
∗
i )(x) =

ai
bii
− 1

bii

∫ x
0

r∑
j=1

ciju
∗
j(ξ)dξ

≥ ai − L
r∑
j=1

aj

bjj
cij > 0,

pour tout x ∈ [0, L]. u∗ est donc positive. L'unicité de la solution du système (2.33)
découle directement de la Proposition 2.4.1. �

Le théorème suivant complète le Théorème 2.4.1.
Théorème 2.4.2. Supposons qu'il existe un entier r (1 ≤ r ≤ n) tel que :
(H4)′ i) A chaque k > r correspond un ik < k tel que aik > 0, bikj > 0, cikj > 0 et

ak
aik

<
bkj
bikj

,
ak
aik

<
ckj
cikj

j = 1, ..., k.

ii) ai > L
r∑
j=1

aj
bjj
cij pour tout i = 1, ..., r.

iii) La matrice B = diag(b11, ..., brr) est diagonale, la matrice C est symétrique et
dé�nie positive.
Alors ils existent β, ω > 0 et un temps T > 0 su�samment grand tels que

r∑
i=1

|ui(t, x)− u∗i (x)| ≤ βe−ωt, t > T , x ∈ [0, L] ,

de plus les composantes ur+1, ..., un tendent vers l'extinction lorsque t→ +∞.

Preuve. La preuve de ce théorème est essentiellement la même que celle du Théorème
2.4.1 avec quelques changements mineurs. Comme la matrice B = diag(b11, ..., brr)
est diagonale, l'inégalité (2.26) se réduit à l'équation logistique. Choisissons δ et ε
su�samments petits, il existe d'après le Théorème 1.2.2, α′′k > 0 tel que ui > α′′k
(1 ≤ i ≤ r) pour t > Tk−1 et x ∈ [xk−1, xk]. Posons Tk = max(Tk−1, T

′), où T ′ est le
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même que celui dans (2.25). Considérons la fonctionnelle de Lyapunov suivante

V (t) =
r∑
j=1

∫ xk

xk−1

{
(ui − u∗i )− u∗i ln

(
ui
u∗i

)}
dx,

en procédant comme dans la preuve du Théorème 2.4.1, en utilisant l'inégalité (2.25)
le fait que

r∑
j=1

cijξiξj ≥ 0 et l'inégalité (2.24) on obtient

V ′(t) ≤ −
r∑
i=1

bii
∫ xk

xk−1
(ui − u∗i )

2 dx

+
1

2

r∑
i,j=1

cij
(∫ xk−1

0
|ui − u∗i | dξ

) (∫ xk−1

0

∣∣uj − u∗j
∣∣ dξ)+ δ

r∑
i=1

KiC1e
−γt,

≤ −
r∑
i=1

bii
∫ xk

xk−1
(ui − u∗i )

2 dx+
1

2

r∑
j=1

cijx
2
k−1β

2
k−1e

−2ωk−1t + δ
r∑
i=1

KiC1e
−γt,

(2.35)

où t > Tk. Comme f(ui, u
∗
i ) est monotone décroissante par rapport à chacunes de ses

variables, ils existent d′ > 0 et c′k > 0 (dépendant de α′′k) tels que

d′
r∑
i=1

biiw
2
i ≤

r∑
i=1

{
(ui − u∗i )− u∗i ln

(
ui
u∗i

)}
≤ c′k

r∑
i=1

biiw
2
i . (2.36)

En intégrant les trois membres de (2.36) sur (xk−1, xk) on arrive à

d′
r∑
i=1

bii

∫ xk

xk−1

w2
i dx ≤ V (t) ≤ c′k

r∑
i=1

bii

∫ xk

xk−1

w2
i dx. (2.37)

de (2.35) et le membre droit de (2.37) on déduit que

V ′(t) ≤ − 1

c′k
V (t) +

1

2

r∑
i,j=1

cijx
2
k−1β

2
k−1e

−2ωk−1t + δ

r∑
i=1

KiC1e
−γt.

Finalement en appliquant le Lemme de Gronwall à cette dernière inégalité et en utili-
sant le membre gauche de (2.37) il apparaît que

‖ui − u∗i ‖
2
L2(xk−1,xk) ≤ C2e

−ω1t, t > Tk, 1 ≤ i ≤ r, (2.38)

où C2 et ω1 > 0 sont des constantes positives. Dé�nissonsW (t, x) comme dans la preuve
du Théorème 2.4.1 avec di = 1. En calculant la dérivé ∂W

∂t
, et en tenant compte du fait

que la matrice (bij)
r
i,j=1 est diagonale, on obtient de (2.36),(2.38),(2.24) et l'inégalité
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de Hölder
∂W

∂t
≤ −

r∑
i=1

bii (ui − u∗i )
2 +

r∑
i=1

r∑
j=1

cijKixk−1βk−1e
−ωk−1t

+
r∑
i=1

r∑
j=1

cijKi

√
L
∥∥uj − u∗j

∥∥
L2(xk−1,xk)

≤ − 1

c′k
W +

r∑
i=1

r∑
j=1

cijKixk−1βk−1e
−ωk−1t +

r∑
i=1

r∑
j=1

cijKi

√
LC2e

− 1
2
ω1t.

En utilisant le Lemme de Gronwall une autre fois et le membre gauche de (2.36), ils
existent des constantes βk > βk−1 et ωk < ωk−1 tels que

r∑
i=1

|wi| ≤ βke
−ωkt pour t > Tk

et x ∈ [xk−1, xk] . La conclusion est alors la même que celle du théorème précédent. �

Le corollaire suivant découle directement du Théorème 2.4.1 en prenant r = 1.
Corollaire 2.4.1. Supposons que pour chaque k ≥ 2

ak
a1

<
bkj
b1j
,

ak
a1

<
ckj
c1j
, j = 1, ..., k, (2.39)

alors les composantes u2, ..., un tendent vers l'extinction, alors que u1 → u∗1(x) =
a1

b11

e
− c11

b11
x lorsque t→ +∞ uniformément dans X.

S'il existe une permutation φ des indices {1, ..., n} telle que les coe�cients ai, bij, cij
satisfont (2.39), alors uφ−1(1) → u∗φ−1(1), tandis que les composantes restantes tendent
vers l'extinction.

L'exemple suivant montre que le Théorème 2.1.1 est un cas particulier des résultats obtenus.
Exemple. Revenons au système (2.2). Si λ < min(1, η), alors il est clair que l'inégalité (2.39)

est véri�ée (n = 2) avec a1 = 1, b11 = 1, c11 = 1, d'où v1(t, x) → e−x et v2(t, x) → 0

lorsque t→ +∞ pour tout x ∈ [0, L].

Dans le cas λ > max(1, η), la permutation φ(1) = 2, φ(2) = 1 montre que l'inégalité
(2.39) est véri�ée. D'après le Corollaire 2.4.1 on déduit que v1(t, x) → 0 et v2(t, x) →
λe−ηθx, lorsque t→ +∞ pour tout x ∈ [0, L] .

Remarque. Les Théorèmes 2.4.1 et 2.4.2 sont une généralisation du Théorème 2.1.1 de
l'introduction dans le cas d'un modèle à n enzymes. Une autre généralisation du modèle
(2.3) serait de considerer le cas où l'intervalle (0, L) est une boule de Rm (m ≥ 2). Le
problème pourrais être ramené au cas unidimentionnel en considérant par exemple des
solutions radiales.
Notons en�n que le modèle (2.3) peut être utilisé pour décrire d'autres types d'interac-
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tions de populations par exemple, la croissance de certaines espèces végétales (plantes)
situées le long d'une rivière et dont le nutriment est transporté par l'eau.



Chapitre 3

Etude Mathématique d'un Modèle

Structuré en Stades à Retard Distribué

3.1 Introduction

Il existe dans la nature certaines espèces (animales ou végétales) qui passent au cours de
leurs évolutions par di�érents stades spécialisés. Par exemple, il est bien connu que chez les
populations mammifères chaque espèce passe par deux stades de développements distincts
au cours de sa vie. Le premier stade est le stade immature, le second étant le stade mature.
Pendant le stade immature cette population est protégée par leurs géniteurs qui leurs pro-
curent nutriment et les protègent de la predation d'autres espèces. Après un certain temps
plus ou moins long, cette population immature devient mature et protège à son tour ses
propres petits. Le développement de cette population est donc composé de deux stades :
immature et mature. Le stade mature se distingue par la capacité de la population à se
reproduire.

Di�érents types de modèles décrivant la dynamique d'une telle population ont été proposé
(voir Liu et al [81], Bence & Nisbet [9], Cushing [30]). Ces modèles sont décrits mathématique-
ment par un système de deux équations di�érentielles à retards appelés systèmes structurés
en stades. Chaque équation décrit la dynamique d'une des deux populations mature ou im-
mature. Le modèle le plus intéressant est celui décrit par Aiello & Freedman [1] dans le cas
d'une seule espèce. Dans ce modèle Aiello et Freedman supposent que la population mature
a une croissance de type logistique. Le temps de maturation, càd le temps au cours duquel
un individu immature passe au stade mature est représenté un retard τ > 0. Le modèle est

44
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décrit par le système à retard suivant
dx

dt
(t) = αe−γτx(t− τ)− βx2(t), t > 0

dy

dt
(t) = αx(t)− γy(t)− αe−γτx(t− τ), t > 0,

(3.1)

où x(t) et y(t) représentent les densités des populations matures et immatures à l'instant t
respectivement. Ce modèle est construit à partir des hypothèses suivantes :

� Seules les populations matures peuvent produire des populations immatures, un individu
immature qui survit un temps de longueur τ passe au stade mature.
� La croissance de la population immature est proportionnelle à la densité de population
mature avec un coe�cient α.
� La mortalité de la population immature est proportionnelle à la densité de population
immature avec un coe�cient γ.
� La population mature a une croissance de type logistique.

τ est appelé le temps de maturation de l'espèce. On associe au système (3.1) les données
initiales suivantes :

x(t) = ϕ(t) ≥ 0, y(t) = ξ(t) ≥ 0, −τ ≤ t ≤ 0. (3.2)

Aiello et Freedman ont montré que le modèle (3.1)-(3.2) admet un point d'équilibre positif
et globalement attractif (x∗, y∗).

Bien que ce modèle décrit assez précisément la dynamique d'une telle population, il
n'explique cependant pas la nature oscillatoire de la densité de population observée expéri-
mentalement. Ceci a amené certains auteurs à généraliser le modèle (3.1) pour tenir compte
d'autres paramètres tels la compétition entres populations matures, la périodicité de l'envi-
ronnement ou l'e�et de migration des espèces dans un environnement compartimenté. Citons
parmi ces travaux ceux de Freedman & Wu [37] qui ont décrit un modèle dans lequel la po-
pulation se disperse entres plusieurs compartiments dans un environnement compartimenté.
Ils ont montré en particulier que l'hétérogénéité de l'environnement peut changer le point
d'équilibre, mais n'a aucun e�et sur sa stabilité asymptotique globale. Freedman et al. [35]
ont construit un modèle dit à �cannibalisme� dans lequel les individus matures entrent en
compétition avec leurs propres petits. Aiello et al. [2] ont considéré le cas où le temps de
maturation τ dépend lui même de la densité de population mature.

Liu et al. [81] se sont intéressés au cas de deux espèces compétitives. Cette compétition
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se limite uniquement aux individus matures, les immatures étant épargnés de cette compé-
tition. Dans [82] Liu et al ont généralisé ce modèle au cas n−espèces compétitives. Leurs
résultats montrent que ces systèmes admettent, sous certaines hypothèses, un point d'équi-
libre globalement attractif et que le temps de maturation (càd le retard du système) peut
a�ecter la dynamique du modèle. On renvoie le lecteur pour plus de détails à l'article très
complet de Liu et al. [80] sur la dynamique des populations structurés en stades.

Tous ces modèles sont construits dans le cas autonome et ne tiennent pas compte de la
�uctuation de l'environnement. Pour tenir compte de la variation saisonnière des paramètres
liés à l'environnement tels l'humidité, la température, la disponibilité du nutriment etc, on
considère généralement des systèmes avec des coe�cients périodiques (cf. Kuang [72]). Ce
cas a été étudié par Liu & Chen [83], qui ont proposé le modèle suivant

dxi
dt

(t) = bi(t− τi)e
−

∫ t
t−τi

di(s)dsxi(t− τi)− xi(t)
n∑
j=1

aij(t)xj(t), t > 0,

dyi
dt

(t) = bi(t)xi(t)− di(t)yi(t)− bi(t− τi)e
−

∫ t
t−τi

di(s)dsxi(t− τi), t > 0.

(3.3)

xi et yi représentent les densités des populations matures et immatures de type i respecti-
vement et τi est le temps de maturation de la population i. Dans [83] les auteurs ont établit
une série de conditions su�santes sur les coe�cients du système (3.3) pour obtenir la per-
manence, l'extinction et l'existence d'une solution périodique attractive. Les deux théorèmes
suivants résument ces résultats.
Théorème 3.1.1. (Liu & Chen [83]). Supposons que les coe�cients bi(t), di(t), aij(t) sont

des fonctions positives continues et bornées pour t > 0.

i) Si blie−dm
i τi >

n∑
j=1,j 6=i

amij
aljj

bmj e
−dl

jτj , i = 1, ..., n, alors les solutions positives du système
(3.3) sont uniforméments permanentes.
ii) Supposons de plus que les fonctions bi, di, aij soient périodiques de même période
ω > 0. Si

bl1e
−dm

1 τ1 >
n∑
j=2

am1j
aljj

bmj e
−dl

jτj ,
bl1e

−dm
1 τ1

am11

>
bmj e

−dl
jτj

alj1
, j = 2, ..., n,

alors pour toute solution positive (xi, yi) , du système (3.3) on a xi(t) → 0, yi(t) → 0,

lorsque t → +∞ pour tout i = 2, ..., n, alors que x1(t) − x∗(t) → 0, y1(t) − y∗(t) → 0
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lorsque t→ +∞, où (x∗, y∗) est la solution périodique positive du système suivant
dx

dt
(t) = b1(t− τ1)e

−
∫ t

t−τ1
d1(s)ds

x(t− τ1)− a11(t)x
2(t), t > 0

dy

dt
(t) = b1(t)x(t)− d1(t)y(t)− b1(t− τ1)e

−
∫ t

t−τ1
d1(s)ds

x(t− τ1), t > 0.

Dans le cas autonome on a le résultat suivant.
Théorème 3.1.2. (Liu et al [82]). Supposons que les coe�cients bi, di, aij du système (3.3)

sont des constantes positives. Si

bie
−diτi >

n∑
j=1,j 6=i

aij
ajj

bje
−djτj , i = 1, ..., n,

alors le système autonome (3.3) admet un point d'équilibre positif et globalement at-
tractif.

Certains biologistes (Murray [94], May [90]) ont montré que dans la nature l'e�et de
compétition entres deux populations à un instant donné peut avoir un e�et important sur
la dynamique de ces populations en des instants postérieurs à l'instant donné. Cet e�et
du passé de la population sur son présent est appelé réponse de rétroaction ou �feedback
response� en anglais. Pour modéliser cet e�et de rétroaction, certains auteurs proposent de
rajouter au terme compétitif aij(t)xi(t)xj(t) un retard distribué. Volterra [125], Caperon
[20], Cushing [25] ont suggéré d'introduire un terme du type xi(t)

∫ 0

−σij
xj(t+ s)dhij(s), qui

représente l'interaction entre les espèces xi et xj en tenant compte de �l'histoire biologique�
de xj pendant l'interval de temps (t − σij, t). Ce retard distribué serai biologiquement plus
réaliste pour modéliser une interaction entre plusieurs populations (voir Gopalsamy & He
[47]).

Dans cette partie de la thèse on propose d'introduire dans le système structuré en stades
(3.3), une réponse de rétroaction en considérant le système nonautonome structuré en stades
suivant :

dxi
dt

= bi(t− τi)e
−

∫ t
t−τi

di(s)dsxi(t− τi)− xi(t)
n∑
j=1

aij(t)xj(t),

−xi(t)
n∑
j=1

∫ 0

−τj xj(t+ s)dhij(s), t > 0

dyi
dt

= bi(t)xi(t)− di(t)yi(t)− bi(t− τi)e
−

∫ t
t−τi

di(s)dsxi(t− τi), t > 0

(3.4)
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avec les données initiales suivantes

xi(t) = ϕi(t), yi(t) = ξi(t), −τi ≤ t ≤ 0. (3.5)

Le système (3.4) peut être considéré comme une généralisation du système (3.3) auquel cas
il se réduit lorsque hij ≡ Cte, i, j = 1, ..., n. On supposera tout au long de ce chapitre que :
(H1) Les fonctions bi, di, aij, (i, j = 1, ..., n) sont positives, continues et bornées sur (0,+∞),

les constantes τi, (i = 1, ..., n) sont positives.
(H2) Les fonctions hij sont à variations bornées sur (−τ, 0) où τ = max

1≤i≤n
{τi} .

(H3) Les données initiales ϕi, ξi sont positives continues est bornées sur (−τi, 0), i = 1, ..., n.

Pour obtenir la continuité et la positivité de yi on supposera que
(H4) yi(0) =

∫ 0

−τi bi(s) ϕi(s)e
−

∫ 0
s di(u)duds, pour tout i = 1, ..., n.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le paragraphe 2 on montre que le système
(3.4)-(3.5) admet une solution positive unique et bornée pour tout t > 0. Dans le troisième
paragraphe on établira deux critères : Le premier donnant la permanence uniforme des
solutions et le second l'extinction des (n−1) dernières composantes de la solution du système
(3.4). Comme conséquence de ce dernier résultat, on montrera que si les coe�cients du
système sont des fonctions périodiques ayant la même période alors le système peut admettre
une solution périodique globalement attractive. Le quatrième paragraphe est consacré au
cas autonome. Le Théorème 3.4.1 nous donne une condition su�sante sur les coe�cients du
système pour que ce dernier admet un point d'équilibre globalement attractif. Les résultats
obtenus dans ce chapitre généralisent les Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2 de l'introduction. Une
simulation numérique à l'aide du package dde23 du MATLAB illustre les résultats obtenus.
Une interprétation des résultats, ainsi qu'une application à la protection des espèces en voie
de disparition sont proposées à la �n du chapitre.

3.2 Préliminaires

Dans ce paragraphe on établit un critère d'existence et d'unicité pour le système (3.4)-
(3.5). Commençons d'abord par donner quelques dé�nitions et notations que nous utiliserons
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ultérieurement. Posons pour tous i, j = 1, ..., n

Hij(t) = V ar
(
hij
∣∣
[−τ,t]

)
,

h−ij(t) =
1

2
(Hij − hij) (t),

h+
ij(t) =

1

2
(Hij + hij) (t),

où t ∈ [−τ, 0], τ = max
1≤i≤n

{τi} et V ar
(
g|[−τ,t]

)
désigne la variation totale d'une fonction g à

variation bornée sur l'interval [−τ, t]. On peut véri�er facilement que les fonctions Hij, h
+
ij, h

−
ij

sont non-décroissantes. On a alors des relations précédentes

hij(t) = h+
ij(t)− h−ij(t), −τ ≤ t ≤ 0.

Dé�nissons les constantes positives C−
ij et C+

ij par

C+
ij =

∫ 0

−τj dh
+
ij(s) ≥ 0, C−

ij =
∫ 0

−τj dh
−
ij(s) ≥ 0, i, j = 1, ..., n,

et désignons par Bi(t) l'expression bi(t − τi)e
−

∫ t
t−τi

di(s)ds. Le système (3.4) prend alors la
forme suivante

dxi
dt

= Bi(t)xi(t− τi)− xi(t)
n∑
j=1

aij(t)xj(t)

−xi(t)
n∑
j=1

∫ 0

−τj xj(t+ s)dh+
ij(s) + xi(t)

n∑
j=1

∫ 0

−τj xj(t+ s)dh−ij(s), t > 0

dyi
dt

= bi(t)xi(t)− di(t)yi(t)−Bi(t)xi(t− τi), t > 0,

(3.6)

i = 1, ..., n. Désignons par Cτ = C([−τ, 0] ,R) l'espace de Banach dé�ni dans le Chapitre 1
et C l'espace produit C =

n∏
i=1

Cτi muni de son cône positif C+ = {(φ1, ..., φn) ∈ C : φi ≥

0, i = 1, ..., n}. Considérons l'hypothèse suivante :
(H5) alii >

n∑
j=1

C−
ij pour tout i = 1, ..., n.

Proposition 3.2.1. Sous les hypothèses (H1)-(H5) le système (3.5)-(3.6) admet une so-
lution positive, unique et bornée (xi, yi), i = 1, ..., n pour tout t > 0.
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Preuve. Dé�nissons la fonction suivante : f = (f1, ..., fn), f : R+ × C → Rn par

fi(t, φ) = Bi(t)φi(−τi)− φi(0)
n∑
j=1

aij(t)φj(0)

−φi(0)
n∑
j=1

∫ 0

−τj φj(s)dh
+
ij(s)

+φi(0)
n∑
j=1

∫ 0

−τj φj(s)dh
−
ij(s),

où t > 0 et φ ∈ C. Il est clair que f est continue de R+ × C vers Rn. De plus en
désignant par Dφfi(t, φ) la di�érentielle de fi en φ on obtient

Dφfi(t, φ)(h) = Bi(t)hi(−τi)− hi(0)
n∑
j=1

aij(t)φj(0)

−φi(0)
n∑
j=1

aij(t)hj(0)− φi(0)
n∑
j=1

∫ 0

−τj hj(s)dh
+
ij(s)

+hi(0)
n∑
j=1

∫ 0

−τj φj(s)dh
−
ij(s)− hi(0)

n∑
j=1

∫ 0

−τj φj(s)dh
+
ij(s)

+φi(0)
n∑
j=1

∫ 0

−τj hj(s)dh
+
ij(s),

où h = (h1, ..., hn) ∈ C. f est donc continûment di�érentiable en φ. D'après le Théo-
rème 1.3.1 du Chapitre 1, la première équation du système (3.6) admet une solution
unique x(t) = (x1(t), ..., xn(t)), pour tout t > 0. Il s'en suit d'après le théorème fon-
damental sur l'existence des solutions des équations di�érentielles ordinaires (cf. [21])
ainsi que l'hypothèse (H4), que la seconde équation du système (3.6) admet également
une solution unique y(t) = (y1(t), ..., yn(t)), pour tout t > 0.
Soit maintenant φi ∈ C+ tel que φi(0) = 0 pour un certain i. Par conséquent fi(t, φ) =

Bi(t)φi(−τi) ≥ 0. D'après le Théorème 1.3.3 la solution x = (x1, ..., xn) du système
(3.5)-(3.6) satisfait xi(t) ≥ 0 pour tout t > 0.

On veut maintenant montrer que xi(t) > 0 pour tout t > 0 et i = 1, ..., n. D'après l'hy-
pothèse (H3) φi, ξi > 0 sur [−τi, 0]. Supposons qu'il existe un t1 > 0 tel que xi(t1) = 0

et dé�nissons t0 comme suit t0 = inf {t > 0 : xi(t) = 0} , (H3) entraîne que t0 > 0 et
xi(t0) = 0. De la première équation de (3.6) il apparaît que

dxi
dt

(t0) = Bi(t0)xi(t0 − τi) > 0, si t0 > τi
dxi
dt

(t0) = Bi(t0)ϕi(t0 − τi) > 0, si t0 < τi.
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Dans les deux cas dxi
dt

(t0) > 0, ce qui est une contradiction puisque par dé�nition de
t0 on a dxi

dt
(t0) ≤ 0.

Montrons maintenant le bornage des solutions du système (3.5)-(3.6). L'hypothèse (H5)
permet de dé�nir M > 0 tel que

M = max
1≤i≤n


Bm
i

alii −
n∑
j=1

C−
ij

, sup
s∈[−τi,0]

ϕi(s)

 .

On veut montrer que xi(t) ≤M pour tout t > 0 et i = 1, ..., n. Supposons le contraire.
Il existe alors un t̃ > 0 et un i0 ∈ {1, ..., n} tel que xi0(t̃) = M , dxi0

dt
(t̃) ≥ 0 et xi(t) ≤M

pour tout t ≤ t̃ et i = 1, ..., n. On a de (3.6)
dxi0
dt

(t̃) ≤ Bi0(t̃)xi0(t̃− τi0)− ai0i0(t̃)x
2
i0
(t̃)

+xi0(t̃)
n∑
j=1

∫ 0

−τj xj(t̃+ s)dh−i0j(s)

≤ M

{
Bm
i0
−M

(
ali0i0 −

n∑
j=1

C−
i0j

)}
< 0,

ce qui est une contradiction. �

On aura besoin tout au long de ce chapitre du critère de comparaison suivant.
Lemme 3.2.1. Soient a, b, c et d des constantes positives et x une fonction positive et conti-

nûment dérivable tel que :
dx

dt
(t) ≤ bx(t− τ)− cx(t) + dx(t)− ax2(t), t > 0

x(t) = ϕ(t), −τ ≤ t ≤ 0,

où ϕ est tel que ϕ ∈ C+
τ \{0} = {φ ∈ Cτ : φ > 0}. On a

1) (i) Si b > c − d, alors pour tout ε > 0 su�samment petit, il existe Tε > 0 tel que
x(t) <

b− c+ d

a
+ ε pour tout t > Tε.

(ii) De plus si dx
dt

(t) ≥ bx(t − τ) − cx(t) + dx(t) − ax2(t) pour t > 0, alors pour tout
ε > 0 (su�samment petit) il existe T ′ε > 0 tel que x(t) > b− c+ d

a
−ε pour tout t > T ′ε.

2) Si b < c− d, alors lim
t→∞

x(t) = 0.
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Preuve. Dé�nissons la fonction suivante g : R+ × Cτ → R par

g(t, φ) = bφ(−τ)− cφ(0) + dφ(0)− aφ(0)2, (t, φ) ∈ R+ × Cτ ,

en calculant la di�érentielle Dφg(t, φ)(.) de g en φ ∈ Cτ on a

Dφg(t, φ)(h) = bh(−τ)− ch(0) + dh(0)− 2aφ(0)h(0),

où h ∈ Cτ . Montrons que g véri�e les hypothèses du Théorème 1.3.4 :
(A1) Pour tout h ≥ 0 et φ ∈ Cτ tel que φ(0) = 0, on a Dφg(t, φ)(h) = bh(−τ) ≥ 0.

(A2) A(t) = b 6= 0 est irréductible pour tout t > 0.
(A3) η(−τ + ε, t) > 0, pour ε assez petit.
(A4) Si φ ≡ 0, d'après le Théorème 1.3.1, l'unique solution de l'équation

dy

dt
(t) = g(t, yt), t > 0,

y(s) = φ(s), s ∈ (−τ, 0),
(3.7)

est y ≡ 0.
D'après le Théorème 1.3.4, le semi�ow de l'équation (3.7) est monotone. On peut donc
appliquer le principe de comparaison (Théorème 1.3.2).
Supposons que (i) est véri�ée et désignons par x∗ = b−c+d

a
l'unique point d'équilibre

positif de (3.7). Soit ϕ ∈ C+
τ \{0} et désignons par y(t, ϕ) la solution de l'équation (3.7)

correspondante. Choisissons ε et L (0 < ε < L) tels que

ε < ϕ(s) < L, s ∈ [−τ, 0],

bε− cε+ dε− aε2 > 0, bL− cL+ dL− aL2 < 0,
(3.8)

et désignons par yε(t) et yL(t) les solutions de l'équation (3.7) telles que yε(s) = ε,
yL(s) = L, s ∈ [−τ, 0]. Les inégalités (3.8) et le Théorème 1.3.2 entraînent

ε < yε(t) ≤ y(t, ϕ) ≤ yL(t) < L, t > 0, (3.9)

de plus yε et yL sont respectivement strictement croissante et strictement décroissante.
Posons lim

t→+∞
yε(t) = uε et lim

t→+∞
yL(t) = uL où uε ∈ (0, x∗] et uL ∈ [x∗, L). Considérons

le semi�ow autonome T (t) : R → R, t ≥ 0 dé�ni par T (t)ξ = yξ(t), ξ ∈ R, où yξ désigne
la solution de l'équation (3.7) correspondante à la donnée initiale ξ càd yξ(s) = ξ,
s ∈ [−τ, 0] et désignons par U l'ensemble compact U = {ξ ∈ R : uε ≤ ξ ≤ uL}. Le
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Théorème 1.3.2 et les inégalités

0 =
duε
dt

≤ buε − cuε + duε − au2
ε ≥ 0,

duL
dt

= 0 ≥ buL − cuL + duL − au2
L ≤ 0,

impliquent uε ≤ yξ(t) ≤ uL, pour tout t > 0. D'où T (t)ξ ∈ U , ∀ξ ∈ U et t > 0.
U est donc un attracteur pour le semi�ow T (t). Comme le seul point d'équilibre de
(3.7) contenu dans U est x∗, le Théorème 1.3.8 entraîne que x∗ est attractif càd que
lim
t→+∞

yξ(t) = b−c+d
a

, ∀ξ ∈ (ε, L). L'inégalité (3.9) assure que lim
t→+∞

y(t, ϕ) = b−c+d
a

.
Soit maintenant x tel que

dx

dt
(t) ≤ bx(t− τ)− cx(t) + dx(t)− ax2(t), t > 0

x(t) = ϕ(t),−τ ≤ t ≤ 0.

D'après le Théorème 1.3.2, x(t) ≤ y(t, ϕ), pour tout t > 0. Soit ε > 0 assez petit, il
existe alors Tε > 0 tel que

y(t, ϕ) <
b− c+ d

a
+ ε, t > Tε,

on conclut que
x(t) ≤ y(t, ϕ) <

b− c+ d

a
+ ε,

pour tout t > Tε. De la même manière on montre l'assertion (ii) de la Proposition
3.2.1.
Supposons maintenant que b−c+d < 0, et choisissant L > 0 tel que bL−cL+dL−aL2 <

0. Si ξ ∈ U ′ = {ξ ∈ R : 0 ≤ ξ ≤ L} alors le Théorème 1.3.2 entraîne que 0 ≤ yξ(t) ≤ L,

pour tout t > 0, d'ou T (t)ξ ∈ U ′, t > 0. U ′ est donc invariant par le semi�ow T (t)

de l'équation (3.7), il contient donc, d'après le Théorème 1.3.8 un point d'équilibre
attractif. Comme le seul point d'équilibre de l'équation (3.7) contenu dans U ′ est 0 on
déduit que lim

t→+∞
yL(t) = 0, d'ou limt→+∞ x(t) = 0. �

3.3 Permanence et Extinction

Ce paragraphe est consacré à l'étude de la permanence et l'extinction des solutions du
système (3.6). On distinguera le cas périodique du cas non périodique.
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3.3.1 Le Cas Non Périodique

Le théorème suivant nous donne une condition su�sante pour obtenir la permanence
uniforme des solutions du système (3.6). On commencera d'abord par un lemme qui nous
donne le bornage asymptotique des solutions.
Lemme 3.3.1. Supposons que l'hypothèse (H5) est véri�ée et soit (ε(k)

)
k≥0

une suite dé-
croissante telle que ε(k) > 0 pour tout k ≥ 0 et lim

k→+∞
ε(k) = 0. Choisissons γ(0) tel que

γ(0) >
Bm

i

al
ii−

n∑
j=1

C−
ij

, i = 1, ..., n et dé�nissons la suite suivante pour i = 1, ..., n


γ

(0)
i = γ(0),

γ
(k)
i = 1

al
ii

(
Bm
i +

n∑
j=1

C−
ijγ

(k−1)
j

)
+ ε(k−1), k ≥ 1.

(3.10)

Si ε(0) est su�samment petit, alors la suite
(
γ

(k)
i

)
k≥0

est décroissante en k et converge
quand k → +∞ vers γi > 0, i = 1, ..., n où γi est l'unique solution de l'équation

γi = 1
al

ii

(
Bm
i +

n∑
j=1

C−
ijγj

)
, i = 1, ..., n. (3.11)

Preuve. On a de (3.10) pour tout k ≥ 2 et i = 1, ..., n

γ
(k)
i − γ

(k−1)
i =

1

alii

n∑
j=1

C−
ij

(
γ

(k−1)
i − γ

(k−2)
i

)
+ ε(k) − ε(k−1). (3.12)

Si ε(0) est assez petit et puisque γ(0) >
Bm

i

al
ii−

n∑
j=1

C−
ij

, on a alors

γ
(1)
i − γ

(0)
i = 1

al
ii

[
Bm
i +

(
n∑
j=1

kmijC
−
ij − alii

)
γ(0) + aliiε

(0)

]
< 0. (3.13)

Étant donné que la suite (ε(k)
)
k≥0

est décroissante on déduit de (3.12)-(3.13) que la
suite

(
γ

(k)
i

)
k≥0

est également décroissante pour tout i = 1, ..., n. D'autre part, il est
clair de (3.10) et puisque γ(0), ε(k) > 0, que γ(k)

i > 0 pour tout k ≥ 0 et i = 1, ..., n.

La suite
(
γ

(k)
i

)
k≥0

converge donc vers un γi ≥ 0, càd que lim
k→+∞

γ
(k)
i = γi, i = 1, ..., n.

En prenant la limite dans (3.10) lorsque k → +∞ on obtient que γi est solution de
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l'équation (3.11). Supposons maintenant que pour un certain i0, γi0 = 0, on aura alors
de (3.11) que Bm

i0
= 0, ce qui est une contradiction. �

Théorème 3.3.1. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) sont véri�ées et que

Bl
i >

n∑
j=1,j 6=i

amijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj, i = 1, ..., n, (3.14)

où γi est l'unique solution positive de l'équation (3.11). Alors les solutions positives du
système (3.6) sont uniforméments permanentes.

Preuve. Soit ϕ ∈ C, ϕ > 0 et désignons par xi(t) la solution du système (3.6) correspon-
dante. D'après la Proposition 3.2.1 il existe Mi > 0 pour lequel xi(t) < Mi, i = 1, ..., n,

t > 0. Dé�nissons γ(0) par γ(0) = max
1≤i≤n

 Bm
i

al
ii−

n∑
j=1

km
ijC

−
ij

,Mi

 . Il existe alors T (0)
i > 0

assurant
xi(t) < γ(0), t > T

(0)
i , i = 1, ..., n.

Soit (ε(k)
)
k≥0

une suite positive et décroissante tel que ε(k) → 0 quand k → +∞ et
dé�nissons la nouvelle suite

(
γ

(k)
i

)
k≥0

par (3.10). On a alors de la première équation
de (3.6) ainsi que de la positivité de xi

dxi
dt

≤ Bm
i xi(t− τi)− aliix

2
i (t) + xi(t)

n∑
j=1

∫ 0

−τj xj(t+ s)dh−ij(s)

≤ Bm
i xi(t− τi)− aliix

2
i (t) + xi(t)

n∑
j=1

C−
ijγ

(0)
j ,

(3.15)

pour tout t > T
(0)
i + τ, où τ = max

1≤i≤n
{τi} . Soit ε(0) > 0 assez petit. Il s'en suit de (3.15)

et du Lemme 3.2.1 qu'il existe T (1)
i > T

(0)
i + τ garantissant

xi(t) ≤
1

alii

(
Bm
i +

n∑
j=1

C−
ijγ

(0)
j

)
+ ε(1) = γ

(1)
i > 0,

pour tout t > T
(1)
i . En répétons le processus précédent k-fois pour ε(1) > ε(2) > ... >

ε(k), on obtient deux suites
(
γ

(k)
i

)
k≥0

et
(
T

(k)
i

)
k≥0

véri�ant

xi(t) ≤
1

alii

(
Bm
i +

n∑
j=1

C−
ijγ

(k−1)
i

)
+ ε(k) = γ

(k)
i , k ≥ 1, (3.16)
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pour tout t > T
(k)
i . On aura alors de (3.16) que

lim sup
t→+∞

xi(t) ≤ γ
(k)
i , (3.17)

pour tout k ≥ 0 et i = 1, ..., n. En prenant la limite dans (3.17) quand k → +∞ on
obtient d'aprés le Lemme 3.3.1

lim sup
t→+∞

xi(t) ≤ γi, (3.18)

pour tout i = 1, ..., n où γi est la solution de l'équation (3.11). D'après l'hypothèse
(3.14) du Théorème 3.3.1, on peut choisir un ε > 0 pour lequel

Bl
i −

n∑
j=1,j 6=i

amij (γj + ε)−
n∑
j=1

C+
ij (γj + ε) > 0, i = 1, ..., n. (3.19)

L'inégalité (3.18) entraîne l'existence d'un Ti > 0 tel que

xi(t) ≤ γi + ε, t > Ti, i = 1, ..., n. (3.20)

Posons T ′ = max
1≤i≤n

Ti. On a alors de la premiére équation de (3.6) et (3.20)

dxi
dt

≥ Bl
ixi(t− τi)− xi

n∑
j=1,j 6=i

amij (γj + ε)− xi
n∑
j=1

C+
ij (γj + ε)− amii x

2
i , (3.21)

pour tout t > T ′ + τ . Soit ε′ > 0 su�samment petit. Le Lemme 3.2.1 et les inégalités
(3.19) et (3.21) entraînent l'existence d'un T ′′i > T ′ satisfaisant

xi(t) ≥
1

amii

(
Bl
i −

n∑
j 6=i

amij (γj + ε)−
n∑
j=1

C+
ij (γj + ε)

)
− ε′,

pour tout t > T ′′i . Puisque ε et ε′ sont arbitrairements petits, on obtient en prenant la
limite dans l'inégalité précédente lorsque t→ +∞ et compte tenue de (3.14)

lim inf
t→+∞

xi(t) ≥
1

amii

(
Bl
i −

n∑
j=1,j 6=i

amijγj −
n∑
j=1

C+
ijγj

)
= δi > 0, i = 1, ..., n.

Il reste à prouver la permanence de yi. Réécrivons la seconde équation du système (3.6)



Le Cas Non Périodique 57

sous la forme
dyi
dt

= −di(t)yi(t) + fi(t), (3.22)

où fi(t) = bi(t)xi(t)− bi(t− τi)e−
∫ t

t−τi
di(s)dsxi(t− τi). En intégrant l'équation (3.22) sur

(0, t) on obtient en utilisant l'hypothèse (H4) (voir [81])

yi(t) = yi(0)e−
∫ t
0 di(s)ds +

(∫ t

t−τi
bi(s)xi(s)e

∫ s
0 di(u)duds

)
× e−

∫ t
0 di(s)ds, (3.23)

d'où
lim inf
t→+∞

yi(t) ≥ bliτiδie
−τidm

i > 0.

Les solutions yi, i = 1, ..., n sont donc uniforméments permanentes. �

Dé�nissons la matrice suivante : N =
(
C−

ij

al
ii

)n
i,j=1

. L'hypothèse (H5) donne alors

‖N‖ = max
1≤i≤n

(
1

alii

n∑
j=1

C−
ij

)
< 1, (3.24)

la matrice (I−N) est donc inversible, si on désigne par (αij)
n
i,j=1 la matrice inverse (I−N)−1,

alors αij ≥ 0, pour tout i, j = 1, ..., n. On peut donc expliciter γi comme suit γi =
n∑
j=1

αij
Bm
j

aljj
,

i = 1, ..., n.

Si l'hypothèse (H5) est véri�ée on peut alors dé�nir deux suites
(
v

(m)
i

)
m≥0

, i = 2, ..., n et(
u(m)

)
m≥1

de la maniére suivante :

v
(m+1)
i =

1

alii

(
Bm
i − ali1u

(m+1) +
n∑
j=2

C−
ijv

(m)
j + C−

i1γ1

)
, m ≥ 0, i = 2, ..., n

u(m+1) =
1

am11

(
Bl

1 −
n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
v

(m)
j − C+

11γ1

)
, m ≥ 0.

(3.25)

avec v(0)
i = γi, i = 2, ..., n. Avant d'énoncer le thèorème principal sur l'extinction partielle

des solutions, on aura d'abord besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 3.3.2. Supposons que (H5) est véri�ée et que

i) Bl
1 >

n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
γj + C+

11γ1

ii) B
m
i + C−

i1γ1

ali1
<
Bl

1 − C+
11γ1

am11

, i = 2, ..., n.



Le Cas Non Périodique 58

Alors il existe i0, 2 ≤ i0 ≤ n et mi0 ≥ 1 tel que

v
(mi0

)

i0
< 0, v

(mi0
−1)

i > 0 i = 2, ..., n. (3.26)

Preuve. On a de (3.25) pour m ≥ 1 et i = 2, ..., n

v
(m+1)
i − v

(m)
i =

1

alii

(
−ali1

(
u(m+1) − u(m)

)
+

n∑
j=2

C−
ij

(
v

(m)
j − v

(m−1)
j

))
,

u(m+1) − u(m) = − 1

am11

(
n∑
j=2

(
C+

1j + al1j
) (
v

(m)
j − v

(m−1)
j

))
.

(3.27)

De plus, l'hypothèse (i) du lemme entraîne

u(1) =
1

am11

(
Bl

1 −
n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
γj + C+

11γ1

)
> 0,

d'où

v
(1)
i − v

(0)
i = −a

l
i1

alii
u(1) < 0, i = 2, ..., n,

u(2) − u(1) = − 1

am11

(
n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
) (
v

(1)
j − v

(0)
j

))
> 0.

(3.28)

Les relations (3.27)-(3.28) et le principe de récurrence montrent que les suites
(
v

(m)
i

)
m≥0

et (u(m)
)
m≥1

sont strictement décroissante et strictement croissante respectivement. Il
y a donc deux cas à distinguer :
1er Cas : lim

m→+∞
u(m) = +∞. La première équation de (3.23) donne lim

m→∞
v

(m)
i = −∞,

i = 2, ..., n. Puisque v(0)
i > 0, i = 2, ..., n on peut dé�nir i0 et mi0 ≥ 1 comme suit :

mi0 = min
2≤i≤n

(
mi = min

{
m ≥ 1 : v

(m)
i < 0

})
≥ 1. (3.29)

2éme Cas : lim
m→+∞

u(m) = u < ∞. On a de (3.24), ‖N‖ < 1, l'application linéaire

v = (v2, ..., vn) 7→

(
1

al11

n∑
j=2

C−
1jvj, ...,

1

alnn

n∑
j=2

C−
njvj

)
est donc une contraction, il s'en

suit de la première équation de (3.25) que la suite v(m)
i converge vers un reel vi (�ni)

lorsque m → +∞. En substituant la seconde équation de (3.25) dans la première on
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obtient

v
(m+1)
i =

Bm
i + C−

i1γ1

alii
− ali1
alii

[
Bl

1 − C+
11γ1

am11

− 1

am11

n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
v

(m)
j

]
+

1

alii

n∑
j=2

C−
ijv

(m)
j

=
ali1
alii

(
Bm
i + C−

i1γ1

alii
− Bl

1 − C+
11γ1

am11

)
+

n∑
j=2

(
ali1
alii

C+
1j

am11

+
ali1
alii

am1j
am11

+
C−
ij

alii

)
v

(m)
j .

(3.30)
Posons

v(m) =
(
v

(m)
2 , ..., v

(m)
n

)T
, m ≥ 0,

β =

(
ali1
alii

(
Bm
i + C−

i1γ1

alii
− Bl

1 − C+
11γ1

am11

))T
2≤i≤n

,

C =

(
ali1
alii

C+
1j

am11

+
ali1
alii

am1j
am11

+
C−
ij

alii

)n

i,j=2

.

La relation (3.30) peut alors être réécrite sous la forme matricielle suivante

v(m+1) = β + Cv(m), m ≥ 0, (3.31)

d'où v(m) − v(m+1) = C
(
v(m−1) − v(m)

)
= ... = Cm

(
v(0) − v(1)

) pour tout m ≥ 0.

Puisque v(m) − v(m+1) → 0 lorsque m → +∞, alors Cm
(
v(0) − v(1)

)
→ 0 quand m →

+∞. Posons ξ =
(
v(0) − v(1)

)T . D'après (3.28), ξ > 0. Comme Cmξ → 0 lorsque
m → +∞, on déduit que σ (C) < 1, où σ (C) désigne le rayon spectral de la matrice
C (cf. Berman & Plemmons [14]). D'ou Cmζ → 0 lorsque m→ +∞ pour tout vecteur
positif ζ ∈ int (Rn−1

+

)
. la relation (3.31) entraîne par récurrence

v(m) = β + Cv(m−1) = β + Cβ + C2v(m−2)

= ... = β + Cβ + ...+ Cm−1β + Cmv(0).

D'après l'hypothèse (ii) du lemme, βi < 0, d'ou Ckβ < 0 pour tout k ≥ 1, la relation
précédente implique

v(m) < β + Cmv(0), (3.32)
pout toutm ≥ 1. En prenant la limite dans (3.32) quandm→ +∞ et puisque v(m) → v

et Cmv(0) → 0 on obtient que v < β < 0. On peut donc dé�nir i0, 2 ≤ i0 ≤ n etmi0 ≥ 1

par la relation (3.29), tel que (3.26) soit satisfaite. �

Lemme 3.3.3. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) sont véri�ées. Supposons de plus
que les conditions (i) et (ii) du Lemme 3.3.2 sont satisfaites. Alors toute solution
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positive (x1(t), ..., xn(t)) de la premiére équation du système (3.6) véri�e lim
t→+∞

xi0(t) =

0, où i0 est donné par le Lemme 3.3.2.
Preuve. L'hypothèse (i) du Lemme 3.3.2 entraîne l'existence d'un ε > 0 assez petit tel que

Bl
1 >

n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
(γj + ε) + C+

11 (γ1 + ε) . (3.33)

Il existe alors T1 > 0 tel que pour tout t > T1

dx1

dt
≥ Bl

1x1(t− τ1)− x1(t)
n∑
j=2

am1j (γj + ε)− x1(t)
n∑
j=2

C+
11 (γj + ε)

−am11x2
1(t)− x1(t)C

+
1j (γ1 + ε) .

Le Lemme 3.2.1 et l'inégalité (3.33) entraînent l'existence de T ′1 > T1 et ε1 > 0 (assez
petit) satisfaisant

x1(t) ≥
1

am11

(
Bl

1 −
n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
(γj + ε)− C+

11 (γ1 + ε)

)
− ε1, t > T ′1

d'où
lim inf
t→+∞

x1(t) ≥ u(1) > 0.

Supposons que v(1)
i > 0 pour tout i = 2, ..., n. Choisissons un ε′ > 0 pour lequel on a

u(1) − ε′ > 0,

Bm
i − ali1

(
u(1) − ε′

)
+

n∑
j=2

C−
ij (γj + ε′) + C−

i1 (γ1 + ε′) > 0, i = 2, ..., n.

Il existe alors T (1)
i tel que

dxi
dt

≤ Bm
i xi(t− τi)− ali1xi

(
u(1) − ε′

)
+ xi

n∑
j=2

C−
ij (γj + ε′)

+xiC
−
i1 (γ1 + ε′)− aliix

2
i ,

pour tout t > T
(1)
i . En utilisant le Lemme 3.2.1 une seconde fois, il existe ε′′ > 0 (assez

petit) et T (1)

i > T
(1)
i assurant

xi(t) ≤
1

alii

(
Bm
i − ali1 (u− ε′) +

n∑
j=2

C−
ij (γj + ε′) + C−

i1 (γ1 + ε′)

)
+ ε′′,
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pour tout t > T
(1)

i . On obtient alors

lim sup
t→+∞

xi(t) ≤ v
(1)
i , i = 2, ..., n.

Procédant par récurrence j'usqu'à l'étape (mi0 − 1), où mi0 est donné par le Lemme
3.3.2, on arrive à

lim sup
t→+∞

xi(t) ≤ v
(mi0

−1)

i , lim inf
t→+∞

x1(t) ≥ u(mi0
), i = 2, ..., n.

Puisque v(mi0
)

i0
< 0 (voir Lemme 3.3.2), on peut alors choisir εm0 > 0 tel que

Bm
i0
− ali01

(
u(m0) − εm0

)
+

n∑
j=2

C−
i0j

(
v

(m0−1)
j + εm0

)
+ C−

i01 (γ1 + εm0) < 0. (3.34)

Il existe alors T (m0)
i0

satisfaisant

dxi0
dt

(t) ≤ Bm
i0
xi0(t− τi0)− ali01xi0

(
u(m0) − εm0

)
+ xi0

n∑
j=2

C−
i0j

(
v

(m0−1)
j + εm0

)
+xi0C

−
i01 (γ1 + εm0)− ali0i0x

2
i0
,

pour tout t > T
(m0)
i0

. La partie (2) du Lemme 3.2.1 et (3.34) donnent alors lim
t→+∞

xi0(t)

= 0. �

On est maintenant en mesure d'énoncer le résultat d'extinction partielle suivant.
Théorème 3.3.2. Supposons que les hypothèses du Lemme 3.3.3 sont véri�ées. Pour toute

solution positive (xi, yi) du système (3.5)-(3.6), on a (xi(t), yi(t)) → (0, 0) lorsque
t→ +∞ pour tout i = 2, ..., n, alors que (x1(t), y1(t)) est uniformément permanente.

Preuve. D'aprés le Lemme 3.3.3, il existe un i0, (2 ≤ i0 ≤ n) tel que lim
t→+∞

xi0(t) = 0. Par
une permutation des indices {2, ..., n} , on peut supposer que i0 = n, càd lim

t→∞
xn(t) = 0.

Dé�nissons les nouvelles suites suivantes :

v
′(m+1)
i = 1

al
ii

(
Bm
i − ali1u

′(m+1) +
n−1∑
j=2

C−
ijv

′(m)
j + C−

i1γ1

)
, i = 2, ..., n

u′(m+1) = 1
am
11

(
Bl

1 −
n−1∑
j=2

(
C+

1j + al1j
)
v
′(m)
j − C+

11γ1

)
.

On peut montrer comme dans la preuve du Lemme 3.3.2, que les suites v′(m)
i et u′(m)
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sont strictement décroissante et strictement croissante respectivement, et qu'il éxistent
i1, (2 ≤ i1 ≤ n− 1) et mi1 ≥ 1, tel que v′(mi1

−1)

i > 0 pour i = 2, ..., n− 1, et v′(mi1
)

i1
< 0.

Un raisonnement analogue à celui donné dans la preuve du Lemme 3.3.3 permet de
montrer que lim

t→+∞
xi1(t) = 0. Par récurrence, on obtient aprés un nombres �nis d'étapes

que lim
t→+∞

xi(t) = 0 pour tout i = 2, ..., n.

En�n l'inégalité (3.23) entraîne que lim
t→+∞

yi(t) = 0 pour tout i = 2, ..., n et lim inf
t→+∞

y1(t) ≥ bl1τ1u
(1)e−τ1d

m
1 > 0. �

3.3.2 Le Cas Périodique

Ce paragraphe est consacré au cas nonautonome périodique. En utilisant la théorie des
semi�ots monotones périodiques ainsi que la théorie spectrale des opérateurs, on établira
des critéres de permanence, d'extinction et de stabilité globale en terme de rayon spectral
de l'application de Poincaré de l'équation linéarisé associée au système (3.6). Dans tout le
reste de ce paragraphe on supposera que :
(H1)′ Les fonctions bi(t), di(t), aij(t), i, j = 1, ..., n sont positives, continues et périodiques

de même périodique ω > 0.

Analyse Spectrale de la Dynamique de L'équation Singulière
Dans cette partie on s'intéresse à l'étude de la dynamique globale de l'équation singulière

associée au système (3.6) en utilisant la théorie des semi�ots monotones périodiques.
Soient B(t), b(t), a(t) des fonctions continues et ω−périodique tel que B(t) > 0, a(t) > 0

pour tout t ∈ [0, ω]. Soit τ > 0, et considérons l'équation suivante
dx

dt
(t) = B(t)x(t− τ)− b(t)x(t)− a(t)x2(t), t > 0, (3.35)

où l'espace des phases est Cτ = C ([−τ, 0]; R). Dans toute la suite on munira Cτ de son cone
positif C+

τ = {ϕ ∈ Cτ : ϕ(s) ≥ 0, s ∈ [−τ, 0]}, on notera par C+
τ \{0} l'intérieur non vide de

C+
τ et on écrira φ > ψ si et seulement si φ−ψ ∈ C+

τ \{0}. Il est facile de véri�er que l'équation
(3.35) engendre un semi�ot autonome qu'on notera xt(ϕ), t > 0. Considérons l'application
de Poincaré S associée à l'équation (3.35) et dé�nie par

S : Cτ → Cτ

ϕ 7→ S(ϕ),
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avec S(ϕ)(s) = xω(ϕ)(s) = x(ω + s, ϕ), s ∈ [−τ, 0], où x(., ϕ) est la solution de l'équation
(3.35) correspondante. D'aprés le Théorème 1.3.1, S est continûment di�érentiable en ϕ.

Désignons par P = DS(0) la di�érentielle de S en ϕ = 0 et par r = r(P ) le rayon spectral
de l'application linéaire P.
Le résultat suivant décrit la dynamique globale de l'équation (3.35) en fonction du rayon
spectral r.
Théorème 3.3.3. i) Si r ≤ 1, alors la solution triviale x ≡ 0 de l'équation (3.35) est

globalement attractive.
ii) Si r > 1, alors l'équation (3.35) admet une solution positive, ω−périodique et
globalement attractive.

Avant de donner la preuve de ce théorème on aura besoin du lemme suivant.
Lemme 3.3.4. On a r > 0, de plus r est une valeur propre simple de P correspondante à

un vecteur propre ϕ0 ∈ C+
τ \{0}.

Preuve. Soit m ≥ 1 un entier tel que mω ≥ 2τ. On a alors Sm(ϕ) = xmω(ϕ) pour tout
ϕ ∈ Cτ . En linéarisant l'équation (3.35) en x = 0, on obtient

dx

dt
(t) = B(t)x(t− τ)− b(t)x(t). (3.36)

L'équation (3.36) est une équation di�érentielle linéaire à retard, l'application de Poin-
caré correspondante est DS(0) = P. Puisque le retard de l'équation (3.36) est �ni, on
déduit que l'application Pm, (mω ≥ 2τ) est compacte (voir Hale [48]), il s'en suit alors
que l'application linéaire DSm(0) = (DS(0))m = Pm est également compacte. D'autre
part puisque B(t) > 0, pour tout t ∈ [0, ω], d'après la Remarque 1.3.1/(i), le semi�ot
de l'équation (3.36) est positivement invariant, en particulier, Pm(ϕ) ∈ C+

τ \{0} pour
tout ϕ ∈ C+

τ \{0}. Ceci entraîne que l'application Pm est fortement positive. D'aprés
le Théorème de Krein-Rutman (voir Zeidler [145]), on a rm = r (Pm) > 0 et rm est une
valeur propre simple de Pm correspondante à un vecteur propre ϕm0 ∈ C+

τ \{0}. D'autre
part puisque P est une application linéaire continue rm = r (Pm) = (r (P ))m = rm > 0.
Comme Pm est compacte, son spectre est constitué des valeurs propres de Pm avec peut
être 0 comme point d'accumulation. r est donc une valeur propre positive de P . Soit
ϕ0 un vecteur propre de P , tel que Pϕ0 = rϕ0, d'où Pmϕ0 = rmϕ0 = rmϕ0, puisque
rm est une valeur propre simple de Pm on conclut que ϕ0 = cϕm0 ∈ C+

τ \{0}, d'où r est
une valeur propre simple de P correspondante à un vecteur propre ϕ0 ∈ C+

τ \{0}. �

Preuve du Théorème 3.3.3. Fixons m0 ≥ 1 tel que m0ω ≥ 2τ, et soit f : R × Cτ → Cτ
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la fonction dé�nie par

f(t, φ) = B(t)φ(−τ)− b(t)φ(0)− a(t)φ2(0), t > 0, φ ∈ Cτ .

Soient φ, ψ ∈ Cτ tel que φ > ψ et φ(0) = ψ(0). On a alors

f(t, φ)− f(t, ψ) = B(t) (φ(−τ)− ψ(−τ)) > 0, t > 0.

La fonction f satisfait donc l'hypothèse (H)′ de la Remarque 1.3.1. D'aprés la partie
(i) de cette même remarque xt(φ) > xt(ψ) pour tout φ > ψ avec φ, ψ ∈ Cτ et t > 0. Le
semi�ot xt(.) de l'équation (3.35) est donc fortement monotone. Il en est donc de même
de l'application de Poincaré Sm0 . D'autre part, on a pour tout α ∈ (0, 1), φ ∈ C+

τ \{0}
et t > 0,

f(t, αφ) = αB(t)φ(−τ)− αb(t)φ(0)− α2a(t)φ2(0)

> αB(t)φ(−τ)− αb(t)φ(0)− αa(t)φ2(0)

= αf(t, φ).

L'application f est donc strictement sub-homogène. Il en est donc de même de S (voir
Théorème 1.4.1) et a fortiori de Sm0 . D'après la preuve du Lemme 3.3.4, DSm0 est
fortement positive et compacte. De plus on a r {(DS(0))m0} = (r (DS(0)))m0 = rm0 et
Sm0(0) = 0. En appliquant le Théorème 1.4.2 à Sm0 , on obtient que :
1) Si r > 1 (donc rm0 > 1), alors Sm0 admet un point �xe unique ϕ∗ ∈ C+

τ \{0}
globalement attractif pour le semi�ot discret engendré par Sm0 .

2) Si r ≤ 1 (donc rm0 ≤ 1), alors 0 est un point �xe globalement attractif pour le
semi�ot discret engendré par Sm0 .

Montrons dans le cas 1) que l'équation (3.35) admet une solution positive ω−périodi-
que et globalement attractive. Désignons par ϕ∗ ∈ C+

τ \{0} le point �xe de Sm0 càd
que Sm0(ϕ∗) = ϕ∗. Posons A0 = {ϕ∗} , d'où Sm0 (A0) = A0. A0 est donc compact et
Sm0−invariant. Notons par x(t, t0, ϕ) le semi�ot nonautonome engendré par l'équation
(3.35). Puisque les coe�cients de l'équation (3.35) sont ω−périodiques, le semi�ot
x(t, t0, ϕ) est périodique (voir Remarque 1.4.1) càd que x(t+mω,mω, ϕ) = x(t, 0, ϕ),

pour tout m ≥ 1, t ≥ 0 et ϕ ∈ Cτ . De plus étant donné que ϕ∗ est globalement
attractif, on a

Sm0m(ϕ) → ϕ∗, m→ +∞, ∀ϕ ∈ C+
τ \{0}. (3.37)

D'autre part, on a par dé�nition Sm0m(ϕ) = x(mm0ω, 0, ϕ), la condition (3.37) peut
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donc être réécrite comme suit

d (x(mm0ω, 0, ϕ), A0) → 0, m→ +∞, ∀ϕ ∈ C+
τ \{0}.

En appliquant le Théorème 1.4.5 au semi�ot discret x(mm0ω, 0, ϕ), on déduit que

d (x(t, 0, ϕ), x(t, 0, ϕ∗)) → 0, t→ +∞, ∀ϕ ∈ C+
τ \{0}.

La solution x(t, 0, ϕ∗) est donc globalement attractive. De plus, puisque ϕ∗ est un point
�xe de Sm0 alors x(t, 0, ϕ∗) est m0ω−périodique. Montrons maintenant que x(t, 0, ϕ∗)
est ω−périodique. D'après le Lemme 3.3.4, il existe un vecteur propre ϕ0 ∈ C+

τ \{0},
tel que

DS(0)(ϕ0) = rϕ0. (3.38)
Soit ε > 0. Puisque la fonction S est continûment di�érentiable en 0 et S(0) = 0, on a
en utilisant un développement limité d'ordre 1 et (3.38)

S (εϕ0) = S(0) +DS(0)(εϕ0) + o(ε)

= εrϕ0 + o(ε),

d'où S (εϕ0) − εϕ0 = ε(r − 1)ϕ0 + o(ε). Étant donné que o(ε) → 0 quand ε → 0, et
puisque ε(r − 1)ϕ0 > 0, il existe un ε0 > 0 assez petit véri�ant

S (ε0ϕ0) > ε0ϕ0. (3.39)

Comme la fonction S est fortement monotone, on déduit de (3.39) que la suite 0 <

ε0ϕ0 < S (ε0ϕ0) < ... < Sm(ε0ϕ0) < ... est fortement monotone. De (3.37) on a que
Sm0m(ε0ϕ0) → ϕ∗ lorsque m → +∞. La sous-suite {Sm0m(ε0ϕ0)}m≥0 est une sous-
suite convergente d'une suite fortement monotone {Sm(ε0ϕ0)}m≥0 qui converge donc
vers ϕ∗. Il en résulte alors que ϕ∗ est un point �xe de S. x(t, 0, ϕ∗) est donc une solution
ω−périodique.
Dans le cas où r ≤ 1, on montre de la même manière que 0 est une solution globalement
attractive pour l'équation (3.35). �
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Permanence Uniforme des Solutions du Système (3.6)
Revenons au système (3.6), et supposons que (H1)′-(H5) sont véri�ées. Considérons

l'équation singulière suivante :
dzi
dt

(t) = Bi(t)zi(t− τi)− zi(t)
n∑

j=1,j 6=i
aij(t)γj − zi(t)

n∑
j=1

C+
ijγj − aii(t)z

2
i (t), t > 0,

(3.40)
où γi est dé�ni dans le Lemme 3.3.1. Désignons par Si : Cτi → Cτi l'application de Poincaré
associée à l'équation (3.40) et par ri le rayon spectral de DSi(0). Puisque les coe�cients
Bi(t), aij(t) sont des fonctions périodiques de même période ω > 0, d'après le Lemme 3.3.4
on a ri > 0 pour tout i = 1, ..., n. Le résultat suivant exprime la permanence uniforme des
solutions du système (3.6) en fonction du rayon spectral ri.
Théorème 3.3.4. Supposons que les conditions (H1)′-(H5) sont véri�ées et que ri > 1,

i = 1, ..., n. Alors les solutions du système (3.6) sont uniformément permanentes.
Preuve. Soit ϕ ∈ C+

τi
\{0} et désignons par xi(t) la solution du système (3.6) correspondante

à la donnée initiale ϕ. D'après la preuve du Lemme 3.3.1 et l'inégalité (3.16) ils existent
deux suites

(
γ

(k)
i

)
k≥0

et
(
T

(k)
i

)
k≥0

telles que γ(k)
i → γi lorsque k → +∞ et véri�ant

xi(t) ≤ γ
(k)
i , t ≥ T

(k)
i , k ≥ 1, i = 1, ..., n. (3.41)

On a de la première équation de (3.6) et (3.41) pour tout t > T (k) = max
1≤i≤n

T
(k)
i

dxi
dt

(t) ≥ Bi(t)xi(t− τi)− xi(t)
n∑

j=1,j 6=i
aij(t)γ

(k)
j − xi(t)

n∑
j=1

C+
ijγ

(k)
j − aii(t)x

2
i (t).

(3.42)
Désignons par z(k)

i (t, ϕ), t > T (k), la solution de l'équation singulière suivante i =

1, ..., n,

dz
(k)
i

dt
(t) = Bi(t)z

(k)
i (t− τi)− z

(k)
i (t)

n∑
j=1,j 6=i

aij(t)γ
(k)
j −

−z(k)
i (t)

n∑
j=1

C+
ij − aii(t)

(
z

(k)
i

)2

(t), t > T (k),

z
(k)
i (t, ϕ) = xi(t, ϕ), t ∈

(
T (k) − τi, T

(k)
)
.

(3.43)
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L'inégalité (3.42) et le principe de comparaison (Théorème 1.3.2) nous donnent

xi(t, ϕ) ≥ z
(k)
i (t, ϕ), t > T (k). (3.44)

En linéarisant les équations (3.40) et (3.43) en 0, on obtient respectivement
dwi
dt

(t) = Bi(t)wi(t− τi)− wi(t)
n∑

j=1,j 6=i
aij(t)γj − wi(t)

n∑
j=1

C+
ijγj, t > 0, (3.45)

dw
(k)
i

dt
(t) = Bi(t)w

(k)
i (t− τi)− w

(k)
i (t)

n∑
j=1,j 6=i

aij(t)γ
(k)
j − w

(k)
i (t)

n∑
j=1

C+
ij , t > 0.

(3.46)
Désignons par Pi et P (k)

i les applications de Poincaré associées aux équations (3.45) et
(3.46) respectivement et soit m ≥ 1 tel que mω ≥ 2τi, i = 1, ..., n. D'après la preuve
du Lemme 3.3.4, les applications linéaires

(
P

(k)
i

)m et Pm
i sont compactes. De plus et

compte tenu de la dépendance continue des solutions par rapport à un paramètre (en
l'occurrence γ(k)

i ) et puisque γ(k)
i → γi lorsque k → +∞, on a P (k)

i (ϕ) → Pi(ϕ) lorsque
k → +∞, pour tout ϕ ∈ Cτi (voir Hale [48]). D'autre part puisque la suite

(
γ

(k)
i

)
k≥0

est strictement décroissante, le principe de comparaison (Remarque 1.3.1/(ii)) appliqué
une nouvelle fois à l'équation (3.46) nous donne que P (k+1)

i (ϕ) > P
(k)
i (ϕ) pour tout

ϕ ∈ Cτi et k ≥ 1. D'où (
P

(k)
i

)m
→ (Pi)

m, k → +∞, (3.47)

où la convergence a lieu dans K (Cτi) l'espace des opérateurs linéaires et compacts
munie de la norme de la convergence uniforme. Si on désigne par r(k)

i le rayon spectral
de l'application linéaire P (k)

i et par ri celui de Pi, alors on a d'après les propriétés du
rayon spectral des opérateurs compacts (voir Smith [103]) et (3.47) que(

r
(k)
i

)m
→ (ri)

m, k → +∞. (3.48)

Puisque ri > 1, (i = 1, ..., n), d'aprés (3.48), il existe un k0 ≥ 1 satisfaisant r(k0)
i >

1 pour tout i = 1, ..., n. D'aprés le Théorème 3.3.3, l'équation (3.43) admet, pour
k = k0, une solution positive ω−périodique et globalement attractive. Les solutions
z

(k)
i (t, ϕ) sont donc uniforméments permanentes. L'inégalité (3.44) entraîne alors que
les solutions xi(t) sont uniforméments permanentes. �
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Le Théorème 3.3.4 nous donne un critère de permanence uniforme des solutions en fonction
du rayon spectral de l'application de Poincaré associée à l'équation singulière (3.40). Le
lemme suivant fait le lien entre le rayon spectral de l'équation singulière et ses coe�cients.
Lemme 3.3.5. Supposons que les hypothèses (H1)′ et (H5) sont véri�ées.

i) Si pour un certain i, la condition suivante

Bl
i >

n∑
j=1,j 6=i

amijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj, (3.49)

est satisfaite, alors ri > 1.

ii) Supposons que τi = kiω, pour un certain entier ki ≥ 1. Si la condition suivante

Bi >

n∑
j=1,j 6=i

aijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj, (3.50)

est satisfaite, alors ri > 1.

Preuve. Posons λ0 =
1

ω
ln ri. Pour toute solution wi(t) de l'équation (3.45) on dé�nie vi(t)

par
wi(t) = eλ0tvi(t), t > 0. (3.51)

vi(t) est alors solution de l'équation di�érentielle linéaire à retard suivante

dvi
dt

(t) = Bi(t)e
−λ0τivi(t− τi)− vi(t)

[
n∑

j=1,j 6=i
aij(t)γj+

n∑
j=1

C+
ijγj − λ0

]
. (3.52)

Soit Pi l'application de Poincaré associée à l'équation linéaire (3.45). D'aprés le Lemme
3.3.4, ri est une valeur propre simple de Pi et il existe ϕ0

i ∈ C+
τi
\{0} tel que

Pi(ϕ
0
i ) = riϕ

0
i . (3.53)

Désignons par wi(t, ϕ0
i ), t > 0, la solution de l'équation (3.45) correspondante à la

donnée initiale ϕ0
i et par vi(t, ψ0

i ), t > 0, celle de l'équation (3.52) correspondante à
la donnée initiale ψ0

i , où ψ0
i (s) = e−λ0sϕ0

i (s), s ∈ (−τi, 0). Considérons l'application
de Poincaré Qi : C+

τi
→ C+

τi
associée à l'équation (3.52) et dé�nie par Qi(ψi)(s) =
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vi(s+ ω, ψi), s ∈ (−τi, 0). On a de (3.51), (3.53)

Qi (ψ
0
i ) (s) = vi(s+ ω, ψ0

i ) = e−λ0(s+ω)wi(s+ ω, ϕ0
i )

= e−λ0(s+ω)Pi(ϕ
0
i )(s) = e−λ0(s+ω)riϕ

0
i (s) = e−λ0(s+ω)rie

λ0sψ0
i (s)

= ψ0
i (s),

pour tout s ∈ (−τi, 0). ψ0
i est donc un point �xe de Qi. Comme ψ0

i > 0, il en résulte
que vi(t, ψ0

i ) est une solution positive et ω−périodique de l'équation (3.52). D'autre
part wi(t, ϕ0

i ) est une solution positive de (3.45), d'où
dwi
dt

(t) = Bi(t)wi(t− τi)− wi(t)
n∑

j=1,j 6=i
aij(t)γj − wi(t)

n∑
j=1

C+
ijγj

≥ Bl
iwi(t− τi)− wi(t)

[
n∑

j=1,j 6=i
amijγj +

n∑
j=1

C+
ijγj

]
,

t > 0. (3.54)

Soit ui(t) la solution de l'équation suivante
dui
dt

(t) = Bl
iui(t− τi)− ui(t)

[
n∑

j=1,j 6=i
amijγj +

n∑
j=1

C+
ijγj

]
, t > 0,

ui(t) = wi(t), t ∈ (−τi, 0).

Supposons que la condition (i) du Lemme 3.3.5 est véri�ée, on a alors ui(t, ϕ) → +∞,

lorsque t → +∞ pour toute ϕ ∈ C+
τi
\{0}. En utilisant le principe de comparaison et

(3.54) on obtient que wi(t, ϕ0
i ) ≥ ui(t, ϕ

0
i ) → +∞, lorsque t→ +∞. Comme wi(t, ϕ0

i ) =

eλ0tvi(t, ψ
0
i ) et puisque vi(t, ψ0

i ) est périodique donc bornée, on obtient alors que λ0 > 0,

d'ou ri > 1.

Supposons maintenant qu'il existe un entier ki ≥ 1 tel que τi = kiω. Puisque vi(t, ψ0
i )

est une solution périodique de (3.52) on a vi(t − τi, ψ
0
i ) = vi(t − kiω, ψ

0
i ) = vi(t, ψ

0
i ),

pour tout t > 0. L'équation (3.53) peut donc être réécrite comme suit
·
vi(t, ψ

0
i )

vi(t, ψ0
i )

= Bi(t)e
−λ0τi −

[
n∑

j=1,j 6=i
aij(t)γj +

n∑
j=1

C+
ijγj − λ0

]
, t > 0.

En intégrant les deux membres de l'équation précédente sur (0, ω), on obtient, compte
tenu de la périodicité de vi(t)

Bie
−λ0τi −

n∑
j=1,j 6=i

aijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj = λ0.
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Posons G(λ) = Bie
−λτi −

n∑
j=1,j 6=i

aijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj. G(λ) est une fonction continue et

strictement décroissante, de plus G(λ0) = λ0. λ0 est donc l'unique point �xe de G. Par
conséquent λ0G(0) > 0, càd que

ln ri

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj

)
> 0. (3.55)

Si (3.50) est véri�ée, (3.55) entraîne ri > 1. �

Le Théorème 3.3.4 et le Lemme 3.3.5 entraînent les corollaires suivants.
Corollaire 3.3.1. Supposons que les conditions (H1)′-(H5) sont satisfaites et que

Bl
i >

n∑
j=1,j 6=i

amijγj +
n∑
j=1

C+
ijγj, i = 1, ..., n.

Alors les solutions du système (3.6) sont uniforméments permanentes.
Corollaire 3.3.2. Supposons que les conditions (H1)′-(H5) sont satisfaites et que pour tout

i ∈ {1, ..., n} il existe un entier ki ≥ 1 tel que τi = kiω. Alors si les inégalités en
moyenne

Bi >
n∑

j=1,j 6=i
aijγj +

n∑
j=1

C+
ijγj, i = 1, ..., n,

sont véri�ées, les solutions du système (3.6) sont uniforméments permanentes.
Remarques 3.3.1. Le Théorème 3.3.4 montre que dans le cas périodique la condition de

permanence uniforme peut être exprimée en terme de rayon spectral de l'application de
Poincaré associée à l'équation linéarisée. Le Corollaire 3.3.2 montre quant a lui que si
le retard τi est multiple de la période, alors la condition de permanence uniforme peut
être exprimée en terme de moyennes des coe�cients du système. Les Corollaires 3.3.1
et 3.3.2 montrent que le Théorème 3.3.4 est une généralisation dans le cas périodique
du Théorème 3.3.1.

Existence d'une Solution Périodique Globalement Attractive
Dans cette partie on montre que sous les conditions d'extinction partielles du Théorème

3.3.2, et si les coe�cients du système (3.6) sont périodiques alors le système (3.6) admet une
solution périodique globalement attractive.
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Considérons pour cela le système limite du système (3.6) càd le système suivant
dx

dt
(t) = B1(t)x(t− τ1)− a11(t)x

2(t),

dy

dt
(t) = b1(t)x(t)− d1(t)y(t)−B1(t)x(t− τ1),

t > 0. (3.56)

Lemme 3.3.6. Supposons que les fonctions b1(t), d1(t), a11(t) soient continues, positives
et périodiques de même période ω > 0. Alors le système (3.56) admet une solution
(x∗(t), y∗(t)) positive, ω−périodique et globalement attractive.

Preuve. Considérons d'abord la premiére équation du système (3.56) càd l'équation sui-
vante

dx

dt
(t) = B1(t)x(t− τ1)− a11(t)x

2(t), t > 0, (3.57)
et désignons par r1 le rayon spectral de l'application de Poincaré associée à l'équation
linéarisé de l'équation (3.57). Puisque Bl

1 > 0, d'après le Lemme 3.3.5/(i) on a r1 >
1. Le Théorème 3.3.3 entraîne l'existence d'une solution positive, ω−périodique et
globalement attractive x∗(t) de l'équation (3.57).
Montrons maintenant que la seconde équation du système (3.56) admet également une
solution positive et périodique y∗. Pour cela considérons l'équation suivante

dy

dt
(t) = b1(t)x

∗(t)−B1(t)x
∗(t− τ1)− d1(t)y(t), t > 0, (3.58)

où x∗ est la solution périodique de l'équation (3.57). En intégrant l'équation (3.58) sur
(0, t) et tenant compte de (x∗)l = inf

(0,ω)
x∗(t) > 0 et y(0) > 0 on obtient

y(t) = y(0)e−
∫ t
0 d1(s)ds +

(∫ t
t−τ1 b1(s)x(s)e

∫ s
0 d1(u)duds

)
× e−

∫ t
0 d1(s)ds

≥ bl1 (x∗)l

dm1

(
1− e

−
∫ t

t−τ1
d1(s)ds

)
= η > 0.

(3.59)

D'un autre coté on a en utilisant l'hypothèse (H4) de l'introduction

y(t) = e−
∫ t
0 d1(s)ds

(∫ 0

−τ1 b1(s)ϕ
∗
1(s)e

−
∫ 0

s d1(u)duds
)

+e−
∫ t
0 d1(s)ds

(∫ t
t−τ1 b1(s)x

∗(s)e
∫ s
0 d1(u)duds

)
≤ bm1 (ϕ∗1)

mτ1 + bm1 (x∗)m τ1

= %,

(3.60)
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où (x∗)m = sup
(0,ω)

x∗(t) > 0. Désignons par P : R+ → R l'application de Poincaré associée
à l'équation (3.58) et dé�nie par P (ξ) = yξ(ω), où yξ est la solution de l'équation (3.58)
correspondante à la donnée initiale yξ(0) = ξ. On a de (3.59) et (3.60)

P (R+) ⊂ [η, %].

Puisque la solution yξ dépend continûment de la donnée initiale ξ, P est une application
continue. D'après le Théorème du point �xe de Schauder il existe ξ0 > 0 tel que
P (ξ0) = ξ0. D'ou yξ0(ω) = yξ0(0), la solution yξ0 est donc une solution périodique de
l'équation (3.58). Désignons cette solution par y∗.
Montrons maintenant que (x∗, y∗) est une solution globalement attractive du système
(3.56). Soit (x, y) une solution positive du système (3.56). Étant donné que x(t) −
x∗(t) → 0 lorsque t→ +∞, il su�t de montrer que y(t)− y∗(t) → 0 lorsque t→ +∞.

On a de (3.59)

y(t)− y∗(t) = (y(0)− y∗(0))e−
∫ t
0 d1(s)ds

+
(∫ t

t−τ1 b1(s)(x(s)− x∗(s))e
∫ s
0 d1(u)duds

)
× e−

∫ t
0 d1(s)ds, t > 0,

d'où

|y(t)− y∗(t)| ≤ |y(0)− y∗(0)| e−
∫ t
0 d1(s)ds

+
(∫ t

t−τ1 b1(s) |x(s)− x∗(s)| e
∫ s
0 d1(u)duds

)
× e−

∫ t
0 d1(s)ds

≤ |y(0)− y∗(0)| e−
∫ t
0 d1(s)ds +

∫ t
t−τ1 b1(s) |x(s)− x∗(s)| ds, t > 0.

(3.61)
Puisque la fonction |x(s)−x∗(s)| est continue, bornée et |x(s)−x∗(s)| → 0, lorsque s→
+∞, on obtient, en prenant la limite dans (3.61) lorsque t→ +∞, que y(t)−y∗(t) → 0.

�

Théorème 3.3.5. Supposons que les hypothèses (H1)′-(H5) sont satisfaites et que C−
11 =

C+
11 = 0. Alors sous les hypothèses du Théorème 3.3.2 le système (3.6) admet une

solution positive, ω-périodique et globalement attractive.
Preuve. Remarquons d'abord que (x∗, y∗, 0, 0, ..., 0, 0) est une solution ω-périodique du sys-

tème (3.6), où (x∗, y∗) est la solution périodique globalement attractive du système
(3.56). Montrons maintenant que (x∗, y∗, 0, 0, ..., 0, 0) est globalement attractive. Soit
(x1, y1, ..., xn, yn) une solution positive quelconque de (3.6). D'après le Théorème 3.3.2
on a (xi(t), yi(t)) → (0, 0) lorsque t → +∞, pour tout i = 2, ..., n. Il reste donc à
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prouver que x1(t)− x∗(t) → 0 et y(t)− y∗(t) → 0 lorsque t→ +∞. Montrons d'abord
que x1(t)− x∗(t) → 0 lorsque t→ +∞.
Dé�nissons la suite de fonctions suivante :

fm(t) = x1(t+mω), t > 0, m ≥ 1.

Puisque dfm
dt

(t) est uniformément bornée en m, la suite (fm)m≥1 est équicontinue sur
les intervals compacts de (0,+∞). D'après le Théorème d'Ascoli il existe une sous-suite
(fmk

)k≥1 et une fonction di�érentiable x(t) tel que

fmk
→ x,

dfmk

dt
→ dx

dt
, uniformément lorsque k → +∞, (3.62)

où la convergence a lieu sur tout interval compact de (0,+∞). Puisque fmk
(t) est

solution de la première équation du système (3.6) pour i = 1, on a :
dx1

dt
(t+mkω) = B1(t+mkω)x1(t+mkω − τ1)− a11(t+mkω)x2

1(t+mkω)−

−x1(t+mkω)
n∑
j=2

a1j(t+mkω)xj(t+mkω)−

−x1(t+mkω)
n∑
j=2

∫ 0

−τj xj(t+mkω + s)dh+
1j(s)+

+x1(t+mkω)
n∑
j=2

∫ 0

−τj xj(t+mkω + s)dh−1j(s).

(3.63)
En prenant la limite dans (3.63) lorsquemk → +∞, en tenant compte de xi(t+mkω) →
0 pour tout i = 2, ..., n de (3.62) et la périodicité de B1(t), a11(t) on obtient

dx

dt
(t) = B1(t)x(t− τ1)− a11(t)x

2(t), t > 0,

x(t) est donc une solution positive de (3.57). Soit ε > 0 �xé. Puisque x∗(t) est une
solution globalement attractive de (3.57), il existe Tε tel que

|x(t)− x∗(t)| < ε, t ≥ Tε. (3.64)

D'autre part d'après (3.62) il existe kε ≥ 1 tel que

|x1(Tε +mkω)− x(Tε +mkω)| < ε, k ≥ kε. (3.65)
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les relations (3.64), (3.65) et la périodicité de x∗(t) nous donnent

|x1(Tε +mkω)− x∗(Tε +mkω)| = |x1(Tε +mkω)− x∗(Tε)|
≤ |x1(Tε +mkω)− x(Tε)|+ |x(Tε)− x∗(Tε)|
≤ 2ε,

pour tout k ≥ kε. Puisque la fonction x1(t) − x∗(t) est uniformément continue sur
(0,+∞), on obtient

x1(t)− x∗(t) → 0, t→ +∞.

La convergence y1(t)− y∗(t) → 0 se démontre de la même manière que dans celle de la
preuve du Lemme 3.3.6. Finalement on obtient que (x∗, y∗, 0, 0, ..., 0, 0) est une solution
positive périodique et globalement attractive du système (3.6). �

Corollaire 3.3.3. Supposons que les hypothèses (H1)′-(H5) sont véri�ées et que C+
11 =

C−
i1 = 0, i = 1, ..., n. Alors si les temps de maturations τi, i = 2, ..., n sont su�-

samments grands, les solutions (xi, yi), i = 2, ..., n tendent vers l'extinction, alors que
(x1, y1) converge vers la solution périodique globalement attractive du système (3.56).

Preuve. Supposons que C+
11 = C−

i1 = 0, i = 1, ..., n. Les hypothèses (i) et (ii) du Lemme
3.3.2 se réduisent à

bl1e
−τ1dm

1 >
n∑
j=2

(
C+

1j + am1j
)
γj,

bmi e
−τidl

i

ali1
<
bl1e

−τ1dm
1

am11

, i = 2, ..., n, (3.66)

où γi est donné par
γi =

1

alii

(
bmi e

−τidl
i +

n∑
j=2

C−
ijγj

)
. (3.67)

Si on fait tendre τi → +∞, pour tout i = 2, ..., n, (τ1 étant maintenu constant), alors
bmi e

−τidl
i → 0, (3.67) entraîne que γi → 0, i = 2, ..., n. Si on choisit donc les τi, i = 2, ..., n

su�samments grands, les inégalités (3.66) sont véri�ées. D'après le Théorème 3.3.5,
(xi(t), yi(t)) → (0, 0) alors que x1(t)− x∗(t) → 0, y1(t)− y∗(t) → 0, lorsque t→ +∞,

où (x∗, y∗) est la solution périodique globalement attractive du système (3.56). �

Remarque 3.3.2. Supposons que C−
ij = C+

ij = 0, i, j = 1, ..., n. L'inégalité (3.14) du Théo-
rème 3.3.1 se réduit à

Bl
i >

n∑
j=1,j 6=i

amij
aljj

Bm
j , i = 1, ..., n, (3.68)
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et les inégalités (i)-(ii) du Lemme 3.3.2 se réduisent à

Bl
1 >

n∑
j=2

am1j
aljj

Bm
j ,

Bm
i

ali1
<
Bl

1

am11

, i = 2, ..., n. (3.69)

Si (3.68) est véri�ée, alors les solutions du système (3.6) sont uniforméments perma-
nentes. Si les inégalités (3.69) sont véri�ées, d'après le Théorème 3.3.5 le système (3.6)
admet comme solution périodique globalement attractive la solution (x∗, y∗, 0, 0, ..., 0, 0).
Ces résultats généralisent le Théorème 3.1.1 de l'Introduction.

3.4 Le Cas Autonome

Dans ce paragraphe on s'intéresse au cas où les coe�cients du système (3.6) sont constants.
Considérons l'hypothèse suivante :
(H1)′′ Les coe�cients bi, di, aij sont des constantes positives.
Réécrivons le système (3.6) comme suit

dxi
dt

= bie
−diτixi(t− τi)− xi(t)

n∑
j=1

aijxj(t)

−xi(t)
n∑
j=1

∫ 0

−τj
xj(t+ s)dh+

ij(s)

+xi(t)
n∑
j=1

∫ 0

−τj
xj(t+ s)dh−ij(s), t > 0,

dyi
dt

= −diyi(t) + bixi(t)− bie
−diτixi(t− τi), t > 0,

(3.70)

Si (H5) a lieu, alors on peut dé�nir γi > 0 par

γi =
1

aii

(
Bi +

n∑
j=1

C−
ijγj

)
, i = 1, ..., n.

Dé�nissons également les matrices suivantes : A = (aij)
n
i,j=1, C+ = (C+

ij )
n
i,j=1, C− = (C−

ij )
n
i,j=1.

Théorème 3.3.6. Supposons que les hypothèses (H1)′′-(H5) sont véri�ées. Supposons de
plus que

Bi >
n∑

j=1,j 6=i
aijγj +

n∑
j=1

C+
ijγj, 1 ≤ i ≤ n. (3.71)

Alors le système (3.70) admet un point d'équilibre positif et globalement attractif (x∗, y∗).
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Preuve. Posons w(0)
i = γi et w(0)

i = δi, où γi et δi sont dé�nies par le Lemme 3.3.1 et le
Théorème 3.3.1 respectivement. L'inégalité (3.71) permet de choisir un ε(0) > 0 pour
lequel on a

Bi −
n∑

j=1,j 6=i
aij(w

(0)
j + ε(0))−

n∑
j=1

C+
ij (w

(0)
j + ε(0)) > 0, i = 1, ..., n. (3.72)

Le Théorème 3.3.1 entraîne l'existence d'un T (0)
i > 0 satisfaisant

w
(0)
i − ε(0) ≤ xi(t) ≤ w

(0)
i + ε(0), t > T

(0)
i .

Ces relations impliquent

dxi
dt

≥ Bixi(t− τi)− aiix
2
i − xi

n∑
j=1,j 6=i

aij(w
(0)
j + ε(0))

−xi
n∑
j=1

C+
ij (w

(0)
j + ε(0)) + xi

n∑
j=1

C−
ij (w

(0)
j − ε(0)),

(3.73)

et
dxi
dt

≤ Bixi(t− τi)− aiix
2
i − xi

n∑
j=1,j 6=i

aij(w
(0)
j − ε(0))

−xi
n∑
j=1

C+
ij (w

(0)
j − ε(0)) + xi

n∑
j=1

C−
ij (w

(0)
j + ε(0)),

(3.74)

pour t > T (0) = max1≤i≤n

(
T

(0)
i

)
+ τ . Soit ε(1) > 0 assez petit. En utilisant le Lemme

3.2.1 on déduit de (3.72), (3.73) et (3.74) qu'il existe T (1)
i > T (0) tel que

xi ≥

Bi −
n∑

j=1,j 6=i
aij(w

(0)
j + ε(0))−

n∑
j=1

C+
ij (w

(0)
j + ε(0)) +

n∑
j=1

C−
ij (w

(0)
j − ε(0))

aii
− ε(1),

et

xi ≤

Bi −
n∑

j=1,j 6=i
aij(w

(0)
j − ε(0))−

n∑
j=1

C+
ij (w

(0)
j − ε(0)) +

n∑
j=1

C−
ij (w

(0)
j + ε(0))

aii
+ ε(1),

pour t > T
(1)
i . En prenant la limite dans les inégalités précédentes lorsque t→ +∞ et
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puisque ε(0), ε(1) sont arbitrairements petits on arrive à

w
(1)
i ≤ lim inf

t→∞
xi(t) ≤ lim sup

t→∞
xi(t) ≤ w

(1)
i ,

où w(1)
i et w(1)

i sont dé�nis par

w
(1)
i =

1

aii

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijw
(0)
j −

n∑
j=1

C+
ijw

(0)
j +

n∑
j=1

C−
ijw

(0)
j

)
> 0

w
(1)
i =

1

aii

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijw
(0)
j −

n∑
j=1

C+
ijw

(0)
j +

n∑
j=1

C−
ijw

(0)
j

)
> 0.

De plus compte tenu des dé�nitions de w(1)
i , w(1)

i , γi et δi on peut écrire

w
(1)
i − w

(0)
i =

1

aii

(
−

n∑
j=1,j 6=i

aijδj −
n∑
j=1

C+
ij δj

)
< 0, (3.75)

et
w

(1)
i − w

(0)
i =

1

aii

n∑
j=1

C−
ij δj > 0. (3.76)

En procédant par récurrence on obtient deux suites
(
w

(k)
i

)
k≥0

,
(
w

(k)
i

)
k≥0

telles que

w
(k)
i ≤ lim inft→∞ xi(t) ≤ lim supt→∞ xi(t) ≤ w

(k)
i , k ≥ 0, (3.77)

où

w
(k)
i =

1

aii

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijw
(k−1)
j −

n∑
j=1

C+
ijw

(k−1)
j +

n∑
j=1

C−
ijw

(k−1)
j

)
,

w
(k)
i =

1

aii

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijw
(k−1)
j −

n∑
j=1

C+
ijw

(k−1)
j +

n∑
j=1

C−
ijw

(k−1)
j

)
,

(3.78)

pour tout i = 1, ..., n. On a de (3.78)

w
(k)
i − w

(k−1)
i =

− 1

aii

(
n∑

j=1,j 6=i

aij

(
w

(k−1)
j − w

(k−2)
j

)
+

n∑
j=1

C+
ij

(
w

(k−1)
j − w

(k−2)
j

))
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+
1

aii

(
n∑
j=1

C−
ij

(
w

(k−1)
j − w

(k−2)
j

))
, (3.79)

et
w

(k)
i − w

(k−1)
i =

− 1

aii

(
n∑

j=1,j 6=i

aij

(
w

(k−1)
j − w

(k−2)
j

)
+

n∑
j=1

C+
ij

(
w

(k−1)
j − w

(k−2)
j

))

+
1

aii

(
n∑
j=1

C−
ij

(
w

(k−1)
j − w

(k−2)
j

))
.

(3.80)

Les inégalités (3.75), (3.76), (3.79), (3.80) et le principe de récurrence nous permettent
de conclure que les suites

(
w

(k)
i

)
k≥0

et
(
w

(k)
i

)
k≥0

sont respectivement strictement dé-
croissante et strictement croissante. De (3.77) on déduit que ces suites sont conver-
gentes. Posons αi = limk→∞w

(k)
i et βi = limk→∞w

(k)
i , i = 1, ..., n, on a de (3.77)

αi ≤ lim inft→∞ xi(t) ≤ lim supt→∞ xi(t) ≤ βi, i = 1, ..., n,

où αi et βi sont données par

βi =
1

aii

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijαj −
n∑
j=1

C+
ijαj +

n∑
j=1

C−
ijβj

)
, i = 1, ..., n,

αi =
1

aii

(
Bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijβj −
n∑
j=1

C+
ijβj +

n∑
j=1

C−
ijαj

)
, i = 1, ..., n.

Si on pose wi = βi− αi on obtient

wi =
1

aii

(
n∑

j=1,j 6=i
aijwj +

n∑
j=1

C+
ijwj +

n∑
j=1

C−
ijwj

)
, i = 1, ..., n.

Dé�nissons la matrice suivante

Mij =

{
aii − C+

ii − C−
ii , i = j

−aij − C+
ij − C−

ij , i 6= j,
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d'où Mw = 0, où w = (w1, ..., wn)
T . On a de la dé�nition de γi et de (3.71)

n∑
j=1

Mijγj = aiiγi −
n∑
j=1

C−
ijγj −

n∑
j=1

C+
ijγj −

n∑
j=1,j 6=i

aijγj

= Bi −
n∑
j=1

C+
ijγj −

n∑
j=1,j 6=i

aijγj > 0.
(3.81)

Comme Mij ≤ 0 pour i 6= j et γi > 0 (i = 1, ..., n) on déduit de (3.81) que M est une
M -matrice (voir Théorème 1.1.1), d'où detM > 0 et donc w = 0. Ceci entraîne alors
que βi = αi pour tout i = 1, ..., n.
Pour montrer l'unicité de x∗, il su�t de montrer que la matrice A + C+ − C− est
inversible. Pour cela remarquons que (3.81) entraîne

(
aii − C+

ii − C−
ii

)
γi >

n∑
j=1,j 6=i

(
aij + C+

ij + C−
ij

)
γj

d'où (
aii + C+

ii − C−
ii

)
γi >

(
aii − C+

ii − C−
ii

)
γi

>
n∑

j=1,j 6=i

(
aij + C+

ij + C−
ij

)
γj

>
n∑

j=1,j 6=i

∣∣aij + C+
ij − C−

ij

∣∣ γj.
(A+ C+ − C−) est à diagonale strictement dominante, elle est donc inversible.
On veut maintenant montrer que yi possède un point d'équilibre globalement attractif.
La seconde équation de (3.70) entraîne que

limt→∞ fi(t) = limt→∞
(
bixi(t)− bie

−diτixi(t− τi)
)

= bix
∗
i − bie

−diτix∗i

= bix
∗
i

(
1− e−diτi

)
> 0.

En utilisant les résultats sur les équations di�érentielles ordinaires, il existe y∗i > 0 tel
que

lim
t→∞

yi(t) = y∗i ,

pour tout i = 1, ..., n. �

Remarque 3.4.1. Si C−
ij = C+

ij = 0, i, j = 1, ..., n, le système (3.70) se réduit à celui étudié
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par Liu et al. [82]. L'inégalité (3.71) se réduit à

bie
−diτi >

n∑
j=1,j 6=i

aij
bje

−djτj

ajj
, i = 1, ..., n. (3.82)

Si (3.82) a lieu, alors d'après le Théorème 3.3.6 le système (3.70) admet un point d'équi-
libre positif et globalement attractif. Le Théorème 3.3.6 généralise donc le Théorème
3.1.2 de l'Introduction.

3.5 Simulations Numériques

Cette partie est consacrée à la réalisation d'une simulation numérique des solutions du
système (3.6). Il existe une fonction spéciale dans le MATLAB (version ≥ 5) appelée �ODE's
function� (cf. [89]) qui permet d'évaluer numériquement les solutions des équations di�é-
rentielles ordinaires et de construire leurs graphes. Cependant il n'existe pas dans les ver-
sions actuelles du MATLAB (j'usqu'a la version 6.5) de fonctions permettants d'e�ectuer
une simulation numérique des équations di�érentielles à retards. Récemment les américains
Shampine et Thompson [100] ont développé un package spécial appelé dde23 �delay dif-
ferential equation� qui permet d'e�ectuer une telle simulation. Ce package est basé sur
un algorithme utilisant la méthode de Runge-Kutta d'ordre 2 et 3 et, s'il est rajouté à
n'importe quelle version du MATLAB, le rend capable de simuler des équations di�éren-
tielles à retards. Le package dde23 est composé d'un ensemble de quatres �chiers Mat-
lab : dde23.m, ddeval.m, ddeset.m, ddeget.m. Ces �chiers sont disponible à l'url suivante :
www.radford.edu/~thompson/webddes/. On renvoie le lecteur pour plus de détails sur l'uti-
lisation du package dde23 à l'article de Shampine & Thompson [100].

Avant d'e�ectuer une simulation numérique, on prendra comme noyau hij(s) une fonction
gamma d'ordre n ≥ 0, càd une fonction du type

hij(s) =
µn+1sn

n!
eµs, s ≤ 0, µ > 0.

Ces noyaux de types gaussiens sont ceux qui décrivent le mieux la dynamique de beaucoup
de phénomènes biologiques (voir Volterra [125], Cushing [25] et MacDonald [88] pour une
littérature abondante sur le choix de ce type de noyaux). Posons n = 0 et µ = 1 et considérons
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le système suivant qui est un cas particulier du système (3.6)
dx(t)

dt
= (2 + sin(t− τ1))e

−τ1x(t− τ1)− 15x2 − (1.2 + cos 2t)xy − x
∫ 0

−τ2 e
sy(t+ s)ds

dy(t)

dt
= (2 + cos(t− τ2))e

−τ2y(t− τ2)− 20y2 − (1.3 + sin 2t)xy − y
∫ 0

−τ1 e
sx(t+ s)ds,

(3.83)
pour t > 0. Les coe�cients de ce système sont des fonctions continues, positives et périodiques
de période 2π. Les conditions (H1)′-(H2) sont donc satisfaites. Donnant au retards τ1 et τ2
les valeurs suivantes :

τ1 = 0.1, τ2 = 0.2,

on a alors le tableau suivant
dl1 = 1, dm1 = 1, dl2 = 1, dm2 = 1,
bl1 = 1, bm1 = 3, bl2 = 1, bm2 = 3,
al11 = 15, am11 = 15, al22 = 20, am22 = 20,
al12 = 0.2, am12 = 2.2, al21 = 0.3, am21 = 2.3,
C−

11 = 0, C−
12 = 0, C−

21 = 0, C−
22 = 0,

C+
11 = 0, C+

12 = 0.18, C+
21 = 0.095, C+

22 = 0.
Ce tableau montre que la condition (H5) est également satisfaite. En calculant les valeurs
de γ1 et γ2 on obtient : γ1 = 0.18 et γ2 = 0.12. La condition du Corollaire 3.3.1 est véri�ée.
En prenant comme valeur initiales les fonctions constantes suivantes

x(t) = 0.01, y(t) = 0.02, −0.2 ≤ t ≤ 0,

une simulation numérique à l'aide du package dde23 nous donne le graphique de la �gure
3.1 qui montre que les solutions x et y du système (3.83) s'approchent d'une solution 2π-
périodique (voir plus bas).
Une seconde simulation avec les nouvelles données initiales suivantes

x(t) = 50, y(t) = 70, −70 ≤ t ≤ 0,

nous donne le graphique de la �gure 3.2 qui montre que les solutions x et y s'approchent de
la même solution 2π-périodique. Ces deux graphiques re�ètent la permanence uniforme des
solutions du système (3.83).

Pour voir l'e�et du retard sur la dynamique du système (3.83) agrandissant τ1 en prenant
les valeurs suivantes

τ1 = 3, τ2 = 0.2.
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Fig. 3.1 � Solutions du système (3.83) : ϕ1 ≡ 0.01, ϕ2 ≡ 0.02.
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Fig. 3.2 � Solutions du système (3.83) : ϕ1 ≡ 50, ϕ2 ≡ 70.
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Fig. 3.3 � Solutions du système (3.83) : τ1 = 3, τ2 = 0.2.
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Fig. 3.4 � Solutions du système (3.83) : τ1 = 3, τ2 = 6.
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Une nouvelle simulation numérique, avec les mêmes valeurs initiales précédentes, nous donne
le graphique de la �gure 3.3 qui montre que x tend vers 0 alors que y s'approche d'une solution
2π-périodique.
Si on agrandit τ2 en prenant les valeurs suivantes :

τ1 = 3, τ2 = 6,

une dernière simulation numérique donne le graphique de la �gure 3.4 qui montre que y
tend vers 0 alors que x s'approche d'une solution 2π-périodique. Ces simulations numériques
con�rment les résultats énoncés par les Corollaires 3.3.1 et 3.3.3.

3.6 Conclusion

Le système (3.6) considéré dans ce chapitre généralise celui étudié par Liu & Chen dans
[83]. Le Théorème 3.3.1 nous donne une condition su�sante pour obtenir la permanence
uniforme des solutions, alors que le Théorème 3.3.2 nous donne une condition d'extinction
partielle des solutions. Le Théorème 3.3.4 montre que si les coe�cients du système sont
périodiques avec la même période, alors la condition de permanence peut être exprimée en
fonction du rayon spectral de l'application de Poincaré associée à l'équation linéarisée du
système (3.6). Comme conséquence de ce dernier résultat on a montré que si les retards τi
sont des multiples de la période ω, alors l'hypothèse de permanence peut être exprimée en
terme de moyennes des coe�cients du système. Le Théorème 3.3.5 montre quant a lui que si
les coe�cients du système (3.6) sont périodiques avec la même période et sous les conditions
d'extinction partielles du Théorème 3.3.2, alors le système admet une solution périodique
globalement attractive. Le Théorème 3.4.1 montre en�n que dans le cas autonome, càd si
les coe�cients sont constants, la condition de permanence uniforme entraîne l'existence d'un
point d'équilibre globalement attractif. Les résultats obtenus dans ce chapitre généralisent
les travaux de Liu et al [81-83] sur les systèmes structurés en stades.

La relation (3.11) et la condition de permanence (3.14) du Théorème 3.3.1 peuvent être
interprétées comme suit : Si les valeurs minimales des coe�cients d'inhibitions alii sont su�-
samments grands par rapport aux valeurs maximales des taux d'interactions compétitifs amij ,
(i 6= j) et si les retards τi sont su�samments petits, alors les populations matures et imma-
tures xi et yi sont uniforméments permanentes. Ce principe, bien connu pour des systèmes
de types Lotka-Volterra (cf. [33], [39-45], [60], [68], [75], [118-119]), a été prouvé récemment
par Gopalsamy & He [47] pour des systèmes de types Lotka-Volterra avec retards distribués.
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Ils ont montré que si les coe�cients d'interactions intra-spéci�ques alii sont su�samments
grands comparés aux termes d'interactions inter-spéci�ques amij , (i 6= j) et si les retards
distribués sont su�samments petits alors les solutions positives du système convergent vers
une même solution périodique positive. Le Théorème 3.3.1 est une généralisation partielle
de ce principe pour des systèmes de Lotka-Volterra structurés en stades. Dans le cas où
les coe�cients du système (3.6) sont constants, le Théorème 3.4.1 montre que ce principe
entraîne que les solutions positives convergent vers un même point d'équilibre positif.
La question de l'existence d'une solution périodique globalement attractive reste par contre
entièrement ouverte. Les graphiques des �gures 3.1 et 3.2 montrent que les solutions x et
y s'approchent d'un même graphique 2π-périodique lorsque t → +∞. Ceci laisse supposer
l'existence d'une solution périodique globalement attractive. Les techniques utilisées dans
ce chapitre ne permettent pas de montrer l'attractivité d'une telle solution, la di�culté est
principalement dû au fait que le semi�ow du système (3.83) n'est pas monotone.

L'hypothèse en moyenne du Corollaire 3.3.2 est beaucoup plus naturelle que l'hypothèse
(3.14) du Théorème 3.3.1. En e�et, si une population de type i ne se reproduit pas pendant
un très court interval de temps au cours de l'année, alors Bl

i = 0. L'hypothèse de permanence
(3.14) n'étant alors plus satisfaite. Dans l'inégalité en moyenne du Corollaire 3.3.2 les valeurs
minimales des taux de reproductions sont remplacés par leurs valeurs moyennes. Une question
ouverte est alors la suivante : Peut-on obtenir des conditions de permanence en moyennes
lorsque les retards τi ne sont pas multiples de la période ?

Le Corollaire 3.3.3 montre l'e�et de l'accroissement du temps de maturation τi sur la
permanence et l'extinction des solutions. D'après ce corollaire si on accroît le temps de ma-
turation de certaines populations, ceci a pour e�et de favoriser leurs extinction et d'assurer
la permanence des populations compétitives. Ce résultat peut être utilisé pour la protection
de certaines espèces rares ou en voie d'extinction. Cette protection peut se faire dans des
réserves pour espèces protégées, en sélectionnant par exemple les espèces compétitives avec
l'espèce à protéger :
� Pour protéger une population en extinction il faut accroître le temps de maturation des
populations en compétition avec cette même population, ce qui entraîne l'extinction des po-
pulations compétitives mais assure la permanence donc la survie de la population à protéger.
� On peut également accroître le taux de mortalité des populations immature di, mathé-
matiquement ceci a le même e�et que celui d'accroître le temps de maturation.



Chapitre 4

Existence et Attractivité d'une Solution

Périodique pour un Système

Nonautonome à Dispersion

4.1 Introduction

La dynamique d'une population dépend en général de la nature de l'environnement ou du
milieu qui l'abrite. Comme on l'a déjà vu au Chapitre 3, une périodicité de l'environnement
(succession des saisons) entraîne souvent une périodicité de la densité de population. Il existe
un autre phénomène important en dynamique des populations, c'est celui de la migration
des espèces ou dispersion.

Les activités humaines (industrialisation, exploitation du milieu physique, pollution des
sols, déforestation, etc) engendrent une compartimentation de l'environnement. L'environne-
ment ou la niche écologique abritant certaines espèces, se trouve alors subdivisée en plusieurs
compartiments séparés entre eux par des barrières que les di�érentes espèces qui occupent
ce milieu peuvent franchir, ou migrer d'un compartiment à un autre. Ce phénomène de
dispersion a pour conséquence un changement de la dynamique évolutive des espèces (voir
Levin [76]). Les systèmes modélisant ce phénomène de migration sont appelés systèmes à
dispersions.

Il existe deux types de systèmes à dispersions. Les premiers sont les systèmes à dispersion
discrète où l'environnement est composé de n compartiments entre lesquels la population
migre d'un compartiment à un autre avec des taux de dispersions dépendant de chacun des
deux compartiments. Les seconds sont les systèmes di�usifs où la population est répartie de

86
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façon continue dans l'espace, dans ce cas la géométrie de l'environnement a un e�et important
sur la dynamique de cette population.

Le premier système à dispersion discrète a été introduit par Skellam [101]. Le �ux mi-
gratoire entre les compartiments i et j est modélisé par la di�érence entre les densités de
populations dij (xj − xi) , où xi et xj désignent les densités de populations dans les compar-
timents i et j respectivement et dij étant les taux de dispersions de j vers i. D'une manière
générale les systèmes à dispersions discrètes ont la forme suivante :

dxi
dt

(t) = xif(t, x) +
n∑
j=1

dij(t)(xj − xi), t > 0, i = 1, ..., n, x = (x1, ..., xn).

Le terme xif(t, x) décrit la croissance et la mortalité de la population x dans le comparti-
ment i. Beaucoup de travaux sur les systèmes à dispersions ont pour but l'étude de l'e�et
des taux de dispersions dij sur l'extinction, la permanence ou la stabilité asymptotique des
solutions. Citons parmi ces travaux ceux de Takeuchi & Lu [107] qui ont étudié la perma-
nence et la stabilité asymptotique d'un système nonautonome modélisant un seul type de
population. Takeuchi [105] a montré l'existence et la stabilité globale d'un système coopératif
dans un environnement à n compartiments. Freedman [31] s'est intéressé à l'extinction et la
permanence dans le cas d'un environnement composé de deux compartiments. Wang et al
[127] ont montré l'existence d'une solution attractive pour un système nonautonome dont
l'environnement est composé de deux compartiments. Cui & Chen [22-23] ont étudié l'ef-
fet des coe�cients de dispersions sur l'existence d'une solution périodique pour un système
nonautonome à coe�cients périodiques. Freedman & Peng [34] ont étudié la permanence
et la stabilité asymptotique dans le cas d'un système nonautonome dans un environnement
composé de n compartiments.

Certains auteurs ont introduit le retard temporel dans les systèmes à dispersions. Ce
retard modélise l'e�et de rétroaction du passé de la population sur son présent. Beretta &
Takeuchi [12] se sont intéressés à la stabilité asymptotique d'un système nonautonome à
dispersion. Yang et al [134] ont étudié l'existence d'une solution périodique d'un système
nonautonome périodique à dispersion avec un retard discret. Zhang & Chen [140] se sont
intéressés à l'existence d'une solution périodique du même système avec un retard continue.
Beaucoup d'autres travaux ont été consacré à des systèmes à dispersions à plusieurs popu-
lations, citons parmi eux Cantrell & al [18], Freedman & Takeuchi [36], Kuang & Takeuchi
[73], Wang & Ma [128], Beretta et al [11], Lu & Takeuchi [86-87], Takeuchi [104], Zhang &
Wang [142].

Pour tenir compte à la fois de la périodicité saisonnière de l'environnement, du temps
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de gestation et de l'e�et de migration de la population, Teng & Lu [110] ont considéré le
système nonautonome périodique à dispersion suivant

dxi
dt

(t) = xi(t) {ai(t)− bi(t)xi(t)− ci(t)xi(t− τ(t))

−
∫ 0

−σ ki(t, s)xi(t+ s)ds
}

+
n∑
j=1

dij(t)(xj(t)− xi(t)),
(4.1)

t > 0. Les coe�cients ai, bi, ci, dij sont des fonctions nonnégatives continues et périodiques de
même période ω > 0 telles que dii ≡ 0, i = 1, ..., n. La fonction ki(t, s) est supposée nonné-
gative, continue et ω−périodique par rapport à t et integrable par rapport à s ∈ (−σ, 0). La
fonction τ est supposée ω−périodique et continûment dérivable, tel que inf

t∈(0,ω)

(
1− dτ

dt
(t)
)
> 0.

Ce système modélise la dispersion d'une seule population x dans un environnement composé
de n compartiments distincts. Les termes ci(t)xi(t − τ(t)), et ∫ 0

−σ ki(t, s)xi(t + s)ds repré-
sentent l'e�et dû à la gestation et la réponse de rétroaction de la population x dans le
compartiment i, respectivement. Dans ce modèle le retard τ(t) dû à la gestation de la popu-
lation x est le même dans tous les compartiments.

Désignons par f la moyenne d'une fonction f, càd f =
1

ω

∫ ω
0
f(t)dt. Dans [110], Teng &

Lu ont montré le résultat suivant.
Théorème 4.1.1. (Teng & Lu [110]). En plus des hypothèses précédentes, supposons que

dlij > 0, pour tout i, j = 1, ..., n. Si la condition

ai >
n∑
i=1

dij, i = 1, ..., n, (4.2)

est satisfaite, alors :
a) Les solutions positives du système (4.1) sont uniformément permanentes.
b) Le système (4.1) admet au moins une solution ω−périodique positive.

Le Théorème 4.1.1 montre que sous l'hypothèse (4.2), la périodicité des coe�cients du sys-
tème (4.1) entraîne l'existence d'une solution périodique positive. D'un point de vue bio-
logique ceci explique la périodicité de la densité de population, de même période que les
saisons, observée expérimentalement.

Dans ce chapitre on propose une généralisation du système (4.1) en considérant le cas
d'un retard distribué in�ni et avec des retards de gestations τi(t) di�érents. Le système qu'on
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se propose d'étudier est le suivant
dxi
dt

(t) = xi(t) {ai(t)− bi(t)xi(t)− ci(t)xi(t− τi(t))

−
∫ 0

−∞ ki(t, s)xi(t+ s)ds
}

+
n∑
j=1

dij(t)(xj(t)− xi(t)),
(4.3)

pour t > 0. On supposera tout au long de ce chapitre que :
(H1) Les fonctions ai, bi, ci, dij, sont nonnegatives, continues et périodiques de même période

ω > 0, tel que inf
t∈(0,ω)

bi(t) > 0, et dii ≡ 0 pour tout i = 1, ..., n.
(H2) La fonction ki(t, s) est supposée nonnegative, continue et ω−périodique par rapport

à t, intégrable par rapport à s ∈ (−∞, 0) tel que ∫ 0

−∞ ki(t, s)ds est continue sur [0, ω].
(H3) Les fonctions τi sont supposées, continûments dérivables et périodiques de période ω

tel que : inf
t∈(0,ω)

(1− τ̇i(t)) = τ li > 0, où τ̇i(t) = dτi
dt

(t), i = 1, ..., n.

Posons ψi(t) = t− τi(t), t ≥ 0. Puisque dψi

dt
(t) = 1− dτi

dt
(t) ≥ τ li > 0, pour tout t > 0, ψi est

strictement croissante. La fonction ψi admet donc un inverse ψ−1
i continûment dérivable tel

que dψ−1
i

dt
(t) = 1

1−τ̇i(ψ−1
i (t))

, t ≥ 0. On désignera tout au long de ce chapitre par f , f l et fm la
moyenne, la borne inférieure et la borne supérieure d'une fonction ω−périodique f sur [0, ω]

respectivement, et on posera

ki(s) =
1

ω

∫ ω
0
ki(t, s)dt, s ∈ (−∞, 0), ki =

∫ 0

−∞ ki(s)ds.

Dans le paragraphe suivant on montre, en utilisant le Théorème du point �xe de Gaines
& Mawhin, que si l'inégalité (4.2) est satisfaite, alors le système (4.3) admet au moins
une solution périodique positive. Dans le paragraphe 3 on s'intéresse à la stabilité globale
de la solution périodique. En utilisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée, on établit
certaines conditions sous lesquelles cette solution périodique est globalement attractive. Dans
le paragraphe 4 on propose une simulation numérique des solutions pour illustrer les résultats
obtenus. Une conclusion ainsi qu'une interprétation des résultats sont proposées en �n de
chapitre.

4.2 Existence d'une Solution Périodique

Dans ce paragraphe on montre, en utilisant le Théorème du point �xe de Gaines &
Mawhin, l'existence d'une solution périodique positive du système (4.3). Le premier théorème
principal de ce chapitre est le suivant.
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Théorème 4.2.1. Supposons que les conditions (H1)-(H3) sont satisfaites. Alors si l'hypo-
thèse (4.2) est véri�ée, le système (4.3) admet au moins une solution périodique positive
de période ω.

Avant de donner la preuve de ce théorème on aura besoin du lemme suivant.
Lemme 4.2.1. Supposons que l'inégalité (4.2) a lieu et soit y = (y1, ..., yn)

T une solution
du système algébrique suivant

ai − bie
yi − µcie

yi − µeyi

∫ 0

−∞
ki(s)ds+ µ

n∑
j=1

dije
yj−yi −

n∑
j=1

dij = 0, (4.4)

où i = 1, ..., n, et µ ∈ [0, 1]. On a alors

r1 ≤ yi ≤ r2, i = 1, ..., n,

avec

r1 = ln


min1≤i≤n

(
ai −

n∑
j=1

dij

)
max1≤i≤n

(
bi + ci + σki

)
 , r2 = ln

(
max
1≤i≤n

(
ai

bi

))
.

Preuve. Supposons que (4.4) a une solution y = (y1, ..., yn)
T , alors

bie
yi = ai − µcie

yi − µeyi
∫ 0

−∞ ki(s)ds+ µ
n∑
j=1

dije
yj−yi −

n∑
j=1

dij

≥ ai −
n∑
j=1

dij − µcie
yi − µeyi

∫ 0

−∞ ki(s)ds,

d'où (
bi + µci + µ

∫ 0

−∞
ki(s)ds

)
eyi ≥ ai −

n∑
j=1

dij.

Puisque µ ≤ 1, on obtient que

yi ≥ r1, i = 1, ..., n.

D'un autre coté, il est clair que

bie
yi ≤ ai −

n∑
j=1

dij + e−yi

n∑
j=1

dije
yj .
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Si on pose eyi0 = max1≤i≤n e
yi , il s'en suit que

bi0e
yi0 ≤ ai0 −

n∑
j=1

di0j + e−yi0

n∑
j=1

di0je
yi0

≤ ai0 −
n∑
j=1

di0j +
n∑
j=1

di0j = ai0 .

D'où �nalement
yi ≤ r2, i = 1, ..., n.

�

Preuve du Théorème 4.2.1. Posons xi(t) = eyi(t), le système (4.3) prend alors la forme
qui suit

dyi
dt

= ai(t)− bi(t)e
yi(t) − ci(t)e

yi(t−τi(t)) −
∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t+s)ds

+
n∑
j=1

dij(t)e
yj(t)−yi(t) −

n∑
j=1

dij(t),
(4.5)

pour i = 1, ..., n. Montrer que le système (4.3) admet une solution périodique positive
revient donc à montrer que le système (4.5) admet au moins une solution périodique
y∗i , i = 1, ..., n. Pour cela on utilisera le Théorème de Gaines & Mawhin (Théorème
1.4.2).
Dé�nissons les espaces suivants

X := Y :=
{
(y1(t), ..., yn(t))

T ∈ C(R,Rn) : yi(t+ ω) = yi(t), t ∈ R, i = 1, ..., n
}

munis de la norme ∥∥(y1, ..., yn)
T
∥∥
X

=
n∑
i=1

max
[0,ω]

|yi(t)| , ensuite l'opérateur L par

L : Dom L→ X

(y1, ..., yn)
T 7→

(
dy1

dt
, ...,

dyn
dt

)T (4.6)

où Dom L =
{
(y1, ..., yn)

T ∈ X ∩ C1(R,Rn)
}. Dé�nissons l'application N : X → X

par Ny = (N1y, ..., Nny)
T avec

Niy = ai − bie
yi − cie

yi(t−τi(t)) −
∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t+s)ds

+
n∑
j=1

dije
yj−yi −

n∑
j=1

dij,
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et y = (y1, ..., yn)
T . Il est clair que N est continue. De plus étant donné la périodicité

de τi et ki, N envoie X vers lui même. Dé�nissons deux projecteurs P et Q comme
suit P,Q : X → X, Py = Qy = (P1y, ..., Pny) où

Piy = Qiy =
1

ω

∫ ω

0

yi(t)dt, i = 1, ..., n.

On a
kerL =

{
(y1, ..., yn) ∈ X : yi = Cte

}
et

Im L =

{
y ∈ X :

∫ ω

0

y(t)dt = 0

}
.

On déduit que dim kerL = codim ImL = n < ∞ et Im L est fermé dans X. L est
donc une application de Fredholm d'indice zéro. De plus, P et Q sont continues avec
Im P = kerL et kerQ = Im L = Im (I − Q). Désignons par Lp la restriction de L à
dom(L)∩ kerP . Lp est alors inversible (cf. Chapitre 1). Notons par KP cet inverse, on
peut alors expliciter KP comme suit

KP (y) =

∫ t

0

y(s)ds− 1

ω

∫ ω

0

∫ t

0

y(s)dsdt.

Les applications, QN : X → X et KP (I − Q)N : X → X prennent alors la forme
suivante

QNy =
1

ω

∫ ω
0

{
ai(t)− bi(t)e

yi(t) − ci(t)e
yi(t−τi(t)) −

∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t+s)ds

+
n∑
j=1

dij(t)e
yj(t)−yi(t) −

n∑
j=1

dij(t)

}
dt,

et
KP (I −Q)Ny =

∫ t
0
Ny(s)ds− 1

ω

∫ ω
0

∫ t
0
Ny(s)dsdt

−
(
t

ω
− 1

2

)∫ ω
0
Ny(s)ds,

respectivement. Il apparaît des relations précédentes que QN et KP (I − Q)N sont
continûments dérivables et ayant des dérivées uniforméments bornées. Le Théorème
d'Ascoli entraîne, pour tout ouvert borné Ω ⊂ X, que les ensembles QN(Ω) et KP (I−
Q)(Ω) sont relativements compacts dans X. L'application N est donc L−compacte sur
Ω.
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Appliquons maintenant le Théorème 1.4.2 du Chapitre 1. Montrons que (i) est véri�ée.
Soit y une solution de l'équation Ly = λNy où λ ∈ (0, 1). On a

dyi
dt

= λ
{
ai(t)− bi(t)e

yi(t) − ci(t)e
yi(t−τi(t)) −

∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t+s)ds

+
n∑
j=1

dij(t)e
yj(t)−yi(t) −

n∑
j=1

dij(t)

}
.

(4.7)

En intégrant les deux membres de (4.7) sur (0, ω) on obtient∫ ω
0
bi(t)e

yi(t)dt+
∫ ω

0
ci(t)e

yi(t−τi(t))dt+
∫ ω

0

∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t+s)dsdt

=
n∑
j=1

∫ ω
0
dij(t)e

yj(t)−yi(t)dt−
n∑
j=1

∫ ω
0
dij(t)dt+

∫ ω
0
ai(t)dt.

(4.8)

Posons yi(ti) = max
[0,ω]

yi(t) et yi(ti) = min
[0,ω]

yi(t). On a de (4.8)

ωbie
yi(ti) + ωcie

yi(ti) + ωeyi(ti)
∫ 0

−∞ ki(s)ds ≥ ωai − ω
n∑
j=1

dij,

d'où

eyi(ti) ≥
min

1≤i≤n

{
ai −

n∑
j=1

dij

}
max
1≤i≤n

{
bi + ci + ki

} = m1 > 0, i = 1, ..., n.
(4.9)

D'autre part, en multipliant (4.7) par eyi(t), on obtient après une intégration sur (0, ω)∫ ω
0
bi(t)e

2yi(t)dt =
∫ ω

0
ai(t)e

yi(t)dt−
∫ ω

0
ci(t)e

yi(t)eyi(t−τi(t))dt

−
∫ ω

0

∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t)eyi(t+s)dsdt+

n∑
j=1

∫ ω
0
dij(t)e

yj(t)dt

−
n∑
j=1

∫ ω
0
eyi(t)dij(t)dt.

L'inégalité de Hölder appliquée à cette dernière relation donne compte tenu de bli > 0

bli
ω

(∫ ω
0
eyi(t)dt

)2 ≤ ∫ ω
0
bi(t)e

2yi(t)dt ≤ ami
∫ ω

0
eyi(t)dt+

n∑
j=1

dmij
∫ ω

0
eyj(t)dt.
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Soit ∫ ω
0
eyi0

(t)dt = max
1≤i≤n

∫ ω
0
eyi(t)dt, d'où

bli0
ω

(∫ ω

0

eyi0
(t)dt

)2

≤ ami0

∫ ω

0

eyi0
(t)dt+

(∫ ω

0

eyi0
(t)dt

) n∑
j=1

dmi0j,

on conclut que

∫ ω

0

eyi0
(t)dt ≤ ω

max
1≤i≤n

{
ami +

n∑
j=1

dmij

}
min

1≤i≤n

{
bli
} = M1 > 0.

Finalement, ∫ ω

0

eyi(t)dt ≤M1, i = 1, ..., n. (4.10)

En tenant compte du fait que yi est périodique et que (1− τ̇i(t)) ≥ τ li > 0, il apparaît
que ∫ ω

0
eyi(t−τi(t))dt =

∫ ω−τi(0)

−τi(0) eyi(s)
1

1− τ̇i(ψ
−1
i (s))

ds

≤ 1

τ li

∫ ω−τi(0)

−τi(0)
eyi(s)ds

=
1

τ li

∫ ω
0
eyi(s)ds,

(4.11)

et ∫ ω
0

∫ 0

−∞ ki(t, s)e
yi(t+s)dsdt =

∫ 0

−∞

∫ ω
0
ki(t, s)e

yi(t+s)dtds

=
∫ 0

−∞

∫ ω
0
ki(t, s)e

yi(t)dtds

=
∫ ω

0
eyi(t)

∫ 0

−∞ ki(t, s)dsdt.

(4.12)

Les relations (4.10), (4.11) et (4.12) entraînent
n∑
j=1

∫ ω
0
dij(t)e

yj(t)−yi(t)dt ≤ bmi M1 +
cmi
τ li
M1 +

(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m

M1 + ω
n∑
j=1

dij,

pour i = 1, ..., n. Il existe alors M2 > 0 (indépendant de λ) tel que
n∑
j=1

∫ ω
0
dij(t)e

yj(t)−yi(t)dt ≤M2, i = 1, ..., n. (4.13)

Les relations (4.7), (4.10)-(4.13) impliquent
∫ ω

0
|y′i| dt ≤

∫ ω
0
ai(t)dt+ bmi M1 +

cmi
τ li
M1
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+
(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m

M1 +M2 +
n∑
j=1

∫ ω
0
dij(t)dt,

il existe donc M3 > 0 (indépendant de λ) satisfaisant∫ ω

0

|y′i| dt ≤M3, i = 1, ..., n. (4.14)

Le théorème de la moyenne ainsi que les inégalités (4.9) et (4.10) entraînent

yi(ti) ≥ ln
(m1

ω

)
,

yi(ti) ≤ ln

(
M1

ω

)
.

(4.15)

Puisque yi(t) ≤ yi(ti) +
∫ ω

0
|y′i| dt et yi(t) ≥ yi(ti) −

∫ ω
0
|y′i| dt pour tout i = 1, ..., n et

t ∈ [0, ω], on a alors de (4.14) et (4.15)

ln
(m1

ω

)
−M3 ≤ yi(t) ≤ ln

(
M1

ω

)
+M3.

Par conséquent, il apparaît de la dernière inégalité qu'il existe M4 > 0 (indépendant
de λ) tel que

‖y‖X =
n∑
j=1

max
[0,ω]

|yi(t)| ≤M4, y = (y1, ..., yn)
T . (4.16)

Considérons l'ensemble Ω dé�ni comme suit : Ω := {y ∈ X : ‖y‖ < M} , où M =

max{M4, n |r1| , n |r2|} + 1 > 0. Ω est un ouvert borné de X. (4.16) implique que
y /∈ ∂Ω pour tout λ ∈ (0, 1). L'hypothèse (i) est donc véri�ée.
Soit y ∈ ∂Ω ∩ kerL, y = (y1, ..., yn)

T est alors un vecteur constant véri�ant ‖y‖ =
n∑
i=1

|yi| = M. Supposons que QNy = 0, on a

ai − bie
yi − cie

yi − eyi
∫ 0

−∞ kids+
n∑
j=1

dije
yj−yi −

n∑
j=1

dij = 0, i = 1, ..., n.

En appliquant le Lemme 4.2.1 avec µ = 1 on obtient

‖y‖ =
n∑
i=1

|yi| ≤ max {n |r1| , n |r2|} < M,

ce qui est une contradiction, d'où QNy 6= 0. L'hypothèse (ii) du Thèorème 1.4.2 est
satisfaite.
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Pour montrer (iii) dé�nissons l'application φ : DomL×[0, 1] → X, φ(y, µ) = (φ1(y, µ), ...,

φn(y, µ)) par

φi(y, µ) = ai − bie
yi − µcie

yi − µeyi
∫ 0

−∞ ki(s)ds

+ µ
n∑
j=1

dije
yj−yi −

n∑
j=1

dij,

où y = (y1, ..., yn)
T ∈ X et µ est un paramètre. Il est clair que φ est continue en y et

µ. On veut montrer que pour tout y ∈ ∂Ω ∩ kerL, φ(y, µ) 6= 0 pour tout µ ∈ [0, 1].

Supposons qu'il existe y ∈ ∂Ω ∩ kerL, tel que

ai − µcie
yi − bie

yi − µeyi
∫ 0

−∞ ki(s)ds+ µ
n∑
j=1

dije
yj−yi −

n∑
j=1

dij = 0, i = 1, ..., n.

Le même raisonnement que dans (ii) donne à l'aide du Lemme 4.2.1

‖y‖ =
n∑
i=1

|yi| ≤ max {n |r1| , n |r2|} < M.

Ce qui est une contradiction, d'où φ(y, µ) 6= 0 pour tout y ∈ ∂Ω ∩ kerL et µ ∈ [0, 1].

En utilisant le Théorème 1.4.1 (cf. Chapitre 1) sur l'invariance du degré topologique
par homotopie on a alors

deg (JQN(y),Ω ∩ kerL, 0) = deg (φ(y, 1),Ω ∩ kerL, 0)

= deg (φ(y, 0),Ω ∩ kerL, 0)

= deg

(ai − n∑
j=1

dij − bie
yi

)T

,Ω ∩ kerL, 0

 .

En vertu de (4.2) le système algébrique

ai −
n∑
j=1

dij − bie
yi = 0, i = 1, ..., n

admet une solution unique y∗ = (y∗1, ..., y
∗
n)
T dé�nie par y∗i = ln


ai −

n∑
j=1

dij

bi

 , i =

1, ..., n. L'inégalité r1 ≤ y∗i ≤ r2 entraîne que y∗ ∈ Ω ∩ kerL. La dé�nition du degré de
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Brouwer entraîne

deg (JQN(y),Ω, 0) = deg

(ai − n∑
j=1

dij − bie
yi

)T

,Ω ∩ kerL, 0


= sign

∣∣∣∣∣∣∣
−b1ey

∗
1 ... 0

0 ... −bney
∗
n

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)ney
∗
1+...+y∗n

n∏
i=1

bi 6= 0.

L'hypothèse (iii) du Théorème 1.4.2 est donc véri�ée. D'aprés ce théorème, il s'en suit
que le système (4.5) admet au moins une solution périodique y∗i . La fonction dé�nie
par x∗i (t) = ey

∗
i (t), i = 1, ..., n est donc une solution périodique positive du système

(4.3). Ceci achève la preuve du Théorème 4.2.1. �

4.3 Attractivité Globale

Ce paragraphe est consacré à l'étude de la stabilité globale de la solution périodique du
système (4.3). Avant d'énoncer le second théorème principal du chapitre, on aura besoin des
deux lemmes suivants sur la bornitude et la permanence uniforme des solutions.
Lemme 4.3.1. Il existe Bi > 0, tel que pour toute solution positive xi du système (4.3) on

a
lim sup
t→∞

xi(t) ≤ Bi, i = 1, ..., n,

où Bi = sup
t∈(0,ω)


ai(t) +

n∑
j=1

dij(t)

bi(t)

 , i = 1, ..., n.

Preuve. Dé�nissons la fonction V (t) = max
1≤i≤n

{xi(t)} pour t > 0. A chaque t correspond
un i = i(t) tel que V (t) = xi(t). En calculant la dérivée à droite de V (t) le long des
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solutions xi on a

D+V (t) =
dxi
dt

(t) = xi {ai(t)− bi(t)xi(t)− ci(t)xi(t− τi(t))

−
∫ 0

−∞ ki(t, s)xi(t+ s)ds−
n∑
j=1

dij(t)

}
+

n∑
j=1

dij(t)xj(t)

≤ xi(t)

{
ai(t) +

n∑
j=1

dij(t)

}
− bi(t)x

2
i (t)

= V (t)

{
ai(t) +

n∑
j=1

dij(t)− bi(t)V (t)

}
,

pour tout t > 0. Le Théorème de comparaison (Théorème 1.2.2) assure que

lim sup
t→∞

V (t) ≤ sup
(0,ω)


ai(t) +

n∑
j=1

dij(t)

bi(t)

 = Bi.

�

Lemme 4.3.2. Supposons que

ali > cmi Bi +Bi

(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m

+
n∑
j=1

dmij , i = 1, ..., n. (4.17)

Alors il existe δ > 0, tel que pour toute solution positive xi du système (4.3) on a

lim inf
t→+∞

xi(t) > δ, i = 1, ..., n

où
δ = min

1≤i≤n

(
1

bmi

[
ali −

n∑
j=1

dmij − cmi Bi −Bi

(∫ 0

−∞
ki(t, s)ds

)m])
> 0.

Preuve. Soit ε > 0 assez petit. Le Lemme 4.3.1 entraîne l'existence d'un Ti > 0 tel que
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xi(t) ≤ Bi + ε pour t > Ti. D'où

dxi
dt

≥ xi

{
ai −

n∑
j=1

dij − ci(t)xi(t− τi(t))

−
∫ 0

−∞ ki(t, s)xi(t+ s)ds
}
− bix

2
i

≥ xi

{
ali −

n∑
j=1

dmij − cmi (Bi + ε)

− (Bi + ε)
(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m}

− bmi x
2
i .

Le Théorème 1.2.2 du Chapitre 1 entraîne

lim inf
t→+∞

xi(t) ≥
1

bmi

[
ali −

n∑
j=1

dmij − cmi Bi −Bi

(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m]

≥ δ > 0, i = 1, ..., n.

�

Le théorème suivant nous donne des conditions su�santes assurant l'attractivité globale de
la solution périodique du Théorème 4.2.1.
Théorème 4.3.1. Supposons que

1) ali > cmi Bi +Bi

(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m

+
n∑
j=1

dmij , i = 1, ..., n.

2) Il existe un vecteur constant α = (α1, ..., αn)
T > 0 et T0 > 0 tels que βi(t) ≥ 0 pour

tout t > T0, et pour toutes suites (γk)k≥1, (ζk)k≥1 telles que γk − ζk = γm − ζm > 0,

k,m ≥ 1 et (γk, ζk) ∩ (γm, ζm) = ∅ pour k 6= m on a
∞∑
k=1

∫ ζk

γk

βi(t)dt = ∞, i = 1, ..., n,

où βi(t) est donné par

βi(t) = αibi(t)− αi
ci
(
ψ−1
i (t)

)
1− τ̇i

(
ψ−1
i (t)

) − αi
∫ 0

−∞ ki(t− s, s)ds−
n∑
j=1

αj
δ
dji(t),

i = 1, ..., n.
Alors le système (4.3) admet une solution positive périodique et globalement attractive
x∗i , i = 1, ..., n.

Preuve. La preuve de ce théorème est basée sur l'utilisation d'une fonctionnelle de Lyapu-
nov appropriée. Étant donné que la condition (1) du théorème implique (4.2), alors
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d'après le Théorème 4.2.1, le système (4.3) admet au moins une solution positive pé-
riodique x∗i . Montrons que x∗i est globalement attractive. Soit xi une solution positive
quelconque de (4.3). D'après le Lemme 4.3.2 ils existent δ et Ti > 0 tels que

xi(t) > δ, x∗i (t) > δ, t > Ti, i = 1, ..., n. (4.17)

Dé�nissons la fonctionnelle suivante

V (t) =
n∑
i=1

αi

{
|lnxi(t)− lnx∗i (t)|+

∫ t
t−τi(t)

ci
(
ψ−1
i (s)

)
1− τ̇i

(
ψ−1
i (s)

) |xi(s)− x∗i (s)| ds

+
∫ 0

−∞

∫ t
t+s

ki(θ − s, s) |xi(θ)− x∗i (θ)| dθds
}
,

pour t > T ′ où T ′ = max
1≤i≤n

(T0, Ti). En calculant la dérivée à droite de V (t) le long des
solutions, on a pour tout t > T ′

D+V (t) =
n∑
i=1

αi {−biεi(xi(t)− x∗i (t))− εici(xi(t− τi(t))− x∗i (t− τi(t)))

−εi
∫ 0

−∞ ki(t, s) |xi(t+ s)− x∗i (t+ s)| ds+ εi
n∑
j=1

dij(t)

(
xj(t)

xi(t)
−
x∗j(t)

x∗i (t)

)
+

ci
(
ψ−1
i (t)

)
1− τ̇i

(
ψ−1
i (t)

) |xi(t)− x∗i (t)| − ci(t) |xi(t− τi(t))− x∗i (t− τi(t))|

+
∫ 0

−∞ ki(t− s, s) |xi(t)− x∗i (t)| ds−
∫ 0

−∞ ki(t, s) |xi(t+ s)− x∗i (t+ s)| ds
}

≤
n∑
i=1

αi

{
−bi(t) +

ci
(
ψ−1
i (t)

)
1− τ̇i

(
ψ−1
i (t)

) +
∫ 0

−∞ ki(t− s, s)ds

}
|xi(t)− x∗i (t)|

+
n∑
i=1

n∑
j=1

αiDij(t),

(4.18)
où Dij(t) = εidij(t)

(
xj(t)

xi(t)
−
x∗j(t)

x∗i (t)

)
et εi = sgn(xi(t)−x∗i (t)). Fixons i et t, on a alors

trois cas possible :
Cas 1 : xi(t) > x∗i (t), (4.17) donne alors pour tout j 6= i

Dij(t) = dij(t)

(
xj(t)

xi(t)
−
x∗j(t)

x∗i (t)

)
≤ dij(t)

x∗i (t)

(
xj(t)− x∗j(t)

)
≤ dij(t)

x∗i (t)

∣∣x∗j(t)− xj(t)
∣∣

≤ dij(t)

δ

∣∣xj(t)− x∗j(t)
∣∣ .



4.3. Attractivité Globale 101

Cas 2 : xi(t) < x∗i (t), la même inégalité implique pour j 6= i

Dij(t) = dij(t)

(
x∗j(t)

x∗i (t)
− xj(t)

xi(t)

)
≤ dij(t)

xi(t)

(
x∗j(t)− xj(t)

)
≤ dij(t)

xi(t)

∣∣x∗j(t)− xj(t)
∣∣

≤ dij(t)

δ

∣∣xj(t)− x∗j(t)
∣∣ .

Cas 3 : xi(t) = x∗i (t), on a Dii(t) = 0 pour tout i = 1, ..., n.
Dans tous les cas il apparaît que

Dij(t) ≤
dij(t)

δ

∣∣xj(t)− x∗j(t)
∣∣ , t > T ′, i, j = 1, ..., n. (4.19)

Les inégalités (4.18) et (4.19) permettent d'écrire

D+V (t) ≤
n∑
i=1

{
−αibi(t) + αi

ci
(
ψ−1
i (t)

)
1− τ̇i

(
ψ−1
i (t)

) + αi
∫ 0

−∞ ki(t− s, s)ds

+
n∑
j=1

αj
dji(t)

δ

}
|xi(t)− x∗i (t)|

= −
n∑
i=1

βi(t) |xi(t)− x∗i (t)| .

(4.20)

Intégrant les deux membres de (4.20) sur (T ′, t) on arrive a

V (t) +
n∑
i=1

∫ t
T ′
βi(s) |xi(s)− x∗i (s)| ds ≤ V (T ′), t > T ′. (4.21)

Comme V (t) ≥ 0, (4.21) implique
∫ t
T ′
βi(s) |xi(s)− x∗i (s)| ds ≤ V (T ′), t > T ′, i = 1, ..., n. (4.22)

Puisque les dérivées dxi
dt

(t),
dx∗i
dt

(t) sont bornées sur (T ′,∞), les fonctions
|xi(t)− x∗i (t)| sont uniformément continues et bornées sur (T ′,∞). Supposons qu'ils
existent une suite (tk)k≥1, tk → +∞ quand k → +∞, tk ≥ T ′ pour k ≥ 1 et η > 0 tels
que

|xi(tk)− x∗i (tk)| ≥ η,
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pour un certain i. Par continuité, il existe % > 0 (indépendant de tk) satisfaisant

|xi(t)− x∗i (t)| ≥
1

2
η,

pour tout t ∈ (tk − ρ, tk + ρ). On peut supposer (sinon on considère une sous-suite de
la suite tk) que (tk−ρ, tk+ρ)∩ (tm−ρ, tm+ρ) = ∅ pour k 6= m. Si on pose γk = tk−ρ
et ζk = tk + ρ, on déduit de l'hypothèse (2) du théorème que

∫∞
T ′
βi(t) |xi(t)− x∗i (t)| dt ≥

∞∑
k=1

∫ ζk
γk
βi(t) |xi(t)− x∗i (t)| dt

≥ 1

2
η

∞∑
k=1

∫ ζk
γk
βi(t)dt = ∞.

Ce qui contredit (4.22), d'où lim
t→+∞

|xi(t)− x∗i (t)| = 0, i = 1, ..., n. �

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 4.3.1.
Corollaire 4.3.1. Supposons que

a) ali > cmi Bi +Bi

(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m

+
n∑
j=1

dmij , i = 1, ..., n.

b) bli > cmi
τ li

+
(∫ 0

−∞ ki(t, s)ds
)m

+
n∑
j=1

dmji
δ
, i = 1, ..., n.

Alors le système (4.3) admet une solution positive périodique et globalement attractive.
Remarque 4.3.1. Supposons que ki(t, s) = 0, pour tout s ≥ σ et τi(t) = τ(t), pour t ∈

(0, ω) et i = 1, ..., n. Le système (4.3) se réduit au système (4.1) étudié par Teng & Lu
[110]. Sous l'hypothèse (4.2) le système (4.1) admet une solution positive périodique.
Le Théorème 4.2.1 généralise donc le Corollaire 2 dans [110].
Notons en�n que la condition (4.2) n'assure pas la permanence des solutions du système
(4.3) comme on va le voir dans le paragraphe suivant.

4.4 Simulations Numériques

Dans cette partie on propose une simulation numérique des solutions du système (4.3).
Considérons le système périodique à retards suivant qui est un cas particulier du système
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(4.3)

dx1

dt
(t) = (2.5 + sin t)x1(t)− (1.2 + cos t)x2

1(t)− 0.1(1.3 + sin 2t)x1(t)x1(t− 0.5 sin(t))

−x1(t)
∫ 0

−∞ esx1(t+ s)ds+ (1.1 + sin t)(x2(t)− x1(t)),
dx2

dt
(t) = (2.2 + cos t)x2(t)− (2.2 + 2 cos t)x2

2(t)− (2.2 + cos t)x2(t)x2(t− 0.2 cos(t))

−x2(t)
∫ 0

−∞ esx2(t+ s)ds+ (1 + cos t)(x1(t)− x2(t)),

(4.23)
où t > 0. Les coe�cients du système (4.23) ainsi que les retards τ1 et τ2 sont des fonctions
continues et périodiques de période 2π. Les conditions (H1)-(H3) sont véri�ées. On a dans
ce cas les valeurs suivantes

a1 = 2.5, a2 = 2.2, d12 = 1.1, d21 = 1.

La condition (4.2) est donc satisfaite. Considérons les données initiales suivantes : ϕ1(s) = 2,

ϕ2(s) = 1, s ∈ (−∞, 0). Une simulation numériques avec le package ddesd nous donne le
graphique de la �gure 4.1 qui montre l'existence d'une solution positive périodique de période
2π.

Reprenons le même système avec des retards constants en considérant le système suivant :

dx1

dt
(t) = (2.5 + sin t)x1(t)− (1.2 + cos t)x2

1(t)− 0.1(1.3 + sin 2t)x1(t)x1(t− 5)

−x1(t)
∫ 0

−∞ esx1(t+ s)ds+ (1.1 + sin t)(x2(t)− x1(t)),
dx2

dt
(t) = (2.2 + cos t)x2(t)− (2.2 + 2 cos t)x2

2(t)− (2.2 + cos t)x2(t)x2(t− 5)

−x2(t)
∫ 0

−∞ esx2(t+ s)ds+ (1 + cos t)(x1(t)− x2(t)),

(4.24)
Pour t > 0. Les retards τ1 et τ2 sont constants tels que τ1 = 5, τ2 = 5. La condition (4.2) est
toujours satisfaite. Considérons les valeurs initiales suivantes :

ϕ1(s) = 80, ϕ2(s) = 40, s ∈ (−∞, 0).

Une simulation numérique avec le package dde23 nous donne le graphique de la �gure 4.2,
qui montre que les solutions tendent vers 0. Les solutions du système (4.24) ne sont donc
pas permanentes.
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4.5 Conclusion

L'existence de solutions périodiques d'un système à coe�cients périodiques est équiva-
lente à l'existence de points �xes de l'application de Poincaré associée à ce système (Hale
[48]). Les techniques utilisées pour l'obtention de ces points �xes sont basées sur l'utilisation
de théorèmes de points �xes asymptotiques tels que ceux de Horn [51], Sadovskii [50] ou
Hale-Lunel [50]. Ces théorèmes supposent une condition de compacité sur l'application de
Poincaré qui est généralement satisfaite si le retard du système est �ni (Hale [48]). D'autre
part la positivité de la solution périodique est obtenue en supposant l'existence d'une par-
tie fermée convexe, bornée du cône positif et invariante par l'application de Poincaré. On
peut montrer que cette condition est satisfaite si les solutions du système sont uniformément
permanentes (Hale & Waltman [52], Thieme [116], Waltman [126]).

Dans ce chapitre on a utilisé le Théorème du point �xe de Gaines & Mawhin pour montrer
l'existence d'une solution périodique positive. Cette technique n'exige aucune condition de
compacité sur l'application de Poincaré ni la permanence uniforme des solutions et peut être
appliquée aussi bien aux systèmes à retards in�nis qu'aux systèmes à retards dépendants du
temps. Une généralisation de cette technique, dans le cas d'un système de type Kolmogorov,
peut être obtenue en utilisant une fonctionnelle de type Lyapunov a�n d'avoir la condition de
dissipativité des solutions (inégalité (4.16)). En construisant une fonctionnelle de Lyapunov
appropriée, on a montré que cette solution périodique est globalement attractive fournissant
ainsi une réponse positive à la question de la stabilité globale posée par les auteurs dans
[110].

La condition (4.2) du Théorème 4.2.1 peut être interprétée comme suit. Rappelons que
ai(t) représente le taux de croissance de la population dans le compartiment i à l'instant t.
Si on considère que le taux de croissance d'une population est directement lié aux ressources
disponibles, et si on tient compte du �ux migratoire total des populations vers le comparti-
ment i, le taux de croissance �net� est alors ai(t) −∑n

j=1 dij(t). La condition (4.2) signi�e
donc que la moyenne du taux de croissance net dans le compartiment i est strictement po-
sitif. On dit alors que le compartiment i est �riche en ressources� (cf. Cui et al [24]). En
d'autres termes, la condition (4.2) signi�e que le compartiment i est su�samment riche en
ressources pour pouvoir accueillir toutes les populations qui migrent vers ce compartiment.
Teng & Lu ont donc montré que si tous les compartiments sont riches en ressources et si
les populations peuvent migrer d'un compartiment à un autre à tout instant (dlij > 0), alors
la population est permanente dans tous les compartiments et la densité de population est
périodique de même période que les saisons. Le Théorème 4.2.1 montre que les barrières



4.5. Conclusion 106

entres compartiments n'ont aucun e�et sur l'oscillation de la densité de population. Par
contre les simulations numériques du paragraphe 4 montrent qu'une séparation totale entre
les compartiments (rappelons que d21(π) = 0 ce qui signi�e que la migration est impossible
du compartiment 1 vers le compartiment 2 à l'instant t = π), peut entraîner l'extinction de
l'espèce.
Le Théorème 4.3.1 nous donne des conditions su�santes sous lesquelles les solutions positives
du système (4.3) convergent vers une solution périodique unique. D'un point de vue biolo-
gique ceci montre que lorsque l'environnement (ou les paramètres liés à l'environnement) est
périodique, la densité de population s'approche d'une solution périodique de même période
que celle de l'environnement. Celui-ci imprime donc ses variations (périodiques) à celle de la
population avec un certain retard. Nicholson [95-96] réalisa une expérience célèbre sur une
espèce d'insecte dite Lucilia Cuprina, en faisant varier périodiquement la provision d'alimen-
tation et montra que si la population exécute des oscillations de type cycle limite en l'absence
de variations périodiques de l'environnement, elle abandonne cette périodicité �intrinsèque�
pour une périodicité égale à celle de l'environnement ou à une fraction de celle ci lorsque
cet environnement est périodique. Ce phénomène de synchronisation entres la densité de
population et l'environnement est un mécanisme de survie qui permet à la population de
s'adapter à son environnement en maximisant son taux de reproduction lorsque les ressources
de l'environnement son abondantes et en minimisant son taux de reproduction quand celles
ci sont rares. Les espèces qui possèdent cette capacité d'adaptabilité ont un avantage sélectif
et une probabilité de survie supérieure à celles des espèces qui ne synchronisent pas leurs
variations avec celles de l'environnement (voir Krukonis & Scha�er [67]). Le Théorème 4.3.1
nous donne donc des conditions su�santes pour qu'une population migratoire synchronise
sa périodicité avec celle de l'environnement.

Notons en�n que les systèmes à dispersions de type (4.3) demeurent un outil fondamental
en écologie mathématique pour la modélisation des problèmes de migrations des espèces, leurs
interactions avec les espèces d'origine ainsi que la relation entre leur dynamique et la nature
du milieux qui les abrite. Ces modèles pourraient nous fournir des éléments d'informations
sur la façon de protéger certaines espèces en voie d'extinction ou la meilleure façon d'exploiter
un écosystème sans porter atteinte à son équilibre écologique.
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Annexe



Résumé

Dans cette thèse on s'intéresse à l'étude du comportement asymptotique des solutions
de trois systèmes intégrodi�érentiels intervenant en dynamiques des populations. Le premier
système provient de la biologie et décrit la croissance et la division de cellules hépatocytes
dans le foie. Le second et le troisième systèmes proviennent de l'écologie ; le premier système
décrit la dynamique d'une population animale ayant deux stades d'évolutions distincts, et
le troisième système décrit la dispersion d'une population dans un environnement comparti-
menté.

On développe un certain nombre de techniques, basées sur les critères de comparaison en
théorie des équations di�érentielles, donnant l'extinction et la permanence uniforme des so-
lutions. En utilisant le Théorème du point �xe de Gaines & Mawhin on montre l'existence de
solutions périodiques. En construisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée on montre
leur stabilité globale. Quelques simulations numériques avec MATLAB sont proposées ainsi
qu'une interprétation des résultats.

Cette thèse apporte une contribution substantielle à la théorie des équations di�érentielles
ainsi que leurs applications aux problèmes de dynamique des populations.

Mots-Clés : Extinction, Permanence, Retard distribué, Stabilité globale, Solution pé-
riodique, Théorème de Gaines & Mawhin.

Classi�cations AMS : 45K05, 34D23, 92B05, 34C25, 34K13, 92D15, 92D40, 92D50,
92D15, 45M05.


