ol Candl g Ml ailaill 5503 5

BADJI MOKHTAR -ANNABA e\ Jt O U 4zels
UNIVERSITY /@ P = .
UNIVERSITE BADJI MOKHTAR e \° R kY-S
ANNABA )

Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

THESE

Présentée en vue de I'obtention du diplome de

DOCTORAT EN MATHEMATIQUES

Sur la non-Existence de Solutions non
Triviales de Certaines Equations

et Systemes aux Dérivées Partielles

Option : E.D.P et Théorie des opérateurs

Par
Kamel AKROUT

Sous la direction de

Professeur : Brahim KHODJA. Université d'Annaba

Soutenue le 30 juin 2009 devant le jury composé de:

Président : A.DJOUDI Prof. Université d'Annaba.
Examinateur : S. MECHERI Prof. Université de Tébessa.
Examinateur : A.YOUKANA M. C. Université de Batna.

Examinateur : F.ZOUYED M. C. Université d' Annaba.



Dédicace

A [a mémoire de mon * Pére *
A mon adorable™ Mere *
A mon * épouse *
ous mes eres ¥, mes * Sceurs
At * Freres ™ * Soeurs ™
et leurs * Enfants *
A tous mes * Amis *, mes * Collegues *

et a mes * Etudiants *

je dédie ce travail.




Remerciements

Je remercie Dieu tout-puissant, qui m'a donné la force et la
patience pour accomplir cette thése

Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance a Monsieur
B. KHODJA, Professeur a ['université d_Annaba, de m avoir
proposé ce sujet. C’est grace a sa grande disponibilité, ses conseils
Judicieux que j'ai pu mener a bien ce travail de recherche.

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| Je tiens a remercier Monsieur A. DJOUDI, Professeur d |
| |
© [université d’Annaba, pour [ honneur qu’il me fait en présidant le
| . |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Jury.

Je remercie également Messieurs :
S. MECHERI, Professeur a ["'université de Tébessa,

Monsieur : A. YOUKANA, Maitre de conférence a [université
de Batna,

et Madame : F. ZOUVYED, Maitre de conférence a [université
d Annaba,

d avoir bien voulu accepter de faire partie du jury.



A (»;J.c = C_tl_u cu\ﬂm\_})ﬂ L&A a\JJESJS\ adt.@_m d:\.d c:d\.u‘)j\ RS Lé eds.a
@ Aol 3 o daaalay) A hall Alalaill OYaleall (iandd 480 e Jola
A pamall 4 @lall ldasall xa (R (0 BAgdna pé ) Bagaaa Cila gida

.Robin s Neumann :Dirichlet

eV all v (Pohozadv JSi (e LSS clillaie e adiag giliall 528
A Jdal i any



Abstract

We present in this manuscript of doctorat of mathematics, some results of non-existence of
solutions for partial differential equations and systems of elliptic or hyperbolic type, in bounded

or unbounded domains of R", with null boundary conditions of Dirichlet, Neumann or Robin.

these results are obtained by using integral identities of Pohozaév type, the maximum

principal and some tools of functional analysis.



Résumé

On présente dans ce manuscrit de doctorat de mathématiques, des résultats de non-
existence de solutions pour des équations et des systémes aux dérivées partielles de type el-
liptiques ou hyperboliques, dans des domaines bornés ou non de R", avec des conditions de

Dirichlet, de Neumann ou Robin nulles sur le bord.

Ces résultats sont obtenus grace a des identités intégrales de type Pohozaev, le principe du

maximum et quelques outils d’analyse fonctionnelle.
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Introduction

Cette thése contient les travaux de K. Akrout & B. Khodja qui traitent la question de non-
existence de solutions non triviales de certaines classes d’équations et des systémes aux dérivés
partielles non-linéaires dans des domaines bornés ou non de R".

Le premier chapitre est un préliminaire, qui comporte des définitions, des théorémes, des
propositions et des lemmes utilisés dans le reste de la these.

Le deuxiéme chapitre contient l'identité intégrale obtenue par S. I. Pohozaév qui permet
d’obtenir la non-existence de solutions non triviale de certaines équations non-linéaires dans des
domaines bornés ou non de R", avec des conditions de Dirichlet nulles sur le bord. Ce chapitre
contient aussi Iidentité variationnelle générale de P. Pucci & J. Serrin [17] qui généralise
I'identité de Pohozaév.

Le troisiéme chapitre comporte des résultats obtenus par K. Akrout & B. Khodja concer-
nant la non-existence de solutions non triviales d’une classe des systemes elliptiques semi-linéaires

de la forme
—Au+ A(x)u+ K (x)g(v) =0 dans (2,

—Av+A(z)v+ H (x) f (u) = 0 dans €,
u=v =0 sur 0f,

dans des domaines bornés de R". Ce résultat s’étend aux systémes de m-équations.
En fin, dans le quatriéme chapitre, nous présentons les résultats de K. Akrout & B. Khodja
[1], concernant l’absence de solutions non triviales d’ équations aux dérivées partielles non-

linéaires de la forme

0 ou

n 0 ou
~ 5 A(t) E) _z':21 o (p (t,x) 8@) + f(x,u) = 0 dans Rx 2,

u—i—é‘—u:OsurRxaQ.
ov

Cela s’étend aussi aux systémes de m-équations.
Les résultats du chapitre 4 ont fait ’objet d’une publication intitulé dans Electronic Journal

of Qualitative Theory of Differential Equations.



Chapitre 1

Préliminaire

1- Espaces de fonctions continues.
2- Espace L*.

3- Espace de Sobolev.

4- Criteéres de convergence.

5- Principe du maximum.

0- fonctionnelles différentiables.




Chapitre 1. Préliminaire

1.1 Espace de fonctions continues

On donne ici quelques notations et conventions utilisées dans la suite.

Notons par x = (21, 2, ..., T,) le point générique d’un ouvert £2 de R™. Soit w une fonction définie

~ Ou(x)
i

rapport a x;.Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

de Q & valeurs dans R, on désigne par D'u (z) la dérivée partielle de la fonction u par

2

ou Ou ou

n
Vu = , s eees T et |vu|’ =
<83:1 0s axn) Vel Zzzl

ou
0@
u(x) _ <82u 0%u 82u) (2).

n 82
A = e+ —
u(z) 1:231 dx? 02 + 013 et dx2

On notera par C(2) l'espace des fonctions continues de ) & valeurs dans R, (C(€2))" est l'en-
semble des fonctions continues de 2 & valeurs dans R™, C, (ﬁ) I’ensemble des fonctions continues

et bornées sur €2, on le munit de la norme |.||_;

[ull o = sup |u (z)]
zeQ)

Pour k > 1 entier, C* () est 'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée
d’ordre k est continue sur (2.
CFk (Q) est I'ensemble des fonctions de C* (), dont le support est compact et contenu dans €.
Nous définissons aussi C* (Q) , comme I'ensemble des restrictions & € des éléments de C* (R")
ou bien comme étant ’ensemble des fonctions de C* (), telle que pour tous 0 < j < k, et tout
xo € 082, la limite zlLIBODj u (x) existe et dépend uniquement de .

C3° () ou bien D (£2) , est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables, & supports compacts

qu’on appelle espace des fonctions tests.




Chapitre 1. Préliminaire

1.2 Espaces L*

Soit © un ouvert de R”, muni de la mesure de Lebesgue dz. On désigne par L' () espace

des fonctions intégrables sur €2 a valeurs dans R, on le munit de la norme

lull = Jo lu(x)] do
Soit p € R avec 1 < p < 400, on définit 'espace LP (§2) par
LP(Q) = {f:Q — R, f mesurable et [, |f (z)]" dz < 400}

Sa norme est
1
ull = ([ u ()] dx)?

On définit aussi l'espace L™ (2)
L> () ={f:Q — R, f mesurable, 3¢ > 0, tel que |f (z)| < ¢ p.p sur Q}
Il sera muni de la norme du sup-essentiel
lull e = esssuplu(z)] = inf{e; |u(@)] < e p.psur Q}

On dit qu’une fonction f :  — R appartient a L} () si flx € LP () pour tout compact
K C Q.

Remarque 1.1 L’espace L?>muni du produit scalaire

(f.9) = [ fodx, f,ge€L*(Q)

est un espace de Hilbert.
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1.3 Espaces de Sobolev
Dérivée faible

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R, et 1 < i < n, une fonction u € L},.(Q2) a une i-éme

dérivée faible dans L} (Q). Sl existe f; € L} () telle que pour tout p € C$° () on ait

loc loc

Jou (@) Oip (x) dr = — [ fi (x) ¢ () dx

Cela revient & dire que la i-éme dérivée au sense des distributions de u € Li, . (Q),on posera

= 0 =

Oiu fi

Espace wt» Q)

Soit © un ouvert borné ou non de R, et p € R, 1 < p < +o00, I'espace WP (Q) est défini par
Wh? (Q) = {u e L (Q); tel que du € L? (N),1 <i < n}

ou ; est la i-éme dérivée faible d’une fonction u € L} (2)

On pose
H'(Q) =W (Q)

Théoréme 1.1 [8] L’espace WP (Q) s’injecte contindiment dans L™ () (WP (Q) — L™ (Q))

pour tout 1 < p < +00, i.e qu’il existe un constant C' ( dépendant seulement de Q) ) tel que
[ull oo < Cllullyprs s Yu € WH(Q)
De plus, si €2 est borné on a

WP (Q) — C () avec injection compacte, 1 < p < +o0,

Whl(Q) — L1(Q) avec injection compacte, 1 < q < +00.
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Corollaire 1.1 Supposons que 2 un ouvert non borné de R, et soit u € WP (). Alors

lim u(z)=0
|z| =400
€N

Espaces wmr (Q)
Soit €2 un ouvert de R™",m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < 400, on définit 'espace

Wm™P () comme suit
WmP(Q) = {u € LP () tel que D*u € LP(Q), Va,|a| < m}

ouna € N |a| = oy + ... + o, la langueur de « et D = 97*...09 est la dérivée faible d'une

fonction u € L}, () au sense de la définition (1.1).

L’espace W™ (1) est muni de la norme

[llywma = llull Lo + 320 <ja<m DUl o
lo

On pose
H™(Q) = W2 (Q)

Remarque 1.2 Les espaces H™ (2) sont des espaces de Hilbert, avec le produit scalaire
(W V) g = (0, 0) 12 + D210 (D%u, D) 2 pour u,v € H™ (Q)
Espace w}* (©)

Définition 1.2 Pour 1 < p < +o0 on définit l’espace Wol’p (Q) comme étant la fermeture de
D (Q) dans WP (Q), on note aussi que

Wo? () =D ()" = H ()
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Formule d’intégration par parties

Définition 1.3 Soit u et v deux fonctions de H* (). Pour tout 1 <i <n, on a

0 0
fQ a—givdx = — fQ 8—;}iudx + faQ vun;ds.

Ou n; () = cos (n, ;) est le cosinus directeur de l’angle de la normale extérieure a 02 au point

z avec laxe x;.
Formule de Green

Définition 1.4  Soit u € H' (Q) et v € H*(Q). Alors on a

JovAudz = — [, uAvdx + fm %vds.

Domaine étoilé

Définition 1.5 [14] un domaine Q) est dit étoilé s’il existe un point xo € 2 tel que les segments
ToZ sont contenues dans 2 pour tout x € . Si §) est étoilé par rapport a l'origine, alors on a

z.v >0 sur 0f2.

1.4 Critéres de convergence

Théoréme 1.2 (Théoréme de la convergence monotone) [8] Soit {f,},. une suite crois-

sante de fonctions mesurables positives satisfaisant

Alors
Jo f@)de = lim [, fo(z)da

n—-+00
Lemme 1.1 (lemme de Fatou) [8] Soit {f.},.,une suite de fonctions mesurables positives.
Alors
Jo lim inff, (z)dz < lim inf [ f, (z)dx

n—+oon>1 n—+oon>1
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Théoréme 1.3 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) (8] Soit {f.},.,une
suite de fonctions de L' () convergeant presque partout vers une fonction mesurable f. On sup-

pose qu’il existe g € L' () telle que pour tout n > 1, on ait

\ful <g  p.psurQ

Alors :  feL'(Q) et

n1—1>I-ir-loo ”fn — f“Ll =0, et fo(ZE) dr = lim fQ fn (l’) dx

n—-+00

1.5 Principe du maximum

Un grand nombre de résultats d’existence ou d’unicité de solutions des problémes aux limites
(elliptiques ou paraboliques), peut étre établi en utilisant le principe du maximum.

On donne ici quelques variantes de principe du maximum.
Soit 2 un ouvert de R", a(.) = (ai; (.)),<; <, une matrice, b(.) = (b; (.)),<;<, un champ de

vecteur et ¢ une fonction. On considére l'opérateur symétrique du second ordre L défini par

Lu=— En aij&-ju + Z?:l bz&u + cu (11)

1,j=1

On suppose que la matrice carrée a(.) vérifie la condition de coercivité (ou d’ellipticité)

Jda>0, V€eR, a(x)&E=30ai;(v) 6 > €]* p.psur Q, (1.2)

ou |¢| désigne la norme euclidienne de ¢ dans R.

10
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Théoréme 1.4 (principe du maximum classique) [8] Soit Q un ouvert borné connexe, et L
comme dans (1.1). On suppose que ¢ > 0, que (1.2) est satisfaite et que a;j,b;, ¢ € C (ﬁ) Si
ue C*(Q)NC (Q) vérifie Lu < 0 alors on a

supu () < supu’ (o) ot u' (o) =max(u(0),0)

zeQ €N
Théoréme 1.5 (principe du maximum de Hopf) [8] Soit Q un ouvert borné connexe, et L
comme dans (1.1). On suppose que ¢ > 0, que (1.2) est satisfaite et que a;j,b;, c € C (Q)Sz
u € C?(Q)NC(Q) vérifie Lu < 0 et si u atteint un mazimum > 0 & Uintérieur de Q, alors u

est constante sur €).

Théoréme 1.6 (principe du maximum d’Aleksandrov) [8] Soit Q un ouvert borné conneze,
et L comme dans (1.1). On suppose que ¢ > 0, que (1.2) est satisfaite et que a;j,b;, c € C (ﬁ)

et f € LN (Q). Il existe un constant C > 0 dépendant uniquement de N, [0l x @) €t de diametre
de Q tel que siu € W2N (Q)nC (Q) vérifie Lu< f on a

supu (z) < supu (o) + C[|f|[ v (g
e €N

Lemme 1.2 (lemme du point frontiére) [19] Supposons que u est continue dans 2, Lu > 0
(resp. Lu < 0)dans Q, et u atteint son maximum (resp ; minimum) en un point p € 0N). Alors,

tous les dérivés directionnels vers lextérieur de u au point p sont positifes (resp ; négatifes).

1.6 Fonctionnelles différentiables

Définition 1.6 [8] Soient w une partie d’un espace de Banach X et F : w — R. Siu € w, on
dit que F est dérivable au sens de Gateaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable) en wu,
s’il existe | € X' tel que dans chaque direction z € X ot F (u + tz) existe pour t > 0 assez petit,

la dérivée directionnelle F! (u) existe et on a

lim F(u+tz)—F(u)

t—0t t #

11
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Soit f : €2 x R — R une fonction de Caratheodory c’est & dire mesurable en z, continue en

s. Pour (z,s) € 2 x R on pose

F(x,s) =[] f(x,0)do. (1.3)

On définit alors la fonctionnelle V' par

On va voir dans quelles conditions ’application u — V' (u) est continue ou de class C.

Lemme 1.3 [8] Soient Q un ouvert de R", 1 < p,q < +oo des constantes réelles et f une
fonction de Caratheodory de §2 x R a valeurs dans R.

Supposons qu’il existe a € L9 (X)) et b > 0 tels que la condition de croissance
Vs eR, |f(-s) <a()+bls|t p.p surQ. (1.4)

est satisfaite. On définit pour toute fonction mesurable u de €2 dans R, l'opérateur B comme suit

(Bu) () = [ (z,u(x)).
Alors B est continue de L* (2) dans L7 (52) .

Lemme 1.4 On suppose qu’il existe a € L' (), 0 >0 et 1 < p < +oo et f une fonction de
Ox R dans R vérifiant

Vs eR, |F(-,s)| <a(-)+Dbl|s|” p.p sur.

Si F vérifie (1.3), Alors V' est continue sur LP

En particulier si f : QxR — R vérifie (1.3), et s’il existea € LP (Q), 1 < p < +oo etp = 7
p p—

et by > 0 tels que

Vs e, |f(,8) <ao(:)+ by |S|p71 p.p sur €.

12
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Alors V est de classe C* sur LP () et on a

Preuve Si f vérifie la condition (1.3), le Lemme (1.4) implique la continuité de 'application
u— F(-,u(-)) de L? (Q) dans L' (Q) et par conséquent V est continue sur L? () . L’hypothese
sur f, la condition (1.3) et I'inégalité de Young (aﬁ < I%ap' + %ﬁp>
impliquent

b 1 ;1
[F (2, 8)] < ao (2) || + 50 s < v lao ()" + » (1+bo) |s”

En utilisant la premiére partie du Lemme, V' est continue de L? () dans R.
Pour montrer que V est de classe C!, on va montrer que V est G-dérivable est que la G-dérivée
est continue de LP (Q) dans L¥ (). Posons

F(z,u(x)+tv(z)) — F(z,u(x))

p(tr) = ; = J (@ u())v(z)

V(u+tv) —

t Vi Jo f (@ u(x)v(z)de = [,e(tz)de.

Il existe 6 (x.t) € ]0, 1] tel que

o (t,2)| = |f (2, u(2) + 0 (z, 1) to (2)) = f (2, u (@) o ()]

et on a

o (t,2)] < 2 (ao (x) + bo (fu ()] + v (@))"" +bo[u(@)) |v ()]

Comme le second membre de 'inégalité est dans L' (Q), et que ¢ (t,7) — 0 quand ¢t — 0, p.p
en z € ().

Le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue implique que

lim V(u+tv) —
t—0 t

Vi _ Jo f(zu(z)v(z)de| = [, limep (¢, ) dz = 0.

13
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donc la G-dérivée V' (u) existe et on a pour tout v € LP (Q2)

(V' (u),v) = [o f (z,u(@))v () do

C’est a dire que

De plus, la condition de croissance (1.3) imposée sur f et le Lemme (1.4) impliquent que l'opé-

rateur u — V' (u) = f (.,u) est continue de L? () dans L* (Q). m

14



Chapitre 2

Identités intégrales.

1- Identité de Pohozaév.

2- Identité variaonnelle générale de Pucci & Serrin.

15



Chapitre 2. Identités intégrales.

2.1 Identité de Pohozaév.

Le résultat suivant a été établi en 1965 par S. I. Pohozaév dans le cas ou §2 est borné. Ce

résultat a des conséquences importantes.

Proposition 2.1 (Identité de Pohozaév) [8] Soient Q un ouvert de classe C', g est une fonc-
tion continue de R dans lui-méme dont on désignera par G la primitive s’annulant en zéro et

u € H} () NHE

2. () une fonction satisfaisant I’équation

—Au =g (u). (2.1)

Si de plus, G (u) € L' (Q) et v (o) désigne la normale extérieure a 99, alors pour tout z* € R"

fixé, u satisfait ["identité

(n— 2)({ Vu (x)|2 dx +a{2 Vu (0)|2 (0 —z*,v(0))do
(2.2)

= ZHJG(U (x))dx

Preuve Soit ¢, une fonction de classe C* sur [0, +o00[ telle que ¢, (t) = 1 pour 0 < ¢t < 1,

et ¢, (t) = 0 pour t > 2. En posant, pour j > 1 entier,

©; (z) = ¢ <57—|> :

on vérifie facilement que }Vgoj (a:)| < C, ou C est une constante indépendante de j et que

X
o (’J—')\ < Cléh)

]
2] |Vipy| < T

On peut alors, pour un indice i fixé, multiplier les deux membres de I’équation —Au = g (u) par

(2 = 27) Ogu () @; () .

16



Chapitre 2. Identités intégrales.

En intégrant par parties le terme de droite, on obtient

J 9 (u(@)) (@ = 27) O () @; (x) dx = [ (2; = 2) p; (2) 0,G (u(x)) dor

Q Q

= —({soj () G (u(2)) dw — S{ (#i = 27) Oip; () G (u (2)) da

et par un passage a la limite et aprés utilisation du théoréme de convergence dominée et le fait

que J;p; () tend vert zéro lorsque j — oo, on obtient

lim [ g(u(x))dz(z; — 2F) Ou () p; (x) de = — [ G (u(z))dx (2.3)

J—00 0 Q
D’autre part, aprés intégration par parties du terme de gauche de I’équation, on obtient

— [ Bu () (i — 20) B () o () d

Or le dernier terme s’écrit

[ Vu(z)V ((z; — 27) Ou (x) ¢, (2)) da

Q

S{(ﬂ«“i —27)¢; ()0 (|Vu (@)[) dw+g{\&-u ()" ; () dr (2.4)

DN | —

+ [ (z; — zF) Ou (x) Vu () Vo, () d

J
Q

17



Chapitre 2. Identités intégrales.

Notons par Ey;, Fs; et E3; respectivement les trois termes de droite, on a lorsque j — oo

Es;j — 0et By — / |0,u ()| dz (2.5)

D’autre part, on intégrant par parties, F; s’écrit

Bij=—3 [IVu (@) 0; ((z; — 2F) ¢; (x)) da

b5 [ IVu(@) (i = =), (0) v (0) do
o0

et donc lorsque j — oo on a
E1~—>——f\Vu )P dx + = f|Vu )W (05 — 2) v (0) do

Finalement en reportant cette derni¢re limite ainsi que (2.5) dans la relation (2.4), on a grace a
(2.3)
——f]Vu )| dx+f|8u )|? dx

26{2 \Vu (o) (0; — 25) vi (0) do

18



Chapitre 2. Identités intégrales.

ce qui, en faisant la somme ¢ et sachant que lorsque u = 0 sur le bord alors le gradient Vu (o)

est parallele & v (0), conduit a

n —

2

2 [IVu(@)de 5 [ [Vu(o)F (0~ ) vi (o) do
Q onN

:ng{G(u(a:))da:

Remarque 2.1 Dans le cas ot Q2 = R"™, en multipliant [’équation —Au = g (u) par u on déduit

que
HJWUWW¢#=fM@9W@DM,

Rn

ce qui donne avec l'identité de Pohozaév

("5 e o) - ) =0

Rn 2n
Cela implique en particulier que la fonction

n—2

s — 59 (s) = G (s)

2n

doit prendre des valeurs positives et négatives, si elle n’est pas identiquement nulle. Par exemple
sig(s) = Ns|"'s avecp > 1 et X\ # 0 on en déduit que, sin > 3, le seul exposant p pour le
quelle ’équation

—Au=\uf " u

, alors que si n = 2 [’équation n’a

peut avoir une solution non nulle dans H' (R™) est p =
n —
aucune solution non nulle. Il est aussi intéressant de noter que cet argument appliqué a p = 1

permet de voir que le Laplacien n’a pas de fonction propre sur H' (R™).
Remarque 2.2 soit Qun ouvert borné régulier. L’identité de Pohozaév implique que si u €
H} () N H?(Q) vérifie

—Au = |uf’ ",
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comme on a ausst

hf[—AU()] u (@ dw—f!Vu Id:c—f|u (2)["* da.

alors :

n=? pH (0 —2*v(0))do =
( 2 p+1)f|u | dr + = a{z |VU(U)| (U , ())d 0 (2_7)

Supposons que 'ouvert 2 est étoilé par rapport & un point z* de R", par exemple ( pour
simplifier) z* = 0; plus précisément, supposons que pour tout o € 9, on a o.v (o) > 0. On

définit de (2.7) que si

n—2 n
—— >0
2 p+1
Alors © = 0. Si
n—2_ n
2 p+1

Donc Vu = 0 sur 052, et si de plus v > 0, alors par le théoréme de Green
0= [oqVu(o)v(o)do = [, —Au(z)dr = [,u(z) de,

ce qui implique que u = 0, c’est le résultat de S. I. pohozaév ( en fait on peut montrer que

méme si on ne suppose pas que u > 0, alors u = 0 ). Nous attirons P'attention sur le fait que le

n+2
S =
» P n—o9

. : : - . -1
résultat de non-existence de solution non nulle est spécifique au cas ou g (s) = |s|”

est I'exposant critique de Sobolev et () est étoilé.
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2.2 Identité variationnelle générale de Pucci & Serrin

Soit 2 un domaine régulier, borné de R".Considérons pour toute fonction F' = F' (x,u,p),p =

(p1,...,pn) , de classe C'dans Q x R x R™, et toute fonction vectorielle

oOF oF
Fp (ZE,U,p) = (8_191”%) (fL’,U,p)

de classe C*dans Q x R x R", 'équation d’Euler-Lagrange suivante

div (F, (z,u, Vu)) = F, (z,u, Vu) (2.8)
Ou .
ou ou
Vu = (8_(131’ PN a—%)
OF OF OF
F,=— F, = —c¢th, = —
Yoou 0@6 NG

Supposons pour simplifier et sans perte de généralité que F (z,0,0) = 0 dans 2. Nous avons

maintenant le résultat suivant

Proposition 2.2 (Identité variationnelle générale de Pucci-Serrin) [14] Soitu € C* (Q)N
ot (ﬁ) solution d’équation (2.8), avec u =0 sur OS2, et soient a et h, respectivement, scalaire et
fonction vectorielle de classe C. Alors l'identité suivante est vérifiée

ou
fag {F (x,0,Vu) — 8_1:Z-Fpi (x, O,Vu)] (h,v)ds

oudh, oo

=/, [F (z,u, Vu) divh + h; Fy, (z,u, Vu) — ( ) Fy, (2, u, Vu) (2.9)

—a (%Fpi (x,u, Vu) + uF, (v, u, Vu))} dx
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Preuve la relation suivante est vérifiée dans 2

0 Ou
oz, |:h/iF (z,u, Vu) — hjﬁ_a:jFpi (,u, Vu) — auky, (z,u, VU)}
- {axiF (z,u, Vu) + hi Fy, (2,1, Vu) — ((9—96#390Z + uﬁ_x,> F,. (z,u, Vu) (2.10)

—a (%Fpi (,u, Vu) + ul, (z,u, Vu))}

Cette relation est obtenue par un calcul direct en utilisant I’équation (2.8) pour éliminer le terme
div (F}, (z,u, Vu)) .

u = 0 sur 02, implique que

ou ou
oz, avi sur 02
ainsi
hjg—;Fpi (x,u,Vu)v; = S—ZFM (2, u, Vu) hjv; sur 99

Intégrons maintenant l'identité (2.10) sur €2 et utilisons la condition sur le bord v = 0. Assumons
aussi que a et h sont dans C' (Q) N C (ﬁ), alors le théoréme de divergence permet d’obtenir
l'identité (2.9). m

Si on pose

1
F(CE,U,p) = 5 |p|2 - G(u)7

I’équation d’Euler-Lagrange correspondante est
—Au = g (u) dans Q

ou

G (u) = foug (t) dt
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-2
Dans ce cas, le chois h (z) =z et a (z) = nT donne 'identité de Pohozaév (2.2).

n —

2

2 [1Vu (a:)|2dx+% [ [V (s) (2, v) ds
Q oN

=n[G(u(z))de

Q

Le chois h (z) = z et a (z) = a = constant dans (2.9) donne

Joo | F (2,0, Vu) — %F (x,O,Vu)} (h,v)ds

8@» b
= [, [nF (z,u, Vu) + 2, F,, (x,u, Vu) — auF, (x,u, Vu) (2.11)

o

— 1
(a+1) oz,

F,. (x,u, Vu)} dx

Cette identité conduite & la généralisation du théoréme de non-existence de solutions de

Pohozaév suivant

Théoréme 2.1 Soit Q) un domaine borné de R™, étoilé par rapport a l'origine. Supposons que
pily, (,0,p) = F (2,0,p) > 0,Yz € 0Q,p € R (2.12)
1l existe un nombre réel a tel que

nEF (z,u,p) + z; Fy, (z,u,p) — auF, (z,u,p)

(2.13)

%F (z,u,p) >0

_(a+1) axz pi

pour tout (x,u,p) € QxR x R". On a égalité dans la formule (2.13) seulement siu =0 oup =0

. Alors léquation (2.8) n’admet pas des solutions non triviales qui s’annulent sur la frontiére.
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Preuve Toute solution de 'équation (2.8) qui s’anulle sur 0f2 satisfait 'identité (2.9). En

vertue de (2.12), on a que
ou
F(x,0,Vu) — —F},, (2,0,Vu)| (h,v)ds <0
o0 Ox;
car (h,v) > 0 sur 0. d’autre part (2.13) implique que

Jo [InF (z,u,Vu) + z;F,, (z,u, Vu) — aul, (x,u, Vu)

—(a+1) %Fpi (x,u,Vu)|dx >0

ce qui permet de déduire que

Jo [nF (z,u,Vu) + 2 F,, (z,u, Vu) — aul, (x,u, Vu)

%F (x,u,Vu)|dx =0

—((I+1) axl pi

et que u = 0 ou Vu = 0 dans 2. Ce qui donne le résultat. m
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semi-linéaires

3.1 Introduction

La non-existence de solutions non triviales d’équations elliptiques semi-linéaires a intérssé
peaucoup d’hauteurs. Nous citons a titre d’exemple les travaux rapportés par M. J. Esteban
& P. L. Lions [5], S. I. Pohozaév [15], T. Teramoto [20], A. Haraux & B. Khodja [7]
et R. C. A. M. Van Der Vorst [21].

Pour illustrer des résultats connus, considérons le probléme de Dirichlet

—Au+ f(u) =0,u € C*(Q),

u = 0 sur 0f),

sous les hypothéses

= [ f(s)ds € L}(%),
0
ot {2 est un domaine connexe non borné de R" telle que
N € RY, A = 1, {n(@), A) = 0 sur 92, {n(a), A) # 0,

( n(z) est le vecteur normal de 0f2 au point x ) M..J. Esteban & P.L. Lions [5] établirent que

le probleme de Dirichlet ne dispose pas de solutions non triviales sous ’hypothése
|Vul € L2 (Q),F (u) € L' (Q), on F(u)= [} f

L’identité de Pohozaév publié¢ en 1965 pour les solutions du probléme de Dirichlet prouvé

I’absence de solutions non triviale pour quelques équations elliptiques semi-linéaires, ou {2 est un
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domaine borné étoilé de R™ et f est une fonction continue sur R satisfait
(n—2)F(u) — 2nuf(u) > 0,

o, n = dim R".
Quand
Q=Jxuw,

ot J C R est un intervalle non borné et w un domaine de R” ; A. Haraux & B. Khodja [7]

ont établi sous I’hypothése

2F (u) —uf(u) <0,

en assumant que v € H?(J x w) N L*(J x w) est une solution du probléme

—Au+ f(u) =0 dans Q,

(uou%) =0sur 0(J xw).

alors, ces deux problémes (Dirichlet et Neumann) n’admettent que la solution nulle.
Quand
flw)=u(u+1)(u+2),

et
Q=R x]0,a[(a <),

le probléeme de Neumann

—Au+u(u+1)(u+2) =0 dans Q,

g_u = 0 sur 012,

n
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reste encore un probléme ouvert.

T. Teramoto [20] a montré ’absence de solutions radiales pour le systéme

—A,u = K (|z]) v* dans R",

—Av = H (|z]) v’ dans R",
ou
Ayu = div (|Vu"? Va)

sous les assomptions
H,K :[0,400] — [0, +00[ continue

L L
[{(|:B|)Z | |1)\7 K(ll‘DZ ‘xf;u |$|ZR0>O,
T

ou Li,Ls >0 et A\, u des constants vérifient quelques hypothéses.

R. C. A. M. Van Der Vorst [21] montre que, pour u; € C*(Q) NC* (), (1 <k <s),
Q C R" | le systéeme

(

—Aup = upp dans Q2,1 <k <s—1,u; >0,

—Aug = f(uq) dans Q,

| Uk = 0 sur 012,
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n’admets pas de solutions non triviales, sous les hypotheses

i) Q est étoilé, O est réguliére,
1) nF (uy) — ayur f (ug) < 0,u # 0,

) (1 Yoy — 9) <0,
-1 2

(2

s—1 n
iv) Z (E — ak+1> <0.

Cela nous a incités a étudier cette question de non-existence de solutions pour d’autres classes
de systémes.

Nous assumons dans tout ce paragraphe que

u,v e C*(Q)NC(Q),

et sont solutions du systeme

—Au+ A(x)u+ K (x) g (v) =0 dans (2,

§ —Av+A(z)v+ H (z) f (u) = 0 dans €, (3.1)

\ u=v =0 sur 0f,

ou 2 C R" est ouvert borné régulier, A, K et H sont des fonctions réelles de classe C! , A(x) > 0, f

et g sont des fonctions réelles continues vérifient

de sorte que
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est une solution du probléme (3.1).
Notons par

F(u)_zf@)da et G (v) = [ g(0)do.

C—=c

Nous allons montrer que lorsque les données A, H, K, f et g vérifient des hypothéses raisonnables
de croissance, il n’existe pas de solutions non triviales du systéme (3.1).

Nous étendons par la suite cette technique aux systémes des m-équations (m = 2R, R € N)

—Auy, + A (z) ug + fx (U1, ..., um) = 0 dans €,
(3.2)
ug, = 0 sur 012,

ou fr : R™ = R, (1 <k <m=2R) sont des fonctions réelles continues vérifient

fk; (Ul, ...,Uj,1,07Uj+1, ,um) = 0, 1 S] <m= 2R
JF :R™ — R, F € C' (R™,R) telle que

OF
a (317---7Sm):fm (817"'7Sm)+f2 (81;“'78771)’
S1

oOF
P (815 o0y Sm) = fre1 (S15 -0y Sm) + frow1 (S15-38m),2 <k <m —1,
k

OF
g (517 "'7Sm) = fmfl (317 ) Sm) + fl (517 "'75m) :

Notre technique est basée sur I'identité intégrale établie dans la section 2, qui permet de montrer
le résultat principal de I'absence de solutions cité dans la section 3. Dans la section 4 on illustre

les résultats théoriques par des exemples.
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3.2 Identités du type Pohozaév

Nous commencons cette section par deux identités intégrales utiles pour les résultats princi-
paux.

Pour le systéme (3.1), nous avons

Lemme 3.1 soit (u,v) € (C*(Q)NC* (ﬁ))2 une solution du systéme (3.1), alors nous avons

pour ay,as € R, 'identité intégrale suivante

f [(2 —n+ay + az) VuVo — <<n_a1 —@2) A(2) +Ji:1$j§_;i) u'U

Q
~ ((nH () + éxjg—z> F () — auf () f (u)>

_<( K (z )—i—z%gg)G(v)—awK(x)g(v))] dx

= [ VuVu (z,v)ds.
o0

o o . v ou .
Preuve Multipliant la premiére équation par xja— et la seconde par xja— et intégrant les
ZC]' .73]'
nouvelles équations sur €2, on obtient

n o Ou Ov n o Ou 0% v
A () 2V
s{ L; % o, Oz, O ; 7 Ow; 0,0, + ;A () 8xju
(3.4)
oK n o Ou Ov
_ (nK () +:Bja—xj) G (v } dx —8{“21 9 O, ——xvids
n ov Ou n ov 82 ou
JLZ%@ O, 2 o v, T )
(3.5)

oH n Jv Ou
— (nH (3:)—1—35]87) F(u } =[> — O O, ——xvids.
J 7

o0 i=1

31



Chapitre 3. Non-existence de solutions d’une classe de systémes elliptiques
semi-linéaires

Combinant (3.4) et (3.5) et sommant sur j de 1 & n , on aura

Q

i [(2 —n) VuVov — (nA () + gé T g—i) uv

oH

- (nH (x) + éxja—x]> F(u) — <nK (x) + éac]g—f;) G (v)| dz (3.6)

= [ VuVu (z,v)ds
o9

Maintenant, multipliant les équations du systéme (3.1) respectivemant par asv et aju (ag, az € R)

et intégrant sur {2, on obtient

s{ (a1 + a2) VuVu + (a1 + az) A (x) wv

+ayuH (z) f (u) + aavK (x) g (v)]dz =0
L’identité (3.3) est obtenue par combinaison de (3.6) et (3.7). m

Lemme 3.2 Soit
uy € C? Q)N ok (ﬁ)

solutions du systéme (3.2), (1 < k < m = 2R). Alors, uy, vérifient identité intégrale suivante

m ouy, Ou
g{{g@_n_'—ak_'_akﬂ)@_x]: QZI

NIE

n 0A
(n—ap — aps1) A(x) + > xj=— | wptlpgr
=1 "0z

k=1

(3.8)

— (nF (Ut eoey Um) — D (@p—1Up—1 + Gpr1upt1) fio (1, Wm))] dx
k=1

m

=Y [ VupVugy (z,v) ds.
k=100
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ot ai, sont des constantes réelles.

Par convention, on prend

Uy = Uy, €L U1 = U,

ap = Gm, €t i1 = aq.

Preuve Comme dans la précédente preuve, la multiplication de I’équation du systéme (3.2)

n Ouy,— ou
par > x; < 8; L 8;“) et son intégration par partie sur {2, permettent d’obtenir
Jj=1 J J

[ (—Aug + A(z)w) 32 2, (8“ ; 5“) ir

Q j=1 &vj 0xj

B n 8uk 8uk_1 8uk+1
_s{ LZ_:I "7, ( oz, ' ox, )

n Ouy, (92uk,1 82uk+1

ij=1

n Oug—y 0
—i—ZA(x)xj( ;Zl—i- g;H)uk] dx
j j

J=1

no Ouy [(Oup—1  Oupqr
f Z 3% < 3xj + 81’]' )xjylds’

o i,j=1
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et la somme sur k£ de 1 & m, donne

!

iy

(—Auy + A (2) u )i (8“" 1+8“k“>dx

(‘3% 8xj

B m n o Ouy, [ Oup_1 8uk+1 n ouy, 82uk 1 82uk+1
B g{k; [Z: ox; ( r; | om ) " -Zl 0, (axﬁxj * Ox;0z,

FS A, (8:;; Ly ag;fl) uk] dx
J J

> Z o (8Uk - +auk+1)le/] vids
=1

o0 k=11 v ov

k=1

:gi

n 0 [ Ouy Oupyq
2 ‘ !
VupVugq + szl i 0z; (Oaﬁi 0x; ) )

n 0
+> A(x )xja UpUpr1 — 23{2 kzl VupVugy (z, 1/)] ds

Ul no 0A
=/ [(2 —n) Vup Vg — (nA () + > xja—> ukukH] dz
Q j=1 X

— [ > VuVugyq (z,v) ds
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le deuxiéme membre devient

. (aukl + aUk+1> fk: (U,l, ,um) dx

. 8u1 m- auk

—s{mj {((fm+f2)8_gc*j kgz(fk 1+fk+1)8_xj
O, p

e+ 1) G2 )| i)

= S{x]g—z (Ut ey Upy) d = —S{F(ul,...,um) dx

i.e

L A<auk1 n QU1

o, o, ) fr (g, ooy up,) doe

=— [nF (u,..., up,) dz.
Q

Aussi, une autre identité est obtenue de la méme maniére si ’'on multiplie I’équation (3.2) par

(Qp—1Upk—1 + Qktr1Ukt1)

3" lak + agg1) VupVuggr + (ag + app1) A () uptip
O k=1

+ (ak_luk_1 + ak+1uk+1) fx (ul, e um)] dx = 0.

Une combinaison de ces deux identités intégrales donne le résultat désiré. m
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3.3 Reésultat principal

Dans cette section, on donne des conditions suffisantes sur A, K, H, f et g pour garantir la
non-existence de solutions non triviales des systémes (3.1) et (3.2) dans des domaines étoilés.
Théoréme 3.1 Soit Q un domaine étoilé de R™ d’une frenticre réguli¢re 99, (u,v) € (C*(Q) N C* (ﬁ))2

une solution du systéeme (3.1),a1,a2, A, K, H, f et g des donnés vérifiant

(1) 2A(x)+ iazj% >0

— )
=1 0z,

(2) H(z) f(u)K(z)g(v) <0,
(3) (nH (2) + zi’;l mjg—z> F () — ayuf (z) f (u) < 0,

(4) (nK () + é xjg—g> G (v) — asoK (x) g (v) < 0,

(5) 2—n+a;+ax <O.
Alors le systéme (3.1) n’admet pas de solutions non triviales.

Preuve Si H () f (u) > 0 (resp H (z) f (u) <0), alors le principe du maximum et le lemme

du point frontiére de Hopf appliqué sur la deuxiéme équation donnent

v <0 dans Q (resp v > 0),
et
ov

ov
_— > — < 0).
ay_Osur(?Q(resp 0V_0)

L’ hypothese (2) donne

K (z)g(v) <0 (resp K (z)g(v) > 0).
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De méme maniére, on aura

u > 0 dans Q (resp u <0),

et

0 0
a—ZﬁOsur@Q(respa—ZEO).
Q) est étoilé, implique que

(z,v) > 0 sur ON.

Puisque
u=v =0 sur 0f),
alors
ou ov
Vu-ayet VU—@I/
par conséquent
ajg; (z,v) VuVodo :ajg; (x,v) %%da <0. (3.9)

De plus, la multiplication de la premiére équation du systéme (3.1) par u et l'intégration de

I’équation obtenue sur €2, donne la formule

S{(VUVU + A(z)uv)dr = —S{uH () f (u)dx.

L’hypothese (5) implique que

J(2=n+a+a2) (VuVu + A (x) uwv) dx

:_({(Q—n—i—al—l—ag)uH(x)f(u)dx20
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(1), (3) et (4) permettent d’avoir

({ [(2 —n+ a1+ az) (VuVo + A (z) uv) — (2A () + jé xi%) w

— ((nK (x) + ixjg—f]) G (v) — agvK (x)g(v)) dx > 0.

Au vu de ces formules (3.9) et (3.10), en déduit que

[ (2=n+a +a) (VuVo+ A(z)w) dx

:—h/‘(z—n+a1+a2)uH(:c)f(U)dfC=07

qui implique que

u=0ouH () =0ou f(u) =0 dans Q.

La seconde équation du systéme devient

Av =0 dans €2,

qui donne

[ Vo] dz =0,
Q

par conséquent

v = const = 0.

De la méme maniére, on obtient u = 0. m

(3.10)
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Théoréme 3.2 Supposons que 2 est étoilé, ay et fr (1 <k < m = 2R) vérifiant

(6) 2 ()+ija7>0dans§2

(7) (fkfk+1) (ula ,Um) S 07

(8) nF (ur,...,um) — > (Ap—1Up—1 + QrrUps1) fro (U1, oy Up) <O,
=1

(9) 2—n+ap+ag <O0.

Si U, .oy Uy, € C2(Q) N C (Q) solutions du systéme (3.2), alors

Preuve Si f; (uy, ..., uy) > 0 ( resp fi (u1, ..., un) < 0), alors le principe de maximum et le

lemme du point frontiére permettent d’écrire

up < 0 dans Q ( resp ug > 0),
et
8uk

auk
—_— > — < 0).
5 0 sur 02 ( resp 5 = 0)

L’hypothese (7), implique que

uptgry < 0 dans €2,

et
Ouy Oujqr
% oy = 0 dans 0f)

Comme dans la preuve précédente

Ouy, Oug41

Z J VupVugys (z,v)do = Z [ =

z,v)do < 0. 3.11
=100 “i6q OV Ov (@.v) ( )
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Apres multiplication de ’équation du systéme (3.2) par w41 et son intégration sur {2, on aura

J (VupVugr + A (2) upugyr) de = — [ ugir fi (u, ., ) dz.
Q Q

I’hypothese (9) implique que

J(2=n+a,+ ar1) (VuVugr + A () upugsr) do
Q

=—[(2—n+ay + app1) werr fio (U, ..., up) dz > 0.
0

Les assomptions (6) et (8) conduisent directement & la formule

i {Z (2—n+ar + agr1) (VugVugsr + A () uptigsr)
Q Le=1

T

no 0A
<2A (ZL’) + J; l’j 8_%> UkUk+1

— <nF (Uly ey Up) — D (ap—1Uk—1 + app1ups1) fr (w1, ,um)>] dx > 0.
k=1

Combinant (3.11) et (3.12) on aura

J (2 —=n+ap+ art1) (VugVug + A (2) uguggr) do
)

= —f (2 =1+ ap + apg1) U fro (U1, ..o, Up) dz = 0,
Q

par conséquent

u,=0,(1<k<m).
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semi-linéaires

3.4 Exemples

Exemple 3.1 Soit Q un ouvert borné étoilé de R", considérons pour (u,v) € (C* () N C* (ﬁ))2,

le systéeme suivant

( —Au+u—|—%]v|pilv:0 dans Q,

(1 + |[)

2 ul u =0 dans Q,

(&)
—Av+v+ ——r
(1+z|)

u=wv=0 sur df,

\

oup,q>1,c1,c0 >0, X\ et i des constants réels.

Les hypothéses du théoréme 3.1 sont vérifiées, si

Le systéme (3.13) n’admet pas de solutions non triviales, dans les situations suivantes

(

m—=A—as(p+1)|z|+n—ay(p+1) <0,

(n—p—a(g+1)|z[+n—-a(qg+1) <0,

ar +as <n—2.
\

+ 1 <n—2
p+1 g+1 n

i) Au>0et

)

n—X\A n-—u

1) Apu<0et + <n-—2,
) a p+1 q+1

n n— [

1) A>0,u<0 et + <n-—2,
) H p+1 q+1

n—A n

w) A<0,u>0et + <n-—2.

) a p+1 p+1

(3.12)
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Exemple 3.2 Soit Q) est un ouvert borné étoilé de R™ (n > 6) et A € R*. Considérons le systéme

—Au+ Ay — (ug + U4)2 =0 in €,

—Aug + Aug + (ug + u3)2 =0 in Q,

—Au;), + /\Ug — (Ug + U4)2 = 01in Q,

—Auyg + Aug + (ug + u3)2 =0 in Q,

Uy = Uy = uz = ug = 0 sur OS2,

en choisissant

a1 =— Q9 — A3 — Qg4 —

w3

les fonctions

fl (ul,U27U3,U4> - f3 (u17u27u37u4) - - (UQ +U4)2

fa (ur, ug, us, ug) = fa (u, ug, us, ug) = (uy +U3)2

2
_ 3, .3 .3 3 2 2 2 2
F (uy, ug, ug, ug) = 3 (u] + u3 —uy — uf) + 2uius + 2uqu3 — 2usuy — 2uguy
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vérifient
nF (uy, ug, uz, ug) — (aguz + aqua) (f1 + f3) — (a1ur + azus) (f2 + fa)
5wt ea(§ )23 w23 -w)
+2(n —2a; — az) uduz + 2 (n — 2a3 — ay) wyui — 2 (n — 2ay — aq) uduy

—2(n —2a4 — as) udus =0

ce qui donne alors

U1:U2:’U3ZU4:O.
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Chapitre 4

Absence de solutions non triviales d’une
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3- Résultat principal.

4- Applications.
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Chapitre 4. Absence de solutions non triviales d’une classe d’équations et des
systémes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

4.1 Introduction

Dans ce dérnier chapitre, nous abordons la question de non-existence de solutions non triviales
pour une équation semi-linéaire, que nous généralisons par la suite & un systéme, plus précisément

nous étendons le résultats établi par B. Khodja [11], sur les équations de la forme

Pu 0 ou 0 ou
2 o (p(%y)%) - a—y(CI(%y) 0_y> + [ (@,y,u) = 0 dans R x w,
u+e %:Osur]Rxaw,
on

considéré dans H%(R x w) N L®(R X w), ot w = Jay, by[ X ]as, by, aux équations de la forme

0 ou n 0 ou
~ 5 ()\ (t) a) _2':21 o (p (t,x) 8_131) + f(x,u) =0 dans Rx{,

(4.1)

u—i—é@:OsurRx@Q.
ov

ol {2 est un domaine borné de R"”, 0 < ¢ < +00, pour des fonctions ,A: R— Ret p: R x
— R ne changeant pas les signes.

Utilisons les notations suivantes
H=1? (Q),

1

u(t,z)]| =1 [ ]u(t,az)|2d1’) , la norme de u dans H,

N\
e}

F(z,u)= [ f(z,0)do, V2 €Q, ueR.
0
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Soit L 'opérateur défini par

no 0

i=1 3x,

(0 52) (ta) e R x

Lu(t,x) =
et f:Q xR — R une fonction réelle continue, localement Lipschitzienne en u, telle que
f(z,0)=0, Vze
Nous supposons dans ce chapitre que
u € HX(R; H) N L>®(R; L>=(R)),

satisfais I’équation

_% (A(t)%(t)) + Lu(t,2) + fl@,u) =0, (t,z) e R x

sous les conditions sur le bord

(u+ sg—u) (t,o0) =0,(t,0) € R x 09, condition de Robin,
n

u(t,o) =0, (t,0) € R x 99, condition de Dirichlet,

ou(t,o)
on

=0,(t,0) € R x 09, condition de Neumann.

Nous étendons ces résultats aux systémes de m-équations suivants

0 ouy, LG Ouy, _
— <)\ (t) E) — l:zjl o (pk (t,x) a—@) + fr (z,ug, ..., uy) = 0 dans Rx (),

0
uk—l—sﬂzosurRx@Q.
ov

(4.2)

(4.6)
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systémes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

1<k<m,ou f: QxR"— R, sont des fonctions réelles continues, localement Lipchitziennes

en u;, 1 <1 < m, vérifiant

fe(z,ug, .., 0, uy) =0, Vo eQ,

— OF,,
F, : 2 x R™ — R telle que 5 = fj(z,51,...,5m),1 < j<m,
Sj

Soit Ly 'opérateur défini par

no9 0
Liu(t,z) = —i; o <pk (t,z) 8;) ,(t,x) e Rx Q,

et que

ur, € H*(R; H) N L (R; L™=(Q)),

sont des solutions du systéeme

_ (A (1) 2 <t>) + 30 Dy (1, 0) + F(@, w1, i) = 0, (£,7) € R X D,
ot ot =1

1 < k < m, avec les conditions au bord

(up + 6%) (t,0) =0,(t,0) € R x 092, condition de Robin,
n

ur(t,o) =0,(t,0) € R x 992, condition de Dirichlet,

8uk(t, O')

5 =0, (t,0) € R x 99, condition de Neumann.
n

(4.10)

Selon le signe de A\, ces problémes correspondent & deux types d’équations : elliptiques ou hyper-

boliques.

47



Chapitre 4. Absence de solutions non triviales d’une classe d’équations et des
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Nous démontrons nos résultats en utilisant des identités de type énergie établies dans la
deuxiéme section, qui permettent d’obtenir les résultats principaux de non-existence dans la

section 3. Dans la section 4, nous appliquons les résultats sur quelques exemples.

4.2 Identités de type énergie
Dans cette section, on donne des lemmes utiles pour le résultat principal.

Lemme 4.1 Si \ et p vérifient

N (t) <0 (resp >0),Vt €R,

(4.11)
dp
6t(t ) <0 (resp >0),V(t,z) € Rx Q.
Alors, Uidentité énergétique suivante,
D02 || + L ot 1vua
5 5 x) 1. p(t, x) |Vu|” dx
(4.12)

+ [ F(z, u)d:z:+2—fpt s)u® (t,s)ds = 0,
Q

est vérifié pour toutes les solutions du probléme de Robin (4.2), (4.3).

Preuve Les assomptions f € W2 (Q xR),p € L®R x Q) et f(x,0) = 0,Vz € Q, per-

loc

mettent de déduire 'existence de deux constantes positives C| et Cs, te que
p(t, )] < C1, |F(z,u)] < Cylu(t, )]

Counsidérons les fonctions

1
Ef p(t,x) |Vu|*dz, ®(t) = [ F(x,u)dz,t € R,
Q Q
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systémes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

ol ® et ¥ sont de classe C*, et

()] < Ci[[Vult,2)|*, |® (1) < C fJu(t,2)]*, vt € R.

Alors,
ou
' (t) = [ f(x,u)=-dz,Vt € R,
o ot

v~ f (gpa Dot 4 1 (4,2) vl )

)@@
T

1
< ) )8“dx+—f—p (t,x) |Vul dz + [ p(t (t,s)ds.
2q Ot 80

Définissons la fonction K : R — R par

2

! Hau W) + ().

K (t) = =5A () || 5 (o)

K est absolument continu et différentiable presque partout sur R, et

2
du d*u , .
fa_aﬁd r+ U(t) + P(¢)

ou 8u(
v ot

+ (_% ()\ (t) %) _ 21 ;;i (p(t,x)g—;) + f@:,u)) %dm.

Puisque u est une solution de (4.2),(4.3), on déduit que

—i—lf—(ta:)\vm dx+fpts t,s)ds
20 o

2

Ou
ot

au ou

d (t,
Vul? x+fp xaat

K'(z) = —)\ (1) ‘ (t, ) ds,

1
ié

gl
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Le troisiéme terme du second membre peut s’écrire

Ou Ou 1 Ju
3{) p(twr)%g <t78> ds = _ga‘{; p(ta S)Eu (ta S) ds.
Et par suite
, 1., |lou > 1 .0p ) 1
K'(t) = 5)\ (1) ‘ i (t,z)|| + §g{_t(t’$) |\Vul” dz — 58{2 p(t,s)a—u (t,s)ds
1., . |lou > 1 .0p )
= 5)\ (t) ’ E(t,x) + 5({7(25,33) \Vu|” dz
1 ,.0p
-——= t,s)u?(t,s)d — [ = (t,s)u?(t,s)d
5 (T ptes @o)ds) + oo [ Piesia 1.5
ie )
d 1 ou
— | K _ 2 =) -
i (0 5 e esas) = 3005 @
1 8]) 9 1 8]) 9
+2§{ at(t,a:)|Vu] dw+28(§£ 8t(t,s)u (t,s)ds.
Posons

La condition (4.11) implique que

M'(t) <0 (resp > 0),Vt € R,

i.e M est monotone. Mais aussi cette fonction vérifie

lim M (t) =0,

[t|—-+o0
parceque M € L? (R). on doit avoir M (t) = 0,Vt € R, ce qui donne le résultat désiré. m

Lemme 4.2 Si A et p vérifient (4.11). La solution du probléme de Dirichlet (4.2),(4.4) ou de
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Neumann (4.2) ,(4.5) , satisfait lidentité énergétique suivante

2

ou

e (t,z)

—%A(t)’

1
+ 5 [ p(t2) [Vul* do + [ F(z,u)de = 0. (4.13)
Q Q

Preuve Pour le probléeme (4.2), (4.4), du fait que u = 0 sur la frontiére, on a

Ou Ou
fp(t,x)ayat tsds——@fptx )ds>
o0
Op Ou 0*u
oo (t,s ds—a{;ptx 510y (t,s)ds =0

quant au probléme de Neumann (4.2) , (4.5) = 0 sur la frontiére, implique que

* o

ou Ou

N (t,s)ds = 0.

fptx

Le reste de la démonstration est similaire & celle de Lemme 1. ®

Lemme 4.3 Soient \ et py des fonctions vérifiant

N(t) <0 (resp >0),Vt €R,
(4.14)

a;’“(t 7) <0 (resp 20),1<k<mV(tz) ERxQ.

Alors, les solutions du systéme (4.7),(4.8) vérifient pour tous les t € R, l'identité énergétique

suivante

0uk

2
m ]' m
S TAO |G )| + 3T [0 [Tl o
Q

(4.15)

I —m
+ [ Epl@, g, oyt )da + % Sy [ pk(t, s)ui (¢, s)ds = 0.
89

Q

Lemme 4.4 Soient \ et p, comme dans le lemme (4.3). Alors les solutions du systéme (4.7) , (4.9)
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ou (4.7),(4.10) , satisfont pour tous t € R, la formule suivante

2

1 m 8uk
S MIPY) O

1
t3 S [ okt @) [Vurl? do 4 [ Fo(a, ug, ooyt )de = 0. (4.16)
0 0

Preuve Définissons les fonctions K, : R — R par

2

% (t,2)|| + Un(t) + Dp(t),

Ko )= —5 £ 0|5

ou les fonctions ¥,, et ®,, sont définies comme suit

L m
U, (1) = §S{Zk:1pk(t,x) \Vauy,|* dz,t € R,

D, (t) = [ Fpl(x,un, ..., up)dz, t € R.
0

Le reste de la preuve est similaire aux résultats précédents. m

4.3 Reésultat principal

Théoréme 4.1 Supposons que A\, F' et f vérifient

A(t) >0 (resp <0),VteR,
(4.17)
2F (z,u) —uf (x,u) <0 (resp > 0),

et (4.11), alors le probléme (4.2) ,(4.3) n‘admet que la solution nulle.

Preuve Nous introduisons la fonction E par

E(t) = |luz,6)]*.
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Multiplions I’équation (4.2) par u et intégrons la nouvelle équation sur {2, on obtient

J {—% (A (t) %) _ié ai (p (t, z) g@ - f(:c,u)] udz
([0t o0 oo (5)

+p(t, x) |Vul* + uf (z,u)] dz — Xn: [ p(t,s) %u (t,s)vids
=190 axi

- _% (A () B (8) + X (1) B (1)) + A(t) ' g—? t2)) +[plt2) Vul*dv

+ [uf (x,u)dz — [ p(t,s) @u(t,s)dS:O.
Q e} v

L’identité (4.12) donne

i (A E (1) = A(&) E" (t) + X (1) £ (t)

2
+2 [p(t, ) |Vu(t,z)] de
0

ou

20 |5 ©

+2({u(t,:c)f(x,u(t,a:))dx+ ga{)p(t, s)u?(t,s)ds

— 2({ (2F (z,u) — uf (x,u))dz.

ou

(1) ‘ % (o

Si A(t) > 0, Passumption (4.17) implique que

% () E' () = A(£) E" () + N (1) E' (£) > 0 .Vt € R. (4.18)
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on conclut alors que

E'(t) <0,

dans le cas contraire,

3, >0, E (1) > 0. (4.19)

I'équation (4.18) implique que A (¢) E’ (t) est une fonction croissante

() E (1) < A8 B () V> t,

Comme

lim E'(t) =0,

[t|—+o0

du fait que E’ € L' (R), ce qui permet d’avoir
A1) E' (t1) <0et A(t1) >0= E'(t;) <0,
ceci contredit la relation (4.19). Par conséquent,
E'(t)<0,vteR
i.e E est monotone. Mais, cette fonction vérifie

lim E(t) =0,

‘t|—>+(>o

ce qui implique que

E(t)=0,Yt € R,

Donc u = 0 dans Rx (2.

Si A(t) < 0, nous déduisons de la méme maniére que u = 0 dans Rx). =

Théoréme 4.2 Si N\, F' et [ vérifient (4.11) et (4.17), alors la seule solution des problémes
(4.2).(4.4) ou (4.2).(4.5) est la solution nulle.
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Preuve Identique a celle du Théoréme 4.1. m
Théoréme 4.3 Supposons que \, F,, et fi.,1 < k < m, vérifient

A(t) >0 (resp <0),Vt eR,
(4.20)

Fm (QZ, Uy, - Um) - qu:l U’kfk (I’,’U,l, ceey um) S 0 (TéSp Z O) )
et (4.14) vérifié. Alors le systéme (4.7).(4.8) admet que la solution nulle.

Preuve Multipliant I’équation (4.7) par uy et intégrant la nouvelle équation sur €2, on obtient

2

+ [ px (t, x) |Vuk|2 dx
Q

8uk

5 (A0 Gl o+ ¥ @) e ) 4200 | G 1

2

0
—|—fukfk (T, Uy ey Upy) dx — fpk (t,s) ﬂuk (t,s)ds = 0.
Q o9 v

La somme sur £ de 1 & m donne

=5 O EL ()X (0 (0)+ MO Ty |G ()| + 2 [ o) [V d
+ 2k 1fuktx)fk(xu1,..., m)dx — 1fpkt888 k (t,8)ds =0.

Utilisant I'identité (4.15), en conclure que

% (A () EL, () = A (£) B (£) + X () B/, (t)

2

=2 [ (2F, (2, uny ooy U) — Dopey g (6,2) fio (2, uay ey wy))
)

auk

A X5 |5 @)

Alors ’hypothéese (4.20) donne le résultat. m
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Théoréme 4.4 Si A\, p et F' vérifient

A(t)>0,p(t,z) <0 et F(z,u) <0,V(t,z) € RxQ,
ou (4.21)
A(t) <0,p(t,z) >0 et F(z,u) >0,V(tz) € R xQ,

et (4.11), alors les probléemes (4.2).(4.3),(4.2).(4.4) et (4.2).(4.5) n’admettent que les solutions

nulles.
Preuve Les assomptions (4.21) et I'égalité (4.13) permettent d’avoir

1 2

L ‘ ou

1
— (t,2)|| + = [pt, ) |Vu]>dz + [ F(x,u)dz =0,
ot 2 a

2 Q

ce qui implique que
ou

5 (L) =0V (t2) eRxQ,

u(t,z) =u(x).

Comme u € H? (R x £) i.e,

[ u(t,z))Pdtde = [ |u(x)] dtdr < +oo,
Rx§ Rx

alors u=0. m
Théoréme 4.5 Si A\, p; (1 < k <m) et f vérifient
A(t) > 0,pp (t,x) <0 et Fy, (z,ug, ..., Uy) <0,V (t,z) € R x Q,

ou (4.22)
A(t) <0,pi (t,2) >0 et Fp (z,ug, .., ) >0,V (t,2) € R X Q.

et (4.17), alors les systémes (4.7).(4.8),(4.7).(4.9) et (4.7).(4.10) n’admettent que les solutions

nulles.

Preuve Similair a celle de Théoréme 4.2. m
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Remarque 4.1 En peut appliqué ces résultats dans le domaine R x Q, avec la condition initiale

u(0,z) =0,V € Q.

4.4 Applications

Exemple 4.1 Soit
9,‘91,92 2ﬁ—> R,

des fonctions non négatives de classe C'(R),p,q > 1 et m € R, tel que
Fla,u) = mu+0; () [ul’ ™ w4 0y () [u]*" u.

Alors le probléeme suivant

( %u . 0 ou
= (9 ) o

z’:1a$i ) +f(:€,u):0 danstQ’

(4.23)

\ (u—ksg—Z) (x,0) =0 sur R x 09,

admet que la solution nulle.

Dans ce cas, il suffit de vérifier
2F (z,u) —uf(z,u) =

2 p+1 2 q+1
s s <
01 (2) (g = D™+ 62 o) (g — Dl <0

et appliqué le Théoréme 4.1.
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systémes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

Exemple 4.2 Soit Q un ouvert borné de R™. Alors, le probléme

( 8 42 8u o p—1 +
~ (e E)—Au-@(x)|u| u dans RT x Q,

ou
- = +
(u—l—g n> (t,0) = 0 sur RT x 09,

\ u(0,2) =0,V € Q,

ol
p>1, 0:Q— R, non négative,

n’admet que la solution triviale, u = 0.

En effet,
At)=e ™ >0,N(t) = —2e® <0,V >0,

2

2F (z,u) —uf(x,u) =0 (x) (—— — 1)

1 luPtt < 0.
p

Le Théoréme 4.1 donne le résultat.

Exemple 4.3 Soit Q un ouvert borné de R"™, p,q > 1, Alors, le systéme

4
_% ()\ (t) %) —Au+ (p+1)0(z)u |U|pi1 |U|q+1 =0 dans R x Q,

_% ()\ (t) %) —Av+(g+1)0(z)v |U|q_1 |U|erl =0 dans R x Q,

ou v
\ (u—l—aa—n) (t,o) = (v—i—ea—n) (t,0) =0 sur R x 09,

o
0:Q — R, non négatif,

A(t) >0 de classe L™ (R),

(4.24)

(4.25)

o8



Chapitre 4. Absence de solutions non triviales d’une classe d’équations et des
systémes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

n‘admet que les solutions triviales, u = v = 0.

En effet, il existe une fonction F' définie par

F(z,u,0) = 6 () |ul"" o]

qui satisfait

?)—F = fi(z,u,0) = (p+1)0 (z) wlul’" o],
u

O B o) = @+ DO @)l o,
v

F(z,u,v) — ufi(z,u,v) — vfs (x,u,0) = =0 () (p+ ¢+ 1) |ulT v)* < 0.

Théoréme 4.3 donne le résultat.

29



Conclusion

Ce travail est une syntheése de résultats élaberés par K. Akrout & B. Khodja , sur la non-
existence de solutions non triviales de quelques équations et systémes aux dérivées partielles.

Ou la technique utilisée est basé sur des identités intégrales qui permettent selon la géométrie
du domaine et la non linéarité de f, de prouver que 'unique solution du probléme semi-linéaire
étudié est la solution triviale, en utilisant le principe de maximum et des résultats d’analyse réel

et d’analyse fonctionnelle.
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