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 ملخص
نتائج عن عدم وجود الدآتوراه في الرياضيات،  ، لنيل شهادةرسالةهذه ال نقدم في

حلول غير تافهة، لبعض المعادلات التفاضلية الجزئية، الإهليجية و الزائدية، في 
لـ  معدومةال المعطيات الحافويةمع ، IRnو غير محدودة من أمفتوحات محدودة 

Dirichlet، Neumann أو Robin.  

مبدأ الحد الأعلى ، Pohozaěvمن شكل  ت تكامليةاهذه النتائج تعتمد على متطابق
 .لياو بعض نتائج التحليل الد



Abstract
We present in this manuscript of doctorat of mathematics, some results of non-existence of

solutions for partial di¤erential equations and systems of elliptic or hyperbolic type, in bounded

or unbounded domains of Rn, with null boundary conditions of Dirichlet, Neumann or Robin.

these results are obtained by using integral identities of Pohozaµev type, the maximum

principal and some tools of functional analysis.
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Résumé
On présente dans ce manuscrit de doctorat de mathématiques, des résultats de non-

existence de solutions pour des équations et des systèmes aux dérivées partielles de type el-

liptiques ou hyperboliques, dans des domaines bornés ou non de Rn, avec des conditions de

Dirichlet, de Neumann ou Robin nulles sur le bord.

Ces résultats sont obtenus grâce à des identités intégrales de type Pohozaev, le principe du

maximum et quelques outils d�analyse fonctionnelle.
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Introduction

Cette thèse contient les travaux deK. Akrout & B. Khodja qui traitent la question de non-

existence de solutions non triviales de certaines classes d�équations et des systèmes aux dérivés

partielles non-linéaires dans des domaines bornés ou non de Rn:

Le premier chapitre est un préliminaire, qui comporte des dé�nitions, des théorèmes, des

propositions et des lemmes utilisés dans le reste de la thèse.

Le deuxième chapitre contient l�identité intégrale obtenue par S. I. Pohoza¼ev qui permet

d�obtenir la non-existence de solutions non triviale de certaines équations non-linéaires dans des

domaines bornés ou non de Rn, avec des conditions de Dirichlet nulles sur le bord. Ce chapitre

contient aussi l�identité variationnelle générale de P. Pucci & J. Serrin [17] qui généralise

l�identité de Pohoza¼ev.

Le troisième chapitre comporte des résultats obtenus par K. Akrout & B. Khodja concer-

nant la non-existence de solutions non triviales d�une classe des systèmes elliptiques semi-linéaires

de la forme 8>>><>>>:
��u+ A (x)u+K (x) g (v) = 0 dans 
;

��v + A (x) v +H (x) f (u) = 0 dans 
;

u = v = 0 sur @
;

dans des domaines bornés de Rn. Ce résultat s�étend aux systèmes de m-équations.

En �n, dans le quatrième chapitre, nous présentons les résultats deK. Akrout & B. Khodja

[1], concernant l�absence de solutions non triviales d� équations aux dérivées partielles non-

linéaires de la forme8><>:
� @
@t

�
� (t)

@u

@t

�
�

nP
i=1

@

@xi

�
p (t; x)

@u

@xi

�
+ f (x; u) = 0 dans R�
;

u+ "
@u

@�
= 0 sur R� @
:

Cela s�étend aussi aux systèmes de m-équations.

Les résultats du chapitre 4 ont fait l�objet d�une publication intitulé dans Electronic Journal

of Qualitative Theory of Di¤erential Equations.



Chapitre 1

Préliminaire

����������������������������������

1- Espaces de fonctions continues.

2- Espace Lp.

3- Espace de Sobolev.

4- Critères de convergence.

5- Principe du maximum.

6- fonctionnelles di¤érentiables.

����������������������������������
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Chapitre 1. Préliminaire

1.1 Espace de fonctions continues

On donne ici quelques notations et conventions utilisées dans la suite.

Notons par x = (x1; x2; :::; xn) le point générique d�un ouvert 
 de Rn: Soit u une fonction dé�nie

de 
 à valeurs dans R; on désigne par Diu (x) =
@u (x)

@xi
la dérivée partielle de la fonction u par

rapport a xi:Dé�nissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

Ou = ( @u
@x1

;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn
) T et jOuj2 =

nP
i=1

���� @u@xi
����2

�u (x) =
nP
i=1

@2u (x)

@x2i
=

�
@2u

@x21
+
@2u

@x22
+ :::+

@2u

@x2n

�
(x) :

On notera par C(
) l�espace des fonctions continues de 
 à valeurs dans R; (C(
))m est l�en-

semble des fonctions continues de 
 à valeurs dans Rm, Cb
�


�
l�ensemble des fonctions continues

et bornées sur 
; on le munit de la norme k:k1 ;

kuk1 = sup
x2


ju (x)j

Pour k � 1 entier, Ck (
) est l�espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée

d�ordre k est continue sur 
:

Ckc (
) est l�ensemble des fonctions de C
k (
) ; dont le support est compact et contenu dans 
:

Nous dé�nissons aussi Ck
�


�
; comme l�ensemble des restrictions à 
 des éléments de Ck (Rn)

ou bien comme étant l�ensemble des fonctions de Ck (
) ; telle que pour tous 0 � j � k; et tout

x0 2 @
; la limite lim
x!x0

Dju (x) existe et dépend uniquement de x0:

C10 (
) ou bienD (
) ; est l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables, à supports compacts

qu�on appelle espace des fonctions tests.
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Chapitre 1. Préliminaire

1.2 Espaces Lp

Soit 
 un ouvert de Rn; muni de la mesure de Lebesgue dx. On désigne par L1 (
) l�espace

des fonctions intégrables sur 
 à valeurs dans R, on le munit de la norme

kukL1 =
R


ju (x)j dx

Soit p 2 R avec 1 � p < +1; on dé�nit l�espace Lp (
) par

Lp (
) =
�
f : 
! R, f mesurable et

R


jf (x)jp dx < +1

	
Sa norme est

kukLp =
�R


ju (x)jp dx

� 1
p

On dé�nit aussi l�espace L1 (
)

L1 (
) = ff : 
! R, f mesurable, 9c > 0; tel que jf (x)j � c p.p sur 
g

Il sera muni de la norme du sup-essentiel

kukL1 = ess sup
x2


ju (x)j = inf fc; ju (x)j � c p.p sur 
g

On dit qu�une fonction f : 
 ! R appartient à Lploc (
) si f1K 2 Lp (
) pour tout compact

K � 
:

Remarque 1.1 L�espace L2muni du produit scalaire

hf; gi =
R


fgdx; f; g 2 L2 (
)

est un espace de Hilbert.
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Chapitre 1. Préliminaire

1.3 Espaces de Sobolev

Dérivée faible

Dé�nition 1.1 Soit 
 un ouvert de R; et 1 � i � n, une fonction u 2 L1loc (
) a une i-ème

dérivée faible dans L1loc (
) : S�il existe fi 2 L1loc (
) telle que pour tout ' 2 C10 (
) on ait

R


u (x) @i' (x) dx = �

R


fi (x)' (x) dx

Cela revient à dire que la i-ème dérivée au sense des distributions de u 2 L1loc (
) ;on posera

@iu =
@u

@xi
= fi

Espace W 1;p (
)

Soit 
 un ouvert borné ou non de Rn; et p 2 R, 1 � p � +1; l�espace W 1;p (
) est dé�ni par

W 1;p (
) = fu 2 Lp (
) ; tel que @iu 2 Lp (
) ; 1 � i � ng

où @i est la i-ème dérivée faible d�une fonction u 2 L1loc (
)

On pose

H1 (
) =W 1;2 (
)

Théorème 1.1 [8] L�espace W 1;p (
) s�injecte continûment dans L1 (
) (W 1;p (
) ,! L1 (
))

pour tout 1 � p � +1; i.e qu�il existe un constant C ( dépendant seulement de 
 ) tel que

kukL1 � C kukW 1;p ; 8u 2 W 1;p (
)

De plus, si 
 est borné on a

W 1;p (
) ,! C (
) avec injection compacte, 1 < p � +1;

W 1;1 (
) ,! Lq (
) avec injection compacte, 1 � q < +1:

7



Chapitre 1. Préliminaire

Corollaire 1.1 Supposons que 
 un ouvert non borné de Rn, et soit u 2 W 1;p (
). Alors

lim
jxj!+1
x2


u (x) = 0

Espaces Wm;p (
)

Soit 
 un ouvert de Rn;m � 2 et p un nombre réel tel que 1 � p � +1; on dé�nit l�espace

Wm;p (
) comme suit

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) tel que D�u 2 Lp (
) ; 8�; j�j � mg

où � 2 Nn; j�j = �1 + ::: + �n la langueur de � et D�u = @�11 :::@
�n
n est la dérivée faible d�une

fonction u 2 L1loc (
) au sense de la dé�nition (1:1) :

L�espace Wm;p (
) est muni de la norme

kukWm;p = kukLp +
P

0<j�j�m kD�ukLp

On pose

Hm (
) =Wm;2 (
)

Remarque 1.2 Les espaces Hm (
) sont des espaces de Hilbert, avec le produit scalaire

(u; v)Hm = (u; v)L2 +
P

j�j�m (D
�u;D�v)L2 pour u; v 2 Hm (
)

Espace W 1;p
0 (
)

Dé�nition 1.2 Pour 1 � p < +1 on dé�nit l�espace W 1;p
0 (
) comme étant la fermeture de

D (
) dans W 1;p (
) ; on note aussi que

W 1;2
0 (
) = D (
)W1;2

= H1
0 (
)

8



Chapitre 1. Préliminaire

Formule d�intégration par parties

Dé�nition 1.3 Soit u et v deux fonctions de H1 (
) : Pour tout 1 � i � n; on a

R



@u

@xi
vdx = �

R



@v

@xi
udx+

R
@

vunids:

Où ni (x) = cos (n; xi) est le cosinus directeur de l�angle de la normale extérieure à @
 au point

x avec l�axe xi:

Formule de Green

Dé�nition 1.4 Soit u 2 H1 (
) et v 2 H2 (
) : Alors on a

R


v�udx = �

R


u�vdx+

R
@


@u

@n
vds:

Domaine étoilé

Dé�nition 1.5 [14] un domaine 
 est dit étoilé s�il existe un point x0 2 
 tel que les segments

x0x sont contenues dans 
 pour tout x 2 
: Si 
 est étoilé par rapport à l�origine, alors on a

x:� � 0 sur @
:

1.4 Critéres de convergence

Théorème 1.2 (Théorème de la convergence monotone) [8] Soit ffngn�1une suite crois-

sante de fonctions mesurables positives satisfaisant

f (x) = lim
n!+1

fn (x) = sup
n�1
fn (x)

Alors R


f (x) dx = lim

n!+1

R


fn (x) dx

Lemme 1.1 (lemme de Fatou) [8] Soit ffngn�1une suite de fonctions mesurables positives.

Alors R


lim

n!+1
inf
n�1
fn (x) dx � lim

n!+1
inf
n�1

R


fn (x) dx

9



Chapitre 1. Préliminaire

Théorème 1.3 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue) [8] Soit ffngn�1une

suite de fonctions de L1 (
) convergeant presque partout vers une fonction mesurable f . On sup-

pose qu�il existe g 2 L1 (
) telle que pour tout n � 1; on ait

jfnj � g p.p sur 


Alors : f 2 L1 (
) et

lim
n!+1

kfn � fkL1 = 0; et
R


f (x) dx = lim

n!+1

R


fn (x) dx

1.5 Principe du maximum

Un grand nombre de résultats d�existence ou d�unicité de solutions des problèmes aux limites

(elliptiques ou paraboliques), peut être établi en utilisant le principe du maximum.

On donne ici quelques variantes de principe du maximum.

Soit 
 un ouvert de Rn; a(:) = (aij (:))1�i;j�n une matrice, b(:) = (bi (:))1�i�n un champ de

vecteur et c une fonction. On considère l�opérateur symétrique du second ordre L dé�ni par

Lu = �
Pn

i;j=1 aij@iju+
Pn

i=1 bi@iu+ cu (1.1)

On suppose que la matrice carrée a(:) véri�e la condition de coercivité (ou d�ellipticité)

9� > 0; 8� 2 R; a (x) �:� =
Pn

i;j=1 aij (x) �i�j � � j�j
2 p.p sur 
; (1.2)

où j�j désigne la norme euclidienne de � dans R:

10



Chapitre 1. Préliminaire

Théorème 1.4 (principe du maximum classique) [8] Soit 
 un ouvert borné connexe, et L

comme dans (1:1). On suppose que c � 0; que (1:2) est satisfaite et que aij; bi, c 2 C
�


�
: Si

u 2 C2 (
) \ C1
�


�
véri�e Lu � 0 alors on a

sup
x2

u (x) � sup

�2@

u+ (�) où u+ (�) = max (u (�) ; 0)

Théorème 1.5 (principe du maximum de Hopf) [8] Soit 
 un ouvert borné connexe, et L

comme dans (1:1). On suppose que c � 0, que (1:2) est satisfaite et que aij; bi, c 2 C
�


�
.Si

u 2 C2 (
) \ C1
�


�
véri�e Lu � 0 et si u atteint un maximum � 0 à l�intérieur de 
, alors u

est constante sur 
.

Théorème 1.6 (principe du maximum d�Aleksandrov) [8] Soit 
 un ouvert borné connexe,

et L comme dans (1:1). On suppose que c � 0; que (1:2) est satisfaite et que aij; bi, c 2 C
�


�

et f 2 LN (
). Il existe un constant C > 0 dépendant uniquement de N , kbkLN (
) et de diamètre

de 
 tel que si u 2 W 2;N
loc (
) \ C

�


�
véri�e Lu � f on a

sup
x2

u (x) � sup

�2@

u (�) + C kfkLN (
)

Lemme 1.2 (lemme du point frontière) [19] Supposons que u est continue dans 
; Lu � 0

(resp. Lu � 0)dans 
; et u atteint son maximum (resp ; minimum) en un point p 2 @
: Alors,

tous les dérivés directionnels vers l�extérieur de u au point p sont positifes (resp ; négatifes).

1.6 Fonctionnelles di¤érentiables

Dé�nition 1.6 [8] Soient ! une partie d�un espace de Banach X et F : ! ! R: Si u 2 !; on

dit que F est dérivable au sens de Gâteaux (ou G-dérivable ou encore G-di¤érentiable) en u;

s�il existe l 2 X 0 tel que dans chaque direction z 2 X où F (u+ tz) existe pour t > 0 assez petit,

la dérivée directionnelle F 0z (u) existe et on a

lim
t!0+

F (u+ tz)� F (u)
t

= F 0z (u) :

11



Chapitre 1. Préliminaire

Soit f : 
�R! R une fonction de Caratheodory c�est à dire mesurable en x; continue en

s: Pour (x; s) 2 
� R on pose

F (x; s) =
R s
0
f (x; �) d�: (1.3)

On dé�nit alors la fonctionnelle V par

V (u) =
R


F (x; u (x)) dx:

On va voir dans quelles conditions l�application u! V (u) est continue où de class C1:

Lemme 1.3 [8] Soient 
 un ouvert de Rn; 1 � p; q < +1 des constantes réelles et f une

fonction de Caratheodory de 
� R à valeurs dans R.

Supposons qu�il existe a 2 Lq (
) et b � 0 tels que la condition de croissance

8s 2 R; jf (�; s)j � a (�) + b jsj
p
q p.p sur 
: (1.4)

est satisfaite. On dé�nit pour toute fonction mesurable u de 
 dans R; l�opérateur B comme suit

(Bu) (x) = f (x; u (x)) :

Alors B est continue de Lp (
) dans Lq (
) :

Lemme 1.4 On suppose qu�il existe a 2 L1 (
), b � 0 et 1 � p < +1 et f une fonction de


� R dans R véri�ant

8s 2 R; jF (�; s)j � a (�) + b jsjp p.p sur 
:

Si F véri�e (1:3), Alors V est continue sur Lp

En particulier si f : 
�R! R véri�e (1:3), et s�il existe a 2 Lp0 (
), 1 < p < +1 et p0 =
p

p� 1 ;

et b0 � 0 tels que

8s 2; jf (�; s)j � a0 (�) + b0 jsjp�1 p.p sur 
:

12



Chapitre 1. Préliminaire

Alors V est de classe C1 sur Lp (
) et on a

V 0 (u) = f (�; u (�))

Preuve Si f véri�e la condition (1:3), le Lemme (1:4) implique la continuité de l�application

u! F (�; u (�)) de Lp (
) dans L1 (
) et par conséquent V est continue sur Lp (
) : L�hypothèse

sur f; la condition (1.3) et l�inégalité de Young
�
�� � 1

p0�
p0 + 1

p
�p
�

impliquent

jF (x; s)j � a0 (x) jxj+
b0
p
jsjp � 1

p0
ja0 (x)jp

0
+
1

p
(1 + b0) jsjp

En utilisant la premiére partie du Lemme, V est continue de Lp (
) dans R:

Pour montrer que V est de classe C1; on va montrer que V est G-dérivable est que la G-dérivée

est continue de Lp (
) dans Lp
0
(
) : Posons

' (t; x) =
F (x; u (x) + tv (x))� F (x; u (x))

t
� f (x; u (x)) v (x)

On a
V (u+ tv)� V (u)

t
�
R


f (x; u (x)) v (x) dx =

R


' (t; x) dx:

Il existe � (x:t) 2 ]0; 1[ tel que

j' (t; x)j = jf (x; u (x) + � (x; t) tv (x))� f (x; u (x))j jv (x)j :

et on a

j' (t; x)j � 2
�
a0 (x) + b0 (ju (x)j+ jv (x)j)p�1 + b0 ju (x)jp�1

�
jv (x)j :

Comme le second membre de l�inégalité est dans L1 (
) ; et que ' (t; x) ! 0 quand t ! 0; p.p

en x 2 
:

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique que

lim
t!0

�
V (u+ tv)� V (u)

t
�
R


f (x; u (x)) v (x) dx

�
=
R


lim
t!0
' (t; x) dx = 0:
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donc la G-dérivée V 0 (u) existe et on a pour tout v 2 Lp (
)

hV 0 (u) ; vi =
R


f (x; u (x)) v (x) dx

C�est à dire que

V 0 (u) = f (�; u)

De plus, la condition de croissance (1:3) imposée sur f et le Lemme (1:4) impliquent que l�opé-

rateur u! V 0 (u) = f (:; u) est continue de Lp (
) dans Lp
0
(
) :

14
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Chapitre 2. Identités intégrales.

2.1 Identité de Pohozaµev.

Le résultat suivant a été établi en 1965 par S. I. Pohoza¼ev dans le cas où 
 est borné. Ce

résultat a des conséquences importantes.

Proposition 2.1 (Identité de Pohozaµev) [8] Soient 
 un ouvert de classe C1; g est une fonc-

tion continue de R dans lui-même dont on désignera par G la primitive s�annulant en zéro et

u 2 H1
0 (
) \H2

loc

�


�
une fonction satisfaisant l�équation

��u = g (u) : (2.1)

Si de plus, G (u) 2 L1 (
) et � (�) désigne la normale extérieure à @
, alors pour tout z� 2 Rn

�xé, u satisfait l�identité

(n� 2)
R



jru (x)j2 dx+
R
@


jru (�)j2 (� � z�; � (�)) d�

= 2n
R



G (u (x)) dx

(2.2)

Preuve Soit '0 une fonction de classe C1 sur [0;+1[ telle que '0 (t) = 1 pour 0 � t � 1;

et '0 (t) = 0 pour t � 2. En posant, pour j � 1 entier,

'j (x) = '0

�
jxj
j

�
;

on véri�e facilement que
��r'j (x)�� � C, où C est une constante indépendante de j et que
jxj
��r'j�� � jxj

j

����'00� jxjj
����� � C k'00k1 ;

On peut alors, pour un indice i �xé, multiplier les deux membres de l�équation ��u = g (u) par

(xi � z�i ) @iu (x)'j (x) :

16



Chapitre 2. Identités intégrales.

En intégrant par parties le terme de droite, on obtient

R



g (u (x)) (xi � z�i ) @iu (x)'j (x) dx =
R



(xi � z�i )'j (x) @iG (u (x)) dx

= �
R



'j (x)G (u (x)) dx�
R



(xi � z�i ) @i'j (x)G (u (x)) dx

et par un passage à la limite et après utilisation du théorème de convergence dominée et le fait

que @i'j (x) tend vert zéro lorsque j !1, on obtient

lim
j!1

R



g (u (x)) dx (xi � z�i ) @iu (x)'j (x) dx = �
R



G (u (x)) dx (2.3)

D�autre part, après intégration par parties du terme de gauche de l�équation, on obtient

�
R



�u (x) (xi � z�i ) @iu (x)'j (x) dx

= �
R
@


(�i � z�i )'j (�) @iru (�) � (�) d�

+
R



ru (x)r
�
(xi � z�i ) @iu (x)'j (x)

�
dx

Or le dernier terme s�écrit

R



ru (x)r
�
(xi � z�i ) @iu (x)'j (x)

�
dx

=
1

2

R



(xi � z�i )'j (x) @i
�
jru (x)j2

�
dx+

R



j@iu (x)j2 'j (x) dx

+
R



(xi � z�i ) @iu (x)ru (x)r'j (x) dx

(2.4)

17
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Notons par E1j, E2j et E3j respectivement les trois termes de droite, on a lorsque j !1

E3j ! 0 et E2j !
Z



j@iu (x)j2 dx (2.5)

D�autre part, on intégrant par parties, E1j s�écrit

E1j = �
1

2

R



jru (x)j2 @i
�
(xi � z�i )'j (x)

�
dx

+
1

2

R
@


jru (�)j2 (�i � z�i )'j (�) �i (�) d�

et donc lorsque j !1 on a

E1j ! �1
2

R



jru (x)j2 dx+ 1
2

R
@


jru (�)j2 (�i � z�i ) �i (�) d�

Finalement en reportant cette dernière limite ainsi que (2:5) dans la relation (2:4), on a grace à

(2:3)

�1
2

R



jru (x)j2 dx+
R



j@iu (x)j2 dx

+
1

2

R
@


jru (�)j2 (�i � z�i ) �i (�) d�

�
R
@


(�i � z�i ) @iu (�)ru (�) � (�) d�

= �
R



G (u (x)) dx

(2.6)
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ce qui, en faisant la somme i et sachant que lorsque u = 0 sur le bord alors le gradient ru (�)

est parallèle à � (�) ; conduit à

n� 2
2

R



jru (x)j2 dx+ 1
2

R
@


jru (�)j2 (� � z�) �i (�) d�

= n
R



G (u (x)) dx

Remarque 2.1 Dans le cas où 
 = Rn; en multipliant l�équation ��u = g (u) par u on déduit

que R
Rn
jru (x)j2 dx =

R
Rn
u (x) g (u (x)) dx;

ce qui donne avec l�identité de Pohoza¼ev

R
Rn

�
n� 2
2n

u (x) g (u (x))�G (u (x))
�
dx = 0:

Cela implique en particulier que la fonction

s! n� 2
2n

sg (s)�G (s)

doit prendre des valeurs positives et négatives, si elle n�est pas identiquement nulle. Par exemple

si g (s) = � jsjp�1 s avec p � 1 et � 6= 0 on en déduit que, si n � 3; le seul exposant p pour le

quelle l�équation

��u = � jujp�1 u

peut avoir une solution non nulle dans H1 (Rn) est p =
n+ 2

n� 2 , alors que si n = 2 l�équation n�a

aucune solution non nulle. Il est aussi intéressant de noter que cet argument appliqué à p = 1

permet de voir que le Laplacien n�a pas de fonction propre sur H1 (Rn).

Remarque 2.2 soit 
un ouvert borné régulier. L�identité de Pohoza¼ev implique que si u 2

H1
0 (
) \H2 (
) véri�e

��u = jujp�1 u;
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comme on a aussi

R



[��u (x)]u (x) dx =
R



jru (x)j2 dx =
R



ju (x)jp+1 dx:

alors : �
n� 2
2

� n

p+ 1

�R



ju (x)jp+1 dx+ 1
2

R
@


jru (�)j2 (� � z�; � (�)) d� = 0 (2.7)

Supposons que l�ouvert 
 est étoilé par rapport à un point z� de Rn, par exemple ( pour

simpli�er) z� = 0 ; plus précisément, supposons que pour tout � 2 @
, on a �:� (�) > 0: On

dé�nit de (2:7) que si
n� 2
2

� n

p+ 1
> 0

Alors u � 0. Si
n� 2
2

=
n

p+ 1

Donc ru = 0 sur @
, et si de plus u � 0, alors par le théorème de Green

0 =
R
@

ru (�) � (�) d� =

R


��u (x) dx =

R


u (x)p dx;

ce qui implique que u � 0, c�est le résultat de S. I. pohoza¼ev ( en fait on peut montrer que

même si on ne suppose pas que u � 0; alors u � 0 ). Nous attirons l�attention sur le fait que le

résultat de non-existence de solution non nulle est spéci�que au cas où g (s) = jsjp�1 s; p = n+ 2

n� 2
est l�exposant critique de Sobolev et 
 est étoilé.
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2.2 Identité variationnelle générale de Pucci & Serrin

Soit 
 un domaine régulier, borné de Rn:Considérons pour toute fonction F = F (x; u; p) ; p =

(p1; :::; pn) ; de classe C1dans 
� R� Rn; et toute fonction vectorielle

Fp (x; u; p) =

�
@F

@p1
; :::;

@F

@pn

�
(x; u; p)

de classe C1dans 
� R� Rn, l�équation d�Euler-Lagrange suivante

div (Fp (x; u;ru)) = Fu (x; u;ru) (2.8)

Où

ru =
�
@u

@x1
; :::;

@u

@xn

�T

Fu =
@F

@u
; Fxi =

@F

@xi
etFpi =

@F

@pi

Supposons pour simpli�er et sans perte de généralité que F (x; 0; 0) = 0 dans 
: Nous avons

maintenant le résultat suivant

Proposition 2.2 (Identité variationnelle générale de Pucci-Serrin) [14] Soit u 2 C2 (
)\

C1
�


�
solution d�équation (2:8) ; avec u = 0 sur @
, et soient a et h, respectivement, scalaire et

fonction vectorielle de classe C1: Alors l�identité suivante est véri�ée

R
@


�
F (x; 0;ru)� @u

@xi
Fpi (x; 0;ru)

�
(h; �) ds

=
R



�
F (x; u;ru) divh+ hiFxi (x; u;ru)�

�
@u

@xj

@hi
@xi

+ u
@a

@xi

�
Fpi (x; u;ru)

�a
�
@u

@xi
Fpi (x; u;ru) + uFu (x; u;ru)

��
dx

(2.9)
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Preuve la relation suivante est véri�ée dans 


@

@xi

�
hiF (x; u;ru)� hj

@u

@xj
Fpi (x; u;ru)� auFpi (x; u;ru)

�

=

�
@hi
@xi

F (x; u;ru) + hiFxi (x; u;ru)�
�
@u

@xj

@hi
@xi

+ u
@a

@xi

�
Fpi (x; u;ru)

�a
�
@u

@xi
Fpi (x; u;ru) + uFu (x; u;ru)

��
(2.10)

Cette relation est obtenue par un calcul direct en utilisant l�équation (2:8) pour éliminer le terme

div (Fp (x; u;ru)) :

u = 0 sur @
, implique que
@u

@xi
=
@u

@�
�i sur @


ainsi

hj
@u

@xj
Fpi (x; u;ru) �i =

@u

@xi
Fpi (x; u;ru)hj�j sur @


Intégrons maintenant l�identité (2:10) sur 
 et utilisons la condition sur le bord u = 0. Assumons

aussi que a et h sont dans C1 (
) \ C
�


�
, alors le théorème de divergence permet d�obtenir

l�identité (2:9) :

Si on pose

F (x; u; p) =
1

2
jpj2 �G (u) ;

l�équation d�Euler-Lagrange correspondante est

��u = g (u) dans 


où

G (u) =
R u
0
g (t) dt
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Dans ce cas, le chois h (x) = x et a (x) =
n� 2
2

donne l�identité de Pohoza¼ev (2:2) :

n� 2
2

R



jru (x)j2 dx+ 1
2

R
@


jru (s)j2 (x; �) ds

= n
R



G (u (x)) dx

Le chois h (x) = x et a (x) = a = constant dans (2:9) donne

R
@


�
F (x; 0;ru)� @u

@xi
Fpi (x; 0;ru)

�
(h; �) ds

=
R


[nF (x; u;ru) + xiFxi (x; u;ru)� auFu (x; u;ru)

� (a+ 1) @u
@xi

Fpi (x; u;ru)
�
dx

(2.11)

Cette identité conduite à la généralisation du théorème de non-existence de solutions de

Pohoza¼ev suivant

Théorème 2.1 Soit 
 un domaine borné de Rn, étoilé par rapport à l�origine. Supposons que

piFpi (x; 0; p)� F (x; 0; p) � 0;8x 2 @
; p 2 Rn (2.12)

Il existe un nombre réel a tel que

nF (x; u; p) + xiFxi (x; u; p)� auFu (x; u; p)

� (a+ 1) @u
@xi

Fpi (x; u; p) � 0

(2.13)

pour tout (x; u; p) 2 
�R� Rn. On a égalité dans la formule (2:13) seulement si u = 0 ou p = 0

. Alors l�équation (2:8) n�admet pas des solutions non triviales qui s�annulent sur la frontière.
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Preuve Toute solution de l�équation (2:8) qui s�anulle sur @
 satisfait l�identité (2:9) : En

vertue de (2:12) ; on a que

Z
@


�
F (x; 0;ru)� @u

@xi
Fpi (x; 0;ru)

�
(h; �) ds � 0

car (h; �) � 0 sur @
. d�autre part (2:13) implique que

R


[nF (x; u;ru) + xiFxi (x; u;ru)� auFu (x; u;ru)

� (a+ 1) @u
@xi

Fpi (x; u;ru)
�
dx � 0

ce qui permet de déduire que

R


[nF (x; u;ru) + xiFxi (x; u;ru)� auFu (x; u;ru)

� (a+ 1) @u
@xi

Fpi (x; u;ru)
�
dx = 0

et que u = 0 ou ru = 0 dans 
: Ce qui donne le résultat.
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Chapitre 3. Non-existence de solutions d�une classe de systèmes elliptiques
semi-linéaires

3.1 Introduction

La non-existence de solutions non triviales d�équations elliptiques semi-linéaires à intérssé

peaucoup d�hauteurs. Nous citons à titre d�exemple les travaux rapportés par M. J. Esteban

& P. L. Lions [5], S. I. Pohoza¼ev [15], T. Teramoto [20], A. Haraux & B. Khodja [7]

et R. C. A. M. Van Der Vorst [21].

Pour illustrer des résultats connus, considérons le problème de Dirichlet8>>><>>>:
��u+ f(u) = 0; u 2 C2(
);

u = 0 sur @
;

sous les hypothèses

ru 2 L2(
);

f(0) = 0;

F (u) =
uR
0

f(s)ds 2 L1(
);

où 
 est un domaine connexe non borné de Rn telle que

9� 2 Rn; k�k = 1; hn(x);�i � 0 sur @
; hn(x);�i 6= 0;

( n(x) est le vecteur normal de @
 au point x )M.J. Esteban & P.L. Lions [5] établirent que

le problème de Dirichlet ne dispose pas de solutions non triviales sous l�hypothèse

jOuj 2 L2 (
) ; F (u) 2 L1 (
) ; où F (u) =
R u
0
f (s) ds:

L�identité de Pohoza¼ev publié en 1965 pour les solutions du problème de Dirichlet prouvé

l�absence de solutions non triviale pour quelques équations elliptiques semi-linéaires, où 
 est un
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domaine borné étoilé de Rn et f est une fonction continue sur R satisfait

(n� 2)F (u)� 2nuf(u) > 0;

où, n = dimRn.

Quand


 = J � !;

où J � R est un intervalle non borné et ! un domaine de Rn , A. Haraux & B. Khodja [7]

ont établi sous l�hypothèse 8>>><>>>:
f(0) = 0;

2F (u)� uf(u) � 0;

en assumant que u 2 H2(J � !) \ L1(J � !) est une solution du problème8>>>><>>>>:
��u+ f(u) = 0 dans 
;

�
u ou

@u

@n

�
= 0 sur @ (J � !) :

alors, ces deux problèmes (Dirichlet et Neumann) n�admettent que la solution nulle.

Quand

f(u) = u (u+ 1) (u+ 2) ;

et


 = R� ]0; a[ (a < �) ;

le problème de Neumann

8>>><>>>:
��u+ u (u+ 1) (u+ 2) = 0 dans 
;

@u

@n
= 0 sur @
;
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reste encore un problème ouvert.

T. Teramoto [20] à montré l�absence de solutions radiales pour le système8>>><>>>:
��pu = K (jxj) v� dans Rn;

��qv = H (jxj)u� dans Rn;

où

�pu = div
�
jrujp�2ru

�
sous les assomptions 8>>>><>>>>:

H;K : [0;+1[! [0;+1[ continue

H (jxj) � L1

jxj�
; K (jxj) � L2

jxj� ; jxj � R0 > 0;

où L1; L2 > 0 et �; � des constants véri�ent quelques hypothèses.

R. C. A. M. Van Der Vorst [21] montre que, pour uk 2 C2 (
) \ C1
�


�
; (1 � k � s) ;


 � Rn , le système 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��uk = uk+1 dans 
; 1 � k � s� 1; u1 � 0;

��us = f (u1) dans 
;

uk = 0 sur @
;
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n�admets pas de solutions non triviales, sous les hypothèses

i) 
 est étoilé, @
 est régulière,

ii) nF (u1)� a1u1f (u1) � 0; u 6= 0;

iii)
sP
i=1

�
1 + ak �

n

2

�
� 0;

iv)
s�1P
i=1

�n
2
� ak+1

�
� 0:

Cela nous a incités à étudier cette question de non-existence de solutions pour d�autres classes

de systèmes.

Nous assumons dans tout ce paragraphe que

u; v 2 C2 (
) \ C1
�


�
;

et sont solutions du système8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��u+ A (x)u+K (x) g (v) = 0 dans 
;

��v + A (x) v +H (x) f (u) = 0 dans 
;

u = v = 0 sur @
;

(3.1)

où
 � Rn est ouvert borné régulier; A; K etH sont des fonctions réelles de classe C1 ; A(x) � 0; f

et g sont des fonctions réelles continues véri�ent

f (0) = g (0) = 0;

de sorte que

u = v = 0
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est une solution du problème (3:1).

Notons par

F (u) =
uR
0

f (�) d� et G (v) =
vR
0

g (�) d�:

Nous allons montrer que lorsque les données A;H;K; f et g véri�ent des hypothèses raisonnables

de croissance, il n�existe pas de solutions non triviales du système (3:1).

Nous étendons par la suite cette technique aux systèmes des m-équations (m = 2R;R 2 N)8>>><>>>:
��uk + A (x)uk + fk (u1; :::; um) = 0 dans 
;

uk = 0 sur @
;

(3.2)

où fk : Rm ! R, (1 � k � m = 2R) sont des fonctions réelles continues véri�ent

fk (u1; :::; uj�1; 0; uj+1; :::; um) = 0; 1 � j � m = 2R

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

9F : Rm ! R; F 2 C1 (Rm;R) telle que

@F

@s1
(s1; :::; sm) = fm (s1; :::; sm) + f2 (s1; :::; sm) ;

@F

@sk
(s1; :::; sm) = fk�1 (s1; :::; sm) + fk+1 (s1; :::; sm) ; 2 � k � m� 1;

@F

@sm
(s1; :::; sm) = fm�1 (s1; :::; sm) + f1 (s1; :::; sm) :

Notre technique est basée sur l�identité intégrale établie dans la section 2, qui permet de montrer

le résultat principal de l�absence de solutions cité dans la section 3. Dans la section 4 on illustre

les résultats théoriques par des exemples.
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3.2 Identités du type Pohozaµev

Nous commençons cette section par deux identités intégrales utiles pour les résultats princi-

paux.

Pour le système (3.1), nous avons

Lemme 3.1 soit (u; v) 2
�
C2 (
) \ C1

�


��2

une solution du système (3:1), alors nous avons

pour a1; a2 2 R, l�identité intégrale suivante

R



"
(2� n+ a1 + a2)rurv �

 
(n� a1 � a2)A (x) +

nP
j=1

xj
@A

@xj

!
uv

�
  

nH (x) +
nP
j=1

xj
@H

@xj

!
F (u)� a1uH (x) f (u)

!

�
  

nK (x) +
nP
j=1

xj
@K

@xj

!
G (v)� a2vK (x) g (v)

!#
dx

=
R
@


rurv (x; �) ds:

(3.3)

Preuve Multipliant la première équation par xj
@v

@xj
et la seconde par xj

@u

@xj
et intégrant les

nouvelles équations sur 
, on obtient

R



�
nP
i=1

�ij
@u

@xi

@v

@xj
+

nP
i=1

xj
@u

@xi

@2v

@xi@xj
+ xjA (x)

@v

@xj
u

�
�
nK (x) + xj

@K

@xj

�
G (v)

�
dx =

R
@


nP
i=1

@u

@xi

@v

@xj
xj�ids

(3.4)

R



�
nP
i=1

�ij
@v

@xi

@u

@xj
+

nP
i=1

xj
@v

@xi

@2u

@xi@xj
+ xjA (x)

@u

@xj
v

�

�
�
nH (x) + xj

@H

@xj

�
F (u)

�
dx =

R
@


nP
i=1

@v

@xi

@u

@xj
xj�ids:

(3.5)
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Combinant (3:4) et (3:5) et sommant sur j de 1 à n ; on aura

R



"
(2� n)rurv �

 
nA (x) +

nP
j=1

xj
@A

@xj

!
uv

�
 
nH (x) +

nP
j=1

xj
@H

@xj

!
F (u)�

 
nK (x) +

nP
j=1

xj
@K

@xj

!
G (v)

#
dx

=
R
@


rurv (x; �) ds

(3.6)

Maintenant, multipliant les équations du système (3:1) respectivemant par a2v et a1u (a1; a2 2 R)

et intégrant sur 
, on obtient

R



[(a1 + a2)rurv + (a1 + a2)A (x)uv

+a1uH (x) f (u) + a2vK (x) g (v)] dx = 0

(3.7)

L�identité (3:3) est obtenue par combinaison de (3:6) et (3:7).

Lemme 3.2 Soit

uk 2 C2 (
) \ C1
�


�

solutions du système (3:2) ; (1 � k � m = 2R). Alors, uk véri�ent l�identité intégrale suivante

R



�
mP
k=1

(2� n+ ak + ak+1)
@uk
@xi

@uk+1
@xi

�
mP
k=1

 
(n� ak � ak+1)A (x) +

nP
j=1

xj
@A

@xj

!
ukuk+1

�
�
nF (u1; :::; um)�

mP
k=1

(ak�1uk�1 + ak+1uk+1) fk (u1; :::; um)

��
dx

=
mP
k=1

R
@


rukruk+1 (x; �) ds:

(3.8)
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où ak sont des constantes réelles.

Par convention, on prend 8>>><>>>:
u0 = um et um+1 = u1;

a0 = am et am+1 = a1:

Preuve Comme dans la précédente preuve, la multiplication de l�équation du système (3:2)

par
nP
j=1

xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
et son intégration par partie sur 
, permettent d�obtenir

R



(��uk + A (x)uk)
nP
j=1

xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
dx

=
R



"
nP

i;j=1

�ij
@uk
@xi

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�

+
nP

i;j=1

xj
@uk
@xi

�
@2uk�1
@xi@xj

+
@2uk+1
@xi@xj

�

+
nP
j=1

A (x)xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
uk

#
dx

�
R
@


nP
i;j=1

@uk
@xi

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
xj�ids;
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et la somme sur k de 1 à m, donne

R



mP
k=1

(��uk + A (x)uk)
nP
j=1

xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
dx

=
R



mP
k=1

"
nP
i=1

@uk
@xi

�
@uk�1
@xi

+
@uk+1
@xi

�
+

nP
i;j=1

xj
@uk
@xi

�
@2uk�1
@xi@xj

+
@2uk+1
@xi@xj

�

+
nP
j=1

A (x)xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
uk

#
dx

�
R
@


mP
k=1

nP
i;j=1

@uk
@�

�
@uk�1
@�

+
@uk+1
@�

�
xj�j�

2
i ds

=
R



mP
k=1

"
2rukruk+1 +

nP
i;j=1

xj
@

@xj

�
@uk
@xi

@uk+1
@xi

�
dx

+
nP
j=1

A (x)xj
@

@xj
ukuk+1 � 2

R
@


mP
k=1

rukruk+1 (x; �)
#
ds

=
R



mP
k=1

"
(2� n)rukruk+1 �

 
nA (x) +

nP
j=1

xj
@A

@xj

!
ukuk+1

#
dx

�
R
@


mP
k=1

rukruk+1 (x; �) ds
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le deuxième membre devient

R



mP
k=1

xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
fk (u1; :::; um) dx

=
R



xj

��
(fm + f2)

@u1
@xj

+
m�1P
k=2

(fk�1 + fk+1)
@uk
@xj

+(fm�1 + f1)
@um
@xj

��
(u1; :::; um) dx

=
R



xj
@F

@xj
(u1; :::; um) dx = �

R



F (u1; :::; um) dx

i.e R



mP
k=1

nP
j=1

xj

�
@uk�1
@xj

+
@uk+1
@xj

�
fk (u1; :::; um) dx

= �
R



nF (u1; :::; um) dx:

Aussi, une autre identité est obtenue de la même manière si l�on multiplie l�équation (3:2) par

(ak�1uk�1 + ak+1uk+1)

R



mP
k=1

[(ak + ak+1)rukruk+1 + (ak + ak+1)A (x)ukuk+1

+ (ak�1uk�1 + ak+1uk+1) fk (u1; :::; um)] dx = 0:

Une combinaison de ces deux identités intégrales donne le résultat désiré.
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3.3 Résultat principal

Dans cette section, on donne des conditions su¢ santes sur A;K;H; f et g pour garantir la

non-existence de solutions non triviales des systèmes (3:1) et (3:2) dans des domaines étoilés.

Théorème 3.1 Soit 
 un domaine étoilé de Rn d�une frentière régulière @
, (u; v) 2
�
C2 (
) \ C1

�


��2

une solution du système (3:1); a1; a2; A;K;H; f et g des donnés véri�ant

(1) 2A (x) +
nP
j=1

xj
@A

@xj
� 0;

(2) H (x) f (u)K (x) g (v) � 0;

(3)

 
nH (x) +

nP
j=1

xj
@H

@xj

!
F (u)� a1uH (x) f (u) � 0;

(4)

 
nK (x) +

nP
j=1

xj
@K

@xj

!
G (v)� a2vK (x) g (v) � 0;

(5) 2� n+ a1 + a2 < 0:

Alors le système (3:1) n�admet pas de solutions non triviales.

Preuve Si H (x) f (u) � 0 ( resp H (x) f (u) � 0), alors le principe du maximum et le lemme

du point frontière de Hopf appliqué sur la deuxième équation donnent

8>>><>>>:
v � 0 dans 
 ( resp v � 0);

et
@v

@�
� 0 sur @
 ( resp @v

@�
� 0):

L�hypothèse (2) donne

K (x) g (v) � 0 ( resp K (x) g (v) � 0):
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De même manière, on aura

8>>><>>>:
u � 0 dans 
 ( resp u � 0);

et
@u

@�
� 0 sur @
 ( resp @u

@�
� 0):


 est étoilé, implique que

(x; �) � 0 sur @
:

Puisque

u = v = 0 sur @
;

alors

ru = @u

@�
� et rv = @v

@�
�

par conséquent R
@


(x; �)rurvd� =
R
@


(x; �)
@u

@�

@v

@�
d� � 0. (3.9)

De plus, la multiplication de la première équation du système (3:1) par u et l�intégration de

l�équation obtenue sur 
, donne la formule

R



(rurv + A (x)uv) dx = �
R



uH (x) f (u) dx:

L�hypothèse (5) implique que

R



(2� n+ a1 + a2) (rurv + A (x)uv) dx

= �
R



(2� n+ a1 + a2)uH (x) f (u) dx � 0
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(1); (3) et (4) permettent d�avoir

R



"
(2� n+ a1 + a2) (rurv + A (x)uv)�

 
2A (x) +

nP
j=1

xj
@A

@xj

!
uv

�
  

nH (x) +
nP
j=1

xj
@H

@xj

!
F (u)� a1uH (x) f (u)

!#
dx

�
  

nK (x) +
nP
j=1

xj
@K

@xj

!
G (v)� a2vK (x) g (v)

!
dx � 0:

(3.10)

Au vu de ces formules (3:9) et (3:10) ; en déduit que

R



(2� n+ a1 + a2) (rurv + A (x)uv) dx

= �
R



(2� n+ a1 + a2)uH (x) f (u) dx = 0;

qui implique que

u = 0 ou H (x) = 0 ou f (u) = 0 dans 
:

La seconde équation du système devient

�v = 0 dans 
;

qui donne R



jrvj2 dx = 0;

par conséquent

v = const = 0:

De la même manière, on obtient u = 0:
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Théorème 3.2 Supposons que 
 est étoilé, ak et fk (1 � k � m = 2R) véri�ant

(6) 2A (x) +
nP
j=1

xj
@A

@xj
� 0 dans 
;

(7) (fkfk+1) (u1; :::; um) � 0;

(8) nF (u1; :::; um)�
mP
k=1

(ak�1uk�1 + ak+1uk+1) fk (u1; :::; um) � 0;

(9) 2� n+ ak + ak+1 < 0:

Si u1; :::; um 2 C2 (
) \ C1
�


�
solutions du système (3:2) ; alors

u1 = u2 = ::: = um = 0:

Preuve Si fk (u1; :::; um) � 0 ( resp fk (u1; :::; um) � 0), alors le principe de maximum et le

lemme du point frontière permettent d�écrire

8>>><>>>:
uk � 0 dans 
 ( resp uk � 0);

et
@uk
@�

� 0 sur @
 ( resp @uk
@�

� 0):

L�hypothèse (7), implique que

8>>><>>>:
ukuk+1 � 0 dans 
;

et
@uk
@�

@uk+1
@�

� 0 dans @
:

Comme dans la preuve précédente

mP
k=1

R
@


rukruk+1 (x; �) d� =
mP
k=1

R
@


@uk
@�

@uk+1
@�

(x; �) d� � 0: (3.11)
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Après multiplication de l�équation du système (3:2) par uk+1 et son intégration sur 
, on aura

R



(rukruk+1 + A (x)ukuk+1) dx = �
R



uk+1fk (u1; :::; um) dx:

l�hypothèse (9) implique que

R



(2� n+ ak + ak+1) (rukruk+1 + A (x)ukuk+1) dx

= �
R



(2� n+ ak + ak+1)uk+1fk (u1; :::; um) dx � 0:

Les assomptions (6) et (8) conduisent directement à la formule

R



�
mP
k=1

(2� n+ ak + ak+1) (rukruk+1 + A (x)ukuk+1)

�
mP
k=1

 
2A (x) +

nP
j=1

xj
@A

@xj

!
ukuk+1

�
�
nF (u1; :::; um)�

mP
k=1

(ak�1uk�1 + ak+1uk+1) fk (u1; :::; um)

��
dx � 0:

Combinant (3:11) et (3:12) on aura

R



(2� n+ ak + ak+1) (rukruk+1 + A (x)ukuk+1) dx

= �
R



(2� n+ ak + ak+1)uk+1fk (u1; :::; um) dx = 0;

par conséquent

uk = 0; (1 � k � m) :
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3.4 Exemples

Exemple 3.1 Soit 
 un ouvert borné étoilé de Rn, considérons pour (u; v) 2
�
C2 (
) \ C1

�


��2
,

le système suivant 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

��u+ u+ c1

(1 + jxj)�
jvjp�1 v = 0 dans 
;

��v + v + c2
(1 + jxj)� juj

q�1 u = 0 dans 
;

u = v = 0 sur @
;

(3.12)

où p; q � 1; c1; c2 � 0; � et � des constants réels.

Les hypothèses du théorème 3.1 sont véri�ées, si8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(n� �� a2 (p+ 1)) jxj+ n� a2 (p+ 1) � 0;

(n� �� a1 (q + 1)) jxj+ n� a1 (q + 1) � 0;

a1 + a2 < n� 2:

Le système (3:13) n�admet pas de solutions non triviales, dans les situations suivantes

i) �; � > 0 et
1

p+ 1
+

1

q + 1
<
n� 2
n

;

ii) �; � < 0 et
n� �
p+ 1

+
n� �
q + 1

< n� 2;

iii) � > 0; � < 0 et
n

p+ 1
+
n� �
q + 1

< n� 2;

iv) � < 0; � > 0 et
n� �
p+ 1

+
n

p+ 1
< n� 2:
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Exemple 3.2 Soit 
 est un ouvert borné étoilé de Rn (n > 6) et � 2 R+: Considérons le système

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

��u+ �u1 � (u2 + u4)2 = 0 in 
;

��u2 + �u2 + (u1 + u3)2 = 0 in 
;

��u3 + �u3 � (u2 + u4)2 = 0 in 
;

��u4 + �u4 + (u1 + u3)2 = 0 in 
;

u1 = u2 = u3 = u4 = 0 sur @
;

en choisissant

a1 = a2 = a3 = a4 =
n

3

les fonctions

f1 (u1; u2; u3; u4) = f3 (u1; u2; u3; u4) = � (u2 + u4)2

f2 (u1; u2; u3; u4) = f4 (u1; u2; u3; u4) = (u1 + u3)
2

F (u1; u2; u3; u4) =
2

3
(u31 + u

3
3 � u32 � u34) + 2u21u3 + 2u1u23 � 2u22u4 � 2u2u24
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véri�ent

nF (u1; u2; u3; u4)� (a2u2 + a4u4) (f1 + f3)� (a1u1 + a3u3) (f2 + f4)

= 2
�n
3
� a1

�
u31 + 2

�n
3
� a3

�
u33 � 2

�n
3
� a2

�
u32 � 2

�n
3
� a4

�
u34

+2 (n� 2a1 � a3)u21u3 + 2 (n� 2a3 � a1)u1u23 � 2 (n� 2a2 � a4)u22u4

�2 (n� 2a4 � a2)u22u4 = 0

ce qui donne alors

u1 = u2 = u3 = u4 = 0:
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Chapitre 4. Absence de solutions non triviales d�une classe d�équations et des
systèmes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

4.1 Introduction

Dans ce dérnier chapitre, nous abordons la question de non-existence de solutions non triviales

pour une équation semi-linéaire, que nous généralisons par la suite à un système, plus précisément

nous étendons le résultats établi par B. Khodja [11], sur les équations de la forme

8>>>><>>>>:
�
@2u

@t2
� @

@x

�
p (x; y)

@u

@x

�
� @

@y
(q (x; y)

@u

@y
) + f (x; y; u) = 0 dans R� !;

u+ "
@u

@n
= 0 sur R�@!;

considéré dans H2(R� !) \ L1(R� !); où ! = ]a1; b1[� ]a2; b2[, aux équations de la forme8>>>><>>>>:
� @
@t

�
� (t)

@u

@t

�
�

nP
i=1

@

@xi

�
p (t; x)

@u

@xi

�
+ f (x; u) = 0 dans R�
;

u+ "
@u

@�
= 0 sur R� @
:

(4.1)

où 
 est un domaine borné de Rn; 0 < " < +1; pour des fonctions ; � : R! R et p : R � 


! R ne changeant pas les signes.

Utilisons les notations suivantes

H = L2 (
) ;

ku (t; x)k =
�R



ju(t; x)j2 dx
� 1

2

; la norme de u dans H;

kru (t; x)k2 =
R



nP
i=1

���� @u@xi
����2 dx;

F (x; u) =
uR
0

f(x; �)d�; 8 x 2 
; u 2 R:
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Soit L l�opérateur dé�ni par

Lu (t; x) = �
nP
i=1

@

@xi

�
p (t; x)

@u

@xi

�
; (t; x) 2 R� 
;

et f : 
� R! R une fonction réelle continue, localement Lipschitzienne en u, telle que

f(x; 0) = 0; 8 x 2 
:

Nous supposons dans ce chapitre que

u 2 H2(R;H) \ L1(R;L1(
));

satisfais l�équation

� @
@t

�
� (t)

@u

@t
(t)

�
+ Lu (t; x) + f(x; u) = 0 ; (t; x) 2 R� 
; (4.2)

sous les conditions sur le bord

(u+ "
@u

@n
) (t; �) = 0; (t; �) 2 R� @
; condition de Robin, (4.3)

u(t; �) = 0; (t; �) 2 R� @
; condition de Dirichlet, (4.4)

@u(t; �)

@n
= 0; (t; �) 2 R� @
; condition de Neumann. (4.5)

Nous étendons ces résultats aux systèmes de m-équations suivants

8>>>><>>>>:
� @
@t

�
� (t)

@uk
@t

�
�

nP
i=1

@

@xi

�
pk (t; x)

@uk
@xi

�
+ fk (x; u1; :::; um) = 0 dans R�
;

uk + "
@uk
@�

= 0 sur R� @
:

(4.6)
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1 � k � m, où fk : 
� Rm! R; sont des fonctions réelles continues, localement Lipchitziennes

en ui; 1 � i � m, véri�ant

fk(x; u1; :::; 0; :::; um) = 0; 8 x 2 
;

9Fm : 
� Rm ! R telle que
@Fm
@sj

= fj (x; s1; :::; sm) ; 1 � j � m;

Soit Lk l�opérateur dé�ni par

Lku (t; x) = �
nP
i=1

@

@xi

�
pk (t; x)

@u

@xi

�
; (t; x) 2 R� 
;

et que

uk 2 H2(R;H) \ L1(R;L1(
));

sont des solutions du système

� @
@t

�
� (t)

@uk
@t

(t)

�
+

mP
k=1

Lkuk (t; x) + f(x; u1; :::; um) = 0 ; (t; x) 2 R� 
; (4.7)

1 � k � m, avec les conditions au bord

(uk + "
@uk
@n
) (t; �) = 0; (t; �) 2 R� @
; condition de Robin, (4.8)

uk(t; �) = 0; (t; �) 2 R� @
; condition de Dirichlet, (4.9)

@uk(t; �)

@n
= 0; (t; �) 2 R� @
; condition de Neumann. (4.10)

Selon le signe de �, ces problèmes correspondent à deux types d�équations : elliptiques ou hyper-

boliques.
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Nous démontrons nos résultats en utilisant des identités de type énergie établies dans la

deuxième section, qui permettent d�obtenir les résultats principaux de non-existence dans la

section 3. Dans la section 4, nous appliquons les résultats sur quelques exemples.

4.2 Identités de type énergie

Dans cette section, on donne des lemmes utiles pour le résultat principal.

Lemme 4.1 Si � et p véri�ent

�0 (t) � 0 (resp � 0) ;8t 2 R;

@p

@t
(t; x) � 0 (resp � 0) ;8 (t; x) 2 R� 
:

(4.11)

Alors, l�identité énergétique suivante,

�1
2
� (t)

@u@t (t; x)
2 + 12 R
 p(t; x) jruj2 dx

+
R



F (x; u)dx+
1

2"

R
@


p(t; s)u2 (t; s) ds = 0;

(4.12)

est véri�é pour toutes les solutions du problème de Robin (4:2); (4:3).

Preuve Les assomptions f 2 W 1;1
loc (
� R) ; p 2 L1(R � 
) et f(x; 0) = 0;8x 2 
; per-

mettent de déduire l�existence de deux constantes positives C1et C2, te que

jp(t; x)j � C1; jF (x; u)j � C2 ju (t; x)j2 :

Considérons les fonctions

	(t) =
1

2

R



p(t; x) jruj2 dx; � (t) =
R



F (x; u)dx; t 2 R;
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où � et 	 sont de classe C1; et

j	(t)j � C1 kru(t; x)k2 ; j� (t)j � C2 ku(t; x)k2 ;8t 2 R:

Alors,

�0 (t) =
R



f(x; u)
@u

@t
dx; 8t 2 R;

et

	0 (t) =
R



�
nP
i=1

p(t; x)
@u

@xi

@2u

@xi@t
+
1

2

@p

@t
(t; x) jruj2

�
dx

= �
R



nP
i=1

@

@xi

�
p(t; x) @u

@xi

�
@u
@t
dx+

1

2

R



@p

@t
(t; x) jruj2 dx+

R
@


p(t; s)
@u

@�

@u

@t
(t; s) ds:

Dé�nissons la fonction K : R! R par

K (t) = �1
2
� (t)

@u@t (t; x)
2 +	(t) + �(t):

K est absolument continu et di¤érentiable presque partout sur R, et

K 0(t) = �1
2
�0 (t)

@u@t (t; x)
2 � � (t) R




@u

@t

@2u

@t2
dx+	0(t) + �0(t)

=
1

2
�0 (t)

@u@t (t)
2 + 12 R
 @p@t (t; x) jruj2 dx+ R@
 p(t; s)@u@� @u@t (t; s) ds

+
R



�
� @
@t

�
� (t)

@u

@t

�
�

nP
i=1

@

@xi

�
p(t; x)

@u

@xi

�
+ f(x; u)

�
@u

@t
dx:

Puisque u est une solution de (4:2) ; (4:3), on déduit que

K 0(x) =
1

2
�0 (t)

@u@t (t; x)
2 + 12 R
 @p@t jruj2 dx+ R@
 p(t; x)@u@� @u@t (t; s) ds;
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Le troisième terme du second membre peut s�écrire

R
@


p(t; x)
@u

@�

@u

@t
(t; s) ds = �1

"

R
@


p(t; s)
@u

@t
u (t; s) ds:

Et par suite

K 0(t) =
1

2
�0 (t)

@u@t (t; x)
2 + 12 R
 @p@t (t; x) jruj2 dx� 1" R@
 p(t; s)@u@t u (t; s) ds

=
1

2
�0 (t)

@u@t (t; x)
2 + 12 R
 @p@t (t; x) jruj2 dx

� 1
2"

@

@t

�R
@


p(t; s)u2 (t; s) ds

�
+
1

2"

R
@


@p

@t
(t; s)u2 (t; s) ds;

i.e
d

dt

�
K(t) +

1

2"

R
@


p(t; s)u2 (t; s) ds

�
=
1

2
�0 (t)

@u@t (t; x)
2

+
1

2

R



@p

@t
(t; x) jruj2 dx+ 1

2"

R
@


@p

@t
(t; s)u2 (t; s) ds:

Posons

M (t) = K(t) +
1

2"

R
@


p(t; s)u2 (t; s) ds:

La condition (4:11) implique que

M 0 (t) � 0 (resp � 0) ;8t 2 R;

i.e M est monotone. Mais aussi cette fonction véri�e

lim
jtj!+1

M (t) = 0;

parceque M 2 L2 (R) : on doit avoir M (t) = 0;8t 2 R, ce qui donne le résultat désiré.

Lemme 4.2 Si � et p véri�ent (4:11). La solution du problème de Dirichlet (4:2) ; (4:4) ou de
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Neumann (4:2) ; (4:5) ; satisfait l�identité énergétique suivante

�1
2
� (t)

@u@t (t; x)
2 + 12 R
 p(t; x) jruj2 dx+ R
 F (x; u)dx = 0: (4.13)

Preuve Pour le problème (4:2) ; (4:4), du fait que u = 0 sur la frontière, on a

R
@


p(t; x)
@u

@�

@u

@t
(t; s) ds =

d

dt

�R
@


p(t; x)
@u

@�
u (t; s) ds

�

�
R
@


@p

@t

@u

@�
u (t; s) ds�

R
@


p(t; x)
@2u

@t@�
u (t; s) ds = 0:

quant au problème de Neumann (4:2) ; (4:5),
@u

@�
= 0 sur la frontière, implique que

R
@


p(t; x)
@u

@�

@u

@t
(t; s) ds = 0:

Le reste de la démonstration est similaire à celle de Lemme 1.

Lemme 4.3 Soient � et pk des fonctions véri�ant

�0 (t) � 0 (resp � 0) ;8t 2 R;

@pk
@t
(t; x) � 0 (resp � 0) ; 1 � k � m; 8 (t; x) 2 R� 
:

(4.14)

Alors, les solutions du système (4:7); (4:8) véri�ent pour tous les t 2 R, l�identité énergétique

suivante

�1
2

Pm
k=1 � (t)

@uk@t (t; x)
2 + 12Pm

k=1

R



pk(t; x) jrukj2 dx

+
R



Fm(x; u1; :::; um)dx+
1

2"

Pm
k=1

R
@


pk(t; s)u
2
k (t; s) ds = 0:

(4.15)

Lemme 4.4 Soient � et pk comme dans le lemme (4:3). Alors les solutions du système (4:7) ; (4:9)
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ou (4:7) ; (4:10) ; satisfont pour tous t 2 R, la formule suivante

�1
2

Pm
k=1 � (t)

@uk@t (t; x)
2 + 12Pm

k=1

R



pk(t; x) jrukj2 dx+
R



Fm(x; u1; :::; um)dx = 0: (4.16)

Preuve Dé�nissons les fonctions Km : R! R par

Km (t) = �
1

2

Pm
k=1 � (t)

@uk@t (t; x)
2 +	m(t) + �m(t);

où les fonctions 	m et �m sont dé�nies comme suit

	m (t) =
1

2

R



Pm
k=1 pk(t; x) jrukj

2 dx; t 2 R;

�m (t) =
R



Fm(x; u1; :::; um)dx; t 2 R:

Le reste de la preuve est similaire aux résultats précédents.

4.3 Résultat principal

Théorème 4.1 Supposons que �; F et f véri�ent

� (t) > 0 (resp < 0) ;8t 2 R;

2F (x; u)� uf (x; u) � 0 (resp � 0) ;

(4.17)

et (4:11), alors le problème (4:2) ; (4:3) n�admet que la solution nulle.

Preuve Nous introduisons la fonction E par

E (t) = ku (x; t)k2 :

52



Chapitre 4. Absence de solutions non triviales d�une classe d�équations et des
systèmes aux dérivées partielles dans des domaines non bornés.

Multiplions l�équation (4:2) par u et intégrons la nouvelle équation sur 
, on obtient

R



�
� @
@t

�
� (t)

@u

@t

�
�

nP
i=1

@

@xi

�
p (t; x)

@u

@xi

�
� f (x; u)

�
udx

=
R



"
�1
2

�
�0 (t)

@ (u2)

@t
+ � (t)

@2 (u2)

@t2

�
+ � (t)

�
@u

@t

�2

+p (t; x) jruj2 + uf (x; u)
�
dx�

nP
i=1

R
@


p (t; s)
@u

@xi
u (t; s) �ids

= �1
2
(� (t)E 00 (t) + �0 (t)E 0 (t)) + � (t)

@u@t (t; x)
2 + R




p (t; x) jruj2 dx

+
R



uf (x; u) dx�
R
@


p (t; s)
@u

@�
u (t; s) ds = 0:

L�identité (4:12) donne

d
dt
(� (t)E 0 (t)) = � (t)E 00 (t) + �0 (t)E 0 (t)

= 2� (t)

@u@t (t)
2 + 2 R




p (t; x) jru (t; x)j2 dx

+2
R



u (t; x) f (x; u (t; x)) dx+
2

"

R
@


p (t; s)u2 (t; s) ds

= 4� (t)

@u@t (t)
2 � 2 R




(2F (x; u)� uf (x; u)) dx:

Si � (t) > 0; l�assumption (4:17) implique que

d

dt
(� (t)E 0 (t)) = � (t)E 00 (t) + �0 (t)E 0 (t) � 0 ;8t 2 R: (4.18)
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on conclut alors que

E 0 (t) � 0;

dans le cas contraire,

9t1 � 0; E 0 (t1) � 0: (4.19)

l�équation (4:18) implique que � (t)E 0 (t) est une fonction croissante

� (t1)E
0 (t1) � � (t)E 0 (t) ;8t � t1;

Comme

lim
jtj!+1

E 0 (t) = 0;

du fait que E 0 2 L1 (R), ce qui permet d�avoir

� (t1)E
0 (t1) � 0 et � (t1) > 0) E 0 (t1) � 0;

ceci contredit la relation (4:19). Par conséquent,

E 0 (t) � 0;8t 2 R

i.e E est monotone. Mais, cette fonction véri�e

lim
jtj!+1

E (t) = 0;

ce qui implique que

E (t) = 0;8t 2 R;

Donc u = 0 dans R�
.

Si � (t) < 0, nous déduisons de la même manière que u = 0 dans R�
.

Théorème 4.2 Si �; F et f véri�ent (4:11) et (4:17), alors la seule solution des problèmes

(4:2) : (4:4) ou (4:2) : (4:5) est la solution nulle.
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Preuve Identique à celle du Théorème 4.1.

Théorème 4.3 Supposons que �; Fm et fk; 1 � k � m, véri�ent

� (t) > 0 (resp < 0) ;8t 2 R;

Fm (x; u1; :::; um)�
Pm

k=1 ukfk (x; u1; :::; um) � 0 (résp � 0) ;

(4.20)

et (4:14) véri�é. Alors le système (4:7) : (4:8) admet que la solution nulle.

PreuveMultipliant l�équation (4:7) par uk et intégrant la nouvelle équation sur 
, on obtient

�1
2

�
� (t)

d2

dt2
kuk (t; x)k2 + �0 (t)

d

dt
kuk (t; x)k2

�
+ � (t)

@uk@t (t; x)
2 + R




pk (t; x) jrukj2 dx

+
R



ukfk (x; u1; :::; um) dx�
R
@


pk (t; s)
@uk
@�
uk (t; s) ds = 0:

La somme sur k de 1 à m donne

�1
2
(� (t)E 00m (t) + �

0 (t)E 0m (t)) + � (t)
Pm

k=1

@uk@t (t; x)
2 +Pm

k=1

R



pk (t; x) jrukj2 dx

+
Pm

k=1

R



uk (t; x) fk (x; u1; :::; um) dx�
Pm

k=1

R
@


pk (t; s)
@uk
@�
uk (t; s) ds = 0:

Utilisant l�identité (4:15), en conclure que

d

dt
(� (t)E 0m (t)) = � (t)E

00
m (t) + �

0 (t)E 0m (t)

= 4� (t)
Pm

k=1

@uk@t (t)
2 � 2 R




(2Fm (x; u1; :::; um)�
Pm

k=1 uk (t; x) fk (x; u1; :::; um)) dx:

Alors l�hypothèse (4:20) donne le résultat.
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Théorème 4.4 Si �; p et F véri�ent

� (t) > 0; p (t; x) < 0 et F (x; u) � 0;8 (t; x) 2 R� 
;

ou

� (t) < 0; p (t; x) > 0 et F (x; u) � 0;8 (t; x) 2 R� 
;

(4.21)

et (4:11), alors les problèmes (4:2):(4:3); (4:2):(4:4) et (4:2):(4:5) n�admettent que les solutions

nulles.

Preuve Les assomptions (4:21) et l�égalité (4:13) permettent d�avoir

�1
2
� (t)

@u@t (t; x)
2 + 12 R
 p(t; x) jruj2 dx+ R
 F (x; u)dx = 0;

ce qui implique que
@u

@t
(t; x) = 0;8 (t; x) 2 R� 
;

i.e.

u (t; x) = u (x) :

Comme u 2 H2 (R�
) i.e,

R
R�


ju (t; x)j2 dtdx =
R

R�

ju (x)j2 dtdx < +1;

alors u � 0:

Théorème 4.5 Si �; pk (1 � k � m) et f véri�ent

� (t) > 0; pk (t; x) < 0 et Fm (x; u1; :::; um) � 0;8 (t; x) 2 R� 
;

ou

� (t) < 0; pk (t; x) > 0 et Fm (x; u1; :::; um) � 0;8 (t; x) 2 R� 
:

(4.22)

et (4:17), alors les systèmes (4:7) : (4:8) ; (4:7) : (4:9) et (4:7) : (4:10) n�admettent que les solutions

nulles.

Preuve Similair à celle de Théorème 4.2.
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Remarque 4.1 En peut appliqué ces résultats dans le domaine R+�
, avec la condition initiale

u (0; x) = 0;8x 2 
:

4.4 Applications

Exemple 4.1 Soit

�; �1; �2 : 
! R;

des fonctions non négatives de classe C (R) ; p; q � 1 et m 2 R, tel que

f(x; u) = mu+ �1 (x) jujp�1 u+ �2 (x) jujq�1 u:

Alors le problème suivant8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
�

nP
i=1

@

@xi

�
� (x)

@u

@xi

�
+ f(x; u) = 0 dans R� 
;

�
u+ "

@u

@n

�
(x; �) = 0 sur R� @
;

(4.23)

admet que la solution nulle.

Dans ce cas, il su¢ t de véri�er

2F (x; u)� uf(x; u) =

�1 (x) (
2

p+ 1
� 1) jujp+1 + �2 (x) (

2

q + 1
� 1) jujq+1 � 0;

et appliqué le Théorème 4.1.
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Exemple 4.2 Soit 
 un ouvert borné de Rn: Alors, le problème8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

� @
@t

�
e�t

2 @u

@t

�
��u = � (x) jujp�1 u dans R+ � 
;

�
u+ "

@u

@n

�
(t; �) = 0 sur R+ � @
;

u (0; x) = 0;8x 2 
;

(4.24)

où

p � 1; � : 
! R; non négative,

n�admet que la solution triviale, u � 0:

En e¤et,

� (t) = e�t
2
> 0; �0 (t) = �2te�t2 � 0;8t � 0;

2F (x; u)� uf(x; u) = � (x) ( 2

p+ 1
� 1) jujp+1 � 0:

Le Théorème 4.1 donne le résultat.

Exemple 4.3 Soit 
 un ouvert borné de Rn; p; q � 1; Alors, le système8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

� @
@t

�
� (t)

@u

@t

�
��u+ (p+ 1) � (x)u jujp�1 jvjq+1 = 0 dans R� 
;

� @
@t

�
� (t)

@v

@t

�
��v + (q + 1) � (x) v jvjq�1 jujp+1 = 0 dans R� 
;

�
u+ "

@u

@n

�
(t; �) =

�
v + "

@v

@n

�
(t; �) = 0 sur R� @
;

(4.25)

où
� : 
! R; non négatif,

� (t) > 0 de classe L1 (R) ;
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n�admet que les solutions triviales, u � v � 0:

En e¤et, il existe une fonction F dé�nie par

F (x; u; v) = � (x) jujp+1 jvjq+1 ;

qui satisfait

@F

@u
= f1(x; u; v) = (p+ 1) � (x)u jujp�1 jvjq+1 ;

@F

@v
= f2(x; u; v) = (q + 1) � (x) v jvjq�1 jujp+1 ;

F (x; u; v)� uf1(x; u; v)� vf2 (x; u; v) = �� (x) (p+ q + 1) jujp+1 jvjq+1 � 0:

Théorème 4.3 donne le résultat.
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Conclusion
Ce travail est une synthèse de résultats élaberés par K. Akrout & B. Khodja , sur la non-

existence de solutions non triviales de quelques équations et systèmes aux dérivées partielles.

Où la technique utilisée est basé sur des identités intégrales qui permettent selon la géométrie

du domaine et la non linéarité de f; de prouver que l�unique solution du problème semi-linéaire

étudié est la solution triviale, en utilisant le principe de maximum et des résultats d�analyse réel

et d�analyse fonctionnelle.
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