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Introduction

) N p 5
pans de nombreux contextes et applications, on est confronté au probleme de la re-

D
ed@}%}
R e N
", cherche d’une valeur x telle que f(x) = 0, pour une certaine fonction f. En dépit
d’étre un probleme relativement facile a énoncer pour certains choix de f, cette tache peut
étre tres difficile en général. Vers la fin du 17éme siecle, en s’appuyant sur des outils de
calculs nouvellement développés, Issac Newton a proposé d’utiliser la méthode itérative

f(xe)

Xk+1 = Xk — f,(xk)/ xn €R,

pour générer une suite {xk}lligo telle que

lim X = (:,
k—o0

ou f(¢) = 0. En effet, pour x( suffisamment proche de ¢ et quelques conditions sur la fonc-
tion f, la suite {x;} converge rapidement vers la racine ¢. Plus tard, en 1879 Arthur Cayley
[9, 10], propose d’étudier le comportement de la méthode de Newton dans un autre contexte.

I considere la suite générée par

p(z)
Zk+1 = Zk — —57_ ~s Zn € C/
p'(z)
ol p est un polyndme complexe et p’ sa dérivée. Plus précisément, Cayley cherchait a ca-
ractériser le bassin d’attraction de chaque racine ¢ de p. Ce bassin d’attraction, A(§) =
{zg € C: zx — C}, est]’ensemble des points initiaux convergeants vers la racine ¢ par la mé-
thode de Newton. Tout en parvenant a cette caractérisation dans le cas quadratique, Cayley

remarqua que le cas cubique faisait apparaitre de nombreuses difficultés. Ultérieurement
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deux éminents mathématiciens francais montrerent que les conclusions de Cayley étaient
bien fondées.

Apres presque 40 ans, Pierre Fatou et Gaston Julia, fondérent la théorie de l'itération des
fractions rationnelles [3, 18, 26]. Cette théorie a permis de jeter la lumiere sur le probleme dit
de Cayley, en mettant en évidence la notion d’ensembles de Julia, que plus tard a été géné-
ralisée par d’autre mathématiciens tels que Hans Brolin dans [7], révélant que le probleme
de Cayley n’est pas trivial.

A T'exception des travaux de Carl Ludwig Siegel [45] en 1942 et Brolin en 1966, On sait
que le sujet - la théorie sur les itérations - est ensuite, pour 'essentiel, resté en repos, des
années 1920 aux années 1980, ot il a trouvé une nouvelle dynamique, popularisant les noms
de Julia et Fatou.

Depuis une trentaine d’années, suite aux observations faites par Mitchell J. Feigenbaum
[20] pour le cas réel, et pour le cas complexe, les expérimentations informatiques de Benoit
Mandelbrot [34], ce sujet a connu un vaste développement, notamment sous la houlette de
Adrien Douady, Jhon H. Hubbard et David Sullivan [14, 15, 49].

Dans la méme période et suite aux découvertes d’Edouard Lorenz [33] sur les attrac-
teurs étranges !, mettant en évidence le fait qu'un comportement "pathogene” des systémes
dynamiques est observable, méme pour des systemes dynamiques tres simples. Des mots
comme : Attracteurs étranges, chaos, fractales, ... sont devenus, trés populaires et méme di-
sant, a la mode.

A partir des années 1970, I’augmentation de la rapidité des ordinateurs ainsi que la réso-
lution graphique des écrans - indispensables pour la visualisation des aspects géométriques
et toplogiques assez compliqués - a rendu 'étude et la compréhension des systéemes dyna-
mique possible jusqu’a maintenant [36].

Mais, si initialement, la visualisation graphique de quelques aspects des systemes dyna-
miques était essentiellement dirigée vers la découverte et la popularisation de ces systémes.

Aujourd’hui ces techniques sont utilisées plutdt pour une exploration beaucoup plus fine,

1. Bien que, deés la fin du XIXe siecle, Henri Poincaré dans des travaux concernant le probleme a N corps
en mécanique céleste, puis, Hadamard avec un modéle mathématique abstrait aujourd’hui baptisé « flot géo-
désique sur une surface a courbure négative » ont mis en exergue le phénomeéne connu aujourd’hui sous la
dénomination de sensibilité aux conditions initiales : pour un systéme chaotique, une trés petite erreur sur la
connaissance de 1’état initial dans 1’espace des phases va se trouver (presque toujours) rapidement amplifiée.
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pour mettre en application des résultats ou de propriétés fraichement découvertes ou méme
pour mettre en évidence des conjectures non encore affirmées ou infirmées. Et ces outils
interagissent parfois de maniere tres compliquée pour permettre tour a tour d’observer, de
démontrer et d’illustrer des phénoménes mathématiques.

Le sujet du travail proposé, s’inscrit dans la vision exposée plus haut, en fait, a travers
ce mémoire, nous essayons a chaque fois de dégager des propriétés théoriques sur les sys-
témes dynamiques, que nous allons exploiter "numériquement” afin de mieux comprendre
le comportement de tels systemes. Plus explicitement, nous cherchons a montrer qu’une dy-
namique peut étre caractérisée (globalement ou partiellement), grace a I’étude du comporte-
ment d"un sous ensemble - fini ou infini - du plan de phase. Aussi, nous mettrons l’accent sur
quelques propriétés géométriques et topologiques des systemes dynamiques holomorphes
et non-holomorphes.

Cette these est divisée en quatre chapitres :

Chapitre 1

On introduit les outils de base pour la suite. On donne les plus importants des résul-
tats de la théorie de l'itération des fractions rationnelles, utilisée dans ce travail. Quelques
exemples sont donnés dans ce chapitre, et malgré leur simplicité, 1’étude de ces exemples

est nécessaire pour le reste de ce travail.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la méthode de Newton ou plutot a la dyna-
mique engendrée par cette méthode. Apres avoir passé en revue les principaux résultats
déja établis, nous montrons que 1’ensemble de Julia pour la dynamique associée a cette mé-
thode peut étre généré a partir d"un seul point par itérations inverses. Nous donnons ensuite
deux variantes d’algorithmes produisant de tels ensembles. Un autre point est abordé dans
ce chapitre, celui de I'influence d"un parametre introduit dans la méthode de Newton, sur la
complexité de I’ensemble de Julia [41]. Nous montrons que la dimension fractale de cet en-

semble accroit proportionnellement avec le parameétre. A la fin de ce chapitre, nous étudions
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le comportement de la méthode de Newton lorsque le parametre tend vers zéro. Pour cela,
nous utilisons la méthode de Newton continue [25, 30] et nous montrons quelques résultats

permettant de décrire I’aspect des bassins d’attraction des points fixes.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a la méthode de Cauchy, plus connue sous le nom d’algorithme
du gradient [22, 39]. Cette méthode est polynomiale, contrairement a celle de Newton qui
est une fraction rationnelle, et dans ce cas I'infini est un point fixe attractif. Nous commen-
cons par voir que cette propriété est déterminante pour la dynamique de Cauchy et encore
une fois nous montrons qu’en étudiant le comportement des points critiques de cette mé-
thode, nous pouvons statuer sur 1’aspect topologique des ensembles de Fatou et de Julia.
La méthode de Cauchy “non-holomorphe” est aussi étudiée. Le parametre non holomorphe
introduit dans cette méthode va permettre a 1’algorithme de converger vers toutes les ra-
cines d'un polynome donné. On montrera que dans le cas d'un polynéme quadratique, on
peut caractériser les frontieres des bassins d’attraction des points fixes par itérations inverses

d’un segment de droite bien défini.

Chapitre 4

A travers les chapitres précédents, on comprend bien l'importance des points critiques
surtout dans la dynamique holomorphe (théoreme de Fatou [4, 6]). Dans ce chapitre, nous
essayons de faire de méme pour le cas non-holomorphe et donc les systéemes dynamiques
dans R", n € IN*. Déja dans [46] et [12], on montre que pour le cas unidimensionnel (i.e. n =
1), un résultat similaire a celui du théoreme de Fatou pour les points critiques est possible
sous une condition imposée sur la dérivée Schwarzienne du systéme. Dans ce travail, nous
donnons une condition généralisant le résultat de David Singer [46], pour le cas n > 1.
Nous exploitons en suite ce résultat dans 1’analyse - par un procédé numérique - du plan
paramétrique d'un systeme dynamique engendré par la méthode de Cauchy perturbée.

Nous terminons par deux annexes, la premiere (Annexe A), contient le calcul des cycles

attractifs d’ordre deux pour la méthode de Cauchy non-holomorphe. La deuxieme annexe



(Annexe B) est consacrée aux codes de quelques programmes informatiques, utilisés dans

ce travail.
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Table des notations

Dans cette thése, nous utilisons les notations suivantes :

IN L’ensemble des entiers naturels

R Le corps des nombres réels

C Le corps des nombres complexes

S" La sphere unité euclidienne de R"*!

D Le disque unité ouvert dans C



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions de base de la dynamique holomorphe et

nous donnons quelques propriétés fondamentales.

1.1 Sphere de Riemann

Nous considérons I’ensemble C = C U {0} obtenu par adjonction au plan complexe C,
d’un point a l'infini. La projection stéréographique qui a tout point (x1, x2, x3) de la sphére

unité 52 C R3, excepté (0,0, 1), associé un nombre complexe

X1 +ixy

Z= ﬂ(xllle x3) = 1 — X3

7

permet d’identifier C a la sphere S2. De plus, la métrique sphérique ds définie par

. _ 2|z —w)
ds(z, w) = H” l2)— 7 1(”’)’]1@: \/1+|z72\/Z10+ — z,weC
et
T R P
+ |z

o ~ . . 1

induit sur C une structure de topologie qui, de plus les cartes z — z sur C et z — — au
z

voisinage de l'infini, munit C d’une structure de variété compacte complexe de dimension

1, appelé la sphere de Riemann (voir [5]).
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1.2 Dynamique des fonctions holomorphes

Définition 1.1. Une fonction R : C — C est appelée fonction rationnelle si

P(z)
Q(z)

R(z) = (1.1)

ot P et Q sont deux polynomes complexes sans un facteur commun. Le degré de R est le nombre de

points de R~ (a) (comptés avec multiplicité) pour a € C , ou encore le maximum des degrés de P et

de Q.
Le théoreme suivant justifie 1'intérét pour les fractions rationnelles.

Théoréme 1.1. L'ensemble des applications holomorphes de la sphere de Riemann C dans elle-méme

coincide avec le corps des fractions rationnelles.

Démonstration. voir [1,19].0
Par la suite, on note R = Ro---o R (kfois) et R® := I;. La dynamique holomorphe est

formée par la composition répétée de 'application R de C dans lui méme.

Définition 1.2. Prenons un point zg € C, la suite {z,} est définie par
zki1 = R (z0) = R(zp).

Cette suite est appelée l'orbite - future - de zo notée O(zg). L'orbite inverse de zg notée O~ (zg), est

l'ensemble

O (z0) = {w : 3k € N, RF(w) = zo} ,
= UR Mz}
k

Le probleme central de la dynamique holomorphe sur € consiste a étudier les différents
types d’orbites O~ (zp), zo € C, sous I'action du "semi-groupe" {R"} ., des itérés d’une
fraction rationnelle R de degré supérieur a un, ainsi que les variations subies par ces orbites

lorsque le point zg varie. Cela conduit a donner les définitions suivantes :



La dichotomie de Fatou et Julia 4

Définition 1.3. Un point « € C est périodique de période p > 1 (ou p-périodique) s'il vérifie les

deux relations

RP (&) = &
. (1.2)
Ri(a) #wa, 1 <i<p.
Si
R(x) = a, (1.3)

w est appelé point fixe.

Définition 1.4. Si a est p-périodique son orbite O(a) est appelé aussi cycle d’ordre p (ou p-cycle) et

on lui associe son multiplicateur y défini par

o= () ) =[] R(RW) (14)
i=0
localement
RP(a) = o+ pu(z —a) + O(|z — af?). (1.5)
Définition 1.5. On dit que le cycle « est
répulsif si |yl >1;

attractif (superattractif) si 0 < |u| <1 (u =0);
indifférent rationnel Si y = eHmm/n y n e Z;

indifférent irrationnel  si u = e, § irrationnel.

1.3 La dichotomie de Fatou et Julia

Historiquement, c’est Fatou et Julia qui furent les premiers a proposer la dichotomie de
la sphere de Riemann en deux sous ensembles disjoints sous 1’action de la dynamique d'une

fonction rationnelle.

Définition 1.6. Soit (X, d) un espace métrique et U un ouvert de X. La famille de fonctions { f; : U — X}
est équicontinue sur 'ensemble E C U si, pour tout € > 0, il existe un & > 0 tel que d(x1,x2) < 6

pour x1, x € E, implique d(f;(x1), fi(x2)) < €, pour tout i.
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Définition 1.7. On dit que la suite de fonctions {fy} est normale au sens de Montel en un point

z € C, §'il existe un voisinage V de z tel que la suite {fi:V— C} soit équicontinue.

Théoréme 1.2. Soit U un domaine (ensemble ouvert et connexe) dans € ; a, b, c, trois points dis-
tincts et { f, : U — € — {a, b, c}} une suite de fonctions holomorphes, alors { f;} est normale sur

u.

Démonstration. voir [1, 28].0
Définition 1.8. (La dichotomie de Julia et Fatou) L'ensemble de Fatou FR est I’ensemble des points
oit la suite de fonctions {R*} est normale ; I'ensemble de Julia Jy est I'ensemble défini par

Jr =C — Fr.

Autrement dit, La spheére de Riemann C est formée de deux ensembles complémentaires
Fr et Jg ; 'ensemble de Fatou constitué des points z € C dont 1’orbite O(z) est stable par
perturbation du point initial z. En revanche, le comportement de I'orbite d"un point z € Jr

sous l'influence d"une perturbation de z n’est pas prévisible.

1.4 Exemples importants

Nous traitons maintenant quelques exemples célebres de la théorie des itérations holo-

morphes

1.4.1 L’itération de la transformation de Mobius

La transformation de Mobius est la fonction rationnelle de la forme

R(z) = Zis , ad —bc # 0.

On peut facilement vérifier que
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sic # 0. Et que R(o0) = oo, si ¢ = 0. La transformation de Mobius est une classe de fonc-

tions tres strictes ot il est possible de calculer explicitement les itérations successives. Par

exemple,sia =3,b=—2,c=2etd=—1,0na
3z -2
G =57

Par induction

(2n+1)z—2n z—1

R(z) = =1 ,
z) 2nz — (2n — 1) +2nz— (2n —1)

et pour tout z on a

R"(z) -1, n — oo.

Malgré les "apparences” le point 1 n’est pas un point fixe attractif. Puisque R'(1) = 1,
quelques calculs montrent que pour zp = 1 — ¢, ott € > 0 est assez petit, la suite {z,} com-
mence par s’éloigner du point 1. Cependant elle finit par retourner vers celui-ci.

En général toute transformation de Mobius R possede un seul point fixe (double) ou

deux points fixes distincts :

Cas 1: R possede un seul point fixe. Supposons que R possede l'infini comme un point

fixe unique. Alors R(z) =z + B, etpour B # Oona
R"(z) =z+np

pour tout z, R"(z) — oo pourn — 0.
Maintenant supposant que R admet & € C comme un point fixe unique. Dans ce cas, soit

M(z) = %, M z) =a+ %) et définissons S par
S(z) = (MRM 1)(z). (1.6)

S admet un point fixe z, si seulement si z = oo, ce qui implique que S est une translation et
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donc S"(z) — oo si n — o0. De plus,

S"(z) = (MRM YH(MRM™)-..(MRM™1)(z)

= (MR"M™')(2), (1.7)
en remplacant z par M(z), et en appliquant M~!, on obtient
M~'S"M = R",

impliquant

R™(z) = M~ 1(c0) = .

Donc si R est une application de Mobius avec un point fixe unique «, alors pour tout z, R"(z) —

«. Notons que la formule (1.7) permet de calculer R" explicitement par
R"=M'S"M.

Cas 2: R possede exactement deux points fixes distincts. Supposons que R fixe les deux

points 0 et co. Alors R(z) = az et R"(z) = a"z, et pour tout z autre que 0 et o0, on a

R'(z) -0 si |a| <1,
|IR"| = |z| si |a|=1;

R"(z) —» o0 si |a| > 1.

pour |a| =1, on a aussi

(i) a est la racine n-eme de I'unité et R" est I'identité;

(ii) @ n’est pas une racine de l'unité, et les points R"(z) sont denses dans le cercle centré
a 'origine et de rayon |z|.

Maintenant, on suppose que R admet exactement deux points fixes a; et ay ott a1 # ay.

Soit la transformation de Mobius suivante
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qui transforme a7 en 0 et ay en . Si S = MRM™!, alors S fixe 0 et c et les remarques
z 2 7 . LA 7 .
précédentes s’appliquent dans ce cas. Nous avons vu que les itérés d’une fonction -assez
simple- de degré un, a savoir les transformations de Mobius, se comportent d"une fagon tres
simple, mais pour le reste de ce mémoire, nous serons seulement concernés par des fonctions

rationnelles de degré superieur ou égal a deux.

1.4.2 L’itération z —> 22

Soit l'itération quadratique

R(z) = 2%

Les points fixe de R sont 0 (attractif), 1 (répulsif) et co (attractif), et on a z, — 0, quand
|zo| < 1etz, — oo quand |zg| > 1.1l est évident que la dynamique intéressante de R

(c’est-a-dire, I’action des itérés R") se produira sur le cercle d"unité
Sl ={z:]z| =1}

D’abord, le cercle S! a la propriété intéressante, d’étre complétement invariant (c’est-a-dire,
les points de S! restent dans S!, par les applications R et R™!). Le fait que Jg = S, et
I'invariance de Jr est un des résultats de base dans la théorie générale. Le comportement
des points R"(e') sur le cercle unité S! est plutot compexe et dépend du nombre 6 (voir
[13]).

i

Posons z = ¢, on a

dong, si z est de la forme

e (1.8)

pour certains entiers r et m, alors R™(z) = ¢*™" = 1 et par conséquent

R"(z) =1 quand n > m.
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Notons que I'ensemble des points de la forme (1.8) est dense dans S! et en partant d'un de
ces points les itérations finissent sur le point fixe 1 apres un nombre fini d’étapes. Par contre,
si on démarre d’un point zy dans S!, mais qui n’est pas de la forme (1.8), alors la suite z, des
itérations converge vers un point quelconque. En effet, si z, — w, alors w doit étre un point
fixe de R dans S! et donc w = 1 qui est répulsif, et on doit avoir z, = 1 pour un certain n
(sinon w = 1 devient un point d’accumulation pour la suite {z, }, contredisant le fait que w
est un point fixe répulsif). Ce qui implique que zy doit étre de la forme (1.8) contrairement a
I'hypothese.

Dans la suite nous analyserons le comportement complexe et "chaotique" des itérations
R"(z) dans le cercle unité. En effet chaque arc du cercle S! contient une infinité de points qui
convergent vers le point 1 et d’autres qui ne convergent vers aucun point. Pour un point zg
dans S! on peut choisir un autre point wy € S! arbitrairement proche de zo de fagon a ce que

z, et wy, se comportent différemment et que si z et wy appartiennent au disque unité
D={z:]z|] <1}.

Les point z,, et w, convergent de maniere similaire (convergence vers 0). La méme chose si

zn et wy, sont dans {z : |z| > 1} (les deux suites convergent vers o) ce qui implique

Jr =S!

et

Fr=8'-C.

Maintenant, prenons n’importe quel arc I d’angle positif dans S!. I'application R? : z — z?
double I’angle polaire des points de S! donc si I'arc I correspond a I’angle 6 alors, 1’arc R(I)
va correspondre a I’angle 26. Ce qui implique que pour n assez grand, R"(I) couvre le cercle
unité S!. Cette propriété reste valable pour I assez petit. Le fait que sous l'action de R" un
arc arbitrairement petit couvre le cercle unité S! tout entier est une propriété trés importante

pour l'ensemble Jx.
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Considérons un point n-périodique de R, qui est un point fixe de R" et puisque

n
R"(z) = 2%,
alors R"(z) = z, impliquant
n__
' 1=1
Dong, si
27
N = 62”71,

alors « est un point fixe de R"” mais pas de R™ pour tout m € {1,2,...,n — 1} et que pour tout
entier k, il existe un point périodique dans S! de période k.
Prenons z dans S!

7 = e27n€

271126

ou 0 vérifie 0 < 0 < 1. L'image de z par R est e en ignorant la partie entiére de 26

et puisque la fonction t > ¢

est périodique de période 27i, il est possible d’étudier le
comportement de I'application R sur S! par I'intermédiaire de 'application 6 — 26 mod (1)
dans l'intervalle [0, 1].

Ecrivons 6 dans la base binaire

6 = 0,ayapa3... mod(1),

oulesa; (i =1,2,..) sont des 0 ou des 1. L'action de 6 —— 20 est donnée par

20 = 0,ap az ay... mod(1).

Maintenant, on peut construire des points zg dans S! de telle fagon que la suite z, soit dense
dans S1. Simplement en mettant cote a cote les suites finies de séquences a1, ay, a3, ... for-
mées seulement de 1 et de 0. En appliquant la transformation 6 — 26 mod(1), un nombre
bien défini de fois, la suite a;, a, as, ... est transformée en n'importe quelle suite prédéter-
minée. De la méme facon, on peut construire des points zy dans S' de maniére a ce que la

suite {z;} est infinie mais pas dense dans S! (voir [13]).
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Remarque 1.1. Il est clair que les propriétés de l'itération z — z* sont les mémes que celle de

Uitération z — bz oitd > 2 et |b| = 1 et que pour cette derniere Jg = S!, donc on a aussi
Fr=C-8.

Dans le cas général, si R est un polynome de degré supérieur ou égal a deux, il est facile

d’identifier les ensembles de Julia et de Fatou, grace a la remarque suivante :

Remarque 1.2. Si R est un polynome, l'ensemble de Julia Jr est la frontiere de I'ensemble des points

bornés sous l'action de R. i.e.
Kr = {z : |Rk(z)| - 00, k — oo},

appelé ensemble de Julia rempli (voir Fig. 1.1).

1.5 Quelques propriétés

Définition 1.9. Soit f une application d'un ensemble X vers lui méme. Une partie E C X,

(i) estinvariantesi f(E) = E;
(ii) estinversement invariante si f~!(E) = E;

(iii) est complétement invariante si f(E) = f~1(E) = E.

Théoréme 1.3. Soit R une fonction rationnelle de degré supérieur ou égal a deux et supposons que

la partie finie E C C est completement invariante. Alors E admet au plus deux éléments.
Démonstration. Voir [5] (Théoreme 3.2.1, p53). [

Proposition 1.1. Fy est un ensemble ouvert completement invariante i.e.
R(Fr) = R™H(FR) = Fr: (1.9)

Démonstration. Le fait que Fr est ouvert découle directement de la définition, 'inva-

riance aussi (voir aussi [6, 7]). 0
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(@) R(z) = 2? (b)R(z) =2z —1
Fig. 1.1: L'ensemble de Julia rempli pour le polynome rationnelle R(z) = z> +¢; c € C
Théoréme 1.4. L'ensemble de Julia Jg est non vide, fermé et complétement invariant.

Démonstration. Supposons que Fr = C. La famille de fonction {R"} est normale sur C,
donc elle possede une sous-suite {R"} convergeant uniformément vers une fonction holo-
morphe f qui est non constante, du fait que R" (C) = C. Puisque f est une fonction continue

de € dans C, on obtient une contradiction si on calcul le degré de f,

deg(f) = lim deg(R") = 0.

n;— oo
Mais deg(f) est fini. L'invariance de Jr est une conséquence de 'invariance de Fg. 0O
On trouve dans [4, 6, 7] les démonstrations des résultats suivants :
Lemme 1.1. Pour toute fonction rationnelle R et pour tout entier positifk, Fr = Frk et Jr = Jgk-
Lemme 1.2. Les cycles attractifs (et super-attractifs) sont contenus dans l'ensemble de Fatou Fg.

Lemme 1.3. Les cycles répulsifs ou indifférents rationnel, i.e. de multiplicateur

2imt

sont contenus dans l’ensemble de Julia Jg.

Lemme 1.4. Si Pr est I'ensemble des points périodiques répulsifs ; alors

Jr = Pr.
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Lemme 1.5. Si a € C est un point périodique répulsif pour R, alors

Jr = {z € € : R¥(z) = a, pour un certaink € N}

Théoréme 1.5. L'ensemble de Julia vérifie les propriétés suivantes :
o L'ensemble Jr est d'intérieur vide sauf si Jr = C.
o JR est parfait — sans points isolés —.

Remarque 1.3. La fonction

(2 +1)°
-,
4z(z2 — 1)

(due a Lattés [32]) est un exemple d’une fonction rationnelle avec Jg = C.

Définition 1.10. Le bassin d’attraction A(x) d’un point périodique attractif a, associé a R est défini

par
A(x) = {z € C: R¥(z) i O(a)}.

Le bassin immeédiat de a est la composante connexe du bassin de a contenant «. le bassin (resp. bassin
immédiat) d’un cycle attractif est la réunion des bassins (resp. bassins immédiat) des points de ce

cycle.

Théoréme 1.6. Les bassins d’attraction des cycles attractifs ou super-attractifs sont contenus dans

I'ensemble de Fatou Fp .

Théoréme 1.7. Si a est un point périodique attractif pour R ; alors
Jr = 0 A(«).
Définition 1.11. Un point critique de R est un point w avec
R'(w) = 0.

Théoreéme 1.8 (Julia-Fatou). Tout bassin immédiat d’un cycle (fini) attractif contient au moins un

point critique.
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Théoréme 1.9. Une fonction rationnelle de degré d posséde 2d — 2 points critiques comptés avec
multiplicité.
En conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 1.1. Une fonction rationnelle R de degré d, a au plus 2d — 2 cycles attractifs.

1.6 Conjugaison

La notion de conjugaison joue un role important dans 'étude de la dynamique holo-

morphe.

Définition 1.12. Si R(z) et H(z) sont deux fonctions rationnelles et M(z) est une transformation

de Mobius (fonction rationnelle bijective), telles que le diagramme

i e

|

<~
<

o
=)
)

commute, alors on dit que R et H sont analytiquement conjuguées et on écrit
H=MoRoM™.
Remarque 1.4. Si R et H sont conjuguées par M, alors R¥ et H* sont aussi conjuguées par M, i.e.
H=MoRoM <= H"=MoRoM™"

Dans ce cas les transformations R et H possédent la méme dynamique.

Théoreme 1.10. Une fonction rationnelle non constante R est conjuguée a un polynome, si seule-

ment si, il existe un point w € C tel que R {w} = {w}.

Démonstration. Il faut noter qu'une fonction rationnelle est un polynéme si et seulement
si R admet un pole en oo, et aucun dans C; plus précisément, si et seulement si R‘l{oo} =

{co}. Prenons

_ wz
M@z) = —— M (z2) = —,
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par la conjugaison H = MoRoM~!,ona

H oo} = (MoR™ o M™") {c0} = {eo}.



Chapitre 2

La dynamique de la méthode de Newton

2.1 Introduction

La méthode de Newton est un procédé itératif classique d’approximation des zéros (ou
racines) d'une fonction différentiable. Cette technique a été appliquée initialement sur la
droite réelle de la maniére suivante : Etant donnée une fonction différentiable f : R — R,
nous voulons trouver un point ¢ € R tel que f(¢) = 0. Si x( est une approximation d'un
zéro de f(x), la méthode de Newton raffine cette approximation en prenant pour nouvelle

valeur la solution x; de 1'équation linéarisée au voisinage de x :

f(x0) + (x = x0) f'(x0) = 0.

Lorsque f’(x() est non-nulle, on obtient

f(xo)
f'(x0)

X1 = X9 —

D’ot1 le procédé itératif suivant

Xer1 = Np(ag) = xg — Jj:,((i];)) (2.1)

L’idée de résoudre une équation en améliorant une estimation de la solution, par I'ajout d'un

terme correcteur est fort ancienne.

16
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5/561

Fig. 2.1: Pour une valeur initiale xq suffisamment proche de la racine ¢ de f, la racine x, de Ia
tangente a f en xq est une meilleur approximation de ¢.

En 1664 Viéte utilisait la formule

f(x)
Fxx +10m%1) — f(xp) |

Xgk+1 = Xk — 10"kt

en s’inspirant de procédés semblables a ceux utilisés par des mathématiciens arabes du XI°"*
au XII° siecle, tels que Al-Khayyam, Sharaf al-Din al-Tiisi et Al-Kashi [22, 50]. La méthode
sera développée d'une maniere satisfaisante dans "De analysi per aequationes numero ter-
minorum infinitas" de 1669, ou Issac Newton (1643 — 1727) considere des fonctions poly-
nomiales et utilise une technique de linéarisation. Le cas d"une fonction non-polynomiale
(f(x) = x —esin(x) + M) est décrit dans "Philosophiae Naturalis Principia Mathematicae"
publiée en 1687. D’autres noms sont associés a cette méthode : Joseph Raphson et Thomas
Simpson [22], le premier pour avoir raffiner la méthode de Newton sur les polynomes et le
deuxieme pour avoir introduit la notion de "luxions" c’est-a-dire les dérivées. Dans le cas
d’une fonction réelle continiment différentiable, la convergence d’une suite {x,} générée
par la méthode de Newton peut étre obtenue comme application de la formule de Taylor.
En effet, si le point initial est choisi suffisamment proche d’une racine simple ¢ de f . Au

voisinage de ¢, on écrit
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avec y entre x et . Au bout d'une itération, la méthode de Newton donne la relation

_ )L ')
Nf(x) _‘:_ x_f’(x) _5_ 2f’(x) (x_g)z'

Pour un intervalle compact I incluant x et , on pose j1; = mi7 |f(x)] et up = max | (x)].
xe xe

Alors, pour tout xp € I
U2 2
Ne¢(xg) — < —|x9 — .
[Nf(x0) = ¢] < 5 - lxo =]
Par récurrence, on obtient

il — & < (ulxo — &%

Oupu = ;721, en passant par le logarithme

log [xx — &| < 2"log(p |xo — ¢|) — log(u).

1
La convergence de xj vers ¢ est donc quadratique, si on consideére que |xg —¢| < — (=
log(p |xo — ¢|) < 0). D’autre part, dans plusieurs cas, on peut trouver des ouverts de points

initiaux tels que la suite des itérées ne converge vers aucune racine de f. Considérons

f(x):%x3—x—|—1

pour tout point initial xy € IR, la méthode de Newton donne l'itération suivante

3

Xp+1 = % xi 1
Il est facile de voir que pour xg = 0,ona x; = 1 et x; = 0 = xp, donc la suite ne converge
pas vers une racine de f. On dit que la méthode possede un point périodique en 0, et son
bassin d’attraction est un ouvert contenant des points ne convergeant pas vers une racine de
f. 1l faut noter que le procédé (2.1) reste valable dans des contextes bien plus larges que celui
d’une simple fonction de R dans R (par exemple, dans le cas ot f est une application diffé-
rentiable d"un espace de Banach E, a valeurs dans E). Dans [27, 48], on démontre plusieurs
types de résultats concernant la convergence :

e Un résultat de convergence locale : Pour toute solution ¢ de I'équation f(x) = 0 telle
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que f'(&) soit inversible, il existe un voisinage U de ¢ tel que pour tout xop € U,
la suite définie par la méthode de Newton soit définie pour tout entier et converge
quadratiquement vers ¢.

e Un résultat de convergence un peu plus précis qui fournit, sous certaines hypotheses,
'existence d’une boule B telle que la suite donnée par la méthode de Newton soit dé-
tinie pour tout premier terme dans B et converge (quadratiquement) vers un élément
¢ de B qui est 'unique solution dans B de ’équation f(x) = 0.

e Dans certains cas tres particuliers, comme celui des fonctions convexes, un résultat de

convergence globale, pour toute valeur initiale xy.

2.1.1 La méthode de Newton réelle

Commencgons par étudier la restriction de (2.1) a la droite réelle (voir [40, 41]). Si p(x) =

¥—1,xeRet pour xp € R, la méthode de Newton s’écrit sous la forme

2%} +1
3x7

Xep1 = Np(xg) = (2.2)

Puisque N,(x) = x si seulement si p(x) = 0, alors N, posséde un seul point fixe qui est

« = 1. Ce point est superattractif (N'(1) = 0). Il est clair que N, n’est pas définie pour x = 0,

donc 0 est dans I’ensemble de Julia ainsi que les points x € R tels que N’;(x) By 0. L'idée
—00

maintenant est de construire une partie de I'ensemble des points non-convergeants
iN, = {xeR: p(Np(x)) = 0}

a partir des images du point a l’origine par la transformation inverse de N, (cet ensemble
est noté r(p) dans [24]). En remplagant dans (2.2), x;,1 par x4 et x; par x, et en résolvant

cette derniére par rapport a x. Nous obtenons pour x4 < 1 la solution unique

2/3
—2+x3+2(\/—x3+1)) + x2
-1 ( - " o

x=N = + =

P 1/3 27
2(—2+x§r+2<,/—x§r+1>>
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qui définit la transformation inverse de N,. Donc, on peut construire ’ensemble r(p) par

X0 =0,
X1 \%, .
Xir1 = Ny H(xe)-

La transformation inverse N, ! n’admet pas de points fixe, puisque pour u < 1 nous avons

2/3
(—2+ ud +2 (\/—u3 + 1)) +u*
+5-u<0
1/3
2(—2+u3+2(\/—u3+1>> 2
On remarque que la derniere inégalité implique la décroissance de la suite (2.3) et que

{Xt}k=012,. C R_. Terminons ce paragraphe par 1’étude du comportement de la suite { x; }

au voisinage de I'infini. En calculant le quotient

!
2

X1 PO’ @) +xp 1 ( 1)

- — I‘ + _
Xk 2x5 D (xk) 2 r

ou

Ou) = -2+ +2 (Vi—w?),
P(xx)
Xk

et en résolvant le probléeme d’extréma suivant

=

1
ay
()

on vérifie que
X+l o 3
Xk 2

et puisque % > 0 et xx < 0pour tout k > 0, alors
k

lim Xk = —0
k—o0
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li 3
Deplus,silj:)(ﬁl—x]',ona%.l = Eet
)

1 AV AN
Xi= 5= 1-— (—)),]20,1,2,...
\3/§< i—o \2

r(p) = {x; j=0,1,2,..}.

Donc

2.2 Probléme de Cayley

On considére la dynamique d’une classe spéciale de fonctions rationnelles, obtenues a
partir de la méthode de Newton appliquée a des équations polynomiales complexes. L’étude
de cette dynamique est tres utile pour au moins deux raisons :

e FElle forme un cadre naturel des itérations non-polynomiales, et les propriétés de cette
dynamique sont trés utiles pour comprendre le comportement des algorithmes numé-
riques.

e Elle permet de résoudre le probleme de la convergence globale de la méthode de New-
ton, étant donné que les mémes arguments du paragraphe précédent conduisent a dé-
duire la convergence locale (au voisinage d’une racine) pour un polyndéme complexe.
En d’autres termes, définir les bassins d’attraction de ces racines et caractériser leurs
frontiéres.

Arthur Cayley (1821 - 1895), fut le premier a proposer une solution au probléme du compor-
tement global de la méthode de Newton pour des polyndmes quadratiques. En utilisant un

langage mathématique moderne, nous énongons les résultats obtenus par Cayley [9, 10] :

Théoreme 2.1. Soit p(z) un polyndme quadratique, ayant deux racines distinctes. Alors la méthode

de Newton

Ny(z) =z— L z) (2.4)

est analytiquement conjuguée avec le polynome R(z) = z°.
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Démonstration. Notons « et B, les racines de p(z) et considérons la transformation de

Mobius

Un calcul simple, nous donne

R(z) = (Mo N, oM—l) (z) = 22.

Le tableau (Tab. 2.1) contient la liste des points importants pour N, et leurs images par

la transformation de Mobius M.

|z [a]p[e]0]
14

M(Z)Owlg

Tab. 2.1: Les points importrant pour la transformation M

D’aprés I’analyse faite au chapitre précédent (pragraphe 1.4.2); R possede des points fixes
superattractifs en 0 et co. Leurs bassins d’attraction respectifs A(0) = {z e C: |z < 1} et
A(0) = {z € C : |z| > 1} sont séparés par 'ensemble de Julia Jg = 9.4(0) = d.A(c0) =
{z € C : |z| = 1}. Alors que le 1 est un point fixe répulsif (|R'(1)| > 1). Par la conjugaison
M on peut déduire que « et B sont des points fixes attractifs pour N, , et que le point co est

répulsif, de plus on a

Re(B)* + Im(p)*
Im(a) — Im(B)’ Im(x)

Re(a)? + Im()? }
Im(B) ’

médiane du segment de droite [« B]. L'intérieur et 'extérieur du disque unité correspondent
aux bassins d’attraction des seuls points fixes attractifs de la transformation Nj,. Donc les

deux demi-plans limités par la droite (A), forment les bassins d’attraction A(«x) et A(B)
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(Voir Fig. 2.2). Cette analyse résoud parfaitement le probleme dit de Cayley, dans le cas d'un
polyndme de degré 2.

La question qui se pose maintenant est la suivante : Pouvons-nous appliquer la méme tech-
nique de calcul a un polyndme de degré supérieur a 2? Autrement-dit, la fonction conju-
gaison M existe-elle pour la méthode de Newton dans ce cas ? Nous consacrons la premiere

partie de ce chapitre pour répondre a cette question.

JR

Fig. 2.2: La conjugaison par M

2.3 Ladynamique de la méthode de Newton

Utiliser la méthode de Newton pour résoudre les équations polynomiales
p(z) = anz" +a,_ 12"+ +ag

revient a calculer 'orbite individuelle d"un systeme dynamique généré par la méthode de

Newton
p(zx) 75
V) 29

Zkp1 = Np(z) = zx —

Commencant nos investigations par un résumé de quelques remarques importantes concer-

nant cette méthode.

Remarque 2.1.

(1) D’apres (2.5), on voit que les racines de p(z) correspondent aux points fixes de N,



La dynamique de la méthode de Newton 24

d
(2) Le point a l'infini est un point fixe répulsif (puisque N’ (o0) = T via une conjugaison avec

. 1
la tmnsformatzon Z— E)

(3) La dérivée de Np est
2" (z
Ny(e) = PR
[ (2)]

donc les racines simples de p(z) sont des points fixes superattractifs de Ny,. En fait cette pro-

(2.6)

priété est assez appréciée pour les algorithmes de résolution des équations algébriques, car elle
permet de conclure qu’au voisinage d un point fixe superattractif a, la convergence est quadra-

tique. En effet, si zy est assez proche de o, on a

Np(zk) = zky1 = Np(a) + (zx — )Ny (a) +

puisque Ny(a) = aet Ny(a) =0, 0na

2
|Zk1 — af < cfz—af

p

N”([X)
2 .

avec 0 < c <

(4) Une racine w, de multiplicité m > 1 de p(z) est un point fixe attractif mais non superattractif.
En effet la dérivée de Ny, en « est
m—1

N, (a) = —

La convergence de I'algorithme est linéaire dans ce cas.

(5) Du fait que oo est un point fixe répulsif pour la méthode de Newton, et que les poles de Ny(z)
sont des points critiques pour p(z), alors, les orbites de N, qui évitent les points critiques de

p(z), ont de grandes chances de converger rapidement vers les racines.

(6) D’apres les remarques (3) et (5), il est clair qu’il y a deux types de points critiques de Ny, les

racines et les points d’inflexions de p(z).

2.3.1 Application de la théorie de Julia et Fatou

Dans ce paragraphe, nous verrons que l’application de la théorie de Julia et Fatou sur

les itérations des fonctions rationnelles permet de répondre a la question de Cayley. Pour
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la simplicité des calculs et sans perdte de généralité, nous limiterons notre étude au cas du
polyndme cubique

p(z) =21

I’équation de Newton (voir [40]) s’écrit sous la forme
03 _ 2 _
zp —3zk412; +1 =0, (2.7)

plus explicitement
-1 2z0+1
2 2 -
3z 3z

zky1 = Np(zk) =z, + (2.8)

Les trois racines de p(z) sont

—1+iV3
K = 1, 0(2,3 = %/

qui sont des points fixes superattractifs (remarque 2.1(3)) et, d’apres le théoreme 1.7, I'en-

semble de Julia de N, est donnée par
ij = aA(le) = 8A(oc2) = aA([X:;) (29)

Cette propriété exprime la dichotomie du plan € et donne une réponse négative a la question
de Cayley dans le sens ot1 (2.9) veut dire qu’iln’y a pas de frontiere lisse (une courbe de classe
C!) séparant les bassins d’attraction des racines de p(z) (voir Fig. 2.3). Plus explicitement le

théoréme suivant permet de caractériser 'ensemble de Julia Jy,.
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Fig. 2.3: La dichotomie de la méthode de Newton N, (z), p(z) = z° — 1.

Théoréme 2.2. Sip(z) =z° —let Np(z) =z — p(z) , alors

p'(z)

I, = {Np—k(o), ke N}. (2.10)

p

En effet, soitz € Jn, et U un voisinage arbitraire de z. Et par la proprieté (2.10), on déduit
qu’il existe 2’ € U, tel que N’; (z') = 0 pour un certain k € IN. Notons que (N’;)’ (') #0
(sinon, p(N{f (z')) = 0 pour un certain k’ € {0, ..., k}), donc N]; est inversible sur un voisinage
V de z'. Soit B = B(0, €) une boule ouverte centrée en 0 et de rayon e telle que N’rj soit une
bijection de V dans B. Soit I =0, €[C R, il est facile de voir (Fig. 2.4) que Ir C A(+1), et

2
par symétrie, on a D(I¢) C A(ay) et D*(I.) C A(az), ou D est une rotation d’angle ?ﬂ, ie.
D(z) =e3.

Donc

Ala) NU #@;j=1,2,3.

Maintenant, pour la démonstration du théoréme 2.2, il est nécessaire d’introduire la notion

de points exceptionnels (voir [7, 26]).
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1<>[ S x

-10 —

Fig. 2.4: La Méthode de Newton pour le polynéme p(x) = x> — 1.
Définition 2.1. Pour une application f d'un ensemble X dans lui méme, La relation
x~y e 3I(n,m) e N2: f(x) = f"(y). (2.11)

est une relation d’équivalence, et la classe d’équivalence [x] = {y € X : x ~ y} est appelée grande

orbite de x.

Théoréme 2.3. Soit f, une application de X dans lui méme. Alors, x| est I'ensemble completement

invariant engendré par le singleton {x}.

Démonstration. On note (x), 'ensemble completement invariant engendré par {x} (le
plus petit ensemble complétement invariant contenant x). Pour tout y dans [x], il existe deux

entiers naturels n et m tels que f"(x) = f™(y) ce qui implique

ye Ny M = (x)

donc [x] C (x). Pour compléter la preuve il suffit de montrer que [x] est completement

invariant. En effet, puisque y ~ f(y), on a

X~y s~ fy)
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autrement

yelxl e fly) e lx (2.12)

ceci est équivalent a

yelx]eyef (1) (2.13)

La relation (2.12) montre l'invariance de [x], et (2.13) I'invariance inverse. Par conséquent on

alx] = (x)0

Définition 2.2. Pour une fonction rationnelle R, un point z € C est dit exceptionnel, si [z] est fini.

L’ensemble des points exceptionnels est noté par £(R).

Théoreme 2.4. Une fonction rationnelle R de degré supérieur a deux, admet au plus deux points
exceptionnels. Si E(R) = {C}, alors R est conjugué a un polyndme tel que { correspond a oo. Si
E(R) = {1, 02}, tel que {1 # {p, alors R est conjugué a une application z — 2%, avec {y et { qui

correspondent a 0 et co.

Démonstration. 1l est clair que £(R) est completement invariant par R et d’apres le théo-
reme 1.3, R admet au plus deux points exceptionnels. A 1’aide d'une conjugaison conve-
nable, on peut considérer les quatre possibilités suivantes :

1) £(R) = 9;

(ii) E(R) = {eo} = [eo];

(iif) £(R) = {0, 00}, [0] = {0}, [eo] = {oo};

(iv) E(R) = {0, 00} = [0] = [o9];

Il n’y a rien a dire pour (i). Si (ii) est juste, alors R est un polyndme (d’apres théoreme

1.10). Si (iii) est juste, R est encore un polyndme mais cette fois, il est de la forme

z—az%;d > 0.

Le derniers cas (iv) implique R(0) = co et R(co) = 0, donc R est de la forme z — az?, avec

d un entier négatif . [1

Une conséquence directe de ce théoreme est le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Si deg(R) > 2, alors les points exceptionnels de R sont dans Fg. De plus, Jg est

infini.
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Démonstration. Puisque deg(R) > 2 et suite a une conjugaison convenable, ona £(R) =
{o0} ou £(R) = {0,00}. Pour le premier cas R est un polyndme et donc le point co est
attractif, impliquant co € F . Le deuxieme cas R(z) = az™; d > 0 et les points oo et 0 sont
attractifs, alors {0,000} € Fg. Et puisque Jr # O (théoreme 1.4), alors 3z € Jg, si Jr est
finit, on a Jg = {z1,22, ...} , I'invariance de Jgr C £(R) C Fg, conduit a une contradiction,
donc JR est infini. [

Puisque O~ (z) C [z], il est clair que tout point exceptionnel admet une orbite inverse

finie, la réciproque de cette proposition est donnée dans le théoréme suivant :
Théoreme 2.5. Lorbite inverse O~ (z) de z est fini si seulement si z est exceptionnel.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, si O~ (z) est fini alors, z est un point exception-

nel. Définissons les ensembles non vides By par

By = | J R"™"{z},

m>k

ainsi R~1(By) = By, et
z] DO (z) =ByDB1 DBy D---. (2.14)

Assumant maintenant, que O~ (z) est fini. Alors, chaque By est fini et dong, il existe un
entier naturel m tel que B, = By,+1, impliquant R-1 (Bm) = B, donc By, est completement

invariant, mais dans ce cas il existe un w € B, tel que [w| C B, et de (2.14), on a
[z] DO (z) = By D B D [w],

donc [z] = O (z) et de ce fait [z] est fini. O

Lemme 2.1. Soit R une fonction rationnelle de degré supérieur a deux, et soit U un un ouvert non

vide tel que

Undr # 09,

alors

C-&R) C G RF(U) (2.15)
k=0
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Démonstration. Soit Uy = Uy RF(U), et V = C — Up. 1l est clair que R(Up) C Up.
Si V contient trois points distincts a1, ap, a3; et en appliquant le théoréme 1.2, on déduit
que la famille {R* : Uy — R¥(Up) C Up} est normale sur Uy et donc, Uy C Fg, qui est
une contradiction. Ceci montre que Uy couvre la sphere C entierement sauf au plus deux
exceptions. Maintenant considérant un point z € €, qui n’est pas un point exceptionnel
de R, d’apres le théoreme 2.5, z possede une orbite inverse infinie qui doit rencontrer Uy
(selon la remarque précédente). Donc il existe w € Uy et deux entiers naturels p et g, tel que

RP(w) = zetw € R1(U), ce qui implique
z € RFHI(U)

d’ot1 (2.15). 0

Lemme 2.2. Soit R une fonction rationnelle telle que deg(R) > 2. Si z n’est pas un point excep-

tionnel, alors

Jr C O~ (2).

Démonstration. Soit z un point non exceptionnel et w € Jg, et soit U un ouvert quel-
conque non vide U tel que w € U. D’apres le lemme 2.1, z € R¥(U) pour un certain entier

naturel k, donc O~ (z) N U # O, impliquant

we O (z).

Théoreme 2.6. Soit R une fonction rationnelle, telle que deg(R) > 2. Si z € Jg, alors

Démonstration. Puisque z € Jr et du fait de I'invariance de Jg, on a

0_(2) C JIr
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la fermeture de Jg, implique

O_(Z) C jR.

De plus z n’est pas un point exceptionnel (corollaire 2.1), donc, le lemme précédent, donne

Démonstration du théoréme 2.2: Le fait que N,(0) = oo € Jy,, implique 0 € Jy,, une

application directe du théoréme 2.6 (en posant R = Nj), conduit a (2.10).0

Remarque. Le théoréme 2.2 est a la base des algorithmes numériques qui nous ont permis de générer

graphiquement, les ensembles de Julia, exposés dans ce travail ainsi que dans [40, 41, 42].

24 Calcul numérique de ’ensemble de Julia

En se basant sur le théoreme 2.2, il est possible d’identifier numériquement I’ensemble

de Julia par deux méthodes.

24.1 Premiére Méthode

Cette méthode consiste a calculer les éléments de 7; N, en itérant indéfiniment le point
z = 0 par la transformation inverse N, 1. En effet, 0 est le premier élément de JN,, on peut
calculer d’autres éléments grace a (2.10). Remplacons dans 1'équation de Newton (2.7), zj

par z et z;41 par z, ce qui donne

22 — 32,22 4+1=0,
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et résolvons cette derniére par rapport a z. Pour z; = 0, on obtient les trois solutions

1
1 2/3
— _02/3
“ T
222—122/3 + 11\/522/3
4 4 ’
1 1
3_ _ 1y 2/3
S Y N
z 1 1 1V3223,
et pourz # 0,on a
1 1
z =T(ze) = 5lolz4) +24],
1
22 =Ty(z4) = gl e(ze) + 224 + IV3yp(z4)],
1
2 =Ty(z4) = gl o(z4) +22 - V39 (z+)].

Z2
V—2+B+2/1-2
2

z
(z) = /—2+234+21—23— .
v \/ V2+284+2/1—2

p(z) = f/—2+z3+2 1—-23+

A partir de 1a, on peut construire une approximation de I'ensemble Jy, de la maniére sui-
1 1
vante:Sionmet Jo = {0} et J; = {0, —12%/3, 12213 4 11\@22/3, —122/3 — Z1\/522/3}, on

définit I'ensemble de Julia de seconde génération par
Jo = L U{T](u), Ti(u), T(u); u € J1,j =0,1,2,3,..},
ainsi la k — ieme génération est donnée par
Je = Jir U{T](u), Th(w), Th(u); u € Jxor, j=0,1,2,3,...}.
Il est clair d’apres (2.10) que

JoCNhChC--CJkC--- CIN,-
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De plus
IN, = Jeo-

Pour des considérations techniques (liées au temps de calculs et limitation de la mémoire
des ordinateurs), on prend Ji, ~comme une approximation de I’ensemble de Julia, ot ky;ax
est un entier naturel non nul. Comme on peut voir sur les figures Fig 2.5(a) et Fig 2.5(b), cette
méthode génere des points qui n’appartiennent pas a I'ensemble Jy,. L'ensemble de Julia
étant d’intérieur vide (théoréeme 1.5) et a cause de ’accumulation des erreurs d’arrondi, les

points générés "tombent" rapidement en dehors de cet ensemble.

4

I
"
¥y XY
‘ vl
;.S N ."n,.
o LR
1 15

|
15 2 ] 15 1 05 0 05
o) o)

(a) L'ensemble de Julia de deuxiéme génération J,. (b) L'ensemble de Julia de troisieme génération J3.

Fig. 2.5: L'ensemble de Julia Jy, avec p(z) = z3 — 1, obtenue par la premiére méthode.

2.4.2 Deuxiéme méthode (amélioration de la premiére méthode)

L’'inconvénient majeur de la méthode précédente est qu’a chaque étape de l'algorithme
de calcul, on génere -théoriquement- un nombre infinie de points, favorisant 1’accumula-
tion des erreurs d’arrondi. Dans la deuxieme méthode, chaque étape consiste en la généra-
tion d'un nombre fini d’éléments, images par les transformations T7, T> et T3 des éléments

produits dans 'étape précédente. Si on pose Jg = {2z} = 0}, considéré comme l’ensemble
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généré dans I'étape d’initialisation, dans 'étape suivante, on a

1 1 1 1 1
3={02 2 4} = {0, — 2% 2P IVER, -2 Z1\@22/3},

dans la k — iéme étape, on obtient ’ensemble

Ik = -1 Y{T1(Fk-1), T2(Jk-1), T3(Jk-1) }»

. . ) 3k+1 _ 1
de cardinalité 3%. Le nombre total d’éléments produits aprés k étapes est égal 8 ————.Les

2
figures Fig. 2.7(a) et Fig. 2.7(b), représentent une approximation de 'ensemble de Julia J,
par I'ensemble J;3 constituées de 2.391.484 points. Dans cette méthode, on n’est pas obligé
d’itérer un nombre infini de fois, et quelques étapes suffisent pour avoir une approximation

acceptable de J,.

Fig. 2.6: Le schéma général de la deuxieme méthode

2.5 Laméthode de Newton modifiée

Maintenant, on s’intéresse a une modification de la méthode de Newton, qui consiste a

introduire un parametre réel ou complexe A, i.e.

Zkt1 = Npa(z) =z, — )\5((22%- (2.16)
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On trouve plusieurs justifications quand a l'introduction de cette modification, comme 1’aug-
mentation de l'efficacité de la méthode au voisinages des points fixes doubles [21] et 1a détec-
tion des cycles attractifs d’ordre supérieur a un (voir [37, 44]). Notre étude de la dynamique
(2.16) se veut une contribution a un probléeme qui reste ouvert jusqu’a aujourd’hui, a savoir
la recherche d’un ensemble de Julia (non-trivial) de mesure strictement positive. Dans [8],
on montre l'existence de telles ensembles pour des systémes quadratiques. Dans [41], nous
montrons numériquement que la complexité de I'ensemble de Julia 7y, , accroit proportion-

nellement avec le paramétre A > 0.

yd
: ' NG /,4'/ ¢
'\,/‘x\ . /,/\/ a2
a5k [} ~ P
S T
\ N .
‘ o 1
| ‘&a. .
x

2 15 1 5 0 05 1 15 2
Rel2)

(a) L'ensemble de Julia dans le plan C. (b) Le plan C est identifié a la sphere de Riemann S.

Fig. 2.7: L'ensemble de T, , p(z) = 2° — 1.

2.5.1 Dimension fractale

Le calcul de la dimension fractale est un moyen tres efficace pour mesurer le degré d’ir-
régularité d'un ensemble. Il existe plusieurs types de dimensions fractales, parmi elles la
dimension de Hausdorff qui est la plus connue et la plus utilisée théoriquement [17]; par
contre son calcul numérique est tres délicat. Dans ce travail, on utilise la méthode de "comp-
tage des boites” [2, 23]. Pour ce faire, I'ensemble Jy, , est immergé dans une grille de taille
I (chaque cellule est carrée et a pour coté ). Si 77(I) désigne le nombre de cellules non vides

contenant au moins un point de 7 Np a7 alors la dimension fractale de ’ensemble 7, Ny notée
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d est donnée par

_ i Ann (D)
4= 1 im0

Le moyen le plus utilisé pour obtenir d est de calculer In#(I) et In(/) pour des valeurs de [ de
plus en plus petites; on construit ainsi un nuage de points (In#(ls), In(ls)), s =1, 2, ..., p,
et on ajuste ce dernier par une droite aux moindres carrés. La pente de cette droite donne
une estimation de la dimension d. Les résultats numériques montrant l'influence de la va-
leur numérique de A sur la dimension fractale sont résumés dans le tableau Tab. 2.2 et le

graphe de la figure Fig. 2.8. Les calculs sur la dimension fractale montrent que le parametre

A d
0.00 ?
0.10 1.23854
0.20 1.19684
0.40 1.22622
0.60 1.30362
0.80 1.31607
1.00 1.35147
1.20 1.36894
1.40 1.41129
1.60 1.43465
1.80 1.57155

Tab. 2.2: La dimension fractale de I'ensemble Jn, , en fonction de A.

A > 0 est un facteur de complexité pour I'ensemble de Julia Jy, , du fait que sa dimension
fractale croit avec A (voir Fig. 2.9, Fig. 2.10 et Fig. 2.11. Malheureusement, il est tres difficile
de calculer numériquement la dimension fractale d de Jy,, pour des valeurs de A > 1.8.

Mais on espere qu'il existe un réel positif A, tel que

d— 2.
A=A
Dans [41, 42], nous adoptons des schémas plus sophistiqués pour le choix du parametre A
(parametre choisi a chaque itération par une méthode de minimisation) qui conduisent a
détruire la structure fractale de I’ensemble de Julia ij,A (d ~ 1.00983 tres proche de 1.0).
Afin d’élargir les bassins d’attraction des points fixes de (2.16) (voir Fig. 2.9, Fig. 2.10(a)-(b)),

un raisonnement similaire est adopté dans [47, 48], mais beaucoup plus simple car pour
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A >0, S. Smale prend

A=A ="k=1,2,..

=

Ce qui nous ramene a étudier le cas ou A — 0.

1,604

1,954
1,504

1,45 N

1,304

IV

1,18 +—1/———F—"——F——F——————————T——— 1

Fig. 2.8: L'évolution de la dimension fractale calculée d en fonction du paramétre A .
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Fig. 2.9: L'ensemble de Julia Jn,, , de la méthode de Newton modifiée avec p(z) =28 — 1.
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Fig. 2.10: L'ensemble de Julia Jn, , de la méthode de Newton modifiée avec p(z) =2° — 1.
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]

(b)A =18

d) A =20

Fig. 2.11: L'ensemble de Julia Jn, , de la méthode de Newton modifiée avec p(z) =2° — 1.
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2.5.2 La méthode de Newton continue (ce qui se passe lorsque A — 0)

La méthode (2.16), peut étre interprété comme le schémas discret résolvant le probléme

de Cauchy suivant : trouver une fonction z : R — C telle que z(0) = zp € C et

Z(t) = — 5,((22((’?))), (t>0). (2.17)

En effet pour T > 0, et m un entier naturel non nul, posons

p=L
m
Pour m assez grand de fagon a ce que A ~ 0, et en développant z(¢) au voisinage de t, nous
obtenons
(z(t))

z(tky1) = z(k) — )\mr

avec ty, 1 = tp + A. Maintenant, il suffit de poser zx = z(t;), pour avoir (2.16).

Considérant maintenant la "désingularisation” (voir [25]) du probleme (2.17) :

Trouver une fonction continue z : R — C, telle que
z(0) = zo, (2)
[P(2)]" (t) = —p(z(t).

et soit 'ensemble des solutions de (&)
S ={z: R —C, z(t)solution de (Z) }

Le résultat suivant semble étre évident dans le sens ot nous cherchons a montrer que les

trajectoires (i.e. les solutions de (7)) tendent asymptotiquement vers les racines de p.

Théoreéme 2.7. Si z est un élément de S, alors tlim z(t) = u existe et p(u) = 0.
—00

Démonstration. Soit z une solution du probléme (Z?) avec x = z(0). Supposons que

tlim z(t) n’existe pas. Notons qu’on peut résoudre (), explicitement par rapport a p. Ce
—00

qui donne

p(z(t)) = e 'p(x), t € R, (2.18)
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impliquant

lim p(z(t)) =0 (2.19)

t—o0

entrainant la compacité de ’ensemble {z(t) : t > 0}. Ceciimplique I’existence de ’ensemble
w-limite noté () (I’ensemble des points w tels que w = kh_)n;O z(t;) pour une certaine suite
ty — o) et de (2.19), le fait de pouvoir isoler les racines de p et qu’a I'infini z doit prendre
comme valeurs toutes ces racines, est une contradiction avec la continuité de p.

Par la suite on montre que chaque élément de C appartient a une certaine trajectoire.

Théoréme 2.8. Pour tout c € C, il existe une trajectoire z(t) (z € S) et un réel t tel que
c = z(t).
Soit G = E U E/, le sous ensemble des trajectoires singulieres

E={z(] —o0,d]) CC: z(d) =x, p(x) #0, p'(x) =0},
E'={z([d, co[) CC : z(d) = x, p(x) #0, p'(x) =0}

et son complémentaire

M=C-G.

Par analogie aux bassins immédiats des racines du polyndme p définis dans les paragraphes

précédents, on définit les composantes connexes de M notées M’.

Théoreéme 2.9. Chaque composante connexe M’ de M contient une seule racine a de p. De plus, si

ze Set{z(t): t € R}N M’ # &, alors
z(t) — a, t — oo.

Maintenant il est clair que I'ensemble de Julia pour la méthode de Newton continue est
constitué des trajectoires appartenant a G (voir Fig. 2.12). Dans le cas ot p(z) = z> — 1, on
trouve

G = {z(t) = —'eF, k= 0,1,2}.
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Démonstration des théorémes 2.8 et 2.9: Commencons par introduire deux lemmes né-

cessaires pour la suite.

Lemme 2.3. Soit x € C, g € Ret p'(x) # 0. Alors il existe un intervalle maximal |a, b[ contenant

q et une fonction v telle que

v(q) = x et p'(v(t)) #0, p'(v)(t) = —p(o(t), t €a, b[. (2.20)

De plus, cette fonction v est unique sur l'intervalle maximal.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si x € C tel que p’(x) # Oetq € R, le probleme

o) =x et p(=() £0,2() =~ @.21)

admet une solution unique sur l'intervalle maximal |a, b[ contenant g (voir [38] p.87).O

Lemme 2.4. Supposons que x € C,q € Reet p'(x) # 0 avec v et |a, b| donnés dans le lemme

précédent. Si b < oo, alors

lim o(t) existeet lim p’(v(t)) = 0. (2.22)
t—b— t—b—
Sia > —oo, alors
. . . / o
t1_1>rar:L v(t) existe et t1_1>151+p (v(t)) =0. (2.23)

Démonstration. Soit b < +o00 € C. Alors, {v(t) : t € [q, [} est borné. Supposons que

lim o(t
t—b— ()
n’existe pas. Puisque v(f) vérifie

p(o(t) = e Tp(x), t €la, b].

Alors, chaque point w de I’ensemble w-limite de v(t) satisfait I’équation

p(w) = e p(x)
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et on peut faire un raisonnement pareil a celui du théoreme 2.7 pour avoir une contradiction.

Maintenant, hIgl v(t) existe, entrainant 1’existence de | = 111;1 p'(w(t)). Mais I = 0, sinon la
t—b— t—b—

solution (2.20) peut étre prolongée en dehors de I'intervalle maximal |a, b[. On peut déduire

(2.23) avec les mémes arguments.[]

Lemme 2.5. Supposons que x € C, p'(x) = Oet p(x) # 0. Il existe 6 > 0 tel que si s € R et

0 < |s| <9,alors

1) Pours > 0, il existe une fonction f : [0, s| — C telle que

fO) =x et p(f)'(t) = —p(f(t), t€[0,s] (2.24)
et
2) Pours < 0et o = —s, il existe une fonction h : [0, o] — C telle que

ho) = x et p()'(t) = —p(a(), t€ 0, 0], (225)

Démonstration. Choisissons g > 0 tel que,siy € C,0 < |y — x| < ro,on a p(y) # p(x)

et p’(y) # 0. Soit x; la racine du polynéme défini par
Qsx(y) = ply) —e*p(x), y € C.
Pour s # 0, tel que |x; — x| < rp, prenons as, b et vs de fagon a ce que
0s(0) = x5, p(vs)'(t) = —p(vs(t)), t €las, by,

aveca; < 0 < bs et |as, bs| est maximal dans le sens du lemme 2.3. Choisissons r > 0 tel que

r < ro. Alors, il existe § > 0 tel que pour 0 <s < J,ona
los(t) — x| <rsias <t<O. (2.26)

Pour montrer (2.26), on suppose le contraire. Soit {sk}lligo une suite décroissante de réels

positifs convergeants vers 0, telle que, si k est un entier positif, alors il existe t €las,, 0[ ,
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permettant

Pour chaque entier positif k, notons par t; la plus grande valeur dans |ay_, 0] vérifiant
v, (1) — x| = 7.
Il est clair que si ty <t <0, alors |vs, (t) — x| < retdonc

p'(0s, (1) #0, p(vs (1)) # p(x). (2.27)
Puisque pour tout k, Qs, x(xs,) = 0, alors
p(op, (1) = e 'p(xs,) = e~ st p(x), as, <t <0. (2.28)

Si ty < —sg, on peut prendre ici t + s, = 0 et de (2.28), on a p(vs (t)) = p(x) malgré
que |vs, (t) — x| < r < 19, qui est une contradiction. Dong, ty > —si, k = 1, 2, ... Puisque

lim (t; + sx) = 0 (du fait que lim sy =0)on a
k— o0 k—o0
p(vs, (tx)) = p(x) lorsque k — oo. (2.29)

D’autre part, |vs (tx) —x| =71, k=1, 2, ... il existe donc une sous suite de {vsk(tk)}llzgo qui
converge vers un élément y € C tel que |y — x| = r. Mais d’apres (2.29), on a p(y) = p(x),
qui est une contradiction avec (2.27), donc (2.26) est vraie. Choisissons ¢ telle que (2.26) soit
vérifiée. Si s €]0, ¢[, on peut voir que a; = —s, puisque les deux cas a; < —s etas > —s,
conduisent a une contradiction. Mais d’apres le lemme 2.4,si 0 < s < §, alors y = tl_l}IaIsI vs ()

existe, p'(y) = O et |y — x| < r puisque a5 = —s, impliquant y = x. Pour 0 < s < 4, on
définit f : [0, s] — C par

f0)=x, f(t) =vs(t=s), tc[0,s]

et il est clair que f satisfait (2.24). Et de la méme facon, on peut montrer (2.25). 0
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Démonstration du théoréme 2.8: Prenons x € C.

Cas 1. Si p(x) =0, alors on prend z(t) = x, t € R.
Cas 2. Supposons que p(x) #0 et p’(x) # 0. Utilisant le lemme 2.3, choisissons v qui satisfait

(2.20) ot |a, b[ est maximale et ¢ = 0, i.e. v(0)x. Si b < oo, alors grace au lemme 2.4,

y = tlim v(t) existe et p(y) # 0 et p’(y) = 0. En utilisant le lemme 2.5, prenons une
fonction f satisfaisant (2.24) et prenons v(b) 111;1 v(t) tel que sit € 0, s[, alors
t—b—

v(b+t) = f(t).
Utilisons maintenant, successivement les lemmes 2.3, 2.4 et 2.5 pour avoir une fonction

p(v(t)), t€la, oo[.Sia = —oo on conclus. Si

v définie sur Ja, oo| telle que p(v)’(¢)
a > —oo, on passe a la limite et dans tous ces cas la fonction z est dans S.

Cas 3. Supposons que p(x) # 0et p’(x) = 0. Prenons f et h satisfaisant respectivement (2.24)

et (2.25) et définissons w sur [—0, s] telle que

p(v(t), t € [—0o, s|. Pour conclure, on utilise les lemmes 2.3,

notons que p(v)’(t)
2.4 et 2.5, puis prolonger z par passage a la limite lorsque ¢, s — co.

. Par définition, M contient toutes les racines de p. De

Démonstration du théoreme 2.9 :
plussiz € Setz(R) N M’ # @ alors z(R) C M’ et dans ce cas la racine u = tlim z(t) doit
—o0

étre dans S.
Dong, chaque composante connexe M’ de M contient au moins une racine de p.

Supposons qu'une composante connexe M’ de M contient plus d'une seule racine de

., U, Ol e est un entier strictement positif. Soit { M}, M}, ..., M,} une

p,asavoir uy, uy, ..
partition de ’'ensemble M/, telle que

M;:{xEM’ :ze S, x€z(R), u]':tli_{goz(t)}.

Puisque M’ est connexe, il existe des entiers m,n € {1, ..., e} et une suite {v;}f=> C M’
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tels que v = klim v € M,;, alors que vy, vy, ... € M), Choisissons z, z1, z, ... € S tels que
—00

z(0) =vetzx(0) =v, k=1,2,... Alors

lim z(t) = uy, limz(t) =uy, k=1,2,...
f—oc0 f—o0

Par conséquent, il existe une suite t1, tp, ... € R telle que

lim zy(f) = Uy = lim p(z(#x)) =0
k—o0 k—o0

Cependant, si on fixe un entier positif k, on a

lim 24(t) =y, Tim p(z(t)) =0

La continuité de chaque zi, k = 1, 2, ... et le fait que C est localement compact conduit a

une contradiction puisque p peut avoir dans ce cas une infinité de racines.

2.6 Conclusion du chapitre 2

Dans ce chapitre, nous montrons que I'ensemble de Julia de la méthode de Newton ap-
pliquée pour trouver des zéros du polyndme complexe p(z) = z* — 1, peut-étre généré a

partir du point pole z = 0, i.e.

p

IN, = {Np—k(O), ke IN}.

Nous exploitons ce résultat pour caractériser numériquement I'ensemble Jy, qui représente
aussi les frontieres communes des bassins d’attraction des points fixes. Nous montrons par
l'intermédiaire du calcul de la dimension fractale, que la complexité de cet ensemble dépend

(monotoniquement) d’un parametre réel. Lorsque ce parametre tend vers zéro, nous dédui-
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sons que I'ensemble de Julia est constitué des trajectoires singulieres, solution du probleme :

Trouver une fonction continue z : R — C, telle que
z(0) = zo,
p(2)'(t) = —p(z(t).

Et de ce fait, I’aspect fractal de 7, N, est détruit.
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Fig. 2.12: Le champ de vecteurs de (), avec p(z) = z°> — 1. En rouge, les trajectoires G et en vert,

les racines de p(z) (points fixes de (2)).



Chapitre 3

La dynamique de la méthode de Cauchy

Ce chapitre est consacré a I'étude d'un systeme dynamique engendré par la méthode
de Cauchy [11]. En plus du fait que cette méthode est polynomiale, la méthode de Cauchy
dépend intrinsequement d'un parametre, contrairement a celle de Newton ot l'introduction

du parametre est artificielle.

Définition 3.1. Soit p un polynéme complexe, la méthode de Cauchy est donnée par l'itération

suivante

Zkp1 = zk — A p(zk) = Gpa(ze), 3.1)

avec A € C.

3.1 Singularités, multiplicateurs et étude locale de la dyna-
mique

Puisque z — A p(z) = z si seulement si p(z) = 0, alors, les points fixes de (3.1) sont les

racines de p(z) en plus du point co. Et du fait que
oA (2) =1=Ap'(2), (3.2)

on peut déduire le résultat suivant

Théoréme 3.1. Si « est une racine simple de p(z), alors, il existe A # 0, dépendant de «, tel que les

propriétés suivantes sont vérifiés :

49
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1) Re(Ap'(a)) >0,
2) w est un point fixe attractif de G, ,,

3) Pour zy assez proche de a;

Zx = G’;,A(zo) — .

De plus, il existe un réel ¢ €]0, 1], tel que
|Zkp1 — | <clzx —af,

avec ¢ = ’G; A (@) |, i.e. la suite converge linéairement.

Démonstration. Voir [16]. 0
1
Remarque 3.1. Le point fixe co est stable puisque ——— = 0.
Gp//\(oo)

3.2 Points critiques

Un point critique pour l'itération (3.1) correspond a une solution de 1’équation
Gya(z) =1-Ap'(z) =0. (3.3)

Si « est un point fixe Gy, alors résoudre 1'équation (3.3) par rapport a A en fixant z a «,
donne lieu a des point fixes qui sont en méme temps des points critiques (points fixes super-
attractifs), I'importance des points critiques découle du théoreme suivant qui est lui méme

une conséquence directe du théoreme 1.8.
Théoréme 3.2. G, admet au plus deux point fixes attractifs.

Démonstration. Puisque deg(G;I 1) = deg(Gy 1) — 1, il suffit d’appliquer le théoréme 1.8

pour conclure.

Théoreme 3.3. Soit p un polyndme avec deg(p) > 1. alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

@ Jg,, est connexe;

(b) IIn’y a pas de points critiques finis de G,y dans A().
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3.3 Applications

Nous allons exploiter les théorémes 2.1 et 3.3 pour caractériser I’ensemble de Julia de
Gp,x dans le cas du polyndme cubique p(z) = z3 — 1. La méthode de Cauchy s’écrit sous la
forme

Zki1 =2k +A (1 — z,?;) =Gpa(z); A € C (3.4)

Les trois solutions de 1’équation p(z) = 0 sont

1 1 1 1
ng =1, “2:_5_15 3, ocgz—i—l—zi\/g.

Qui sont les seuls points fixes en plus de co. Le tableau Tab. 3.1, résume la stabilité des points

fixes de G, en fonction du parametre A Ou

attractif répulsif | indifférent
) A€ Dy AeC—Dy| A€odD;
ay A€ Dy AeC—Dy,| A€aD,
3 A€ D3 AEC—D;| A€dDs
c | Ae C—{0} - -

Tab. 3.1: Stabilité des points fixes a1 93 et 0o de G,.

1 1
D, = C:lz—Z|<Z},
1 {ze z 3‘<3}

1
D, = {ZEC: z4+—+i— <—},

6 6 3
1 V3] 1
D3 = {ZEC Z+6—l? <§}

Il est clair que D1 N Dy N D3 = {0} (voir 3.1), ce qui empéche la coexistence des trois bas-
sins d’attraction A(x1), A(a2), A(x3). Au mieux, on peut avoir deux bassins d’attraction

coexistants et dans ce cas on a les con figurations suivantes :
e A € D1 N D, implique Jg,, = dA(a1) = 0A(az) = d.A(e0) (Fig. 3.2(a)).
e A € D1 N Dsimplique Jg,, = dA(a1) = 0 A(a3) = d.A(o0) (Fig. 3.2(b)).

e A € DN D3 implique Jg,, = dA(a2) = 0 A(a3) = d.A(o0) (Fig. 3.2(c)).
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Im(z)

04 -02 O 02 04 06
Re(z)

Fig. 3.1: Les trois régions D1, Dy et D3 du plan paramétrique (Re(A), Im(A)) qui représentent
respectivement, les domaines de stabilité des points fixes a1, wy et 3.

3.3.1 Points critiques et connexité de I’ensemble de Julia

Si A # 0, 'application G, ) admet deux point critiques

xi(A) = —% et x2(A) = %

Le théoreme 1.8, permet d’approcher numériquement le plan paramétrique (Re(A), Im(A)),
en suivant uniquement les orbites des points critiques x1(A) et x2(A), au lieu d’un balayage
exhaustif du plan de phase (Re(z), Im(z)) (voir Fig. 3.3). Ce qui nous permet de trouver

A" =0.141i0.3, comme une valeur du plan paramétrique, vérifiant
e Gy, (x1(A%)) s
o Gj,(x2(A%)) ket

Entrainant la non connexité de I’ensemble de Julia ij . d’apres le théoreme 3.3 (Fig. 3.4).
On remarque que le bassin immédiat du point fixe a3, possede une infinité de petites copies
de lui méme constitués des composantes connexes du bassin d’attraction A(a3). Et on dit

que dans ce cas A(az) est Cantorien [6].
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-1475 125 065 0 0625 125 1875 25
Refz)

(a) A = 0.135 — i0.234

|
15 a1 375
1 A 25
05 - 125
8 4 8 oL
£ £
051 - -125-
-1 a1 =25
-15- a1 =375
9 | | | | | | | 5 | | | | | | |
-1875 -125 -0625 0 0.625 12 1875 25 =375 -25 -125 0 125 25 375
Re(z) Re(z)
(b) A = 0.135 + i0.234 ©A=—01

Fig. 3.2: Les bassins d’attraction des points fixes a1, ap, a3 et oo respectivement en bleue, vert, rouge
et blanc pour Gy ).



La Méthode de Cauchy non-holomorphe 54

030625

0.2625[

021875

0.04375 0.0875 0.13125 0175 0.21875 0.2625 0.30625 0.35 0.04375 0.0875 0.13125 0175 0.21875 0.2625 0.30625 0.35
Ret) Re(h)

(@) x1(A) = —ﬁ- ®) x2(A) = %

Fig. 3.3: Plans paramétriques (Re(A), Im(A)) de la récurrence G, ) suivant les points critiques
X1(A) et x2(A). Le dégradé des couleurs indique I"ordre des cycles attractifs existants.

3.4 La Méthode de Cauchy non-holomorphe

Supposons que p(z) = z? — 1. Afin d’avoir la condition
’G%,A(“f)) =[1-Ap'(aj)| <1,j=1,2 (3.5)

avecx; = —1+1i, ap = 1+ 1, on propose de prendre

A=A(z) =bp(z); b eR.

D’ot1 la récurrence non-holomorphe

zky1 = 2k —bp(ze)p(zc); b €R (3.6)
la récurrence équivalente dans IR? est donnée par

x—2b (x> —y?>—1) x — 4dbxy?
- (x> =y =1) y (3.7)
y—4bx’y+2b(x*—y*—1)y
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151 00625
i 0125
051 01875
g g
Er E
051 0315
gk bsl 0375
LD
151 043751
2 | | | | | | | | |
-1875 -125 0625 0703125 078125 0859375 09375 101562 106375 117188
Re(z)
0257812 0290039
0263625 - 0291015
0273438 -0201992F
S gt ' S om0
F o E 088
02890621 -0.203045
0296875 - 02049221
0304688 0295898 -
y .
S
0315 o ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
0.947265 095703 0966795 09765 0987541 0988756 0969972 0991188 0992403 0.993619 0.994834
Re(z) Re(z)

(©)

(d)

Fig. 3.4: Le bassin d’attraction du points fixes az de Gy . En (b), (c) et (d), des agrandissements
successifs des zones encadrées.
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3.4.1 Singularités

Les points fixes de (3.7) autre que le point oo, sont
X1 = —Kp = (1,0), K3 — (0,0)

On remarque que les points a, sont aussi les racines du polyndéme p(z) et que le point a

l'infini est toujours attractif. La matrice Jacobienne de la récurrence (3.7) est donnée par

1—4bx*—2b (x> —y> — 1) — 4by? —4byx
—4 byx 1—4bx* —4by* +2b (x> —y> — 1)

Jg =

On peut maintenant calculer les multiplicateurs des points fixes de g et ainsi déterminer leur

stabilité (voir Tab. 3.2).

Multiplicateurs | vecteurs propres | Domaine de stabilité
o] 351 % | mogn | eyl
| 3514 | mopn | el
| 21l | mo o °
o - - be R*

Tab. 3.2: Stabilité des points fixes ay, ap, a3 et oo de g.

Il faut noter que le point fixe a; est de type noeud pour b €] — 1, 0[U]0, 1] et que pour
e he]—1,0[ |s1] < 1let|sz| > 11les vecteurs propres associés a sq et sp sont respective-
ment v; = (1,0) et vy = (0,1).
e b €]0, 1], |s1] > 1et|sa] < 1lesvecteurs propres associés a s et s, sont respectivement
v1 = (1,0) etvp = (0,1).
Maintenant; si b €]0, 1], il existe un réel ¢ > 0 tel que les images inverses successives du

segment {(0,y) : y €] — ¢, ¢[} par 'application g :

Ty = {g7*(0,y); v €] — & €[}k1a,..
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forment les frontieres des différents bassins d’attraction des points fixes a distances finies
(Fig. 3.5-3.6). On peut méme calculer explicitement 1"équation de la courbe I'1 qui est donnée

par le systeme paramétré suivant

B j:\/2—c2—|—4172
N c b ,C €] —¢¢f (3.8)
V= a

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 025 05 075 1 125 15 175 2
Re(z) Refz)

(a) (b) Un agrandissement de la figure (a)

Fig. 3.5: En vert le bassin d’attraction du point fixe 1 et en bleue le bassin d’attraction du point fixe
ay (b =0.1).

Remarque 3.2. Il faut noter que la récurrence (3.6) peut étre vue comme un schéma de minimisation

par le gradient de la fonction

flry) =3 1P, 2 =x +iy 39)

On trouve

Vi(xy) =p2)p'(2)
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et dans ce cas, on a
Xk+1 Xk+1

= — bV f(xp, yx)
Yi+1 Yik+1

Ce type de dynamique est étudié dans un cadre plus général -espace de Banach- dans [29, 30, 31].

Fig. 3.6: Les courbes I'y, I'2, I's et I'y respectivement en noir, bleue, rouge et vert.

3.4.1.1 Cycles d’ordre deux

Les bassins d’attraction des points fixes a distance finie de (3.7) sont délimités par les
cycles d’ordre deux, de ce fait nous pouvons calculer les limites radiales { —¢, ¢} et verticales
{—¢,¢€'} de ces bassins d’attraction, en calculant les cycles d’ordre deux de la forme (x*,0)

et (0,y*), xx, y* € R. Ce qui nous donne

. b
b
oo [IED
b

Proposition 3.1. Il n y a pas de cycles d’ordre deux attractifs, pour la récurrence g.

Démonstration. Une démonstration "tres simple" consiste a calculer les cycles d’ordre

deux puis étudier la stabilité des singularités (Voir I’annexe A). [
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3.5 Conclusion du chapitre 3

Ce chapitre est consacré principalement a la méthode de Cauchy :
Zk1 = 2k — Ap(zg); A eC. (3.10)

On montre que pour des valeurs bien déterminées du parametre A, 'un des points critiques
de (3.10) est attiré par le point a I'infini. Ce qui va influer sur 1’aspect topologiques de I’en-
semble de Julia et par conséquent, le bassin d’attraction des cycles attractifs (a distance finie)
est non-connexe. On remarque aussi que la méthode de Cauchy ne parvient pas a trouver
toutes les racines d"un polyndme donné. Nous parvenons a remédier a cet inconvénient par
I'introduire d"une mise a 1’échelle non-holomorphe (multiplication par une fonction non-

holomorphe) :

zkr1 =2k —bp(z)p(z) = 8(zk); b € R.
Pour cette modification, nous montrons essentiellement que si

p(z) =z —1etbclo, 1],

alors la frontiere des bassins d’attraction des points fixes est donnée par itération inverse

d’un segment de droite i.e.

Iy = {g_k(O,y); ye]—ge[ti=1n,...

telle que



Chapitre 4

La Méthode de Cauchy Perturbée

4.1 Position du probleme

Soit la récurrence non holomorphe, donnée par la méthode de Cauchy perturbée

zky1 = zx —ap(ze) — bp(z)p(zr) (4.1)

Ou p(z) = z? — 1, a et b sont des réels positifs. En remplagant z; = xj + iyy et Zx = x — iy
dans (4.1), on obtient la transformation ponctuelle dans IR? suivante

Xep1 =X —2b(xF —yF — D)xy —4bxyr —a(xf —yz — 1)

G: (4.2)

Yierr = Yk + 20 (5§ — yi — Dy — 40 X3y — 2a xpy.
Pour cette récurrence, le calcul analytique des cycles attractifs d’ordre supérieur a 1 est
presque impossible et, dans ce cas, on a recours aux techniques de balayage numérique :
Pour chaque valeur du plan paramétrique (a,b), on effectue un balayage du plan de phase
(x,y), a la recherche des cycles attractifs. Cette méthode, bien qu’elle soit efficace pour un
grand nombre de récurrences, souffre de quelques insuffisances, telles que la lenteur (due
au nombre élevé d’opérations effectuées !), la possibilité de ne pas détecter certains cycles,
"échappant" au balayage (a cause de la la résolution limitée du plan de phase). Plus grave

encore et comme dans le cas de (4.2), on peut confondre des cycles "semi-stables" avec des

1. Dans la pratique nous avons besoin d’au-moins 400 x 400 x 10 x 10 = 16 x 10° appel de procédures.
Avec une résolution d’au-moins 400 x 400 points pour le plan paramétrique et 10 x 10 points pour le plan de
phase.

60
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cycles stables. En effet, la figure Fig. 4.1 représente le balayage du plan paramétrique de la ré-
currence (4.2) avec la technique décrite précédemment. En prenant le point (—1.150, 0.2900)
dans une région du plan paramétrique, ot1 on remarque une abondance de cycles d’ordre
deux, on trouve & = (—1.399765092, 0), comme cycle d’ordre deux. Les multiplicateurs de
ce cycle sont

pp = —12.61386392, uy = 0.145388264

avec v1 = (1, 0) comme vecteur propre associé a la valeur propre yj et v, = (0, 1), le
vecteur propre associé a . Puisque |pp| < 1, on dit que « est un cycle semi-stable, i.e. « est

attractif pour la restriction de la récurrence (4.2) sur la droite
{(—1.399765092, y) : y € R}.

Le recours a la vérification numérique de la stabilité de chaque cycle détecté, augmentera
considérablement le nombre d’opérations nécessaire et rendra la technique du balayage in-
efficace. La solution proposée est de remplacer le balayage du plan de phase (trop "cotiteux")
par un test effectué sur quelques points de 'ensemble des points critiques.

Par la suite, on va justifier ce choix.

4.2 Points critiques et bassins d’attraction

4.2.1 Le cas unidimensionnel

Dans [12, 46], il est introduit pour la premiére fois la notion de dérivée Schwarzienne

dans I’étude des récurrences unidimensionnelle de la forme

Xey1 = f(xx)

telle que f : R — R est une fonction de classe C°.
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Fig. 4.1: Plan paramétrique de la transformation (4.2), utilisant la méthode du balayage des deux
plans (plan paramétrique et plan de phase).

Définition 4.1. La dérivée Schwarzienne de la fonction f en x est donnée par

') 3<f”(x)>2
iy )

Par la suite, on suppose que f admet un nombre fini de point critiques, le résultat prin-

cipal énoncé dans [46] est :

Théoreme 4.1. Si w est un point périodique pour f , A*(«) le bassin immédiat de « (qui est dans ce
cas un intervalle ouvert) et S(x) < 0 pour tout x dans A*(a), alors A*(«) contient au moins un

point critique.

Remarque 4.1. La condition sur la drivée Schwarzienne est suffisante seulement, et dans I'exemple

qui suit, nous illustrons ce fait.
Exemple 4.1. Soit la récurrence unidimensionnelle donnée par

1 5 125 ,

1 ;5 > 1
e e — [ _ _ _ 4
Xer1 = f(xg) 10 xp + 1000 X 2xk X 9xk (4.3)
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Cette récurrence admet les points fixes suivants a1 = 0, ag >~ —2.6973674 et g =~ 2.7650378,

seul wy est attractif. Les points critiques de (4.3) sont cq

~ —1.7443738 et ¢, ~ 1.9145931 avec

c12 € A*(a1) =]az, az| alors que Sy(x) n'est pas toujours négative (voir Fig.4.2).

4

6

(a)

(b)

Fig. 4.2: Le graphe de la fonction f en (a) et celui de la dérivée Schwarzienne Sg en (b).

4.3 Le cas bidimensionnel

On cherche a définir une condition qui garantira 'existence des points critiques dans le

bassin immédiat d"un cycle attractif pour une transformation bidimensionnelle.

Soit

T : R? = R?,

une transformation ponctuelle qui définit la dynamique discréte suivante

¢ : R2 = R,y : R? = R, etsoit J7(x,y) =

(Xkg1,Yk41) =

T(xk/ yk) =

point (x, ) € R?, Dy = det(Jr), VDr = (22,2

(@ (xk, yx), P (xk, Yx))
99 (4 ¢
g;( Y) gi( %Y , le Jacobien de T au
x(ny) 5 (xny)
2 2
_ dx xoy
) et Hp, = 2D #D

My
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Définition 4.2. On dit que la transformation T vérifie la condition C1 au point (x,y) € R? si

AAy >0
VDr(x,y) = (0,0) et
AlDT(x,y) <0

Oit Ai(i = 1,2) sont les valeurs propres de Hp,(x,y).
Hypothese 1. Supposons que « est un point périodique attractif pour T, que A*(«) est son
bassin immédiat, et que T vérifie la condition C1 pour tout point (x,y) € A*(«).

Proposition 4.1 ([43]). Soit & € R? qui satisfait I'hypothése 1 et notons Cr I'ensemble des points

critiques de T, i.e.

Cr = { (x,y) € R? : Dy(x,y) = 0}

alors

A*(@)NCr # @

Lemme 4.1 ([43]). SiT" =T oTo---oT. On montre la formule suivante

n—1
Joo(x,y) = [ Jri (%, )
i=0

Proposition 4.2 ([43]). Soit T : R? - R%et P : R? — R? deux transformations ponctuelles
vérifiant la condition C1 au point (x,y) € R?, alors T o P vérifie aussi cette condition au point

(x,y) € R

Corollaire 4.1 ([43]). Soit la transformation T : R?> — R? qui vérifie la condition C1 au point

(x,y) € R?, alors pour tout entier n > 1, T" vérifie cette condition au point (x,y) € R,
Définition 4.3. On appelle courbe critique, toute composante connexe de Cr.

Lemme 4.2 ([43]). Si le nombre de courbes critiques est fini alors le nombre de cycles attractifs I'est

aussi.

L’exemple suivant justifie 1'utilisation de la condition C1.
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Exemple 4.2. Soit la récurrence bi-dimensionnelle définie par la fonction

F(x,y) = (—x* 4+ x® +ax+xy?, by), (4.4)

9
avec a 10

Le systeme (4.4) admet les points fixes suivants :

= (0, 0),
xy = (0.8669513176, 0),
a3 = (0.4126055723, 0),
= (—0.2795568899, 0).

La figure (Fig. 4.3), indique que le bassin immédiat A*(aq) ne contient pas de points critiques. Ce
qui implique (normalement) la non vérification de la condition C1. En effet, la matrice Jacobienne de

la fonction F est

—4x3+3x>+a+y?* 2xy

Puisque |b| < 1, la quantité I(x,y) = —4 x>+ 3x% + a + y? détermine la stabilité des points fixes

eton:a
l(le) = 0.90, l(zxz) = 0.5483954130, Z(zxg) = 1.129756642, l(uc4) = 1.221847946. (4.6)

Donc, les points aq et ay sont stables contrairement aux points x3 et 4. Passons maintenant au

calcul du déterminant de F, son gradient et son hessien

Dr(x,y) = bl(x,y), (4.7)
VDr(x,y) = (—12x2+6x)b, 2by), (4.8)
o (5,9) — ( (—24x+6)b 0 ) | o)

0 2b

Les seuls solutions du systeme V Dg(x,y) = 0sont : {1 = (0, 0), {» = (0.5, 0). On remarque que
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{1 coincide avec le point fixe a1, donc {1 € A*(ay). Mais

6b 0
Hp, (1) = (4.10)
0 2b
i.e. les valeurs propres de Hp, (1) sont Ay = 6b > 0, Ay = 2b > 0de plus Dr({1) =ab > 0, ce
qui implique que
AMAr > 0;

MDE(Zy) > 0.

La condition C1 n’est donc pas vérifie en {1 (ce qui est en accord avec la proposition 4.1). Alors que
F"(2) — g, ce qui implique que {» € A(ay) = A*(ayp) de plus, la fonction F vérifie la condition
C1 au point {p et d’apres la proposition 4.1, le bassin A* () contient au moins un point critique, ce
qui est visible sur la figure (Fig. 4.3) oit on voit que la courbe critique traverse le bassin immédiat du

point fixe ay.

-051-

22

. 9
Fig. 4.3: Les bassins d’attraction de la transformation (4.4), avec a = b = —. La couleur bleue et

verte indiquent les bassins d’attraction des points fixes aq et ap, en blanc le bassin de oo. La courbe
critique est indiquée en rouge.
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4.3.1 Applications

Il est facile de montrer que la récurrence (4.2), vérifie la condition C1, et dans ce cas, on est
certain de I’existence d’au-moins un point critique dans le bassin immédiat de chaque cycle
attractif. On va donc modifier la technique de balayage du plan paramétrique, de sorte qu’au
lieu de faire un balayage du plan de phase, on prendra que en considération que les points

critiques. La figure Fig. 4.4 montre une différence significative avec le plan paramétrique

Fig. 4.4: Le plan paramétrique de la transformation (4.2), utilisant la technique de balayage expliquée
dans le paragraphe 4.3.1.

donné dans Fig. 4.1, et les calculs effectués a partir d’un point obtenue dans une zone du plan
paramétrique indiquent I'existence de cycle attractif d’ordre deux, nous a permis d’identifier

un cycle stable d’ordre deux (voir Fig. 4.5).

4.4 Conclusion du chapitre 4

Dans ce chapitre, nous proposons une généralisation d'un résultat concernant les trans-
formations unidimensionnelles donné dans [46], aux cas des transformations bidimension-

nelles. En effet, si

(k41 Yra1) = T(xx, i)
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0.5

-05

I I I I
-2.25 -15 -0.75 0 0.75 15 225 3

Fig. 4.5: Les bassins d’attraction de la transformation (4.2), avec a = 0.29 et b = 0.64. La couleur
bleue indique le bassin d’attraction d'un cycle d’ordre 2, en blanc le bassin de co. La courbe critique
est de couleur rouge.

est une récurrence dans IR? vérifiant 'hypothese 1 sur le bassin immédiat A*(«) d’un point
périodique w, alors A*(«) contient au moins un point critique. Nous exploitons ce résultat
pour améliorer 1'efficacité des méthodes de balayage numérique du plan paramétrique. Ce
qui va nous permettre par la suite de calculer -avec précision- les différents cycles attractifs

d’une récurrence donnée.
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Annexe A

Calcul des cycles d’ordre deux de la

récurrence g

A1 Cycles d’ordre deux de la transformation g

La résolution de 1’équation

& (x,y) = (x,y)

donne lieu a huit solutions a;, j = 1,2,..8, telles que

1. ] = b—gl
2. ap = (0,1/50)
3. L-b)

;_\
@‘
~—

4. 0(4 — O, b

5. %\/ 2b_1_\/m)
6. ag = (0,1 _2b— 1—\/W)
7. a7 = ( %\/ 201 Vi ko3
8. ag = (0,1 \/ 2b-1-VAF14b-3)
Multiplicateurs

Les multiplicateurs des cycles d’ordre deux de g sont données dans le tableau suivant

70



Cycles d’ordre deux de la transformation g

71

Valeurs propres

ap | 57 = 25+ 40b + 1662, s, = 1 + 16b% + 8b
ay | 57 = 25+ 40b + 1662, s, = 1 + 16b* + 8b
a3 | 57 =14 160> — 8b, sy = 25 — 40b + 16b>
ag | 51 =14+ 160> — 8b, sy = 25 — 40b + 16b>
X5 51 =1+4b+8b?, sy =7+ 8b — 8b?
Ke 51 =1+4b+8b?, sy =7+ 8b — 8b?
a7 | sp=1—4b+8b? sp =7 — 8b — 8b?
ag | sy =1—4b+8b? s =7 — 8b — 8b?

Tab. A.1: Tableau des cycles d’ordre deux de g .



Annexe B

Programmes en Fortran90 et en C++

B.1 Programme en Fortran90 donnant le bassin d’attraction
d’une récurrence complexe

!Programme FBassinsC (c) Sahari M.L.09/06/2009

implicit none

double precision pasl,pas2,x0,y0,x1,yl,aa

double complex z,za,zz,zl1,z2,z3,lambda

integer(4) j,k,i,nn

integer, parameter::np=600,ngrand=180,1=9

double precision, parameter::eps=le-2,c=dble(0),a=dble(0.1),b=dble(0.1)

double precision, dimension(2) ::x,xx,xa

x0=dble(-2.5)

x1=dble(2.5)

yO=dble(-2.0)

y1=dble(2.0)

z1=dcmplx(1,0)
z2=dcmplx(-0.5,-0.8660254040)

z3=dcmplx(-0.5,0.8660254040)
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open(1,FILE="out.dat’)
Open(Q,FILE=’init.dat’)

write (2,%) x0,x1,y0,yl,np,a,b

pas1=DBLE((x1-x0)/(np))

pas2=DBLE((y1-y0)/(np))

do i=0,np
do j=0,np

x(1)=point_suiv(x0,i,pasl)

x(2)=point_suiv(y0, j,pas2)

za=dcmplx (x(1),x(2))

Recc:do k=1,ngrand

if (cdabs(za)>dble(1e5)) then
goto 30

endif

z=rec(za,a,b,1)

if (cdabs(z-z1)<eps) then
write (1,*) i+1,j+1,1
goto 30

endif

if (cdabs(z-z2)<eps) then
write (1,%) i+1,j+1,2

goto 30
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endif

if (cdabs(z-z3)<eps) then
write (1,*) i+1,3j+1,3
goto 30

endif

zZa=z
enddo Recc

30 enddo U
enddo !! i

contains

FUNCTION rec(zz,a,b,1)
double complex zz,lambda,x,rec
double precision a,b
integer(4) i,l
X=2zz
lambda=dcmplx(a,b)
do i=1,1
if (cdabs(x)>dble(le2)) then
goto 33

endif

rec=x-b*(p(x,lambda)*dconjg(dp(x,lambda)))-a*p(x,lambda)

X=rec
33 enddo

end function
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FUNCTION p(z,lambda)
double complex z,p,lambda
p=z**2-dcmplx (1)

end function

FUNCTION dp(z,lambda)
double complex z,dp,lambda
dp=dcmplx (2) *z

end function

FUNCTION point_suiv(x,i,pas)
double precision point_suiv,x,pas
integer 1
point_suiv=x+(ixpas)

end function

B.2 Programme en Fortran90 donnant le plan parametrique

d’une récurrence complexe

implicit none

double precision pas_phsl,pas_phs2,pas_parl,pas_par2,x0,y0,x1,y1,a0,al,b0,bl,a,b,aa
double complex z,za,zz,lambda

integer(4) j,k,kk,i,i_par,j_par,nn

integer, parameter::np_phs=8,np_par=600,ngrand=280,1=13

double precision, parameter::eps=le-5,c=dble(0)

double precision, dimension(2) ::x,xx,xa



Programme en Fortran90 donnant le plan parametrique d’une récurrence complexe 76

a0=dble(-2)
al=dble(2)
bO=dble(-2)
bi=dble(2)
x0=dble (-2)
x1=dble(2)
yO=dble (-2)
yil=dble(2)

open(1,FILE=’out.dat’)
open(2,FILE=init.dat’)
write (2,%) a0,al,b0,bl,np_par

pas_phs1=DBLE((x1-x0)/(np_phs))
pas_phs2=DBLE((y1-y0)/(np_phs))
pas_par1=DBLE((al-a0)/(np_par))

pas_par2=DBLE((b1-b0)/(np_par))

do i_par=0,np_par
do j_par=0,np_par

a=point_suiv(a0,i_par,pas_parl)

b=point_suiv (b0, j_par,pas_par2)

do i=0,np_phs
do j=0,np_phs

x(1)=point_suiv(x0,i,pas_phsl)

x(2)=point_suiv(y0, j,pas_phs2)
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za=dcmplx (x(1) ,x(2))

Recc:do k=1,ngrand

if (cdabs(za)>dble(1e5)) then
goto 30

endif

z=rec(za,a,b,1)

if (cdabs(z-za)<eps) then
goto 40
endif
za=z
enddo Recc

40 do nn=1,1
do kk=1,ngrand
za=rec(za,a,b,1)
if (cdabs(za)>dble(1e5)) then
goto 30
endif

enddo

if (cdabs(za)>dble(1e5)) then
goto 30

endif

z=rec(za,a,b,nn)
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if (cdabs(z-za)<pas_parl.and.k>1) then

write (1,%) i_par+l,j_par+l,nn
'write (1,*) a,b,nn

goto 50

endif

enddo Inn

30 enddo '
enddo i

50 enddo !! j_par

enddo !! i_par

contains

FUNCTION rec(zz,a,b,1)
double complex zz,lambda,x,rec
double precision a,b
integer(4) 1i,l1
X=zz
lambda=dcmplx(a,b)
do i=1,1
if (cdabs(x)>dble(le2)) then
goto 33

endif

rec=x-b*(p(x,lambda)*dconjg(dp(x,lambda)))-a*p(x,lambda)
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X=rec
33 enddo

end function

FUNCTION p(z,lambda)
double complex z,p,lambda
p=z**2-dcmplx (1)

end function

FUNCTION dp(z,lambda)
double complex z,dp,lambda
dp=dcmplx (2) *z

end function

FUNCTION point_suiv(x,i,pas)
double precision point_suiv,x,pas
integer 1
point_suiv=x+(ixpas)

end function
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B.3 Programme en C++ donnant le bassin d’attraction de la
méthode de Newton

///////////Programme CBassinC 1.3 (c) Sahari M.L.12/01/2010
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#define PI 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078
#define PI2 (PIx*2)

#define SQ2 1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990
#define SQ3 1.732050807568877293527446341505872366942805253810380628055806979451
#define FI 1.6180339887498948482045868343656381177203091798057628621354486227052

#define LAMBDA 1.9

#define SX 1111

#define SY 1111

#define POLY(z) LAMBDAxz*zxz + (-1)

#define DPOLY(z) 3xz*z

//#define POLY(z) z*z*xzxzxzxz*xzxzxz + (-1)

//#define DPOLY(z) Oxz*zxz*xz*xz*xz*xz*z

//#define POLY(z) z*z*zxzxz + (-31) * z*xz*xz + (-5-21) * zxz + (3) *x z + (1)

//#define DPOLY(z) BS*z*xzxz*xz + (-31i) * 3*zxz + (-5-2i) * 2%z + (3) * 1

//#define POLY(z) z*zkxzxzxz*xz + (2-41) * zxz*xzkxzxz + (-1) * z + (2+41)
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//#define DPOLY(z) 6*z*zxz*xz*xz + (2-41i) * Bxz*xzkxzxz + (-1) * 1

//#define POLY(z) zxz*zxzxz + (-1) * z + (-1)

//#define DPOLY(z) 5*z*zxzxz + (-1)

*

1

//#define POLY(z) z*z*zxzxz + (-1)

(cos(__imag__ z)+lixsin(__imag _ z))*

exp(__real__ z)

//#define DPOLY(z) b*zxz*z*z (cos(__imag__ z)+lixsin(__imag__ z))*

exp(__real__ z)

#define RSD 1923879

#define BPL ((SX*3+3)&~3)

void seedr(unsigned int);
unsigned int rnd();

unsigned int rndm(unsigned int);

unsigned char bhdr[54]={

0x42, 0x4D, 0x36, 0x00, 0x30, 0x00, 0x00, 0x00, 0x00, 0x00,
0x36, 0x00, 0x00, 0x00, 0x28, 0x00,

0x00, 0x00, 0x00, 0x04, 0x00, 0x00, 0x00, 0x04, 0x00, 0x00,
0x01, 0x00, 0x18, 0x00, 0x00, 0x00,

0x00, 0x00, 0x00, 0x00, 0x30, 0x00, 0x12, 0xOB, 0x00, 0x00,

0x12, 0xOB, 0x00, 0x00, 0x00, 0x00,0x00, 0x00, 0x00, 0x00, 0x00, 0x00};

unsigned char po[BPL];

double gr[SY][SX][3];
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void drawit();

int main(int a, char **xb) {
FILE x*o;
int x, y, ¢;
double t;

char *p;

srand (time (0));

drawit();

p=bhdr+2; *p++=x=54+BPL*SY; *p++=x>>=8; *p++=x>>=8; *p=x>>=8;
p=bhdr+18; *p++=x=SX; *p++=x>>=8; *p++=x>>=8; *p++=x>>=8;

*p++=x=8Y; *p++=x>>=8; *p++=x>>=8; *p=x>>=8;

if (! (o=fopen("newtroot.EPS", "wb"))) {
fclose(o);
printf ("Couldn’t open output file.\n");

return(0) ;

fwrite(bhdr, 54, 1, o);

for (x=5X*3;x<BPL;++x) po[x]=0;

for(y=SY-1;7y;--y) {

for (x=0,p=po;x<SX;++x) for(c=2;7c;--c) *p++=(t=grly] [x] [c])<=070: (t>=17255:t*255);

furite(po, BPL, 1, 0);
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fclose(o);

return(0) ;

void drawit() {
int x, y, ¢, n, bn, dx, dy, dz;
unsigned int m, p;
_Complex double z, w;
double f, s;
seedr (RSD) ;
for (y=0;y<SY;++y) for(x=0;x<SX;++x) {

z=(x*(10./8X)-5) - (y*(10./SY) -B) *1i;

for(f=s=1;f>.01&&(__real__((w=(POLY(2)))*"w))>.01;f*=.95,s8=-58) z=z-w/(DPOLY(z2));

for(n=0;n<10;++n) z=z-(POLY(z))/(DPOLY(z2));

z=f*(zxz) / (2%~ z) ;

grly] [x] [0]=.5%f/*+.02%s*f*/+.24%(__real__(z))-(SQ3*.24)*(__imag__(z));

gr[y] [x] [1]=.5%f/*+.02xs*f*/+.24%(__real__(z))+(SQ3*.24)*(__imag__(z));

grly] [x] [2]=.5%f/*+.02xs*f*/-.48%(__real__(z));

unsigned int rseedal[624];

int rseedu;

void seedr(unsigned int s) {
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int n;

rseedu=624; rseedal[0]=s; for(n=1;n<624;++n) rseedal[n]=s*=69069u;

#define TEMPBLAH(x,y,z) { v=(rseeda[x]&0x80000000) | (rseedalyl&O0x7fffffff);\
rseedal[x]=rseedal[z] ~(v>>1) ~(0x9908b0df& (0- (v&1))); }

void gennewr() {

int n;

unsigned int v;

for (n=0;n<227;++n) TEMPBLAH(n, n+1, n+397);

for(;n<623;++n) TEMPBLAH(n, n+1, n-227);

TEMPBLAH (623, 0, 396);

rseedu=0;
}

#undef TEMPBLAH

unsigned int rnd() {
if (rseedu>=624) gennewr();
unsigned int v=rseedal[rseedut+];
vo=v>>11;
v~=(v<<7)&0x9d2c5680;
v~=(v<<15)&0xefc60000;
vT=v>>18;

return(v) ;

unsigned int rndm(unsigned int m) {
unsigned int v, c=(0u-m)/m;
while((v=rnd())/m>c);

return(vim) ;



Programme en C++ donnant le bassin d’attraction de la méthode de Newton 85




Bibliographie

[1] L. V. Ahlfors. Complex analysis, McGraw-Hill, New York, (1966).

[2] N. Akroune, Sur une variante de la méethode des boites pour la détermination nu-
mérique de la dimension fractale d ?un sous-ensemble du plan, C. R. Math. Acad. Sci.

Paris, Ser. I 338 (2004), 899 ?904.

[3] M. Audin. Fatou, Julia, Montel, Le grand Prix des Sciences Mathématiques de 1918,
et Aprés..., Springer-Verlag Berlin Heidelberg (2009).

[4] A.FE Beardon. Iteration of Rational Functions, Springer-Verlag (1991).
[5] A.Beardon. Algebra and Geometry, Cambridge University Press (2005).

[6] P. Blanchard. Complex analytic dynamics on the Riemann sphere, Bull. Amer. Math.
Soc. 11 (1984), 85-141.

[7] H. Brolin. Invariant sets under iteration of rational functions, Ark. Mat. 6 (1965), 103-
144.

[8] X.Buff and A. Cheritat. Ensembles de Julia quadratiques de mesure de Lebesgue stric-
tement positive, Comptes Rendus Mathématiques (2005) e 341 /11, 669-674.

[9] A. Cayley. Desiderata and suggestions. No. 3. The Newton-Fourier imaginary pro-
blem, Amer. J. Math 2 (1879), no. 1,97.

[10] A. Cayley. The Newton-Fourier imaginary problem, Amer. Jour. of Math. 2 (1879), p.
97.

[11] A. Cauchy. Méthodes générales pour la résolution des systemes d’équations simulta-

nées. Compte rendus Acad. Sc. Paris,Tome 25 (1847) 536-538.

[12] W. De Melo and S. van Strien. One-dimensional dynamics : the Schwarzian derivative

and beyond, Bull (New Series) Am. Math. Soc. 18 (1988).

86



Bibliographie = 87

[13] B. Devaney. An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Westview Press, (2003).

[14] A. Douady, J. H. Hubbard. Etude dynamique des polynomes complexes, Prépublica-
tions Mathématiques d’Orsay 84-02, Université de Paris-Sud, 1984.

[15] A. Douady and J. H. Hubbard. On the dynamics of polynomial-like mappings, Ann.
Sci. Ecole Norm. Sup. 18 (1985) 287-344.

[16] I Djellit and M. L. Sahari. Cauchy’s Method as Dynamical System, Proc. of IEEE Work-
shop on Nonlinear Maps and their Applications (NOMA’07), pp. 75-78. INSA Tou-
louse (2007).

[17] K.]. Falconer. The Geometry of Fractal Sets, Cambridge Tracts in Mathematics, vol. 85,

Cambridge University Press, Cambridge (1986).

[18] P. Fatou. Sur les équations fonctionelles, Bull. Soc. Math. France, 47, 1919, 161-271; 48,
1920, 33-94 et 208-304.

[19] H. Farkas and I. Kra. Riemann Surfaces. Springer Graduate Text in Mathematics

(1980).

[20] M.]. Feigenbaum. Quantitative universality for a class of non-linear transformations,

J. Stat. Phys. 19 (1978), 25-52.

[21] W.]. Gilbert. The complex dynamics of Newton’s method for a double root, Comp. &
math. with app. (1991), vol. 22, no10, pp. 115-119.

[22] A. A. Goldestein. Cauchy’s method of minimization, Numer. Math. Vol. 4, N°1, 146—
150 (1962).

[23] P. Grassberger and I. Procaccia. Measuring the Strangeness of Strange Attractors. Phy-
sica D : Nonlinear Phenomena 9 (1 ?2) : 189 7208 (1983).

[24] EV. Haeseler, H.-O. Peitgen. Newton’s method and complex dynamical systems, Acta.
Appl. Math. 13, 3-58(1988).

[25] H. Jongen, P. Jonker and F. Twilt. The continous, desingularized Newton Method for
meromprphic functions, Acta Appl. Math. 13 (1988), 81-121.

[26] G. Julia. Mémoire sur l'itération des fonctions rationelles, J. de Math. pures et appli-

quées, ser. 8.1, 1918, 47-245.



Bibliographie = 88

[27] L. Kantorovich. Sur la méthode de Newton, Travaux de I'Institut des Mathématiques

Steklov, XXVIII, 104-144 (1949).

[28] J. Milnor. Dynamics in One Complex Variable : Introductory Lectures, LM.S. SUNY at
Stony-Brook (1990).

[29] ]J.W. Neuberger. Sobolev gradients and differential equations, Springer Lecture Notes
in Mathematics 1670 (1997).

[30] J. W. Neuberger. Integrated form of continuous Newton’s method, Evolution equa-

tions, 331-336, Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 234, Dekker, New York (2003).

[31] J. W. Neuberger and R. ]. Renka. Sobolev gradients : introduction, applications, pro-

blems, to appear in : Contemporary Mathematics (AMS, Northern Arizona).

[32] S. Lattes. Sur l'itérartion des substitutions rationnelles et les fonctions de Poincaré, C.

R. Acad. Sci. Paris 166 (1918), 26-28.

[33] E. Lorenz. Deterministic nonperiodic flow, Journal of the Atmos. Sci. 20 (1963), 448-
464.

[34] B.B. Mandelbrot. The Fractal Geometry of Nature, W. H. Freeman and Co. New York
(1982).

[35] H. -O. Peitgen and P. H. Richter. The Beauty of Fractals, Springer-Verlag, Heidelberg
(1986).

[36] H.-O. Peitgen and D. Saupe. The Science of Fractal Images, Springer-Verlag (1988).

[37] H.-O. Peitgen. M. Prufer, and K. Schmitt. Global aspects of the continuous and discrete
Newton method : a casestudy, Acta Appl. Math. 13 (1988), no.1-2,123-202.

[38] L. Perko. Differential Equations and Dynamical Systems. Springer (1991).

[39] W. B. Richardson. Steepest descent using smoothed gardients, App. Math. and Com.
112. pp. 212-254 (2000).

[40] M. L. Sahari and I. Djellit. Fractal Newton basins, Dis. Dyn. in Nat. and Soc. vol. 2006,
Article ID 28756, 16 pages (2006).

[41] M. L. Sahari and I. Djellit. Fractalisation du bassin d’attraction dans l’algorithme de
Newton modifié¢, ESAIM : Proc., Vol.20, pp. 208-216. (2007).



Bibliographie = 89

[42] M. L. Sahari and I. Djellit. The complex dynamic of conjugate gradient method, Inter.
Journ. of Comp. Math., Volume 86, Issue 3 (2009) , pp. 407 - 422.

[43] M.L. Sahari, A-K. Taha, D. Fournier-Prunaret and I. Djellit. On some properties of non-
holomorphic maps based upon the Cauchy’s method, ECIT (European Conference on

Iteration Theory), Nant, France 12-17 September, 2010.

[44] D. Saupe. Discrete versus continuous Newton’s method : a case study, Acta Appl.

Math. 13 (1988), no. 1-2, 5-80.
[45] C. L. Siegel. Iteration of analytic functions. Ann. Math. 43 (1942).

[46] D. Singer. Stable orbits and bifurcation of maps on the interval, SIAM J. Appl. Math.
35 (1978), pp. 260-267.

[47] S. Smale. The fundamental theorem of algebra and complexity theory, Bulletin of the
Amer. Math. Soc. 4, 1-36 (1981).

[48] S. Smale. On the efficiency of algorithms of analysis, Bull. A.M.S. 13 87-121 (1985).

[49] D. Sullivan. Quasiconformal homeomorphisms and dynamics I, Ann. Math. 122 (1985)
401-418.

[50] T. Ypma. Historical development of the Newton-Raphson method, SIAM Review, 37,
531-551 (1995)



Abstract

We investigate two methods of solving complex algebraic equations, Newton’s method
and the Cauchy’s, and two variants of non-holomorphic Cauchy’s method. We show that
the dynamics of these methods can be described by studying the behavior of a subset of the

phase plane.

Résumé

Nous étudions deux méthodes de résolution d’équations algébriques complexes, la mé-
thode de Newton et la méthode de Cauchy ainsi que deux variantes non-holomorphes de
la méthode de Cauchy. Nous montrons que la dynamique de ces méthodes peuvent étre

décrites par I'étude du comportement d’une partie du plan de phase.
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