


 
 

 الحدود من كثيرات لصنف التقاربي السلوك بدراسة نهتم الأطروحة هذه في      
)المدعوة بالحدية  )∞<< p0 بـ  لها نرمز التي وpnT  موجب σبوريلي  بقياس مرفقة ,

المركب  المستوي في النقاط من منته غير عدد يشملFحامل ذو منته، 
( )( )σpF sup= .
 σلقياسات  بالنسبة الحدود من كثيرات الصنف لهذا التقاربي السلوك دراسة هو هدفنا

 : الاتية الاشكال  منFوحوامل 
EF = ]  هو القطعة المستقيمة E حيث )لفصل الثالث (،  (1)  ]11،− ،α مركزة على 

E، القوس طول لوبيغ لقياس بالنسبة مطلقا مستمرةdx على E ،زيغو.  شرط  تحقق
pnTلـ التقاربية الصيغة  :التالية بالعلاقة تعطى ,



 
 Ωمن  المتراصة الأجزاء على بانتظام متقارب نحو الصفر nχو 

 
{ }∞=∪= 1kkzEF ]  هو القطعة المستقيمة E حيث )خامسالفصل ال(،    (3)  ]11،− ،

γασ +=    ،α مركزة علىE، القوس طول لوبيغ لقياس بالنسبة مطلقا مستمرةdx 
} هو قياس متقطع مركز على γزيغو و  شرط  تحقق، Eعلى  }∞=1kkz بالكتل kA عند النقط 

kz .
pnTلـ التقاربية الصيغة الحالة، هذه في  :التالية بالعلاقة تعطى ,
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Abstract

The object of this thesis, is the study of the problem of asymptotic behavior of a class

of polynomials so-called extrémal polynomials (0 < p <1) denoted by Tn;p corres-

ponding to a �nite positive Borel measure � on a compact set of the complex plane whose

support F (supp(�) = F ) contains an in�nite set of points.

The aim of this work is to establish the asymptotic formula of this class of polynomials

for measures � and supports F of the following form :

(1) F = E, (chapter 3) ; where E is the unit segment E = [�1; 1] ; � concentrated

on E and is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure dx on E, and

satis�es the Szegö condition.

The asymptotic formula of {Tn;p}, is

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n D� 1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

where, � is the conformal mapping which maps 
 on the exterior of the unit circle G ;

et D is the Szegö function associates the exterior of the segment

D(!) = exp

8<:� 1

2�p

2�Z
0

log(cos � jsin �j)! + ei�

! � ei�
d�

9=; ; (j!j > 1):

and �n (z) ! 0; uniformly in the compact sets of 
 = ext(E):

(2)F = E [ fzkglk=1, (chapter 4) ; where E is the unit segment E = [�1; 1] ; and

the points zk 2 ext(E); � = �+ `, � is concentrated on E and is absolutely continuous

with respect to the Lebesgue measure dx on E, and satis�es the Szegö condition and `

is a discrete measure concentrated on fzkglk=1, with masses Ak > 0.

The asymptotic formula of {Tn;p}, is

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B`(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;
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where, B`(z) is the �nit Blaschke product de�nes as

B`(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
:

and �n (z) ! 0; uniformly in the compact sets of 
 = ext(E):

(3)F = E [ fzkg1k=1, (chapter 5) ; where E is the unit segment E = [�1; 1] ; and

the points zk 2 ext(E); � = � + , � is concentrated on E and is absolutely continuous

with respect to the Lebesgue measure dx on E, and satis�es the Szegö condition and 

is a discrete measure concentrated on fzkg1k=1, with masses Ak > 0;

The asymptotic formula of {Tn;p}, is

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B1(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

where, B1(z) is the in�nit Blaschke product de�nes as

B1(z) =
1Q
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
:

and �n (z) ! 0; uniformly in the compact sets of 
 = ext(E):

Resumé

L�objectif de cette thèse, est l�étude du problème du comportement asymptotique

d�une classe de polynômes dits extrémaux (0 < p <1) notés Tn;p associés à une mesure

� de Borel positive, �nie, avec supp(�) = F , tel qu�il contient un nombre in�ni de points

dans le plan complexe.
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Le but de ce travail est d�établir la formule asymptotique de cette classe de polynômes

pour des mesures � et des supports F de la forme suivante :

(1) F = E, (chapitre 3) ; où E est le segment unité E = [�1; 1] ; � est concentrée

sur E et absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue longueur d�arc dx sur

E, véri�ant la condition de Szegö.

La formule asymptotique des polynômes {Tn;p}, s�écrit sous la forme :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n D� 1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

où, � est l�application conforme du domaine 
 = ext(E) vers l�extérieur du cercle unité ;

et D est la fonction de Szeg½o dé�ni par :

D(!) = exp

8<:� 1

2�p

2�Z
0

log(cos � jsin �j)! + ei�

! � ei�
d�

9=; ; (j!j > 1):

et en�n �n (z) ! 0 uniformément sur les compacts de 
:

(2)F = E [ fzkglk=1, (chapitre 4) ; où E est le segment unité E = [�1; 1] ; et les

points zk 2 ext(E); �` = �+ `; � est une mesure absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue sur le segment E = [�1; 1] et ` est une mesure discrète concentrée

sur les points zk avec les masses Ak > 0; c�est à dire  =
P̀
k=1

Ak�zk où �zk est la mesure

de Dirac au point zk.

La formule asymptotique des polynômes extrémaux fTn;p (z)g associés à � est :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B`(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

où, B` est le produit de Blaschke �ni dé�ni par :

B`(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
:
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(3)F = E [ fzkg1k=1, (chapitre 5) ; où E est le segment unité E = [�1; 1] ; et les

points zk 2 ext(E); � = � + ; � est une mesure absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue sur le segment E = [�1; 1] et  est une mesure discrète concentrée

sur les points zk avec les masses Ak > 0; c�est à dire  =
1P
k=1

Ak�zk où �zk est la mesure

de Dirac au point zk.

La formule asymptotique des polynômes extrémaux fTn;p (z)g associés à � est :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B1(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

où, B1 est le produit de Blaschke in�ni dé�ni par :

B1 =
1Q
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
;

et �n (z) ! 0 uniformément sur les compacts de 
:

Introduction
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Les polynômes orthogonaux sont les systèmes orthogonaux les plus simples et ils ont

beaucoup d�applications en physiques et mathématiques. Leur théorie a été développée

par Tchebyshev en partant du problème de l�interpolation par la méthode des moindres

carrés au moyen des polynômes de degrés donnés.

Ces systèmes de polynômes dits orthogonaux ou orthonormés sont dé�nis comme

suit :

Ln (z) = zn + ::::;

Z
E

Ln (z)Lm (z)d� (z) = 0; n 6= m; (0.1)

ou bien

pn (z) = knz
n + ::::; kn > 0;

Z
E

pn (z) pm (z)d� (z) = �nm;8 n; m = 0; 1; 2; ::: (0.2)

où � est une mesure de Borel positive, �nie, dont le support F est un sous ensemble

in�ni du plan complexe C.

On voit qu�en explicitant la mesure � et son support F , on retrouve tous les polynômes

orthogonaux classiques.

Par exemple si d� = �(x)dx et E = [�1; +1]; on obtient les polynômes de Tchebyshev,

pour �(x) = (1� x2)1=2 où �(x) = (1� x2)�1=2, ceux de Legendre pour �(x) = 1; etc..

L�un des problèmes fondamentaux des polynômes orthogonaux Ln (z) connu en ana-

lyse complexe est celui de leur comportement asymptotique quand n tend vers l�in�ni,

c�est à dire trouver un équivalent de Ln (z) pour n assez grand.

Le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux classiques est connu à

partir du livre de Szegö [55]. Szegö est lui même qui a développé la théorie asymptotique

des polynômes orthogonaux sur le cercle unité, et l�intervalle unité pour des poids qui

répondent à la condition dite de Szegö.

Durant les trentes dernières années, de nombreux résultats asymptotiques ont été
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trouvés pour les polynômes orthogonaux qui sont à l�égard de di¤érentes classes de poids,

Pour cela On recommande les ouvrages de Nevai ([39], [40], [41]), Smirnov ([47], [48],

[49]), Krein ([31]), Korovkine ([30]), Geronimus ([11], [12]), Souetine ([50]), Widom ([60]),

Kaliaguine ([19], [20]), Khaldi ([22], [23], [24], [25], [26]).

L�un des outils les plus importants dans l�étude des polynômes orthogonaux est le

fait qu�ils minimisent en norme l�ensemble de tout des polynômes normalisés de degré n;

dans l�espace de Hilbert L2 (�) ; c�est à dire ils résolvent le problème extrémal suivant :

kTn;2k2L2(�) = min
pn2Pn;1

kpnk2L2(�) =
1

k2n
; (0.3)

où kn est le coe¢ cient dominant du polynôme orthonormé pn (z) et Pn;1 désigne

l�ensemble des polynômes orthogonaux normalisés de degré n. Par conséquent on voit

que la propriété d�extrémalité est complètement équivalente à celle de l�orthogonalité.

La caractérisation des polynômes orthogonaux à partir de la propriété d�extrémalité

nous permet de dé�nir une classe plus large de polynômes notés Tn;p (z), dit polynômes

extrémaux associés à la mesure �, ils minimisent la norme Lp (�) (0 < p <1) dans

l�ensemble de tous les polynômes normalisés de degré n: c�est à dire ils résolvent le

problème extrémal suivant :

kTn;pkpLp(�) = min
pn2Pn;1

kpnkpLp(�) : (0.4)

L�étude du comportement asymptotique des polynômes extrémaux est d�un grand in-

térêt dans la théorie de polynômes orthogonaux généraux et extrémaaux ; il s�agit d�une

généralisation du problème du comportement asymptotique des polynômes orthonormés

par rapport à une mesure positive dont le support est un sous ensemble in�ni du plan

complexe C. L�étude du comportement asymptotique des polynômes extrémaux contri-

bue de façon signi�cative dans la résolution de problèmes de mathématiques et elle a

beaucoup d�applications ; citons particulièrement, les processus stochastiques, les opé-

rateurs de Toeplitz, la théorie aléatoire de la di¤usion, l�approximation rationnelle, la
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théorie spectrale,... .

Jusqu�à présent, la plupart des résultats sur la théorie du comportement asymptotique

des polynômes, se sont concentrés sur les polynômes orthogonaux (p = 2); pour lesquels la

mesure d�orthogonalité est perturbée par un ensemble in�ni de points masses en dehors du

segment (Peherstorfer et Yudiskii, 2001[43]) ou le cercle unité (Nazarov et al., 2006[38]).

En ce sens, notre résultat principal est lié à prouver le comportement asymptotique

des polynômes extrémaux pour p � 2 , sur le segment plus un ensemble dénombrable

de points masses. Ce problème est connu en analyse comme un problème intéressant et

di¢ cile.

Les résultats de cette étude sont nouveaux et font l�objet d�une publication internationale[27] ;

et peuvent être considérés comme une contribution à l�évolution de ce domaine.

Dans cette thèse on donne l�Asymptotique fort des polynômes extrémaux associés

à une mesure � concentrée sur le segment E = [�1; 1] perturbé par un ensemble in�ni

de points de masse en dehors du segment et la mesure � absolument continue par rapport

à la mesure de Lebesgue dx sur E; c�est à dire :

d�(x) = �(x)dx; � : E ! R+;
Z
E

�(x)dx < +1:

Le thèse est divisé en cinq chapitres.

On dé�nit dans le chapitre 1, les polynômes extrémaux associés à une mesure donnée

et la notion de comportement asymptotique de ces polynômes. On donnera ensuite une

synthèse des principaux cas étudiés et qui s�avèrent les plus intéressant pour notre étude

depuis le célèbre article de Szegö ([52]) en 1921 jusqu�aux derniers résultats.

Dans le chapitre 2, on introduit les outils fonctionnels de base pour étudier le pro-

blème de l�asymptotique fort des polynômes extrémaux Tn (z) ; qui sont l�espace de Hardy

Hp(
): On donnera la dé�nition de l�espace Hp(U) et ses propriétés fondamentales. On

insistera sur l�existence d�une limite non tangentielle pour toute fonction de la classe

Hp(U). L�espaces de Hardy associées à l�extérieur du disque unité est également étudié.

9



On construit dans le paragraphe 2:2 les fonctions dites de Szegö associées aux domaines

U et G ; U = fz : jzj < 1g; G = fz : jzj > 1g. La construction de base se trouve dans

le théorème 2:10 ; les di¤érentes fonctions de Szegö construites nous servent à dé�nir

l�espace de Hardy Hp(
; �), où � est la densité de la partie absolument continue de la

mesure �:

Le chapitre 3 est consacré à l�étude du comportement asymptotique des polynômes

extrémaux associés à une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Le-

besgue sur le sgment E = [�1; 1]. Plus précisément on établit la formule asymptotique

forte des polynômes extrémaux.

La formule asymptotique des polynômes {Tn;p}, s�écrit sous la forme :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n D� 1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ; (0.5)

où, � est l�application conforme du domaine 
 = ext(E) vers l�extérieur du cercle unité ;

et DG est la fonction de Szeg½o dé�ni par :

D(!) = exp

8<:� 1

2�p

2�Z
0

log(cos � jsin �j)! + ei�

! � ei�
d�

9=; ; (j!j > 1): (0.6)

et en�n �n (z) ! 0 uniformément sur les compacts de 
:

On détaille dans le chapitre 4, le comportement asymptotique des polynômes ex-

trémaux associés a une mesure � dé�nie comme suit : � = � + `; � est un mesure

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur le sgment E = [�1; 1] et

 est une mesure discrète concentrée sur les points zk avec les masses Ak > 0; c�est à dire

 =
P̀
k=1

Ak�zk où �zk est la mesure de Dirac au point zk.

La formule asymptotique des polynômes extrémaux fTn;p (z)g associés à � est :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B`(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ; (0.8)
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où, B` est le produit de Blaschke �ni dé�ni par :

B`(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
: (0.9)

Dans le chapitre 5, on donne la formule asymptotique forte des polynômes extrémaux

associés à une mesure du type � = � + , où � est concentrée sur le sgment E =

[�1; 1], et  est concentrée sur un nombre in�ni de points fzkg1k=1 � Ext(E). Le résultat

obtenu dans ce chapitre constitue le résultat original de cette thèse et a fait l�objet de

la publication ([27]).
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Chapitre 1

Notations et dé�nitions

1.1 Système de polynômes extrémaux

Soit 0 < p < 1: � une mesure de Borel positive, �nie, dont le support noté par

F = supp (�) ; est un sous ensemble in�ni du plan complexe C. On désigne par Lp (C; �)

l�espace vectoriel :

Lp (C; �) =

8<:f : C! C :
Z
C

jf (z)jp d� (z) < +1

9=; ; (1:1)

R
C
jf (z)jp d� (z) ; étant l�intégrale de Lebesgue relativement à la mesure �:

Dé�nition 1. 1

Soit � une mesure de Borel positive, �nie, dont le support F contient un nombre

in�ni de points dans le plan complexe. On appelle système de polynômes extrémaux

notéfLn;p (z)gn2N associés à la mesure �; le système de polynômes fLn;p (z)gn2N véri�ant

les conditions suivantes :

1) Ln;p (z) est un polynôme normalisé de degré n; c�est à dire : Ln;p (z) = zn + ::::

2) Le système fLn;p (z)gn2N est extremal dans l�espace Lp (C; �) ; c�est à dire :

kLn;p (z)kLp(C;�) = inf
Qn2Pn;1

kQnk
Lp(C;�)

(1:2)
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où Pn;1 l�ensemble des polynômes normalisés de degré n; et

kfkLP (�) =
�
1

2�

�R
��
jf (t)jp d t

� 1
p

; 8 f 2 Lp (C; �) :

1.2 problème du comportement asymptotique des po-

lynômes extrémaux

Dé�nition1. 2

On appelle problème du comportement asymptotique des polynômes extrémaux relati-

vement à la mesure � l�étude du problème suivant :

Etudier : lim
n!1

Ln (z) ; z 2 E ou z 2 K; K compact de CnE; avec F = supp (�) :

(1.3)

La solution de ce problème dépend en général de � et de son support F:

Il existe trois types de problèmes du comportement asymptotique des polynômes

orthogonaux ou extrémaux :

Asymptotique faible des polynômes orthogonaux ou extrémaux qui consiste à

l�étude de l�asymptotique de jLn (z)j1=n : Ce problème est étroitement lié à la distri-

bution des zéros des polynômes orthogonaux ou extrémaux et il dépend de la propriété

de régularité de la mesure. L�outil principal dans l�étude de ce cas est la capacité logarith-

mique. Parmi les applications on peut citer la distribution des zéros et leur comportement

asymptotique.

Ratio asymptotique c�est l�asymptotique de
Ln+1 (z)

Ln (z)
: Un grand nombre de travaux

a été fait sur ce sujet. Dans le cas des polynômes orthogonaux sur le cercle, Szegö [55]

a obtenu des résultats de convergence pour des fonctions poids véri�ant la condition de

Szegö, ensuite moyennant la transformation de Joukowski x = 1
2
(z+ z�1) qui transforme

le cercle unité au segment [�1; +1]; il a déduit la formule asymptotique des polynômes

orthogonaux sur le segment. Le cas général sur le ratio asymptotique des polynômes
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orthogonaux sur le cercle unité, a été traité par Rakhmanov [44]. La meilleure condition

pour établir le ratio asymptotique pour les polynômes orthogonaux est la condition dite

de Rakhmanov : �0 > 0 presque partout sur le support essentiel de la mesure �.

Asymptotique fort pour les polynômes orthogonaux ou extrémaux, qui est le pro-

blème du comportement asymptotique uniforme des polynômes Ln (z) à l�extérieur et sur

le support de la mesure. Dans le cas classique d�un intervalle ou le cercle unité, la formule

forte du comportement asymptotique a été établie par Szegö [55]. La théorie de Szegö a

été prolongée et développée par Widom [60], dans le cas où le support de la mesure est

un système �ni d�arcs et de contours, ensuite par Gontchar [13] et Nikishine [42], dans le

cas où le support de la mesure est le segment [�1;+1] plus un nombre �ni de points, et

d�autres.

1.3 Synthèse des cas étudiés

Nous allons résumer dans cette partie selon la mesure � et son support F; le compor-

tement asymptotique d�une classe assez large de polynômes orthogonaux et extrémaux

relativement à la mesure � et qui s�avèrent la plus intéressante pour notre étude.

(1)F = [��; �] ; p = 2; � est absolument continue par rapport à la mesure de Le-

besgue sur[��; �] ; c�est à dire :

d� = � (�) d�; � 2 L1 ([��; �] ; d�) ; � � 0:

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur

le cercle avec fonction poids. Ce problème a été étudié profondément par Szegö en 1921

[55] : La formule asymptotique des polynômes orthogonaux fLn(z)g associés à � est :

Ln(z) �
zn

D�(
1
z
)
; jzj > 1; (1:4)

où D� est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szegö et
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elle porte son nom et dé�nit par

D�(z) = exp

8<: 1

2�p

�Z
��

log(�(�))
1 + ze�i�

1� ze�i�
d�

9=; ; (jzj < 1); (1:5)

On note qu�on peut introduire dans cette partie tous les polynômes orthogonaux

classiques (Legendre, Tchebychev, Jacobi, Hermite, Laguerre).

a) Les polynômes de Legendre correspondent à F = [�1; + 1] et �(x) = 1:

b) Ceux de Tchebychev correspondent à F = [�1; + 1] et �(x) = (1 � x2)1=2 où

�(x) = (1� x2)�1=2;

c) Les polynômes de Jacobi correspondent à F = [�1; + 1] et �(x) = (1�x)�(1+x)�;

� > �1; � > �1:

d) Si F = [0; +1[ et �(x) = x�e�x; � > �1; on obtient les polynômes de Laguerre.

e) En �n pour F = ]�1; +1[ et �(x) = e�x
2
; on obtient les polynômes d�Hermite.

Les comportements asymptotiques des polynômes orthogonaux classiques ont été étu-

diés bien avant Szegö. Citons : Mehler[36], Heine[15], Darboux[7], Hilb[16], ::: .

Mais les techniques utilisées di¤èrent de celles de Szegö et dépendent de la particularité

de chaque classe de polynômes (voir [55] pour plus de détails).

(2)F = [�1;+1] ; p = 2; � est absolument continue par rapport à la mesure de Le-

besgue sur [�1;+1] c�est à dire :

d� = � (x) dx; � � 0; � 2 L1 ([�1;+1] ; dx) :

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur le

segment avec fonction poids. Ce problème a été étudié par Szegö en 1921 [55] : Szegö a

obtenu la formule asymptotique des polynômes orthogonaux sur le segment avec fonction

poids, véri�ant la condition :

1R
�1

log � (x)p
1� x2

dx > �1; (1:6)
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dites de Szegö. Szegö dans ([55]) a établi une relation entre les polynômes orthogonaux

sur le cercle et ceux du segment. Cette relation est donnée par la formule suivante :

Tn;p(x) =
1

2n (1 + L2n(0))

�
L2n(z)

zn
+ znL2n(

1

z
)

�
; (1.7)

où, fLn(z)g est le système des polynômes orthogonaux associés à � sur le cercle

et, fTn(x)g est le système des polynômes orthogonaux associés à la mesure absolument

continue � sur le segment.

Utilisant cette relation ; Szegö a déduit la formule asymptotique des polynômes or-

thogonaux sur le segment de celle du cercle moyennant la transformation de Joukowski

x = 1
2
(z + z�1) qui transforme le cercle unité au segment [�1; +1]:

(3) F = E; 0 < p <1; E est un contour de Jordan recti�able ; est absolument

continue par rapport à la mesure longueur d�arc, c�est à dire :

d�(�) = �(�) jd�j ; � : E ! R+; � 2 L1 (E; jd�j) :

Ce problème a été étudié par Gueronimus en 1952 [11] : Gueronimus a développé le

travail de Szegö en considérant des classes de fonctions poids et de contours de plus en

plus larges. Il a obtenu l�asymtotique forte de Tn;p (z) et l�asymtotique forte de mn;p (�)

à l�extérieur de contour. Geronimus a montré la formule asymptotique suivante :

Tn;p(z) = [C(E)� (z)]
n' (z) [1 + "n(z)]; (1:8)

où, C(E) est une constante qui dépend de E, � est l�application conforme du domaine


 = ext(E) vers l�extérieur du cercle unité ; ' est une fonction holomorphe dans 
,

solution d�un problème extrémal, et en�n "n(z) ! 0 uniformément sur les compacts de


:

Mais malheureusement une relation entre les polynômes extrémaux sur le cercle unité

et le segment [�1; +1]; comme celle donée par Szegö en (1:6) dans le cas des polynômes

orthogonaux ou extrémaux reste un probleme ouvert et toujours présent.
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(4)F = E [fzkg`k=1 ; 0 < p <1; E = [�1; + 1] [ fzkg`k=1 ; � = � + ; zk 2

extérieur ([�1; + 1]) ; � est absolument continue et concentrée sur [�1; + 1] et  une

mesure discrète concentrée sur les points zk 2 ext(E)

 =
X̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0:

Ce problème a été étudié par Gontchar en 1975 [13] et il a été appliqué au problème de

la convergence des approximants de Padé de fonctions méromorphe ; Plus tard, Nikichine

a étudié ce problème explicitement pour l�opérateur de Sturm-Liouville discret [42] et par

Kaliaguine [19] dans un cas assez générale.

(5)F = E; 1 < p <1 ; E = [�1; + 1]

Ce problème a été étudié par Lubinsky et Sa¤en 1987. Lubinsky et Sa¤ ont accomodé

le résultat de Szegö [35], dans le sens où ils ont a¤aibli la condition sur la fonction poids

� en supposant que � ne véri�e que la condition :

1=� 2 LP [�1; + 1] ; 8p > 1:

La formule asymptotique des polynômes extrémaux fTn;p (z)g associés à � est :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n D� 1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ; (1:9)

où, � est l�application conforme du domaine 
 = ext(E) vers l�extérieur du cercle

unité ; et DG est la fonction de Szeg½o dé�ni par :

DG(!) = exp

8<:� 1

2�p

2�Z
0

log(cos � jsin �j)! + ei�

! � ei�
d�

9=; ; (j!j > 1): (1:10)

et en�n �n (z) ! 0 uniformément sur les compacts de 
:

(6) F = E [ fzkg+1k=1 ; � = � + ; p = 2, E = [�1;+1] ; � est non absolument conti-
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nue et concentrée sur [�1;+1], et  étant une mesure discrète concentrée sur les points

zk avec les masses Ak:

Ce problème a été étudié profondément pour la première fois dans sa forme la plus

générale en 2001 par F. Peherstorfer et P. Yuditskii [43] :

(7) F = � [ fzkg+1k=1 ; � = � + ; p = 2,

� est non absolument continue et concentrée sur le cercle �, et  étant une mesure

discrète concentrée sur les points zk avec les masses Ak:c�est-à-dire

 =
+1X
k=1

Ak�zk ; Ak > 0;

Ce problème a été étudié en 2006 par A. Vol berg, F. Peherstorfer,et P. Yuditskii

[38] :

(8)F = E [ fzkg`k=1 ; E = [�1; 1] ; zk 2 ext(E); � = � + ; � est concentrée sur E et

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue dx sur E; c�est à dire :

d�(x) = �(x)dx; � : E ! R+;
Z
E

�(x)dx < +1;

 une mesure discrète concentrée sur les points zk avec les masses Ak; c�est-à-dire

 =
X̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0;

�zk étant la mesure de Dirac au point zk: Ce cas a été étudié en 2007 pour p � 2 par

Khaldi [26] :

La formule asymptotique des polynômes extrémaux fTn;p (z)g associés à � est :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B`(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ; (1:11)

où, � (z) est l�application conforme du domaine 
 = ext(E) vers l�extérieur du cercle

unité ; et D est la fonction de Szeg½o dé�ni par :
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D(!) = exp

8<:� 1

2�p

2�Z
0

log(cos � jsin �j)! + ei�

! � ei�
d�

9=; ; (j!j > 1);

et B` est le produit de Blaschke �ni dé�ni par :

B`(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
:

Et en�n �n (z) ! 0 uniformément sur les compacts de 
:

(9)F = E [ fzkg+1k=1 ; E = [�1; 1] ; � = � + ; 1 < p <1,

� est concentrée sur E et absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

dx ; c�est à dire :

d�(x) = �(x)dx; � : E ! R+;
Z
E

�(x)dx < +1;

 une mesure discrète concentrée sur les points zk 2 ext(E) avec les masses Ak; c�est-à-

dire

 =
+1X
k=1

Ak�zk ; Ak > 0;

�zk étant la mesure de Dirac au point zk:

Ce cas a été étudié en 2011 pour p > 1 par Khaldi et Boucenna [27] et la seule

exigence de la partie absolument continue de la mesure est la condition de Szeg½o

1R
�1

log p (x)p
1� x2

dx > �1:

La formule asymptotique des polynômes extrémaux fTn;p (z)g associés à la mesure �

est :

Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n
B1(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] : (1:12)
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où, B1 est le produit de Blaschke in�ni dé�ni par :

B1 =
1Q
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
;

et �n (z) ! 0 uniformément sur les compacts de 
:
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Chapitre 2

Espaces de Hardy et Fonction de

Szegö associée au cercle unité

Les espaces Hp ainsi dénommés ont référence à G. H. Hardy [14], ont beaucoup de

propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problèmes de factorisation, les valeurs

frontières et les représentations du type de Cauchy à partir de mesures sur la frontière.

Les espaces de Hardy ont été introduits en analyse en 1915 dans le disque unité ouvert,

constituent l�outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asymptotiques des

polynômes . Utilisant les propriétés de la transformation conforme entre le disque unité

ouvert et l�intérieur d�un contour de Jordan recti�able, V. J. Smirnov [47] ; [48] ; [495]

a étudié ces espaces à l�intérieur d�un contour de Jordan recti�able. En 1951, W. Rudin

[46] :a généralisé l�étude de ces espaces dans un ouvert connexe quelconque en se basant

sur une caractérisation des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert. Cette carac-

térisation se résume dans le fait qu�une fonction appartient à l�espace de Hardy dans le

disque unité ouvert si et seulement si elle admet un majorant harmonique dans ce disque.

On recommande les ouvrages de K. Ho¤man [17], de P. Kossis [29] ; de S. Zygmund

[61] ; pour une étude approfondie des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert.
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2.1 Espaces de Hardy associée au cercle unité

2.1.1 Espace H1 (U)

Noyau et integral de piosson

Dé�nition 2. 1

Pour 0 � r < 1; t 2 R;on pose

Pr (t ) =
1P
�1

rjnjeint: (2:1)

Pour r �xé; 0 � r < 1; Pr est appelé un noyau de Poisson et ( Pr)0�r<1 est appelée la

famille des noyaux de Poisson.

Remarque 2. 1

1. Si z = rei � (0 � r < 1; � r�eel) ; alors

Pr (� � t ) = Re

�
ei t + z

ei t � z

�
=

1� r 2

1 + r 2 � 2r cos (� � t )
(2:2)

2. le noyau de Poisson est une fonction uniformément continue sur [0; 2�] ; 2 �périodique,

positive et paire.

Théorème 2. 1 [14]

Le noyau de Poisson possède les propriétés suivantes :

(i) Pr (t ) > 0:

(ii) Pr (t ) = Pr (�t ) .

(iii)
�R
��
Pr (t ) d t = 2� (0 � r � 1) :

� = fz 2 C : jzj = 1g étant le cercle unité.

Dé�nition 2. 2

Pour 0 < p <1; LP (�) sera la classe de toutes les fonctions f à valeurs complexes,

mesurables au sens de Lebesgue, de période 2� , dé�nies sur R , pour lesquelles
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kfkLP (�) =
�
1

2�

�R
��
jf (t)jp d t

� 1
p

<1: (2:3)

Dé�nition 2. 3

Soit f 2 L1 (�) : On pose

F
�
rei�
�
=
1

2�

�R
��
Pr (� � t) f (t) dt; (0 � r < 1; � réel) (2.4)

:

La fonction F ainsi dé�nie dans D est appelée l�intégrale de poisson de f .

Théorème 2. 2 ([29]; [46])

Si f 2 L1 (�) et si F l�intégrale de poisson de f alors F admet partout sur le cercle

unité � une limite radiale notée f � �ei�� et on a
lim
r!1

F
�
rei�
�
= f �

�
ei�
�
: (2:5)

Espace H1 (U)

Dé�nition 2. 4

Soit f 2 H (D ) : On dit que f est une fonction de H 1 (D ) si et seulement si

�R
��

��f �rei���� d� <1; (r < 1) (2:6)

Théorème 2. 3 ([29]; [46])

Soit f 2 H
1
(D ) ; alors :

1) f possède presque partout sur le cercle � une limite radiale f
�
ei�
�

lim
r!1

f
�
rei�
�
= f

�
ei�
�

23



2) f
�
ei�
�
admet la représentation de poisson suivante

f
�
rei�
�
=
1

2�

�R
��
Pr (� � t) f

�
ei�
�
dt; (0 � r < 1)

Produit de Blaschke

Théorème 2. 4 [([29]; [46])]

Soit fzkg une suite dans D telle que zk 6= 0 pour laquelle

1P
k=1

(1� jzkj) <1

Si k est un entier non négatif, et si l�on pose

B (z) =
1Q
k=1

z � zk
1� z zk

jzkj
z k

(z 2 D) ; (2:7)

La fonction B est une fonction holomorphe bornée dans D et ne posséde pas d�autres

zéros que les points zk .

Remarque 2. 2

La fonction B est appelée un produit de Blaschke.

Théorème 2. 5 ([29]; [46])

Pour tout �, si B (z) est le produit de Blaschke dé�ni ci-dessus alors B (z) admet en

presque partout sur le cercle � une limite radiale B� �ei�� donnée par
B� �ei�� = lim

r!1
B
�
ei�
�
;
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de plus,
��B �ei���� = 1:

2.1.2 Espace de Hardy dans le disque unité ouvert

Soit U = fz 2 C : jzj < 1g ; le disque unité ouvert. Notons par H (U) l�ensemble des

fonctions holomorphes dans U:

Théorème 2. 6 ([46])

Soit f 2 H (U) ; dé�nissons pour r : 0 � r < 1;

Mp (f; r) =

8<: 1

2�

�Z
��

��f �rei����p d�
9=;

1
p

; (0 < p <1) : (2.8)

Les fonctions Mp sont croissantes par rapport à la variable r dans [0; 1[ :

Ce théorème nous permet de donner la dé�nition suivante :

Dé�nition 2. 5

Soit f 2 H (U) et 0 < p <1: Posons :

kfkp = lim
r!1�

Mp (f; r) (2.9)

où Mp (f; r) est dé�nie dans le théorème 2.6.

On dé�nie la classe Hp (U) comme étant l�ensemble des fonctions f 2 H (U) pour

lesquelles kfkp <1.

Remarque 2. 3

Comme les fonctions Mp sont croissantes par rapport à la variable r dans [0; 1[ ; et

si f 2 H (U) ; alors kfkp existe toujours dans R et

kfkp = sup
0�r<1

fMp (f; r)g : (2.10)

Théorème 2. 7 ([46])
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Pour 1 � p < 1; l�espace
�
Hp (U) ; k:kp

�
est un espace de Banach. Et Pour 0 <

p < 1 l�espace (Hp (U) ; dp) est un espace de Frechet muni de la distance

d (f; g ) = kf � gkpp :

Remarque 2. 4

Si F est une fonction dé�nie sur � et à valeurs complexe et si on dé�nit la fonction f

par :

f (�) = F
�
ei�
�

(2.11)

alors f est dé�nie sur R; périodique, de période 2�:

Réciproquement, si f est une fonction dé�nie sur R; périodique, de période 2�; alors

il existe une fonction F dé�nie sur � véri�ant (2:11):

On peut ainsi identi�er les fonctions dé�nies sur � avec les fonctions dé�nies sur R;

périodiques, de période 2�.

Les propriétés fondamentales de l�espace Hp (U) sont résumées dans le théorème sui-

vant :

Théorème 2. 8 Si p > 0 et si f 2 H P (D ) alors f possède une limite radiale notée

f � telle quef � 2 LP (� ) qui est donnée par

lim
r!1

f
�
rei�
�
= f �

�
rei�
�
;

presque partout sur le cercle �et

kfkp = kf �kLp(�) :

Preuve
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Soit f 2 H P (U ) ;On sait d�aprés le théorème de factorisation [], que

f (z) = B (z) :g (z) ;

où B (z) est le produit de Blashke formé sur les zéros de f et g une fonction de H P (D )

n�ayant pas de zéros dans D telle que

kfkp = kgkp ;

et

g (z) = [h(z)]1=p

alors h 2 H 1 (D ) et

khk1 = limr!1 sup
�R
��

��h �rei����p d� = �R
��

��h �ei����p d�
où h

�
ei�
�
est la limite radiale de h (z)

On suppose pour la suite que f 6= 0 .De plus, on sait que pour tout �; h
�
ei�
�
6= 0 et

ainsi pour tout �

lim g (z) = lim [h(z)]1=p ; z ! ei�:

On appellera cette limite g
�
ei�
�
:

Alors puisque

lim
z!ei�

B (z) = B
�
ei�
�
;

pour tout �; alors

lim
z!ei�

f (z) = B
�
ei�
�
g
�
ei�
�
;

on appellera cette limite f
�
ei�
�
:
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Finalement,

si 0 < p < 1;

kfkp = kgkp =
[h]1=p

1
= khk1 =

�R
��

��h �ei����p d� = �R
��

��g �ei����p d� = �R
��

��f �ei����p d�; carB �ei�� = 1:
si p � 1; on obtient le même résultat, mais Les intégrales sont élevées à la puissance

p:

Théorème 2. 8 []

Soit f 2 H (D ) alors

lim
r!1

�R
��

��f �rei��� f �
�
rei�
���p d� = 0

où f
�
ei�
�
est la limite radiale de f (z)

Du théorème découle le corollaire suivant

Corollaire 2. 1

Soit f 2 H (D ) alors f est respectivement l�intégrale de Poisson et de Cauchy de sa

limite radiale f �
�
rei�
�
, on a alors

f (z) =
1

2�

�R
��
Pr (� � t) f �

�
rei�
�
dt;

f (z) =
1

2�i

�R
��

f � (�)

� � z
dt:

2.1.3 Espace de Hardy à l�extérieur du cercle unité

Notons par :
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Cr = f! 2 C : j!j = rg

G = f! 2 C : j!j > 1g [ f1g

H (G) : l�ensemble des fonctions holomorphes dans G (1 y compris)

Dé�nition 2.6

Soit f 2 H (G) ; on dit que f 2 Hp (G) s�il existe une constante C positive, indépen-

dante de r, telle que :

Z
Cr

jf (!)jp jd!j � C; 8r : 1 < r � 2:

Si f 2 Hp (G) ; on note par :

kfkpHp(G) = sup
1<r�2

Z
Cr

jf (!)jp jd!j : (2:12)

Remarque 2. 5

La dé�nition de l�espace de Hardy dans le disque unité ouvert est équivalente à celle

donnée dans la dé�nition (2:12)

En e¤et d�après la remarque 1. 2, on a :

f 2 Hp (U)() sup
0�r<1

Z
Cr

jf (z)jp jdzj < +1:

Poroposition 2. 1

Soit f 2 H (U) ; dé�nissons g par :

g (!) = f

�
1

!

�
; pour ! 2 Gn f1g ;

g (1) = f (0) ;

alors f 2 Hp (U) si et seulement si g 2 Hp (G) :
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Notons par :

Lp (Cr; jdzj) =

8<:f : Cr ! C :
Z
Cr

jf (z)jp jdzj <1

9=; ; r > 0;
où jdzj est la mesure longueur d�arc.

Ceci étant, les propriétés de l�espace Hp (G) sont résumées dans le théorème suivant :

Théorème 2. 9

Soit f 2 Hp (G) alors :

a) lim
r!1+

f
�
rei�
�
existe en presque tous les points du cercle unité, Cette limite est appelée

limite non tangentielle et elle se note f1:

b) f1 2 Lp (C1; jdwj) etZ
C1

jf1 (!)jp jd!j = kfkpHp(G) = lim
r!1+

Z
Cr

jf (!)jp jd!j :

c) L�espace Hp (G) est un espace de Banach pour la norme (2:12) :

Pour 0 < p < 1 est un espace de Frechet muni de la distance d (f; g ) = kf � gkpp :

d) f1admet une représentation de typeCauchy etPoisson c. a. d :

8! 2 Gn f1g ; f (!) = 1

2i�

Z
C1

f1 (�)

� � !

d�

!
;

et

f (!) =
1

2�

Z
C1

Pr (� � t) f1
�
eit
�
dt

Preuve

a) Soit f 2 Hp (G) ; alors : 9 C > 0 tel que :

Z
Cr

jf (!)jp jd!j � C; 8r : 1 < r � 2:
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En é¤ectuant le changement de variables ! =
1

!0
; alors : d! = � 1

!02
d!0; ceci nous donne :

Z
Cr

jf (!)jp jdwj =
Z
Cr0

����f � 1!0
�����p 1

j!0j2
jd!0j

=

�Z
��

����f � 1

r0ei�

�����p 1r02 r0d�
=

1

r0

�Z
��

����f � 1

r0ei�

�����p d�; 12 � r0 < 1

donc :
�Z
��

����f � 1

r0ei�

�����2 d� � r0:C � C:

Posons :

f1(r
0ei�) = f

�
1

r0ei�

�
;

alors f1 2 Hp(U); ce qui implique que lim
r0!1�

f1
�
r0ei�

�
existe presque partout pour

�� � � � �;

or

lim
r0!1�

f1
�
r0ei�

�
= lim

r0!1�
f1

�
1

r0ei�

�
= lim

r!1+
f
�
rei�
�
;

ce qui donne le point a). Les points b) et c) sont une conséquence immédiate de a) et du

théorème 1. 5.
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2.2 Fonction de Szegö associée au disque unité

2.2.1 Fonction de Szegö dans le disque unité ouvert

Les fonctions de Szegö rentrent dans le cadre général de la représentation des fonc-

tions positives. Pour la construction de ces fonctions dans le disque unité ouvert, on

recommande ([52]; [53]; [54]; [55]).

Soient F 2 Hp(U) et F � sa limite non tangentielle. Si l�on pose f(�) =
��F �(ei�)�� ;

alors f 2 Lp(�); et on montre que log(f) 2 L1(�):

Réciproquement étant donnée une fonction f 2 Lp(�); f presque partout positive et

log(f) 2 L1(�); on montre([47]; [48]) qu�il existe une in�nité de fonctions F de la classe

Hp(U) telles que f(�) =
��F �(ei�)�� presque partout pour �� � � � �: On s�intérèsse à

une fonction particulière F de la classe décrite auparavant, dite fonction de Szegö, qui

est l�objet du théorème suivant :

Théorème 2. 10

Soit 0 < p < 1, et f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur

l�intervalle [��; �] et véri�ant la condition de Szegö

�Z
��

log f(�)d� > �1: (2.13)

Alors la fonction dé�nie par :

Df (z) = exp

8<: 1

2�p

�Z
��

log(f(�))
1 + ze�i�

1� ze�i�
d�

9=; ; (jzj < 1); (2.14)

dite fonction de Szegö associée à U et à la fonction poids f; possède les propriétés sui-

vantes :

1) Df 2 Hp(U):

2) Df (z) 6= 0; 8z 2 U:

3)
��D�

f (e
ix)
��p = f(x) presque partout sur [��; �]:
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où D�
f est la limite non tangentielle de Df :

4)Df (0) > 0:

Preuve

Construction de Df

Considérons l�intégrale de Poisson associée à la fonction log (f) qu�on note par :

u (r; x) =
1

2�

�Z
��

log(f (�))
1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�:

La fonction u est harmonique dans le disque unité puisque log(f) 2 L1 ([��; �] ; d�)

([46]):

à savoir que u (r; x) est harmonique dans le disque unité ouvert U et qu�elle représente

la partie réelle d�une certaine fonction holomorphe que l�on notera h (z) et éxigeons que

h (0) soit réelle pour avoir l�unicité de h: La fonction cherchée sera donc

g (z) = exp

�
1

p
h (z)

�
;

on montre facilement que :

ReDf (z) = Re g(z); (z = reix; 0 � r < 1);

alors

Df (z) = g(z):

1) Montrons que :

9c > 0 tel que : 8r : 0 � r < 1;
1

2�

�Z
��

��Df (re
ix)
��p dx � c;

en e¤et
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jDf (z)j =
����exp�1p (Reh (z) + Imh(z))

�����
= exp

�
1

p
Reh (z)

�
= exp

�
1

p
u (r; x)

�
:

Par suit, pour z = reix; 0 � r < 1; on a :

��Df (re
ix)
��p = exp fu (r; x)g

= exp

8<: 1

2�

�Z
��

log (f (�))
1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

9=;
� 1

2�

�Z
��

f (�)
1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d� (in�egalit�e de Jensen [29]):

En intégrant par rapport à x on obtient

1

2�

�Z
��

��Df (re
ix)
��p dx � 1

2�

�Z
��

0@ 1

2�

�Z
��

f (�)
1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

1A dx

=
1

2�

�Z
��

f (�)

0@ 1

2�

�Z
��

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
dx

1A d�

=
1

2�

�Z
��

f (�) d� = C: 8r : 0 � r < 1:

ce qui donne le point 1).

2) est évident.

3) Df 2 Hp (U) ; notons par D�
f la limite non tangentielle de Df ; et comme :
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��Df

�
reix

���p = exp
8<: 1

2�

�Z
��

log(f (�))
1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

9=;
il vient

��D�
f

�
eix
���p = lim

r!1�

��Df

�
reix

���p
= exp

�
lim
r!1�

1

2�

Z +�

��
log (f (�))

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

�
= exp flog f (x)g ; p: p sur [��; �] :

4) Df (0) = exp

�
1

2
h (0)

�
> 0: (h(0) est réel par construction).

2.2.2 Fonction de Szegö associée à l�extérieur du cercle unité

Théorème 2. 11

Soit 0 < p < 1, et f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur

l�intervalle [��; �] et véri�ant la condition de Szegö

�Z
��

log f(t)dt > �1: (2.15)

Alors il existe une fonction unique notée De
f et appelée fonction de Szegö associée à

l�extérieur de � et à la fonction poids f; possédant les propriétés suivantes :

1) De
f 2 Hp (G) :

2) De
f (w) 6= 0,8w 2 G:

3)
���De

f

��
(eix)

��p = f (x) presque partout sur [��; �] :

où
�
De
f

��
est la limite non tangentielle de De

f :

4) De
f (1) > 0:

Preuve
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Considérons la fonction de Szegö Df introduite dans le théorème 2.10 et construisons

la fonction De
f de la façon suivante :

De
f (w) = Df

�
1

w

�
pour w 2 Gn f1g :

De
f (1) = Df (0) :

Alors les propriétés de Df et la proposition 2.1 nous donnent les propriétés de De
f :

Notons que la forme explicite de De
f est exactement la fonction :

De
f (w) = exp

8<: 1

2p�

�Z
��

log(f (�))
w + e�i�

w � e�i�
d�

9=; (jwj > 1):

2.3 Compacité et convergence dans H(
)

La convergence sur les sous-ensembles compacts est la convergence qui intervient le

plus naturellement dans les opérations de limite des fonctions holomorphes.

Pour dé�nir cette notion, on commence par énoncer une propriété des sous ensembles

ouverts du plan complexe, qui permet de construire une métrique sur H (
) :

Théorème 2. 12 ([46])

Tout ouvert 
 du plan est la réunion d�une suite fKng ; n = 1; 2; :::; de compacts tels

que :

(a) Kn soit inclu dans l�intérieur de Kn+1 pour n = 1; 2; ::::

(b) Tout sous-ensemble compact de 
 soit inclu dans l�un des Kn:

(c) Toute composante de S2 �Kn contient une composante de S2 � 
; pour n = 1;

2; ::::

S2 étant la sphère de Riemann.

Ceci étant, soient f et g deux fonctions quelconques de H(
); dé�nissons :

d(f; g) =
1X
n=1

�
1

2

�n
dn (f; g)

1 + dn (f; g)
; où dn (f; g) = sup

z2Kn

fjf(z)� g(z)jg ; (2.16)

on montre dans [46] que(H (
) ; d) est un espace métrique complet et qu�une suite de
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fonctions de H(
) converge au sens de la métrique d si et seulement si elle converge

uniformément sur chaque sous-ensemble compact de 
: Cette dernière caractérisation de

la convergence au sens de la métrique d; nous permet de donner et justi�er la dé�nition

suivante :

Dé�nition 2. 7

Soient ffng une suite de H (
) et f : 
 ! C: On dit que ffng converge vers f au

sens de H (
) ; si ffng converge uniformément vers f sur chaque sous-ensemble compact

de 
:

Théorème 2. 13 ([46])

Soit ffng une suite de H (
) . Si fn ! f au sens de H(
): Alors f 2 H(
); et

f
(k)
n ! f (k) au sens de H (
) pour chaque k � 1:

2.3.1 Familles normales

Dé�nition 2. 8 ([42])

Supposons F � H (
) ; un ouvert connexe non vide 
 du plan complexe. Nous appe-

lons F une famille normale (où de Montel), si toute suite d�éléments de F contient une

sous-suite qui converge uniformément sur les sous-ensemble compacts de 
: On n�exige

pas que la fonction limite appartient à F .

Le théorème suivant nous donne une propriété très utile de compacité des familles

normales.

Théorème 2. 14 ([46])

Supposons que F � H (
) et que F soit uniformément bornée sur tout compact inclu

dans 
: Alors F est une famille normale.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des

polynômes extrémaux sur le segment

Introduction
On étudie dans ce chapitre le problème du comportement asymptotique des polynômes

extrémaux, associés à une mesure � concentrée sur le segment E = [�1; 1] et absolument

continue par rapport à la mesure de Lebesgue dx sur E; c�est à dire :

d�(x) = �(x)dx; � : E ! R+;
Z
E

�(x)dx < +1: (3.1)

3.1 Fonction de Szeg½o et espace de Hardy Hp (
; �)

3.1.1 Fonction de Szeg½o associée à l�exterieur d�un segment

Soit E = [�1; 1] , 
 = Ext (E),G = fw 2 C : jwj > 1g ; et � : 
! G l�application

conforme dé�nie par � (z) = z +
p
z2 � 1; (� (1) = 1): On désigne par 	 la fonction

inverse de � dé�nie par 	(!) =
1

2

�
! +

1

!

�
; et le capacité logarithmique

1

C (E)
=

limz!1
� (z)

z
=
1

2
:
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Soit � (�) une fonction non négative et intégrable surE. Désignons par

Lp (E; � jd�j) =

8<:f : E �! C :
Z
E

jf(�)jp � (�) jd�j < +1

9=; (3.2)

Théorème 3. 1

Soit � une fonction non négative intégrable sur E au sens de la mesure de Lebesgue

dx sur E et véri�ant la condition de Szeg½o :

1R
�1

log p (x)p
1� x2

dx > �1; (3.3)

alors, il existe une fonction notée D(z) dite fonction de Szeg½o : associée au domaine


 et la fonction de poids �, possédant les proprétés suivantes :

1. D(z) est holomorphe dans 
:

2. D(z) 6= 0 , 8z 2 
:

3. D(z) admet des valeurs frontières sur les deux cotés de E (p. p sur E ) et����D�
�
(�)

�����p �����0
�
�
(�)

���� = � (�) (p. p sur E)

4. D(1) > 0:

Preuve

Considérons la fonction poids �(w) dé�nie sur le cercle unité par :

�(ei�) =

8>><>>:
� (�)���0
�(�)

�� ; � = 	(ei�) pour � � � � 2� p. p

� (�)���0
+(�)

��� = 	(ei�) pour 0 � � � � p. p

on a
�Z

��

log
�
�
�
ei�
��
d� =

Z
E

�
log p(�)

j�0 (�)j

� ���0
(�)
�� jd�j ;

=

Z
E

(log p (�))
���0
(�)
�� jd�j+ Z

E

�
log 1

j�0 (�)j

� ���0
(�)
�� jd�j ;
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=

Z
E

(log p (�))
���0
(�)
�� jd�j+ �Z

��

�
log
��	0 �

ei�
���� d�;

comme log
��	0 �

ei�
��� 2 L [��; �] ;car 	0 2 H1 (G) (voir [25]), ceci avec la condition(3:

3), entraînent

�Z
��

log
�
�
�
ei�
��
d� > �1 (3.4)

qui est la condition usuelle de Szegö.

D�autre part
�Z

��

�
�
�
ei�
��
d� =

Z
E

p (�)

j�0 (�)j
���0
(�)
�� jd�j = Z

E

(p (�)) jd�j < +1

,

alors la fonction de Szeg½o véri�ant les propriétés du théorème est exactement la fonc-

tion dé�nie par :

D(z) = DG(�(z));

où, DG est la fonction de Szeg½o associée à la fonction poids � et à l�extérieur du cercle

unité dé�ni par :

DG(!) = exp

8<:� 1

2�p

2�Z
0

log(cos � jsin �j)! + ei�

! � ei�
d�

9=; ; (j!j > 1): (3.5)

Montrons maintenant qu�elle véri�e les propriétés1), 2), 3) et 4).

En e¤et,

1) D (z) = De
� (� (z)) 6= 0 car � (z) 2 G pour z 2 
:

2)
�
�
0
(z)
� 1
p =D (z) 2 Hp (
) ()

�
�
0
(z)
� 1
p =De

� (� (z)) 2 Hp (
)

()
�
�
0
(	 (!))

� 1
p
�
	

0
(!)
� 1
p =De

� (� (	 (!))) 2 Hp (
)

() 1=De
� (!) 2 Hp (G)

(puisque
�
�
0
(	 (!))

� 1
p
�
	

0
(!)
� 1
p =

�
(� �	)

0
(!)
� 1
p
= 1 car � �	 = IdE)
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3) D (1) = De
� (� (1)) = De

� (1) > 0

4)

����D�
�
(�)

�����p �����0
�
�
(�)

���� = j(De
�)
� (� (�))j�p

���0
(�)
�� = �

�
ei�
� ���0

(�)
�� = p (�)

Remarque 3. 1

La fonction de Szeg½o DG peut être dé�nie par :

DG(!) = D�(
1

!
); j!j > 1; DG(1) = D�(0); (3.6)

où D� est la fonction de Szeg½o associée à la fonction poids � et au disque unité ouvert

U

3.1.2 Espace de Hardy Hp (
; �)

Dé�nition 3. 1

Soit f 2 H (
).

On dit que f 2 Hp (
) si et seulement si

f (	 (!)) =D (	 (!)) 2 Hp (G) (3.7)

Théorème 3. 2

Soit f 2 Hp (
; p) : Alors :

1. alors f admet en presque tous les points de E deux valeurs limites notées f+ et

f�, sur les deux cotés de E, de plus : f+ ; f� 2 Lp (E; �(�) jd (�)j)

2.

Pour p � 1 et pour tout f 2 Hp (
; p) , posons :
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kfk2Hp(
;�) = lim
R!1+

1

R

Z
ER

jf(z)jp

jD(z)jp
���=(z)dz��

notation
=

I
E

jf(x)jp �(x)dx;

où

ER = fz 2 
 : j� (z)j = Rg :

dans ce cas l�espace
�
(Hp (
; p)) ; k:kHp(
; p)

�
est un espace de Banach.

Pour 0 < p < 1; (Hp (U) ; dp) est un espace de Frechet muni de la distance

d (f; g ) = kf � gkpp :

Preuve

1) Soit f 2 Hp (
; p) , posons F (z) = f
0
(z)
�
�
0
(z)
� 1
p =D (z) et soit F �la limite non

tangentielle de F:

Comme, d�un part
�
�
0
(�)
� 1
p =D� (�) 6= 0 puisque

���0
(�)
�� : jD� (�)j�p = p (�) , et

d�autre part p (�) > 0, presque partout sur E (car

Z
E

(log p (�))
���0
(�)
�� jd�j > �1);

donc f
0
(z) =

F (z)D (z)

(�0 (z))
1
p

admet une limite non tangentielle f
0� presque partout sur

E c�est-à-dir

Montrons maintenant que f
0� 2 LP (E; p (�) jd�j). En e¤et :Z

E

�� f 0� (�)��p p (�) jd�j = Z
E

����� F � (�)D� (�)

(�0 (�))
1
p

�����
p ���0

(�)
�� : jD� (�)j�p jd�j ;

=

Z
E

j F � (�)jp jd�j < +1; F 2 Hp (
)

2) Pour 1 � p <1 et comme kfkpHp(
; p) =
f::�01=p=D

p
Hp(
; p)

alors si ffng est une

suite de Cauchy dans Hp (
; p) alors
�
fn::�

01=p=D
	
est une suite de Cauchy dans Hp (
)
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, donc elle couverge vers une fonstion g 2 Hp (
) ; par suite fn !
g:D

�01=p
2 Hp (
; p)

Lemme 3. 2

Soit ffng une suite de fonction de l�espace Hp (
; p) :et

1. fn ! f uniformément sur les compacts de 
:

2. kfkpHp(
; p) �M (cons tan te) :

Alors f 2 Hp (
; p) et

kfkpHp(
; p) � lim inf kfk
p
Hp(
; p) :

Preuve

En utilisant la relation entre les classes Hp (
) et Hp (G) on peut établir les formule

suivante

Z
E

���� ' (z)D0 (z)

����p ����0
(z)
��� : jdzj � r

Z
E

j '� (�)jp p (�) jd�j ;

et Z
E

j '� (�)jp p (�) jd�j � lim inf
Z
E

���� ' (z)D0 (z)

����p ����0
(z)
��� : jdzj ;

pour toute fonction ' (z) 2 Hp (
; p) :

Donc on a

Z
Er

���� f (z)

D0 (z)

����p ����0
(z) (z)

��� : jdzj = lim
n!1

Z
Er

���� fn (z)D0 (z)

����p ����0
(z)
��� : jdzj

� lim
n!1

Z
Er

j f �n (�)j
p p (�) jd�j � rC:

Il result que f (z)
�
�
0
(z)
�1
p 2 Hp (
) ; et Ceci implique que f (z) 2 Hp (
; p) :

Supposons que C� = lim inf kfkpHp(
; p) ; on choisit une sous suite(fnk) telle que
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lim kfnkk
p
Hp(
; p) = lim inf kfk

p
Hp(
; p) ;

Alors pour tout " �xe il existe N0 tel que

8nk > N0; kfnkk
p
Hp(
; p) � C� + ":

La sous suite (fnk) converge uniformément sur les compacts de 
 vers f ; alors

Z
Er

���� f (z)

D0 (z)

����p ����0
(z) (z)

��� : jdzj = lim
k!1

Z
Er

���� fnk (z)D0 (z)

����p ����0
(z)
��� : jdzj ;

d�où

Z
Er

���� f (z)

D0 (z)

����p ����0
(z) (z)

��� : jdzj � r lim
k!1

Z
Er

�� f �nk (z)��p p (�) jd�j � r (C� + ") :

On obtient �nalement

kfkpHp(
; p) � C� + "

Ce qui impliqune

kfkpHp(
; p) � lim inf kfk
p
Hp(
; p) :

Lemme2. 1 ([23])

Si f (z) 2 Hp (
; p) et K � 
; K compact, alors il existe une constante CK telle

que :

sup jf (z)j � CK kfkpHp(
; p)

Preuve

Pour 1 � p � 1 posons :

d (K;E) = minz2E
k2K

jz � kj ; d (K; 0) = minz2K jzj ; et CK =
minz2K jD (z)j :l1=p

2�d (K; E) d (K; 0) j�0 (z)j1=p
;

où
1

p
+
1

q
= 1
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Le choix de CK et théorème [] nous donne le résultat cherché.

Pour 0 < p < 1 on note que la fonction
��f 0 (	 (!)) =D (	 (!))��p est sous harmonique

dans G, et si g (!) est une fonction harmonique avec la même valeur limite sur E; on a

g (!) � f
0
(	 (!)) =D (	 (!)) ; z 2 K:

3.2 polynômes extrémaux

Dé�nition 3. 2

Soit � une mesure positive, �nie, non discrète dé�nie sur B (C) et E = [�1; 1] son

support. On appelle polynômes Ln; P extrémaux noté L n ; p et associé à la mesure � la

solution du problème extrémal suivant :

kLn ;p k� = min
Qn2Pn;1

kQnk� (3.8)

3.3 Comportement asymptotique des polynômes ex-

trémaux sur le segment

Notons par :

Pn l�ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n:

Pn;1 l�ensemble des polynômes normalisés de degré n:

Avant d�énoncer le résultat essentiel de cette partie, introduisons quelques lemmes et

résultats intermédiaires qui nous seront utiles par la suite.

Désignons par mn(�); � (�) les valeurs optimales des problèmes extrémaux suivants :

mn; p(�) = min fkQnkp� : Qn 2 Pn; 1g ; (3.9)
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où

kQnkp� =
Z
E

jQn(�)jp � (x) dx;

et

�(�) = inf
n
k'kpHp(
; �) : ' 2 H

p(
; �); '(1) = 1
o
; (3.10)

k'kpHp(
; �) =

I
E

j'(x)jp � (x) dx:

Notons par L�n et '
� les solutions optimales des problèmes extrémaux (3:9); (3:10)

réspectivement.

Lemme 3. 3

Pour la fonction extrémale '� et la valeur optimale �(�) du problème (3. 10) on a

les relations suivantes :

1) '� (z) =
D

�
1

� (z)

�
D (0)

:

2) � (�) =
2�

[D (0)]p
:

Preuve

Pour toute fonction ' 2 Hp(
; �) tel que '(1) = 1, on a :

1

R

Z
ER

j'(z)jp

jD(z)jp j�
0(z)dzj = 1

R

Z
jwj=R

j'(	(w))jp

jD(	(w))jp jdwj

=
1

R

Z 2�

0

��'(	(R:ei�))��p
jD(	(R:ei�))jpRd�

=

Z 2�

0

��g(R:ei�)�� d�; (3.11)

où

g(R:ei�) =

�
'(	(R:ei�))

D(	(R:ei�))

�p
:
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Si on dé�nit la fonction g2 par :

g2(re
i�) = g(

1

r:ei�
); 0 < r < 1 et g2(0) = g(1);

alors on a :

Z 2�

0

��g(R:ei�)�� d� =

Z 2�

0

����g2( 1R:ei�)
���� d� � ����Z 2�

0

g2(
1

R
:ei�)d�

����
= 2� jg2(0)j = 2� jg(1)j : (3.12)

On note que dans l�avant dernière égalité, on a utilisé l�intégrale de Cauchy

g2(0) =
1

2i�

Z


g2(z)

z � 0dz =
1

2�

Z 2�

0

g2(
1

R
ei�)d�;

où

(�) =
1

R
ei�; 0 � � � 2�;

car g2 est holomorphe dans le disque unité ouvert, puisque g est holomorphe à l�éxterieur

du cercle unité.

Les relations (3. 11) et (3. 12) entrainent

1

R

Z
ER

j'(z)jp

jD(z)jp j�
0(z)dzj � 2�

�
'(1)
D(1)

�p
=

2�

(D(1))p : (3.13)

En passant à la limite quand R! 1+ dans (3.13), on obtient :

k'kHp(
; �) �
2�

(D(1))p ; 8' 2 H
p(
; �) avec '(1) = 1: (3.14)

D�autre part, pour la fonction '�(z) = D(z)=D(1), on a : '� 2 Hp(
; �) , '�(1) = 1;

et comme de plus elle réalise l�égalité dans (3. 14) , alors en faisant tendre R vers 1+;

on obtient k'�kHp(
; �) = 2�=D(1)p: Ceci avec (3. 14), montre que '� est la fonction

extrémale du problème (3. 10 ) et on a �(�) = k'�kHp(
; �) = 2�=D(1)p:

47



Dé�nition 4. 3

Nous dirons que la mesure absolument continue � supportée sur le segment [�1; 1]

appartient à la classe A (qu�on note � 2 A), si elle veri¢ e la condition suivante :

(�0)
�1 2 Lr [�1; 1] ;

pour tout r <1:

Le théorème suivant a été démontré par Lubinsky et Sa¤ en 1987.

Théorème 3. 2([35])

Soit � 2 A une mesure positive. Associer à la mesure � les fonctions D et les valeurs

optimales mn; p (�) et � (�) données par (3: 5) ; (5: 10) et (5: 6) :

Alors le on a l�asymptotique fort des polynômes Tn; p suivant :

(1) limn!1 2
nmn; p (�) = (� (�))

1=p :

(2)Tn;p (z) =

�
� (z)

2

�n D� 1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

avec, �n (z)! 0 uniformément sur les sous -ensembles compacts de 
.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique des

polynômes extrémaux associés à une

mesure concentrée sur sur le

segment plus une partie discrète

�nie

Introduction
Dans ce chapitre on va étudier le comportement asymptotique des polynômes LP

extrémaux relativement à une mesure de type � = �+`; où � est une mesure concentrée

le segment [�1; 1], et ` est une mesure discrète avec les masses Ak aux points zk 2 Ext

(E), k = 1; 2; :::; `:

4.1 Notations et lemmes de base

On reprend les notations et les dé�nitions du chapitre précédent. Soit E = [�1; 1] ,


 = Ext (E), G = fw 2 C : jwj > 1g ; et � : 
! G l�application conforme dé�nie par
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� (z) = z+
p
z2 � 1; (� (1) =1): On désigne par 	 la fonction inverse de � dé�nie par

	(!) = 1
2

�
! +

1

!

�
; et le capacité logarithmique

1

C (E)
= limz!1

� (z)

z
=
1

2
: Comme

précédement la mesure �` est la somme de deux mesures �` = �+ ` avec :

d�(�) = �(�) jd�j ; (4:1)

où � est une fonction poids positive intégrable sur E , et

` =
X̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0; zk 2 
: (4:2)

Rappelons que si la fonction poids � satisfait la condition de Szégö suivante :

1R
�1

log p (x)p
1� x2

dx > �1; (4:3)

Et on peut construire la fonction (appelée fonction de Szegö) notée D associeé au

domaine 
 et à la fonction poids � avec les propriétés suivantes :

1. D est holomorphe dans 
; D(z) 6= 0 dans 
 et D(1) > 0:

2. D admet des valeurs limites sur les deux cotés de E et

����D�
�
(�)

�����p �����0
�
�
(�)

����=� (�) (p.
p sur E).

Dé�nition 4. 1

On suppose que � (�) satisfait la condition de Szégö.

On dé�nit �(�) et ��(�) les valeurs extémaux des problèmes suivants :

� (�) = inf
n
k'kpHp(
; p) ; ' 2 H

p (
; p) ; ' (1) = 1
o
; (4:4)

��(�) = inf
n
k'kpHp(
; �) : ' 2 H

p(
; �); '(1) = 1; ' (zk) = 0; k = 1; 2; ::: `
o
:

(4:5)

On note par '� et  � les fonctions extrémale des problèmes (4: 4), (4: 5) respective-
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ment.

Lemme 4. 1

Soit le produit de Blaschkel

B`(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
; (4.6)

alors

i) B` est une fonction analytique dans 
; B` (1) = 1; B` admet une valeur limite sur

E et B` (�) =
Q̀
k=1

j� (zk)j

ii) Si ' 2 Hp (
; p) ; ' (1) = 1 et ' (z) = 0; k = 1; 2; ::: `; alors f = '=B` 2

Hp (
; p) et f (1) = 1:

Preuve

Ce lemme est preuve dans le cas p = 2(voir [], p. 261). La même preuve reste vraie

dans le cas général p > 0

En e¤et :

Si on note d�une part par

k1 =
Q̀
k=1

! � !k
!!k � 1

j!j2

!k
; !k = �(zk) ; j!j � 1;

alors

B` (z) = k1 (� (zk))

et

8! : k1 (!) :
Q̀
k=1

j!kj ;

où

k2 (!) =
Q̀
k=1

! � !k
!!k � 1

j!j2

!k
;
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k2 est bornée dans G et
��� ek2 �ei����� = 1 presque partout dans G ,fk2 est la limite

tangentielle de k2

D�autre part, B` (z) = 0 , k = 1; 2; ::: `; et B` (z) 6= 0 si z 6= zk: Alors les pointsfzkg

sont réguliers pour '=B`:

Ainsi '=B` admet prolongement analytique dans 
:

Maintenant montrons que '=B` 2 Hp (
; p) : il su¢ t pour cela de montrerque

' ( (!))

B` ( (!)) :D ( (!))
2 Hp (G) :

Ce qui revient à montrer que

'

�
 

�
1

!�

��
B`

�
 

�
1

!�

��
:D

�
 

�
1

!�

�� 2 Hp (D) ;
��!��� < 1:

Or on sait que

'

�
 

�
1

!�

��
2 Hp (D) ;

et si on considdère le produit de Blaschke classique

k
�
!�
�
=
Q̀
k=1

!�� !�k

!�!�k � 1

��!���2
!�k

;
��!��� < 1

où

!�k =
1

� (zk)
; k = 1; 2; ::: `

et

B1
�
!�
�
= B`

�
 

�
1

!�

��
;
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alors on a

B1
�
!�
�
= k

�
!�
�
:
Q̀
k=1

1��!�k�� ;
��!��� � 1;

et �nallement

B`

�
 

�
1

!�

��
:D

�
 

�
1

!�

��
=

 
k
�
!�
�
:
Q̀
k=1

1��!�k��
!
D

�
 

�
1

!�

��
et

D

�
 

�
1

!�

��
:k
�
!�
�
2 Hp (D) :

alors

D

�
 

�
1

!�

��
:k
�
!�
�
:
1Q
k=1

1��!�k�� 2 Hp (D) :

Lemme 4. 2

Les fonctions extrémales '� et  � sont liées par :

 � = '�B; (4.7)

et on a

��(�) = �(�):

�Q̀
k=1

j� (zk)j
�p

; (4:8)

où, B` est le produit de Blaschke �ni dé�ni par :

B(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
:

Preuve
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Considérons le produit de Blaschke B` dé�ni par :

B`(z) =
Q̀
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
;

alors

B` 2 Hp(
; �); B`(1) = 1 et jB`(�)j =
Q̀
k=1

j� (zk)j :

Soit maintenant une fonction  de Hp(
; �) véri�ant :

 (1) = 1 et  (zk) = 0; k = 1; 2; ::: `;

alors
 

B`
2 Hp(
; �) et

�
 

B`

�
(1) = 1;

donc Z
E

����  (�)B`(�)

����p � (�) jd�j � Z
E

j'�(�)jp � (�) jd�j ;

ou encore Z
E

j (�)jp � (�) jd�j �
�Q̀
k=1

j� (zk)j
�p Z

E

j'�(�)jp � (�) jd�j ;

�nalement Z
E

j (�)jp � (�) jd�j �
Z
E

j'�(�):B`(�)jp � (�) jd�j : (4:9)

Remarquons maintenant que

'�B` 2 Hp(
; �); ('�B`) (1) = 1 et ('�B`) (zk) = 0; k = 1; 2; ::: `: (4:10)

Alors (4:9) et (4: 10) et l�unicité de la solution optimale nous donnent :

 � = '�B`
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et par suite

��(�) =

Z
E

j �(�)jp � (�) jd�j

=

Z
E

j'�(�):B`(�)jp � (�) jd�j

=

�Q̀
k=1

j� (zk)j
�p Z

E

j'�(�)jp � (�) jd�j

=

�Q̀
k=1

j� (zk)j
�p

� (�) :

Lemme 4. 3 Soit le polynôme !`(z) = (z � z1)(z � z2):::(z � z`): Alors on a ;

��(�) = �

 
�:
j!`jp�
1
2

�p`
!
; (4:11)

où la constante ��(�) est la valeur optimale du problème (4. 5) et le membre droit est

la constante extrémale du problème (4. 4) associé à la fonction poids �:
j!`jp�
1
2

�p` :
Preuve

D�après la dé�nition de �

 
�:
j!`jp�
1
2

�p`
!
; il existe ' unique telle que ' 2 Hp(
; �); '(1) =

1; et

�

 
�
j!`jp�
1
2

�p`
!
=

Z
E

j'(�)jp : j� � z1jp ::: j� � z`jp�
1
2

�p` � (�) jd�j :

Considérons la fonction  dé�nie par :

 =
':!`�
�

2

�` ;

alors  2 Hp(
; �);  (1) = 1; et  (zk) = 0; k = 1; 2; ::: `; doncZ
E

j'(�)jp : j� � z1jp ::: j� � z`jp�
1
2

�p` � (�) jd�j =
Z
E

j (�)jp � (�) jd�j � �(`);
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d�où

�

 
�
j!`jp�
1
2

�p`
!
� ��(�): (4.12)

Inversement, soit  2 Hp(
; �) tel que  (1) = 1 et  (zk) = 0; k = 1; 2; ::: `; et

��(�) =

Z
E

j (�)jp � (�) jd�j :

Considérons maintenant la fonction ' dé�nie par

' (z) =  (z) :

�
� (z)

2

�`
!` (z)

:

Alors ' véri�e

' 2 Hp(
; �); '(1) = 1;

donc

��(�) =

Z
E

j (�)jp � (�) jd�j

=

Z
E

��������� (�)
�
� (z)

2

�`
!` (�)

���������
p

j!` (�)jp�
1

2

�p` � (�) jd�j
=

Z
E

j'(�)jp j!` (�)j
p�

1

2

�p` � (�) jd�j
� �

 
�:
j!`jp�
1
2

�p`
!
;

d�où

��(�) � �

0BBB@� j!`jp�
1

2

�p`
1CCCA : (4:13)
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(4: 12) et (4: 13) donnent la relation du lemme 4. 2.

Dé�nition 4. 2

On note par mn; p(�l) la valeur optimale du problème extrémal suivant :

mn; p(�`) = min
Q2Pn;1

kQnkp� (4.14)

où :

kTn; pkp�` =
Z
E

jTn(�)jp � (�) jd�j+
X̀
k=1

Ak jTn; p(zk)jp

Désignant par Tn; p(�`) les polynômes orthogonaux par rapport à la mesure �` qui

sont solutions du problème éxtrémal (4: 14)

4.2 Asymptotique des polynômes extrémaux

Dé�nition 4. 3

Nous dirons que la mesure absolument continue � supportée sur le segment [�1; 1]

appartient à la classe A (qu�on note � 2 A), si elle veri¢ e la condition suivante :

(�0)
�1 2 Lr [�1; 1] ;

pour tout r <1:

Théorème 4. 1

Soit la mesure �` = �+ ` telle que la fonction poids �(�) satisfaient la condition de

Szegö, alors on a :

lim
n!1

sup 2nmn; p (�`) � (�� (�))1=p : (4:15)

Preuve
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On pose '�n(z) =
Tn;p(z)�
� (z)

2

�n ; alors cette fonction est de class Hp(
; �) et on a

2nmn(�`) = k'�nk
p
Hp(
;�) +

X̀
k=1

Ak j'�n(zk)j
p ;

La propriété extrémale de '�n implique que

k'�nk
p
Hp(
;�) � 2

nmn(�`) �
 �n�`2Hp(
;��)

;

où �� = �
j!`jp

C(E)p`
et  �n est la fonction optimale du problème extrémal mn;p(�

�):

 �n�`pH2(
;��)
! � (��) ;

ceci implique (voir lemme 4.3) que

lim sup
n!1

2nmn; p (�`) � (� (��))
1
p = (�� (�))

1
p :

La preuve est complète.

Théorème 4. 2

Soit la mesure �` = � + ` telle que � 2 A et la fonction poids �(�) satisfaient la

condition de Szegö, alors on a :

lim
n!1

2nmn; p (�`) = (�
� (�))1=p : (4.16)

Preuve

Première méthode

Pour les fonctions extrémales '�n , la relation (4:16) entraîne :

k'�nk
p
H2(
;�) � const; (4.17)
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d�autre part, de la dé�nition de 2nmn; p (�`) ; on a

2nmn; p (�`) = k'�nk
p
Hp(
;�) +

X̀
k=1

Ak j'�n(zk)j
p ;

d�où

k'�nk
p
Hp(
;�) � 2

nmn; p (�`) : (4.18)

posons M� = lim inf k'�nk
p
Hp(
;�) et soit

�
'�nk
	
une sous suite de f'�ng telle que :

M� = lim
n!1

'�nkpHp(
;�)
:

la relation (4:17) et le théorème 2:14 implique que f'�ng est une famille normale dans


; donc on peut toujours en extraire une sous suite uniformément convergente sur les

compacts de 
:Si on extrait cette sous suite de
�
'�nk
	
, on obtient une sous suite de f'�ng,

qu�on désigne par le même symbole
�
'�nk
	
et ayant les propriétés suivantes :

1. lim
n!1

'�nkpHp(
;�)
= M�

2. '�nk ! � uniformément sur les compacts de 
:

Alors d�aprés le lemme3:2 � 2 Hp (
; p) et

k�kpHp(
; p) � lim inf
'�nkpHp(
; p)

= lim inf k'�nk
p
Hp(
; p) � lim inf 2

nmn; p (�`) :

Notons encore, que comme les sommes

X̀
k=1

Ak j'�n(zk)j
p ;

sont toutes bornées par une constante on a :

lim'�n(zk) = 0;

59



cela veut dire que la fonction � (z) a encore les propriétés :

� (1) = 1; �(zk) = 0; k = 1; 2; :::`:

Nous avons donc

k�kpHp(
; p) � �� (�) ;

Ceci avec lethéorème (4: 1) nous donne

(�� (�))
1
p � lim inf

n!1
2nmn; p (�`) � lim sup

n!1
2nmn; p (�`) � (�� (�))

1
p ;

et par suite :

lim
n!1

2nmn; p (�`) = (�
� (�))1=p :

Ceci qui achève la démonstration.

Deuxième méthode

On pose tk =
1

� (zk)
; � = 	(t) où t = ei�;alors B (�) = b

�
t
�
; avec

b` (t) =
Q̀
k=1

t� tk
t tk � 1

tk

jtkj2
; k = 1; 2::::`:

Maintenat soit l�integral

In =

Z �

0

�����2ntnTn; p(	(t)D(t)
�
 
b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!�����
2
d�

2�
;

on le transforme comme suit :

In =

Z �

0

����2ntnTn; p(	(t)D(t)

����2 d�2� +
Z �

0

����� b` (t)D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

�����
2
d�

2�

�2Re
Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)

 
b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!
d�

2�
: (4.20)
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= I(1)n + I(2)n + I(3)n :

Evaluation de L�intégrale I(1)n :

Utilisant l�inégalité de HÖlder on a :

I(1)n �
�Z �

0

����2ntnTn; p(	(t)D(t)

����p d�2�
� 2

p
�Z �

0

d�

2�

�1� 2
p

�
�Z �

0

j2ntnTn; p(	(t)jp jD(t)j�p
d�

2�

� 2
p

=

�
1

2�

� 2
p
�Z 1

�1
j2nTn; p(xjp � (x) dx

� 2
p

�
"
2nmn; p (�`)

(2�)
1
p

#2
: (4.21)

Evaluation de L�intégrale I(2)n :

I(2)n =

Z �

0

���� b` (t)D(0)

����2 d�2� +
Z �

0

�����b`
�
t
�

D(0)

�����
2
d�

2�

+2Re

Z �

0

t�2nb` (t)

D(0)

 
b`
�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!
d�

2�
:

Quand n!1 le dernier terme tend vers 0. Pour la dexième et la trisième terme on

a l�estimation suivant :

Z �

0

���� b` (t)D(0)

����2 d�2� +
Z �

0

�����b`
�
t
�

D(0)

�����
2
d�

2�
=

Z 2�

0

���� b` (t)D(0)

����2 d�2�
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=

Q̀
k=1

1

jtkj2

(D(0))2
=

�
[��(�)]

2�

� 2
p

: (4.22)

Evaluation de L�intégrale I(3)n :

Soit

Jn =

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)

 
t2nb` (t)

D(0)
+
b`
�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!
d�

2�

=

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)

�
t2nb` (t)

D(0)

�
d�

2�
+

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)

 
b`
�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!
d�

2�

=

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)

 
jb` (t)j2

D(0)

!
dt

2�it
:

On pose :

Jn;l =

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)

 
jbl (t)j2

D(0)

!
dt

2�it
: (4.23)

Utilisant le théorème de résidu on a :

Jn;` =

Q̀
k=1

1

jtkj2

(D(0))2
+ 2n

X̀
k=1

tn�1k Tn; p(zk)

D (tk) b
0
l (tk)

; (4:24)

le dernier terme peut se transfoeme comme suit

:

lX
k=1

tn�1k Tn; p(zk)

D (tk) b
0 (tk)

�

24 lX
k=1

0@���� 1

D (tk) b
0 (tk)

����
��tn�1k

��
A

1
p

k

1Aq35
1
q " lX

k=1

jTn; p(zk)jpAk

# 1
p

;
1

p
+
1

q
= 1:

(4.25)

Ceci avec le theorème (4: 1) nous donne :Jn �
�
[� (�`)]

2�

� 2
p

: + �n;où �n ! 0 quand

n!1:

Remplacant (I1) ; (I2) et (I3) dans (In) on obtient :
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0 � In �
"
2nmn; p (�`)

(2�)
1
p

#
�
�
[��(�)]

2�

� 2
p

:� 2�n:

Finalement on a

lim inf 2nmn; p (�`) � [��(�)]
1
p :

Ceci avec lethéorème (4: 1) achève la démonstration.

Corollaire 4. 1

Sous les hopytheses du théorème 4. 1 on a l�asymptotique fort des polynômes Tn; p

suivant :

Tn; p (z) =

�
� (z)

2

�n
B`(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] (4.26)

où �n (z)! 0;uniformément sur les compacts de 
:

Preuve

Soit l�estimation de l�itegrale suivante :

Z �

0

�����
"
2ntnTn; p(	(t)

D(t)
�
 
b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

�����
2

� 1

1� j!j

Z
T

�����
"
2ntnTn; p(	(t)

D(t)
�
 
b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!#
d�

2�

�����
2

=
1

1� j!jIn:

Une conséqence direct de (4: 26) et le théorème1 on a :

lim
n!1

In = 0:
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Donc

Z
T

�����
"
2ntnTn; p(	(t)

D(t)
�
 
b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

�����
2

= � (1) : (4.27)

D�autre part

Z
T

�����
"
2ntnTn; p(	(t)

D(t)
�
 
b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!#
d�

2�

�����
2

=

Z
T

�n (	(t))
1

1� !t

dt

2�it
�
Z
T

�����
" 

b` (t)

D(0)
+
t2nb`

�
t
�
D(t)

D(0)D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

�����
2

: (4:28)

Applicant la formule de Cauchy au premier terme précédent on a

Z
T

�n (	(t))
1

1� !t

dt

2�it
= �n (z) ; z = 	(w) 2 
: (4:29)

Comme le dernier terme de (4: 28) tend vers 0 quand n!1; et de (4: 27), (4: 28)et

(4: 29)On obtient l�assertion du théorème.
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Chapitre 5

Comportement asymptotique des

polynômes extrémaux associés à une

mesure concentrée sur sur le

segment plus une partie discrète

in�nie

Introduction
Khaldi [26] ; a étudié le comportement asymptotique des polynômes extrémaux as-

sociés à une mesure du type �` = � + `, où � est concentée sur le segment E, et est

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue dx , i.e :

d�(�) = �(x)dx; �(x) : E ! R+;
Z
E

� (x) dx < +1; (5:1)

et ` est une mesure discrète �nie avec les masses Ak aux points zk 2 Ext (E) ; k = 1;

2; ::::; `:i.e :
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` =
X̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0; (5:2)

où �zkest la mesure de Dirac au point zk. Dans ce travail on généralise l�étude pour

� = � +  , où  est concentée sur une partie discrète in�nie, fzkg1k=1 2 Ext (E) ;

 =
1P
k=1

Ak�zk , les masses fAkg
1
k=1 satisfaient :

Ak > 0;
1X
k=1

Ak < +1; (5:3)

et � posséde les mêmes propriétés que dans [23].

Soit E = [�1; 1]. Rappelons que 
 = Ext (E) et G = fw 2 C : jwj > 1g, avec

(1 2 
; 1 2 G); et
1

C(E)
= lim

z !1

�
� (z)

z

�
> 0; où � : 
 ! G est la transformation

conforme et 	 son inverse.

5.1 Notations et lemmes

Avant d�énoncer les lemmes, donnons quelques notations.

Notons par :

Pn l�ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n:

Soit fTn; pgn2IN le système de polynômes extrémaux associés à la mesure �: Notons

par Pn; 1 l�ensemble des polynômes de degré n dont le coe¢ cient de zn est égal à +1,

dans ce cas Tn véri�e :

kTn; pkp� = min
Q2Pn; 1

kQnkp�
notation
= mn; p(�); (5:4)

où

kTn; pkp� =
Z
E

jTn(�)jp � (�) jd�j+
1X
k=1

Ak jTn; p(zk)jp :

Désignons par � (�) ; �(�) et mn(�) les valeurs optimales des problèmes extrémaux
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suivants :

� (�) = inf
n
k'kpHp(
; �) : ' 2 H

p (
; �) ; ' (1) = 1
o

(5:5)

�(�) = inf
n
k'kpH2(
; �) : ' 2 H

p (
; �) ; ' (1) = 1; '(zk) = 0; k = 1; 2; :::
o

(5:6)

mn; p(�) = min

8<:
Z
E

jQn(�)jp � (�) jd�j ; Qn (z) = zn + :::

9=; (5:7)

Notons respectivement par '�et  � les fonctions solutions extrémales des problèmes (5.

5), (5. 6).

Lemme 5. 1

La valeur optimale ainsi que la forme explicite de la fonction extémale '�du problème

(5. 5) sont :

'�(z) =
D( 1

�(z)
)

D(0)
;

et

� (�) = 2=D (0)p :

où D est la foction de Szegö dé�nie en (3:5) :

reuve du lemme 5. 2

Ce lemme est prouvé dans le cas d�un contour [19] : La preuve reste vrai dans notre

cas.

Lemme 5. 2

Les fonctions extrémales '�et  � sont liées par :

 � =
1

B (1)B(z):'
�; (5:8)

et on a

��(�) = (B (1))�p � (�) : (5:9)
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où

B(z) =
1Q
k=1

�(z)� �(zk)
�(z)�(zk)� 1

:
j�(zk)j2

�(zk)
; (5:10)

est le produit de Blaschke in�ni.

Preuve du lemme 5. 2

Ce lemme est prouvé dans le cas d�un contour [19] : La preuve reste vrai dans notre

cas.

5.2 Résultats essentiels

Dé�nition 5. 1

Nous dirons que la mesure � = �+  appartient à la classe A (qu�on note � 2 A, si

la partie absolument continue �appartient à la classe A et la partie discrète  de � en

plus des relations (5. 1), (5. 2), et (5. 3), elle veri¢ e la condition suivante :

 1X
k=1

(j� (zk)j � 1) <1
!

Théorème 5. 1

Soit la mesure � = �+
1P
k=1

Ak� (z � zk) ; telle que � 2 A. Alors on a :

lim
n!1

sup 2nmn; p (�) � (� (�))1=p : (5.11)

Preuve

La fonction

���� 1D
���� est bornée inférieurement. Sans perde de généralité supposons que���� 1D

���� � 2 .
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Soit la fonction
1

jD"j
telle que

1

jD"j
� 1 et

Z
E

���� 1D"

����p � ���� 1D
����p dm < "; (5:12)

pour " > 0: Choisissons � tel que

���� 1D"

���� � 1

�
et désignons par E� et fE �l les proximités

de �1; de la forme

E� =
n
t 2 T; jt� 1j � �

2

o
; eE� = ft 2 T; jt� 1j < �g :

Introduire une fonction F"; � comme suit

F"; � =

8><>:
1

D" (t)
; t 2 T nfE + [fE �

jt� 1j2 ; t 2 E�
;

et pour t 2 fE + [fE � est tel que

jt� 1j2 � jF"; � (t)j � jD" (t)j :

Donc on a

0 � log
1

F"; � (0)
� log 1

D" (0)
�

Z
eE+[ eE��

log

���� D" (t)

F"; � (t)

���� dm
�

Z
eE+
log

1

jt+ 1j2
dm+

Z
eE�
log

1

jt� 1j2
dm = o (1) ; � ! 0:

Compte tenu de (5: 12) ; nous obtenons

F"; � (0) = D (0) +O(1); � ! 0; "! 0: (5:13)
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Soit le produit de Blashke

b (t) =
1Q
k=1

t� tk
t tk � 1

tk

jtkj2
; k = 1; 2::::;

avec tk =
1

� (zk)
; k = 1; 2::::; alors

sup
���b01 (t) (t� 1)2�� ; t 2 T	 <1:

Par conséquence, (bF"; �)
0 = b0F"; �+bF

0
"; � 2 L1; et la série de Fourier de bF"; �converge

vers cette fonction uniformément sur T:

Soit

BF"; � (t) = Qn; "; � (t) t
n + tn+1gn; "; � (t) ; gn; "; � (t) 2 H1:

Posons

2npn; "; � (z) = 2
npn; "; � (	 (�)) =

��nQn; "; � (�) + �nQn; "; �

�
1

�

�
2
1
p

;

alors on a l�estimation de la normre de 2npn; "; � (z) pour la partie absolument continue

de la mesure suivante :

2npn; "; � (z (t))D" (t)


Lp
�
t�nF"; � (t) b (t) + tnF"; �

�
t
�
b
�
t
�

2
1
pD" (t)


Lp

+

tgn; "; � (t) + tgn; "; �
�
t
�

2
1
pD" (t)


Lp

:

Le fait que kgn; "; � (t)kL1 �! 0; quand n �!1; et

����F"; � (t)D" (t)

���� � 1; nous donne
2npn; "; � (z (t))D" (t)


Lp
� 1 +O(1):

Comme pn; "; � est uniformément borné, utilisant (5:11) ; on a

70



2npn; "; � (z (t))D (t)


Lp
� 1 + C"+O(1): (5:14)

Finalement (5: 14) avec la propriété extrémale de Tn; p; et le fait que

pn; "; � (z) =
bF";� (0)

2
1
p

zn + :::;

nous donne

2nmn ; p (�) �
k2npn; "; � (�)kLp
(bF"; �) (0)

2
1
p

� 1 + C"+O(1)

(bF"; �) (0)

2
1
p

:

Lemme1 et (5: 13) donnent

lim
n!1

2nmn; p (�) �
2
1
p

b (0)D (0)
=
(� (�))1=p

B (1) = (� (�))1=p :

La preuve est complète.

Théorème 5. 2

Soit la mesure � = � +
1P
k=1

Ak� (z � zk) ; telle que � 2 A. Associer à la mesure � les

fonctions D et B et les valeurs optimales mn; p (�) et � (�) données par (3: 5) ; (5: 10) ;

(5: 4) et (5: 6) : Alors le on a l�asymptotique fort des polynômes Tn; p suivant : :

lim
n!1

2nmn; p (�) = (� (�))
1=p :

Preuve

Première méthode

Pour les fonctions extrémales '�n , la relation (5:11) entraîne :

k'�nk
p
H2(
;�) � const; (4.15)

d�autre part, de la dé�nition de 2nmn; p (�) ; on a
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2nmn; p (�) = k'�nk
p
Hp(
;�) +

1X
k=1

Ak j'�n(zk)j
p ;

d�où

k'�nk
p
Hp(
;�) � 2

nmn; p (�) : (4.18)

posons M� = lim inf k'�nk
p
Hp(
;�) et soit

�
'�nk
	
une sous suite de f'�ng telle que :

M� = lim
n!1

'�nkpHp(
;�)
:

la relation (4:15) et le théorème 2:14 implique que f'�ng est une famille normale dans


; donc on peut toujours en extraire une sous suite uniformément convergente sur les

compacts de 
:Si on extrait cette sous suite de
�
'�nk
	
, on obtient une sous suite de f'�ng,

qu�on désigne par le même symbole
�
'�nk
	
et ayant les propriétés suivantes :

1. lim
n!1

'�nkpHp(
;�)
= M�

2. '�nk ! � uniformément sur les compacts de 
:

Alors d�aprés le lemme3:2 � 2 Hp (
; p) et

k�kpHp(
; p) � lim inf
'�nkpHp(
; p)

= lim inf k'�nk
p
Hp(
; p) � lim inf 2

nmn; p (�) :

Notons encore, que comme les sommes

1X
k=1

Ak j'�n(zk)j
p ;

sont toutes bornées par une constante on a :

lim'�n(zk) = 0;

cela veut dire que la fonction � (z) a encore les propriétés :
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� (1) = 1; �(zk) = 0; k = 1; 2; :::

Nous avons donc

k�kpHp(
; p) � � (�) ;

Ceci avec lethéorème (4: 1) nous donne

(� (�))
1
p � lim inf

n!1
2nmn; p (�) � lim sup

n!1
2nmn; p (�) � (� (�))

1
p ;

et par suite :

lim
n!1

2nmn; p (�) = (� (�))
1=p :

Ceci qui achève la démonstration.

Deuxième méthode

On pose tk =
1

� (zk)
; � = 	(t) où t = ei�; alors B (�) = b

�
t
�
; et B (1) = b (0) =

1Q
k=1

���� 1

� (zk)
2

���� ; avec
b (t) =

1Q
k=1

t� tk
t tk � 1

tk

jtkj2
; k = 1; 2:::::

Maintenat soit l�integral

In =

Z �

0

�����21=ptnTn; p(	(t)mn; p (�)D(t)
�
 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!�����
2
d�

2�
;

on le transforme comme suit :

In =

Z �

0

����21=ptnTn; p(	(t)mn; p (�)D(t)

����2 d�2� +
Z �

0

�����b (t) + t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

�����
2
d�

2�

�2Re
Z �

0

21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)

 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!
d�

2�
: (5:15)
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= I(1)n + I(2)n + I(3)n :

Evaluation de L�intégrale I(1)n :

Utilisant l�inégalité de HÖlder on a :

I(1)n �
�Z �

0

����21=ptnTn; p(	(t)mn; p (�)D(t)

����p d�2�
� 2

p
�Z �

0

d�

2�

�1� 2
p

=

"�Z �

0

����Tn; p(	(t)mn; p (�)

����p jD(t)j�p d�2�
� 1

p

#2

�
"

1

mn; p (�)

�
2

�

Z 1

�1
jTn; p(x)jp � (x) dx

� 1
p

#2
� 2: (5:16)

Evaluation de L�intégrale I(2)n :

I2 =

Z �

0

�����b (t) + t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

�����
2
d�

2�

=

Z �

0

jb (t)j2 d�
2�
+

Z �

0

��b �t���2 d�
2�
+ 2Re

Z �

0

t�2nb (t)

 
b
�
t
�
D(t)

D(t)

!
d�

2�

= 2 + 2Re

Z �

0

t�2nb (t)

 
b
�
t
�
D(t)

D(t)

!
d�

2�

Quand n!1 le dernier terme tend vers 0. Alors on a

I2 = 2 + �n; o�u �n ! 0 quand n!1: (5:17)

Evaluation de L�intégrale I(3)n :
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Soit

Jn =

Z �

0

21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)

 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!
d�

2�

=

Z �

0

21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)
b (t)

d�

2�
+

Z �

0

21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)

 
t2nb

�
t
�
D(t)

D(t)

!
d�

2�

= 2

Z �

0

21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)
b (t)

dt

2�it
:

On pose :

Jn;l = 2

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
(b (t)� b` (t) + b` (t))

dt

2�it
:

= 2

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
(b (t)� b` (t))

dt

2�it
+ 2

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
b` (t)

dt

2�it
(5:18)

avec

b` (t) =
1Q
k=1

t� tk
t tk � 1

tk

jtkj2
; k = 1; 2:::: `;

est le produit de Blaschke �ni avec les zéros sont tk =
1

� (zk)
; k = 1; 2:::: `:

Appliquons l�inégalité de HÖlder au premier terme de () on a :

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
(b (t)� b` (t))

dt

2�it

�
�Z �

0

����2ntnTn; p(	(t)D(t)

����p d�2�
� 1

p
�Z �

0

jb (t)� b` (t)jq
d�

2�

� 1
q

=
21=p

mn; p (�)

�Z �

0

j2ntnTn; p(	(t)jp jD(t)j�p
d�

2�

� 1
p
�Z �

0

jb (t)� b` (t)jq
d�

2�

� 1
q

=
21=p+1

mn; p (�)

�Z �

0

j2ntnTn; p(x)jp jD(t)j�p � (x) dx
� 1

p
�Z �

0

jb (t)� b` (t)jq
d�

2�

� 1
q

� 21=p+1
�Z �

0

jb (t)� b` (t)jq
d�

2�

� 1
q

(5:19)
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Pour le dernier terme de() Utilisant le théorème de résidu on a :

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
b` (t)

dt

2�it
=

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)b` (t)
jb` (t)j2

dt

2�it

=
21=p

2nmn; p (�)D(0)b` (0)
+

21=p

mn; p (�)

X̀
k=1

tn�1k Tn; p(zk)

D (tk) b0l (tk)
(5.20)

le dernier terme peut se transfoeme comme suit

1

mn; p (�)

X̀
k=1

tn�1k Tn; p(zk)

D (tk) b0` (tk)

� 1

mn; p (�)

"
lX

k=1

jTn; p(zk)jpAk

# 1
p

;

24 lX
k=1

0@���� 1

D (tk) b0` (tk)

����
��tn�1k

��
A

1
p

k

1Aq35
1
q

;
1

p
+
1

q
= 1:

� ;

24 lX
k=1

0@���� 1

D (tk) b0` (tk)

����
��tn�1k

��
A

1
p

k

1Aq35
1
q

;
1

p
+
1

q
= 1:

Donc

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
(b (t)� b` (t))

dt

2�it
=

21=p

2nmn; p (�)D(0)b` (0)
+ �n:

Choisissons premièrement ` assez grand,et puis n; nous concluons que

Z �

0

2ntnTn; p(	(t)

D(t)
(b (t)� b` (t))

dt

2�it
=

21=p

2nmn; p (�)D(0)b (0)
+O(1): (5.21)

Remplacant (I1) ; (I2) et (I3) dans (In) on obtient :

0 � In � 2 + 2 + �n +
21=p

2nmn; p (�)D(0)b (0)
+O(1); (5.22)

o�u �n ! 0 quand n!1:
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Finalement on a

lim inf 2nmn; p (�) �
2p

D(0)b (0)
=
[� (�)]

1
p

D(1) = (� (�))
1=p :

Ceci avec le Théorème 5. 1 achève la démonstration.

Corollaire 5. 1

Sous les hopytheses du théorème 5. 1 on a l�asymptotique fort des polynômes Tn;p

suivant :

Tn; p (z) =

�
� (z)

2

�n
B(z)

D

�
1

� (z)

�
D (0)

[1 + �n (z)] ;

avec, "n(z)! 0 uniformément sur les sous -ensembles compacts de 
.

Preuve

Soit l�estimation de l�itegrale suivante :

Z �

0

�����
"
21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)
�
 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

�����
2

� 1

1� j!j

Z
T

�����
"
21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)
�
 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!#
d�

2�

�����
2

=
1

1� j!jIn: (5.23)

Une conséqence direct de (22) et le théorème 5. 2 on a :

lim
n!1

In = 0:

Donc

Z �

0

�����
"
21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)
�
 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

����� = O(1): (5.24)
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D�autre part

Z �

0

�����
"
21=ptnTn; p(	(t)

mn; p (�)D(t)
�
 
b (t) +

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

�����
=

Z
T

�n (	(t))
1

1� !t

dt

2�it
�
Z
T

�����
" 

t2nb
�
t
�
D(t)

D(t)

!#
1

1� !t

dt

2�it

����� : (5.25)

Applicons la formule de Cauchy au premier terme précédent on a

Z
T

�n (	(t))
1

1� !t

dt

2�it
= �n (z) ; z = 	(w) 2 
: (5:26)

Comme le dernier terme de (5: 25) tend vers 0 quand n!1; et de (5: 24) et (5: 25)

et (5: 26) :On obtient l�assertion du Corollaire.
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