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Abstract

The object of this thesis, is the study of the problem of asymptotic behavior of a class

of polynomials so-called extrémal polynomials (0 < p < co) denoted by T,,, corres-
ponding to a finite positive Borel measure o on a compact set of the complex plane whose
support F' (supp(c) = F') contains an infinite set of points.

The aim of this work is to establish the asymptotic formula of this class of polynomials
for measures o and supports F' of the following form :

(1) F = E, (chapter 3); where E is the unit segment £ = [—1, 1], o concentrated
on E and is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure dxr on E, and
satisfies the Szegt condition.

The asymptotic formula of {7}, ,}, is

1= (15) ’ (ﬁ) 14 % (2],

where, ® is the conformal mapping which maps 2 on the exterior of the unit circle G;

et D is the Szego6 function associates the exterior of the segment

2

1
D(w) = exp —%/log(cose |sin 6])
0

w+ et

w — e

oy, (jw| > 1).

and x,, () — 0, uniformly in the compact sets of Q = ext(E).
(2) F = EU {2 },_,, (chapter 4); where E is the unit segment £ = [—1, 1], and

the points z, € ext(E); 0 = a+ 7, a is concentrated on E and is absolutely continuous
with respect to the Lebesgue measure dz on E, and satisfies the Szego condition and -,
is a discrete measure concentrated on {z;},_,, with masses A, > 0.

The asymptotic formula of {7}, ,}, is




where, By(z) is the finit Blaschke product defines as

and x,, () — 0, uniformly in the compact sets of Q = ext(E).

(3) F'= EU{z}2,, (chapter 5); where E is the unit segment £ = [—1, 1], and

the points z;, € ext(F); 0 = a + 7, « is concentrated on F and is absolutely continuous
with respect to the Lebesgue measure dx on F, and satisfies the Szego condition and ~
is a discrete measure concentrated on {z;}%2;, with masses A, > 0,

The asymptotic formula of {T,,,}, is

T,

n’p

() = (“Z))HB%(@D(;’—%))[

2

where, B (z) is the infinit Blaschke product defines as

O(z) — D(z) |0(z))"
O(2)0(z) — 1 P(z)

Boo(z) =

=t

and x,, (2) — 0, uniformly in the compact sets of 2 = ext(FE).

Resumé

L’objectif de cette theése, est I’étude du probléme du comportement asymptotique
d’une classe de polynomes dits extrémaux (0 < p < 0co) notés 7),, associés & une mesure
o de Borel positive, finie, avec supp(c) = F, tel qu’il contient un nombre infini de points

dans le plan complexe.



Le but de ce travail est d’établir la formule asymptotique de cette classe de polynémes

pour des mesures o et des supports F' de la forme suivante :

(1) F = E, (chapitre 3); ou £ est le segment unité £ = [—1, 1], « est concentrée
sur F et absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue longueur d’arc dx sur
FE, vérifiant la condition de Szego.

La formule asymptotique des polynomes {7, ,}, s’écrit sous la forme :

- (22 > (5) ’

) DL (),

ou, ® est application conforme du domaine 2 = ext(FE) vers extérieur du cercle unité;

et D est la fonction de Szeg6 défini par :

2w

1
D(w) = exp —%/log(cosﬁ |sin 6])

0

w + e
—df > 1).
“ECa}. (] > 1)

et enfin x,, () — 0 uniformément sur les compacts de 2.

(2) F = EU {2 },_,, (chapitre 4); ou E est le segment unité £ = [—1, 1], et les

points zj € ext(E); 0y = a+y,; a est une mesure absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesgue sur le segment £ = [—1, 1] et 7y, est une mesure discréte concentrée
¢
sur les points zj avec les masses Ay > 0, c’est & dire v = ) Axd,, ou 0, est la mesure
k=1
de Dirac au point 2.

La formule asymptotique des polynomes extrémaux {7, , (z)} associés a « est :

1
1) = (22) BAz)% 143 (2]

ou, By est le produit de Blaschke fini défini par :

() = D(z) B
Ba) = S st 1 ()



(3)F = FEU{z,}%2,, (chapitre 5); on E est le segment unité¢ £ = [—1, 1], et les

points z; € ext(E); 0 = o+ 7y; o est une mesure absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur le segment F = [—1, 1] et y est une mesure discréte concentrée
sur les points z; avec les masses Ay > 0, c’est & dire v = i Ayl ou 9, est la mesure
de Dirac au point z. =

La formule asymptotique des polynomes extrémaux {7, , (2)} associés a « est :

1
n (= (15) Bm<z>% 14 % (2)].

ol, B, est le produit de Blaschke infini défini par :

et x,, (2) — 0 uniformément sur les compacts de €.

Introduction



Les polyndémes orthogonaux sont les systémes orthogonaux les plus simples et ils ont
beaucoup d’applications en physiques et mathématiques. Leur théorie a été développée
par Tchebyshev en partant du probleme de 'interpolation par la méthode des moindres
carrés au moyen des polynomes de degrés donnés.

Ces systémes de polyndémes dits orthogonaux ou orthonormés sont définis comme

suit :

L,(z)=2"+ .. /Ln (2) Ly (2)da (2) = 0; n #m, (0.1)

ou bien

pn(2) = kp2" 4+ .oy kyp > 0; /pn (2) pm (2)da(2) = 0p;V n, m=0, 1, 2,... (0.2)

ol « est une mesure de Borel positive, finie, dont le support F' est un sous ensemble
infini du plan complexe C.

On voit qu’en explicitant la mesure « et son support F', on retrouve tous les polynémes
orthogonaux classiques.

Par exemple si da = p(x)dx et E = [—1, +1], on obtient les polynomes de Tchebyshev,
pour p(x) = (1 — 22)V/2 ou p(x) = (1 — 22)~Y/2] ceux de Legendre pour p(x) = 1, etc..

L’un des problémes fondamentaux des polynémes orthogonaux L, (z) connu en ana-
lyse complexe est celui de leur comportement asymptotique quand n tend vers l'infini,
c’est a dire trouver un équivalent de L,, (z) pour n assez grand.

Le comportement asymptotique des polyndémes orthogonaux classiques est connu a
partir du livre de Szego [55]. Szegd est lui méme qui a développé la théorie asymptotique
des polyndmes orthogonaux sur le cercle unité, et 'intervalle unité pour des poids qui
répondent a la condition dite de Szego.

Durant les trentes derniéres années, de nombreux résultats asymptotiques ont été



trouvés pour les polyndémes orthogonaux qui sont a ’égard de différentes classes de poids,
Pour cela On recommande les ouvrages de Nevai ([39], [40], [41]), Smirnov ([47], [48],
[49]), Krein ([31]), Korovkine ([30]), Geronimus ([11], [12]), Souetine ([50]), Widom ([60]),
Kaliaguine ([19], [20]), Khaldi ([22], [23], [24], [25], [26]).

L’un des outils les plus importants dans 1’étude des polyndémes orthogonaux est le
fait qu’ils minimisent en norme ’ensemble de tout des polyndémes normalisés de degré n,
dans I'espace de Hilbert L? (o), c’est a dire ils résolvent le probléme extrémal suivant :
1 0.3)

2 . 2
HTnzHLz(U) = pg}}il 1Pnllz2 () =

3N

ol k, est le coefficient dominant du polynéme orthonormé p, (z) et P,; désigne
I’ensemble des polynomes orthogonaux normalisés de degré n. Par conséquent on voit
que la propriété d’extrémalité est complétement équivalente a celle de I'orthogonalité.

La caractérisation des polyndémes orthogonaux a partir de la propriété d’extrémalité
nous permet de définir une classe plus large de polynémes notés 7T, , (#), dit polynémes
extrémaux associés a la mesure o, ils minimisent la norme L? (o) (0 < p < c0) dans
I’ensemble de tous les polynomes normalisés de degré n. c’est a dire ils résolvent le

probléme extrémal suivant :

Toally = i Pl (04)

L’étude du comportement asymptotique des polynémes extrémaux est d'un grand in-
térét dans la théorie de polyndémes orthogonaux généraux et extrémaaux ; il s’agit d’'une
généralisation du probléme du comportement asymptotique des polynémes orthonormés
par rapport & une mesure positive dont le support est un sous ensemble infini du plan
complexe C. L’étude du comportement asymptotique des polynomes extrémaux contri-
bue de facon significative dans la résolution de problémes de mathématiques et elle a
beaucoup d’applications; citons particuliérement, les processus stochastiques, les opé-

rateurs de Toeplitz, la théorie aléatoire de la diffusion, 'approximation rationnelle, la



théorie spectrale,... .

Jusqu’a présent, la plupart des résultats sur la théorie du comportement asymptotique
des polynoémes, se sont concentrés sur les polynémes orthogonaux (p = 2), pour lesquels la
mesure d’orthogonalité est perturbée par un ensemble infini de points masses en dehors du
segment (Peherstorfer et Yudiskii, 2001[43]) ou le cercle unité (Nazarov et al., 2006(38]).

En ce sens, notre résultat principal est lié & prouver le comportement asymptotique
des polyndémes extrémaux pour p > 2 , sur le segment plus un ensemble dénombrable
de points masses. Ce probleme est connu en analyse comme un probléme intéressant et
difficile.

Les résultats de cette étude sont nouveaux et font ’objet d’une publication internationale[27] ,
et peuvent étre considérés comme une contribution & I’évolution de ce domaine.

Dans cette thése on donne I’Asymptotique fort des polynomes extrémaux associés
a une mesure « concentrée sur le segment £ = [—1, 1] perturbé par un ensemble infini
de points de masse en dehors du segment et la mesure a absolument continue par rapport

a la mesure de Lebesgue dx sur F, c’est a dire :

da(z) = p(z)dz, p: E — Ry, /p(:c)d:c < +00.

E

Le these est divisé en cing chapitres.

On définit dans le chapitre 1, les polyndmes extrémaux associés & une mesure donnée
et la notion de comportement asymptotique de ces polyndémes. On donnera ensuite une
synthése des principaux cas étudiés et qui s’averent les plus intéressant pour notre étude
depuis le célebre article de Szego ([52]) en 1921 jusqu’aux derniers résultats.

Dans le chapitre 2, on introduit les outils fonctionnels de base pour étudier le pro-
bléme de 'asymptotique fort des polynomes extrémaux 7, (z) , qui sont I’espace de Hardy
HP(©2). On donnera la définition de I'espace HP(U) et ses propriétés fondamentales. On
insistera sur l'existence d’une limite non tangentielle pour toute fonction de la classe

H?(U). L’espaces de Hardy associées a 'extérieur du disque unité est également étudié.



On construit dans le paragraphe 2.2 les fonctions dites de Szegd associées aux domaines
Uet G; U ={z:]z] <1}; G ={z:]z| > 1}. La construction de base se trouve dans
le théoréme 2.10; les différentes fonctions de Szegd construites nous servent & définir
I'espace de Hardy HP(S2, p), ou p est la densité de la partie absolument continue de la
mesure .

Le chapitre 3 est consacré a I’étude du comportement asymptotique des polyndémes
extrémaux associés & une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Le-
besgue sur le sgment F = [—1, 1]. Plus précisément on établit la formule asymptotique
forte des polynomes extrémaux.

La formule asymptotique des polynoémes {7, ,}, s’écrit sous la forme :

+ X5 (2)] (0.5)

1
D ——
¢ (2)\" (‘P (Z))
T, = 1
ou, ¢ est application conforme du domaine Q@ = ext(E) vers 'extérieur du cercle unité;

et Dg est la fonction de Szeg6 défini par :

2w

1
D(w) = exp —%/log(cose |sin 6])

0

w + e

w — et

oS, (lwl > 1). (0.6)

et enfin y,, () — 0 uniformément sur les compacts de 2.

On détaille dans le chapitre 4, le comportement asymptotique des polynomes ex-
trémaux associés a une mesure « définie comme suit : @ = 3 + 7,; J est un mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur le sgment £ = [—1, 1] et
~ est une mesure discréte concentrée sur les points zj avec les masses A, > 0, c’est a dire
v = ZZD Apd,, ol ¢, est la mesure de Dirac au point zj.

k=1
La formule asymptotique des polynémes extrémaux {7, , (2)} associés a « est :

1
1) = (22) BAz)% 14 % (2)]. (08)



ol, By est le produit de Blaschke fini défini par :

Bg(Z) = li[ ——

1 ®(2)®B(z) — 1 P(2k) (09)

Dans le chapitre 5, on donne la formule asymptotique forte des polynémes extrémaux
associés a une mesure du type ¢ = « + 7, ou « est concentrée sur le sgment F =
[—1, 1], et 7y est concentrée sur un nombre infini de points {z;},-, C Ext(E). Le résultat
obtenu dans ce chapitre constitue le résultat original de cette thése et a fait 'objet de

la publication ([27]).
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Chapitre 1

Notations et définitions

1.1 Systéme de polynétmes extrémaux

Soit 0 < p < o0. a une mesure de Borel positive, finie, dont le support noté par
F = supp (a) , est un sous ensemble infini du plan complexe C. On désigne par L? (C, «)

I’espace vectoriel :

LP(Cia) =< f:C—C: /|f(z)|pda(z)<—|—oo , (1.1)
C

[ 1f (2)|" da (2) , étant I'intégrale de Lebesgue relativement & la mesure a.

i%éﬁnition 1.1

Soit a une mesure de Borel positive, finie, dont le support ' contient un nombre
infini de points dans le plan complexe. On appelle systéme de polynoémes extrémauz
noté{ Ly (2)},cn associés a la mesure «, le systéme de polynomes { Ly (2)},cy vérifiant
les conditions suivantes :

1) Ly, (2) est un polynome normalisé de degré n, c’est a dire : Ly, (2) = 2" + ....

2) Le systéme { Ly, (2)},on est extremal dans lespace LP (C, ) ; c’est a dire :

Loy Ollircar = 08 10l (12)

12



ou P, 'ensemble des polynémes normalisés de degré n, et

lepr = (325 17 OF 1) v 7 e €.

1.2 probléme du comportement asymptotique des po-
lynémes extrémaux

Définitionl. 2
On appelle probléme du comportement asymptotique des polyndémes extrémauz relati-

vement a la mesure o [’étude du probléeme suivant :

Etudier : nll_)IIOlO L,(2); z€ FE ou z € K; K compact de C\E; avec F' = supp («) .
(1.3)

La solution de ce probléeme dépend en général de o et de son support F.

Il existe trois types de problemes du comportement asymptotique des polynomes
orthogonaux ou extrémaux :

Asymptotique faible des polyndémes orthogonaux ou extrémaux qui consiste a
Pétude de I'asymptotique de |L, (z)|/™. Ce probléme est étroitement lié & la distri-
bution des zéros des polynomes orthogonaux ou extrémaux et il dépend de la propriété
de régularité de la mesure. L’outil principal dans I’étude de ce cas est la capacité logarith-
mique. Parmi les applications on peut citer la distribution des zéros et leur comportement

asymptotique.
Ln+1 (Z)

Ly (2)
a été fait sur ce sujet. Dans le cas des polynomes orthogonaux sur le cercle, Szego [55]

Ratio asymptotique c’est 'asymptotique de . Un grand nombre de travaux
a obtenu des résultats de convergence pour des fonctions poids vérifiant la condition de
Szego, ensuite moyennant la transformation de Joukowski z = %(z +271) qui transforme
le cercle unité au segment [—1, +1], il a déduit la formule asymptotique des polyndémes

orthogonaux sur le segment. Le cas général sur le ratio asymptotique des polyndmes

13



orthogonaux sur le cercle unité, a été traité par Rakhmanov [44]. La meilleure condition
pour établir le ratio asymptotique pour les polynémes orthogonaux est la condition dite
de Rakhmanov : o/ > 0 presque partout sur le support essentiel de la mesure «.
Asymptotique fort pour les polynémes orthogonaux ou extrémaux, qui est le pro-
bléme du comportement asymptotique uniforme des polynémes L,, (z) a I'extérieur et sur
le support de la mesure. Dans le cas classique d’un intervalle ou le cercle unité, la formule
forte du comportement asymptotique a été établie par Szegd [55]. La théorie de Szego a
été prolongée et développée par Widom [60], dans le cas ou le support de la mesure est
un systéme fini d’arcs et de contours, ensuite par Gontchar [13] et Nikishine [42], dans le
cas ou le support de la mesure est le segment [—1, +1] plus un nombre fini de points, et

d’autres.

1.3 Synthése des cas étudiés

Nous allons résumer dans cette partie selon la mesure o et son support F), le compor-
tement asymptotique d’une classe assez large de polynémes orthogonaux et extrémaux
relativement a la mesure « et qui s’avérent la plus intéressante pour notre étude.

(1) F = |-, 7], p=2; « est absolument continue par rapport & la mesure de Le-

besgue sur|—m, 7], c’est a dire :

doa = p(0)df; p € L' ([—m,x],df); p>0.

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polyndémes orthogonaux sur
le cercle avec fonction poids. Ce probléme a été étudié profondément par Szego en 1921

[55] . La formule asymptotique des polynomes orthogonaux {L,(z)} associés a « est :

n

L,(2) = Ez—(l)

ot D, est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szego et

;2 > 1, (1.4)

14



elle porte son nom et définit par

D) = e § 5o [lonlol0) 250t (2| < 1), (15)

1— ze ¥

—T

On note qu’on peut introduire dans cette partie tous les polynémes orthogonaux
classiques (Legendre, Tchebychev, Jacobi, Hermite, Laguerre).

a) Les polynomes de Legendre correspondent a F' = [—1, + 1] et p(z) = 1.

b) Ceux de Tchebychev correspondent & F = [—1, +1] et p(x) = (1 — 22)/2 on
p(r) = (1—a?)~1%

c) Les polynomes de Jacobi correspondent & F' = [—1, + 1] et p(z) = (1—2)*(1+x)?,
a>-—1,08>-1.

d) Si F =10, + o] et p(z) =z *, @ > —1; on obtient les polyndémes de Laguerre.

—z2

e) En fin pour F' = |—00, + oo et p(xz) = e, on obtient les polyndémes d’Hermite.
Les comportements asymptotiques des polyndémes orthogonaux classiques ont été étu-
diés bien avant Szegd. Citons : Mehler[36], Heine[15], Darboux|7], Hilb[16], ... .
Mais les techniques utilisées différent de celles de Szego et dépendent de la particularité

de chaque classe de polynomes (voir [55] pour plus de détails).

(2) F =[—1,+1], p=2; «a est absolument continue par rapport a la mesure de Le-

besgue sur [—1,+1] c’est & dire :

do = p(x)dx; p>0; pe L' ([-1,+1],dx).

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynémes orthogonaux sur le
segment avec fonction poids. Ce probléme a été étudié par Szegd en 1921 [55]. Szegd a
obtenu la formule asymptotique des polyndémes orthogonaux sur le segment avec fonction

poids, vérifiant la condition :

f ¢ logp(z)
Vi

15

dr > —o0, (1.6)



dites de Szegd. Szegd dans ([55]) a établi une relation entre les polynémes orthogonaux

sur le cercle et ceux du segment. Cette relation est donnée par la formule suivante :

Top(z) = > +1L2n(0)) <L2;SZ) + z”Lgn(%)) , (1.7)

ou, {L,(z)} est le systéme des polynomes orthogonaux associés & « sur le cercle
et, {T,,(z)} est le systéme des polyndmes orthogonaux associés a la mesure absolument
continue « sur le segment.

Utilisant cette relation ; Szegd a déduit la formule asymptotique des polynémes or-
thogonaux sur le segment de celle du cercle moyennant la transformation de Joukowski
r = %(z + z71) qui transforme le cercle unité au segment [—1, +1].

(3) F=F,0<p<oo; E estun contour de Jordan rectifiable ; B est absolument

continue par rapport a la mesure longueur d’arc, c’est a dire :

da(§) = p()|d¢], p: E— Ry, pe L' (E,]dE]).

Ce probléme a été étudié par Gueronimus en 1952 [11]. Gueronimus a développé le
travail de Szego en considérant des classes de fonctions poids et de contours de plus en
plus larges. Il a obtenu 'asymtotique forte de 7}, , () et 'asymtotique forte de m,,, (p)

a Pextérieur de contour. Geronimus a montré la formule asymptotique suivante :

Top(2) = [C(E)® (2)]"¢ (2) [1 + en(2)], (1.8)

ou, C'(E) est une constante qui dépend de F, ® est Papplication conforme du domaine
Q) = ext(E) vers 'extérieur du cercle unité; ¢ est une fonction holomorphe dans 2,
solution d’un probléme extrémal, et enfin €,(z) — 0 uniformément sur les compacts de
Q.

Mais malheureusement une relation entre les polynomes extrémaux sur le cercle unité
et le segment [—1, 4+1], comme celle donée par Szego en (1.6) dans le cas des polynomes

orthogonaux ou extrémaux reste un probleme ouvert et toujours présent.
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(4QF=EU{zn},, ,0<p<oo; E=[-1, +1JU{znl,;a=08+ 2 €

extérieur ([—1, + 1]); (B est absolument continue et concentrée sur [—1, + 1] et v une

mesure discréte concentrée sur les points z; € ext(E)

Y= Akdzk, Ak > 0.

B
Il >
—

Ce probléme a été étudié par Gontchar en 1975 [13] et il a été appliqué au probléme de
la convergence des approximants de Padé de fonctions méromorphe ; Plus tard, Nikichine
a étudié ce probléme explicitement pour 'opérateur de Sturm-Liouville discret [42] et par
Kaliaguine [19] dans un cas assez générale.

B)F=E1<p<oo; E=[-1, +1]

Ce probléme a été étudié par Lubinsky et Saff en 1987. Lubinsky et Saff ont accomodé
le résultat de Szego [35], dans le sens ou ils ont affaibli la condition sur la fonction poids

p en supposant que p ne vérifie que la condition :
1/pe Lp[-1, +1], Vp>1.

La formule asymptotique des polynémes extrémaux {T,,, (2)} associés a « est :

1
1= (2) ’ g)?) 143 (). (19)

o, ® est l'application conforme du domaine Q2 = ext(FE) vers 'extérieur du cercle

unité; et Dg est la fonction de Szegd défini par :

2

1
Dg(w) = exp —%/log(cosﬁ |sin 6|)

0

w + e
SEAt (el > 1. (110)

et enfin x,, () — 0 uniformément sur les compacts de 2.

(6) F=FU {zk},jj ca=p+v,p=2, F=[-1,41], £ est non absolument conti-
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nue et concentrée sur [—1,+1], et y étant une mesure discréte concentrée sur les points
z;, avec les masses Aj,.

Ce probléme a été étudié profondément pour la premiére fois dans sa forme la plus
générale en 2001 par F. Peherstorfer et P. Yuditskii [43] .

(7) F=TU{a},5; a=B+7,p=2

[ est non absolument continue et concentrée sur le cercle I', et v étant une mesure

discréte concentrée sur les points z;, avec les masses Ay.c’est-a-dire

+oo

y=) Apb; Ay >0,
k=1

Ce probléeme a été étudié en 2006 par A. Vol berg, F. Peherstorfer,et P. Yuditskii
138].
(8)F =FEU {zk}izl ; E=1[-1,1]; 2, € ext(E); a = 8+ 7; [ est concentrée sur F et

absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dx sur F, c’est a dire :

da(x) = p(x)dz, p: E — R, /p(x)dx < 00,
E

~ une mesure discréte concentrée sur les points z;, avec les masses Ay, c’est-a-dire

l

y=) Apb; Ay >0,
k=1

J,, étant la mesure de Dirac au point z;. Ce cas a été étudié en 2007 pour p > 2 par
Khaldi [26] .

La formule asymptotique des polynomes extrémaux {7, , (2)} associés a o est :

1
Ty () = (%)B()% 1+ %, (2], (111

o, ¢ (z) est 'application conforme du domaine €2 = ext(FE) vers extérieur du cercle

unité; et D est la fonction de Szegd défini par :
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2
] i0
D(w) = exp —?pflog(cosﬁ|sin9])5i(;.9d9 » (lwl > 1),

0

et By est le produit de Blaschke fini défini par :

Et enfin x,, () — 0 uniformément sur les compacts de 2.

(9 F = EU{zk}kl; =[-L1];0=0+v1<p< o,

[ est concentrée sur F et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue

dx , c’est a dire :

da(z) = p(z)dz, p: E — Ry, /p(a:)dx < 400,
E

v une mesure discréte concentrée sur les points z; € ext(E) avec les masses Ay, c’est-a-

dire
+00
=) Aibs; Ap >0,
k=1
d,, €étant la mesure de Dirac au point zj.

Ce cas a été étudié en 2011 pour p > 1 par Khaldi et Boucenna [27] et la seule

exigence de la partie absolument continue de la mesure est la condition de Szeg6

1

f logp ()
V-2

——Zdx > —00.

La formule asymptotique des polynomes extrémaux {7}, , (#)} associés a la mesure o

est :

1+ x, (2)]. (1.12)

~
O
|
VR
o
O
N——
3
Sy
8
S
O
VRS
K1
—_
N——
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oll, By est le produit de Blaschke infini défini par :

2 0(2) — P(a) [P()[”
Peo = kl;llq)(z)M— 1 ®(z)

et x, (z) — 0 uniformément sur les compacts de €.
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Chapitre 2

Espaces de Hardy et Fonction de

SzegO associée au cercle unité

Les espaces H? ainsi dénommeés ont référence a G. H. Hardy [14], ont beaucoup de
propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problémes de factorisation, les valeurs
frontiéres et les représentations du type de Cauchy a partir de mesures sur la frontiére.
Les espaces de Hardy ont été introduits en analyse en 1915 dans le disque unité ouvert,
constituent 1’outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asymptotiques des
polynémes . Utilisant les propriétés de la transformation conforme entre le disque unité
ouvert et U'intérieur d’un contour de Jordan rectifiable, V. J. Smirnov [47], [48], [495]
a étudié ces espaces a l'intérieur d’un contour de Jordan rectifiable. En 1951, W. Rudin
[46] .a généralisé 1’étude de ces espaces dans un ouvert connexe quelconque en se basant
sur une caractérisation des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert. Cette carac-
térisation se résume dans le fait qu'une fonction appartient a ’espace de Hardy dans le
disque unité ouvert si et seulement si elle admet un majorant harmonique dans ce disque.

On recommande les ouvrages de K. Hoffman [17], de P. Kossis [29], de S. Zygmund

[61] , pour une étude approfondie des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert.
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2.1 Espaces de Hardy associée au cercle unité

2.1.1 Espace H'(U)

Noyau et integral de piosson

Définition 2. 1

Pour 0 <r < 1,t € R,on pose

P.(t)= i rinleint, (2.1)

Pour r fixé, 0 < r < 1, P, est appelé un noyau de Poisson et ( Pr)ogr <1 est appelée la
famille des noyaux de Poisson.
Remarque 2. 1

1.Si z=re'? (0 <r<1,0réel), alors

(2.2)

it 1 — 2
P,,(Q—t):Re{e +Z} L

et — z| 14r2—2r cos(f —t)
2. le noyau de Poisson est une fonction uniformément continue sur [0, 27| , 2B—périodique,
positive et paire.

Théoréme 2. 1 [14]

Le noyau de Poisson possede les propriétés suivantes :
(i) P.(t) > 0.
(i) P (t) = Pr(—t) .
(i) [P(t)dt=27(0<r<1).
r :_{7,; € C: |z| = 1} étant le cercle unité.
Définition 2. 2
Pour 0 < p < oo, Lp (I') sera la classe de toutes les fonctions f & valeurs complexes,

mesurables au sens de Lebesgue, de période 27 , définies sur R , pour lesquelles
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=

s = (355 17 OFat) <o 23)

Définition 2. 3
Soit f € Ly (I'). On pose

F (re) = %fpr (O—1) F (£)dt: (0 <1 < 1,0 reel) (2.4)

La fonction F' ainsi définie dans D est appelée l'intégrale de poisson de f .
Théoréme 2. 2 ([29], [46])
Si f € Ly (T') et si F' l'intégrale de poisson de f alors F' admet partout sur le cercle

unité I une limite radiale notée f * (e“’) et on a

lim F (re®) = f* (). (2.5)

r—1
Espace H! (U)
Définition 2. 4
Soit f € H (D). On dit que f est une fonction de H ! (D ) si et seulement si

_} |/ (rei9)| df < oo; (r < 1) (2.6)

Théoréme 2. 3 ([29], [46])
Soit f € H' (D), alors :

1) f posséde presque partout sur le cercle I' une limite radiale f (ew)

tim / (re”) = £ ()
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2) f (ew) admet la représentation de poisson suivante

f(re?) = %_f P(0—t)f (¢”)dt;(0<r<1)

Produit de Blaschke

Théoréme 2. 4 [([29], [46])]

Soit {zx} une suite dans D telle que z;, # 0 pour laquelle

é(l—|zk|)<oo

Si k est un entier non négatif, et si ’'on pose

B(x) = [] 222 Lol (e D), (2.7)

k=11 — 2 Zp 2 &

La fonction B est une fonction holomorphe bornée dans D et ne posséde pas d’autres
zéros que les points zj, .

Remarque 2. 2

La fonction B est appelée un produit de Blaschke.

Théoréme 2. 5 ([29], [46])

Pour tout 6, si B (z) est le produit de Blaschke défini ci-dessus alors B (z) admet en

presque partout sur le cercle I' une limite radiale B* (ew) donnée par

B* (¢”) = lim B ("),

r—1
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de plus, |B (ei9)| =1.

2.1.2 Espace de Hardy dans le disque unité ouvert

Soit U = {z € C: |z| < 1}, le disque unité ouvert. Notons par H (U) I’ensemble des
fonctions holomorphes dans U.

Théoréme 2. 6 ([46))

Soit f € H(U), définissons pour r: 0 <r < 1;

M, (f,r) = %/‘f(rewﬂpde , (0<p< ). (2.8)

Les fonctions M, sont croissantes par rapport & la variable r dans [0, 1].
Ce théoreme nous permet de donner la définition suivante :

Définition 2. 5

Soit fe€ H(U) et 0<p < oo. Posons :

11, = lim Ay (£,7) (29)

ou M, (f,r) est définie dans le théoréme 2.6.

On définie la classe HP (U) comme étant ’ensemble des fonctions f € H (U) pour
lesquelles || f]], < oo.

Remarque 2. 3

Comme les fonctions M, sont croissantes par rapport & la variable r dans [0, 1], et

si f € H(U), alors | f|, existe toujours dans R et

11, = sup {M, (f, )} (2.10)

Théoréme 2. 7 ([46])
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Pour 1 < p < oo; l’espace (Hp ), HHp) est un espace de Banach. Et Pour 0 <

p < 1 Tespace (H? (U), d,) est un espace de Frechet muni de la distance

d (f, 9)=If—4gl

Remarque 2. 4
Si F' est une fonction définie sur I' et & valeurs complexe et si on définit la fonction f

par :

f(0)=F () (2.11)

alors f est définie sur R, périodique, de période 2.

Réciproquement, si f est une fonction définie sur R, périodique, de période 27, alors
il existe une fonction F' définie sur I" vérifiant (2.11).

On peut ainsi identifier les fonctions définies sur I' avec les fonctions définies sur R,
périodiques, de période 27.

Les propriétés fondamentales de ’espace HP (U) sont résumées dans le théoréme sui-
vant :

Théoréme 2. 8 Sip > 0etsi f € HT (D )alors f possede une limite radiale notée

f * telle quef* € Lp (T' ) qui est donnée par
: 0\ _ p* 10
lim f () = f* (re").
presque partout sur le cercle I'et

11l = 1 ey -

Preuve
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Soit f € H T (U ),On sait d’aprés le théoréme de factorisation [], que

ol B (z) est le produit de Blashke formé sur les zéros de f et g une fonction de H ¥ (D)

n’ayant pas de zéros dans D telle que

11, = llgll,

et
g(2) = [h(z)]"""

alorsh e H' (D) et

1], = lim sup]:r I (re®)” do :f: () do

ou h (") est la limite radiale de h (z)
On suppose pour la suite que f # 0 .De plus, on sait que pour tout 6, h (eie) #0 et

ainsi pour tout 6

lim g (z) = lim [h(2)]"7, 2 — €”.

On appellera cette limite g (ew) :

Alors puisque
zl—igzl@ B(z) = B ("),
pour tout #, alors
lim f(2) =B (") g (<"),

on appellera cette limite f (ew) .
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Finalement,

si0<p<l,

11, = lgl, = || 1>

= ]| :jr !h (ew)|p df = _fé |g (eia) }p do = _f:rr }f (ew) }p de, carB (ew) =1.

si p > 1, on obtient le méme résultat, mais Les intégrales sont élevées a la puissance

Théoréme 2. 8 ||
Soit f € H (D ) alors

ti J [ (re”) = 1" (re") " 0 = 0

ou f (e) est la limite radiale de f (2)

Du théoreme découle le corollaire suivant

Corollaire 2. 1

Soit f € H (D ) alors f est respectivement I'intégrale de Poisson et de Cauchy de sa

limite radiale f* (re), on a alors

f Q)

dt.
(—=z

fe)= 5

2.1.3 Espace de Hardy a l’extérieur du cercle unité

Notons par :
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Cr={weC: |w=r}

G={weC: |w|>1}U{oo}

H (G) : I'ensemble des fonctions holomorphes dans G (coy compris)

Définition 2.6

Soit f € H(G), on dit que f € H? (G) s’il existe une constante C' positive, indépen-

dante de r, telle que :

/If(w)lpldwlg();w: <o

Cr

Si f € H? (G), on note par :

1wy = s [ 1F )P ds. 212

Remarque 2. 5
La définition de I’espace de Hardy dans le disque unité ouvert est équivalente a celle
donnée dans la définition (2.12)

En effet d’apres la remarque 1. 2, on a :

feH(U) = sup/|f(z)|p|dz| < +00.

0<r<1

Poroposition 2. 1

Soit f € H(U), définissons g par :

o) = 1(3). powrwe i),
70

w

);

alors f € HP (U) si et seulement si g € H? (G).
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Notons par :
P (Clde)) =4 C, —>(C:/|f(z)|p|dz| coobirs0,
Cr

ou |dz| est la mesure longueur d’arc.

Ceci étant, les propriétés de 'espace H? (G) sont résumées dans le théoréme suivant :
Théoréme 2. 9

Soit f € H? (G) alors :

a) 'r'liFl[’l*' f (Tew) existe en presque tous les points du cercle unité, Cette limite est appelée

limite non tangentielle et elle se note f;.

b) fr € LP (Cy, |dw]|) et

[ 18P sl = 11y = Tim [ 17 @) 1.
Cy Cr

c) L’espace HP (G) est un espace de Banach pour la norme (2.12).
Pour 0 < p < 1 est un espace de Frechet muni de la distance d (f,g ) = |f — g -

d) fiadmet une représentation de typeCauchy etPoisson c. a. d :

o € G\ (oo}, [ () = 5 [IOE
C1
et
F@) =5 [RO=0)fi (") de
C1
Preuve

a) Soit f € H? (G), alors : 3 C' > 0 tel que :

/If(w)lpldwlgo;w: <o
Cr
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. 1 1 .
En éffectuant le changement de variables w = — alors : dw = __/2dw/ , ceci nous donne :
w w

1
Jis@rian - /Wf(ﬁ) 2 1)
Cr
1
= : —< !
/‘ (eze) 9,2_r<1
donc :
™ 1 2
/’f( p 0) do <r'.C<C.
r'ev
Posons :

A0 = £ (7 )

alors fi € HP(U), ce qui implique que hm fi ( ! ’9) existe presque partout pour
e

—m <0 <m;

or

r'—1- r'—1- r—1+

lim f; (r'e”) = lim f; (T/iw) = lim f (re”);

ce qui donne le point a). Les points b) et c¢) sont une conséquence immeédiate de a) et du

théoréme 1. 5.

31



2.2 Fonction de Szeg6 associée au disque unité

2.2.1 Fonction de Szeg6 dans le disque unité ouvert

Les fonctions de Szego rentrent dans le cadre général de la représentation des fonc-
tions positives. Pour la construction de ces fonctions dans le disque unité ouvert, on
recommande ([52], [53], [54], [55]).

Soient F' € HP(U) et F* sa limite non tangentielle. Si I'on pose f(6) = |F*(e”)

alors f € LP(T), et on montre que log(f) € L*(T).

Réciproquement étant donnée une fonction f € LP(I'), f presque partout positive et
log(f) € L*(T), on montre([47], [48]) qu’il existe une infinité de fonctions F' de la classe
HP(U) telles que f(6) = |F*(e")| presque partout pour —7 < § < 7. On s’intérésse &
une fonction particuliére F' de la classe décrite auparavant, dite fonction de Szego, qui
est 'objet du théoréme suivant :

Théoréme 2. 10

Soit 0 < p < 0o, et f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur

Uintervalle |—m, | et vérifiant la condition de Szegd

™

/log f(6)do > —oc. (2.13)
Alors la fonction définie par :
1 1+ ze ¥
D = — [ 1 _— 1 2.14
) =exp {5 [ on(F(O) Tzt (1] < 1), (214

dite fonction de Szego associée a U et a la fonction poids f, posséde les propriétés sui-
vantes :

1) Dy € HP(U).

2) Ds(2) #0,Vz € U.

3) |D;‘c(ei"’”)‘p = f(x) presque partout sur [—m, 7].
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ot D} est la limite non tangentielle de Dy.
4)Dy(0) > 0.

Preuve

Construction de Dy

Considérons 'intégrale de Poisson associée a la fonction log (f) qu’on note par :

1— 72

u(r,e) = %/ log(/ (6)) 1 —2rcos(x — 0) + r? 0.

La fonction u est harmonique dans le disque unité puisque log(f) € L' ([~=, =], df)

([46]).

a savoir que u (7, x) est harmonique dans le disque unité ouvert U et qu’elle représente

la partie réelle d'une certaine fonction holomorphe que 'on notera h (z) et éxigeons que

h (0) soit réelle pour avoir I'unicité de h. La fonction cherchée sera donc

on montre facilement que :

Re D;(2) = Reg(z); (z =1e", 0 <r < 1),

alors

1) Montrons que :

1 |
de>0tel que: Vr: 0<r<1; 2—/‘Df(7“ezl‘)|l)dx§c’
7r

en effet
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exp {% (Reh (2) + Imh(z))}'

_ exp{%Reh(z)}

_ exp{%u(r, x)}.

Par suit, pour z =re¢®®*, 0 <r <1,ona:

[ Dy(re™)[” = exp{u(r, z)}

™

. 1/10 (F (0)) L i

- PN g & 1 — 2rcos(z — 0) + r?

< ! 7]” (0) Lo df (inégalité de Jensen [29])
- 27 1 —2rcos(x —0) + 12 g '

En intégrant par rapport & x on obtient

N

i] |D (re”)’p dx 1 / i]f (0) L df | dx
27 ! - 27 27 1 — 2rcos(x — 0) + r?

—Tr

™

1] 1 1— 2
N %/f(ﬁ) %/1—27“008(1’—9)4-7"26[‘% d0

—T

1 ™
= —/f(@)d@zC’. Vr: 0<r<l1.
2T
ce qui donne le point 1).
2) est évident.

3) Dy € H? (U), notons par D} la limite non tangentielle de Dy; et comme :

34



ic)|P _ i] 1_T2
[ Dy (re)[" = exp § o [ loalf (0)y— oy a0

—T

il vient

* ( _ix\|P  __ . iz |P
D3 ()P = tm Dy )

— exp{ lim - /Hlo (F (0)) L i
R P s & 1 —2rcos(x — 0) + r?

—T

= exp{log f(z)}, p. p sur [—m, 7.

1
4) D¢(0) = exp {éh (0)} > 0. (h(0) est réel par construction).

2.2.2 Fonction de Szegd associée a ’extérieur du cercle unité

Théoréme 2. 11
Soit 0 < p < oo, et f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur

Uintervalle |—m, 7| et vérifiant la condition de Szego

™

/log ft)dt > —oc. (2.15)

Alors il existe une fonction unique notée D} et appelée fonction de Szegd associée a
Vextérieur de T' et a la fonction poids f, possédant les propriétés suivantes :

1) D$ € H? (G).

2) D§ (w) # 0,Yw € G.

3) |(D§)* (em)|p = f (z) presque partout sur [—m, 7|.

ol (ch)* est la limite non tangentielle de Df.

4) D5 (00) > 0.

Preuve

35



Considérons la fonction de Szegt Dy introduite dans le théoréme 2.10 et construisons
la fonction D} de la fagon suivante :
1
D5 (w) = Dy (E) pour w € G\ {o0}.
Df (00) = Dy (0).
Alors les propriétés de Dy et la proposition 2.1 nous donnent les propriétés de D5.

Notons que la forme explicite de D} est exactement la fonction :

r i0
w+ e’

D5 (w) = exp 2]’%/1og(f(e))mde (| > 1).

—Tr

2.3 Compacité et convergence dans H(2)

La convergence sur les sous-ensembles compacts est la convergence qui intervient le
plus naturellement dans les opérations de limite des fonctions holomorphes.

Pour définir cette notion, on commence par énoncer une propriété des sous ensembles
ouverts du plan complexe, qui permet de construire une métrique sur H ().

Théoréme 2. 12 ([46])

Tout ouvert Q2 du plan est la réunion d’une suite {K,}, n=1,2, ..., de compacts tels
que :

(a) K, soit inclu dans lintérieur de K1 pour n =1, 2,....

(b) Tout sous-ensemble compact de Q soit inclu dans l'un des K,.

(c) Toute composante de S? — K,, contient une composante de S? — €, pour n = 1,
2,....

S? étant la sphere de Riemann.

Ceci étant, soient f et g deux fonctions quelconques de H(S2), définissons :

" da(fi9) B
Z ( ) 1+d—(f)’ ou dy (f,9) = sup {1f(2) = g(2)|}, (2.16)

on montre dans [46] que(H (£2), d) est un espace métrique complet et qu’une suite de
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fonctions de H () converge au sens de la métrique d si et seulement si elle converge
uniformément sur chaque sous-ensemble compact de 2. Cette derniére caractérisation de
la convergence au sens de la métrique d, nous permet de donner et justifier la définition
suivante :

Définition 2. 7

Soient {f,} une suite de H () et f:Q — C. On dit que {f,} converge vers f au
sens de H (), si {fn} converge uniformément vers f sur chaque sous-ensemble compact
de €.

Théoréme 2. 13 ([46])

Soit {f,} une suite de H (Q2) . Si f, — f au sens de H(Q). Alors f € H(Q), et
B ®) gy sens de H (Q) pour chaque k > 1.

2.3.1 Familles normales

Définition 2. 8 ([42])

Supposons F C H (), un ouvert connexe non vide ) du plan compleze. Nous appe-
lons F une famille normale (ot de Montel), si toute suite d’éléments de F contient une
sous-suite qui converge uniformément sur les sous-ensemble compacts de 2. On n’exige
pas que la fonction limite appartient a F.

Le théoréeme suivant nous donne une propriété trés utile de compacité des familles
normales.

Théoréme 2. 14 ([46])

Supposons que F C H (2) et que F soit uniformément bornée sur tout compact inclu

dans Q). Alors F est une famille normale.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des

polyndémes extrémaux sur le segment

Introduction
On étudie dans ce chapitre le probléme du comportement asymptotique des polynémes
extrémaux, associés a une mesure « concentrée sur le segment £ = [—1, 1] et absolument

continue par rapport a la mesure de Lebesgue dx sur E, c’est & dire :

da(z) = p(z)dz, p: E — Ry, /p(x)dx < +400. (3.1)

3.1 Fonction de Szegd et espace de Hardy H? (), p)

3.1.1 Fonction de Szegod associée a ’exterieur d’un segment

Soit £ =[—1, 1], Q= FExt(E),G={weC: |w|>1},etd:Q — G l'application
conforme définie par @ (z) = z + V22 — 1, (P (00) = o0). On désigne par ¥ la fonction

1 1 1
inverse de ® définie par ¥ (w) = 3 w+ o) et le capacité logarithmique i) =
® 1
lim, o —(Z) =35
z 2
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Soit p (§) une fonction non négative et intégrable surE. Désignons par

D (Epld) =10 BE—C: [IFOF p(©)1de] < +o0 32)

Théoréme 3. 1
Soit p une fonction non négative intégrable sur E au sens de la mesure de Lebesgue

dx sur E et vérifiant la condition de Szego :

logp(fr)
J A=t > oo, (3.3)

alors, il existe une fonction notée D(z) dite fonction de Szegd : associée au domaine
Q et la fonction de poids p, possédant les proprétés suivantes :
1. D(z) est holomorphe dans €.
D(z) #0,Vz e Q.

3. D(z) admet des valeurs frontiéres sur les deux cotés de E (p. p sur E ) et

00| |00 =0 (©) (9 sur E)
4. D(oc0) > 0.
Preuve

Considérons la fonction poids 6(w) définie sur le cercle unité par :

[y e v o<
o(e”) D
%g =U(e?) pour 0 <O <mp.p

on a

]1og / (log’q) ) @' ()] |de]
= [ ogpiente’ @l + [ (tog ey ) 19" )] el
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:/mwgma@wm+/mmwwmwa

E -7
comme log |¥' (¢")| € L [—m, 7] ,car ¥ € H' (G) (voir [25]), ceci avec la condition(3.

3), entrainent

T

/log (6 (7)) df > —o0 (3.4)

—T

qui est la condition usuelle de Szegp.

D’autre part

Juene= [5G

—T

& (¢)] |de| = / (p(6)) |de] < +o0

E

alors la fonction de Szegd vérifiant les propriétés du théoréme est exactement la fonc-

tion définie par :

D(z) = Da(®(z)),
ol, D¢ est la fonction de Szeg6 associée a la fonction poids d et a 'extérieur du cercle
unité défini par :

2w

1
D¢(w) = exp {%/ log(cos @ |sin 6])

0

w + e

w — et

d@}, (Jw] > 1). (3.5)

Montrons maintenant qu’elle vérifie les propriétésl), 2), 3) et 4).
En effet,
1) D(z) = D5 (®(z)) #0 car ®(z) € G pour z € €.
2)(® (2))7 /D (2) € HP () = (¥ ())7 /D5 (3 (2)) € HP (%)
= (@ (W W) (¥ (@) /D (@ (¥ () € HP (Q)
<~ 1/D§ (w) Eal (G)
(puisque (@' (¥ ()7 (¥ ()7 = (@0 ) ()" =1 car D oW = Idp)
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3) D (o) = D5 (8 (o0)) = Dj o0) > 0
0|0 |80 = D3 (@ (7| ()] =5 ()

' ()] =p(©)

Remarque 3. 1

La fonction de Szegd D¢ peut étre définie par :

Do(w) = Ds(2), lw| > 1; Da(oo) = Ds(0), (3.6)

ou Dj est la fonction de Szegd associée a la fonction poids ¢ et au disque unité ouvert

3.1.2 Espace de Hardy H? (2, p)

Définition 3. 1
Soit f € H ().
On dit que f € H? () si et seulement si

f(¥ (W) /D (¥ (w)) € H? (G) (3.7)

Théoréme 3. 2
Soit f € HP (2, p). Alors :

1. alors f admet en presque tous les points de E deux valeurs limites notées f, et

f—, sur les deux cotés de E, de plus : f, ,f- € LP(E,p(C)|d(<)])

2.
Pour p > 1 et pour tout f € H? (£, p) , posons :
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2
||f||HP(Q,p)

im f(2) } /
RH1+R |D 2)[P

notatzon f |f |p

)|

Ep={r€Q: |®(z)| = R}.

dans ce cas l’espace ((Hp (€, p), N llaro, p)> est un espace de Banach.

Pour 0 <p <1, (H?(U), d,) est un espace de Frechet muni de la distance

d(f, g9)=If~-dl,-
Preuve

1) Soit f € H? (L2, p) , posons F (z)

= f'(2) (@ (2))? /D (2) et soit F*la limite non
tangentielle de F.

Comme, d’un part ((I)' (f))%/D* (&) # 0 puisque }(ID' (5)}|D* ™ = p&) , et

d’autre part p (§) > 0, presque partout sur £ (car/ (logp(£)) |<I>/ (&)] |d¢] > —o0)

E
, F(z)D /
donc f (2) = % admet une limite non tangentielle f* presque partout sur
(' (2))r
E c’est-a-dir

Montrons maintenant que f* € L¥ (E, p(€) ]df |). En effet :

D (e
/\f o p(elag = [ | T
(@ (€))7

- / | F* () de] < +o0: F € H? ()
2) Pour 1 < p < 0o et comme || f|7,(, ,) = ﬁf..@'l/p/DHp
suite de Cauchy dans H? (2, p) alors { f,,..®

1" ()] .| D* (&) " |de]

. p) alors si {f,} est une

/P /D} est une suite de Cauchy dans H ()
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, donc elle couverge vers une fonstion g € H? ({2) ; par suite f,, — (I‘()],l 7 € H? (2, p)

Lemme 3. 2

Soit { f,} une suite de fonction de 'espace H? (£, p) .et
1. fo — f uniformément sur les compacts de Q.

2. [/, py < M (constante).

Alors f € HP (Q,p) et

1 5@, py < Timinf [ f[[5q, ) -

Preuve

En utilisant la relation entre les classes H? (2) et H? (G) on peut établir les formule

suivante

). \d2|<7’/|90 €)lde.

[15¢
/ & (©)F p (€) d¢] < liminf /

pour toute fonction ¢ (z) € H? (L2, p).

et
@' (2)] ]dz]

Donc on a

/156

r

p

(2)] -

n—0oo

@' (Z)(Z)‘.klz] = lim/’ Ja ( i

< dim [ | £©Fp(E)]de] < rC.

n—oo
B,

1
I result que f(2) (@' (z))P € HP (2), et Ceci implique que f (z) € H? (Q, p).

Supposons que C* = liminf || f||” (0, p) » ON choisit une sous suite( f,, ) telle que
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lim ”fnk:HHP Q,p) = lim inf Hf”Hp Q, p)

Alors pour tout ¢ fixe il existe Ny tel que
Vng > Ny, ||fnk||7;{p(97 n S C* +e.

La sous suite (f,,,) converge uniformément sur les compacts de 2 vers f; alors

E[‘%p Z)“dZ':kh—»IEOET/‘%’f((;)p

P’ (z)‘ dz|,

d’ol

/

On obtient finalement

A.ldel < v lim [[ £, () p©1d <7 (C7+2).
E,

1 ferp(, py < €7 €

Ce qui impliqune

115, py < Timin || fl[5pq, ) -

Lemme2. 1 ([23])
Si f(z) € HP (Q, p) et K C Q, K compact, alors il existe une constante C telle

que :

sup [ f (2)] < Ck [z, »)

Preuve
Pour 1 < p < oo posons :
d(K,E)=mincg |z — k| ;d(K, 0) = min,ck |z|; et Cx =
keK
1

1
ou—+-=1
p g

min,cx |D (2)] /P

ord (K, E)d (K, 0)|® (2)]"/"

44



Le choix de Ck et théoréme [] nous donne le résultat chercheé.

!

f (¥ (w))/D(¥ (w))‘p est sous harmonique

Pour 0 < p < 1 on note que la fonction
dans G, et si g (w) est une fonction harmonique avec la méme valeur limite sur £, on a

g(w) = (T (w)/D(¥ W),z €K

3.2 polyndmes extrémaux

Définition 3. 2
Soit v une mesure positive, finie, non discrete définie sur B (C) et £ = [—1, 1] son
support. On appelle polynémes L, p extrémaux noté L , , et associé a la mesure « la

solution du probléme extrémal suivant :

[Ln p ll, = min [|Qul, (3.8)

Qnepn,l

3.3 Comportement asymptotique des polynéomes ex-
trémaux sur le segment

Notons par :

P, 'ensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal a n.

P, 1 'ensemble des polyndomes normalisés de degré n.

Avant d’énoncer le résultat essentiel de cette partie, introduisons quelques lemmes et
résultats intermédiaires qui nous seront utiles par la suite.

Désignons par m,(p), i (p) les valeurs optimales des problémes extrémaux suivants :
M, p(p) = min{[|Qullg : @n € Po,1}, (3.9)
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ou

1Qul = / 1Qu(©)” p () do,

et
) =t {JIellmie, ¢ € HY(, p), o(o0) =1, (3.10)
Il = § L@
B
Notons par L} et ¢* les solutions optimales des problémes extrémaux (3.9), (3.10)
réspectivement.

Lemme 3. 3

Pour la fonction extrémale ©* et la valeur optimale p(p) du probléme (3. 10) on a

les relations suivantes :

D¢ () = —prt
2) 1(60) = o7
Preuve

Pour toute fonction ¢ € HP(§2, p) tel que p(oc0) =1, on a:

1 e 1wl
/ z|p"b Gzl = 7 | D@ @)P
1 (R
= Ry ID@@e)P
— /02ﬂ|g(R.ew)|d9, (3.11)

ou



Si on définit la fonction g, par :

) 1
ga(re?) = Q(W), 0 <r<1et g(0) = g(oo),

alors on a :
1

/Oﬂ|g(R.ei9)|d9 = /OTr gg(ﬁ.ew) /Oﬂgz(%.ew)aw‘
— 2 |gu(0)] = 2r [g(o0)]. (3.12)

do >

On note que dans 'avant derniére égalité, on a utilisé I'intégrale de Cauchy

L [(z), 1 ™

0) = _ L
920 =g | 20" = 3 ),

ou

1 .
~(0) = }—%ew; 0 <60 <2m,

car gy est holomorphe dans le disque unité ouvert, puisque g est holomorphe a ’éxterieur

du cercle unité.

Les relations (3. 11) et (3. 12) entrainent

7 L 1bep e =2 (555) = g (313

}]ll [)assallt a\ la lilnile (]llalld R — 1 (13115 (313), on ()blienl .
|| || > 2 vV € HP<Q ) avec ( ) == I (3 14)
QD —’ SO s p SO m . .
Hp(ﬂ, p) - (D(OO))p

D’autre part, pour la fonction ¢*(z) = D(z)/D(c0),on a: ¢* € HP(Q, p) , ¢*(00) = 1,
et comme de plus elle réalise 1'égalité dans (3. 14) , alors en faisant tendre R vers 17,
on obtient |[¢*[| s q, , = 2m/D(00)P. Ceci avec (3. 14), montre que ¢* est la fonction

extrémale du probléme (5. 10) et on a pu(p) = [|¢” || yo(q, ,) = 27/ D(00)".
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Définition 4. 3
Nous dirons que la mesure absolument continue o supportée sur le segment [—1, 1]

appartient & la classe A (qu’on note o € A), si elle veriffie la condition suivante :

(o) ' eL, -1, 1],

pour tout r < o0.

Le théoréme suivant a été démontré par Lubinsky et Saff en 1987.

Théoréme 3. 2([35])

Soit o € A une mesure positive. Associer a la mesure « les fonctions D et les valeurs
optimales m,, , (o) et p (o) données par (3. 5), (5. 10) et (5. 6) .

Alors le on a I'asymptotique fort des polynoémes 7,,, , suivant :

(1) it e 2%, (0) = (12 ()7

1
n D —=
DT = (252) e 4w a],

avec, X, (z) — 0 uniformément sur les sous -ensembles compacts de Q.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique des
polyndémes extrémaux associés a une
mesure concentrée sur sur le
segment plus une partie discréte

finie

Introduction

Dans ce chapitre on va étudier le comportement asymptotique des polyndémes Lp
extrémaux relativement a une mesure de type o = a+y,, ol «@ est une mesure concentrée
le segment [—1, 1], et 7, est une mesure discréte avec les masses Ay aux points z, € Ext

(B), k=1,2,.., (.

4.1 Notations et lemmes de base

On reprend les notations et les définitions du chapitre précédent. Soit £ = [—1, 1],

Q=FEzxt (E),G={weC: |w|>1},et ®:Q — G 'application conforme définie par
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P(z) =2+v22—1, (P (c0) = 00). On désigne par ¥ la fonction inverse de ® définie par
O(z) 1

1 1
U (w) = % (w + ;) , et le capacité logarithmique TE) = lim,_, — =3 Comme

précédement la mesure oy est la somme de deux mesures oy = a + 7y, avec :

da(§) = p(&) |dE] (4.1)

ol p est une fonction poids positive intégrable sur E , et

l
Yo = ZAk&Zk; A > 0, 2 € Q. (42)

k=1

Rappelons que si la fonction poids p satisfait la condition de Szégo suivante :

11
08P (™) 1o o (43)

1V 1-— 1'2
Et on peut construire la fonction (appelée fonction de Szegd) notée D associeé au
domaine €2 et a la fonction poids p avec les propriétés suivantes :

1. D est holomorphe dans €2, D(z) # 0 dans € et D(oc0) > 0.
D.(¢)

-p
2. D admet des valeurs limites sur les deux cotés de E et

v.0[=0(

psur E).
Définition 4. 1
On suppose que p (&) satisfait la condition de Szégo.

On définit u(p) et p*(p) les valeurs extémaux des problémes suivants :

1 (p) = it { el 0 € HP (2, 1), 0 (00) = 1}, (4.4)

M*(p) = lnf{”(pHZI){P(Q, p) e HP(Q7 p)7 (,O(OO) = ]-7 QD(Z]C) = 07 k= 17 27 g} :
(4.5)

On note par ¢* et ¥* les fonctions extrémale des problémes (4. 4), (4. 5) respective-
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ment.
Lemme 4. 1

Soit le produit de Blaschkel

(4.6)

alors

i) By est une fonction analytique dans Q, By (c0) = 1, B, admet une valeur limite sur
B et Be(€) =TT |9 ()

ii) Si ¢ Ekfllp(ﬂ, p), p (c0) =1letp(z) =0, k=1,2..¢ alors f = ¢/By €
HP (2, p) et f (o0) = 1.

Preuve

Ce lemme est preuve dans le cas p = 2(voir [], p. 261). La méme preuve reste vraie
dans le cas général p > 0

En effet :

Si on note d’une part par
Cow— wy |w]?

/ﬁZH —_—, wszb(zk), |CU|>-1,

=1 W — 1wy

alors
By (z) = k1 (® (21))
et
¢
Vw: ky(w). [T |wkl,
k=1
ou

Cow— wy |w]?
ko (w) =TI —

o wwp — 1wy

Y

o1



ko est bornée dans G et

kNQ (ew)‘ = 1 presque partout dans G ,fl%; est la limite
tangentielle de ko

D’autre part, By (2) =0, k=1,2,... £, et B;(z) # 0 si z # 2. Alors les points{z }
sont réguliers pour ¢/ By.

Ainsi ¢/ B, admet prolongement analytique dans (2.

Maintenant montrons que ¢/B, € H? (€2, p). il suffit pour cela de montrerque

v (¢ (W)
By (¢ (w)).D (¢ (w))

Ce qui revient & montrer que

€ H? (G).

Or on sait que

(o)) e

et si on considdére le produit de Blaschke classique

ou

et



alors on a

et finallement

et

alors

D<¢ (l)).k(w)ﬁ L cm (D).

i1 il
Lemme 4. 2

Les fonctions extrémales ©* et 1" sont liées par :

Y= "B,
et on a

p

¢
)= to). (110 Gl )
ou, By est le produit de Blaschke fini défini par :

L B(2) — (=) [P
B(Z>_kl;[1<b(z)<b—zk)—1' D(zg)

Preuve
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Considérons le produit de Blaschke B, défini par :

LoD(z) — ®(z) |P(a)[”
Bilz) = kl;[ﬂ)(z)(l) zn) —1 @(z)

alors

By e HP(), p), Bi(oo) =Tet |By(¢)| = kH | (2)] -

Soit maintenant une fonction i) de H?(S2, p) vérifiant :

P(oo)=1let(z) =0, k=1, 2,... ¢,

alors
et e |41
donc
é‘% SIGE /lso ©F p(©) e
Jwier ot = (1 l) [le©r pelae,
finalement E E
[wieroz [ie@ser @ (19

Remarquons maintenant que

©*By e HP(Q, p), (¢*"By)(00) =1et (¢*By)(z) =0, k=1, 2,... £ (4.10)

Alors (4.9) et (4. 10) et 'unicité de la solution optimale nous donnent :

V' = "By

54



et par suite
i) = / V(O p (€)1l

Z/lw €).BuE) p(€) |de]

_ (H (4 ) /wz )1de]

- (1n |<I><zk>|) w(p).

k=1

Lemme 4. 3 Soit le polynome wy(z) = (2 — 21)(z — 29)...(z — 2¢). Alors on a;

N jwel”
(p) = ( - pg), (4.11)
Hor = e

ou la constante p*(p) est la valeur optimale du probléme (4. 5) et le membre droit est
jwel”

H™
2
|wel”

D’apres la définition de (p. (1)p£> , il existe ¢ unique telle que ¢ € HP(S, p), p(o0) =
2

m\P) p 16— 2l € — 2
pl o | = [ 1. 7 p (&) ]de].
( (5" é ()"

Considérons la fonction ¢ définie par :

la constante extrémale du probléme (4. 4) associé & la fonction poids p.

Preuve

1, et

alors ¥ € HP(Q, p), ¥(oc0) =1, et ¥ (z) =0, k=1, 2,... £, donc

plezal el —al
/ () o €)|de| = / B p(€) |dE] = ull).




d’ou

I (p Z;';) > 1" (p)- (4.12)

Inversement, soit 1) € HP(Q, p) tel que (c0) =1 et ¢ (2) =0, k=1,2,... (, et

(o) = [ 10O p(©)1de].

Considérons maintenant la fonction ¢ définie par

2]

G

v (2) =¥ (2)

Alors ¢ vérifie

donc
1) = [ 1O il
[ e [%_j - O pe)la
= Gy
= [ eer 90 6 g
[y
= (o)
d’ou

(4.13)



(4. 12) et (4. 13) donnent la relation du lemme 4. 2.
Définition 4. 2

On note par my, ,(0;) la valeur optimale du probléme extrémal suivant :

o ploe) = min (1Qu? (114

n,l
ol .

1T, »

- / T p(©) el + 3 Ax [T (1)
E k=1

Désignant par 7, ,(o¢) les polyndmes orthogonaux par rapport & la mesure o, qui

sont solutions du probléme éxtrémal (4. 14)

4.2 Asymptotique des polynémes extrémaux

Définition 4. 3
Nous dirons que la mesure absolument continue « supportée sur le segment [—1, 1]

appartient & la classe A (qu’on note o € A), si elle veriffie la condition suivante :

(")t e L, [-1, 1],

pour tout r < o0.
Théoréme 4. 1
Soit la mesure o, = a + 7, telle que la fonction poids p(§) satisfaient la condition de

Szegd, alors on a :

lim sup 2"my, , (0¢) < (1" ()7 (4.15)

n—oo

Preuve
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T, :
o »(?) =, alors cette fonction est de class HP(€2, p) et on a

On pose ¢}, (2) = m

¢
2"mn(00) = 65 oy + D_Arl0h ()17
k=1

La propriété extrémale de ¢ implique que

15 rnpy < 21n(00) < 65l 1m0

|wel”
C(E)

ol p*=p et 1 est la fonction optimale du probléme extrémal m,, ,(p*).

95—l gy = 107

ceci implique (voir lemme 4.3) que

lim sup2"m,, , (o0) < (1 (p"))> = (" (p))>

n—oo

La preuve est complete.

Théoréme 4. 2

Soit la mesure o, = o + 7, telle que o € A et la fonction poids p(€) satisfaient la

condition de Szego, alors on a :

lim 2"m,, , (00) = (" (p))""" (4.16)

n—o0

Preuve

Premiére méthode

Pour les fonctions extrémales ¢} , la relation (4.16) entraine :
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d’autre part, de la définition de 2"m,, , (o/), on a

2", (06) = |05 Frm + DAk ln (@0l
k=1

d’ou

||<)0:(z||]]){P(Q,p) S 2n7’nn7 p (0—6) . (418)

posons M* = liminf [|¢} [[7q, ) €t soit {5, June sous suite de {¢7} telle que :

M* = lim ngnk

n—oo

HP(Q,p)

la relation (4.17) et le théoréme 2.14 implique que {¢?} est une famille normale dans
2; donc on peut toujours en extraire une sous suite uniformément convergente sur les
compacts de €2.5i on extrait cette sous suite de {(p;‘%}, on obtient une sous suite de {¢} },
qu’on désigne par le méme symbole {@Zk} et ayant les propriétés suivantes :

HP(Qp) = M

1. hm H(pnk
2. ¢y, — ¢ uniformément sur les compacts de 2.

Alors d’aprés le lemme3.2 ¢ € H? (Q,p) et

||qb||%p Q. ) < lim inf ||<,0nk Hr(, ) = = lim inf ||<pn||Hp . p < liminf 2"m,, , (0¢).
( (2, p) ) —

Notons encore, que comime les sommes

¢
> Arlgh )l
k=1

sont toutes bornées par une constante on a :
lim ¢} (z) =0,
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cela veut dire que la fonction ¢ (z) a encore les propriétés :

¢(o0)=1,¢(z) =0,k =1,2,..0

Nous avons donc

&N, ) = #° (P)

Ceci avec lethéoréme (4. 1) nous donne

B =

1 Sl n : n *
(1" (p))r <liminf2"m, , (o) < limsup2'm,, , (o) < (1" (p))7,

n—0o n—o0

et par suite :

lim 2"m,, , (00) = (1

n—oo

Ceci qui achéve la démonstration.

Deuxiéme méthode

1 . _
On pose t;, = m,f =V (t) ot t=¢e?alors B(§)=b (t) , avec
Eot— 1
E=1,2..0.
bet) = r:[ttk—l\tkﬁ

Maintenat soit 'integral

- |
0

on le transforme comme suit :
2
s d& s
- / ® /
" 0 27 0

w o, (W) [(be(t) 2y () D(E) do
_QRG/O D) (D(O)+ D)D) )27r‘

d_@
o’

on T, (U()  (be(t) 2 () D@
D)\ Do) " D)D)

be(t) 12 (1) D(D)|

2", (W (1)
D(0) D)D)

D(t)

ﬁ
2
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W,

Evaluation de L’intégrale I

Utilisant I’inégalité de HOlder on a :

we (] (8
< ([ e, oripo- %)
=<%>’3</ )

onn T, (W(t)
D(t)

ST

< m”—Pl(JZ) (4.21)
(2r)»
Evaluation de L’intégrale 2.
™ 2 ™ o |2
o _ / be(O)db / be (1) | 0
" o |DO)| 2r  Jo |D(0)] 2w

D(0
™20, () (b (1) D(T) \ df
+2Re ( D ) 7

o D(0) 0)D(t)

Quand n — oo le dernier terme tend vers 0. Pour la dexiéme et la trisieme terme on

a Pestimation suivant :

2 do

2T

b (1)
D(0)

be (F)

D(0)

b (1)
D(0)

2
/7r 2d_9+/7r d_e_/%r
0 2'/T 0 27T_ 0
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¢
[1 2 2
=1 AN
=50 _[ o 1 . (4.22)

Evaluation de L’intégrale A

Soit
[T 2T, (W) [(12be () | be (F) D(E) \ df
In _/0 D) ( DION D(O)D(t)>%
[T 2T, (U () (7 (2) d6 ™o T, ((t) (b (]) D(T) \ df
_/0 D(t) ( D(0) >5 /0 D(t) D(0)D(t) | 2x
T2, (W) (b (D)) dt
_/0 D(t) D) | 2mit
On pose :
T o, (W) (b ()7 dt
I :/0 D(1) ( 500) ) ot (4.23)
Utilisant le théoréme de résidu on a :
|
H Y] ¢ —1
_ k=1 |tk| n Uy Tn,p(zk)
= Do D ) 2

le dernier terme peut se transfoeme comme suit

a7+ 1
U 1 ! no1 a0 »
T, o(28) ‘ 1 [t 1 1
: - ; T, p(z)|P Ax| ,—+- =1
kz:; D (tx) b (tx) kz:; D () b (tx) A% kz:; : P oq
(4.25)
Ceci avec le theoréme (4. 1) nous donne :.J,, < [[Méw)]] ’ .+ 0p,0u 6, — 0 quand
T

n — oQ.

Remplacant (1), (I2) et (I3) dans (,,) on obtient :
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Finalement on a

B =

lim inf 2"m, , (o) > [1*(p)]

Ceci avec lethéoréme (4. 1) achéve la démonstration.
Corollaire 4. 1
Sous les hopytheses du théoréeme 4. 1 on a 'asymptotique fort des polynomes 7, ,

suivant :

T,

n7p

+ X (2)] (4.26)

() = (M)nwz)@ i

2 D (0)
ot X, (2) — 0,uniformément sur les compacts de €.
Preuve

Soit I'estimation de l'itegrale suivante :

r

2

2T, (U (t) be (t)  t2"b () D(t 1 dt
D)  \Do) " D ()D(t) 1 — wiomit

<
=71

on T, (U(t)  [be(t) 12 () D(P) ’
D) D(O)+ D)D) %

1
S
1— |l

Une conségence direct de (4. 26) et le théorémel on a :

lim I,, = 0.

n—oo
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Donc

J

D’autre part

2

—o(1).  (4.27)

D(#) D(0) " D)D) )| 1—wi2mit

2" T, (U(t) (bg (1), £2b, (7) D(E))] 1 dt

2

J

27T, (W (t) be(t) %" (£) D(2) \ | db
D(t) ~\ Do) T D)D) o

. 2
1 dt be(t) 7" (1) D(t 1 dt
:/xn (P(t)) - — —/ ) ¢ ?) D(#) S — (4.28)
T 1—wt2mit  Jp D(0) D(0)D(t) 1 — wt2mit
Applicant la formule de Cauchy au premier terme précédent on a
/ @) —— ) s — v e (4.29)
TX" 1—wiomt "m0 27 ' '

Comme le dernier terme de (4. 28) tend vers 0 quand n — oo, et de (4. 27), (4. 28)et

(4. 29)On obtient l'assertion du théoreme.
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Chapitre 5

Comportement asymptotique des
polyndémes extrémaux associés a une
mesure concentrée sur sur le
segment plus une partie discréte
infinie

Introduction

Khaldi [26], a étudié le comportement asymptotique des polynémes extrémaux as-

sociés a une mesure du type oy = a + 7y, 0ot « est concentée sur le segment F, et est

absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dzx , i.e :

da(é) = p(x)dz, p(z): E— Ry, /p (x) dr < 400, (5.1)

et v, est une mesure discréte finie avec les masses Ay aux points z, € Ezt (E), k =1,

2,...,01e:
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l
Yo=Y A, Ay >0, (5.2)

k=1
ot 0, est la mesure de Dirac au point z;. Dans ce travail on généralise 1’étude pour
0 = a+ 7, ou v est concentée sur une partie discréte infinie, {2z}, € Euxt(E);
o0
v = > Ak, les masses {A;},-, satisfaient :

k=1

Ak > O, ZAk < +00, (53)

k=1

et « posséde les mémes propriétés que dans [23].

Soit £ = [—1, 1]. Rappelons que Q@ = Fuzt(F) et G = {we C: |w| > 1}, avec
P
(00 € Q, 0 €@G), et CE) = Zlgréo( iz)) >0, 0u ®: Q — G est la transformation

conforme et ¥ son inverse.

5.1 Notations et lemmes

Avant d’énoncer les lemmes, donnons quelques notations.

Notons par :

P, Pensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Soit {Ty, p},crn le systéme de polynomes extrémauz associés a la mesure o. Notons
par P, 1 l'ensemble des polynomes de degré n dont le coefficient de z" est égal a +1,
dans ce cas T, vérifie :

p notation
|0’ -

M, p(0), (5.4)

Tl = min 1]

ol

Tl = [ € 0 (©)1d6] + Y- Au T2
= k=1
Désignons par p(p), (o) et m,(p) les valeurs optimales des problémes extrémaux
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suivants :

(o) = inf {6|%q, )+ 9 € H (D p), p(00) =1} (5.5)

M(O-) = Hlf{HgOHi{?(Q, p) : 90 € Hp (Q7 p)v (p(OO) = 1a gO(Zk) = Oa k = ]-a 27 } (56)

i, p(p) = i / Qu© p(E)1dE], Qu(2) = 2"+ ... (5.7)

Notons respectivement par p*et 1™ les fonctions solutions extrémales des problémes (5.
5), (5. 6).

Lemme 5. 1

La valeur optimale ainsi que la forme explicite de la fonction extémale ¢*du probléme

(5. 5) sont :

et

1(p) =2/D (0).

ou D est la foction de Szegt définie en (3.5) .

reuve du lemme 5. 2

Ce lemme est prouvé dans le cas d'un contour [19] . La preuve reste vrai dans notre
cas.

Lemme 5. 2

Les fonctions extrémales p*et Y™ sont liées par :

* 1 *
P = B(OO)B(Z).go , (5.8)
et on a
1 (p) = (B(0)) " 1u(p)- (5.9)



O(z) — D(z) |2(a))”

Bl) = k1;[1<1>(z)M— 1 ®(z)

(5.10)

est le produit de Blaschke infini.
Preuve du lemme 5. 2

Ce lemme est prouvé dans le cas d'un contour [19] . La preuve reste vrai dans notre

cas.

5.2 Résultats essentiels

Définition 5. 1
Nous dirons que la mesure o = o+~ appartient a la classe A (qu’on note o € A, si
la partie absolument continue aappartient o la classe A et la partie discréte v de o en

plus des relations (5. 1), (5. 2), et (5. 83), elle veriffie la condition suivante :

(Z (12 (z0)] = 1) < OO)

k=1

Théoréme 5. 1

Soit la mesure 0 = o+ > Ard (z — 21.) , telle que o € A. Alors on a :
k=1

lim sup 2"m,, , (o) < (1 (p))"/?". (5.11)

n—o0

Preuve

La fonction

est bornée inférieurement. Sans perde de généralité supposons que

e
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Soit la fonction telle que >1let

| D] | De|

/
DE
E

pour £ > 0. Choisissons 7 tel que

de £1, de la forme

D dm < e, (5.12)

p ‘1?

1 —
< — et désignons par F. et E [ les proximités

3

Ei:{teT, It 1] gg},ﬁi:{teT, t£1] <7}
Introduire une fonction F; , comme suit

teT \E ,UE _

it+1), t€ By

etpourtEEv+UEv_ est tel que
2
[t 17 < |F2 ()] < |De ()]

Donc on a

Compte tenu de (5. 12), nous obtenons

F..,(0) = D(0)+ O(1), n — 0, ¢ — 0. (5.13)
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Soit le produit de Blashke

0 f— tp T

b(t) = 11

k:1tﬂ— 1 |tk|2’

k=1, 2.,

, k=1, 2., alors

sup { |bl, (¢) (¢t — 1)2|, teT} < oo

Par conséquence, (bF., ;) = V'F. ,+bF. € L, etlasérie de Fourier de bF ,converge
vers cette fonction uniformément sur 7'
Soit
BE. y(t) = Qu e, g (1" + 1" g0, 2 (8) G, e, () € H™.

Posons

€ Qe (6) € Qe @
P ey (2) = 2P e (W (€)) = . ,

alors on a I’estimation de la normre de 2"p,, ., , (z) pour la partie absolument continue

de la mesure suivante :

EEL L (0)b (1) + ", () b (F) tgn, e (1) + Lgn, . o (7)

H 2"Pn, e, n (2 (1))

D: (t) L 25 D, (t) L 25 D. (t) o
. (t
Le fait que ||gn, ¢, n (t)]| ;«c — 0, quand n — o0, et #é;’ < 1, nous donne
2"pn, e, (2 (1))
7=y <1+4+0(1).
555,

Comme p,, ., , est uniformément borné, utilisant (5.11), on a
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2"pn, e,y (2 (1))
D (%)

<1+Ce+0(1). (5.14)

Finalement (5. 14) avec la propriété extrémale de T}, ,, et le fait que

Lp

n
Dn, e,y (2) = —T—=2"+ ..,
nous donne

||2npn, a,n(U)HLz) 1 +C€+O(1)
(bF., ;) (0) = (bFL ,)(0)
2% 9%

2"m, ,(0) <

Lemmel et (5. 13) donnent

2w
D) Bloo) M

lim 2"m,, , (o) < 2

n—oo

La preuve est complete.

Théoréme 5. 2

Soit la mesure o0 = o + iO:Ak(S (z — zi), telle que a € A. Associer a la mesure o les
fonctions D et B et les Valeku:rls optimales m,, , (o) et u (o) données par (3. 5), (5. 10),

(5. 4) et (5. 6). Alors le on a 'asymptotique fort des polynomes T,,, , suivant :

lim 2"m, , (o) = (1 (0))"".

n—oo

Preuve

Premiére méthode

Pour les fonctions extrémales ¢ , la relation (5.11) entraine :

”902“%2(9”0) < const, (4.15)

d’autre part, de la définition de 2"m,, , (0), on a
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2", () = |5 e Qp)+ZAkm 207
k=1

d’ou

1enll 0,0y < 2"100m, (0) - (4.18)

posons M* = liminf [|¢}[[5q ) et soit {5, June sous suite de {¢7} telle que :

M* = lim Hgonk

la relation (4.15) et le théoréme 2.14 implique que {¢?} est une famille normale dans
(); donc on peut toujours en extraire une sous suite uniformément convergente sur les
compacts de .S on extrait cette sous suite de {7 }, on obtient une sous suite de {¢}},
qu’on désigne par le méme symbole {(pjibk} et ayant les propriétés suivantes :

iM*

L (Lo

2. ¢y, — ¢ uniformément sur les compacts de €.

Alors d’aprés le lemme3.2 ¢ € H? (Q,p) et

||¢HHP ap < lim inf Hgo;;k Z;IP(Q ” = lim inf HgoILH’;Ip(Q n = lim inf 2"m,, , (o).

Notons encore, que comme les sommes

> Al (z)l?,
k=1

sont toutes bornées par une constante on a :
: *
lim ¢} (z;) =0,

cela veut dire que la fonction ¢ (z) a encore les propriétés :
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¢(00) =1,0(2) =0,k =1,2,...

Nous avons donc

H¢H%p(97 p = H (p)

Ceci avec lethéoréme (4. 1) nous donne

S =

(1 (p))? < liminf2"m,, , (o) < limsup2'm, , (o) < (u(p))? .

n—00 n—00
et par suite :

lim 2m,, , (o) = (1 ()7

n—oo

Ceci qui achéve la démonstration.

Deuxiéme méthode

1 . _
Onposetk:q)( ),lell(t) ot t=¢" alors B(§) =b(l), et B(co) =0b(0) =
2k
oo 1
—— |, avec
k=19 (2k) -~
b(t) =] Pt B o

k:ltﬁ_ 1 |tk|2’

Maintenat soit 'integral

2
T Vpgn (W (¢ 27y (1) D(t a0
o | Mn,p(0)D(t) D(t) 2
on le transforme comme Suit .
_ —_ 12
b (t) D(t)| do

2P, (W (t)
t

5 (0) D(1) be) +

2T

2ﬁ+/ﬂ
2m 0

TP, L (W () t*b (£) D(1) \ df
o Ty (0) DY (b(”* D(t) )

- |
0

D(t)

—2R .
© 2T
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=IW 4 1 4 1)

Evaluation de L’intégrale .

Utilisant I’inégalité de HOlder on a :

os(f
~ \Jo

/PN, (W(t)
My, p (0 )D(t)

EONTE

[ [t rmor )
< [m;@ (2 T () 5 (2) dx);IQ <2 (5.16)

Evaluation de L’intégrale I,(f

de

2
T 2n _D_
b= [ o 2000 8

(t) + D)
2d9 YL (o@D do
- / b (1) /\b \—+2R/t b(t)(%>%

= 2+2Re/07rt2"b(t) <—b (2<t)( >)§

Quand n — oo le dernier terme tend vers 0. Alors on a

I =2+ oy, ot o, — 0 quand n — oo. (5.17)

Evaluation de L’intégrale A
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Soit

P L 10 (b(t)—l—t2nb )f())ﬁ

"= Jy (o) D) D(t 2
[TV T, L ( (t) (t)_+ ™ olpn T, L(W(t) (20 (8) D(7) | df
“Jo My @D V2 Jy T, (0) DO D(t) 2r

o [T2MeT, (T (t)
=2y Ty (0) D) s,

27th

On pose
D = 2 [ 00 b 0) + ()
_ /0 "2 (P () 5 )(‘I’( ) (b (t) = be (1)) % 49 /0 ' 2%"%(;’)(‘1’“) b (1) 2ii,(t5.18)
avec B
be () = :01 t’% jk1|;Tk|2 k=1, 2.1
est le produit de Blaschke fini avec les zéros sont t;, = 3 (1Zk)7 kE=1,2../.

Appliquons I'inégalité de HOlder au premier terme de () on a :

/ P2 O 1), (1)) 2

D(#) omit
< () s ></ b -nor' gy’

D)
S (et ) ({2
- 2 ([ @rioo <x>dx)”(/0 ) -t 2)°

o1/p+l (/ b (t) — by (t d—i) (5.19)
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Pour le dernier terme de() Utilisant le théoréme de résidu on a :

oM T, (W(t) dt / 2Ty, (W (t) o dt

TP b (t) — = — o e (8)]” 5

/0 D(t) () 5 o Db, (1) 1be () 5z
_ 21 2§ tZ‘lTn,p%)»o)

211, 5 (@) D(O)or (0) 1, (@) 2= D (1) 0] ()

le dernier terme peut se transfoeme comme suit

Q=

l n—1
1 1 |t 1
< T (P A \ , B T
M, p () ; P ’ kz; D (ty) b (tr) AP r q
! 1 |t ik 1
<, , & —+-=1
; ’D (tk> bz (tk) AP P q
Donc
™2, ,(W(t) dt 21/p
2o o m P A (h(t) — by (t = .
/0 D(t) (0(t) = be (2)) 2wt 2"mu, , (o) D(0)bg (0) + B

Choisissons premiérement , assez grand,et puis n, nous concluons que

™ 2T, (W (1) dt 21/p
—_— - = 1). 21
/0 D(t) () =0 (t) 57 2 (@) D(0YH(0) o) (5:21)
Remplacant (I1), (I3) et (I3) dans (I,,) on obtient :
2L/p
0<I,<242+a,+ +0(1), (5.22)

2"mn, p (0) D(0)b(0)

ot «a, — 0 quand n — oc.
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Finalement on a

e eon N 100
lim inf 2"m,, , (o) > D)) ~ D(o) (u(o

Ceci avec le Théoréme 5. 1 achéve la démonstration.
Corollaire 5. 1

Sous les hopytheses du théoréme 5. 1 on a 'asymptotique fort des polynoémes 7,,,,

suivant :

T,

n7p

+ X5 (2)];

() = (‘I’“))"B@)@ i

2 D(0)

avec, £,(z) — 0 uniformément sur les sous -ensembles compacts de Q.

Preuve

Soit I’estimation de 'itegrale suivante :
21/Pn T, (W (t 2 (1) D 1 dt
[ W00 (), 0O D L
0 My, p (0 ) D(t) D(t) 1 — wt 2mit

2YPen T, (W (t) 2" (t) D do
[mn,, D(t) (WH D(0) >]27r

- I 5.23

Une conségence direct de (22) et le théoréme 5. 2 on a :

2

_1_

lim I, = 0.

n—oo

Donc

T 2P, (U (1) b () D(7) 1 dt
[mw(a)D(t) _<b(t)+ D) )]1—wfzmt

= 0(1). (5.24)




D’autre part

|

[21/Pt”T (T () (b (t)thQ”b(f) D(%))] 1 dt

My, p (0) D(%) 1 — wt 2mit

1 dt t*"b (t) D(t 1 dt
/ X (¥ / ) DO -——|. (5.25)
T 1 —wi2mit  Jp D(t) 1 — wt 2mit
Applicons la formule de Cauchy au premier terme précédent on a
[0 o =2 () 2= W) €0 (5.26)
T Xn 1—wiomt ~nV 27 ' '

Comme le dernier terme de (5. 25) tend vers 0 quand n — oo, et de (5. 24) et (5. 25)

et (5. 26) .On obtient l’assertion du Corollaire.
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