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Introduction générale

Le sujet de ce travail est la modélisation, I’analyse et la simulation de problemes
de contact en mécanique des solides. On commence par introduire les équations
modélisant le probleme de contact unilatéral avec frottement en élasticité accom-
pagnées d’'un historique.

Dans ce qui suit les lettres (par exemple u,v) désignent les vecteurs, alors que
les lettres capitales (par exemple V,K,....) représentent des ensembles fonctionnels
concernant les champs de vecteurs. Comme d’habitute, on note par (L2 (.)) et par
(H*® (.))d, s € R, d=1,2,3 les espaces de Lebesgue et Sobolev en dimension un,
deux ou trois (voir [1] pour la définition de (H*(.))?, s € R ). La norme usuelle
de (H® (D))" (norme duale si s < 0) est notée par [-Il;,p et on garde la meme
notation pour d = 1, d = 2 ou d = 3. Pour simplifier, la norme de (L2 (D))" est

notée par ||.|, pour d =1, d = 2.

0.1 Contact et frottement en mécanique des so-
lides
Les phénomenes de contact impliquant des corps déformables abondent dans

I'industrie, notamment dans les structures mécaniques, ils sont variés, fortement



non linéaires et complexes. La problématique du contact est essentiellement de savoir
comment réagissent les structures lorsqu’elles subissent ces forces. Le caractere de
ce contact peut jouer un role fondamental dans le comportement de la structure, sa
déformation, son mouvement,..... Les problemes de contact étant non linéaires, la
modélisation des phénomenes de contact pose des difficultés.

L’approximation numérique de problemes de contact avec frottement se pro-
duisant en mécanique des structures est généralement traité avec la méthode des
éléments finis ( voir [12,13,14] ). En effet, elle est facile & implémenter en pratique
et elle est aussi précise d’'un point de vue théorique. Une étude détaillée de plusieurs
méthodes par éléments finis mixtes pour le probleme de contact sans ou avec frot-
tement peut étre trouvé dans [12]. L’analyse numérique et la convergence ont été
étudiées dans [13].

Il existe diverses formulations spécifiques de problemes de contact fournissant
la base pour une méthode d’analyse numérique. On va présenter dans un premier
temps le probleme du contact avec frottement dans le cadre de 1’élasticité linéaire.
Apres quelques rappels sur le probleme d’élasticité, on introduira les conditions de

contact puis de frottement sur différentes lois.

0.2 Probleme de 1’élasticité linéairisée

Nous nous limitons au cas d’un solide élastique frottant sur une surface rigide



plane immobile pour simplifier la présentation. L’introduction de géométries plus
complexes fait apparaitre des problemes délicats dans la détermination de la surface
de contact.

Soit 2 C R? un domaine polygonal borné représentant la configuration de
référence d’un corps élastique. Les ensembles I'p, I'y et I'¢ forment une partition
disjointe de la frontiere réguliere 0€2. Le corps est soumis a des forces volumiques,
par exemple son poids. Le champ de déplacement est connu sur la partie de mesure
non nulle I'p. On peut par exemple supposer que le solide est encastré sur I'p. La
partie 'y est soumise a une condition de Neumann. La partie restante I'c est la
"zone de contact” avec ou sans frottement entre le corps et une fondation rigide

plane.
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La loi de comportement de 1’élasticité linéaire reliant le tenseur des contraintes

o (u) et le tenseur des déformations linéarisées € (u) = (Vu +' Vu) /2 est :
7 (u) = Ae (u) (1)

Notons par v = (u;),.,, le vecteur déplacement, a;;n les composantes du tenseur
de Hooke A du quatrieme ordre et par o = (0),.,, le tenseur de contraintes tel

que :

dup, . .
oy (u) = a”hka_:;;’ i.J,h, k€ {1,2} (2)

ou on adopte la convention de sommation des indices répétés. Les fonctions a;jni €
L*> (Q) représentent les propriétés élastiques du matériau. On suppose que A est
symetrique : aijnk = Ajink = Ahkij-

Un résultat important est I'inégalité de Korn :

Théoréme 0.2.1
Soit © un domaine régulier borné de R" de classe C. Il existe une constante

C > 0 ne dépendant que de  telle que, pour toute fonction v € (H' (Q2))", on a :

[l o =C (/Q (e (v) e (v)d2+ ||v||?z)é (3)

et : désigne le produit scalaire dans ’espace des tenseurs symétriques du second

ordre.



Lorsque I'p est de mesure nulle, des difficultés supplémentaires apparaissent (voir
[33]). On supposera par la suite que I'p a une mesure superficielle non nulle. On a

alors le résultat suivant qui découle de I'inégalité de Korn.

Lemme 0.2.2
Soit € un domaine borné de R” de classe C!. Il existe une constante C' > 0

ne dépendant que de €2 telle que :

/Q (e (v) e (0) d > C o], (4)

pour tout v dans Vo = {v € (H' (2))" tel que v =0 sur I'p}.

Ainsi la condition d’ellipticité de A a lieu : o > 0 tel que :a;pp&iéne >

2
al€]”, V& =&
Pour simplifier, le corps est encastré sur I'p. Pour un probleme d’élasticité sans

contact ni frottement, le déplacement u : @ — R? du corps satisfait aux équations

sulvantes :
divo (u) + f =0 dans €
o (u) = Ae (u) dans €
(5)
u=20 sur I'p
ou)yn=g sur I'y

ot f = (f1,f2) € (L*(Q))” représente la densité des forces volumiques (poids),

g=(g1,92) € (L2 (T'y))” désigne les forces surfaciques imposées sur I'y , n = (ny, ny)
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est la normale unitaire sortante de € sur 0€2, o : 2 — S, ou Sy désigne I'espace des
tenseurs symétriques du second ordre, le tenseur linéarisé des déformations ¢ (u) et
div représente l'opérateur divergence des fonctions a valeurs vectorielles. La premiere
équation correspond a I’équation d’équilibre a laquelle on ajoute la relation de com-
portement et les conditions de Dirichlet et Neumann.

A fin d’introduire les équations sur la zone de contact, on choisit pour vecteur
unitaire tangentiel ¢ = (—ng, ny). Sur I'c, on décompose le déplacement et le vecteur

de contraintes en composantes normale et tangentielle comme suit :

u=umn+ut et o(u)= o,(u)n+ o (u)t (6)

pour donner un sens a la décomposition précédente, on suppose que I'c est de
régularité C''. On suppose aussi qu'il n'y a pas de distance initiale entre le solide et
la fondation rigide sur I'c.

Les relations d’interaction dans la direction normale sont associées au probleme
de contact unilatéral et celles dans la direction tangentielle au probleme de frotte-
ment. Pour étudier 'interaction dans la direction normale, on s’intéresse d’abord au

cas du contact unilatéral sans frottement.

0.3 Conditions de contact
La littérature mathématique dédiée a I’étude des phénomenes de contact est assez

récente. C’est en 1933 que Signorini pose le probleme général de 'équilibre d'un
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corps élastique en contact sans frottement sur une fondation rigide. Les conditions
de contact unilatéral ont été formulées par Signorini [87] en 1959. Il s’ensuit le
travail de Fichera [56] en 1972 ou le probleme de Signorini a été résolu en utilisant
des arguments des inéquations variationnelles de type elliptique. Le probleme de
contact unilatéral sans frottement montre la non-linéarité sur le bord correspondant
a la non-pénétration des matériaux sur la zone de contact ce qui mene a une inégalité
variationnelle du premier ordre. Fichera donne la preuve de l'existence et de la
régularité d’une solution faible et discute le probleme de I'unicité. Dans [14], une
synthese concernant le cas d'un solide déformable en contact avec un socle rigide est
présentée. Duvaut et Lions [54] présentent la formulation variationnelle de plusieurs
problemes de contact accompagnée des résultats d’existence et d’unicité. Ciarlet et
Necas (1984, 1987) ont aussi traité le cas sans frottement. la condition de contact

unilatéral est exprimée par la relation de complémentarité suivante :

U, <0, on (u) <0, on (u) u, =0 (7)

Cette condition exprime qu’en cas de contact c’est le corps qui se déforme et
qu’il ne peut y avoir d’interpénétration entre le solide et la fondation. De plus, la
réaction du support sur le solide est dirigée vers I'intérieur du solide. Si le point est
en contact alors u, = 0 et o, (u) < 0 et si le point quitte la fondation o, (u) = 0 et

Uy, < 0,.
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L’absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :
o (u) =0. (8)

Cette fagon de voir le contact implique que la force de contact tangentielle est
nulle dans la zone de contact. On est dans le cas d’un glissement parfait. Néanmoins
cette force tangentielle est non nulle dans la plupart des contacts réels. On intro-
duit alors des lois complémentaires, les lois de frottement qui relient la composante

tangentielle aux autres variables du systeme.

0.4 Conditions de frottement

Les premiers travaux sur le frottement ont été réalisés par Léonard de Vinci au
début du XVI™e siecle. 11 donne ainsi la premiere valeur (0.25) du coefficient de
proportionnalité entre la force de frottement et le poids du corps. La compréhension
des mécanismes entrant en jeu est restée tres lacunaire et il faut attendre deux
siecles pour qu’Amontons (1699) et Coulomb (1785) reprennent et développent les
études de Léonard de Vinci en énoncant les premieres lois de frottement. Histori-
quement, G. Amontons proposa une loi de proportionnalité entre les composantes
normale et tangentielle des contraintes. Coulomb confirme les lois d’Amontons a par-
tir d’expériences. On n’abordera pas ici les lois de frottement dynamique développées
par Euler grace a des expériences de solides glissant sur un plan incliné. Les travaux

de Bowden et Tabor [42] font une synthese et améliorent les résultats obtenus sur
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I’analyse du frottement.

Plusieurs lois de frottement existent. Nous allons énoncer quelques lois associés
aux phénomenes de contact et de frottement dans le cadre d’un contact entre un
corps déformable et une fondation rigide. En considérant le frottement additionné
au probleme de contact, des non-linéarités supplémentaires doivent étre prises en

compte. Enongons tout d’abord la plus simple.

0.5 Frottement de Tresca

La plus simple (en apparence) est la loi de Tresca. Dans [54], le frottement a
été rajouté aux problemes de contact et le probleme a été écrit sous forme dun
probleme de minimisation de fonctionnelle quadratique dans le cas d’un frottement

de Tresca. Les conditions de frottement de Tresca [13] sont :

si u = 0, loy (u)] <'s, 9)

st u # 0, o (u) = —s— (10)

ous € L*(I'c), s> 0 désigne le seuil de glissement fixe qui est supposé connu
et qui ne dépend pas de la contrainte normale. Le fait que la contrainte normale
n’apparaisse pas dans la limite de glissement limite l'utilisation de cette loi. Le
probleme est plutot réservé aux applications ou la contrainte tangentielle est connue
sur le bord de frottement. Le probleme de contact avec le frottement de Tresca

admet une unique solution.
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0.6 Frottement de Coulomb

Pour décrire la dépendance du seuil s a I'intensité des efforts normaux, on utilise
une loi de Tresca dont le seuil s est proportionnel a I’effort normal. Il s’agit de la loi de
Coulomb. La loi a été développée au départ sur des modeles avec des solides rigides
puis ensuite sur des corps déformables avec notamment les travaux de Duvaut-Lions
[46] sur les inégalités variationnelles. En notant p le coefficient de frottement qui
dépend des matériaux en présence (u > 0), la condition de frottement de Coulomb

est :

si u = 0, o (u)] < =0, (u) p, (11)
si u # 0, o (u) = o, (u) M|Z_z| (12)

Cette condition représente deux situations physiques qui sont I’adhérence quand
uy = 0 et le glissement quand wu; # 0. En effet, quand le multiple du module de la
composante normale est atteint, le corps peut glisser dans la direction de la com-
posante tangentielle. Le coefficient de frottement est le rapport maximal entre force
tangentielle et force normale au point de contact. Le lieu géométrique de I'extrémité
du vecteur force de contact a la forme d’un cone dont I'ouverture dépend du coef-
ficient de frottement : il s’agit du cone de Coulomb. L’enveloppe de ce cone est la
surface de seuil de glissement.

Il existe plusieurs lois dérivées intégrant un coefficient de frottement p variable

(par exemple par rapport au déplacement tangentiel).
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Remarque 0.6.1

Quand p = 0, on obtient oy (u) = 0 sur I'c . 1l s’agit du cas sans frottement.

0.7 Frottement avec déflection ou compliance normale

Ces lois ont été initiées par J.-T. Oden et J.-A.-C. Martins [73] et [74] en 1985.
Ils proposent une loi de frottement qui inclue une non-proportionnalité entre la
force normale et la force tangentielle de frottement et prend en compte 1’écrasement
normal entre le corps et la fondation en se basant sur les études expérimentales de
[43].

Dans cette sous-section, On considere un corps élastique qui occupe une région
2 de R"(n =2,3). Le corps est fixé sur une partie I'p du bord 09 = I'p UT'¢ ,
peut entrer en contact avec la fondation réactive sur la partie I'¢ et est soumis a des
forces volumiques f € (L? (€2))". Sur la surface de contact on utilise une condition de
compliance normale. Le probleme de contact et frottement avec compliance normale
en élasto-statique est de trouver le champ de déplacement u satisfaisant les équations

auxquelles on ajoute la relation de comportement :

divo(u)+ f = 0 dans (13)

u = 0 sur I'p (14)
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Alors les conditions de compliance normale avec frottement sur I'c sont :

/

on (u) = —cn (un) "
st u=0, |og(u)] <ep(un)l” (15)

| siw #0, o (u) = cr (un)" ]

ou (.), désigne la partie positive. Ainsi (u,), représente la pénétration du corps
dans la fondation. les constantes my > 1, mp > 1 ainsi que les coefficients de
compliance positifs ¢y et ¢r dans L™ (I'c) désignent des parametres d’interface
caractérisant le comportement vis a vis du contact entre le corps et la fondation
rigide. Les équations aux dérivées partielles associées [40] présentent de nombreuses
difficultés mathématiques qui demeurent irrésolues.

Remarque 0.7.1

Le cas my = mp correspont au modele de frottement de Coulomb ot le coefficient

de frottement vaut E—JTV .
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Introduction

Une coque est un milieu continu tridimensionnel pour lequel une dimension,
I’épaisseur, est relativement petite par rapport aux deux autres. Les coques et leurs
assemblages font partie d'une grande variété de structures élastiques du plus grand
intérét pour l'ingénierie contemporaine : carrosseries, coques de navires, fuselages,
ailes d’avions, tours de refroidissement, etc.

La modélisation mathématique et ’analyse numérique de problémes de corps
élastiques ”tridimensionnels” sont maintenant bien maitrisées. Néanmoins, dans le
cas de structures minces comme les coques, les méthodes numériques bien adaptées
au cas tridimensionnels échouent, en raison du parametre épaisseur relativement
petit. Il est alors naturel de songer a remplacer les modeles tridimensionnels par
des modeles bidimensionnels posés sur la surface moyenne de la coque, pour des
raisons de cott de calcul. Les pionniers de ce type d’approche sont Kirchhoff [1876]
et Love[1934]. La dérivation des modeles de coques est un sujet ancien qui a été
largement développé dans les années cinquante en Union Soviétique et aux Etats-
Unis dans les années soixante et soixante-dix. Ce sujet a connu un vif regain d’intérét
en France a la suite des travaux de Sanchez-Palencia [1989] .

Sous l'action de charges suffisament petites, la coque se déforme suivant les lois

18



habituelles de 1’élasticité tridimensionnelle.

On connait deux familles différentes de modeles linéaires pour les coques minces
élastiques. La premiere famille s’inscrit dans 'approche de Kirchhoff-Love. Elle fait
appel aux hypotheses dites de Kirchhoff-Love, a savoir les normales a la surface
moyenne de référence sont transformées en des normales a la surface moyenne
déformée et que la distance entre un point et la surface moyenne reste constante
au cours de la déformation de la coque. En tenant compte de ces hypotheses, Koi-
ter [1970] a proposé un modele bidimensionnel pour les coques minces linéairement
élastisques ou l'inconnue du probleme est le champ de déplacements des points de
la surface moyenne de la coque.

Une seconde famille connue de théories de coques est basée sur I'approche de
surface de E. et F. Cosserat [1909]; elle a été, entre autres, développée par Naghdi
[1963, 1972] qui a présenté un modele prenant en compte les effets de cisaillement
transverse, tout en respectant 'hypohtese de contrainte plane et celle de la conserva-
tion de la distance entre un point et la surface moyenne au cours de la déformation.
Sous ces hypotheses et par la détermination du déplacement des points de la surface
moyenne ainsi que celle de la rotation du vecteur normal unitaire a cette surface, le
modele de Naghdi permet d’avoir une approximation du champ de déplacement a
travers 1’épaisseur de la coque.

[’analyse mathématique du modele de Naghdi a été faite pour la premiere fois
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par Coutris [1978] puis amélioré par Ciarlet et Miara [1994].

Dans les travaux qui font L’object de cette these, nous proposons un modele
décrivant le contact d'une coque modelisée par les équations de Naghdi avec un corps
rigide. Nous prouvons que le systeme d’inéquations variationnelles qui en résulte est
bien posé.

Cette these comporte une introduction générale et quatre chapitres :

Dans le chapitre 1, nous rappelons les principaux résultats concernant la des-
cription géométrique d’une coque mince et nous renvoyons pour plus de détails a
Bernadou et Boisserie [1982], Green et Zerna [1968], Koiter [1966], Naghdi [1963,
1972].

Dans le chapitre 2, nous présentons le modele linéaire de Naghdi qui prend
en compte les effets de cisaillement transverse, tout en respectant I’hypothese de
contrainte plane et celle de la conservation de la distance entre un point et la surface
moyenne au cours de la déformation. Sous ces hypotheses et par la détermination
du déplacement des points de la surface moyenne ainsi que celle de la rotation du
vecteur normal unitaire a cette surface, le modele de Naghdi permet d’avoir une
approximation du champ de déplacement, a travers 1’épaisseur de la coque.

Le chapitre 3 est dédié a la description d’'un modele décrivant le contact d’une
coque décrite par les équations de Naghdi avec un corps rigide. Nous prouvons que

le systeme d’inéquations variationnelles qui en résulte est bien posé.
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Le chapitre 4 est consacré a ’approximation du modele de contact par la méthode
des éléments finis, et en utilisant le code FreeFem++ pour les tests numériques.
Nous présentons aussi des simulations numériques pour illustrér la pertinance de

notre méthode.
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Chapitre 1

Description de la géométrie d’une

coque mince

Nous définissons tout d’abord la surface moyenne de la coque puis nous intro-

duisons son épaisseur.

1.1 Définition de la surface moyenne

Soit R3 l'espace euclidien habituel rapporté a un repére orthonormé fixé
(0, €1, €9, €3), et soit © un sous-ensemble ouvert borné du plan R? dont la frontiere est
notée I'. Alors, la surface moyenne S de la coque est 'image dans R? de I’ensemble

Q2 (Q est appelé domaine de référence) par I’application ¢ :

22



Figure 1.1.1 - Définition de la surface moyenne S.

@ (21,79) EQCR> — p(21,20) € SCR? (1.1)

¢ est une application injective, qui est au moins de classe C' sur Q et admet des
dérivées secondes au sens faible. Nous notons 9S = ¢ (T), de telle sorte que S =
S U0S, et nous supposons que ¢ et I' sont suffisamment régulieres. En particulier,
nous supposons que tous les points de la surface moyenne S = ¢ (ﬁ) sont réguliers

de telle sorte que les vecteurs

Iy (x)

0x,

o () = o () = a=1,2 (1.2)
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Figure 1.1.2 - Les différentes bases locales dans I'épaisseur de la coque.

sont linéairement indépendants pour tous les points ¥ = (11,75) € Q. Ces deux
vecteurs définissent le plan tangent & la surface S en tout point ¢ (7). Le vecteur

normal unitaire au plan tangent en ¢ (z) est donné par :

(1.3)

as (l’) ay (:B) i Zz (ZL‘)

* aa (@) % az (2)]
On désigne par |.| la norme euclidienne dans I'espace R? équipé du produit scalaire
habituel (u,v) — u.v et u X v leur produit vectoriel. Alors, le point ¢ (z) et les
trois vecteurs a; (z) définissent une base locale pour la surface moyenne i.e., la base
covariante au point ¢ (z).

Nous désignons par aqg, bag les premiere et seconde formes fondamentales de la
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surface moyenne S'; autrement dit,

Ao = ABa = Q.08 = 0 0.0 3, (1.4)

et
bag = bga = —Ga.G3 3 = G3.00,3 = (3.03,4. (1.5)
Dans toute la suite, nous utilisons des lettres grecques, «, 3, ..., pour les indices
prenant leurs valeurs dans l’ensemble {1,2}, des lettres latines, i, 7, ..., pour les

indices prenant leurs valeurs dans I’ensemble {1, 2, 3} et nous adoptons la convention
de sommation sur les indices et exposants répétés. Aux vecteurs a,, nous associons

deux vecteurs a® du plan tangent définis par

lsia=p
ag.0” = 0% = , en particulier, a®(r) = a3 (z). (1.6)

Osia#p

. < 3 .z
Ces vecteurs appartiennent & l'espace W1 () et sont reliés aux vecteurs a,

par les relations

B

Ao = agpa’ , a* = a™®

ag et a* =a“a’ = a"® (1.7)

ou la matrice (aaﬂ ) est I'inverse de la matrice (a,3) . Cette matrice est bien définie
car tous les points de la surface moyenne S sont supposés réguliers. L’ensemble

(a',a?, a®) définit la base contravariante attachée au point ¢ ().
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Nous supposons dans la suite que ¢ € W2 (Q,R?). Nous rappelons que 'in-
jection W2 (Q,R?) — C! (Q) est continue. Pour un tenseur donné, les tenseurs
métriques (aqng) et (ao‘ﬁ) nous permettent d’associer les composantes covariantes,
contravariantes et mixtes d’'un tenseur donné.

Par exemple, aux composantes covariantes b,z de la seconde forme fondamentale,

nous pouvons associer les composantes mixtes et contravariantes correspondantes

b () = a” () bpa (1), (1.8)

et la troisieme forme fondamentale par ses composantes covariantes

Cap () = b7, (x) bps (7). (1.9)

Etant donné que les bases (a1, as, a3) et (a', a?, a®) ne sont en général ni normées,

ni orthogonales, il est commode d’introduire les symboles de Cristoffel I, 5 pour cal-
culer les dérivées de ces vecteurs de base. Cette remarque a un sens pour introduire
la base contravariante (duale de la covariante), les symboles de Cristoffel I, ; repre-

sentent les composantes de dga® dans le plan tangent.

0, =T%, = a’.0pa, = —0pa’.aq (1.10)
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pae = I ga5 + bagas

Opa® = —I'Ja” + bgas (1.11)

L 85&3 = 85a3 = —b/gpap = —bgap
Soit un déplacement de la surface moyenne de la coque, dans la carte ¢ une
application réguliere de Q dans R* donnée par u(z) = w;(z)a’(z). On définit les

dérivées covariantes des composantes tangentielles du déplacement
Ua |5 = Optta — I gu, (1.12)

Soient T, et T les composantes covariantes et contravariantes d’un champ de

tenseurs de surface ; alors les fonctions

Top |p = 3pTaﬂ - FgﬁTpB - F%pTaa (1 13)
T = 9,T°% + T T°° + T2 T

lo
sont les dérivées covariantes des composantes de ce champ de tenseurs
Si de plus, T,3 sont les composantes covariantes d'un tenseur de surface
symétrique ses composantes mixtes T/ = a”?T,,, , et leurs dérivées covariantes sont
données par

75

alp

=0,T°P + 18 19 —T7 TF (1.14)

pot apto-
Soit u = u;a® = u'a; un champ de vecteurs défini sur la surface S; alors ses

dérivées partielles sont données par
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Oqtt = (ug), — baguz) @’ + (Oqus + bPug) a
(. —Bass) o+ Ous+ 01 .
= (uﬁ la — b§u3) ag + (ﬁau;), + baguﬁ) a’

Le tenseur de déformation linéarisé ou de changement de métrique, v(u) =

Yap(u)a® @ a®, de la surface S est défini par ses composantes covariantes

(ua‘ﬁ_i_ll,ma) - bagu;),. (1.16)

N —

Yap(u) =
De méme, on définit le tenseur de changement de courbure linéarisé, y(u) =

Xap(u)a® ® aP, par ses composantes covariantes

Xap (W) = Usjap + Viupla + Votys + b5, up — Cagus. (1.17)

Notons que par hypothese, le déterminant

a(z) = det (anp) = annas — (a12)* = |ay x as*, (1.18)

est strictement positif sur .11 existe alors une constante § telle que

a(z)>86>0 Vrel (1.19)

L’élément d’aire dS est donnée par :

S = vadz. (1.20)
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1.2 Définition géométrique de la coque non

déformée

Aux deux coordonnées curvilignes 1, x5 qui permettent de définir la surface
moyenne, nous ajoutons une troisieme coordonnée 2z, qui est mesurée le long de la
normale a3 a la surface S au point ¢ (x1,xs) . L'épaisseur e de la coque est définie

au moyen de 1’application

e: (v, 1) €Q—{z€R , 2>0}. (1.21)
Définition
Une coque non déformée ou de référence, de surface moyenne S et d’épaisseur e

est un ensemble de R? donné par :

U—{(b(x,z)—go(x)—l—za;;(x),xeﬁ,et —%e(x) <z<

e () } . (122)

N —

La coque est dite mince si e (x) est relativement petite devant le plus petit rayon

de courbure de la surface moyenne et les dimensions extérieures.
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Chapitre 2

Le modele linéaire de Naghdi

2.1 Définition d’une coque déformée

Dans la suite nous adoptons les définitions, les notations et les préliminaires
géométriques introduites dans le chapitre 1. Soit C' une coque de surface moyenne
S et d’épaisseur e définie par (1.22) du chapitre précédent. Nous supposons que la
coque est

i) encastrée sur la partie Sy = ¢ (I'g) X [—%e , %e] de sa frontiere, ou I'g = 99
est supposée de mesure strictement positive i.e., mes (I'g) > 0.
ii) chargée par une distribution de forces dont la résultante est f sur la surface

moyenne.
iii) chargée sur la partie complémentaire 05; = ¢ (I'y) =
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0S — 0S5y de sa frontiere par une distribution de forces dont la résultante est N

sur I'; et dont le moment résultant est M.

Sous I'action de ces charges la coque se déforme. Le modele de Naghdi prend en
compte des effets de cisaillements transverse. Cela implique que la normale a la
surface se déforme c’est -a- dire qu’il y a rotation, le vecteur normal agz est trans-
formé en un vecteur aj qui n’est pas a priori orthogonal a la surface déformée et en
négligeant les effets de pincement et considérant les contraintes approximativement

planes, la coque déformée C* est décrite par les points :

C* = {@* (z,2) = ¢" () + za} (x) , © € Qet — %e(m) <z< %e(x)} (2.1)

ou la distance entre un point de la coque et la surface moyenne reste constante au
cours de la déformation.

Soit ¢* () la carte définissant la surface moyenne déformée
o' (z) =¢(z)+u(z) et ai(r)=az(x)+r (2.2)

r est le tourbillon traverse infinitésimal.

Il sagit d” un champ de vecteurs qui mesure les variations linéairisées du vecteur
normal a3 de la surface laquelle est soumise a un champ de déplacements.

Les composantes 7, sont les composantes covariantes du champ de rotation de

la normale a3 (),
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avec r = a () —as () , ¥ =raa® et r.ag =0 (n’apas de composante normale)

2.2 Déplacement d’un point de la coque

En tenant compte des effets de cisaillements transverse et sous les hypotheses

précédentes, le déplacement d’un point de la coque U (z, z) s’écrit :

U(z,z) = & (x,2) — P (x,2)
= ¢ (@) + za3 (z) = (¢ (2) + 2a3 (2))
= ¢(@) tu(r) +2(as(x) +7ra0%) = (¢ (2) + za3 (v))

= u(z)+ zr,a”.
Il s’ensuit alors que :
U(z,2) =u(x)+ 2r(z) (2.3)

ou u () est le déplacement du point ¢ (z) de S et r est le vecteur rotation de la
normale as.

Remarque 2.2.1

Avec ces hypotheses, le déplacement u (x) et la rotation r (z) de la normale au
point ¢ (z) de la surface moyenne permettent d’approcher le déplacement du point

® (z,2) de la coque par :
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U(z,z) =u(x)+2r(x). (2.4)

Le modele de Naghdi décrit ci-dessus a comme inconnues principales le déplacement
u (z) des points de la surface S ainsi que la rotation r (z) de la normale.

On rappelle les définitions des tenseurs linéarisés de déformation, de déformation
de cisaillement tranverse et de changement de courbure de la surface moyenne de
la coque dans le cadre fonctionnel introduit dans I'approche classique de Bernadou,
Ciarlet et Miara [1994].

Supposons que la carte ¢ soit C? (ﬁ, R3). Soit u un déplacement de la surface
moyenne et 7 une rotation de la normale as i.e., des fonctions régulieres de Q dans

R3 données en composantes covariantes par

u(x) =u; (z)a' (r) et r=ry(x)a®(xr) ol u; =u.a;et ry=71.0q4. (2.5)

Dans l'approche classique, le déplacement et la rotation sont respectivement
identifiés avec le triplet (u;), ¢ = 1,2,3 et le couple (r,),a = 1,2 de leurs compo-
santes covariantes. Les dérivées covariantes des composantes de r et des composantes

tangentielles de u sont définies par

U |B = Dgua — [Csu, et 1o |B = 0sra — Lhpr, (2.6)
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On définit le tenseur de déformation linéaisé par v (u) = Yap (v) a® ® a® avec

1
Yap (u) = 3 (o |8 +ug|a) — bagus. (2.7)

Le tenseur de changement de courbure par x (u,7) = Xas (u,7) a® ® a® avec

1 1 1,
Xas (1,7) = 5 (1B + 75 |) = 50y 15 = Bysts) = 505 (i Lo — Boatis) .~ (2:8)

et le tenseur de déformation de cisaillement transverse par ¢ (u,r) =

a3 (u,7) a* ® a® avec
1 p
das (u, 1) = 3 (Oaus + bou, +1y) . (2.9)

2.3 Tenseur de déformation de la coque

Pour un milieu continu, le tenseur de déformation a pour expression

e(U)=¢;0'®¢g" avec g = 5 (gij — gij) , (2.10)

ou g;; et g;; désignent respectivement les tenseurs métriques du milieu continu

dans les configurations de référence et déformée, pour une méme paramétrisation

(x,2).
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La base covariante déformée en un point de la coque est définie par

*

9r = Oup* = a + 20,03,
’ (2.11)

* ko k
g5 = 03" = a3
Une approximation des composantes covariantes du tenseur métrique de la coque

déformée est donnée par :

¢

Jop = Gpp + 2 (a;;.ﬁga; + a;ﬁaag) ,

Yoz = (a5 + 20aa3) a3, (2.12)

* k%
g3z = Qg3.G3

Nous rappelons que a}, = a, + O,u et que Oya3 = Opas + O, (Tﬁaﬁ) )
Une approximation des composantes covariantes, c,5 et c43, du tenseur de

déformation de la coque est alors donnée par :

.

€ap (U) = Yap (1) + 2Xap (u,7)

Eas (U) = 1 (Douz + bu, +74) (2.13)

€33 (U) = 0.
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2.4 Tenseur de contraintes de la coque

On considere une coque homogene, élastique et isotrope satisfaisant la loi de

comportement de Hooke :

o (U) = Mre (U) Id + 2ue (U). (2.14)

On rappelle que le tenseur de contraintes o (U) s’écrit sous la forme

ol E* est le tenseur d’élasticité qui a pour expression :

B = 2\gii gt 4 1 (gibg 4 gilgit) (2.16)
Il convient de rappeler aussi que ¢* = ¢3* = 0 et ¢33 = 1. Par conséquent nous

avons

EP%P = E3% = 0, (2.17)

et

E33a,6’ _ )\gaﬁ 7 E3a3,6’ — ugaﬂ et E3333 — )\—FQ/L (218)
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Enfin, pour obtenir le modele bidimensionnel de Naghdi nous nous placerons
aussi sous I’hypothese de Kirchhoff-Love, i.e., les contraintes sont approximative-

ment planes c’est-a-dire 033 (U) = 0.

2.5 Energie de déformation de la coque

L’énergie de déformation de la coque associée au champ de déplacement U est

donnée par :

l\l)l»—A

/ (B a5 (U) gpo (U) + E*¥e0p (U) £33 (U) + 2B ey5 (U) g3 (U)) dC.
C
(2.19)

On obtient alors

1 A2
W) = 5 [ (B0 (U)o (U) =50 020 (V) 220 (U) 406" 0 (U) 0 (U))C.
c
(2.20)
11 vient donc
1
W) =3 / (B 05 (U) 20 (U) + A1 (U) e (U))AC,  (2:21)
c

ou
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afBpo 2)\/1“ ey o « o ao

Déterminons les composantes covariantes, g*”, de la métrique de la coque. Sup-

posons que

Jap = Aap — 2Zbocﬂ (223)

En remarquant que

n_ 92 , g2 = I o g% = 91 (2.24)

g g g

On déduit une approximation de g** | donnée par

g =a® £ 2208 + ... (2.25)

ou b = aapaﬁ"bpg sont les composantes contravariantes de la deuxieme forme
fondamentales de la surface S. Si on néglige le terme en z, alors une intégration sur

I’épaisseur conduit a ’approximation suivante :

l\DIr—A

2
e
/ eaaﬁpa 7&5 ) Vpo(u)—i_ﬁxaﬂ (U, 7’) Xpo (u, r>)+4ﬂeaa56a3 (u, T) 663 <u7 ’r’))\/ad.%
Q

(2.26)

ou
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2\
qPro — Tron +/;Maaﬂap” + 11 (a*a” + a*a?). (2.27)

A cette approximation, nous associons les formes bilinéaires suivantes :

0 ((0,7), (0,5)) = [ (€ (0 () o () + 5 (7)o (7)) (228)

et

b((u,r),(v,s)) = /4uea°‘5(5a3 (u, 1) 8p3 (u, ) adz (2.29)

Q

2.6 Energie potentielle des charges extérieures

L’énergie potentielle des charges extérieures associée a un champ de déplacements

V = v + zr des particules de la coque peut étre approchée par

(v,s) /fv\/_dx—i—/(NU—l—Ms)dF. (2.30)

Iy

2.7 Formulation variationnelle

2.7.1 Formulation classique en composantes locales
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Les inconnues sont les composantes covariantes :u; = u.a; et 71, = r.a, avec
1=1,2,3 eta=1,2

Posons

HE, (Q)={peH (Q), p=0surlo} (2.31)
V(Q) = {(vi,sa) e [Ht () ,dansQ}. (2.32)

La formulation faible du probleme de Naghdi est alors la suivante :

Trouver (u,7) = ((u;), (ra)) € V() tel que :

a((u,r),(v,s))=L(v,s), V(v,5)eV(Q). (2.33)
Y L
((0ar) (0050) = [ €0 (05 (1) 20 (0) + S50 (007) o (0 ) Ve (230
E «
+ / 261 ¢ a3 (u,7) 853 (v, 5) Vadz. (2.35)

L(v,s) = /f.v\/adx+/(]\7.v + M.s) ldr. (2.36)
Q r
avec f, N et M représentent la densité résultante des forces, les tractions et les

monemts de forces appliquées sur la partie complémentaire de la frontiere 05, =

0S5 — 0S5y et dont le moment résultant repectivement.
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Pour simplifier, nous supposons que la coque est réalisée dans un matériau
¢élastique, homogene et isotrope
Ev

FE
_ —(ao‘pa’BU + aaaaﬁp) + 1—

aBpo
¢ 2(1+v) -2

a®Paf (2.37)

est le tenseur d’élasticité, F et v sont les constantes de module de Young £ > 0 et
le coefficient de Poisson 0 < v < % du matériau et chaque composante de a®?7 €
L> (Q) qui vérifie les symétries usuelles et uniformément strictement positif.

L’élément d’aire ds est donnée par : ds = y/adx

Les tenseurs -, yetd sont respectivement les tenseurs de changement de la
métrique, le tenseur de changement de courbure et le tenseur de déformation des

cisaillements transverses donnés par leurs composantes covariantes :

1
Yap (U) = 3 (Opu.ag + Ogu.ay,) , (2.38)
1
Xag (U, 1) = 5 (Oau.0gas + 0gu.Oqas + Onr.ap + Opr.ay) , (2.39)
1
O3 (u, 1) = 3 (Oqu.az + 1.04) - (2.40)

Introduisons les nouvelles expressions des tenseurs de déformation et de change-

ment de courbure. C’est 'objet du lemme suivant :
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Lemme 2.7.2
Soient u € H' (Q;R3)etr € H' (2;R3) tels que r.az = 0 et o € W™ (Q;R3).

Alors les expressions

1
Yap (U) = 5 (Onu.ag + Ogu.ay) , (2.41)

définissent des fonctions de L? (2) qui coincident avec les composantes du tenseur

de déformation quand u et ¢ sont dans C? (€;R?). Les expressions

1
Xag (U, 1) = 5 (Opu.0gas 4+ 0pu.Oqas + Opr.ap + Ogr.ay) (2.42)

définissent des fonctions de L? () qui coincident avec les composantes cova-
riantes du tenseur de changement de courbure quand w , r et ¢ sont dans

C? (Q;R3). Les expressions

das (u, 1) = % (Oqu.az + 7.0a,) (2.43)

définissent des fonctions de L? (2) qui coincident avec les composantes du tenseur

de cisaillement quand u , 7 et ¢ sont dans C? (2;R3) .
Remarque 2.7.3
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Ce lemme donne des expressions pour les tenseurs des déformations et de chan-
gement de courbure plus simple, et on peut aussi les présenter sous forme intrinseque

Q savoir :

X = Xas (u,7) a® ® o’ = = (Vu'Vaz + Va,Vu) + VriVe + V' Vr).

DO | =

et

|
§ =03 (u,7) 0" @ a® = B (Vo.r + Vu.ag) .

Pour la démonstration du lemme 2.7.2, voir A. Blouza [30]

Lemme 2.7.4

Soient u,r € H' (Q;R3) et p € W2 (;R?). Si u™,r" et ¢" appartiennent &
C? (Q;R3) et sont tels que u" — u fort dans H' (Q;R3) , r" — r fort dans
H' (;R?) et " — ¢ fort dans W?2P (Q; R?) et ¢ — ¢ faible dans W2 (Q; R?),
alors Yag (U™) — Yag (u) fort dans L? (Q), Xag (u™,7™) — Xap (u,r) faible dans

L?(Q) quand n — 00 et da3 (U™, 1) — a3 (u, ) fort dans L? ().
Pour la démonstration du lemme 2.7.4, voir A. Blouza [30]

2.7.5 Formulation en composantes cartésiennes
On considere une coque de surface moyenne S. La carte ¢ est supposée dans

W2 (Q;R3). Le but de ce paragraphe est d’introduire un nouveau cadre fonctionnel
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pour le modele de Naghdi et de prouver que la nouvelle approche constitue une
extention naturelle de I'approche classique de P.G. Ciarlet [17]. (on rappelle que
W2 () < C* (Q) avec injection continue).

Introduisons 'espace

V= {(U,S) € [Hllo (Q;R3)]2, s.az3 =0 dans Fo} , (2.44)

muni de la norme

1

2 2 2
(v, s)|| = <||U||H1(Q;R3) + ||8||H1(Q;]R3)> : (2.45)
Avant de passer au résultat d’existence et d’unicité, nous proposons une nouvelle
version du lemme du mouvement rigide pour une coque de Naghdi. Ce résultat est

une étape cruciale de la démonstration du théoreme d’existence et d’unicité pour le

modele de Naghdi.

Lemme du mouvement rigide 2.7.6

Soient w € H' (Q;R?) et r € H'(Q;R?) tel que r.a3 = 0 repectivement
un déplacement et une rotation de la normale a3 de la surface moyenne. Soit ¢ €
W2 (Q; R3) .

i) Si on suppose que Y, (u) = 0, alors il existe un unique ¢ € L* (Q; R?)

tel que
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Ot = Y N Oy p. (2.46)

ii) Si da3(u,r) = 0 alors O u.a3 = —r.a, appartient & H' (Q).
De plus r.a, = —ea51.0°
iii) Si de plus , xap (u,7) = 0, alors ¢ s’identifie & un vecteur de R?

et 'on a

u(x)=c+vNe(z), (2.47)

ol ¢ est un vecteur constant de R3 et

r(z) = — (cag (z) 1p.a" () a® (). (2.48)

Pour la démonstration, voir A. Blouza [30].
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2.8 Existence et unicité d’une solution pour le

modele de Naghdi

Dans ce paragraphe, nous proposons un théoreme d’existence et d’unicité de la
solution du modele linéaire de Naghdi pour des coques dont les surfaces moyennes
sont de classe W2 seulement.

Nous considerons une coque de surface moyenne S, d’épaisseur e et de module
de Young F > 0 et le coefficient de Poisson 0 < v < %

Nous supposons que le bord 0f) est divisé en deux parties, une partie I'g de
mesure strictement positive sur laquelle la coque est encastrée et d’une partie
complémentaire I'; sur laquelle la coque est soumise a des tractions et moments

appliqués.

Théoreme 2.8.1
Soient f € L?(2;R3) la résultante de densité de force, N € L*(I'y), M €
L?(T'}) et e I'épaisseur de la coque. Alors il existe une solution unique du probleme

variationel : trouver (u,r) € V tel que

a((u,r),(v,s)) =L (v,s),V(v,s) €V (2.49)

ou
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62

() (09) = [ e (0 ()3 (0)+

5 Xas (U,7) Xpo (v, 5)) Vadz (2.50)

+/26 b a®? 543 (u,7) 03 (v, 8) Vadr (2.51)
1+v
Q

L (v,s) :/f.v\/adx—i—/(N.v—i—M.s) ldr (2.52)

Q Y1

oll a®?? le tenseur d’élasticité satisfait la symétrie usuelle et est uniformément
strictement positif.

Pour montrer ce théoreme c’est-a-dire 'existence et I'unicité de la solution on
utilise le lemme de Lax-Milgram ainsi que le lemme du mouvement rigide.

Pour établir la V-ellipticité de la forme bilinéaire est 'objet du lemme suivant :

Lemme 2.8.2

Il existe une constante C' > 0 telle que

=

a((v,s),(v,s) >C{Z||%a )72 0 +Z|\Xaﬂ v,8) 720 +Z\|5a3 v,5)| 220 }

(2.53)

pour tout (v, s) € [H (Q; R3))?
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Lemme 2.8.3

La forme bilinéaire du probleme (2.51) est V-elliptique.

Pour la démonstration de ces lemmes, voir A. Blouza [30]. Il est clair que la
forme linéaire du probeme (2.51) est continue sur l’espace V. D’autre part, La forme
bilinéaire associée est V-elliptique grace au lemme précedent. Le théoreme découle

alors du lemme de Lax-Milgram.

2.8.4 Formulation mixte du modele de Naghdi

Dans la formulation, le vecteur de rotation est tangent a la surface moyenne.

Une telle contrainte vectorielle ne peut étre implementée dans la discrétisation
conforme, ce qui n’a pas lieu dans la formulation classique, c’est-a-dire, 73 =0 ,

en coordonnées cartésiennes r{az; = 0 dans 2.

Par conséquent, on introduit la version pénalisée du modele de Naghdi destinée
a approcher la contrainte tangentielle de r.

L’existence et I'unicité de la solution du modele pénalisé sont établies ainsi que
la convergence de la solution du probléeme original de Naghdi quand le parametre

de pénalisation tend vers 0.

Remarque 2.8.5
La fonction vectorielle 7 € H' (2, R?) se décompose dans la base cartésienne :
r =rie; + r5es + 15€3. (2.54)
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On introduit I'espace des fonctions relaxées (sans aucune contrainte orthogonale

sur r ) définit par :

V:{(v,s) e (H' (Q;Rg))2,v:s:o sur 70} (2.55)
muni de la norme H'
Théoréme 2.8.6

Soit p € R tel que 0 < p < 1. Soit f € L*(Q;R3), alors il existe une solution

unique du probleme trouver (u,r) € Vtel que

0 () : (v, 5)) + %b(rp,s) ~ L(v,s) (2.56)
b\, s) = / Do (\at3) D (5.a3) v/adz (2.57)
Q
Lemme 2.8.7

La forme bilinéaire a ((u,,7,) ; (v, s)) est V-elliptique, uniformement en p .

Remarque 2.8.8
Il faut noter que cette formulation permet d’approcher la contrainte r.az = 0

quand le parametre de pénalisation tend vers zéro.

2.8.9 Formulation mixte stabilisée
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Le probleme mixte de Naghdi consiste a trouver : (u,r) € V et un multiplicateur

de Lagrange A € H', (Q) vérifiant

a((u,r);(v,s)) +na((u,r);(v,s)+b((v,s),A) =L(v,s), V(v,s)eV

b((r,u), ) =0, Vi€ Ht, ()
(2.58)
a((u,r);(v,s) = /aa (r.a3) Do (5.03) vadz (2.59)
et "
b((v,5),\) = / O, (5.a3) O \da (2.60)
Remarques ’

i) Ce probleme est bien posé (voir Blouza, Le Dret et Hecht [36] .L’inconnue
primale est bien I'unique solution de a((u,v); (v,s)) = L(v,s), ¥Y(v,s) € V.
ii) On rapelle que r n’a pas de composante covariante suivant ag, i.e.,

r.az = 0.

Le multiplicateur de Lagrange \ assure ce caractere tangentiel de 7.

iii) Le parametre de pénalisation 7 est introduit pour stabiliser le systeme.
iv) Cette formulation en composantes cartésiennes permet de considérer

des coques générales ot la surface moyenne peut admettre des courbures

discontinues puisque ¢ est W2 seulement. On rappelle que dans ’approche
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classique, la carte est au moins de classe C. Nous rappelons ensuite la définition
des espaces de Sobolev WP (w;R3) ol w est un ouvert de R™, pour tout entier

m > 0 et pour tout réel p vérifiant 1 < p < oo . Cet espace est défini par :

WP (w;R3) = {v e LP (w;R3) ; Ouv € LP (w;R3) Va tel que |af < m} (2.61)

ol 0,v désignent les dérivées partielles au sens des distributions.
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Chapitre 3

Probleme de contact d’une coque

de Naghdi avec un corps rigide

3.1 Formulation du probleme de contact

On considere une coque de Naghdi occupant un domaine €2 ouvert borné de
frontiere suffisamment reguliere I' = 0f).
La coque est soumise a
- une densité de force résultante f définie dans (2.
- une densité de forces Appliquées N et dont le moment résultant M définies
sur I'y.

- des conditions aux limites homogenes sur I'.
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- un contact unilatéral avec un obstacle rigide d’équation z3 = 0 sur la
zone de contact €,
La coque de référence, de surface moyenne S et d’épaisseur e est un ensemble de

R3 donné par :

_ — 1 1
C= {@(x,z) =p(x)+za3(x), v = (r1,22) € Qet — ée(x) <z< §e(x)}
La coque déformée est décrite par les points :

C* = {®* (x,2) = ¢* (z) + za} ()} (3.2)

©* () = o(x) + u(x) on u(z) est le déplacement du point de p(x)

avec, de la surface moyenne.

a} (x) = az(z) + r(x) ou r(x) est le vecteur rotation de la nomale az(x)

Dans la zone de contact le déplacement d’un point de la coque U (z, z) vérifie :

(p(z)+u(z)+z(ag(z)+7(x))).e53 >0 ,dans Q. (3.3)
(so (x) +u(x) — g (as + 7“)> .3 >0 ,dans Q. (3.4)
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De facon équivalente, on a :

(u (x) — gr (w)) 3 > <—90 (x) + gag (x)) .e3 ,dans €. (3.5)
Si 'on pose
? (@) = (= (@) + 503 () s, (3.6)

u(x) —=r(x)).es > ¢(x). (3.7)
(1)~ 5r)

On désigne par n la réaction de 1'obstacle sur la coque.

Les relations de contact unilatéral (sans frottement) sont les suivants :

(u(z) —sr(x)).e3—¢(x) >0, dans €,

2

n=>0, dans €,

((u(z) = sr(z).es—¢(x))n=0, dans Q.

Nous utilisons l'espace Ht (2, R?) des fonctions dans H'(Q,R?) égales & zéros

sur Ty et on note H1(Q,R?) 'espace dual. Introduisons le sous-espace convexe
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fermé K qui sera I’ensemble des déplacements admissibles, c¢’est-a-dire compatibles

avec les liaisons (conditions aux limites et les conditions unilatérales) :

Hi, (Q,R3)2 ={(v,s) € H'(LR*)* ;v =5=0sur [o} (3.8)
K = {(U,s) € (H%O (Q,R3))2 , (v — §s> .e3 > ¢, dans Q} (3.9)

et finallement I'ensemble convexe K* des distributions xy dans H (£, R3)?

K* = {X c H YR, (x, (v,8)) >0, Y(v,5) € K} (3.10)

ot ( , ) estle produit de dualité entre H~'(Q,R?) et H}, (Q,R3)?

Nous considérons le probléme variationnel suivant : pour tout P € H~1(Q, R3),

Trouver ((u,r),\,n) € (Hf, (Q,R3))2 x Hf (Q) x H'(Q) tels que
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¢

a((u,r), (v,8)) +b((v,s),\) — c(n, (v,5)) = L(v,s),¥(v,s) € (HE, (Q,R3))2

(Pe) b((u,7), 1) = 0,¥u € HE (Q)

((u,r),x =) = {pva ,x —n) ,¥x € K*
(3.11)

avec

2

a((u,r),(v,s)) = /eaaﬁp" ('yaﬁ () Yoo (V) + %Xag (u,7) Xpo (v, 3)) Vadz (3.12)

+ / 261 fyaa55a3 (u,7) 03 (v, s) Vadz (3.13)
Q
b((v,8),\) = [ Oa(saz)O.\dx. (3.14)
/
c(n, (v,s)) = /(v — gs)eg.n.\/adx (3.15)
L(v,s) = /f.v\/adq:—l—/(N.v—i—M.s) ldr (3.16)
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et le probleme réduit (I'inéquation variationnelle)

Trouver ((u,7),A) € K x Hp ()  tel que

¢

a((u,r);(v,8) = (u,r)) +b((v,8) — (u,r); ) > L((v,s) — (u,7)), ¥Y(v,8) €K

b((u,r),u) =0, Vpe HI£0 (Q)
(3.17)

3.2 Formulation variationnelle du probleme de
contact
Trouver ((u,r),\,n) € (HE, (Q,R3))2 x Hf (Q) x K* tels que

(

a((u,r), (v,8)) + b((v,5),A) = c(n, (v,8)) =l(v,s) , V(v,s)€ (HE, (Q,R3))2

b((v, ), 1) =0,V € Hp, (2)

(u,r),x =n) > (pv/a,x —n) , ¥x € K*
(3.18)

ou
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V= {(v,s) c (H%O (Q,R3))2}

K={(v,;s)eV , (v—=%s)es>¢ , dans Q}

K*={xe H' (R}, (x,(v,5)) >0,V(v,s) € K

\

Trouver ((u,7),\) € Kx Hf () tels que

(P) a ((U,T); (U75> - (u,r)) + b((U,S) - (U,T); )‘> > L ((U75> - (U,T)), V<U, S) €K
b((u,r),p) =0, Y € Hy (Q)

(3.19)

3.3 Existence et wunicité de la solution du

probleme de contact

Théoreme 3.3.1
Soit ((u,7),A,n) la solution du probleme (F,), alors ((u,r),A) est une solution

du probleme (FP;)

Preuve
1) Soit ((u,r),A,n solution du probleme (P,) et que (u,r) € K pour tout

(v,s) € K et d’apres la définition de K* on a
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(n, (v,5)) =2 0
ou encore

- <777 (U7 S)> <0.

D’apres la troisieme ligne du probleme (P,), on a

{(x —n, (u,r)) >0, ¥y € K*.

On choisit x =0

- <777 (U,T)> >0
équivalente a

(n, (u, 7)) <0

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

En remplacant (v, s) par (v, s) — (u,r) dans la premiere ligne du probleme (FP,),

on obtient

a’((“? T)7 (Uv S) - (uv T)) + b<<v7 S) - (u’ T)7 /\) - 0(777 (U, 8) - (u7 T)) = ((Uv 3) - (u7 r))

avec

_C<7]7 (U7 S) - (U’v 7”)) - = <777 (U, 8) - (u7 T)> - <777 (U, 8)) + <777 (u7 T>> <0
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cela implique

a((u,r), (v,s) = (u,r)) +b((v,s) — (u,r), ) > L((v,s) — (u, 1)), V(v,s) € K (3.27)

2) Soit ((u,r), ) solution du probleme (Pr) alors ((u,r),A,n) est solution de

(F) :

a((u,r), (v,s) — (u,r)) + b((v,s) — (u,r),\) = L((v,s) — (u,7)) >0, V(v,5) € K
(3.28)

En utilisant la formule de Green

a’((uv T)v (Ua 5) - (u7 T’)) _'_b((vv 5) - (u7 T), )‘> - <7]7 (U7 S) - (u7 7”>> - l((vv 5) - (ua 7“)) >0
(3.29)
On choisit (v,s) = (u,7) ¢ olt ¢ € D(Q,R3), ¢ est & support compact donc les

intégrales de contour sont nulles, en effet

a((u,7), ) +b(p, A) = L), Ve (3.30)

L’intégrale sur la zone de contact :

n, (v,s) = (u,r)) >0,¥Y(v,s) € K (3.31)
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(

(v,s) = (0,0)

On choisit implique (1, (u,r)) =0

(v,8) = 2(u,r)

\

et d’apres la définition de K*

Oc=m () = O (w, 7)) = (0, (u, ) = O (u, 7)) 20 (3.32)

Théoréme 3.3.2
Pour tout P € H YQ,R3), le probleme (P,) admet une seule solution

((u,r) An) € (H (Q,R) x Hi (Q) x K*.

Preuve

1) L’existence de la solution ((u,r),A) du probleme (Pj)est une conséquence
directe du théoreme Lions-Stampacchia [72].

Soit

L(v,s) = a((u,r), (v,s)) + b((v,s),A) — (v, s) (3.33)

Dans le probleme (F) :

a) On choisit (v,s) = (0,0) , on a

—a((u,r), (u,r)) —o((u,r), A) > —=l(u,r) (3.34)
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b) On choisit (v, s) = 2(u,r), on a

a((u,r), (u,r)) + b((u,r),\) > l(u,r) (3.35)

cela implique

L(u,r) =0 (3.36)

Le noyau de la forme (7, (v, s)) est caractérisé par :

K= {(v, s) € (Hy, (Q,Rs))z, (v— gs).eg — ¢ =0, dans Q} (3.37)

Soit (v,s) € V', alors (v, s) et —(v,s) sont dans K.

D’apres le probleme (Pr) et L(u,r) =0 on a,

a((u,r), (v, s))—a(u,r), (u,r)+b((v,s), \)=b((u,r), \)=l(v, s)+1(u,r)) > 0. (3.38)
On a
a((u,r), (v,8)+b((v,s),\)=Il((v,s)—(a(u,r), (u,r)+b(u,r), \)—l(u,r)) >0 (3.39)

équivalente a

a((u,7), (v,5)) +b((v, ), A) = l(v,5) =0 (3.40)
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Cela implique que

L(v,s) >0 (3.41)

On remplace (v, s) par —(v, s) dans L(u,r)

a((u,r), —(v,8)) +b(—(v,8),\) = I(—(v,s)) > 0. (3.42)
On a
—a((u,r), (v,s)) —b((v,s), A) + (v, s) > 0. (3.43)
On obtient
a((u,r), (v,s)) +b((v,s),\) —l(v,s) <0 (3.44)
et finallement
L(v,s) =0. (3.45)

L est a support compact dans V' et d’apres la condition inf-sup

(0. (v.)
sup < S 2 8l (3.46)

alors il existe n € H~1(2) tel que
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V(v,s) € (HE, (LR*))?, (0, (v,8)) = L(v, 5) (3.47)

donc ((u,r), A\, n) vérifie la premiere ligne du probléeme (P,)

D’apres la définition de K* et L(u,r) =0 on a

Vx € K, <X -, (uv T)> = <X7 (’LL,’I")> - <777 (U,T)> = <X7 (u’r» >0 (348)

Il en découle le résultat de 'existence.

2) Soient (Uy, A1) et (Us, A2) deux solutions du probleme (Fr)

avec Uy = (uy,m1) et Uy = (ug,79)

a(U,V=U)+b(V —UN >V -U)VV e K (3.49)
a(Up, V= U) +b(V = Uy, M) > UV = Uy),VV € K (3.50)
a(Us, V = Us) + b(V — U, Xo) > LV — U,),VV € K (3.51)
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b(Ul,)\l - )\2) — O

b(Uz, Ay — A2) =0

b(Ul - UQ,)\l - )\2) - O

On choisit V = U, dans (3.47) et dans (3.48) on obtient

a(Ul, UQ - Ul) -+ b(U2 — Ul, )\1) Z l(U2 - U1>

G(UQ, U1 — Ug) + b(Ul - UQ, )\2) Z Z(Ul — Uz)

a(Ul, U1 - Ug) + b(U1 — UQ, /\1) S l(Ul - UQ)

équivalente a

\ —a(Uz, Uy — Uy) = b(Uy — Us, A2) < —1(Uy — Us)

a(U1 — Uz, U1 - Ug) + b(Ul — UQ, )\1 — )\2) S 0

On obtient

65

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)



a(U1 - UQ, U1 — UQ) S 0 (358)

et finallement

a||U; — Us)* < 0 équivalente & Uy = Us (3.59)

A1 = Ay par la condition inf-sup de b(x, (v, s))
D’apres la premiere ligne du probleme (P.) on a

(v, ) € (HE, (LR, (m, (v,9)) = (na, (v, 5))

équivalente a n; = 1
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Chapitre 4

Approximation

4.1 Approximation du modele de Naghdi par la

méthode des éléments finis

On suppose que €2 est un polygone. Soit une triangulation (7), une famille des
triangles réguliere et Q = kU Th, tel que 7, N N7; = & ou un sommet commun ou
€Th

un coté commun avec ¢ # j. Pour la résolution numérique, on considere le probleme

dans I'espace discret donné par :
Vi, = {(Uh,sh) € (C’ (Q,R3))2, (vn, 51) € (PL(K))?, vy = s, = 0, 89} (4.1)

L’espace V}, est un sous espace de V' de dimension finie avec une base {§2;} ,
1 =1 a N, on peut écrire
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Np,

=1

Np,
Sy = Z ;€ (4.3)
i=1
On construit le sous espace convexe fermé K, tel que K, est reduit sur un nombre

fini de contrainte sur 3; et «;

K, = {(vh, sp) € Vi, (vp, — gsh).eg > ¢, sur tous les noeuds de chaque triangle k }

(4.4)

alors K, C K et K, CV,
On remarque que le probleme (P;) est équivalent au probleme suivant :

Trouver ((up,rn), An) € Kp x M,

(

a((un;rn); (Uny sn) — (un,74)) + 0 ((Vn, n) — (Un, 74); An) = 1((vn, sn) — (un,n)) ¥(vn, sn) € Kj,

b ((un,n), i) = 0, Yy, € My,

ou

68



Mh = {uh = Tp.a3, Wy € Po(k) , VT’h c Vh} (46)

est I'espace du multiplicateur de Lagrange

On pose U = (u,r) et V = (v,s)

Théoréme 4.1.1
Soient (U, A) et (Uy, Ay) solutions des problemes (Py) et (P,). On note par (V, V')
I'application définie pour U € V par a(U,V) = (AU, V)

alors

=

2

M 1 2
U = Unlly, < Pel U = Vills + o \f =AU, IlU = Villy + U, = V]\/]| ¥V € Ket VV, € K},

(4.7)
avec f est la résultante des forces volumiques
Preuve
On a
aU,U—-=V)+bU -V AN < (f,U-V), VW eK (4.8)
CL(Uh, U, — Vh) + b(Uh — Vi, >\h) < (f, U, — Vh), YV, € Kj, (49)
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Par addition de (4.7) et (4.8), on obtient

CL(U, U) + CL(Uh, Uh) < (f, U — V) + (f, Uh — Vh) + a(U, V) -+ &(Uh, Vh), (410)

soustraction de chaque terme de U'inégalité a(U, Uy,) 4+ a(Uy, U)

on obtient

CL(U—Uh,U—Uh) S (f, U—Vh)+(f, Uh—V)—(I(U, Uh—V)—a(Uh,U—Vh) (4.11)

a(U=Up, U=U) < (f,U=V;)+(f, Uy=V)=a(U, Uy—V ) —a(U, U=V;)+a(U=Uy, U=V})
(4.12)

(4.10) est équivalente a

CL(U—Uh,U—Uh) S (f—AU,U—Vh>+(f—AU, Uh—V)+&(U—Uh,U—Vh> (413)

par la continuité et la coercivité de a(U, V)

a|U=Ully < \If = AUl IU = Vally+11f = AUy U = VI +M U = Uslly [IU = Vally,
(4.14)
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A{Q
allU=Unlly <IIf = AUy 1U = Villy +11f = AUy |Un = VI, + — U~ Vally
(4.15)

puisque

2

M
MU = UIU = Vil € = U = Vi (416)

et finallement obobtient

=

2

M 1 2
U= Uilly < | =5 10 = Vall} + — If = AUl 10 = Villy + 10 = VI ]| WVeK et Wiek,

(4.17)

4.2 Discrétisation du probleme réduit

Nous proposons a discrétiser le probleme suivant :

On pose U = (u,r) et V = (v,s)

a(U,V =U)+b(V —U)>L(V—-U) , VV €N, (Q)
(P) (4.18)
b(Ux)=0 , VxeH (Q

avec
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N, () = {(v, s) € H}, (Q,R3)2 , (U - §s> es > ¢ , dans Q} (4.19)

On suppose que €2 est un polygone. Soit une triangulation (7,), une famille des

triangles réguliere et 2 = U 73, tel que 7, NN7; = & ou un sommet commun ou un
kery,

coté commun avec i # j.

L’espace discret est donné par :

K, — {(vh,sh) cH (LR |, Vkem , wlecPi(k) et sple € P (k) }

Kr,n =K, N HE (9, R?)*

(4.20)
Py (k) Despace des fonctions affines sur k
On définit 'approximation de ¢, par I'interpolation de Lagrange
Le convexe :
Ny, () = {(vh, sn) € kron, (vh — gsh) es > p, dans Q} (4.21)

sur tous les noeuds de chaque triangle k

H%Oh Q) = {,uh c H' (Q), Yk €, pnle € Po(k),pun=0sur [y } (4.22)

espace du multiplicateur de Lagrange
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Le probleme discret reduit par la méthode de Galerkin

trouver (Up,vn) € Ny, x HE - tel que :

a(Up, Vi, = Up) +b(Vy, = Up,0p) > L(V, = U,) , YV € Nep, (Q)
(Pn) (4.23)

b(Un, xn) =0, Yxn € H;, (Q)
Proposition 4.2.1
Pour (f,N,M) € L*>(Q)° x L*(I'})* x L?(I'})?, le probleme (P,) admet une

solution unique dans N, (€)

Démonstration
vy, est affine sur chaque élément k de 7, et @), = (—gah + %ag) es < 0 presque
par tout dans €2 (car ¢y, > 0 et I'épaisseur e est relativement petit ), donc le convexe

fermé n’est pas vide. Comme le probleme :

a(U,V)+b(V,9) —c(V,A)=L(V) , YV € H. (Q,R?’

b(U,x)=0 , VYxeH. (Q) (4.24)

/

C(Unu - )‘) > <90\/a’ M= )‘> ) \V/M S (Hllo_‘_ (Q))

(
est bien posé (voir 'article) et 'application du théoréme de Lions-Stampacchia.
Théoreme 4.2.2

Soient (U, ) et (Up, ) solutions des problemes (P) et (Py) alors
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N

c ||V_Uh||N¢+||Vh_UhHNg,+

U — UhHNW < VYV €Ny, YV, € Ny,
U =V, + [IUn = Vally,
(4.25)
Démonstration
On a ((P) x (=) et (F) x (—))
(4.26)
a(Un, Up = Vi) + 0(Up = Vi, on) < L(Up = Vi) 5 ()
Par addition des deux inégalitées on obtient
a(U,U)+a(Up,Uy) < a(UV)+a(Up,Vy)—bU -V, 1) (4.27)

—b(Up, — Vi, ) + L(U =V)+ L(U, = V3) (4.28)

Par soustraction de a (U, Uy) + a (U, U) on obtient

a(U—-UpU=U,) < a(UV —=Up)+a(Uy Vs, —U)—=0bU—V,1)

—b(Un = Vi, ) + L(U = V) + L (U — Vi)

On obtient
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a(U—=Up,U—=U)+bU—-V,¢)+bU, —Vi,vp) < a(UV —=Uy)+a(UVy,—U)

+L(U—V)+L(Uh—Vh)

Par soustration de b(U, ¥y,) + b(Up, 1) on obtient

a(U—=Up,U—=Up) +b(U—=Up,p =) =b(V,0) =b(Vi, ) <
a(U,V —Up) +a (U, Vi — U)
—b (U> wh) - b(Uhaw)

HL(U=V)+ LU, — V)

a(U—=UyU=Up)+bU =Uptp =) < a(U,V—=Us)+a(UyVy—U)
+b (Vi) + b (Vi, i)

—b(U,¢n) = b(Un,¥) + L(U = V) + L (U = Vj)

équivalente a
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a(U—=Up,U—=Uy)+bU—=Up, v —tn) < a(UV —=U) +a(U,V,—U)
+0(V = Un, %) + b (Vi — U, 9n)
+L(U—V)+L(Uh—Vh)

et finallement on obtient

a(U—UnU=Up) +b(U—=Up,tp —tpp) < L(V—=Up)+L(Vh—U)
+L(U—V)+L(Uh—Vh)

Suivant la coecivité de a (.,.) et la continuité de L (.) et le terme b(.,.) qui tend

vers z€ro, on a

N

U= Ul < | IV = Unlly, + [[Va = Ully, +
— Uy, < |2

«

(4.29)
U = Vs, + [[Un = Vally,

4.3 Simulations numériques

Pour la mise en oeuvre numérique, en utilisant le code pédagogique d’éléments

finis : FreeFem++. Ce logiciel a été créé et développé en C++ par les professeurs
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Frédéric Hecht et Olivier Pironneau sont des chercheurs au laboratoire de
Jacques-Louis Lions (LJLL) de I'université Pierre et Marie Curie, Paris VI.

Ce code a été écrit a l'attention des chercheurs pour se familiariser avec
la résolution des équations aux dérivées partielles et pour traiter des exemples
académiques. Dans sa forme actuelle, le code se présente sous forme de menu que
I'on obtient en ligne en tapant //www.FreeFem.org/ff++.

L’exemple a traiter, il s’agit d’'un paraboloide hyperbolique sous pression uni-

forme en contact initial avec un obstacle rigide.
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b =50cm
¢=10cm

e=08cm

E = 2.85x10* kp/em?
v=04

g = 001 kpfem?

Figure 4.3.1 - Paraboloide hyperbolique

Ce paraboloide hyperpolique peut étre paramétré comme suit :

p(,y) = (xy 2—22 (v* — x2)> (4.30)

D’ou I'on déduit les caractéristiques géométriques suivantes :
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: (C(L’, —cy, bz)

a; = (1,0, —b%x) , Qg = (O, 1, b%y) , Q3 = e
a11:1+g—ix2 , a12:—§—zxy , a22:1+g—iy2 , a:1+§—i(x2+y2)
a11::11<1+g_iy2> ’ alQZ%xy ’ a22=§(1+§—jx2>

at = =5 (0* + AP, Fay, —bex) , @ = o1 (Pay, bt + a?, Vey)
byy=—ct , bja=0, by =ct , avec t= (b2\/5)_1

bl = —ct*(b* + y?) , b= —0? = 3t3xy , b3 = ct3(b* + *a?)

19202 | B2 = Sdry(a? — 1?)

b1 = —ct5[(b* + 2y?)? — ctaly

bZ2 — Ct5[(b4 + C2.f132)2 _ C4$2y2]
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Conclusion et Perspectives

Au cours de notre travail, nous avons proposé un modele décrivant le contact
d’une coque modélisée par les équations de Naghdi en coordonnées cartésiennes
avec un corps rigide. Nous avons alors présenté dans le chapitre 3 les preuves d’exis-
tence et d’unicité de solution du modele de contact et on a prouvé que le systeme
d’inéquations variationnelles qui en résulte est bien posé.

Nous suggérons, cependant, quelques problemes ouverts :

- L’étude de ce modele de contact avec une coque de Koiter.

- L’étude de ce modele de contact avec frottement pour les modeles de Naghdi

et de Koiter.
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Figure 4.3.2 - Maillage de la carte (nombre de triangles = 750, nombre de noeuds

= 392)
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u3(0y)

Figure 4.3.3 - Graphe du déplacement de u3(0,y) et y dans [-b , b]
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Figure 4.3.4 - Déplacement du composante cartésienne ul
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IsoValue

05.45878e-005
08.88336e-005
10.000123079
00.000157325
10.000191571
00225817
10.000260063
10.000294308
10.000328554



Figure 4.3.5 - Déplacement du composante cartésienne u2
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IsoValue

M2.72092e-005
m6.14973e-005
m9.57855¢-005
0.000130074



Figure 4.3.6 - Déplacement du composante normale cartésienne u3d=u.e3
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Figure 4.3.7 - Déplacement du composante normale covariante w=u.a3
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IsoValue

- Rotation normale

Figure 4.3.8
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IsoValue

Figure 4.3.9 - Multiplicateur de Lagrange
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