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Abstract:   
 
 The scattering of electromagnetic wave by rough structures determinist or random, 

metal or dielectric are studied by a differential method. The formalism used primarily based 

on the Maxwell's equations in covariant form within the framework of a non-orthogonal 

coordinates system adapted to the geometry of the problem.  The solutions of the problem are 

written in Fourier’s integral form.   

For the direct problem two methods are proposed:   

� The first, regards the  deformation as a disturbing function and the solutions are found 

by a  perturbation method.   

� The second one, the treatment is more  rigorous.  The problem is brought back to the 

resolution of a linear integro-differential system with constant coefficients.  Thereafter 

one is led in the search of eigenvalues and eigenvectors of a matrix characteristic at 

the same time of the medium and form of diffracting surface.   

For the inverse problem, the reconstruction of the profile of the metal surface from the 

simulated diffraction intensity values, is found using an iterative algorithm.  

 

Key words:  electromagnetic wave, diffraction, rough surfaces, direct problem, 
perturbation method, rigorous method, inverse problem.   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   ii

Résumé : 
 La diffraction d'une onde électromagnétique par des surfaces rugueuses déterministe 

ou aléatoire, métallique ou diélectrique est étudiée par  une méthode différentielle. Le 

formalisme utilisé repose essentiellement sur la forme covariante des équations de Maxwell 

écrites dans un système de coordonnées non orthogonales adapté à la géométrie du problème. 

Les solutions du problème sont écrites sous forme d’intégrale de Fourier.  

Pour le problème direct,  deux méthodes sont proposées : 

� Dans la première, on considère la déformation comme une fonction perturbatrice et  

les solutions sont trouvées par une méthode de perturbations. 

� Dans la seconde, le traitement est plus rigoureux. Le problème est ramené à la 

résolution d’un système intégro-différentiel linéaire à coefficients constants. Par la 

suite, on est conduit à la recherche de valeurs et de vecteurs propres d’une matrice 

caractéristique à la  fois du milieu et de la forme de la surface diffractante.  

Pour le problème inverse, la reconstruction du profil de la surface métallique pour les 

valeurs de l'intensité de diffraction simulées est faite à partir d'un algorithme basé sur une 

méthode itérative. 

 
Mots clés : onde électromagnétique, diffraction, surfaces rugueuses, problème direct, 
méthode des perturbations, méthode rigoureuse, problème inverse.  
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INTRODUCTION 
 

  Les problèmes de la diffraction et la transmission des ondes électromagnétiques à 

travers des structures déformées sont devenus au cours de ces dernières années un important 

thème de recherche en électromagnétisme grâce à son large domaine d’application en optique, 

acoustique, propagation et télécommunication. En effet l’étude de l’interaction d’une onde 

électromagnétique avec les couches minces utilisées en optique, la surface d’une mer agitée, 

les irrégularités de la terre …, permet une bonne connaissance des effets de ces déformations 

sur la propagation des ondes électromagnétiques. 

 

 Suivant la manière dont on pose le problème, celui-ci se présente soit sous forme 

direct, soit sous forme inverse.  

 

 Dans le premier cas, qui trouve une large application dans le domaine de la diffraction, 

et de la propagation et en radiocommunication, on cherche à caractériser l’onde diffractée 

connaissant la forme du profil diffractant.  

 

 Dans le second cas, le problème réside dans la recherche des caractéristiques 

topographiques de la surface à partir de la connaissance de l’énergie diffractée. 

 Diverses techniques sont employées actuellement avec leurs problèmes : 

 Le stylet à pointe de diamant qu’on déplace sur le profil de la surface et dont le 

mouvement est amplifié et mesuré par un dispositif électronique. L’inconvénient est le risque 

de détérioration de la surface et le manque de fiabilité des résultats consécutifs à l’usure de la 

pointe utilisée. 

 La microscopie électronique qui donne de bons résultats mais nécessite un 

appareillage coûteux. 

 

 La tendance actuelle est d’élargir l’usage des méthodes optiques basées sur l’étude du 

diagramme de diffraction engendré par la surface à caractériser lorsqu’elle est éclairée par un 

faisceau lumineux. Les travaux concernant la résolution du problème inverse montrent que ce 

problème, encore plus difficile que le problème direct, nécessite la résolution préalable de ce 

dernier. Le problème direct n’étant pas parfaitement résolu dans un domaine suffisamment 
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études ont été faites par l’équipe du laboratoire LASMEA de Clermont Ferrant [19-27] 

traitent la diffraction par des réseaux ou des surfaces bipériodiques. 

 

L'étude que nous présentons ici rentre dans le cadre des travaux commencés depuis 

quelques années, dans le laboratoire d'électromagnétisme de l'université  Blaise Pascal 

Clermont Ferrand (France), en vue de résoudre le problème général de la diffraction dans les 

différents domaines de l'électromagnétisme. Ce travail est consacré à la résolution du 

problème de la diffraction et de la propagation d'une onde électromagnétique par des surfaces 

métalliques rugueuses. Deux méthodes sont proposées : la première, purement analytique 

mais nécessitant certaines approximations, est une méthode de perturbation qui permet 

d’aboutir à des résultats analytiques simples facilement exploitables. La seconde, appelée 

" méthode différentielle rigoureuse ", est plutôt numérique et permet de résoudre le problème 

en dehors de ces approximations tout en restant limité par les contraintes  numériques. Ces 

méthodes, qui consistent à résoudre les équations de Maxwell dans chaque milieu et à 

raccorder les solutions au niveau des surfaces de séparation, sont basées sur l’utilisation d’un 

formalisme différentiel qui permet de traiter simultanément les deux cas de polarisation TE  

(transverse électrique) et TM (transverse magnétique) et dont l’application au cas des réseaux 

a donné des résultats très satisfaisants [19-27]. Ce formalisme repose essentiellement sur la 

forme covariante des équations de Maxwell et sur l’utilisation d’un système de coordonnées 

non orthogonales convenablement choisi pour simplifier l’écriture des conditions aux limites 

qui est l’une des étapes les plus difficiles dans ce genre de problème. 

 

 Dans la première partie, nous commençons par présenter, brièvement, le formalisme 

des équations de Maxwell sous forme covariante [30]. Afin d’écrire simplement les conditions 

aux limites, la surface diffractante doit coïncider avec l’une des surfaces de coordonnées 

(Chapitre I). Ceci nous a conduit à définir un nouveau système de coordonnées qui répond à 

cette exigence. Les équations de Maxwell et les différentes grandeurs auxquelles on fait appel 

dans la résolution du problème de diffraction sont écrites dans le nouveau système de 

coordonnées.   

 

 Dans la seconde partie, lorsque la hauteur de déformation est relativement faible 

devant la longueur d’onde, une méthode de perturbations est utilisée pour résoudre 

analytiquement le problème de la diffraction par des surfaces rugueuses métalliques de 

conductivité finie (Chapitre II) et le problème des pertes par rayonnement d’un guide 
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diélectrique déposé sur un substrat métallique (Chapitre III). Cette méthode permet de trouver 

les expressions analytiques des intensités de diffractions dans le premier cas et les cœfficients 

de pertes dans le deuxième cas. 

 

 Dans la troisième partie, une méthode différentielle " rigoureuse " permet de 

surmonter les limitations en hauteur imposées par la méthode précédente et d’étudier 

numériquement, le cas où la surface diffractante présente une conductivité finie et donc 

absorbe une partie de l'énergie incidente (Chapitre IV). La résolution des équations de 

Maxwell est faite dans les deux milieux et la méthode reste applicable pour des hauteurs assez 

élevées sans aucune approximation préalable sur la conductivité du métal. Cette méthode est 

basée sur l’utilisation des méthodes algébriques (calcul de valeurs et vecteurs propres et 

inversion de matrices). 

 

 Dans la quatrième partie et dernière, nous étudions le problème inverse de la 

diffraction d'une onde électromagnétique par une surface métallique rugueuse (Chapitre V). 

C'est-à-dire, on détermine la déformation de la forme de la surface dans le cas d'une surface 

déterministe à partir du diagramme de diffraction ou les paramètres statistiques de la surface 

(largeur et hauteur moyenne des rugosités par exemple) à partir des paramètres statistiques du 

diagramme de diffraction. 
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Chapitre I 

LES ÉQUATIONS DE MAXWELL EN COORDONNÉES 

CURVILIGNES 
 

 

I.1. INTRODUCTION 

  

 En électromagnétisme, l’écriture des conditions aux limites reste l’une des étapes les 

plus importantes et aucun problème ne peut y échapper. Le choix du système de coordonnées 

adéquat dépend essentiellement des surfaces limitant les domaines dans lesquels les équations 

de Maxwell doivent être résolues. Dans le cas où ces limites ont des formes géométriques 

simples, l’utilisation des systèmes de coordonnées classiques (cartésien, cylindrique ou 

sphérique) permet de franchir cette étape sans trop de difficultés. Mais, en présence de 

surfaces limites complexes, l’écriture de la continuité de certaines composantes de champ 

devient analytiquement impossible avec de tels systèmes, ce qui nécessite l’utilisation de 

méthodes numériques. 

  

 Afin de contourner cette difficulté, plusieurs méthodes ont été proposées. Parmi celles-

ci, et pour des raisons de simplicité, nous employons, depuis quelques années, au laboratoire 

d’électromagnétisme la méthode qui consiste à utiliser les équations de Maxwell sous forme 

covariante et un système de coordonnées non orthogonales adapté à la géométrie du 

problème.  

 

 Dans cette première partie nous présentons, brièvement, le formalisme utilisé en 

mettant en évidence les équations permettant de résoudre le problème de diffraction et de 

propagation. Pour plus de détail le lecteur peut se reporter aux références [2, 14, 30]. 
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I.2. FORME CLASSIQUE DES ÉQUATIONS DE MAXWELL 

 

 La résolution d’un problème d’électromagnétisme revient à trouver les solutions des 

équations de Maxwell écrites au moyen de cinq champs  vectoriels et un champ scalaire : 

 

2

( , )    Champ électrique  (volts/m)

( , )    Induction (ou densité du flux) magnétique  (Weber/m )

( , )    Champ (ou excitation) magnétique  (Ampère/m) 

( , )    Excitation (ou déplac

E r t

B r t

H r t

D r t 2

2

3

ement) électrique  (Coulombs/m )

( , )    densité de courant électrique  (Ampère/m )

( , )     densité de charge électrique  (Ampère/m )                                                            

J r t

r tρ      

 

 

 En coordonnées curvilignes ces équations prennent la forme suivante : 

 

( , ) ( , ) ,                                                                               (I.1a)B r trot E r t
t

∂=−
∂

 

 ( , ) ( , ) ( , ),                                                                  (I.1b)D r trot H r t J r t
t

∂= +
∂

 

 ( , ) 0,                                                                                               (I.1c)div B r t =  

 ( , ) ( , ).                                                                                      (I.1d)div D r t r t= ρ  

                  

 Il est habituel d’ajouter une autre équation qui n’est pas indépendante des précédentes 

et exprimant la conservation de courant : 

                  

( , ) ( , ) .                                                                                (I.1e)r tdiv J r t
t

∂=−
∂
ρ  

 

 Nous supposons que toutes les grandeurs complexes dépendent du temps par le facteur 

exp(iωt), où  ω représente la pulsation. Nous pouvons donc écrire : 

 

                                                                                                          (I.2)i
t

∂
=

∂
ω
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• Les relations du milieu 

 Pour résoudre les équations de Maxwell (I.1), il faut faire des hypothèses sur les 

propriétés électromagnétiques du milieu dans lequel existent les champs. Ces hypothèses se 

traduisent sous forme des relations du milieu qui, dans le cas le plus simple d’un milieu 

homogène, isotrope, diélectrique et magnétique parfait, s’écrivent : 

 

( , ) ( , ) ( , ),                                                                                 (I.3a)D r t r t E r t= ε  

( , ) ( , ) ( , ).                                                                                (I.3b)B r t r t H r t= µ  

                  

et pour un milieu conducteur, il faut ajouter la relation suivante : 

                  

( , ) ( , ) ( , ),                                                                                  (I.3c)J r t r t E r t= σ  

 

 Les grandeurs ε, µ  et σ  sont de simples scalaires, ε désigne la permittivité, µ la 

perméabilité et σ  la conductivité. Dans le cas le plus général, ces équations sont tensorielles 

et dépendent des coordonnées d’espace et de temps.  

 

 

I.3. LES ÉQUATIONS DE MAXWELL SOUS FORME TENSORIELLE    

COVARIANTE 

 

 Minkowsky a généralisé les équations de Maxwell classiques à l’espace-temps en 

associant aux champs, des tenseurs électromagnétiques selon le processus suivant : 

 

( , )
                                                                                (I.4a)

( , )

E r t
F F

B r t

⎫⎪⎪⎪→ =−⎬⎪⎪⎪⎭
λν νλ  

( , )
                                                                              (I.4b)

( , )

D r t
G G

H r t

⎫⎪⎪⎪→ =−⎬⎪⎪⎪⎭

λν νλ  

 
( , )

                                                                                               (I.4c)
( , )

J r t
C

r t

⎫⎪⎪⎪→⎬⎪⎪⎪⎭

λ

ρ
                  

Avec : { }, 0,1,2,3∈λ ν . 
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 Fλν  est un tenseur antisymétrique deux fois covariant, G λν  un pseudo tenseur 

antisymétrique de poids +1 deux fois contravariant, C λ  est un pseudo vecteur contravariant 

de poids +1 (cf. ANNEXE A). 

 

 E.J. Post [30] a repris les équations de Minkowsky et les a écrites dans le système 

MKS rationalisé. 

Equations de Maxwell-Minkowsky:  

                  

0 0
                                        (I.5)k k k kF F F F

G C G C
⎫ ⎧∂ = ∂ +∂ +∂ =⎪ ⎪⎪ ⎪⇒⎬ ⎨⎪ ⎪∂ = ∂ =⎪ ⎪⎭ ⎩

λν λν ν λ λ ν
λν λ λν λ

ν ν
 

Où : 1 1x
∂∂ =

∂
. 

 Pour un milieu au repos dans un système cartésien de coordonnées, on peut, entre les 

tenseurs F, G, et C, et les vecteurs du champ électromagnétique faire les identifications 

suivantes:      0 1 2 1;     ;     ;     x t x x x y x z= = = = . 

 

01 02 03 1 2 3

10 12 13 1 3 2

20 21 23 2 3 1

30 31 32 3 2 1

0 0
0 0

0 0
0 0

F F F E E E
F F F E B B
F F F E B B
F F F E B B

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

01 02 03
1 2 3

10 12 13
1 3 2

20 21 23
2 3 1

30 31 32
3 2 1

00
00

00
00

D D DG G G
D H HG G G
D H HG G G
D H HG G G

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

0

1
1

2
2

3
3

C
JC
JC
JC

ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

 Si l'on sépare la variable temps des variables d'espace, les équations affines de 

Maxwell-Minkowsky (I.5) se réduisent aux équations habituelles (I.1). 

 

 Nous admettons que ce sont les équations de Maxwell-Minkowsky (I.5) qui 

constituent le postulat fondamental de l'électromagnétisme. 
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 Les équations de Maxwell-Minkowsky (I.5) sont invariantes, c’est à dire conservent 

leur forme analytique pour tous les systèmes de coordonnées à quatre dimensions, si l’on fait 

les deux hypothèses suivantes : 

1. Tous les systèmes de coordonnées peuvent être obtenus de manières holonome à 

partir d’un système dans lequel les équations sont supposées valables.  

2. Les composantes de Fλν , G λν  et  C λ  se transforment dans un changement de 

coordonnées selon les lois tensorielles. 

 

 Ces deux hypothèses ont la signification analytique suivante : 

 Soit ( )x λ et '( )x λ deux systèmes de coordonnées espace-temps. La 

transformation est holonome si : 

 
2 ' 2 '

' ' ,   soit                                                   (I.6a)x xA A
x x x x

λ λ
λ λ

ν λ λ ν ν λ λ ν
∂ ∂∂ = ∂ =

∂ ∂ ∂ ∂
 

2 2

' ' ' ' ' ' ' ',   soit                                               (I.6b)x xA A
x x x x

λ λ
λ λ

ν λ λ ν ν λ λ ν
∂ ∂∂ = ∂ =

∂ ∂ ∂ ∂
                  

 

 Les composantes des champs sont covariantes si : 

 

' ' ' '                                                                                               (I.7a)F A F= λν
λ ν λ ν λν  

1' ' ' '                                                                                  (I.7b)G A G−= ∆λ ν λ ν λν
λν  

 1' '                                                                                          (I.7c)C A C−= ∆λ λ λ
λ                   

Avec : ' ' ' ' '  et  det( )A A A A= ∆ =λ ν λ ν λ
λν λ ν λ . 

 

 Ces conditions étant remplies, le système précédent est invariant : 

 

' ' '                                                                                             (I.8a)k kF F∂ = ∂λν λ ν  

 ' '
'                                                                                            (I.8b)G G∂ = ∂λν λ ν

ν ν                   

 

• Relations de milieu 

 L’influence du milieu dans lequel existent les champs sur les ondes 

électromagnétiques se traduit par la relation de milieu : 
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1                                                                                          (I.9)
2

k
kG F=λν λνσ

σχ      

                  

 Le tenseur du milieu kλνσχ  est un pseudo-tenseur de poids +1, d’ordre quatre, quatre 

fois contravariant. Il dépend à la fois des propriétés électromagnétiques du milieu et des 

propriétés géométriques du système de coordonnées utilisé. 

 

 

I.4.  LES ÉQUATIONS DE MAXWELL SOUS FORME COVARIANTE  

        TRIDIMENSIONNELLE 

  

 La forme quadridimensionnelle précédente étant utilisée en relativité, on est amené, 

dans les cas non relativistes, de passer à l’espace tridimensionnel. Puisque tout tenseur 

antisymétrique d’ordre deux de l’espace à quatre dimensions possède le même nombre de 

composantes non nulles que deux vecteurs de l’espace à trois dimensions (six composantes), 

nous associons des vecteurs tridimensionnels aux tenseurs électromagnétiques : 

 

1                                                                                                (I.10a)
2

i ijk
jkB F= ξ  

1                                                                                               (I.10b)
2

ijk jk
iH G= ξ  

0                                                                                                           (I.10c)C=ρ  

                                                                                                          (I.10d)i
iJ C=                   

Avec : { },  et    1,2,3i j k ∈ . L’indice zéro est relatif à la variable temps: x0 = t. 

 

Le pseudo-tenseur ξ  est l’indicateur de Levi-Civita défini par : 

ijk 0  si deux indices sont égaux                                  
+1 si les indices sont obtenus au moyen d'un            ( 1)
     nombre pair de permutations à part

( 1)
ijk

poids

poids

⎫⎪⎪⎪⎪+ ⎪⎪=⎬⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎭

ξ

ξ ir de (1,2,3)
1 pour un nombre impair de permutations             

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪−⎪⎪⎩

 

 

 Avec ces grandeurs, les équations de Maxwell-Minkowsky s’écrivent : 
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                                                                                        (I.11a)
i

ijk
j k

BE
t

∂∂ =−
∂

ξ  

0                                                                                                        (I.11b)i
i B∂ =  

                                                                                  (I.11c)
i

ijk i
j k

DH J
t

∂∂ = +
∂

ξ   

                                                                                                       (I.11d)i
i D∂ = ρ  

 

Ecrite sous cette forme, ces équations sont covariantes dans toute transformation de 

coordonnées n’affectant pas la variable temps, les relations de passage s’écrivant alors : 

 
-1' '

' '
-1' '

' '

    , 

   , 

i i i i
i i i i

i i i i
i i i i

E A E B A B

H A H D A D

= = ∆

= = ∆
 

'
'

' ',      ,     , ' 1, 2,3
i i

i i
i ii i

x xA A i i
x x

∂ ∂= = =
∂ ∂

 

Où : '
' et  i i

i iA A représentent les matrices de changement de base.  

 

• Les relations du milieu  

 Pour un milieu au repos par rapport au système de coordonnées, certaines 

composantes du tenseur jkλνχ du milieu sont nulles : 

{ }0 , , 1,2,30  ,    ijk i j k∀ ∈=χ  

  A partir de kλνσχ nous définissons deux nouveaux tenseurs ijε et ijχ  de la 

manière suivante : 
0 0ij i j

klmn
ij ikl jmn

=

=

ε χ
χ ξ ξ χ

 

Avec: { }, , , , , 1,2,3  et    ,    ij ji i j k l m nij ji ∀ ∈= =ε ε χ χ . 

 

 La relation du milieu s’écrit, en utilisant les tenseurs ijε et  ijχ  de la manière suivante : 

 

                                                                                               (I.12a)i ij
j

j
D E=∑ε  

j B                                                                                              (I.12b)i ij
j

H =∑χ  
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            Pour un milieu homogène, isotrope, diélectrique et magnétique parfait,  la permittivité 

ε et la perméabilité µ qui interviennent en formalisme classique, sont de simples scalaires. 

Dans ce cas les tenseurs du milieu   ijε et ijχ   s’écrivent de la façon suivante : 

 
ij g                                                                                                  (I.13a)ij g=ε ε  

 ij
1                                                                                                     (I.13b)ijg

g
=χ
µ

                  

Avec :  { }1g ( )  et , 1, 2,3ij
ijg g i j−= = ∈ .  

Où : ijg  est le tenseur métrique du système de coordonnées. 

 

 

I.5.  LES ÉQUATIONS DE PROPAGATION 

 

 Pour un milieu isotrope, diélectrique et magnétique parfait dont l’espace vide de 

matière est un cas particulier, la permittivité ε  et la perméabilité µ  qui interviennent dans les 

relations de milieu en formalisme classique, sont de simples scalaires : 

 

( , ) ( , ) ( ,t)                                                                                  (I.14a)D r t r t E r= ε  

( , ) ( , ) ( , )                                                                                (I.14b)B r t r t H r t= µ  

( , ) 0.                                                                                                    (I.14c)J r t =    

                  

 Les différents formalismes coïncident en coordonnées cartésiennes, les relations du 

milieu s’écrivent : 

 

                                                                                                   (I.15a)i ij
jD Eεδ=  

                                                                                                  (I.15b)i ij
jB Hµδ=  

                                                                                                    (I.15c)ij j
iE D

δ
ε

=  

                                                                                                     (I.15d)ij j
iH B

δ
µ

=                   
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1  si  
:  étant le symbole de kronocker = 

0  si  
ij i j

i j
⎧ =⎪⎪⎨⎪ ≠⎪⎩

δ . 

Le système étant cartésien :  et  ij ij
ij ijg g= =δ δ .  Les différents tenseurs de milieu 

sont alors : 

 

                                                                                             (I.16a)ij ij ijg= =ε εδ ε  

                                                                                            (I.16b)ij ij ijg= =µ µδ µ     

                  

Pour un système curviligne quelconque : 
1 1 1' ' ' '' ' ' '=i j i ji j ij ij i j

ij ijA A g g− − −= ∆ = ∆ ∆ε ε ε ε . 

 

De plus, il est possible de montrer que pour une telle transformation on a : 
11 ' '

' '' ;   avec ' det( ) det( ) ,i j
i jg g g g

−− ⎡ ⎤∆ = = = ⎣ ⎦  

Donc : ' ' ' '' .i j i jg g=ε ε  

  

 Finalement, en coordonnées curvilignes ( )ix , pour un milieu isotrope, diélectrique et 

magnétique parfait, les différentes tenseurs du milieu s’écrivent à partir du tenseur métrique et 

des constantes ε et µ : 

 

                                                                                                  (I.17a)ij ijg g=ε ε  

                                                                                                   (I.17b)ij ijg g=µ µ                   

 

 En reportant ces valeurs dans les équations précédentes, on obtient les équations de 

propagation des champs harmoniques ( / )t i∂ ∂ = ω  : 

 

lmn 2  =0                                                      (I.18a)klijk ij
j m n j

g E k g g E
g

∂ ∂ −ξ ξ  

 lmn 2  =0                                                    (I.18b)klijk ij
j m n j

g H k g g H
g

∂ ∂ −ξ ξ                   
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 Ces équations sont valables si  ε   et µ  ne dépendent pas des coordonnées avec 
2 1/c = µε  et 2 2 2/k c= ω  (c la vitesse de la lumière). Chacune de ces relations forme un 

système de trois équations correspondant aux trois valeurs possibles de l’indice i.  

 

Pour i=1, il vient :   

31 32 33
2 2 3 3 2 2 3 1 1 3 2 1 2 2 1

21 22 23
3 3 2 2 3 3 1 3 3 1 3 2 1 1 2

2 11 2 12 2 13
1 2 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0                                                              

g g gE E E E E E
g g g
g g gE E E E E E

g g g

k g g E k g g E k g g E

∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +

+∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ −

− − − =   (I.19a)

 

 

Pour i=2, il vient : 

12 13 11
3 3 1 1 3 3 1 2 2 1 3 2 3 3 2

32 33 31
1 1 3 3 1 1 2 1 1 2 1 3 2 2 3

2 22 2 23 2 21
2 3 1

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0                                                             

g g gE E E E E E
g g g

g g gE E E E E E
g g g

k g g E k g g E k g g E

∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +

+∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ −

− − − =   (I.19b)

 

 

Pour i=3, il vient : 

23 21 22
1 1 2 2 1 1 2 3 3 2 1 3 1 1 3

13 22 12
2 2 1 1 2 2 3 2 2 3 2 1 3 3 1

2 33 2 31 2 32
3 1 2

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0                                                             

g g gE E E E E E
g g g
g g gE E E E E E

g g g

k g g E k g g E k g g E

∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +

+∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ +∂ ∂ −∂ −

− − − =   (I.19c)

 

On obtient les mêmes équations pour H. 

  

Pour un milieu isotrope de conductivité finie σ, οn peut ajouter aux relations de 

milieu, la relation suivante : 

 

                                                                                                         (I.20)ij ijg g=σ σ  

 

Le système d’équation (I.4.5) s’écrit alors : 
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lmn 2  =0                                                      (I.21a)klijk ij
j m n j

g E k g g E
g

∂ ∂ −ξ ξ  

lmn 2  =0                                                      (I.21b)klijk ij
j m n j

g H k g g H
g

∂ ∂ −ξ ξ                  

Avec : 2 2 2/k c= ω  , (c la vitesse de la lumière). 

 

 Pour un milieu conducteur homogène isotrope, les équations de propagation des iE  et  

iH  sont donc identiques. On peut les grouper dans le système suivant : 

                  

{ }lmn 2 0                                             (I.22)
n

j

j
n

E
Eklijk ij

j m H
H

g k g g
g

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪∂ ∂ − =⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
ξ ξ  

 

Dans l’équation (I.11a), on reporte les relations (I.12b) et (I.13b), on obtient la 

relation : 

                                                                                           (I.23a)ijk ij
j k jE ik g g ZH∂ =−ξ  

 

 De même, dans l’équation (I.11c), on reporte les relations (I.12a) et  (I.13a), on obtient 

la relation : 

                                                                                              (I.23b)ijk ij
j k jZH ik g g E∂ =ξ  

 

Avec:  et  Z= /k ω εµ µ ε=  caractéristiques du milieu considéré. 

 

Remarque :  

 Lorsque le milieu est un métal de conductivité σ et de permittivité relative rε  la 

méthode des amplitudes complexes permet de conserver le système (I.23) à condition 

d’introduire la permittivité complexe ainsi définie : 

                  

0
                                                                                                (I.24)= −r i σε ε

ωε
 

 

 
 
 



Chapitre I.                                                                             Les équations de Maxwell en coordonnées curvilignes 

 21

I.6. THÉORÈME DE POYNTING EN COORDONNÉES CURVILIGNES 

 

 Définissons le vecteur de Poynting comme un pseudo vecteur contravariant dont les 

composantes Ni sont données par la relation : 

                  

j                                                                                             (I.25)i ijk
kN E H= ξ  

 L’introduction des équations de Maxwell dans la divergence de ce vecteur permet  

d’écrire la relation traduisant le théorème de Poynting sous la forme : 

                  

1 ( )                                                                   (I.26)
2

i i i
i i iN E D H B

t
∂∂ =− +
∂

 

 

 Le flux du vecteur de Poynting à travers toute partie S d’une surface de coordonnées 

prend une forme simple: 

                  

( )                                                                                (I.27)i j k

S

N N dx dx= ∫∫φ  

Avec :    i j k≠ ≠ . 

 

Remarque : 

 Les équations de Maxwell sous forme covariante sont valables pour tout système 

continu de coordonnées  (orthogonales ou non) de l’espace à trois dimensions. Leur forme 

analytique est indépendante du système de coordonnées (ce sont des équations affines), 

contrairement au cas classique où les composantes du rotationnel, par exemple, en dépendent 

dans  /   rot E B t=−∂ ∂ . Par contre les relations des milieux dépendent du système de 

coordonnées. Ce sont des relations métriques. 

 

 
I.7. DÉFINITION D'UN NOUVEAU SYSTÈME DE COORDONNÉES 

 

Pour pouvoir résoudre les équations, vectorielles ou tensorielles,  de la physique des 

milieux continus et en particulier les équations de l’électromagnétisme, il faut préalablement 

se donner un système de coordonnées afin de pouvoir projeter ces équations. Le choix de ce 

système est conditionné par la géométrie du problème à étudier. Les systèmes les plus 
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fréquemment  utilisés sont les systèmes orthogonaux (cartésien, cylindrique, sphérique, etc. 

…) parce qu’ils sont associés à des problèmes présentant un aspect géométrique simple. 

Dans les cas plus compliqués, certains articles de calcul permettent de conserver ces systèmes 

mais l’utilisation de systèmes non orthogonaux paraît inévitable pour traiter les problèmes les 

plus généraux. 

 Dans le cadre de la physique non relativiste, l’espace considéré est l’espace euclidien à 

trois dimensions pour lequel il est toujours possible d’employer un système cartésien,  à partir 

duquel peuvent  être définis tous les systèmes curvilignes. Mais il est également possible, et 

pratiquement plus rapide, de prendre  pour référence un système orthogonal classique mettant 

primitivement en évidence les symétries du système cherché.  

  

I.7.1. Système de coordonnées de translation 

Dans notre cas, un système de coordonnées non orthogonales est le mieux adapté pour 

résoudre le problème de la diffraction. Il s’obtient à partir du système cartésien (x, y, z)  par la 

transformation de type additif suivante : 

     ' ;    ( , );     'x x u y a x y z z= = − = .  

 Où a(x,z) est une fonction au moins deux fois dérivable. Elle définit la rugosité de la 

surface diffractante dans le cas de l’étude du problème de la diffraction d’une onde 

électromagnétique. 

 

Figure I.1.  Système  de coordonnées de translation. 

e x

y

x

z

e x

e
ye z

e u
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I.7.2. Equations de propagation des champs dans le nouveau système de coordonnées 

L’écriture des équations de propagation des champs en coordonnées de translation 

nécessite le calcul préalable des éléments du tenseur métrique à partir de ceux de la matrice de 

changement de base. Celle-ci est donnée par: 

 

( )
1' 1' 1'
1 2 3'

' 2' 2' 2'
1 2 3
3' 3' 3'
1 2 3

1 0 0

1                           (I.28)

0 0 1

i
i
i i

A A A
x a aA A A A

x zx
A A A

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = − −⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

( )
1 1 1
1' 2' 3'
2 2 2

' 1' 2' 3''
3 3 3
1' 2' 3'

1 0 0

1                                   (I.29)

0 0 1

i
i
i i

A A A
x a aA A A A

x zx
A A A

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

Le calcul du tenseur métrique se fait à partir des matrices de changement de base ci-

dessus et de la relation : 

                  ' ' '' ' '
,

                                        (I.30)ij ji
i j ij i iji j j

i j i j
g A g A A g= =∑ ∑∑  

Avec : { }1 2 3. ;   , ,=ij i jg e e e e e  une base orthonormée, ce qui donne : . ij ijg = δ  

                    ( )

2

' '

2

1 ( )

1                                                         (I.31)

1 ( )

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=

∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂

+⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

i j

a a a a
x x x z

a ag
x z

a a a a
x z z z

 

On a:  ( )( ) [ ] ( ) ( ) 1' ' ' '
' ' ' ';   i j i j

i j i jg g I g g −= = . D’où : 

                  ( )' ' 2 2

1 0

1 ( ) ( )                                                (I.32)

0 1

∂⎡ ⎤−⎢ ⎥∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= − + + −

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂

−⎢ ⎥∂⎣ ⎦

i j

a
x

a a a ag
x x z z

a
z

 

 Soit :   ( )' 'det 1.= =i jg g  
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 Après avoir reporté les éléments du tenseur métrique dans les équations de 

propagation avec ( 1 2 3  ;   ;  x u zE E E E E E= = = ),  pour les problèmes à deux dimensions 

( / 0  ; a a(x)z∂ ∂ = = ), on obtient le système suivant:  

 
2 2

2 2
2                                                                     (I.33a)u x

u x
E Ek aE k E

x u u
∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂

2 2
2 2 2

2 (1 )                                                           (I.33b)∂ ∂
+ + = +

∂ ∂∂
u x

u x
E Ek a E k aE

x ux
2 2 2

2 2 2
2 2(1 ) 2 0                              (I.33c)∂ ∂ ∂ ∂

+ + − − + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

z z z z
z

E E E Ek a a a k E
x u ux u

 

Avec: 
2

2
2 ( ) ( )    ;     ;     ;  ( , )    ;  ( , ).da x d a xk a a F F x u G G x u

dx dx
= = = = =

π
λ

. 

 

 La dernière équation du système (I.33) est indépendante des deux autres. Ceci montre 

qu'il existe deux types de polarisations indépendantes: 

• Polarisation électrique (mode TE): 0  ;   = = =x u zE E E E , le champ électrique est 

parallèle à la structure diffractante. 

• Polarisation magnétique (mode TM): 0  ;   = = =x u zH H H H , le champ 

magnétique est parallèle à la structure diffractante. 

 

POLARISATION TE: On représente les composantes E  et  H  du champ électromagnétique 

par deux grandeurs F et G suivant la relation: 

=⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

z

x

E F
GH
Z

 

Où Z est l'impédance du milieu: /Z µ ε= . 

 

 Le système d'équations permettant de trouver les fonctions inconnues F et G, et par la 

suite Ez  et  Hx, est formé d'une part de l'équation de propagation (I.33c):  

 
2 2 2

2 2 2
2 2(1 ) 2 0                                     (I.34)∂ ∂ ∂ ∂

+ + − − + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

F F F Fk a a a k F
x u ux u
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D'autre part, d'une équation obtenue à partir de la relation  (I.11), en remplaçant les 

termes du tenseur métrique par leurs valeurs, on obtient les deux équations: 

 

2 3 1 2                                                                            (I.35a)E i H i aH∂ = − +ωµ ωµ  

2
1 3 1 2(1 )                                                             (I.35b)E i aH i a H−∂ = − − + +ωµ ωµ  

 

Une combinaison linéaire de ces deux équations donne la seconde équation 

recherchée: 

2(1 )                                                                             (I.36)∂ ∂
= + −

∂ ∂
F FKG i a ia
u x

 

 

POLARISATION TM: Dans ce cas on pose:  

 
⎧ =⎪
⎨
⎪ = −⎩

z

x

FH
Z

E G
 

 On reprend les mêmes étapes du mode TE, on aboutit aux mêmes équations (I.34) et 

(I.35). D'où pour les deux types de polarisation, on est amené à résoudre le système 

d'équations aux dérivées partielles suivant: 

 
2 2 2

2 2 2
2 2

2

(1 ) 2 0
                                  (I.37)

(1 )                                       

F F F Fk a a a k F
x u ux u

F FkG i a ia
u x

⎧∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + =⎪⎪ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎨

∂ ∂⎪ = + −⎪ ∂ ∂⎩

 

Avec: En mode TE :    
           

         
=⎧

⎨ =⎩
z

x

F E
G ZH

et en mode TM :  
            
          

=⎧
⎨ = −⎩

z

x

F ZH
G E

 

 

 Le système (I.37) peut être résolu par rapport à ses dérivées premières en u. Pour cela, 

on tire de la première équation du système (I.37) la valeur de /F u∂ ∂  que l’on reporte dans la 

deuxième équation, on obtient le système suivant : 

 

2 2

2
2 2

1                          
1 1                                          (I.38)

1
1 1

F a Fi KG
u xa a
kG F ai ik F kG
u x x xa a

∂ ∂⎧ = − +⎪ ∂ ∂⎪ + +
⎨ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ = − − +
⎪ ∂ ∂ ∂ ∂+ +⎩
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Chapitre II 

DIFFRACTION D'UNE ONDE ÉLECTROMAGNETIQUE PAR UNE 

SURFACE MÉTALLIQUE RUGUEUSE DE CONDUCTIVITÉ FINIE 
 

 

II.1. INTRODUCTION 

 

 L’intérêt considérable apporté au problème de la diffraction par des surfaces rugueuses 

a conduit, au cours des dernières années, à un développement des travaux consacrés à ce sujet. 

Pour un métal infiniment conducteur, des méthodes rigoureuses ont donné des solutions 

particulières [5, 14, 16].  

 

 Dans le cas des réseaux où les surfaces sont périodiques, le problème a pu être résolu 

avec succès en utilisant des méthodes intégrales ou différentielles. Lorsque la surface n’est 

plus périodique, le problème devient encore plus difficile puisque les directions de diffraction, 

qui étaient discrètes dans le cas des réseaux, deviennent continues pour les surfaces 

apériodiques. Nous nous intéressons, dans ce chapitre à la résolution du problème de la 

diffraction d’une onde électromagnétique par une surface rugueuse déterministe ou aléatoire. 

Nous proposons une méthode analytique simple dite méthode de perturbations, permettant  

d’obtenir des solutions approchées valables lorsque la hauteur de la déformation est 

relativement faible devant la longueur d’onde.  

 

 Cette méthode qui permet  de trouver les expressions analytiques des intensités de 

diffraction, consiste à rechercher les fonctions inconnues (correspondant au champs électrique 

et magnétique) sous forme de séries entières d’un paramètre  τ  (0<τ<1) que l'on prend égal à 

h/λ  (h étant la hauteur moyenne des rugosités,  λ  la longueur d'onde ).  

 

 

II.2. FORMULATION DU PROBLÈME 

 

II.2.1. Définition du problème 

On dispose d’une surface S (Figure II.1), dont la génératrice parallèle à l'axe oz, 

s'appuie sur la courbe  ( )y a x= : 
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Figure II.1. Profil de la surface rugueuse. 

 

La condition imposée par le nouveau système de coordonnées sur la fonction a(x), 

définissant l’allure du profil, c’est qu’elle soit au moins dérivable deux fois. Nous admettons 

cette condition pour les deux types de surfaces étudiées. 

• surfaces rugueuses déterministes. 

• surfaces rugueuses aléatoires. 

 

 Une surface rugueuse déterministe est une surface dont le profil est connue 

explicitement, par exemple par son équation   y = a(x). 

 Une surface rugueuse aléatoire est une surface dont le profil n'est pas connu 

explicitement mais elle est définie par ses caractéristiques statistiques (hauteur moyenne des 

rugosités, fonction de corrélation, etc.…) (cf. ANNEXE B). 

 La surface métallique caractérisée par son indice complexe ν est éclairée par une onde 

plane de longueur d'onde λ où le vecteur d’onde ( 2 / )k k =
JG JG

π λ , situé dans le plan xoy, fait 

l'angle d’incidence 0θ avec l'axe oy et θ  étant l’angle de diffraction ( figure II.1). 

 On a montré au paragraphe [I.7.2] que le problème de diffraction se ramène à l'étude 

de deux cas fondamentaux de polarisation notés TE (transverse électrique) et TM (transverse 

magnétique), selon que le champ incident électrique ou magnétique soit parallèle à oz .  

Le champ électrique total, pour le cas TE ou le champ magnétique total pour le cas 

TM, reste parallèle à l'axe oz. Il en est de même du champ électrique ou magnétique diffracté. 

 On désignera alors par F l'amplitude complexe du champ électrique dans le cas TE, ou 

du champ magnétique dans le cas TM (en adoptant une dépendance temporelle en exp(iωt)). 

  

k
0θ θ

ε ,σ M é ta l

A ir
+ l/2-l/2 x

y
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La partie incidente Fi du champ total F pour une onde plane s'exprime par: 

 

( )0 0exp ( )                                                                             (II.1)iF i x yβ χ= − −  

Avec:  0 0 0 0sin    et   sink k= =β θ χ θ  

 

Dans l'air, le champ diffracté Fd est défini par : 

 

( , ) ( , ) ( , )                                                                      (II.2)d iF x y F x y F x y= −  

 

Quel que soit le problème de diffraction envisagé, trois conditions doivent être 

vérifiées. 

• Les équations de Maxwell dans chaque milieu, 

• La condition de rayonnement à l’infini, 

• La condition aux limites sur la surface de séparation des deux milieux. 

 

A partir de ces trois conditions, on montre que, pour tout My y>  où My  est la valeur 

maximale de a(x), le champ diffracté Fd est la somme d'ondes planes se propageant vers les 

My y>  : 

( )( , ) ( ) exp ( )                                                 (II.3)dF x y R i x y dβ β χ β
+∞

−∞
= − +∫  

 

Avec:            
2 2

2 2

    si    

    si   

k k

i k k

χ β β

χ β β

⎧ = − ≤⎪
⎨

= − >⎪⎩
 

 

R(β) étant l'amplitude complexe de l'onde diffractée dans la direction  θ  pour:  

sin  
  

cos
k
k

β θ
χ θ

=⎧
⎨ =⎩

 

            La partie de l'intégrale (II.3), pour k>β  correspond aux ondes évanescentes. 

 

II.2.2. Mise en équations du problème 

L’utilisation des équations de Maxwell sous forme covariante écrites dans le système 

de coordonnées dit de translation nous a conduit à introduire, à partir des composantes 



Chapitre II.                    La diffraction d'une onde E.M. par une surface métallique rugueuse de conductivité finie 

 31

covariantes des champs E et H, deux grandeurs F et G. Pour les problèmes à deux dimensions 

( / 0)z∂ ∂ = et une onde harmonique ( / )t i∂ ∂ = ω , F et G sont reliées par un système unique 

(I.37) de deux équations, valable pour les deux types de modes TE et TM.  

 
2 2 2

2 2 2
2 2

2

(1 ) 2 0
                                  (II.4)

(1 )                                       

F F F Fk a a a k F
x u ux u

F FKG i a ia
u x

⎧∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + =⎪⎪ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎨

∂ ∂⎪ = + −⎪ ∂ ∂⎩

� � ��

� �
 

Avec :   
2

2
2 ( ) ( )    ;     ;     ;  ( , )    ;  ( , )da x d a xk a a F F x u G G x u

dx dx
= = = = =� ��π

λ
. 

Pour le mode TE:           x

u

;   E 0
;     ZH 0.            

z u z

x

F E E ZH
G ZH

= = = =⎧
⎨ = ≠⎩

 

 

                   En mode TM:           z

u

;   E 0
;   E 0.                          

z x u

x

F ZH ZH ZH
G E

= = = =⎧
⎨ = ≠⎩

 

 λ  longueur d'onde dans le milieu considéré,  Z impédance du milieu.  

 

 La déformation étant limitée dans l'espace, la fonction a(x) ainsi que F et G  sont 

représentables en intégrale de Fourier. Soient A(β),  f(β,u) et g(β,u) leurs transformées de 

Fourier respectives. L'utilisation de la relation de convolution permet d'obtenir, en appliquant 

la transformée de Fourier au système (II.4), le système suivant:  

 
2

2 2 2
2

2

2

( , ) ( , )( , ) ( ) ( ) +                                          

( , )                       + ( ) ( ) ( )

( , )( , ) ( ) ( , )

f u f uf u A d
u u

f uA A d d
u

f ukg u i i A f u
u

β αχ β α β β α α

αγ β α γ β α γ γ α γ

ββ α β α α

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

∂ ∂
+ = − −

∂ ∂

∂
− − − −

∂

∂
= + −

∂

∫

∫ ∫

∫
            (II.5)

                                                      

( , )              ( ) ( ) ( )

d

f ui A A d d
u

α

αγ β α γ β α γ γ α γ
+∞ +∞

−∞ −∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ −⎪
⎪
⎪ ∂

− − − − −⎪ ∂⎪⎩
∫ ∫

 

En posant:  2 2 2k= −γ β . 
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II.3. MÉTHODE DE PERTURBATIONS 

 

 Lorsque l'amplitude moyenne de la déformation est faible devant la longueur d'onde, 

une bonne approximation consiste à chercher les solutions f et g sous forme de séries entières 

d'un paramètre τ (0<τ<1) que l'on prend égal à h/λ (h étant la hauteur moyenne des 

rugosités). Ce choix est très valable pour la majorité des problèmes physiques réels.  

 

0 0
( , ) ( , );       g( , ) ( , )                                    (II.6)p p

p p
p p

f u f u u g uβ τ β β τ β
+∞ +∞

= =

= =∑ ∑  

 

Après avoir reporté les expressions (II.6) dans le système différentiel (II.5) et identifié 

les termes de même degré en τ, nous trouvons à l'ordre p ( 1)p ≥ , le système suivant: 

 
2

12 2 2
2

2
2

2

( , ) ( , )( )( , ) ( )                               

( , )( ) ( )                                     ( )

( , )
( , ) (

p p
p

P

p
p

f u f uAf u d
u u

f uA A d d
u

f u
kg u i i

u

β αβ αχ β α β α
τ

αβ α γ γγ β α γ α γ
τ τ

β
β α β

+∞
−

−∞

+∞ +∞
−

−∞ −∞

∂ ∂−
+ = − +

∂ ∂

∂− −
+ − −

∂

∂
= +

∂

∫

∫ ∫

1

2

     (II.7)
( )) ( , )                               

( , )( ) ( )                                      ( )

p

p

A f u d

f uA Ai d d
u

β αα α α
τ

αβ α γ γγ β α γ α γ
τ τ

+∞

−
−∞

+∞ +∞
−

−∞ −∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨

−⎪ − −⎪
⎪
⎪ ∂− −

− − −⎪ ∂⎪⎩

∫

∫ ∫

 

 

II.4. RÉSOLUTION 

 

 Pour étudier le problème de la diffraction par une surface métallique rugueuse de 

conductivité finie, nous sommes donc amenés à résoudre le système (II.7) dans les deux 

milieux (air, conducteur). Ceci se fait par récurrence à partir du cas non perturbé 

correspondant à une surface plane et dont les solutions sont connues. 

 Pour chaque ordre de perturbations p, on sera donc amené à écrire les conditions aux 

limites afin de trouver les constantes d’intégration qui permettent par la suite de trouver la 

répartition angulaire de l’intensité d’énergie diffractée correspondant à cet ordre. 

 A un ordre de perturbations (p>0), la condition de rayonnement à l’infini et la 

condition d’onde incidente permettent d’écrire les solutions du système (II.7) sous la forme : 
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Dans l'air ( 0u > ): 

 

( , ) ( ) ( , )                               
                                (II.8)( , )

( , ) ( ) ( , )

i u
p p p

pi u
p p p

f u B e C u

C u
kg u B e i D u

u

χ

χ

β β β

β
β χ β β

⎧ = +
⎪
⎨ ∂

= − + +⎪
∂⎩

 

 

Si la quantité χ  est réelle, l'onde correspondante est une onde plane, sinon l'onde est 

évanescente. 

Dans le métal ( 0u ≤ ): 

 
'

'

' ( , ) ' ( ) ' ( , )                               
                     (II.9)' ( , )

' ' ( , ) ' ' ( ) ' ( , )

i u
p p p

pi u
p p p

f u A e C u

C u
k g u A e i D u

u

χ

χ

β β β

β
β χ β β

⎧ = +
⎪
⎨ ∂

= − + +⎪
∂⎩

 

 

Avec: 2 2' ' '(1 / ').k iω µ ε σ ωε= − (ω la pulsation de l'onde, σ la conductivité du métal, 

µ  la perméabilité, ε  la constante diélectrique). 

  ( )pB β et ' ( )pA β  sont des constantes d'intégration indépendante de la variable u. 

  ( , )pC uβ et ' ( , )pC uβ  sont des solutions particulières de l'équation homogène. 

         ( , )pD uβ  et ' ( , )pD uβ  sont  deux fonctions de la variable u s'exprimant à partir 

des solutions des ordres inférieurs à p. 

 

 A chaque ordre de perturbations, on sera amené à écrire les conditions aux limites afin 

de trouver les coefficients d'intégration en exprimant la continuité des composantes 

tangentielles des champs sur la surface de séparation de deux milieux (u = 0). Cette continuité 

se trouve résumé dans le tableau suivant: 

 

Polarisation TE TM 

 

u = 0 

'( ,0) ( ,0)F x F x=  

'( ,0) ( ,0)
'

G x G x
Z Z

=  

'( ,0) ( ,0)
'

F x F x
Z Z

=  

'( ,0) ( ,0)G x G x=  

 

Tableau II.1. Les conditions aux limites. 
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POLARISATION TE: Les constantes d'intégration ( )pB β et ' ( )pA β  sont, dans ce cas 

de polarisation, solution du système: 

 

( ) ( ,0) ' ( ) ' ( ,0)                                                     
       (II.10)( ,0) ' ( ,0)

( ,0) ( ) ' ' ( ) ' ( ,0)

p p p p

p p
p p p p

B C A C

C C
D B i A i D

u u

β β β β

β β
β χ β χ β β

+ = +⎧
⎪
⎨ ∂ ∂

− + = − + +⎪
∂ ∂⎩

 

 

La résolution de ce système permet d'aboutir aux expressions des constantes 

d'intégration ( )pB β  et  ' ( )pA β : 

 

' ( ,0) ( ,0)
' ' ( ,0) ( ,0) ' ( ,0) ( ,0)

( )
'

       (II.11)
' ( ,0) ( ,0)

( ,0) ' ( ,0) ' ( ,0) ( ,0)
' ( )

'

p p
p p p p

p

p p
p p p p

p

C C
C C D D i

uB

C C
C C D D i

uA

β β
χ β β β β

β
χ χ

β β
χ β β β β

β
χ χ

⎧ ⎡ ⎤∂ −⎣ ⎦⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ∂⎪ =
⎪ +⎪
⎨

⎡ ⎤∂ −⎪ ⎣ ⎦⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ∂=⎪
+⎪⎩

 

  

POLARISATION TM: De la même manière, les conditions aux limites (Tableau II.1) 

permettent d'écrire le système suivant: 

 

( ) ( ,0) ' ( ) ' ( ,0)                                                     
    (II.12 )( ,0) ' ( ,0)

( ) ( ,0) ' ' ( ) ' ( ,0)

p p p p

p p
p p p p

B C A C

C C
B D i A i D

u u

β β ν β ν β

β β
νχ β ν β ν χ β β

+ = +⎧
⎪
⎨ ∂ ∂

− + + = + +⎪
∂ ∂⎩

 

 

Dont les solutions sont: 

 

2

2

2

2

' ( ,0) ( ,0)
' ' ( ,0) ( ,0) ' ( ,0) ( ,0)

( )
'

  (II.13)
' ( ,0) ( ,0)

' ( ,0) ' ( ,0) ' ( ,0) ( ,0)
' ( )

'

p p
p p p p

p

p p
p p p p

p

C C
C C D D i

uB

C C
C C D D i

uA

β ν β
χ ν β β ν β ν β ν

β
ν χ χ

β ν β
χ ν β ν β β ν β

β
ν χ χ

⎧ ⎡ ⎤∂ −⎣ ⎦⎡ ⎤⎪ − − + +⎣ ⎦ ∂⎪ =
⎪ +⎪
⎨

⎡ ⎤∂ −⎪ ⎣ ⎦⎡ ⎤− − + +⎪ ⎣ ⎦ ∂=⎪
+⎪⎩
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II.5. BILAN ENERGETIQUE 

 

II.5.1. Puissance diffractée 

 La puissance diffractée est calculée à partir de la composante uN du vecteur de 

Poynting. 

 Pour la polarisation TE:    .u
z x

F GN E H
Z

= =  

 Pour la polarisation TM:  .u
x z

F GN E H
Z

= − =  

 

 Donc, l'expression de la composante uN  du vecteur de Poynting est la même pour les 

deux types de polarisation. Sa valeur moyenne est : 

 

1 Re( . )                                                                                       (II.14)
2

uN F G
Z

∗=  

 La puissance totale diffractée par unité de largeur est: 

 
1

0
( , )                                                                             (II.15)

                       

d uP N x u dxdz
+∞

−∞
= ∫ ∫  

F et G étant indépendantes de z, on peut écrire:  

 

( , )                                                                                     (II.16)d uP N x u dx
+∞

−∞
= ∫  

 

 Suivant le théorème de Perceval : FG dx fg dβ
+∞ +∞∗ ∗

−∞ −∞
=∫ ∫ ,  la relation de la puissance 

diffractée s'écrit: 

 

1 Re ( , ) ( , )                                                     (II.17)
2

d d dP f u g u d
Z

β β β
+∞ ∗
−∞

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

 Loin de la surface de séparation des deux milieux, l'énergie est transportée uniquement 

par des ondes planes. Dans l'air et pour le cas des ondes planes, on a: 2 0 k≥ ⇒ ≤χ β  ce qui 

permet de réduire l'intervalle d'intégration à  [ ],k k− + : 
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1 Re ( , ) ( , )                                                      (II.18)
2

kd d d
k

P f u g u d
Z

β β β
+ ∗
−

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

 Dans une direction θ  donnée ( sink=β θ  ), la puissance diffractée est donnée par: 

 

1( ) Re ( , ) ( , )                                                           (II.19)
2

d d dP f u g u
Z

β β β∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 

 Dans l'air, et afin de bien visualiser l'effet de la diffraction, il est très commode 

d'introduire le champ  Fm correspondant au champ réfléchi par la partie plane. Celui diffracté 

par la partie déformée   Fs qui représente la véritable contribution des rugosités et s'annule si 

le profil est parfaitement plan: 

  

                                                                                               (II.20)s d mF F F= −  

 

Sa transformée de Fourier est: 

 

( , ) ( , ) ( , )                                                                    (II.21)s d mf u f u f uβ β β= −  

 

La puissance diffractée par la partie déformée s'écrit alors: 

 

1( ) Re ( , ) ( , )                                                           (II.22)
2

s s sP f u g u
Z

β β β∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 

Puisque le phénomène de la diffraction par la partie déformée n'apparaît qu'à partir de 

l'ordre 1,  l'expression de la puissance diffractée peut s'écrire sous la forme: 

 

2

1
( ) ( )                                                                                   (II.23)s p s

p
p

P Pβ τ β
∞

=
= ∑  

 

Avec:    1( ) = Re ( , ) ( , )
2

s s s
p p pP f u g u

Z
β β β∗⎡ ⎤

⎣ ⎦  
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II.5.2. Intensité diffractée 

 Comme nous nous intéressons particulièrement à la répartition angulaire de l'énergie 

diffractée, nous définissons une quantité dite "intensité diffractée" ou intensité lumineuse par 

le rapport de la puissance diffractée par la partie rugueuse dans la direction θ ( sink=β θ ) à 

la puissance incidente: 

  
*

*
0 0 0

Re ( , ). ( , )( )( )                                                 (II.24)
( ) Re ( , ). ( , )

s ss
d

i i i

f u g uPI
P f u g u

β βββ
β β β

⎡ ⎤⎣ ⎦= =
⎡ ⎤⎣ ⎦

 

0( )iP β  étant la puissance incidente suivant la direction 0θ  ( 0 0sink=β θ ). 

 

 

II.6. RÉSOLUTION AU PREMIER ORDRE DE PERTURBATIONS 

 

II.6.1. Ordre zéro 

 A cet ordre, qui correspond à une surface plane, le système (II.7) devient : 

 
2

20
02

0
0

( , ) ( , ) 0
                                                                        (II.25)

( , )( , )     

f u f u
u

f ukg u i
u

β χ β

ββ

⎧∂
+ =⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ =

⎪ ∂⎩

 

Avec: 2 2 2k= −χ β . 

 

Les solutions de ce système sont: 

Dans l’air ( 0u > ): 

 

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( ) ( )              
                                      (II.26)

( , ) ( ) ( )     

i u i u

i u i u

f u A e B e

kg u A e B e

χ χ

χ χ

β δ β β β

β χ δ β β β

−

−

⎧ = − +⎪
⎨ ⎡ ⎤= − −⎪ ⎣ ⎦⎩

 

 

Dans le métal ( 0u ≤ ): 

 
'

0 0
'

0 0

' ( , ) ' ( )              
                                                                (II.27)

' ' ( , ) ' ' ( )     

i u

i u

f u A e
k g u A e

χ

χ

β β
β χ β

−

−

⎧ =
⎨

=⎩
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 L’écriture des conditions aux limites permet de trouver les constantes 0B  et 0'A  

suivant le mode: 

Mode TE :             

 

0 0
0 0 0

0 0

0
0 0 0

0 0

'( ) ( )            
'

                                                     (II.28)
2' ( ) ( )            

'

B A

A A

χ χβ δ β β
χ χ

χβ δ β β
χ χ

−⎧ = −⎪ +⎪
⎨
⎪ = −
⎪ +⎩

 

Mode TM :   

         

2
0 0

0 0 0
0 0

0
0 0 02

0 0

'( ) ( )            
'

                                                (II.29)
' ( ) 2 ( )            

'

B A

A A

ν χ χβ δ β β
χ χ

νχβ δ β β
ν χ χ

⎧ −
= −⎪ +⎪

⎨
⎪ = −
⎪ +⎩

 

 

 Avec 0A  étant l'amplitude de l’onde incidente, 2 2 2
0 0k= −χ β  où  0 0sink=β θ  ( 0θ  

étant l'angle de l’onde incidente par rapport à la verticale).ν indice de réfraction complexe du 

milieu métallique : 

2

0

'  r r i= = −
σν ε ε

ωε
 

II.6.2. Ordre un 

 C’est à cet ordre que le phénomène de diffraction apparaît, le système (II.9) devient :  

 
2

2 2 2 01
12

1
1 0

( , )( , ) ( )( , ) ( )
              (II.30)

( , ) ( )( , ) ( ) ( , )     

f uf u Af u d
u u

f u Akg u i i f u d
u

αβ β αχ β β α α
τ

β β αβ α β α α α
τ

+∞

−∞

+∞

−∞

⎧ ∂∂ −
+ = − −⎪⎪ ∂ ∂

⎨
∂ −⎪ = + −

⎪ ∂⎩

∫

∫
 

 

Les solutions de ce système sont: 

Dans l’air ( 0u > ): 

 

0 0

0 0

0
1 1 0 0 0

2 0 0 0
1 1 0 0 02

0

( )( , ) ( )                                     
(II.31)

( ) ( )( , ) ( ) 1     

i u i ui u

i u i ui u

Af u B e i A e B e

Akg u B e i A e B e

χ χχ

χ χχ

β ββ β χ
τ

β β β β ββ χ β χ
τ χ

−

−

−⎧ ⎡ ⎤= − −⎪ ⎣ ⎦⎪
⎨ ⎡ ⎤− −⎪ ⎡ ⎤= − − − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦⎩
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Dans le métal ( 0u ≤ ): 

 

0

0

' 0
1 1 0 0

'' 2 0 0 0
1 1 0 0 2

0

( )' ( , ) ' ( ) ' '                                     
(II.32)

( ) ( )' ( , ) ' ' ( ) ' ' 1     
'

i ui u

i ui u

Af u A e i A e

Akg u A e i A e

χχ

χχ

β ββ β χ
τ

β β β β ββ χ β χ
τ χ

−−

−−

−⎧ = −⎪⎪
⎨ ⎡ ⎤− −⎪ = − −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

  

L’écriture des conditions aux limites permet de trouver les constants 1B et 1'A  suivant 

chacun des feux modes: 

Mode TE :  

           
0 0 0

1 0 0
0 0

1 1

' ( )( ) 2             
'                                               (II.33)

' ( ) ( )                                             

AB i A

A B

χ χ β ββ χ
χ χ τ

β β

− −⎧ =⎪ +⎨
⎪ =⎩

 

 

Mode TM : 

          
[ ]

2
20 0 0

1 0 02 2
0 0

2
0 0 0

1 0 02 2
0 0

(1 ) ( )( ) 2 ' '             
( ' )( ' )

                      (II.34)
(1 ) ( )' ( ) 2 '               

( ' )( ' )

A AB i

A AA i

ν χ β ββ χ χ ν ββ
τ χ ν χ χ ν χ

ν νχ β ββ ββ χ χ
τ χ ν χ χ ν χ

⎧ − − ⎡ ⎤= −⎪ ⎣ ⎦+ +⎪
⎨

− −⎪ = +⎪ + +⎩

 

 

II.6.3. BILAN ENERGETIQUE 

II.6.3.1. Puissance diffractée  

 Lorsque la hauteur de la déformation est relativement faible devant la longueur d’onde 

incidente (τ<<1), une bonne approximation consiste à remplacer les fonctions f et g par leur 

développement en série entière à l’ordre un. La puissance diffractée s’écrit alors : 

 

22
1

1( ) ( )                                                                                (II.35)
2

sP B
Z

β τ β=  

 

La puissance incidente est donnée par: 

2
0 0 0

1( )                                                                                      (II.36)
2

iP A
Z

β χ=  

Avec:   2 2= kχ β−   et     2 2
0 0= kχ β−  ;    hτ

λ
=  ;    0( , )k kβ β> > . 
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II.6.3.2. Intensité diffractée 

 L’intensité diffractée dans une direction θ   ( sin )kβ θ=  est  donnée, au premier 

ordre de perturbations par : 

 
2

21

0 0

( )( )                                                                                  (II.37)d BI
A

β χβ τ
χ

=  

  

 Dans le cas d’une polarisation TE cette expression devient : 

 

0

2
/ 2 ( )0 0

0 / 2
0

'( ) 2 ( )                                           (II.38)
'

l i xd

l
I a x e dxβ βχ χ χβ χ

χ χ χ
+ − −

−

−
=

+ ∫  

  

 Alors que dans l’autre cas de polarisation TM  elle s’écrit : 

 

0

22 2 / 2 ( )0 0
0 2 2 / 2

0 0 0

(1 )( ' ' )( ) 2 ( )                   (II.39)
( ' )( ' )

l i xd

l
I a x e dxβ βν χ χ ν ββ χβ χ

χ ν χ χ ν χ χ
+ − −

−

− −
=

+ + ∫  

 

Avec:        2
0

0

60r ri iσν ε ε σλ
ωε

= − = −  

                             '  (  indice du milieu) k kν ν=  

                            2 2 2 2
0 0 0 0 01 02;    ' '  = ' 'k k jχ β χ β χ χ= − = − +  

                            2 2 2 2
1 2;    ' '  = ' 'k k jχ β χ β χ χ= − = − +  

Les lettres primées correspondent au milieu métallique et celles non primées au vide. 

 

II.6.3.3. Surface diffractante 

 Nous nous intéressons aux types de  déformation de la surface diffractante: 

 

• DÉFORMATION DÉTERMINISTE : 

 a(x) est la fonction décrivant le profil de la déformation, elle est définie 

analytiquement. Comme on peut le remarquer, l’intensité diffractée est proportionnelle à la 

transformée de Fourier de la fonction décrivant le profil, résultat constaté par D. Maystre [1,5] 

dans son étude de la diffraction par des surfaces rugueuses infiniment conductrices. 
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• DÉFORMATION ALÉATOIRE : 

 La surface aléatoire a(x) ne sera pas définie analytiquement comme le cas précédent. 

Elle sera représentée par ses caractéristiques statistiques (densité de distribution ou densité de 

probabilité, fonction de corrélation, etc.…). 

 

 Les expressions de l’intensité de diffraction (II.38) et  (II.39) peuvent prendre les 

formes symboliques suivantes : 

 

0

2/ 2 ( )
0 / 2

( ) ( , ) ( )                                                       (II.40)
l i xd

l
I a x e dxβ ββ ϑ β β

+ − −

−
= ∫  

  Ou encore : 

 

0 0 0( ) ( , ) ( ) ( )                                                          (II.41)dI A Aβ ϑ β β β β β β ∗= − −  

 

 On peut écrire aussi que: 

 

0
/ 2 / 2 ( )( ')

0 / 2 / 2
( ) ( , ) ( ) ( ') '                               (II.42)

l l i x xd

l l
I a x a x e dxdxβ ββ ϑ β β

+ + − − −

− −
= ∫ ∫  

 

 En procédant à un changement de variable  'x x κ= +  et  en effectuant une moyenne 

sur un grand nombre de surfaces, on obtient la valeur de l’intensité moyenne donnée par : 

 

0
/ 2 / 2 ( )

0 / 2 / 2
( ) ( , ) ( ) ( )                  (II.43)

l l x id

l l x
I a x a x e dxdβ β κβ ϑ β β κ κ

+ + − −

− − −
= +∫ ∫≺ ; ≺ ;  

 

 En se rappelant que a(x) est nulle en dehors de l’intervalle [-l/2, +l/2] et en supposant 

que la largeur des zones de transition entre  les zones planes et la zone modulée de la surface 

est petite devant la largeur de la surface (pour assurer la continuité des dérivées  première et 

seconde), ( ) ( )a x a x κ+≺ ;  peut être remplacée par ( )ϕ κ  pour [ ],l lκ ∈ − + . Cette quantité 

s’annulant ailleurs, nous intervertissons l’ordre des intégrations, il vient : 

 

0 0
0 / 2 / 2( ) ( )

0 / 2 0 / 2
( ) ( , ) ( ) ( )    (II.44)

l l li id

l l l
I e dxd e dxd

κβ β κ β β κ

κ
β ϑ β β ϕ κ κ ϕ κ κ

+ + −− −

− − − −

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫≺ ;  
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Ce qui donne : 

 

0( )
0

-

( ) ( , ) (1 ) ( ).e                                             (II.45)
l

id

l

I dβ β κβ ϑ β β κ ϕ κ κ−= −∫≺ ;  

 

 Suivant le théorème de convolution, on trouve : 

 

2 20 0
0( ) ( , ). . ( )*sin ( )                                 (II.46)

2 2
dI l l c lβ β β ββ ϑ β β φ

π π
− −

=≺ ;  

 

 Où φ  est la densité spectrale de l’allure de la surface diffractante, définit par : 

  

0 0( ) ( )2 20 0( ) ( )      et   sinc ( ) (1 )
2 2

l li i
l l

l e d l l e dβ β κ β β κβ β β βφ ϕ κ κ κ κ
π π

− − − −
− −

− −
= = −∫ ∫  

 

 D’après l’expression  (II.46), la valeur moyenne de l’intensité de diffraction est 

proportionnelle à la densité spectrale de l’allure de la surface diffractante. 

 

 

II.7. APPLICATIONS NUMÉRIQUES 

 

II.7.1. Introduction 

La fonction a(x) décrivant le profil de la déformation est définie analytiquement. 

Comme on a vu dans le chapitre précédent, l’intensité diffractée est proportionnelle à la 

transformée de Fourier de a(x), résultat constaté par d’autres auteurs [5,11] dans l’étude de la 

diffraction par des surfaces rugueuses infiniment conductrices. 

 

II.7.2. Déformation déterministe 

Nous avons étudié trois types de déformations (Gaussienne, Sinusoïdale, Saut unité) et 

pour chaque type de déformation nous avons étudié trois métaux différents (Aluminium, 

Argent, Or) ainsi que le cas d'un métal infiniment conducteur. Nous avons limité les calculs 

au premier ordre de perturbations.  
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Pour le cas sinusoïdal, l’étude a été faite pour un nombre croissant de demi-périodes 

(1,3 et 5 demi-périodes), afin de faire le lien entre le problème apériodique et périodique 

(réseau sinusoïdal), ainsi que  pour chaque métal. 

L'étude a été faite pour  les valeurs numériques suivantes : 

• Longueur d'onde : λ = 0,633µm. 

• Hauteur maximale des rugosités:  h = 0,1 λ. 

• Largeur des rugosités: 

 

1. Pour le cas Gaussienne et Saut unité: l = 2 µm. 

2. Pour le cas sinusoïdal: La période d = 1 µm, trois cas ont été 

étudiés 1,3 et 5 demi-périodes. 

 

• La constante diélectrique complexe du métal pour λ = 0,633µm est: 

 Aluminium:  ' 39,88 15,56r iε = − −      ou   ' 1, 2099 6, 4299r iν ε= = − . 

Argent:           ' 16,32 0,5414r iε = − −   ou   ' 0,06699 4,040r iν ε= = − . 

Or:  ' 10, 28 1,040r iε = − −      ou   ' 0,1619 3, 2103r iν ε= = − . 

 

Le tableau II.2 représente l'énergie totale diffractée (sommée dans toutes les directions 

au dessus de la surface déformée, seule la contribution de la partie déformée a été 

représentée). Pour chacune des polarisations, l'onde arrive sous un angle de 60°. Les quatre 

types de métaux (infiniment conducteur, Aluminium, Argent  et  Or) avec les trois types de 

déformations sont représentés. 

 

Les remarques tirées de ce tableau sont les suivantes: 

 

• En mode TE, l'Argent a un coefficient de réflectivité plus grand que l'Or et 

l'Aluminium et proche du cas infiniment conducteur. 

• En mode TM, l'Or  a un coefficient de réflectivité plus grand que celui de 

l'Argent et de l'Aluminium  et proche du cas infiniment conducteur. 

• La déformation Saut unité diffracte mieux que les deux autres déformations. 

 

En mode TM, l'énergie diffractée est nettement plus importante qu'en mode TE. 
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 Inf. 

Conducteur 

Aluminium Argent Or 

        TE 

Gaussienne      Mode    

                                    TM 

9,638.10-4 

 

1,832.10-3 

9,061.10-4 

 

1,177.10-3 

9,556.10-4 

 

1,246.10-3 

9,342.10-4 

 

1,726.10-3 

                                     TE 

Sinusoïdale     Mode 

                                    TM 

1,126.10-3 

 

4,241.10-3 

1,040.10-3 

 

3,010.10-3 

1,113.10-3 

 

2,893.10-3 

1,081.10-3 

 

3,308.10-3 

                                    TE 

Saut unité        Mode 

                                    TM 

1,832.10-3 

 

5,193.10-3 

2,634.10-3 

 

3,934.10-3 

2,772.10-3 

 

4,054.10-3 

2,712.10-3 

 

5,585.10-3 

 

Tableau II.2. L'énergie totale diffractée 

 

Les figures II.2, représentent pour le mode TE (figure II.2a) et TM (figure II.2b) 

l'intensité de diffraction en fonction de θ   (angle de diffraction) pour 0 60θ = °   (angle 

d'incidence) avec une déformation sinusoïdale comportant 1,3 et 5 demi-périodes avec comme 

métal l'Aluminium. Elles montrent qu'en augmentant le nombre des demi-périodes, l'énergie 

diffractée se concentre dans les directions θ  correspondant aux ordres de diffraction du réseau 

avec 0sin sinn n
d
λθ θ= +  pour 0 60θ = ° , on trouve 1 13, 47θ− = ° . 

A l'examen de ces courbes, on constate d'une façon générale que l'énergie diffractée 

est nettement plus importante en polarisation TM qu'en polarisation TE. 
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Figure II.2. L'intensité de  diffraction, (a)Mode TE, (b) Mode TM. 
Déformation sinusoïdale (Hauteur h=0,1λ ; Période d=1µm). 

Longueur d’onde λ=0,633 µm ; Incidenceθ0=60°; Μétal: Aluminium. 
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II.7.3. Déformation aléatoire 

 La valeur moyenne de l'intensité de diffraction est obtenue à partir de l'expression 

(II.43) en appliquant numériquement sur cinq cents échantillons de surfaces rugueuses 

aléatoires de longueur l (l=20λ) construites par une méthode de simulation (figure II.3.) pour 

les différentes valeurs du nombre moyen des rugosités (lT=1, 10, 30, 100); avec lT=l/T. (T  

étant la distance de corrélation). 

 

La procédure numérique utilisée pour générer une telle surface est une méthode 

spectrale  exposée par Thorsos [28]. Tous les graphes ont été tracés pour les valeurs 

numériques suivantes: longueur d'onde λ=0,6330µm, hauteur moyenne des rugosités 

h=0,05λ, métal: Aluminium. 

 

-10 -5 0 5 10

-10 -5 0 5 10

-10 -5 0 5 10

-10 -5 0 5 10

(d)

(c)

(b)

(λ)

(λ)

(λ)

(λ)

(a)

 
Figure II.3: Profil de la surface aléatoire. 

        (a) lT=1,  (b) lT=10,  (c) lT=30,  (d)lT=100. 
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 Pour lT=1, la courbe (figure II.4.) présente un maximum dans la direction spéculaire. 

Ceci est dû au fait que la surface est presque plate. Dès qu'on augmente le nombre moyen des 

rugosités, ce phénomène tend à disparaître et on aura des courbes oscillantes correspondant à 

une succession de zones d'éclairement et de zones sombres ; bien connues des opticiens. Un 

maximum secondaire apparaît sur les graphes dans la direction d'incidence : c'est le 

phénomène de rétrodiffusion "Backscattering". On constate qu'avec cinq cents (500) 

échantillons, la valeur moyenne de l'intensité est proche de la valeur théorique donnée par 

l'expression (II.40). Ce résultat sera meilleur avec un nombre d’échantillons plus grand. 
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FigureII.4.  Valeur moyenne de l'intensité diffractée. 

Angle d'incidence θ0=30°, métal: Argent.  
Polarisation TE, Nbre d'échantillons NE=500. 
(a) lT=1,  (b) lT=10,  (c) lT=30,  (d) lT=100. 
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 Le Tableau II.3 représente la valeur moyenne de la puissance totale diffractée 

(intégrée dans toutes les directions au dessus de la surface déformée, seule la contribution de 

la partie déformée a été représentée). Pour chacune des polarisations, l'onde arrive sous un 

angle de 30°. Quatre types de métaux (infiniment conducteur, Aluminium, Argent et Or) sont 

représentés. 

 

 Inf. Cond. Aluminium Argent Or 

 

TE 

 

1,632x10-3 

 

1,025x10-3 

 

1,415x10-3 

 

1,210x10-3 

 

 

Mode 

 

 

TM 

 

2,734x10-3 

 

 

2,124x10-3 

 

2,321x10-3 

 

2,405x10-3 

 

Tableau II.3: Valeur moyenne de l’intensité totale diffractée. 
Angle d'incidence θ0=30°, LT=30, NE=500. 

                                                       Métal : Aluminium  ν=1,2099-j6,4299. 
                                                                    Argent         ν=0,06699-j4,040. 
                                                                    Or                ν=0,1619-j3,2103. 
 

Les remarques  tirées de ce tableau sont les suivantes: 

• En mode TE, l'Argent a un coefficient de réflectivité plus grand que celui de l'Or  et de 

l'Aluminium et inférieur au cas infiniment conducteur. 

• En mode TM, l'Or a un coefficient de réflectivité plus grand que celui de l'Argent et de 

l'Aluminium et inférieur au cas infiniment conducteur. 

• En mode TM la valeur de l'intensité diffractée est nettement plus importante qu'en 

mode TE. 

 

II.8. CONCLUSION 

 La méthode de perturbations que nous avons présentée nous a permis de trouver les 

expressions des intensités de diffraction ou coefficients de pertes pour des surfaces rugueuses. 

Les résultats, au premier ordre de perturbations, sont d’autant plus exacts que la hauteur de 

déformation est faible comparée à la longueur d’onde utilisée.  

 Hormis la complexité des calculs théoriques, rien ne s’oppose au passage au second 

ordre de perturbations. Ceci permettrait d’améliorer la précision des résultats pour des 

surfaces assez hautes au détriment de la simplicité des solutions. 
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CHAPITRE III 
ÉTUDE DES PERTES PAR RAYONNEMENT DANS UN 
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III.3. Résolution 

III.4. Résultats numériques 
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Chapitre III 

ÉTUDE DES PERTES PAR RAYONNEMENT DANS UN GUIDE 

DÉFORMÉ APÉRIODIQUEMENT 
 

 

III.1. INTRODUCTION 

 

 Le problème que nous allons évoquer dans ce chapitre concerne le rayonnement issu 

de la déformation apériodique d’un guide diélectrique déposé sur un substrat métallique 

supposé infiniment conducteur. Dans le cas d’un guide lisse, la propagation se fait sans 

rayonnement, car à l’extérieur du guide les ondes sont évanescentes, mais si celui-ci a subi 

une déformation, un rayonnement à l’extérieur devient possible. 

 

 Le but de ce travail est d’étudier le rayonnement et de montrer la possibilité de réaliser 

des antennes à partir de guides diélectriques déformés apériodiquement. La méthode proposée 

ici est basée sur l'utilisation de la forme covariante des équations de Maxwell écrites dans un 

système de coordonnées non orthogonales adapté aux limites. La déformation est limitée dans 

l’espace  pour qu’une représentation en intégrale de Fourier soit possible. Si l’amplitude de la 

déformation est faible par rapport à la longueur d'onde, une méthode de perturbations donne 

une bonne approximation. Un des intérêts de cette méthode est de conduire à des calculs 

analytiques et de permettre des applications numériques. 

 

 

III.2. POSITION DU PROBLÈME 

 

Pour un guide planaire, en optique classique quand l’interface diélectrique vide n’est 

pas parfaitement lisse, mais possède des rugosités, les rayons lumineux circulant dans le 

diélectrique sont réfléchis irrégulièrement. Certains rayons arrivent avec un angle 

d’incidence tel qu’ils donnent naissance à un changement de mode, tandis que d’autres 

s’échappent dans le diélectrique pour les angles d’incidence dépassant l’angle critique de 

réflexion totale. Dans le cas où, les rayons lumineux sont transmis sur de longues distances, 

les irrégularités peuvent provoquer un couplage entre modes (c’est-à-dire une conversion de 

mode) et des pertes par rayonnement. Ceci est la cause de pertes par transmission et affecte 
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la bande passante. Dans la suite nous nous intéresserons uniquement aux pertes par 

rayonnement. 

 

   La lumière étant une onde électromagnétique, ses propriétés doivent être décrites par 

des équations de Maxwell. Nous nous proposons d’étudier la propagation d’une onde 

électromagnétique, fonction harmonique du temps (exp(iωt)), dans un guide planaire d’indice 

de réfraction ν qui a subi une déformation. Pour cela nous utilisons les équations de Maxwell 

sous forme covariante. Leur résolution nécessite, au préalable, le choix d’un système de 

coordonnées pour pouvoir les projeter.  Ce système de coordonnées permet d’exprimer très 

simplement les conditions de continuité à l’interface entre les deux milieux puisque cette 

interface coïncide avec une surface de coordonnées ayant pour profil  a(x) (figure III.1). 

 

  Le guide est supposé infini dans la direction ox et oz  (on considère le problème à deux 

dimensions ( / 0)z∂ ∂ = ). La propagation se fait dans la direction ox. Le guide planaire que 

nous étudions est déposé sur un substrat métallique supposé infiniment conducteur. 

  

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.1. Profil du guide diélectrique déformé. 
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III.3. RÉSOLUTION 

 

III.3.1. Considérations générales 

  

 Pour résoudre le système (II.9), on part de l’ordre zéro qui représente la propagation 

dans un guide lisse dont la solution simple est connue. On calcule ensuite par récurrence les 

ordres supérieurs. La première équation différentielle du système (II.9) est linéaire du second 

ordre et à coefficients constants, par rapport à la variable u. Les solutions sont de la forme 

suivante : 

Dans le vide ( 0≥u u ): 

 

( , ) ( ) ( , )
                                                              (III.1)( , )

( , ) ( , )

i u
p p p

p
p p

f u A e C u
f u

kg u i D u
u

χβ β β
β

β β

⎧ = +
⎪

∂⎨
= +⎪ ∂⎩

 

Avec: 2 2 2= −kχ β  

 

Dans le guide ( 00 ≤ ≤u u ): 

 
' '' ( , ) ' ( ) ' ' ( , )

                                    (III.2)' ( , )
' ( , ) ' ( , )                  

i u i u
p p p p

p
p p

f u A e B e C u
f u

k g u i D u
u

χ χβ β β
β

β β

−⎧ = + +
⎪

∂⎨
= +⎪ ∂⎩

 

Avec: 2 2 2' ' ; '= − =k k kχ β ν  

  

 ( ), ' ( )p pA Aβ β  et  ' ( )pB β  sont des constantes d’intégration et ne dépendent pas de la 

variable u. ( , )pC uβ et ' ( , )pC uβ sont deux fonctions de la variable u, solutions particulières 

de l’équation non homogène (constituées de l’intégrale d’une somme de fonctions 

exponentielles). ( , )pD uβ  et ' ( , )pD uβ sont deux fonctions de variables u connues 

s’exprimant à partir des ordres inférieurs à p. A chaque ordre de perturbations, l’application 

des conditions aux limites (Tableau III.1), permet de déterminer les constantes 

( ),  ' ( )p pA Aβ β  et  ' ( )pB β . 
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Mode 0=u  0=u u  

TE '(0) 0=F  
0 0

'(0) (0)'( ) ( );      
'

G GF u F u
Z Z

= =  

TM '(0) 0=G  
0 0

'(0) (0) ;       '( ) ( )
'

F F G u G u
Z Z

= =  

 

Tableau III.1. Les conditions aux limites. 

III.3.1.1. Mode TE 

 ( ),  ' ( )p pA Aβ β  et  ' ( )pB β  sont les solutions du système de trois équations linéaires 

suivantes: 

0 0 0

0 0 0

' '
0 0

' '

' ( ) ' ( ) ' ( ,0)                                                                  
' ( ) ' ( ) ( ) ( , ) ' ( , )          
' ' ( ) ' ' ( ) ( )   

p p p
i u i u i u

p p p p p
i u i u i u

p p p

A B C
A e B e A e C u C u

A e B e A e

χ χ χ

χ χ χ

β β β
β β β β β

χ β χ β χ β

−

−

+ = −
+ − = −

− + −

( )
0

0 0

(III.3)                                   

            ( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )          p p p pu u
i C u C u D u D u

u
β β β β

=

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ∂⎪ = − + −
⎪ ∂⎩

 

 

 Ce système n’admet de solutions que si son déterminant est différent de zéro, c’est à 

dire si: 

0
'( ' ) 0                                                                                          (III.4)tg u

i
χχ
χ

− ≠  

Dans le cas où  0
'( ' ) =tg u

i
χχ
χ

, il y a dégénérescence. Si la condition (III.4) est 

vérifiée, on trouve : 

' ( ) ' ( ) ' ( ,0)                                                                      (III.5)p p pB A Cβ β β= − −  

( )
( )

( )
( )

0

0

0 0

0 0

'
0 0

0 0

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
' ( )        

2 sin( ' ) 'cos( ' )

( ' ) ' ( ,0) ( , ) ' ( , )
                               (III.6)

2 sin( ' ) 'cos( ' )

p p p pu u
p

i u
p p p

i C u C u D u D u
uA

i u i u

C e C u C u
i u i u

χ

β β β β
β

χ χ χ χ

χ χ β χ β β

χ χ χ χ

=

−

∂
− + −

∂=
+

+ + −
+

+

 

( )
0

0 0

0

0 0 0
0

0

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
( )    

' ( ' )
' ( ,0)

' ( ' )( ( , ) ' ( , ) '
sin( ' )                          (III.7)

' ( ' )

p p p pu u
p

p
p p

i C u C u D u D u
uA

i cotg u
C

i cotg u C u C u i
u

i cotg u

β β β β
β

χ χ χ
β

χ χ β β χ
χ

χ χ χ

=

∂
− + −

∂=
+

+ −
−

+
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III.3.1.2. Mode TM 

 De la même manière, en appliquant les conditions aux limites, on arrive à un système 

d’équations linéaires : 

 

0 0 0

0 0 0

0
' '

0 0
' '

' ' ( ) ' ' ( ) ' ( , ) ' ( ,0)                  

' ( ) ' ( ) ( ) ( , ) ' ( , )
' ' ( ) ' ' ( ) ( )                           

p p p p
u

i u i u i u
p p p p p

i u i u i u
p p p

p

A B i C u D
u

A e B e A e C u C u
A e B e A e

i C
u

χ χ χ

χ χ χ

χ β χ β β β

ν β ν β β β ν β
χ β χ β νχ β

ν

=
−

−

∂
− + = − −

∂
+ − = −

− + − =
∂

=
∂

( )
0

0 0

        (III.8)

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )             p p pu u
u C u D u D uβ β ν β β

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ − + −
⎩

 

 

 Ce système n’admet de solutions que si son déterminant est différent de zéro, c’est à 

dire si: 

2
0( ' ) 0                                                                                     (III.9)

'
tg u

i
χχ ν
χ

− ≠  

Dans le cas où  2
0( ' )

'
=tg u

i
χχ ν
χ

, il y a dégénérescence. Si la condition (III.4) est 

vérifiée, on trouve : 

 

0

1' ( ) ' ( ) ' ( , ) ' ( ,0)                                              (III.10)
' 'p p p p

u

iB A C u D
u

β β β β
χ χ=

∂
= − −

∂
 

( ) ( )
0

0

0

2
0 0

'2
0 0

2
0 0

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
' ( )

2 cos( ' ) 2 'sin( ' )

( , ) ' ( , ) ( 1) ' ( , ) ' ( , )
'

              (III.11)
2 cos( ' ) 2 'sin( ' )

p p p pu u
p

i u
p p p p

u u

i C u C u C u C u
uA

u i u

D u D u i C u D u e
u

u i u

χ

ν β β νχ β ν β
β

ν χ χ χ χ
χν β β ν β β
χ

ν χ χ χ χ

=

−

=

∂
− + −

∂=
−

∂⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
+

−

 

( )

( )

0

0

0

2
0 0

0 0 0

2
0 0

( , ) ' ( , ) 'sin( ' ) ( , ) ' ( , )
( )    

cos( ' ) 'sin( ' )

cos( ' ) ( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
             (III.1

cos( ' ) 'sin( ' )

p p p p
u u

p

p p p pu u

i C u D u i u C u C u
u

A
u i u

u i C u C u D u D u
u

u i u

ν β β χ χ β ν β
β

ν χ χ χ χ

ν χ ν β β β β

ν χ χ χ χ

=

=

∂⎛ ⎞− + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
=

−

∂⎛ ⎞− + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠+
−

2)
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III.3.1.3. Bilan énergétique 

 Puissance transmise : 

 Pour déterminer cette puissance, il faut calculer la composante Nx
 du vecteur de 

Poynting : 

                                                                                      (III.13)x
u z u zN E H H E= −  

 

 La valeur moyenne de Nx
 sur une période est donnée par : 

 

1 Re                                                                           (III.14)
2

x
u z u zN E H H E∗ ∗⎡ ⎤= −⎣ ⎦  

 

 Et  la puissance transmise par unité de largeur du guide est : 

 
1

0
                                                                     (III.15)x x

tP N dudz N du
+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫ ∫  

 

 Puissance rayonnée dans le vide : 

 Pour cette puissance, c’est la composante Nu du vecteur de Poynting qui nous 

intéresse : 

 

 Pour le mode TE:   u
z x

FGN E H
Z

= =  

 Pour le mode TM:   u
z x

FGN H E
Z

= − =  

 

 Donc pour les deux types de polarisation, l’expression de la composante Nu
  du vecteur 

de Poynting est la même, sa la valeur moyenne est : 

 

Re                                                                                              (III.16)
2

u FGN
Z

∗⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 

 La puissance rayonnée par unité de largeur est: 
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1

0
Re                                                                               (III.17)

2r
FGP dxdz

Z

∗+∞

−∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

 Puisque F et G  sont indépendants de z, on aura: 

 

1 Re                                                                                    (III.18)
2rP FG dx

Z
+∞ ∗

−∞
= ∫  

  

Suivant le théorème de Parseval (II.17), on peut écrire : 

 

1 Re                                                                                      (III.19)
2tP fg d

Z
β

+∞ ∗

−∞
= ∫  

 

 Le rayonnement est provoqué par les ondes réelles dans le vide qui seules transportent 

de l’énergie à l’infini (ondes rayonnées). Pour ces ondes, 2χ  satisfait la condition 2 0χ ≥ ,  

c'est-à-dire kβ ≤ , ce qui permet de réduire l’intervalle d’intégration à : 

 

1 Re                                                                                      (III.20)
2

k

t k
P fg d

Z
β

+ ∗

−
= ∫  

 

 Cette expression représente la puissance totale perdue dans toutes les directions 

( / 2 / 2π θ π− ≤ ≤ + ) au dessus du guide.  L’intégrant représente la puissance rayonnée en 

fonction de β, c'est-à-dire en fonction de la direction θ. 

 

1( ) Re                                                                                      (III.21)
2tP fg

Z
β ∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 

 Coefficient de pertes : 

 La puissance transmise  Pt  est fonction quadratique des champs, donc son expression 

contiendra le facteur exp(-2ηx), ce qui signifie que la variation de  Pt  sur un élément dx est 

telle que : 

2                                                                                                    (III.22)t
t

dP P
dx

η= −  

 η  étant le coefficient de pertes. 
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 La variation exprimée par la relation (III.22) représente l’atténuation que subit 

l’énergie transmise lorsqu’elle parcourt dx. Donc, cette variation est égale aux pertes par 

rayonnement, en supposant que les autres sources de pertes sont négligeables. On a alors : 

2                                                                                                        (III.23)r tP Pη=  

 

 On en déduit le coefficient de pertes en Nepers. 

                                                                                                          (III.24)
2

r

t

P
P

η =  

 Ou en dB: 8,868dBη η= . 

 

 Puisqu’on a considéré la puissance rayonnée en fonction de β , on représente aussi le 

coefficient de pertes en fonction de la même variable : 

 

 ( )( )                                                                                                 (III.25)
2
r

t

P
P
βη β =  

 

III.3.2. Application 

III.3.2.1. Ordre zéro : A ce niveau d’ordre, le guide est plan, et le système (II.9) devient : 

 
2

20
02

0
0

( , ) ( , ) 0
                                                                        (III.26)

( , )( , )

f u f u
u

f ukg u i
u

β χ β

ββ

⎧∂
+ =⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ =

⎪ ∂⎩

 

En posant: 2 2 2kχ β= − . 

 

 Le tableau III.2  représente les trois types d’onde (de rayonnement R, évanescente 

O.E, guidée O.G) pour chaque milieu, et ceci suivant les valeurs de β. 

 

             −∞        'k−           k−                        k+               'k+            +∞  

Vide      O.E.                             R.                                 O.E. 

Diélectrique      O.E.                                O.G.                                          O.E. 

 

Tableau III.2. Les différents types d’onde pour chaque milieu suivant les valeurs de β. 

β Milieu 
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 Pour avoir une propagation guidée dans le diélectrique, il faut que β  prenne une 

valeur β0  telle que – k’< β0 < +k’. Si cette condition est réalisée, nous obtenons les solutions 

suivantes : 

Dans le vide (ondes évanescentes) : 

 

0 0

0 0

( , ) ( )
                                                                             (III.27)

( , ) ( )

xu

xu

f u A e
kg u ixA e

β β
β β

−

−

⎧ =
⎨

= −⎩
 

 

Avec : 2 2 2x kβ= − . 

 

Dans le guide (ondes guidées) : 

 
' '

0 0 0
' '

0 0 0

' ( , ) ' ( ) ' ( )
                                             (III.28)

' ( , ) ' ' ( ) ' ' ( )

i u i u

i u i u

f u A e B e
kg u A e B e

χ χ

χ χ

β β β
β χ β χ β

−

−

⎧ = +
⎨

= − +⎩
 

 

Avec: 'k kν= ; ν indice de refraction; 2 2 2' 'kχ β= − . 

 

 Les lettres primées correspondent au diélectrique et non primées au vide. Puisque 

β  prend une valeur β0 (un seul mode qui se propage), les fonctions 0 0( ),  ' ( )A Aβ β et 0' ( )B β   

deviennent: 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( );   ' ( ) ' ( );   ' ( ) ' ( )              (III.29)A A A A B Bβ δ β β β δ β β β δ β β= − = − = − . 

 

Avec: δ distribution de Dirac. 

 

 En faisant la transformée de Fourier inverse, nous obtenons les solutions suivantes: 

 

Dans le vide: 

 

0 0

0 0

0 0

0 0 0

( , )      
                                                                         (III.30)

( , )

i x x u

i x x u

F x u A e
kG x u ix A e

β

β

−

−

⎧ =
⎨

= −⎩
 

Avec: 2 2 2
0 0x kβ= −   
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Dans le guide: 

 

0 0 0

0 0 0

' '
0 0 0

' '
0 0 0 0

' ( , ) ( ' ' )        
                                            (III.31)

' ( , ) ' ( ' ' )

i u i u i x

i u i u i x

F x u A e B e e
kG x u A e B e e

χ χ β

χ χ βχ

−

−

⎧ = +
⎨

= − +⎩
 

Avec: 2 2 2
0 0' '= −kχ β  

  

 Pour déterminer les constantes d'intégration, nous appliquons les conditions aux 

limites. On trouve pour le mode TE: 

 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
' '

0 0 0
' '

0 0 0 0 0 0

' ' 0                                                      
' ' 0                                                      

' ' ' ' 0

i u i u x u

i u i u x u

A B
A e B e A e

A e B e x A e

χ χ

χ χχ χ

− −

− −

+ =⎧
⎪ + − =⎨
⎪− + + =⎩

      (III.32)  

 

Ce système linéaire homogène n'admet de solution que si son déterminant est nul. Ce 

qui donne: 
'

' 0
0 0

0

( )                                                                                                 (III.33)tg u
x
χχ =  

 

Cette dernière équation définit l'équation de dispersion du guide planaire lisse pour le 

mode TE et la solution s'écrit:   

Dans le vide: 

 

0

0

( )
0 0 0 0

( )
0 0 0 0

( , ) sin( ' ) ( )       
                                          (III.34)

( , ) sin( ' ) ( )

x u u

x u u

f u A u e
kg u ixA u e

β χ δ β β
β χ δ β β

− −

− −

⎧ = −
⎨

= − −⎩
 

 

Dans le guide: 

 

0 0 0

0 0 0

' ( , ) sin( ' ) ( )            
                                                  (III.35)

' ' ( , ) ' cos( ' ) ( )
f u A u
k g u i A u

β χ δ β β
β χ χ δ β β

= −⎧
⎨ = −⎩

 

 

Pour le mode TM, avec le même raisonnement que le mode TE et en appliquant les 

conditions aux limites, nous trouvons un système linéaire homogène dont la solution existe si 

le déterminant est nul, c'est-à-dire si: 
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2
' 0 0
0 0 '

0

( )                                                                                              (III.36)xtg u νχ
χ

=  

 

 Cette dernière équation définit l'équation de dispersion pour ce mode et nous trouvons 

les solutions suivantes: 

Dans le vide: 

 

0

0

( )
0 0 0 0

( )
0 0 0 0

( , ) cos( ' ) ( )       
                                         (III.37)

( , ) cos( ' ) ( )

x u u

x u u

f u A u e
kg u ixA u e

β ν χ δ β β
β χ δ β β

− −

− −

⎧ = −
⎨

= − −⎩
 

 

Dans le guide: 

 

0 0 0

0 0 0

' ( , ) cos( ' ) ( )            
                                                  (III.38)

' ' ( , ) ' sin( ' ) ( )
f u A u
k g u i A u

β χ δ β β
β χ χ δ β β

= −⎧
⎨ = − −⎩

 

 

III.3.2.2. Ordre un: A cet ordre, le rayonnement dans le vide est possible, le système (II.9) 

s'écrit: 
2

2 2 2 01
12

1
1 0

( , )( , ) ( )( , ) ( )
                    (III.39)

( , ) ( )( , ) ( ) ( , )

f uf u Af u d
u u

f u Akg u i i f u d
u

αβ β αχ β α β α
τ

β β αβ α β α α α
τ

+∞

−∞

+∞

−∞

⎧ ∂∂ −
+ = −⎪ ∂ ∂⎪

⎨
∂ −⎪ = + −⎪ ∂⎩

∫

∫
 

 

Pour le mode TE : Dans le vide ce système devient: 

 

0 0

0 0

2
( )2 2 21

1 0 0 0 0 0 02

( )1
1 0 0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( )( ) sin( ' )
     (III.40)

( , )( , ) ( ) ( ) sin( ' )

x u u

x u u

f u f u x A A u e
u

f ukg u i i A A u e
u

β χ β β β β β χ

ββ β β β β β χ

− −

− −

⎧∂
+ = − −⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = + − −

⎪ ∂⎩

 

 Et la solution s'écrit: 

 

0 0

0 0

( )
1 1 0 0 0 0 0

( )2 0 0
1 1 0 0 0 0 0 2

0

( , ) ( ) ( )sin( ' )                                       
    (III.41)( )( , ) ( ) ( )sin( ' ) 1

x u ui u

x u ui u

f u A e x A A u e

kg u i A e ix A A u e
x

χ

χ

β β β β χ

β β ββ χ β β β χ

− −

− −

⎧ = − −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= − + − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩
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Dans le guide le système (III.40) devient: 

 
2

2 2 21
1 0 0 0 0 02

1
1 0 0 0 0 0

' ( , ) ' ( , ) ' ( )( ) cos( ' )
           (III.42)

' ( , )' ' ( , ) ( ) ( )sin( ' )

f u f u A A u
u

f uk g u i i A A u
u

β χ β χ β β β β χ

ββ β β β β β χ

⎧∂
+ = − − −⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = + − −

⎪ ∂⎩

 

 

 Et la solution s'écrit: 

 
' '

1 1 1 0 0 0 0

' ' 2 0 0
1 1 1 0 0 0 0 2

0

' ( , ) ' ( ) ' ( ) ' ( )cos( ' )                                      
   (III.43)( )' ' ( , ) ' ' ( ) ' ' ( ) ' ( )sin( ' ) 1

'

i u i u

i u i u

f u A e B e A A u

k g u A e B e i A A u

χ χ

χ χ

β β β χ β β χ

β β ββ χ β χ β χ β β χ
χ

−

−

⎧ = + + −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= + − − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩

 

 

Nous appliquons les conditions aux limites pour déterminer les constantes 

d'intégration, tout calcul fait, on trouve: 

 

1 1 0' ( ) ' ( ) ' ( )                                                                 (III.44)B A Aβ β χ β β= − − −  

( )
( )

0'2 2
0 0 0 0 0

1
0 0

( ) ( 1)sin( ' ) ' ( ')
' ( )               (III.45)

2 sin( ' ) 'cos( ' )

i uA A k u i e
A

u i u

χβ β ν χ χ χ χ
β

χ χ χ χ

− − − +
=

+
 

( )2 2
0 0 0 0 0 0

1
0 0

( ) ( 1)sin( ' ).sin( ' ) ' '
( )                 (III.46)

sin( ' ) 'cos( ' )
iA A k u u

A
u i u

β β ν χ χ χ χ
β

χ χ χ χ

− − −
=

+
 

 

Pour le mode TM la solution dans le vide s’écrit: 

 

0 0

0 0

( )
1 1 0 0 0 0 0

( )2 0 0
1 1 0 0 0 0 0 2

0

( , ) ( ) ( ) cos( ' )                                     
    (III.47)( )( , ) ( ) ( ) cos( ' ) 1

x u ui u

x u ui u

f u A e x A A u e

kg u i A e ix A A u e
x

χ

χ

β β ν β β χ

β β ββ χ β β β χ

− −

− −

⎧ = − −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= − + − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩

 

 

 Et  dans le guide la solution s’écrit: 

 
' '

1 1 1 0 0 0 0

' ' 2 0 0
1 1 1 0 0 0 0 2

0

' ( , ) ' ( ) ' ( ) ' ( )sin( ' )                                      
   (III.48)( )' ' ( , ) ' ' ( ) ' ' ( ) ' ( )cos( ' ) 1

'

i u i u

i u i u

f u A e B e A A u

k g u A e B e i A A u

χ χ

χ χ

β β β χ β β χ

β β ββ χ β χ β χ β β χ
χ

−

−

⎧ = + − −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= − + − − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩
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Avec:   

20
1 1 0 0' ( ) ' ( ) ( )( ' )                                                           (III.49)

'
AB A i A kβ β β β ββ
χ

= + − −  

( )

0'2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

1 2
0 0

( ) (1 )( )cos( ' ) ( ' )(1 )
'

' ( )            (III.50)
2 'sin( ' ) 'cos( ' )

i uA A i x u k e
A

u i u

χχβ β ν ββ ν χ χ ββ ν
χ

β
χ χ ν χ χ

⎛ ⎞
− − − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

 

( ) 0'2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2
0 0

( ) (1 )cos( ' )( 'sin( ' ) cos( ' ) '
( )    (III.51)

'sin( ' ) cos( ' )

i uA A u x u u k e
A

u i u

χν β β ν χ χ χ ββ χ ββ
β

χ χ ν χ χ

−− − + + −
=

+
 

 

III.3.2.3. Bilan énergétique 

 Puissance transmise: Pour déterminer cette puissance, il faut calculer la composante 

Nx du vecteur de Poynting. Tout calcul fait, nous trouvons: 

Pour le mode TE: 
2

00
0 0

0

(1 )                                                                               (III.52)
2t

A
P x u

kZ x
β

= +  

 

Pour le mode TM: 

2
00

0 0 2
00

2 2

1                                                        (III.53)
2 ( 1) 1

t

A
P x u

kZ x
k

β
βν

ν

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 Puissance rayonnée dans le vide: Comme il a été montré précédemment pour les 

deux types de polarisation l'expression de la composante Nu du vecteur de Poynting est la 

même. Nous trouvons: 

 

22
1( )                                                                                        (III.54)

2rp A
Z
χβ τ=  

 

 Coefficient de pertes: L'expression du coefficient de pertes pour les deux types de 

polarisation s'écrit: 

 

( )( )                                                                                                 (III.55)
2
r

t

P
P
βη β =  
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On obtient l'expression suivante: 

 
2

0 0( ) ( , ) ( )                                                                          (III.56)Aη β ϑ β β β β= −  

 

Avec: Pour le mode TE:   

 

     
( )

( )

22 2
0 0 0 0 0

0 2 2 2 2
0 0 00 0

( 1)sin( ' ) sin( ' ) ' '
( , )

(1 )sin ( ' ) ' cos ( ' )

k u u x
x uu u

ν χ χ χ χ χϑ β β
βχ χ χ χ

− −
=

++
 

 

                  Pour le mode TM:  

 

( )( )
( )

22 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2
0 0

0 0 0 2
20

2 2

(1 )cos( ' ) 'sin( ' ) cos( ' ) '
( , )

' sin ( ' ) cos ( ' )
1

( 1) 1

− + + −
=

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

u x u u k x
u u

x u

k

ν χ χ χ ββ χ ββ ν χϑ β β
χ χ ν χ χ

β
β ν

ν

 

 

III.4. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 

 

III.4.1.  Equation de dispersion 

 L’équation de dispersion définit la gamme des longueurs d’ondes qui peuvent se 

propager dans le guide planaire en fonction de la géométrie et des caractéristiques physiques 

de ce dernier. Elle est calculée à partir des conditions aux limites à l’ordre zéro. Pour les deux 

types de mode, on trouve à partir des expressions (III.33) et (III.36): 

 

Pour le mode TE:  

 

2
0

2 2 2

2
0

2 2
0

2
0

2 2

1

(2 1)
21

                                                              (III.57)
2 1

karctg n

u k

k

β
πν ν

β
ν

λ βπν
ν

−
+ +

−
=

−
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Pour le mode TM: 

 
2
0

2 2 22
2
0

2 2
0

2
0

2 2

1

1
                                                                     (III.58)

2 1

karctg n

u k

k

β
ν νν π

β
ν

λ βπ
ν

−
+

−
=

−

 

Le rapport u0/λ est défini sur l’intervalle ] 1/ν , 1[  et  sin θ0 =β0/νk. 

  

Le fondamental pour chaque polarisation est donné pour n=0. Nous donnons les 

graphes de dispersion (figure III.2) pour un diélectrique d’indice de réfraction ν=2,6. 

 

Figure III.2. Les graphes de dispersion d'un guide diélectrique lisse 
 déposé sur un substrat métallique infiniment conducteur. 

    (         ) mode TE; (       ) mode TM; n indice de l'harmonique. 
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III.4.2.Coefficient de pertes 

 

 Nous avons étudié des déformations  sinusoïdales et nous donnons les pertes totales 

par rayonnement en fonction de l’indice effectif dans le guide sinθ0 = β0/νk, ( θ0 étant l'angle 

de réflexion totale dans le guide planaire). Nous avons limité les calculs au premier ordre de 

perturbations. Tous les graphes ont été tracés pour les valeurs numériques suivantes : 

 

 
0

0,1   ;   5   ;    =2,6h l
l u

ν= =  

Avec: h : la hauteur de la déformation ; l sa largeur ;  u0 l’épaisseur du guide; ν l’indice de 

réfraction du diélectrique constituant le guide.  

  

 Les figures III.3. (a) et (b) représentent pour les modes TE et TM  respectivement les 

pertes totales par rayonnement (intégrées dans toutes les directions au dessus du guide) pour 

une déformation sinusoïdale comportant 1, 3 ou 5 demi-périodes.  

 

A l’examen de ces courbes, on constate que pour un cas donné, les pertes en mode TM 

sont plus importantes qu’en mode TE.  

 

Les pertes augmentent lorsque sinθ0  diminue. Elles deviennent très importantes au 

voisinage de l’angle critique de réflexion totale pour le milieu considéré d’indice 

ν0  (sinθ0=1/ ν0). 

  

Nous avons représenté le diagramme de rayonnement exprimant l’énergie rayonnée en 

fonction de la direction θ pour plusieurs cas (figure III.4). En augmentant le nombre de demi 

périodes, le lobe principal devient plus étroit et les lobes secondaires apparaissent, mettant en 

évidence la directivité de l’antenne. 
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Figure III.3. Pertes totales en dB, (a) Mode TE, (b) Mode TM. 
Déformation sinusoïdale ( h/l=0,1 ; l/u0=5),ν=2,6. 
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Figure III.4. Diagramme de rayonnement exprimant l'énergie  
rayonnée en fonction de la direction θ (θ0 =30°). 
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Chapitre III 

ÉTUDE DES PERTES PAR RAYONNEMENT DANS UN GUIDE 

DÉFORMÉ APÉRIODIQUEMENT 
 

 

III.1. INTRODUCTION 

 

 Le problème que nous allons évoquer dans ce chapitre concerne le rayonnement issu 

de la déformation apériodique d’un guide diélectrique déposé sur un substrat métallique 

supposé infiniment conducteur. Dans le cas d’un guide lisse, la propagation se fait sans 

rayonnement, car à l’extérieur du guide les ondes sont évanescentes, mais si celui-ci a subi 

une déformation, un rayonnement à l’extérieur devient possible. 

 

 Le but de ce travail est d’étudier le rayonnement et de montrer la possibilité de réaliser 

des antennes à partir de guides diélectriques déformés apériodiquement. La méthode proposée 

ici est basée sur l'utilisation de la forme covariante des équations de Maxwell écrites dans un 

système de coordonnées non orthogonales adapté aux limites. La déformation est limitée dans 

l’espace  pour qu’une représentation en intégrale de Fourier soit possible. Si l’amplitude de la 

déformation est faible par rapport à la longueur d'onde, une méthode de perturbations donne 

une bonne approximation. Un des intérêts de cette méthode est de conduire à des calculs 

analytiques et de permettre des applications numériques. 

 

 

III.2. POSITION DU PROBLÈME 

 

Pour un guide planaire, en optique classique quand l’interface diélectrique vide n’est 

pas parfaitement lisse, mais possède des rugosités, les rayons lumineux circulant dans le 

diélectrique sont réfléchis irrégulièrement. Certains rayons arrivent avec un angle 

d’incidence tel qu’ils donnent naissance à un changement de mode, tandis que d’autres 

s’échappent dans le diélectrique pour les angles d’incidence dépassant l’angle critique de 

réflexion totale. Dans le cas où, les rayons lumineux sont transmis sur de longues distances, 

les irrégularités peuvent provoquer un couplage entre modes (c’est-à-dire une conversion de 

mode) et des pertes par rayonnement. Ceci est la cause de pertes par transmission et affecte 
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la bande passante. Dans la suite nous nous intéresserons uniquement aux pertes par 

rayonnement. 

 

   La lumière étant une onde électromagnétique, ses propriétés doivent être décrites par 

des équations de Maxwell. Nous nous proposons d’étudier la propagation d’une onde 

électromagnétique, fonction harmonique du temps (exp(iωt)), dans un guide planaire d’indice 

de réfraction ν qui a subi une déformation. Pour cela nous utilisons les équations de Maxwell 

sous forme covariante. Leur résolution nécessite, au préalable, le choix d’un système de 

coordonnées pour pouvoir les projeter.  Ce système de coordonnées permet d’exprimer très 

simplement les conditions de continuité à l’interface entre les deux milieux puisque cette 

interface coïncide avec une surface de coordonnées ayant pour profil  a(x) (figure III.1). 

 

  Le guide est supposé infini dans la direction ox et oz  (on considère le problème à deux 

dimensions ( / 0)z∂ ∂ = ). La propagation se fait dans la direction ox. Le guide planaire que 

nous étudions est déposé sur un substrat métallique supposé infiniment conducteur. 

  

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.1. Profil du guide diélectrique déformé. 
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III.3. RÉSOLUTION 

 

III.3.1. Considérations générales 

  

 Pour résoudre le système (II.9), on part de l’ordre zéro qui représente la propagation 

dans un guide lisse dont la solution simple est connue. On calcule ensuite par récurrence les 

ordres supérieurs. La première équation différentielle du système (II.9) est linéaire du second 

ordre et à coefficients constants, par rapport à la variable u. Les solutions sont de la forme 

suivante : 

Dans le vide ( 0≥u u ): 

 

( , ) ( ) ( , )
                                                              (III.1)( , )

( , ) ( , )

i u
p p p

p
p p

f u A e C u
f u

kg u i D u
u

χβ β β
β

β β

⎧ = +
⎪

∂⎨
= +⎪ ∂⎩

 

Avec: 2 2 2= −kχ β  

 

Dans le guide ( 00 ≤ ≤u u ): 

 
' '' ( , ) ' ( ) ' ' ( , )

                                    (III.2)' ( , )
' ( , ) ' ( , )                  

i u i u
p p p p

p
p p

f u A e B e C u
f u

k g u i D u
u

χ χβ β β
β

β β

−⎧ = + +
⎪

∂⎨
= +⎪ ∂⎩

 

Avec: 2 2 2' ' ; '= − =k k kχ β ν  

  

 ( ), ' ( )p pA Aβ β  et  ' ( )pB β  sont des constantes d’intégration et ne dépendent pas de la 

variable u. ( , )pC uβ et ' ( , )pC uβ sont deux fonctions de la variable u, solutions particulières 

de l’équation non homogène (constituées de l’intégrale d’une somme de fonctions 

exponentielles). ( , )pD uβ  et ' ( , )pD uβ sont deux fonctions de variables u connues 

s’exprimant à partir des ordres inférieurs à p. A chaque ordre de perturbations, l’application 

des conditions aux limites (Tableau III.1), permet de déterminer les constantes 

( ),  ' ( )p pA Aβ β  et  ' ( )pB β . 
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Mode 0=u  0=u u  

TE '(0) 0=F  
0 0

'(0) (0)'( ) ( );      
'

G GF u F u
Z Z

= =  

TM '(0) 0=G  
0 0

'(0) (0) ;       '( ) ( )
'

F F G u G u
Z Z

= =  

 

Tableau III.1. Les conditions aux limites. 

III.3.1.1. Mode TE 

 ( ),  ' ( )p pA Aβ β  et  ' ( )pB β  sont les solutions du système de trois équations linéaires 

suivantes: 

0 0 0

0 0 0

' '
0 0

' '

' ( ) ' ( ) ' ( ,0)                                                                  
' ( ) ' ( ) ( ) ( , ) ' ( , )          
' ' ( ) ' ' ( ) ( )   

p p p
i u i u i u

p p p p p
i u i u i u

p p p

A B C
A e B e A e C u C u

A e B e A e

χ χ χ

χ χ χ

β β β
β β β β β

χ β χ β χ β

−

−

+ = −
+ − = −

− + −

( )
0

0 0

(III.3)                                   

            ( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )          p p p pu u
i C u C u D u D u

u
β β β β

=

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ∂⎪ = − + −
⎪ ∂⎩

 

 

 Ce système n’admet de solutions que si son déterminant est différent de zéro, c’est à 

dire si: 

0
'( ' ) 0                                                                                          (III.4)tg u

i
χχ
χ

− ≠  

Dans le cas où  0
'( ' ) =tg u

i
χχ
χ

, il y a dégénérescence. Si la condition (III.4) est 

vérifiée, on trouve : 

' ( ) ' ( ) ' ( ,0)                                                                       (III.5)p p pB A Cβ β β= − −  

( )
( )

( )
( )

0

0

0 0

0 0

'
0 0

0 0

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
' ( )        

2 sin( ' ) 'cos( ' )

( ' ) ' ( ,0) ( , ) ' ( , )
                               (III.6)

2 sin( ' ) 'cos( ' )

p p p pu u
p

i u
p p p

i C u C u D u D u
uA

i u i u

C e C u C u
i u i u

χ

β β β β
β

χ χ χ χ

χ χ β χ β β

χ χ χ χ

=

−

∂
− + −

∂=
+

+ + −
+

+

 

( )
0

0 0

0

0 0 0
0

0

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
( )    

' ( ' )
' ( ,0)

' ( ' )( ( , ) ' ( , ) '
sin( ' )                          (III.7)

' ( ' )

p p p pu u
p

p
p p

i C u C u D u D u
uA

i cotg u
C

i cotg u C u C u i
u

i cotg u

β β β β
β

χ χ χ
β

χ χ β β χ
χ

χ χ χ

=

∂
− + −

∂=
+

+ −
−

+
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III.3.1.2. Mode TM 

 De la même manière, en appliquant les conditions aux limites, on arrive à un système 

d’équations linéaires : 

 

0 0 0

0 0 0

0
' '

0 0
' '

' ' ( ) ' ' ( ) ' ( , ) ' ( ,0)                  

' ( ) ' ( ) ( ) ( , ) ' ( , )
' ' ( ) ' ' ( ) ( )                           

p p p p
u

i u i u i u
p p p p p

i u i u i u
p p p

p

A B i C u D
u

A e B e A e C u C u
A e B e A e

i C
u

χ χ χ

χ χ χ

χ β χ β β β

ν β ν β β β ν β
χ β χ β νχ β

ν

=
−

−

∂
− + = − −

∂
+ − = −

− + − =
∂

=
∂

( )
0

0 0

        (III.8)

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )             p p pu u
u C u D u D uβ β ν β β

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ − + −
⎩

 

 

 Ce système n’admet de solutions que si son déterminant est différent de zéro, c’est à 

dire si: 

2
0( ' ) 0                                                                                     (III.9)

'
tg u

i
χχ ν
χ

− ≠  

Dans le cas où  2
0( ' )

'
=tg u

i
χχ ν
χ

, il y a dégénérescence. Si la condition (III.4) est 

vérifiée, on trouve : 

 

0

1' ( ) ' ( ) ' ( , ) ' ( ,0)                                              (III.10)
' 'p p p p

u

iB A C u D
u

β β β β
χ χ=

∂
= − −

∂
 

( ) ( )
0

0

0

2
0 0

'2
0 0

2
0 0

( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
' ( )

2 cos( ' ) 2 'sin( ' )

( , ) ' ( , ) ( 1) ' ( , ) ' ( , )
'

              (III.11)
2 cos( ' ) 2 'sin( ' )

p p p pu u
p

i u
p p p p

u u

i C u C u C u C u
uA

u i u

D u D u i C u D u e
u

u i u

χ

ν β β νχ β ν β
β

ν χ χ χ χ
χν β β ν β β
χ

ν χ χ χ χ

=

−

=

∂
− + −

∂=
−

∂⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
+

−

 

( )

( )

0

0

0

2
0 0

0 0 0

2
0 0

( , ) ' ( , ) 'sin( ' ) ( , ) ' ( , )
( )    

cos( ' ) 'sin( ' )

cos( ' ) ( , ) ' ( , ) ( , ) ' ( , )
             (III.1

cos( ' ) 'sin( ' )

p p p p
u u

p

p p p pu u

i C u D u i u C u C u
u

A
u i u

u i C u C u D u D u
u

u i u

ν β β χ χ β ν β
β

ν χ χ χ χ

ν χ ν β β β β

ν χ χ χ χ

=

=

∂⎛ ⎞− + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
=

−

∂⎛ ⎞− + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠+
−

2)
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III.3.1.3. Bilan énergétique 

 Puissance transmise : 

 Pour déterminer cette puissance, il faut calculer la composante Nx
 du vecteur de 

Poynting : 

                                                                                      (III.13)x
u z u zN E H H E= −  

 

 La valeur moyenne de Nx
 sur une période est donnée par : 

 

1 Re                                                                           (III.14)
2

x
u z u zN E H H E∗ ∗⎡ ⎤= −⎣ ⎦  

 

 Et  la puissance transmise par unité de largeur du guide est : 

 
1

0
                                                                     (III.15)x x

tP N dudz N du
+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫ ∫  

 

 Puissance rayonnée dans le vide : 

 Pour cette puissance, c’est la composante Nu du vecteur de Poynting qui nous 

intéresse : 

 

 Pour le mode TE:   u
z x

FGN E H
Z

= =  

 Pour le mode TM:   u
z x

FGN H E
Z

= − =  

 

 Donc pour les deux types de polarisation, l’expression de la composante Nu
  du vecteur 

de Poynting est la même, sa la valeur moyenne est : 

 

Re                                                                                              (III.16)
2

u FGN
Z

∗⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 

 La puissance rayonnée par unité de largeur est: 
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1

0
Re                                                                               (III.17)

2r
FGP dxdz

Z

∗+∞

−∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

 Puisque F et G  sont indépendants de z, on aura: 

 

1 Re                                                                                    (III.18)
2rP FG dx

Z
+∞ ∗

−∞
= ∫  

  

Suivant le théorème de Parseval (II.17), on peut écrire : 

 

1 Re                                                                                      (III.19)
2tP fg d

Z
β

+∞ ∗

−∞
= ∫  

 

 Le rayonnement est provoqué par les ondes réelles dans le vide qui seules transportent 

de l’énergie à l’infini (ondes rayonnées). Pour ces ondes, 2χ  satisfait la condition 2 0χ ≥ ,  

c'est-à-dire kβ ≤ , ce qui permet de réduire l’intervalle d’intégration à : 

 

1 Re                                                                                      (III.20)
2

k

t k
P fg d

Z
β

+ ∗

−
= ∫  

 

 Cette expression représente la puissance totale perdue dans toutes les directions 

( / 2 / 2π θ π− ≤ ≤ + ) au dessus du guide.  L’intégrant représente la puissance rayonnée en 

fonction de β, c'est-à-dire en fonction de la direction θ. 

 

1( ) Re                                                                                      (III.21)
2tP fg

Z
β ∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 

 Coefficient de pertes : 

 La puissance transmise  Pt  est fonction quadratique des champs, donc son expression 

contiendra le facteur exp(-2ηx), ce qui signifie que la variation de  Pt  sur un élément dx est 

telle que : 

2                                                                                                    (III.22)t
t

dP P
dx

η= −  

 η  étant le coefficient de pertes. 
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 La variation exprimée par la relation (III.22) représente l’atténuation que subit 

l’énergie transmise lorsqu’elle parcourt dx. Donc, cette variation est égale aux pertes par 

rayonnement, en supposant que les autres sources de pertes sont négligeables. On a alors : 

2                                                                                                       (III.23)r tP Pη=  

 

 On en déduit le coefficient de pertes en Nepers. 

                                                                                                         (III.24)
2

r

t

P
P

η =  

 Ou en dB: 8,868dBη η= . 

 

 Puisqu’on a considéré la puissance rayonnée en fonction de β , on représente aussi le 

coefficient de pertes en fonction de la même variable : 

 

 ( )( )                                                                                                 (III.25)
2
r

t

P
P
βη β =  

 

III.3.2. Application 

III.3.2.1. Ordre zéro : A ce niveau d’ordre, le guide est plan, et le système (II.9) devient : 

 
2

20
02

0
0

( , ) ( , ) 0
                                                                        (III.26)

( , )( , )

f u f u
u

f ukg u i
u

β χ β

ββ

⎧∂
+ =⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ =

⎪ ∂⎩

 

En posant: 2 2 2kχ β= − . 

 

 Le tableau III.2  représente les trois types d’onde (de rayonnement R, évanescente 

O.E, guidée O.G) pour chaque milieu, et ceci suivant les valeurs de β. 

 

             −∞        'k−           k−                        k+               'k+            +∞  

Vide      O.E.                             R.                                 O.E. 

Diélectrique      O.E.                                O.G.                                          O.E. 

 

Tableau III.2. Les différents types d’onde pour chaque milieu suivant les valeurs de β. 

β Milieu 
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 Pour avoir une propagation guidée dans le diélectrique, il faut que β  prenne une 

valeur β0  telle que – k’< β0 < +k’. Si cette condition est réalisée, nous obtenons les solutions 

suivantes : 

Dans le vide (ondes évanescentes) : 

 

0 0

0 0

( , ) ( )
                                                                             (III.27)

( , ) ( )

xu

xu

f u A e
kg u ixA e

β β
β β

−

−

⎧ =
⎨

= −⎩
 

 

Avec : 2 2 2x kβ= − . 

 

Dans le guide (ondes guidées) : 

 
' '

0 0 0
' '

0 0 0

' ( , ) ' ( ) ' ( )
                                             (III.28)

' ( , ) ' ' ( ) ' ' ( )

i u i u

i u i u

f u A e B e
kg u A e B e

χ χ

χ χ

β β β
β χ β χ β

−

−

⎧ = +
⎨

= − +⎩
 

 

Avec: 'k kν= ; ν indice de refraction; 2 2 2' 'kχ β= − . 

 

 Les lettres primées correspondent au diélectrique et non primées au vide. Puisque 

β  prend une valeur β0 (un seul mode qui se propage), les fonctions 0 0( ),  ' ( )A Aβ β et 0' ( )B β   

deviennent: 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( );   ' ( ) ' ( );   ' ( ) ' ( )              (III.29)A A A A B Bβ δ β β β δ β β β δ β β= − = − = − . 

 

Avec: δ distribution de Dirac. 

 

 En faisant la transformée de Fourier inverse, nous obtenons les solutions suivantes: 

 

Dans le vide: 

 

0 0

0 0

0 0

0 0 0

( , )      
                                                                         (III.30)

( , )

i x x u

i x x u

F x u A e
kG x u ix A e

β

β

−

−

⎧ =
⎨

= −⎩
 

Avec: 2 2 2
0 0x kβ= −   



Chapitre III.                                        Étude des pertes par rayonnement dans un guide déformé apériodiquement 

 59

Dans le guide: 

 

0 0 0

0 0 0

' '
0 0 0

' '
0 0 0 0

' ( , ) ( ' ' )        
                                            (III.31)

' ( , ) ' ( ' ' )

i u i u i x

i u i u i x

F x u A e B e e
kG x u A e B e e

χ χ β

χ χ βχ

−

−

⎧ = +
⎨

= − +⎩
 

Avec: 2 2 2
0 0' '= −kχ β  

  

 Pour déterminer les constantes d'intégration, nous appliquons les conditions aux 

limites. On trouve pour le mode TE: 

 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
' '

0 0 0
' '

0 0 0 0 0 0

' ' 0                                                      
' ' 0                                                      

' ' ' ' 0

i u i u x u

i u i u x u

A B
A e B e A e

A e B e x A e

χ χ

χ χχ χ

− −

− −

+ =⎧
⎪ + − =⎨
⎪− + + =⎩

      (III.32)  

 

Ce système linéaire homogène n'admet de solution que si son déterminant est nul. Ce 

qui donne: 
'

' 0
0 0

0

( )                                                                                                 (III.33)tg u
x
χχ =  

 

Cette dernière équation définit l'équation de dispersion du guide planaire lisse pour le 

mode TE et la solution s'écrit:   

Dans le vide: 

 

0

0

( )
0 0 0 0

( )
0 0 0 0

( , ) sin( ' ) ( )       
                                           (III.34)

( , ) sin( ' ) ( )

x u u

x u u

f u A u e
kg u ixA u e

β χ δ β β
β χ δ β β

− −

− −

⎧ = −
⎨

= − −⎩
 

 

Dans le guide: 

 

0 0 0

0 0 0

' ( , ) sin( ' ) ( )            
                                                  (III.35)

' ' ( , ) ' cos( ' ) ( )
f u A u
k g u i A u

β χ δ β β
β χ χ δ β β

= −⎧
⎨ = −⎩

 

 

Pour le mode TM, avec le même raisonnement que le mode TE et en appliquant les 

conditions aux limites, nous trouvons un système linéaire homogène dont la solution existe si 

le déterminant est nul, c'est-à-dire si: 
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2
' 0 0
0 0 '

0

( )                                                                                              (III.36)xtg u νχ
χ

=  

 

 Cette dernière équation définit l'équation de dispersion pour ce mode et nous trouvons 

les solutions suivantes: 

Dans le vide: 

 

0

0

( )
0 0 0 0

( )
0 0 0 0

( , ) cos( ' ) ( )       
                                          (III.37)

( , ) cos( ' ) ( )

x u u

x u u

f u A u e
kg u ixA u e

β ν χ δ β β
β χ δ β β

− −

− −

⎧ = −
⎨

= − −⎩
 

 

Dans le guide: 

 

0 0 0

0 0 0

' ( , ) cos( ' ) ( )            
                                                  (III.38)

' ' ( , ) ' sin( ' ) ( )
f u A u
k g u i A u

β χ δ β β
β χ χ δ β β

= −⎧
⎨ = − −⎩

 

 

III.3.2.2. Ordre un: A cet ordre, le rayonnement dans le vide est possible, le système (II.9) 

s'écrit: 
2

2 2 2 01
12

1
1 0

( , )( , ) ( )( , ) ( )
                    (III.39)

( , ) ( )( , ) ( ) ( , )

f uf u Af u d
u u

f u Akg u i i f u d
u

αβ β αχ β α β α
τ

β β αβ α β α α α
τ

+∞

−∞

+∞

−∞

⎧ ∂∂ −
+ = −⎪ ∂ ∂⎪

⎨
∂ −⎪ = + −⎪ ∂⎩

∫

∫
 

 

Pour le mode TE : Dans le vide ce système devient: 

 

0 0

0 0

2
( )2 2 21

1 0 0 0 0 0 02

( )1
1 0 0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( )( ) sin( ' )
     (III.40)

( , )( , ) ( ) ( ) sin( ' )

x u u

x u u

f u f u x A A u e
u

f ukg u i i A A u e
u

β χ β β β β β χ

ββ β β β β β χ

− −

− −

⎧∂
+ = − −⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = + − −

⎪ ∂⎩

 

 Et la solution s'écrit: 

 

0 0

0 0

( )
1 1 0 0 0 0 0

( )2 0 0
1 1 0 0 0 0 0 2

0

( , ) ( ) ( )sin( ' )                                       
    (III.41)( )( , ) ( ) ( )sin( ' ) 1

x u ui u

x u ui u

f u A e x A A u e

kg u i A e ix A A u e
x

χ

χ

β β β β χ

β β ββ χ β β β χ

− −

− −

⎧ = − −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= − + − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩
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Dans le guide le système (III.40) devient: 

 
2

2 2 21
1 0 0 0 0 02

1
1 0 0 0 0 0

' ( , ) ' ( , ) ' ( )( ) cos( ' )
           (III.42)

' ( , )' ' ( , ) ( ) ( )sin( ' )

f u f u A A u
u

f uk g u i i A A u
u

β χ β χ β β β β χ

ββ β β β β β χ

⎧∂
+ = − − −⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = + − −

⎪ ∂⎩

 

 

 Et la solution s'écrit: 

 
' '

1 1 1 0 0 0 0

' ' 2 0 0
1 1 1 0 0 0 0 2

0

' ( , ) ' ( ) ' ( ) ' ( )cos( ' )                                      
    (III.43)( )' ' ( , ) ' ' ( ) ' ' ( ) ' ( )sin( ' ) 1

'

i u i u

i u i u

f u A e B e A A u

k g u A e B e i A A u

χ χ

χ χ

β β β χ β β χ

β β ββ χ β χ β χ β β χ
χ

−

−

⎧ = + + −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= + − − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩

 

 

Nous appliquons les conditions aux limites pour déterminer les constantes 

d'intégration, tout calcul fait, on trouve: 

 

1 1 0' ( ) ' ( ) ' ( )                                                                 (III.44)B A Aβ β χ β β= − − −  

( )
( )

0'2 2
0 0 0 0 0

1
0 0

( ) ( 1)sin( ' ) ' ( ')
' ( )               (III.45)

2 sin( ' ) 'cos( ' )

i uA A k u i e
A

u i u

χβ β ν χ χ χ χ
β

χ χ χ χ

− − − +
=

+
 

( )2 2
0 0 0 0 0 0

1
0 0

( ) ( 1)sin( ' ).sin( ' ) ' '
( )                 (III.46)

sin( ' ) 'cos( ' )
iA A k u u

A
u i u

β β ν χ χ χ χ
β

χ χ χ χ

− − −
=

+
 

 

Pour le mode TM la solution dans le vide s’écrit: 

 

0 0

0 0

( )
1 1 0 0 0 0 0

( )2 0 0
1 1 0 0 0 0 0 2

0

( , ) ( ) ( ) cos( ' )                                     
    (III.47)( )( , ) ( ) ( ) cos( ' ) 1

x u ui u

x u ui u

f u A e x A A u e

kg u i A e ix A A u e
x

χ

χ

β β ν β β χ

β β ββ χ β β β χ

− −

− −

⎧ = − −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= − + − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩

 

 

 Et  dans le guide la solution s’écrit: 

 
' '

1 1 1 0 0 0 0

' ' 2 0 0
1 1 1 0 0 0 0 2

0

' ( , ) ' ( ) ' ( ) ' ( )sin( ' )                                      
    (III.48)( )' ' ( , ) ' ' ( ) ' ' ( ) ' ( )cos( ' ) 1

'

i u i u

i u i u

f u A e B e A A u

k g u A e B e i A A u

χ χ

χ χ

β β β χ β β χ

β β ββ χ β χ β χ β β χ
χ

−

−

⎧ = + − −
⎪

⎛ ⎞⎨ −
= − + − − −⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎩
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Avec:   

20
1 1 0 0' ( ) ' ( ) ( )( ' )                                                           (III.49)

'
AB A i A kβ β β β ββ
χ

= + − −  

( )

0'2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

1 2
0 0

( ) (1 )( )cos( ' ) ( ' )(1 )
'

' ( )            (III.50)
2 'sin( ' ) 'cos( ' )

i uA A i x u k e
A

u i u

χχβ β ν ββ ν χ χ ββ ν
χ

β
χ χ ν χ χ

⎛ ⎞
− − − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

 

( ) 0'2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2
0 0

( ) (1 )cos( ' )( 'sin( ' ) cos( ' ) '
( )    (III.51)

'sin( ' ) cos( ' )

i uA A u x u u k e
A

u i u

χν β β ν χ χ χ ββ χ ββ
β

χ χ ν χ χ

−− − + + −
=

+
 

 

III.3.2.3. Bilan énergétique 

 Puissance transmise: Pour déterminer cette puissance, il faut calculer la composante 

Nx du vecteur de Poynting. Tout calcul fait, nous trouvons: 

Pour le mode TE: 
2

00
0 0

0

(1 )                                                                                (III.52)
2t

A
P x u

kZ x
β

= +  

 

Pour le mode TM: 

2
00

0 0 2
00

2 2

1                                                        (III.53)
2 ( 1) 1

t

A
P x u

kZ x
k

β
βν

ν

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 Puissance rayonnée dans le vide: Comme il a été montré précédemment pour les 

deux types de polarisation l'expression de la composante Nu du vecteur de Poynting est la 

même. Nous trouvons: 

 

22
1( )                                                                                        (III.54)

2rp A
Z
χβ τ=  

 

 Coefficient de pertes: L'expression du coefficient de pertes pour les deux types de 

polarisation s'écrit: 

 

( )( )                                                                                                 (III.55)
2
r

t

P
P
βη β =  
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On obtient l'expression suivante: 

 
2

0 0( ) ( , ) ( )                                                                          (III.56)Aη β ϑ β β β β= −  

 

Avec: Pour le mode TE:   

 

     
( )

( )

22 2
0 0 0 0 0

0 2 2 2 2
0 0 00 0

( 1)sin( ' )sin( ' ) ' '
( , )

(1 )sin ( ' ) ' cos ( ' )

k u u x
x uu u

ν χ χ χ χ χϑ β β
βχ χ χ χ

− −
=

++
 

 

                  Pour le mode TM:  

 

( )( )
( )

22 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2
0 0

0 0 0 2
20

2 2

(1 )cos( ' ) 'sin( ' ) cos( ' ) '
( , )

' sin ( ' ) cos ( ' )
1

( 1) 1

− + + −
=

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

u x u u k x
u u

x u

k

ν χ χ χ ββ χ ββ ν χϑ β β
χ χ ν χ χ

β
β ν

ν

 

 

III.4. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 

 

III.4.1.  Equation de dispersion 

 L’équation de dispersion définit la gamme des longueurs d’ondes qui peuvent se 

propager dans le guide planaire en fonction de la géométrie et des caractéristiques physiques 

de ce dernier. Elle est calculée à partir des conditions aux limites à l’ordre zéro. Pour les deux 

types de mode, on trouve à partir des expressions (III.33) et (III.36): 

 

Pour le mode TE:  

 

2
0

2 2 2

2
0

2 2
0

2
0

2 2

1

(2 1)
21

                                                              (III.57)
2 1

karctg n

u k

k

β
πν ν

β
ν

λ βπν
ν

−
+ +

−
=

−
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Pour le mode TM: 

 
2
0

2 2 22
2
0

2 2
0

2
0

2 2

1

1
                                                                     (III.58)

2 1

karctg n

u k

k

β
ν νν π

β
ν

λ βπ
ν

−
+

−
=

−

 

Le rapport u0/λ est défini sur l’intervalle ] 1/ν , 1[  et  sin θ0 =β0/νk. 

  

Le fondamental pour chaque polarisation est donné pour n=0. Nous donnons les 

graphes de dispersion (figure III.2) pour un diélectrique d’indice de réfraction ν=2,6. 

 

Figure III.2. Les graphes de dispersion d'un guide diélectrique lisse 
 déposé sur un substrat métallique infiniment conducteur. 

    (         ) mode TE; (       ) mode TM; n indice de l'harmonique. 
 

 

0,4 0,6 0,8 1,0
0,0

0,5

1,0

1,5

n=0

n=1

n=2

n=3

    Mode TM
     Mode TE

n indice de l'harmonique

u 0 / 
λ

sin(θ0 )
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III.4.2.Coefficient de pertes 

 

 Nous avons étudié des déformations  sinusoïdales et nous donnons les pertes totales 

par rayonnement en fonction de l’indice effectif dans le guide sinθ0 = β0/νk, ( θ0 étant l'angle 

de réflexion totale dans le guide planaire). Nous avons limité les calculs au premier ordre de 

perturbations. Tous les graphes ont été tracés pour les valeurs numériques suivantes : 

 

 
0

0,1   ;   5   ;    =2,6h l
l u

ν= =  

Avec: h : la hauteur de la déformation ; l sa largeur ;  u0 l’épaisseur du guide; ν l’indice de 

réfraction du diélectrique constituant le guide.  

  

 Les figures III.3. (a) et (b) représentent pour les modes TE et TM  respectivement les 

pertes totales par rayonnement (intégrées dans toutes les directions au dessus du guide) pour 

une déformation sinusoïdale comportant 1, 3 ou 5 demi-périodes.  

 

A l’examen de ces courbes, on constate que pour un cas donné, les pertes en mode TM 

sont plus importantes qu’en mode TE.  

 

Les pertes augmentent lorsque sinθ0  diminue. Elles deviennent très importantes au 

voisinage de l’angle critique de réflexion totale pour le milieu considéré d’indice 

ν0  (sinθ0=1/ ν0). 

  

Nous avons représenté le diagramme de rayonnement exprimant l’énergie rayonnée en 

fonction de la direction θ pour plusieurs cas (figure III.4). En augmentant le nombre de demi 

périodes, le lobe principal devient plus étroit et les lobes secondaires apparaissent, mettant en 

évidence la directivité de l’antenne. 
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Figure III.3. Pertes totales en dB, (a) Mode TE, (b) Mode TM. 
Déformation sinusoïdale ( h/l=0,1 ; l/u0=5),ν=2,6. 
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Figure III.4. Diagramme de rayonnement exprimant l'énergie  
rayonnée en fonction de la direction θ (θ0 =30°). 
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Chapitre V  

ÉTUDE DU PROBLÈME INVERSE DE LA DIFFRACTION 

 
V.1. INTRODUCTION 

 

 L’instrument utilisé traditionnellement pour mesurer et caractériser la 

microtopographie des surfaces est le palpeur qui détériore souvent la surface et la mesure 

exige beaucoup de temps. Ces inconvénients expliquent les efforts croissants pour développer 

de nouvelles méthodes optiques simples, rapides et non destructives des caractérisations des 

surfaces rugueuses. Une des techniques possibles consiste à déduire les caractéristiques du 

profil de la surface à partir du champ électromagnétique qu’elle diffracte lorsqu’elle est 

éclairée par le faisceau d’un laser. Ce problème a été abondamment traité par les opticiens  

mais les théories sont à rejeter de toute évidence lorsque l’ordre de grandeur des dimensions 

des rugosités est inférieur à la dizaine de microns. Dans ce chapitre, nous nous intéressons 

précisément aux surfaces rugueuses de ce type et il convient donc d’utiliser les lois 

fondamentales de l’électromagnétisme. Cette étude s’avère aujourd’hui nécessaire en raison 

des applications technologiques et scientifiques très importantes [25]. 

 

 Il faut d’abord remarquer que le problème que nous venons de poser est un problème 

inverse, par opposition au problème direct qui consiste à calculer les caractéristiques du 

champ diffracté à partir de celles de la surface rugueuse. Les difficultés théoriques du 

problème inverse sont plus grandes que celles du problème direct. La recherche de la solution 

du problème inverse se heurte à des phénomènes d’instabilité. 

 

 Le problème inverse que nous allons étudier dans ce chapitre est le suivant : 

connaissant l’intensité de diffraction, reconstruire le profil de la surface rugueuse. On appelle 

( )  (  sin )d
mI kβ β θ=  l’intensité de diffraction mesurée pour une certaine plage de variation 

de l’angle θ  1 1( 90 <+90 )θ θ θ− ° < − ≤ ≤ ° ; ( )d
mI β  est donc connu seulement sur 

l’intervalle 1 1( sin sin )k kθ β θ− ≤ ≤ + . On se donne également une estimation grossière de la 

largeur de la rugosité. Aucune autre hypothèse à priori n’est faite sur la forme  de la rugosité. 
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V.2. PRINCIPE DE LA MÉTHODE EMPLOYÉE [31] 

 

 L’intensité de diffraction correspondant à un profil quelconque a(x),  dépend 

évidemment de a(x) ;  on le notera donc ( , )I aβ . D’après le chapitre II, ( ) I β ne  peut  être 

calculé qu’en intégrant  le système aux dérivées partielles (II.7). Rappelons l’expression 

permettant de calculer l’intensité de diffraction en fonction de a(x)  pour [ ]/ 2, / 2x l l∈ − + : 

 
*Re ( ). ( )

( )                                                                         (V.1)
s s

d
i

f g
I

p
β β

β
⎡ ⎤⎣ ⎦=  

 

 Où  ( )sf β et  *( )sg β  sont les solutions du système integro-différentielle (II.7) et  ip  

la puissance incidente. La relation entre a(x) et dI  est assez compliquée, et  utilise les 

fonctions intermédiaire sf et *sg .  Elle n’est pas linéaire bien sûr puisque dans le cas général 

au profil 2a(x) ne correspond pas l’intensité de diffraction 2 ( )I β . De plus, cette relation ne 

peut même pas s’écrire explicitement sous forme analytique. 

 

 Une idée naturelle consiste, dans un premier temps, à restreindre l’étude à de petites 

variations Iδ et aδ   de  ( )I β  et  a(x). Au premier ordre en aδ  , il existe une relation linéaire 

entre Iδ et aδ  . 

 

 Considérons une variation aδ , entraînant  des variations de  sf , *sg  et  I. L’opérateur 

linéaire qui lie fδ et gδ  à a n’est autre que la différentielle de f et g par rapport à a. La 

différentielle est une généralisation de la relation de gradient au cas des espaces fonctionnels 

qui sont de dimensions infinies. Ici cet opérateur prend la forme : 

 

* *Re ( ). ( ) ( ). ( )
( )                                         (V.2)

s s s s

i

f g g f
I

p

β δ β β δ β
δ β

⎡ ⎤+⎣ ⎦=  

 

 Avec: 

/ 2

/ 2

( , , )( ) . ( )                                                          (V.3)
sls

l

f a xf a x dx
a

δ βδ β δ
δ−

= ∫  
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*/ 2*

/ 2

( , , )( ) . ( )                                                        (V.4)
sls

l

g a xg a x dx
a

δ βδ β δ
δ−

= ∫  

 

  Ce qui permet d’écrire l’expression (V.2) sous la forme: 

 
/ 2

/ 2
( ) ( , , ). ( )                                                                (V.5)

l

l
I N a x a x dxδ β β δ

−
= ∫  

  

 Où la fonction ( , , )N a xβ est appelée noyau. 

 

 Maintenant que nous disposons d’une relation linéaire au premier ordre entre 

l’intensité de diffraction I et la déformation a(x), il est possible de résoudre le problème 

inverse à l’aide d’un algorithme itératif. Soit ( )I β  l’intensité de diffraction donnée à priori et 

a(x) le profil de la surface rugueuse associée dont nous admettons l’existence. Supposons 

également connue une première approximation 1( )a x  (même grossière) de  a(x). 

 

 Grâce  à l’algorithme associé au problème direct, on peut calculer l’intensité de 

diffraction I1 associée à a1. Si a1 n’est pas trop éloignée de la solution a, les fonctions δa = a-

a1 et δΙ = I-I1 sont de petites variations approximativement liées par la relation (V.5). 

 

 Calculons la fonction a2 solution de l’équation : 

 
/ 2

1 1 2 1/ 2
( , , ).( )                                                              (V.6)

l

l
I I N a x a a dxβ

+

−
− = −∫  

 

 La fonction 1( , , )N a xβ est associée à la surface a1(x) connue et calculable. 

 

 Si δa et  δΙ   sont suffisamment petites, a2  constitue effectivement une bien meilleure 

approximation de a  que de a1 . Il ne reste plus ensuite qu’à effectuer l'itération du processus 

pour obtenir une suite d’approximations a3 , a4, …. de plus en plus précises. L’itération sera 

arrêtée quand la précision sur la solution calculée sera jugée suffisante. Cet algorithme porte 

le nom d’algorithme de Newton-Kantorovitch. Cependant, une résolution sans précautions se 

traduit dès les premières itérations par l’obtention de solutions très oscillantes, dépourvues de 
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sens physique et l’algorithme ne converge pas. Il est nécessaire de trouver un moyen 

mathématique pour pallier à cette instabilité. Il est fourni par une méthode de régularisation. 

 

 Méthode de régularisation 

 

 Nous définissons les normes suivantes : 

 

[ ]1

1

1/2
2( ) ( )                                                                   (V.7)I I d

β

β
δ β δ β β

+

−
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

[ ]
1/2/ 2 2

/ 2
( ) ( )                                                                    (V.8)

l

l
a x a x dxδ δ

+

−
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

  La  méthode de régularisation consiste à remplacer la résolution de (V.5) par le 

problème variationnel suivant: trouver la fonction δa qui réalise le minimum de l’expression : 

 

1 2( ) ( ) ( )                                                                             (V.9)J a J a rJ aδ δ δ= +  

 

 Avec:            
2/ 2

1 / 2
( ) ( , , ). ( ) ( )

l

l
J a N a x a x dx Iδ β δ δ β

+

−
= −∫  

   2
2 ( ) ( )J a a xδ δ=  

 

Si 1aδ  réalise le minimum de ( )J aδ , une variation de aδ  quelconque laisse ( )J aδ  

inchangé au premier ordre: ( ) 0J aδ δ = . 

 

Ce qui donne: 

 

1

1

/ 2

/ 2
( , , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( )          (V.10)

l
x y r rl

N a a x y a y dy r a x N a x I d
β

β
δ δ β δ β β

+ +

− −
+ =∫ ∫  

Avec:            1

1
( , , , ) ( , ( ), ) ( , ( ), )x yN a a x y N a x x N a y y d

β

β
β β β

+

−
= ∫  

 

Equation intégrale qu'il faut résoudre numériquement pour déterminer raδ  
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 Détermination du paramètre de régularisation 

 

Le paramètre r peut se déterminer de différentes façons [31]. Le calcul de r peut  par 

exemple s'effectuer de la façon suivante: Soit 0r  une forte valeur de r; on calcule raδ  et 

1 r( )J aδ successivement pour 0 0 0, /10, /100,...r r r r= , et on retient comme valeur finale du 

paramètre de régularisation la valeur 0.10 nr r −= , telle que: 

 

1 r 1 10r( )     et    ( )J a J aδ ε δ ε≤ >  

 

 La mise en oeuvre de cet algorithme peut se traduire par l'organigramme représenté 

sur la figure V.1.  

  

 Du point de vue physique, cet algorithme effectue un tri dans l'ensemble des profils 

admissibles, compte tenu de la précision finie sur l'intensité de diffraction, et sélectionne le 

profil le plus régulier possible. Le critère de régularisation étant déterminé par la norme raδ . 

 

 Premièrement, on se donne l'intensité de diffraction mI  dans l'intervalle 

[ ]sin , sinm mk kθ θ− + , ainsi qu'une estimation grossière de l'intervalle l. En fait dans l'étude 

présentée ici, ( )mI β  est constitué de mesures expérimentales simulées à l'ordinateur de la 

façon suivante: un certain profil ma   est choisi à priori: mI  est alors l'amplitude 

correspondant à ce profil calculée sur ordinateur à l'aide d'un programme basé sur une certaine 

théorie mT . Dans la suite du processus, ma  est "oublié " et on tente de le reconstruire à partir 

de mI . On part ensuite d'une fonction 1( )a x  qui peut être très éloignée de ( )a x . On calcule 

1( )I β  à l'aide d'un programme résolvant le problème direct et basé sur une méthode T. 

Ensuite, on calcule le noyau 1( , , )N a xβ  et aδ  en résolvant une équation intégrale. 

L'algorithme fournit ensuite une deuxième estimation 2 ( )a x . En appliquant de nouveau le 

même processus, on obtient une suite  3 4, ,...a a de solutions cherchées. Il est important de 

noter que les théories Tm et T peuvent être différentes. Toute l'étude est restreinte au mode 

TE, mais la méthode serait bien sûr applicable au mode TM. 
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Figure V.1. Organigramme du problème inverse. 
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V.3. MISE EN ÉQUATIONS DU PROBLÈME 

  

 Pour une surface fixée à priori correspond un diagramme de diffraction. Les  surfaces 

étudiées ici seront du type indiqué dans le paragraphe II.2.  L’algorithme de la figure V.1., 

montre que l’application nécessite l’utilisation d’un programme direct dans chaque étape de 

calcul de l’intensité de diffraction. Dans le cas de surfaces de faible hauteur, on utilisera le 

programme direct de la méthode des perturbations. 

 

 Au premier ordre de perturbations d’après l’expression (II.41), l’expression de 

l’intensité de diffraction s’écrit : 

 

0 0 0( ) ( , ) ( ) ( )                                                          (V.11)dI A Aβ ϑ β β β β β β ∗= − −  

 

Avec:    sin  (  angle de diffraction)kβ θ θ= . 

  0 0 0sin  (  angle d'incidence)kβ θ θ=  

  A (β)  la transformée de Fourier de a(x). 

 

                          

2
0 0

0
0

0 22 2
0 0

0 2 2
00 0

'2                              en mode   TE   
'

( , )
(1 )( ' ' )2      en mode   TM  
( ' )( ' )

χ χ χχ
χ χ χ

ϑ β β
ν χ χ ν ββ χχ

χχ ν χ χ ν χ

⎧ −
⎪

+⎪⎪= ⎨
⎪ − −
⎪ + +⎪⎩

 

 

 Considérons une petite variation ( )a xδ , entraînant une variation de l’intensité de 

diffraction Iδ . D’après l’expression (V.11), il vient : 

 
* *

0 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )          (V.12) I A A A Aδ β ϑ β β β β δ β β β β δ β β⎡ ⎤= − − + − −⎣ ⎦  

  

 Ou encore: 

 
*

0 0 0( ) 2 ( , ) Re ( ) ( )                                            (V.13)I A Aδ β ϑ β β β β δ β β⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  
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Avec: 

0
/ 2 ( )

0 / 2
( ) ( )                                               (V.14) 

l i x
l

A a x e dxβ βδ β β δ
+ − −
−

− = ∫  

 

 Donc l’expression (V.12) devient: 

 

0
/ 2 / 2 ( )( ' )

0 / 2 / 2
( ) 2 ( , ) Re ( ') ( ) '             (V.15) 

l l i x x
l l

I a x a x e dxdxβ βδ β ϑ β β δ
+ + − − −
− −

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 

 Ou encore: 

 

[ ]/ 2 / 2
0 0/ 2 / 2

( ) 2 ( , ) ( ') cos ( )( ' ) ' ( )                  (V.16) 
l l

l l
I a x x x dx a x dxδ β ϑ β β β β δ

+ +

− −
⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 

 D’où,  d’après l’expression (V.5), le noyau ( , , )N a xβ  aura pour expression : 

 

[ ]/ 2
0 0/ 2

( , , ) 2 ( , ) ( ') cos ( )( ' ) '                       (V.17)
l

l
N a x a x x x dxβ ϑ β β β β

+

−
= − −∫  

 

 Et le noyau ( , , , )x yN a a x y aura pour expression: 

 

( )

( )

1

1

/ 2 / 22
0 0/ 2 / 2

0

( , , , ) ( , ) ( ') ( ') cos ( )( ' ) .

                                                              .cos ( )( ' ) ' '                 (V.18)

l l
x y l l

N a a x y a x a y x x

y y dx dy d

β

β
ϑ β β β β

β β β

+ + +

− − −
= − −

− −

∫ ∫ ∫  
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V.4. APPLICATIONS 

 

 Toute l’application est restreinte au cas TE, mais la même méthode serait bien sûr 

applicable au cas TM. Les surfaces étudiées ici seront de deux types : 

 

 Surfaces déterministes (surface sinusoïdale à support borné). 

  Surfaces aléatoires à support borné. 

 

Cas d’un réseau à support borné 

 

 Le phénomène de limite de résolution est bien connu en optique. Il est naturel 

d’étudier l’existence d’une telle limite dans le domaine de résonance. Dans ce but, nous avons 

considéré plusieurs profils de réseaux finis correspondant à différentes valeurs de la période d, 

éclairés sous l’incidence 0 =60°θ , avec une onde plane de longueur 0,633 mλ µ=  et  

présentant une région modulée de largeur 2λ .  Nous avons tenté de reconstruire chacun de ces 

profils à partir de son intensité diffractée supposée connue dans l’intervalle 

( 85 85θ− ° ≤ ≤ + ° ). La figure V.2. montre que si la période du réseau  diminue par rapport à la 

longueur d’onde, des difficultés surgissent dans la reconstruction du profil. De plus 

l’expression de l’intensité de diffraction (V.11) dépend de la transformée de Fourier de la 

fonction qui décrit le profil ; d’où une nécessité d’appliquer la condition de Shannon sur 

l’échantillonnage dans le calcul numérique de la transformée de Fourier rapide. 

 

 On arrive à la conclusion que la reconstruction est toujours possible dans le domaine 

de résonance, c'est-à-dire que les grandeurs de la déformation sont du même ordre que la 

longueur d’onde. 
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Figure V.2. Reconstruction du profil d'un réseau fini. 

Déformation sinusoïdale (h=0,05λ ; l= 2λ)  
(a) d=1λ;  (b) d=0,5λ; (a) d=0,33λ. λ=0,633 µm ; Μétal: Aluminium. 

(           ) vrai profil, (            ) estimation, (          ) profil reconstruit. 
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Cas de surface aléatoire à support borné 

 

 L’organigramme de la figure V.1. s’applique aussi à tout profil suffisamment régulier 

et en particulier à des profils aléatoires. Nous avons donc appliqué le même algorithme à ce 

type de surfaces. La figure V.3 montre un exemple de reconstruction de surfaces aléatoires de 

faible hauteur éclairées sous l’incidence 0 =60°θ  par une onde plane de longueur 

0,633 mλ µ=  et présentant une région modulée d'une  longueur 20λ.  La reconstruction du 

profil est d’autant meilleure que le nombre moyen de rugosités lT  qu’il présente est petit. Dès 

qu’on augmente lT, des difficultés surgissent dans la reconstruction du profil. 
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Figure. V.3.  Reconstruction du profil de la surface aléatoire. 

(a) lT=1,  (b) lT=10,  (c) lT=30,  (d) lT=100. 
(           ) vrai profil, (            ) estimation, (          ) profil reconstruit. 
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CONCLUSION 

 
 Dans le but d’étudier, d’une façon précise, la diffraction et la propagation d’une onde 

électromagnétique dans des structures rugueuses, nous avons utilisé les équations de Maxwell 

sous forme covariante et le système de coordonnées de translation, permettant d’écrire de 

manière simple les conditions aux limites et de pousser assez loin les calculs analytiques pour 

mieux maîtriser les phénomènes physiques. 

 

 En considérant la fonction qui décrit le profil de la surface rugueuse comme une 

fonction perturbatrice, nous avons pu rechercher les solutions par une méthode de 

perturbations. Cette étude possède l’avantage d’être entièrement analytique. Elle décrit les 

phénomènes à l’aide de formules et permet de passer de manière continue du cas non perturbé  

(surface lisse) au cas perturbé (surface rugueuse). 

 

 La comparaison avec les méthodes rigoureuses montre que les solutions obtenues, au 

premier ordre de perturbations, sont (comme on peut s'y attendre) d'autant plus exactes que la 

hauteur de la rugosité est faible devant la longueur d'onde. D'autre part, ces résultats sont plus 

précis que ceux obtenus par application de l'approximation de Kirchhoff qui est pratiquement 

inutilisable  lorsque les dimensions de la déformation sont du même ordre de grandeur que la 

longueur d'onde utilisée.  

 

 L’étude du problème de la diffraction,  au chapitre II, nous a permis de trouver les 

expressions analytiques des intensités de diffractions dans le cas général (forme et nature de la 

surface diffractante). Nous pouvons généraliser cette méthode pour le cas des surfaces 

diélectriques rugueuses d’une ou plusieurs couches utilisées en optique intégrée.  

 

 Dans le chapitre III, la représentation du diagramme de pertes donne des indications 

pour l’étude du problème inverse et montre sous quels angles il faudrait exciter le guide pour 

que  l’énergie passe de manière significative du milieu extérieur au guide. La représentation 

du diagramme de rayonnement met en évidence la possibilité de réaliser des antennes à partir 

de guides diélectriques déformés apériodiquement. 
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 Dans le chapitre IV, nous avons développé une méthode différentielle rigoureuse 

qui nous a donné de bons résultats pour l’étude de la diffraction par une surface rugueuse de 

conductivité finie. Le programme de calcul que nous avons élaboré à partir de cette méthode 

permet, par des procédés d'échantillonnage, de calculer les valeurs et vecteurs propres et 

l'inversion de matrice, de trouver les coefficients de réflexion et par suite la répartition 

angulaire de la densité d'énergie, dans les deux cas de polarisation (TE et TM).  

 

 Le dernier chapitre est consacré à l’étude du problème inverse. L’algorithme utilisé 

pour l’étude de ce problème, nous a donné une bonne reconstruction du profil diffractant dans 

le domaine de résonance. Nos résultats ont été comparés avec des expérimentations et avec 

d’autres résultats théoriques. La bonne concordance rend compte de la puissance de notre 

méthode qui possède l’avantage d’être analytique. 

 

 Grâce à son efficacité et à sa simplicité, la méthode rigoureuse peut être généralisée 

ultérieurement pour résoudre le problème de la diffraction dans le cas d'une surface 

rugueuse multicouches. Une extension de ces travaux, qui apportent une contribution à la 

résolution des problèmes de la diffraction par des surfaces rugueuses, peut être faite en 

passant à l'espace tridimensionnel et en remplaçant la source d'onde plane par un dipôle 

rayonnant. Cela permettra d'élargir davantage le domaine d'application de cette méthode en 

radiocommunication et propagation des ondes radar où l'émission se fait par des antennes 

rayonnantes. 
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ANNEXES 

 
A. RAPPEL SUR LES TENSEURS 

 

A.1. Introduction 

 

 L’utilisation d’un système de coordonnées non orthogonal adapté à la géométrie du 

problème simplifie l’écriture des conditions aux limites. Du fait de la non orthogonalité du 

nouveau système, la représentation des grandeurs physiques à l’aide de grandeurs vectorielles 

et scalaires s'avère insuffisante ; on a recours aux tenseurs. 

  

 Minkowsky fut l’un des premiers à associer aux champs habituels de 

l’électromagnétisme des tenseurs de l’espace-temps généralisant ainsi les équations de 

Maxwell. En se plaçant dans des milieux au repos, ce formalisme  permet de montrer que, par 

nature, E et H sont des vecteurs covariants alors que B, D et J des pseudo-vecteurs 

contravariants.    

 

 Nous jugeons donc utile de rappeler, sommairement, quelques définitions concernant 

les tenseurs. 

 

      A.2. Vecteurs covariants, Vecteurs contravariants 

 

 Dans un espace vectoriel En à n dimensions, et en adoptant la convention d’Einstein 

qui sous-entend la sommation sur les indices figurant deux fois dans le même monôme, une 

fois en  indice supérieur et une fois en indice inférieur, un vecteur quelconque aG  s’écrit de la 

manière suivante :                                               

1
                                                                                            (A.1)

n
i i

i i
i

a a e a e
=

= =∑G G G

 

Où les ie  sont les vecteurs de base et les ia , les composantes correspondantes. 

  

Lors  d’un changement de base '( ) ( )i ie e→ , les nouveaux vecteurs de base peuvent se 

mettre sous la forme : 
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'
' ' '     et                                                                                (A.2)i i

i i i i i ie A e e A e= =
G G G G  

 

Où les '
i
iA sont les éléments de la matrice de changement de base. 

 L’identité du vecteur aG  dans les deux systèmes: 

 
'

'                                                                                                (A.3)i i
i ia a e a e= =

G G G  

Montre que: 
' '                                                                                                        (A.4)i i i

ia A a=  

ia  sont les composantes du vecteur aG  dans la base ( )ieG  et 'ia  ses composantes dans 

la base '( )ieG . Ces composantes sont dites « contravariantes » puisqu’elles se transforment à 

l’inverse des vecteurs de base. 

Dans le cas contraire, c'est-à-dire lorsque les composantes d’un vecteur a ∗G  se 

transforment de la même façon que les vecteurs de base, elles sont dites « covariantes » et 

sont notées ia∗ . Le vecteur a ∗G qui est un vecteur covariant, est un élément de l’espace nE ∗  

appelé « espace dual » de l’espace vectoriel nE . 

 On peut facilement démontrer que : 

 
'

'                                                                                                       (A.5)i i i
i j jA A δ=  

Où i
jδ est le symbole de Kronecker. 

 

      A.3. Tenseurs et Pseudo-tenseurs 

 

 On appelle pseudo-tenseur affine T d’ordre p associé à nE , un ensemble de np 

composantes qui dans un changement de base se transforment de la manière suivante, par 

exemple pour p=3 : 

 
' ' '
' ' ' ' ' '                                                           (A.6)k ki i j l i i j l i

j l i j l jl i j l jlT A A A T A T− −= ∆ = ∆  

Où: 'det( )i
iA∆ =  et 1

'det( )i
iA−∆ = . 

0k T= ⇒ Est un tenseur. 

0k T≠ ⇒ Est un pseudo-tenseur. 
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    A.4.  Tenseur métrique 

 

En chaque point P de l’espace rapporté à des axes curvilignes (en géométrie 

métrique), la métrique est  définie en écrivant que le produit scalaire de deux vecteurs 
1( ,..., )nds dx dx

G
 et 1 ndS(dX ,...,dX )

G
 localisés au point P est une forme bilinéaire de leurs 

composantes : 

 

                                                                                          (A.7)i j
ijdsdS g dx dX=

GG  

 

Si on suppose que la forme est symétrique, on aura : 

 

                                                                                                          (A.8)ij jig g=  

 

Le carré de la longueur d’un vecteur s’obtient par: 

 
2                                                                                  (A.9)i j

ijds dsds g dx dx= =
G G  

  

Dans un espace vectoriel Euclidien, on a: 

 

                                                                                                        (A.10)ij i jg e e=
G G  

  

L’ensemble des n2 quantités  ijg forme un tenseur symétrique d’ordre deux appelé 

tenseur métrique. 

  

De la même manière, il est possible de définir un autre tenseur, symétrique, deux fois 

contravariant : 

                                                                                                       (A.11)ij i jg e e=
G G  

  

Les composantes ijg  et  ijg sont liées par la relation suivante: 

 

                                                                                                     (A.12)jk k
ij ig g δ=  



Annexes 

 105

 

Qui peut se mettre sous la forme matricielle suivante: 

 
1( )( ) ( ) ( ) ( )                                                                  (A.13)jk jk

ij ijg g I g g −= ⇒ =  

Où (I)  est la matrice unité. 

 

 Le calcul des composantes ijg peut donc se faire par inversion de la matrice formée 

par les composantes ijg . 

 

 Le tenseur métrique permet le passage des composantes covariantes aux composantes 

contravariantes d’un vecteur et vice versa. Il vient donc : 

 
j

i ije g e=
G G

   et     i ij
je g e=

G G
 

Un vecteur  X
G

 s’écrit : 

 

                                                                              (A.14)i i j j
i ij jX a e a g e a e= = =

G G G G . 

 

 On peut donc dire qu’il possède à la fois des composantes covariantes et des 

composantes contravariantes.   
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B. CARACTERISATION DE LA SURFACE 

 

B.1. Cas déterministe 

 

 Le formalisme que nous utilisons est applicable pour toute forme de surface a(x) au 

moins deux fois dérivable. Lorsque cette condition n'est pas vérifiée aux extrémités de la 

partie déformée, la multiplication de la fonction a(x) par une fonction adéquate v(x) permet, 

en gardant la même forme globale du profil, de respecter la dérivabilité aux bornes. 

 

 La  fonction v(x) est définie (dans le cas où la déformation est localisée sur 

[ ]/ 2, / 2l l− + par: 

[ ]
[ ]

0                                                ,si / 2, / 2                
1                                                 ,si / 2 , / 2

/ 2 1 / 2( ) sin(2 )    ,si / 2, / 2
2

x l l
x l l l l

x l x lv x x l l
l l

π
π

∉ − +
∈ − + ∆ + − ∆

+ += − ∈ − − +
∆ ∆

[ ]

[ ]

   (B.1)         

/ 2 1 / 2sin(2 )    , si / 2 , / 2         
2

l

l x l x x l l l
l l

π
π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨ ∆
⎪
⎪ − −

− ∈ + − ∆ +⎪
∆ ∆⎩

 

 

 En prenant l∆ petit devant l pour qu’il n'ait pas d'influence. 

 

B.2. Cas aléatoire 

 Paramètres statistiques des surfaces:  

Pour les surfaces rugueuses aléatoires stationnaires, on définit des paramètres 

statistiques tels que la fonction de corrélation ( )ϕ κ : 

 

( ) ( ) ( )                                                                               (B.2) a x a xϕ κ κ= +≺ ;  

 

Où ...≺ ;désigne la valeur moyenne prise sur un grand nombre d'échantillons de 

surfaces ayant des profils identiques. Les a(x) étant supposés ergodiques, ( )ϕ κ peut aussi être 

calculée à partir d'une seule surface, en prenant la moyenne sur x allant de −∞  à +∞ . La 

variance des surfaces (le carré de la hauteur moyenne) pourra être déduite à partir de 

( )ϕ κ par: 
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2 (0) ( )                                                                                   (B.3)h dϕ φ ν ν
+∞

−∞
= = ∫  

 

 ( )φ ν  est la densité spectrale du profil, c'est à dire la transformée de Fourier de la 

fonction de corrélation: 

2( ) ( )                                                                                (B.4)ie dπκνφ ν ϕ κ κ
+∞ −

−∞
= ∫  

 

 Les surfaces aléatoires considérées dans notre travail ont une fonction de corrélation 

de forme Gaussienne qui dépend de deux paramètres importants; l'écart type h (hauteur 

moyenne des rugosités) et la longueur de corrélation T (largeur moyenne des rugosités). 

 
2

22( )                                                                                                  (B.5)Th e
κ

ϕ κ
−

=  

 

Avec κ la distance qui sépare deux points de la surface. D'où la densité spectrale: 

 
22 ( )( )                                                                                       (B.6)Th T e πνφ ν π −=  

 

Remarque: 

La fonction de corrélation et la densité spectrale sont des quantités couramment 

employées pour décrire les signaux aléatoires et constituent souvent les seuls paramètres pris 

en considération. Malheureusement ces deux fonctions ne suffisent pas pour caractériser 

complètement une surface aléatoire. C'est-à-dire, on peut avoir plusieurs surfaces rugueuses 

aléatoires différentes qui ont même fonction de corrélation. 

 

 Définition de la surface: 

La surface de profil ( )u a x= est supposée être un processus aléatoire stationnaire de 

loi normale centrée réduite (moyenne nulle, variance unité). La fonction de corrélation ( )ϕ κ  

est supposée Gaussienne: 
2

22( ) ( ) ( )                                                                  (B.7)Ta x a x h e
κ

ϕ κ κ
−

= + =≺ ;  
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 T étant la longueur de corrélation et h l'écart type ou hauteur moyenne des rugosités 

autour de la ligne  u = 0. 

 

 Une surface aléatoire ne sera pas définie analytiquement. Elle sera représentée 

numériquement par les valeurs a(xi) de a(x) en des points xi régulièrement espacés 

1( )i ix x x+ − = ∆ . Le procédé mathématique de génération des a(xi) peut se résumer de la 

manière suivante: Une suite de chiffres aléatoires indépendants de loi normale centrée réduite 

est construite à partir d'une autre séquence de nombres aléatoires uniformément répartis entre 

0 et 1 générée directement par ordinateur. La première suite est modifiée pour avoir une 

variance h2 désirée. La séquence résultante ( )2(1, ), (0, )ks k N s N h∈ ∈ est corrélée avec une 

Gaussienne de distance de corrélation T pour obtenir la séquence du profil de la surface 

( )k ka a x= de fonction de corrélation Gaussienne de même distance de corrélation et de 

variance h2.  
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RÉSUMÉ : 
 
 La diffraction d'une onde électromagnétique par des surfaces rugueuses déterministe ou 
aléatoire, métallique ou diélectrique est étudiée par  une méthode différentielle. Le formalisme utilisé 
repose essentiellement sur la forme covariante des équations de Maxwell écrites dans un système de 
coordonnées non orthogonales adapté à la géométrie du problème. Les solutions du problème sont 
écrites sous forme d’intégrale de Fourier.  

Pour le problème direct,  deux méthodes sont proposées : 
� Dans la première, on considère la déformation comme une fonction perturbatrice et  les 

solutions sont trouvées par une méthode de perturbations. 
� Dans la seconde, le traitement est plus rigoureux. Le problème est ramené à la résolution d’un 

système intégro-différentiel linéaire à coefficients constants. Par la suite, on est conduit à la 
recherche de valeurs et de vecteurs propres d’une matrice caractéristique à la  fois du milieu et 
de la forme de la surface diffractante.  

Pour le problème inverse, la reconstruction du profil de la surface métallique pour les valeurs de 
l'intensité de diffraction simulées est faite à partir d'un algorithme basé sur une méthode itérative. 
 
Mots clés : onde électromagnétique, diffraction, surfaces rugueuses, problème direct, méthode des 
perturbations, méthode rigoureuse, problème inverse. 
 
 
 
ABSTRACT  
  
 The scattering of electromagnetic wave by rough structures determinist or random, metal or 
dielectric are studied by a differential method. The formalism used primarily based on the Maxwell's 
equations in covariant form within the framework of a non-orthogonal coordinates system adapted to 
the geometry of the problem.  The solutions of the problem are written in Fourier’s integral form.   
For the direct problem two methods are proposed:   
� The first, regards the  deformation as a disturbing function and the solutions are found by a  

perturbation method.   
� The second one, the treatment is more  rigorous.  The problem is brought back to the resolution 

of a linear integro-differential system with constant coefficients.  Thereafter one is led in the 
search of eigenvalues and eigenvectors of a matrix characteristic at the same time of the 
medium and form of diffracting surface.   

For the inverse problem, the reconstruction of the profile of the metal surface from the simulated 
diffraction intensity values is found using an iterative algorithm.  
 
Key words:  electromagnetic wave, diffraction, rough surfaces, direct problem, perturbation method, 
rigorous method, inverse problem.   
 




