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Résumé

Nous étudions dans cette thèse di�érentes équations aux dérivées partielles non

linéaires du type elliptique. Nous montrons l'existence des solutions non triviales de

certains problèmes contenant un opérateur non homogène.

Cette thèse est répartie en plusieurs chapitres qui ne peuvent pas être lus indé-

pendamment les uns des autres.

Dans les chapitres deux et trois, nous faisons un bref rappel des di�érents notions

et outils dont nous faisons un usage fréquent dans les autres chapitres.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à étudier les valeurs propres de

l'opérateur (p, q)-Laplacien avec poids dans RN . Nous allons démontrer qu'il existe

λ∗ > 0 telle que toute λ > λ∗ est une valeur propre du problème considéré. L'approche

utilisée est basée essentiellement sur le théorème du Col. Nous donnons aussi dans ce

chapitre un résultat concernent l'existence et l'unicité de la valeur propre principale.

Dans le cinquième chapitre, nous traitons un problème de résonance avec une

fonction source non linéaire. Nous montrons moyennant une variante du théorème de

Leray-Lions que de tels problèmes admettent au moins une solution non triviale.

Dans le sixième chapitre, nous établissons des résultats de régularité des solutions

des problèmes traités dans les deux chapitres précédents.

Dans le dernier chapitre, nous établissons l'existence d'une famille de valeurs

propres d'un opérateur nonlinéaire du type divergence généralisant ainsi les résultats

du chapitre quatre. Nous clôturons cette thèse avec une conclusion et des perspectives.

Mots clés : Espace de Sobolev ; solution faible ; point critique ; valeur propre ;

problème de résonance ; Théorème du Col.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of a class of elliptic nonlinear partial di�eren-

tial equations. We are mainly concerned by the (p, q)-Laplacian operator. After brief

remainders, we establish di�erent existing results.

We �rstly prove the existence of a continuous family of eigenvalues for the (p, q)-

Laplacian with a positive weight in RN . Then we treat a resonance problem where we

ensure the existence of at least one nontrivial solution. We also consider the regularity

problem.

In the end, we generalize the above results to a nonlinear problem that contains

an operator of divergence type.

Key words and phrases : Sobolev spaces ; weak solution ; critical point ; eigen-

value ; resonance problem ; Mountain Pass Theorem.
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Notations générales

Symbole Signi�cation

∆u Laplacien de u

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
p-Laplacien de u

p∗ Exposent critique de p, p∗ =

{
pN
N−p , si p < N

+∞, si p ≥ N

supp(u) Support de la fonction u

‖.‖X Norme dans l'espace X

d (x,A) Distance entre x et l'ensemble A

BR Boule de RN de rayon R centrée à l'origine

BR (x0) Boule de RN de rayon R centrée en x0 ∈ RN

X ′ Espace dual de X

p.p. Presque pour tous les points

s.c.i. Semi continue inférieurement

s.c.s. Semi continue supérieurement

C (Ω) où C0 (Ω) Ensemble des fonctions continues dans Ω

C0
c (Ω) Ensemble des fonctions continues dans Ω a support compact

x



xi

Ck(Ω) Ensemble des fonctions de classe k dans Ω

Ck,β(Ω) Ensemble des fonctions Hölderiennes de classe k dans Ω

Ck
c (Ω) Ensemble des fonctions de Ck(Ω) a support compact

C∞(Ω) Ensemble des fonctions indé�niment di�érentiables dans Ω

C∞c (Ω) Ensemble des fonctions de C∞(Ω) a support compacte

Lp(Ω) {u : Ω→ R | u mesurable,
∫
Ω

|u|p < ∞} , 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) {u : Ω→ R | u mesurable et ∃C tel que |u (x)| ≤ C p.p.}
Lp
′
(Ω) Espace dual de Lp(Ω), p′ = p

p−1

W k,p(Ω) Espace de Sobolev avec dérivées d'ordre k dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace nulle

W−k,p′
0 (Ω) Espace dual de W k,p

0 (Ω)



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Introduction

Cette thèse concerne l'étude de certains problèmes elliptiques non linéaires. Dans

les problèmes considérés au cours de ce travail, nous nous plaçons dans RN , N ≥ 3.

Ceci pose un certain nombre de di�cultés liées principalement au fait que le domaine

n'est pas borné ce qui entraine la perte des injections compactes de Sobolev, chose

qui est primordiale pour assurer la convergence des suites bornées.

A travers les chapitres 4-7, nous avons montré comment ces di�cultés peuvent être

surmontées et démontrer de nouveaux résultats concernant les valeurs propres, exis-

tence de solutions du problème de résonance, la régularité et le comportement asymp-

totique des solutions faibles. Un des éléments essentiels permettant de pallier ces obs-

tacles réside dans l'emploi d'une fonction poids appartenant à un espace de Lebesgue

approprié. Il est alors possible d'adapter des méthodes variationnelles ou encore cer-

tains arguments topologiques.

Notons que les problèmes que nous avons étudiés dans ce travail de thèse comportent

des opérateurs de type divergence notamment l'opérateur non linéaire, non autoad-

joint dit (p, q)-Laplacien qui est dé�ni par (4p+4q)u = div(|∇u|p−2∇u+|∇u|q−2∇u).

1
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De tels opérateurs apparaissent dans de nombreux modèles cinétiques de réactions

chimiques, de dynamique des populations, de physique des plasmas ainsi que dans

certains modèles d'écoulement de �uides non newtoniens.

Dans la littérature nous trouvons de nombreux travaux dédiés à l'étude théorique

de tels équations et systèmes d'équations. En fait, l'étude de ce type de problèmes a

e�ectivement commencé au milieu des années 1980 par M. Ôtani [51] en une dimension

puis par F. de Thélin [64] en dimension N . Ce dernier auteur a démontré l'existence

et l'unicité des solutions radiales dans RN pour des équations de type −∆pu = g(x, u)

où la fonction g est contrôlée par des fonctions polynomiales par rapport à u. Plus

tard Ôtani [51] a généralisé ce résultat à des ouverts quelconques. On peut citer

certains précurseurs de l'analyse des problèmes elliptiques aux valeurs propres comme

G. Barles [13] et A. Anane [9], qui ont étudié les équations du type :

−∆pu = λ |u|p−2 u dans Ω domaine borné.

Plus tard en 1993, P. Lindqvist [44] a établi di�érents résultats sur ce type d'équa-

tions qui font suite à l'article de A. Anane [9]. Par ailleurs, il y a d'autres résultats

sur l'unicité qui ont été énoncés par J. I. Dìaz et J. E. Saa [26] en 1987 pour des

équations de la forme −∆pu = f(x, u) sous la condition que la fonction r → f(x,r)
rp−1

soit décroissante.

Le problème de bifurcation à partir de la première valeur propre a été abordé par

R. F. Manásevich et M. A. Del Pino [46], tandis que les problèmes de non résonance

associés au p-Laplacien étaient étudiés par A. Anane et O. Chakrone [10]. Plus tard, le

cas non borné de ces équations a été abordé par P. Drábek and J. Milota [29], Drábek,

Z. Moudan et A. Touzani [30] et Y. X. Huang [40], où les questions d'existence et
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d'unicité ont été résolues aussi bien pour des problèmes de valeurs propres que pour

des problèmes non-linéaires.

Le but de cette thèse est de présenter des résultats concernant certaines classes d'

équations aux dérivées partielles elliptiques non linéaires faisant intervenir l'opérateur

(p, q)-Laplacien. Nous considérons le problème elliptique non linéaire

−∆pu−∆qu+ f (x, u) = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN (1)

où p, q > 1, λ ∈ R, g est une fonction positive mesurable dans RN et f : RN× R→ R

fonction de Carathéodory.

Dans le cas p = q = 2 et f ≡ 0, le spectre du problème (1) est purement ponctuel.

Il est constitué d'une suite croissante de valeurs propres positives. Des résultats sur

l'existence des valeurs propres principales positives �gurent dans le travail de Brown,

Cosner et Fleckinger [21] et Allegretto [3] . Dans le cas p = q 6= 2, l'utilisation de

la théorie de Ljusternick-Schnirlemann assure l'existence des valeurs propres de pro-

blème (1). Les problèmes de la résonance autour d'une valeur propre du p-laplacien

ont été traités dans [6].

Nous allons exposer dans ce qui suit explicitement l'état de l'art sur les problèmes

contenant le p-Laplacien.
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Rappels sur le p-Laplacien

Nous avons voulu présenter ici les di�érents résultats concernant le p-Laplacien

avec poids. Le p-Laplacien représente une généralisation naturelle du Laplacien. Même

s'il paraît que la forme des résultats est analogue dans le cas du Laplacien et du p-

Laplacien, les approches elles, sont tout à fait di�érentes. Dans la section 1.2, nous

présentons des résultats sur le spectre du p-Laplacien avec poids dans RN ainsi sa

valeur propre principale. Dans la section 1.3, nous traitons un problème de résonance

au tour de la valeur propre principale et nous présentons des résultats d'existence au

moins trois solutions distinctes. Dans la section 1.4, nous présentons une vue globale

sur l'apport de cette thèse en résumant les di�érents chapitres.

1.2 Valeurs propres du p-Laplacien avec poids dans
RN

Rappelons ici certains résultats concernant l'existence des valeurs propres pour le

problème elliptique non linéaire dé�ni sur RN de la forme

−∆pu = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN , , (1.2.1)

où ∆p est l'opérateur p-Laplacien dé�ni par ∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
et g une

fonction mesurable positive dans RN .

Une formulation variationnelle du problème 1.2.1 est donnée par :


trouver u ∈ W 1,p(RN), u 6≡ 0, λ ∈ R∫

RN

|∇u|p−2∇u∇vdx = λ

∫
RN

g |u|p−2 uvdx, pour tout v ∈ W 1,p(RN)

(1.2.2)
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Le problème 1.2.2 est équivalent à trouver des solutions non triviales u de l'équa-

tion

J ′ (u) v = λF ′ (u) v pour tout v ∈ W 1,p(RN) (1.2.3)

où J
′
, F
′
désignent les dérivées au sens de Gâteaux des fonctionnelles

J (u) =
1

p

∫
RN

|∇u|p dx (1.2.4)

et

F (u) =
1

p

∫
RN

g |u|p dx (1.2.5)

D'après la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, la résolution de l'équation 1.2.3

revient exactement à la recherche des points critiques de J sur la variété G,

G =

u ∈ W 1,p
(
RN
)
, pF (u) =

∫
RN

g |u|p dx = 1

 (1.2.6)

Théorème 1.2.1. [4] Soit 1 < p < N. Supposons que g1 ∈ L∞
(
RN
)
∩ LN/p

(
RN
)

g1 6≡ 0 ( où g = g1 + g2) . Alors le problème 1.2.2 admet une suite de solutions (λk, uk)

(0 < λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λk →∞) avec

∫
RN

g |uk|p dx = 1.

Avant de démontrer ce résultat, on a besoin de véri�er la condition de Palais-Smale

a�n de pouvoir appliquer la théorie de Ljusternick-Schnirlemann.

Lemme 1.2.2. Supposons g1 ∈ L∞
(
RN
)
∩ LN /p

(
RN
)
. Alors la fonctionnelle J

satisfait la condition de Palais-Smale sur G, i.e. pour (un) ⊂ G, si J (un) est bornée
et

J
′
(un)− anF

′
(un)→ 0 dans W 1,p(RN) où an =

〈
J
′
(un) , uu

〉
〈F ′ (un) , uu〉

(1.2.7)

alors (un) admet une sous-suite convergente dans W 1,p
(
RN
)
.
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Démonstration. Soit (un) ⊂ G une suite de Palais-Smale. D'après l'inégalité de
Hölder et le théorème d'injection du Sobolev, on a∫

RN

g1 |un|p dx ≤ c ‖g1‖N/p ‖∇un‖
p
p (1.2.8)

Comme J (un) est borné alors
∫
RN
g1 |un|p est borné. Par conséquent nous concluons

que
∫
RN
g2 |un|p =

∫
RN
g1 |un|p − 1 est borné. Nous rappelons l'inégalité de Hardy,∫

RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx ≤

(
p

N − p

)p ∫
RN

|∇u|p dx. (1.2.9)

Nous concluons que (un) est bornée dansW 1,p
(
RN
)
. D'où sans perte de généralité,

nous pouvons supposer, pour un certain u0 ∈ W 1,p
(
RN
)
que un ⇀ u0 faiblement

dans W 1,p(RN). Dans tout domaine borné Ω on a
∫

Ω
g |u0|p dx = lim

n→∞

∫
Ω

g |un|p dx.

Nous énonçons que u0 6≡ 0. En e�et si u0 ≡ 0, alors pour tout domaine Ω borné, on

a
∫

Ω
g1 |un|p → 0. Soit

∼
Ω un domaine borné tel que pour tout n assez grand on a

c ‖g1‖
N/p,RN\

∼
Ω
‖∇un‖pp <

1

4
. (1.2.10)

Maintenant nous pouvons choisir n su�samment grand tel que

∫
RN

g1 |un|p dx =

∫
∼
Ω

g1 |un|p dx+

∫
RN\

∼
Ω

g1 |un|p dx

≤
∫
∼
Ω

g1 |un|p dx+ c ‖g1‖
N/p,RN\

∼
Ω
. ‖∇un‖pp (1.2.11)

≤ 1

2
.

Nous déduisons que
∫
RN
g2 |un|p dx =

∫
RN
g1 |un|p dx−1 < −1

2
, d'où la contradiction.

Donc u0 6≡ 0. Il suit de (1.2.7) que pour tout ϕ ∈ C∞0
(
RN
)

∫
RN

|∇un|p−2∇un∇ϕ = an

∫
RN

g |un|p−2 unϕ+ o (1) (1.2.12)

où ϕ = un − um.
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Ecrivons l'équation 1.2.12 pour n et m. Après soustraction nous obtenons

∫
RN

(
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

)
∇ (un − um)

≤
∫
RN

g
(
an |un|p−2 un − am |um|p−2 um

)
(un − um) + o (1)

=

∫
Ω

gan
(
|un|p−2 un − |um|p−2 um

)
(un − um) (1.2.13)

+

∫
RN\Ω

gan
(
|un|p−2 un − |um|p−2 um

)
(un − um)

+ (an − am)

∫
RN

g |um|p−2 um (un − um) + o (1) ,

où Ω est un domaine borné arbitraire. Notons ici que an =
∫
RN
|∇un|p dx est borné.

On voit que, d'après l'inégalité de Hölder et la monotonie de la fonction |t|p−2 t, nous
avons

∫
RN\Ω

g an
(
|un|p−2 un − |um|p−2 um

)
(un − um)

≤
∫

RN\Ω

g1an
(
|un|p−2 un − |um|p−2 um

)
(un − um)

≤ c.an ‖g1‖N/p,RN\Ω
(
‖∇un‖pp + ‖∇um‖pp

)
,

qui approches à 0 quand Ω → RN , indépendant de n et m. Cependant, pour tout
domaine Ω on a ∫

Ω

gan
(
|un|p−2 un − |um|p−2 um

)
(un − um) dx→ 0 (1.2.14)

Comme n,m → ∞, alors un converge vers u0 dans Lp (Ω) . En outre l'inégalité
Hölder implique que l'intégrale

∫
RN
g |um|p−2 um (un − um) dx est borné, et nous pou-

vons choisir une sous-suite de an telle que an − am → 0 quand n,m → ∞. Donc
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nous concluons que le côté droite de 1.2.13 tend vers 0 quand n,m → ∞. D'autre
part, en utilisant l'inégalité : ∀a, b ∈ RN

|a− b|p ≤ c.
{(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
. (a− b)

}s/2
(|a|p + |b|p)1−s/2 (1.2.15)

où s = p si p ∈ (1, 2) et s = 2 si p ≥ 2, on trouve

|∇un −∇um|p ≤ c.
{(
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

)
∇ (un − um)

}s/2
. (|∇un|p + |∇um|p)1−S/2

.

En appliquant l'inégalité de Hölder nous obtenons

∫
|∇un −∇um|p ≤ c1.

{(
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

)
∇ (un − um)

}s/2
(|∇un|p + |∇um|p)1−s/2

.

Donc nous obtenons à partir de ces dernières inégalités que ∇un → ∇u0 dans
Lp
(
RN
)
. Il suit alors que

∫
RN
gi |un|p dx →

∫
RN
gi |u0|p dx, i = 1, 2 et cela combiné avec

l'inégalité de Hardy implique que un → u0 dans W 1,p(RN).

Démonstration du Théorème 1.2.1. La preuve du théorème suit directement d'appli-
cation de la théorie Ljusternick-schnirlemann (voir [13]) .

Existence de valeur propre principale

Nous rappelons ce résultat qui est dû à W. Allegretto [3].

Théorème 1.2.3. On dé�nit la quantité

λ1 = inf
u∈G

∫
RN

|∇u|pdx. (1.2.16)

Alors, λ1 > −∞ est la plus petite valeur propre du problème (1.2.1). De plus, elle est
principale, simple et unique

Remarque 1.2.4. Il a été démontré dans [9] que la valeur propre principale dans
le cas d'un problème posé dans un domaine borné est isolée. Nous pouvons établir
ce résultat dans RN en combinant les arguments utilisés dans [9] et la méthode du
décomposition du domaine.
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Deuxième valeur propre

W. Allegretto et Y.X. huang dans [4] ont démontré que la valeur dé�nie par

λ2 = inf
v∈Γ

max
t∈[0,1]

∫
RN

|∇v(t)|pdx

où Γ = {v ∈ C([0, 1], G) : v(0) = −Φ1, v(1) = Φ1} et Φ1 est la fonction propre associée

à λ1, est la deuxième valeur propre du problème et qu'elle n'est pas principale. Nous

référons à [3,4,5,9] et les références dedans pour plus de détails.

1.3 Le p-Laplacien avec résonance

Nous nous intéressons à l'existence des solutions du problème

−∆pu+ f (x, u) = λ1g (x) |u|p−2 u , dans RN (1.3.1)

où λ1 est la première valeur propre de problème (1.2.1).

Nous cherchons les solutions du problème1.3.1 comme des points critiques non triviales

de la fonctionnelle d'Euler-lagrange donnée par

I(u) =
1

p

∫
RN

|∇u|p dx− λ1

p

∫
RN

g |u|p dx+

∫
RN

f(x, u)dx, u ∈ W 1,p
(
RN
)

(1.3.2)

On dé�nit

W =

u ∈ W 1,p
(
RN
)
/

∫
RN

gu |Φ1|p−2 Φ1dx = 0

 (1.3.3)

Nous pouvons facilement prouver que W est le complémentaire du sous-espace

〈Φ1〉. Par conséquent on a la somme suivante

W 1,p
(
RN
)

= 〈Φ1〉 ⊕W (1.3.4)
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Nous étudions le problème 1.3.1, sous les hypothèses suivantes.

f : RN × R→ R fonction continument bornée vér�ant (1.3.5)

f (x, 0) = 0

F (x, s) =

s∫
0

f(x, t)dt est supposer borné (1.3.6)

f(x, t)t→ 0, lorsque |t| → ∞. (1.3.7)

On note

T (x) = lim
|t|→∞

inf f(x, t) et S(x) = lim
|t|→∞

sup f(x, t), (1.3.8)

et

f(x, t) ≥
(
λ1 − λ2

p

)
g(x) |t|p , ∀t ∈ R. (1.3.9)

De plus, nous supposons que

il existe 0 < δ et 0 < m < λ1 tel que

f(x, t) ≥ m
p
g(x) |t|p , pour |t| < δ.

(1.3.10)

Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 1.3.1. Le problème 1.3.1 a au moins trois solutions u1, u2 et u3 avec

I(u1), I(u2) < 0 et I(u3) > 0, (1.3.11)

Lemme 1.3.2. La fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale (PS)c pour

tout c <

∫
RN

T (x)dx.
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Démonstration du Théorème 1.3.1. Pour démontrer l'existence des deux premières
solutions on applique le lemme d'Ekeland. Notons par Q± les ensembles suivants

Q+ = {tΦ1 + w, t ≥ 0 et w ∈ W}
Q− = {tΦ1 + w, t ≤ 0 et w ∈ W}

Il est facile de voir que I est borné au-dessous W 1,p
(
RN
)
. On a

I(t±Φ1) =

∫
RN

F (x, t±Φ1) ≤
∫
RN

T (x)dx < 0,

par conséquence inf
u∈Q±

I(u) < 0. Nous pouvons conclure que

inf
u∈Q±

I (u) ≤
∫
RN

F (x, t±Φ1) ≤
∫
RN

T (x)dx < 0.

Si

inf
u∈Q±

I (u) =

∫
RN

F (x, t±Φ1) = I
(
t±Φ1

)
≤
∫
RN

T (x)dx < 0,

nous pouvons prendre u1 = t+Φ1 et u2 = t−Φ1. Autrement si

inf
u∈Q±

I (u) <

∫
RN

F (x, t±Φ1) ≤
∫
RN

T (x)dx < 0,

est véri�é nous pouvons montrer par le lemme d'Ekeland qu'il existe deux suites
{un} ⊂ Q+ et {vn} ⊂ Q− qui véri�e

I (un)→ inf
u∈Q+

I (u) et I ′ (un)→ 0,

et
I (vn)→ inf

u∈Q−
I (u) et I ′ (vn)→ 0.

Donc il existe u1 et u2 tels que

un → u1 et vn → u2 dans W 1,p
(
RN
)
.

Par conséquent, u1 et u2 sont des solutions du problème 1.3.1 véri�ant

I (u1) = inf
u∈Q+

I (u) < 0 et I (u2) = inf
u∈Q−

I (u) < 0,

tels que u1 ∈ Q+ et u2 ∈ Q−.
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Existence de la troisième solution

En utilisant les hypothèses sur f nous pouvons montrer facilement que

f(x, t) ≥ m

p
g(x) |t|p − C |t|σ , t ∈ R (1.3.12)

où p < σ < p∗ et C est une constante indépendante de x.
Nous avons que

I (u) ≥ m

pλ1

‖u‖p + o (‖u‖) , quand ‖u‖ → 0. (1.3.13)

Comme I (t±Φ1) < 0 alors il existe R, ρ > 0 et u0 = t±Φ1 tel que R = m
pλ1

I (u) ≥ R > 0, pour ‖u‖ ≤ ρ et I (u0) < 0.

Par conséquent, en utilisant une version du théorème du Col et la condition de
Palais-Smale, il existe une suite {un} ⊂ W 1,p

(
RN
)
qui satisfait

I (un)→ c ≥ R > 0 et ‖I ′ (un)‖H1,p
0 (Ω)∗ (1 + ‖un‖)→ 0. (1.3.14)

Si {un} n'est bornée, nous pouvons supposer que

|un (x)| → ∞, p.p. (1.3.15)

On a

on (1) = I ′ (un) (un) = ‖un‖p − λ1

∫
Ω

g |un|p dx+

∫
Ω

f (x, un)undx,

et alors

0 ≤ ‖un‖p − λ1

∫
Ω

g |un|p dx ≤
∫
Ω

|f (x, un)un| dx+ on (1) .

Nous concluons alors que

‖un‖p − λ1

∫
Ω

g |un|p dx→ 0.

Maintenant, on utilise l′égalité

c+ on (1) = I (un) =
1

p

‖un‖p − λ1

∫
Ω

g |un|p dx

+

∫
Ω

F (x, un(x)) dx,
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avec lemme Fatou on obtient

c ≤ lim
n→∞

sup

∫
Ω

F (x, un(x)) dx ≤
∫
Ω

S(x)dx ≤ 0,

qui est une contradiction car c > 0. Alors {un} est bornée. Soit u3 ∈ W 1,p
(
RN
)
tel

que
un ⇀ u3. (1.3.16)

En utilisant le même raisonnement que celui utilisé pour démontrer la condition de
Palais-Smale, nous trouvons que

un → u3 (1.3.17)

et par conséquent
I (u3) = c ≥ R > 0 et I ′ (u3) = 0.

Le résultat est ainsi démontré.
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1.4 Apport de la thèse

Avant de faire une présentation détaillée des résultats que nous avons obtenus,

nous avons voulu présenter un bref résumé de chaque chapitre. Les deux chapitres qui

suivent ont été consacré aux di�érents dé�nitions et rappels nécessaires à la lecture

du reste de la thèse.

Résultats principaux du chapitre 4 : Dans ce chapitre nous nous sommes

intéressés au problème aux valeurs propres suivant

−∆pu−∆qu = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN (1)

où ∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
est l'opérateur p-Laplacien, p, q > 1, λ ∈ R, N ≥ 3 et

g (x) est une fonction positive. On considère ce problème sous les hypothèses suivantes

1 < q < p < q∗ (H1)

et

0 ≤ g ∈ L
(
q∗
α

)′ (
RN
)
∩ L∞

(
RN
)

(H2)

avec α = p(1−t)
1− pt

p∗
pour un certain t ∈ (0, 1).

Existence des valeurs propres

On cherche à démontrer l'existence des solutions faibles de ce problème qui sont

exactement les points critiques de la fonctionnelle d'énergie

I (u) =
1

p
‖u‖p1,p +

1

q
‖u‖q1,q −

λ

p

∫
RN

g (x) |u|p dx.

Le premier résultat de ce chapitre concerne la régularité de la fonctionnelle I.
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Proposition 1.4.1. La fonctionnelle I est de classe C1 sur W. Sa di�érentielle est
donnée par :

〈I ′ (u) , v〉 =

∫
RN

|∇u|p−2∇u·∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u·∇vdx−λ
∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx ,∀v ∈ W.

A�n de pouvoir appliquer le théorème du Col, il est tout d'abord important de

démontrer que la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale.

Lemme 1.4.2. La fonctionnelle I véri�e la condition de Palais-Smale (PS)c au ni-
veau c ∈ R.
Lemme 1.4.3. Pour tout u ∈ W, on a∫

RN

g (x) |u|p dx ≤ C ‖g‖∞ ‖g‖
p(1−t)

L( q
∗
α )
′

(B′R)
‖u‖pt1,p ‖u‖

p(1−t)
1,q .

Moyennant cette inégalité, nous pouvons véri�er que la fonctionnelle I satisfait la

géométrie du Col qui est résumée dans le lemme qui suit.

Lemme 1.4.4. 1. Il existe ρ, β > 0 tels que I (u) ≥ β si ‖u‖ = ρ.

2. Il existe u0 ∈ W avec ‖u‖ > ρ et I (u0) < 0.

En regroupons toutes ces informations nous arrivons à démontrer le principal

résultat de cette section via le théorème du Col.

Théorème 1.4.5. Si p, q et g véri�ent (H1) , (H2), alors il existe λ∗ > 0 tel que tout
λ > λ∗ est une valeur propre du problème (1) .

Valeur propre principale

Le premier résultat de cette partie est la proposition suivante.

Proposition 1.4.6. Sous les hypothèses (H1) et (H2) la quantité

λ = inf
u∈W\{0}

∫
RN

|∇u|p dx+ p
q

∫
RN

|∇u|q dx

∫
RN

g (x) |u|p dx

est une valeur propre principale du problème (1) .
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On commence la démonstration par rappeler l'identité de Picone généralisée.

Théorème 1.4.7. (Identité de Picone généralisée) Soit u ≥ 0, v > 0 deux fonctions
di�érentiables. Notons

L (u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − pu

p−1

vp−1
∇u |∇v|p−2∇v;

R (u, v) = |∇u|p −∇
(
up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

Alors
L (u, v) = R (u, v) .

De plus, L (u, v) ≥ 0, et L (u, v) = 0 p.p. Ω si et seulement si ∇ (u/v) = 0 p.p. Ω,
i.e. u = kv pour une certaine constante k dans chaque composante de Ω.

On dé�nit à présent les applications suivantes

Lp (u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − pu

p−1

vp−1
∇u |∇v|p−2∇v,

Lq (u, v) = |∇u|q + (p− 1)
vp

up
|∇v|q − pu

p−1

vp−1
∇u |∇v|q−2∇v,

et on pose :

L (u, v) = Lp (u, v) + Lq (u, v)

Nos principaux résultats sont présentés dans les deux lemmes suivants.

Lemme 1.4.8. Pour tout u, v ∈ Cα
loc avec v > 0 dans RN , nous avons L (u, v) ≥ 0,

ce qu'implique, ∫
RN

|∇u|p +

∫
RN

|∇u|q ≥
∫
RN

−∆pv

vp−1
|u|p +

∫
RN

−∆qv

vq−1
|u|q ,

et si L (u, v) = 0 il existe c ∈ R tel que u = cv.

Lemme 1.4.9. La valeur propre principale λ est unique.
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Une partie des résultats obtenus dans le chapitre 4 a fait l'objet d'une

publication : N. Benouhiba and Z. Belyacine, A CLASS OF EIGENVA-

LUE PROBLEMS FOR THE (p, q)-LAPLACIAN IN RN , International

Journal of Pure and Applied Mathematics Volume 80 No. 5 2012, 727-

737.

URL: www.ijpam.eu/contents/2012-80-5/11/11.pdf

Résultats principaux du chapitre 5 : Dans le cinquième chapitre, on va

présenter une méthode qui va nous permettre d'étudier l'existence des solutions du

problème elliptique non linéaire suivant

−∆pu−∆qu+ f (x, u) = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN (2)

où f : RN× R → R fonction de Carathéodory. Dans ce travail nous supposons aussi

que f (x, 0) 6= 0 et que

|f (x, u)| ≤ σ (x) + ρ (x) |u|γ ,∀x ∈ RN , u ∈ R (H3)

où 0 < γ < p∗ − 1, σ ∈ L(p∗)′
(
RN
)
et ρ ∈ Lδ

(
RN
)
∩ L∞

(
RN
)
avec δ = p∗

p∗−(γ+1)
.

Nous supposons aussi que

inf
s∈R∗

f (x, s)

|s|p−2 s
> λg (x) p.p. x ∈ RN . (H4)

Problème de résonance

Le problème du résonance (2) qui est équivalent à trouver u ∈ W, u 6= 0 tel que
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∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u∇vdx+

∫
RN

f(x, u)vdx−λ
∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx = 0,

(3)

pour tout v ∈ W où λ est la valeur propre principale du problème (1). Le résultat

principal de ce chapitre est le théorème suivant.

Théorème 1.4.10. Supposons que les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont sa-
tisfaites, alors le problème (3) admet au moins une solution faible non triviale.

On dé�nie les opérateurs J, G, H, F : W → W ′ par

〈J (u) , v〉 =

∫
RN

|∇u|p−2∇u.∇vdx

〈G (u) , v〉 =

∫
RN

|∇u|q−2∇u.∇vdx

〈H (u) , v〉 =

∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx

〈F (u) , v〉 =

∫
RN

f (x, u) vdx, ∀u, v ∈ W.

On pose

T := J +G− λH + F.

L'outil essentiel pour démontrer ce résultat est l'application du Théorème Leray-

Lions à l'opérateur T .

Les résultats de ce chapitre ont fait l'objet d'une publication :

N. Benouhiba and Z. Belyacine, ON THE SOLUTIONS OF THE (p, q)-

LAPLACIAN PROBLEM AT RESONANCE, Nonlinear Analysis : Theory,

Methods and Applications Volume 77 2013, 74-81.
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URL: www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0362546X12003665

Résultats principaux du chapitre 6 : dans le sixième chapitre on va étudier

la régularité de la solution faible u ∈ W 1,p
(
RN
)
∩ W 1,q

(
RN
)
des deux problèmes

(1) et (2) . Nous supposons que g (x, u) = −f (x, u) + λg (x) |u|p−2 u véri�e g (x, t) :

RN × R → R fonction de Caratheodory ; g (x, t) ≥ 0 pour t ≥ 0 et g (x, u) ≡ 0,

pour t < 0 et tout x ∈ RN . Pour tout ε > 0, il existe C (ε) > 0 tel que |g (x, t)| ≤

ε |t|q−1 +C (ε) |t|p
∗−1 pour tout (x, t) ∈ RN ×R, où p∗ = NP

N−P si N > p, 0 < p∗ < +∞

si N ≤ p.

Théorème 1.4.11. 1. Supposons que (H1) , (H2) et (H3) sont véri�ées alors u
est localement bornée, i.e. u ∈ L∞loc

(
RN
)
.

2. u (x) est décroissante quand |x| → +∞, i.e., ∃C > 0, ε > 0, R > 0 tel que

|u (x)| ≤ Ce−ε|x| quand |x| ≥ R.

Principaux résultats du chapitres 7 : dans le dernier chapitre, nous nous

intéressons à l'existence des solutions de l'équation elliptique non linéaire suivante

− div (ψ (∇u)) = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN (4)

où 1 < p < N, N ≥ 3 ,et g (x) fonction mesurable positive. Nous allons prou-

ver l'existence d'au moins une solution de l'équation (4) dans l'espace de Sobolev

W 1,p
(
RN
)
. Dans ce cas on utilise le théorème de Col pour montrer que la solution

faible de ce problème est le point critique de la fonctionnelle d'énergie.

Une formulation variationnelle de problème (4) est donnée par
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trouver u ∈ W 1,p

(
RN
)
tel que∫

RN

ψ (∇u)∇vdx = λ

∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx,∀v ∈ W 1,p
(
RN
)

Ce problème est équivalent à trouver des solutions non triviales u de l'équation

I ′(u) = 0 dans W−1,p′
(
RN
)
,

où I est la fonctionnelle d'énergie donnée par

I(u) =

∫
RN

Ψ (∇u) dx− λ

p

∫
RN

g (x) |u|p dx (5)

et Ψ (t) =

t∫
0

ψ (s) ds.

Nous étudions, dans ce travail les points critiques de (5) avec les hypothèses sui-

vantes

(H1) Supposons que 1 < q < p < q∗ et 0 ≤ g ∈ L
(
q∗
α

)′ (
RN
)
∩ L∞

(
RN
)
.

(H2) L'application Ψ ∈ C1
(
RN ,R

)
.

(H3) Il existe c0 > 0, T > 0 etM > 0 tels que |Ψ (t) | ≥ c0|t|p, pour tout t ∈ RN

et |ψ (s) | ≤ T |s|p−1 pour tout s ∈ RN .

Le principal résultat de ce travail est le théorème qui suit.

Théorème 1.4.12. Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3) l'équation (4) admet
une solution faible.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Dé�nitions

Nous donnons dans cette section quelques dé�nitions utiles à la lecture de cette

thèse.

Dé�nition 2.1.1. Soient V une partie d'un espace de Banach X et F : V → R

une fonction à valeurs réelles. Si u ∈ V et z ∈ X sont tels que pour t > 0 assez

petit on a u + tz ∈ V , on dit que F admet (au point u) une dérivée dans la

direction z si la limite

lim
t→0+

F (u+ tz)− F (u)

t
(2.1.1)

existe. On notera cette limite F
′
(u) .

On notera qu'une fonction F peut avoir une dérivée directionnelle dans toute

direction z ∈ X, sans pour autant être continue. Lorsque la dérivée directionnelle

de F existe pour certains z ∈ X on introduit la notion de dérivée au sens de

Gâteaux.

21
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Dé�nition 2.1.2. Soient V une partie d'un espace de Banach X et F : V → R.

Si u ∈ V, on dit que F est dérivable au sens de Gâteaux (ou G-Di�érentiable en

u), s'il existe l ∈ X ′ tel que dans chaque direction z où F (u+ tz) existe pour

t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle F
′
z (u) existe et on a :

lim
t→0+

F (u+ tz)− F (u)

t
= 〈l, z〉 (2.1.2)

On posera F
′
(u) := l.

On remarquera de nouveau qu'une fonction G-dérivable n'est pas nécessai-

rement continue. On introduit en�n la dérivée classique (ou F-dérivée au sens

de Fréchet).

Dé�nition 2.1.3. Soient X espace de Banach, V un ouvert de X et F : V → R

une fonction. Si u ∈ V, on dit que F est di�érentiable (ou dérivable) en u ( au

sens de Fréchet ) s'il existe l ∈ X ′ , tel que :

∀v ∈ V, F (v)− F (u) = 〈l, v − u〉+ o 〈v − u〉 . (2.1.3)

Si F est di�érentiable, l est unique et on note F
′
(u) := l . L'ensemble des

fonctions di�érentiables de V → R sera noté C1(V,R).

On notera que si F est di�érentiable au sens de Fréchet, alors F est continu.

En général il est plus commode de travailler avec la notion de G-dérivée, car

on n'à qu'a considérer l'application t → F (u + tw) ( pour w �xé dans X )

dé�nie dans un intervalle [0, ε[ . C'est pour ne pas alourdir ce qui suit que l'on

n'introduira pas des notions di�érents pour distinguer la G-dérivée et la dérivée

de Fréchet.

Dé�nition 2.1.4. Soint X un espace de Banach, V ⊂ X un ouvert et F ∈
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C1 (V,R). On dit que u ∈ V est un point critique de F, si F ′ (u) = 0. Si u

n'est pas un point critique, on dit que u est un point régulier de F .

Si c ∈ R, on dit que c est une valeur critique de F s'il existe u ∈ V tel que

F (u) = c et F ′ (u) = 0. Si c n'est pas une valeur critique, on dit que c est

une valeur régulière de F.

Dé�nition 2.1.5. SoientX un espace de Banach, F ∈ C1 (X,R) et un ensemble

de contraintes

G := {v ∈ X;F (v) = 0} . (2.1.4)

On suppose que pour tout u ∈ G, on a F
′
(u) 6= 0. Si J ∈ C1 (X,R)( ou bien

de classe C1 sur un voisinage de G ou encore C1sur G ) on dit que c ∈ R est

valeur critique de J sur G s'il existe u ∈ G, et λ ∈ R tels que J (u) = c et

J ′ (u) = λ F
′
(u) . Le point u est un point critique de J sur G et le réel λ est

appelé multiplicateur de Lagrange pour la valeur critique c ( ou le point

critique u ).

Lorsque X est un espace fonctionnel de l'équation J
′
(u) = λ F

′
(u) qui cor-

respond à une équation aux dérivées partielles, on dit que J
′
(u) = λ F

′
(u)

est l'équation d'Euler-Lagrange ( ou l'équation d'Euler) satisfaite par le point

critique u sur la contrainte G.

Dé�nition 2.1.6. Soient A,B deux opérateurs non linéaire dé�nis sur un es-

pace de Banach X.

On dit que λ est une valeur propre de l'opérateurA par rapport à l'opérateur B

s'il existe u ∈ X, et u 6≡ 0 tel que

Au = λBu
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Dé�nition 2.1.7. (Fonction de Carathéodory) Soit Ω un ouvert borné de RN .

Une fonction f de Ω× R dans R est dite de Carathéodory, si elle véri�e :

1. L'application : t→ f (x, t) est continue p.p. x ∈ Ω.

2. L'application : t→ f (x, t) est mesurable pour tout t ∈ R.

Dé�nition 2.1.8. (Fonction semi continue inférieurement (s.c.i)) Soit J une

fonction dé�nie sur un espace de BanachX, à valeurs dans R = R∪{−∞,+∞} .

Elle est dite faiblement semi continue inférieurement (s.c.i.) en x si, pour toute

suite {xn} telle que

xn converge faiblement vers x, on a :

J (x) ≤ lim
n→∞

inf J (xn) .

Dé�nition 2.1.9. (opérateur de Nemitskii) Soit Ω un ouvert de RN et soit f :

Ω×R −→ R une fonction de Carathéodory. On appelle opérateur de Nemitskii

associé à f l'application Tf dé�ni par

(Tfu) (x) = f (x, u (x))

Dé�nition 2.1.10. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On dit que fn converge (fortement) vers

f dans Lp, et on note fn → f Lp, si fn, f ∈ Lp et si

lim
n→∞

‖fn − f‖Lp = 0.

Dé�nition 2.1.11. Soit 1 ≤ p <∞. On dit que fn converge (faiblement) vers

f dans Lp, et on note fn ⇀ f Lp, si fn, f ∈ Lp et si
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lim
n→∞

∫
Ω

(fn (x)− f (x))φ (x) dx = 0, ∀φ ∈ Lp
′

(Ω) .

Un outil essentiel dans le calcul de la variation est la compacité des suites

minimisantes. La condition de Palais-Smale joue un rôle assez semblable pour

des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une

valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure. C'est une

condition a priori, à véri�er pour chaque fonctionnelle, indépendamment de

l'existence ou non des valeurs critiques. Elle sera par contre un outil essentiel

pour montrer cette existence dans plusieurs cas.

Dé�nition 2.1.12. (Condition de Palais-Smale)Soit X un espace de Banach

et J :X → R de classe C1. On dit que J véri�e la condition de Palais-Smale

(au niveau c ∈ R) si de toute suite (un) de X telle que

J (un)→ c dans R et J ′ (un)→ 0 dans X ′, (2.1.5)

on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 2.1.13. i) La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de l'exis-

tence d'une valeur critique. Elle dit seulement que si on a une telle suite,

celle-ci est nécessairement relativement compacte. Pour l'utiliser e�ective-

ment de façon utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu'une

telle suite existe.

ii) Les deux hypothèses sont indépendantes. En e�et, même si c = inf
X
J, on

peut parfaitement avoir une suite minimisante un telle que J ′(un) 9 0. Il

su�t
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de prendre X = R, J(u) = sinu2, c = −1 et un =
(

3π
2

+ n2π + 1√
n2π

) 1
2
.

On a J(un)→ −1et J ′(un)→ 2.
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2.2 Espace de Sobolev

Dans cette section nous dé�nissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces

"naturels" de fonctions permettant de résoudre les formulations variationnelles

des équations aux dérivées partielles. Physiquement les espaces de Sobolev s'in-

terprètent comme des espaces de fonctions d'énergie �nie. Pour une présentation

plus complète des espaces de Sobolev, ou pour la démonstration des résultats

que nous annonçons ici, on pourra consulter par exemple H. Brezis [19, chapitres

8 et 9] et R.A. Adams [1].

Les espaces de Sobolev W k,p (Ω)

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné ou pas, régulier ou pas et soit p ∈ R avec

1 ≤ p ≤ ∞.

Dé�nition 2.2.1. Soit k > 1 un entier et p un réel tel que 1 ≤ p ≤ ∞. On

dé�nit

W k,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) ; | ∀α multi-indice avec |α| ≤ k ∃gα ∈ Lp (Ω) tel que∫
Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫
Ω

gαϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω) } .

Notons que par récurrence, On a

W k,p (Ω) =

{
u ∈ W k−1,p (Ω) ;

∂u

∂xi
∈ W k−1,p (Ω) ∀i = 1, 2, 3, ..., N

}
.

L'espace W k,p (Ω) est muni de la norme

‖u‖Wk,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤k

‖Dαu‖Lp(Ω) .

Proposition 2.2.2. [19] L'espace W 1,p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤

p ≤ ∞; W 1,p (Ω) est ré�exif si 1 < p <∞, il est séparable si 1 ≤ p <∞.
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Les espaces W 1,p
0 (Ω)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞; on note par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de C1

c (Ω) dans W 1,p (Ω) .

Proposition 2.2.3. L'espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p (Ω)

est un espace de Banach séparable ; il est ré�exif si 1 < p <∞.

Remarque 2.2.4. Soit Ω un ouvert de RN et 1 ≤ p <∞, alors on peut iden-

ti�er W 1,p
0 (Ω) à l'ensemble des fonctions u ∈ W 1,p (Ω) qui sont nulles presque

partout sur le bord de Ω

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p (Ω) | u = 0 sur ∂Ω

}
(2.2.1)

Si p =∞, alors l'assertion précédente est fausse. En revanche, la fermeture de

C∞0 (Ω) dans W 1,∞ (Ω) est équivalente à C1
(
Ω
)

Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont très utilisées lorsqu'on étudie les équations aux

dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces

de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Théorème 2.2.5. ( Inégalité de Sobolev [1])

Soit Ω est un ouvert régulier de RN et 1 ≤ p < N. Alors il existe une constante

C ( dépendant de N et p )telle que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) .

Pour l'espace W k,p(Ω), on a le résultat suivant.
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Théorème 2.2.6. Soit Ω est un ouvert régulier de RN . Soient k ≥ 1 et p ∈

[1,+∞[ . Alors

1. Si 1
p
− k

N
> 0, on a W k,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) avec 1

q
= 1

p
− k

N
.

2. Si 1
p
− k
N

= 0, on aW k,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) pour tout q ∈ [p,+∞[ , ( mais pas pour q = +∞ si p > 1 ) .

3. Si 1
p
− k

N
< 0, on a W k,p (Ω) ↪→ L∞ (Ω) . Dans ce cas, si k − N

p
> 0 n'est

pas un entier, alors W k,p (Ω) ↪→ Cs,β (Ω) , où

s = k − N
p
− s, les injections restent valables si k = 1 et p ∈ [1,+∞[ .

Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothèse de régularité sur Ω, les injections sont vraies localement :

W k,p (Ω) ↪→ Lqloc (Ω) , elles restent globalement vraies si on remplaceW k,p (Ω)

par W k,p
0 (Ω) .

Concernant la compacité des injections précédentes, on a le théorème suivant.

Théorème 2.2.7. ( Théorème de Rellich-Kondrachov [1])

On suppose que Ω est un ouvert borné de classe C1 dans RN . On a

Si p < N alors W 1,p (Ω) ↪→↪→ Lq (Ω) , pour tout q ∈ [1, p∗[ ,

Si p > N alors W 1,p (Ω) ↪→↪→ Lq (Ω) , pour tout q ∈ [1,+∞[ .

Pour tout q ∈ ]N,+∞[ , W 1,p (Ω) ↪→↪→ C
(
Ω
)
.

La condition sur le domaine est nécessaire, si Ω n'est pas borné alors les injec-

tions ne sont pas compactes en général comme le démontre le contre exemple

suivant : Soit φ ∈ C∞0
(
RN
)
tel que, φ ≥ 0, on pose φn (x) = φ (x+ ne) ,

e = (1, 1, 1, ..., 1) , il est facile de voir que φn → 0 p.p. et ‖φn‖Lq = ‖φ‖Lq > 0.

Théorème 2.2.8. ( Sobolev, Gagliardo, Nirenberg [1])
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Soit 1 ≤ p < N, alors W 1,p
(
RN
)
⊂ Lp

∗ (RN
)
et il existe une constante C =

C (p,N) telle que

‖u‖Lp∗ ≤ C ‖∇u‖Lp , ∀u ∈ W
1,p
(
RN
)
.

Soit q tel que p ≤ q ≤ p∗. Alors W 1,p
(
RN
)
⊂ Lq

(
RN
)
,∀q ∈ [p, p∗] avec une

injection continue.

( Le cas limite p = N ) on a W 1,N
(
RN
)
⊂ Lq

(
RN
)
,∀q ∈ [N,+∞[ avec une

injection continue.

( Morrey ) Soit p > N alorsW 1,p
(
RN
)
⊂ L∞

(
RN
)
avec une injection continue.

De plus, pour tout u ∈ W 1,p
(
RN
)
on a |u (x)− u (y)| ≤ C |x− y|α ‖∇u‖Lp p.p.

x, y ∈ RN avec α = 1− 1
N

et C est une constante dépendant seulement de p et

N.



Chapitre 3

Méthodes de résolution des E.D.P

non linéaires

En analyse fonctionnelle non linéaire, l'étude des E.D.P non linéaires se fait par

méthodes variationnelles ou par méthodes topologiques.

3.1 Méthode variationnelle (Méthode des points critiques)

L'approche variationnelle des équations aux dérivées partielles non linéaire est

basée sur la notion de la solution faible qui est associée à chaque problème.

Cette solution est en fait un point critique de la fonctionnelle associée au pro-

blème. Les solutions des problèmes di�érentiels avec une structure variationnelle

peuvent être des points critiques autres que les minimums ou les maximums.

Un outil essentiel pour l'étude de ce genre de points critiques est la technique de

déformation introduite en 1934 par Ljusternik and Schnirelman. La technique

de déformation est e�cace pour obtenir les points critiques des fonctionnelles

qui ne sont pas bornées inférieurement.

31
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3.1.1 Le lemme de déformation

Soit V un espace de Banach et J : V −→ R une application. On pose pour

c ∈ R

{J ≤ c} = {u ∈ V ; J(u) ≤ c}.

De façon analogue on dé�nit les ensembles, {J < c}, {J ≥ c}, {J > c} est les

ensembles de niveau {J = a}.

Le point crucial dans l'existence des points critiques est la di�érence topologique

entre les ensembles {J < c} et {J ≤ c+ ε} pour certains valeurs de c ∈ R.

Lemme 3.1.1. ( Lemme de déformation ) Soit V un espace de Banach et

J : V → R une fonctionnelle de classe C1 véri�ant la condition de Palais-

Smale. Soit c ∈ R une valeur régulière de J . Alors il existe ε0 > 0 tel que pour

tout 0 < ε < ε0 il existe un homéomorphisme η : V → V satisfaisant

i) Pour tout u ∈ {J ≤ c− ε0} ∪ {J ≥ c+ ε0}, on a η(u) = u,

ii) On a η({J ≤ c+ ε}) ⊂ {J ≤ c− ε}.

Démonstration. On commence par la démonstration dans le cas où V est un

espace de Hilbert et J est de classe C2. Comme V est un espace de Hilbert, on

identi�e V et V
′
par l'intermédiaire du produit scalaire et l'on confond donc

di�érentielle et gradient.

Soit c une valeur régulière de J et montrons qu'il existe ε0 > 0 et δ > 0 tels que

‖DJ(u)‖V ≥ δ pour tout u ∈ {c− ε0 ≤ J ≤ c+ ε0}. Pour cela on raisonne par

l'absurde en supposant qu'il existe une suite un ∈ {c−1/n ≤ J ≤ c+ 1/n} telle

que ‖DJ(un)‖V → 0. Comme J satisfait la condition de Palais-Smale, on peut
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en extraire une sous-suite convergente vers un certain u. Par continuité de J , il

vient J(u) = c et par continuité de DJ , il vient DJ(u) = 0, en d'autres termes,

c est une valeur critique, ce qui contredit l'hypothèse de départ.

Prenons maintenant 0 < ε < ε0. Les ensembles

A = {J ≤ c− ε0} ∪ {J ≥ c+ ε0} et B = {c− ε ≤ J ≤ c+ ε}

sont fermés et disjoints, donc la fonction

γ(u) =
d(u,A)

d(u,A) + d(u,B)

est telle que 0 ≤ γ(u) ≤ 1, γ(u) = 0 ssi u ∈ A et γ(u) = 1 ssi u ∈ B. De

plus, cette fonction est localement lipschitzienne sur V . En e�et, la fonction

u→ d(u,A) + d(u,B) est localement minorée. Pour le voir, on remarque que si

u ∈ V \B, alors il existe r > 0 tel que B(u, 2r) ⊂ V \B puisque B est fermé, donc

d(v, A) + d(v,B) ≥ r sur la boule B(u, r). Si u ∈ B, alors u ∈ V \A et le même

raisonnement s'applique. Par conséquent, pour tout couple v, w ∈ B(u, r), on a

|γ(v)− γ(w)| ≤ |d(v,A)− d(w,A)|
d(v,A) + d(v,B)

+ d(w,A)

∣∣∣∣ 1

d(v,A) + d(v,B)
− 1

d(w,A) + d(w,B)

∣∣∣∣
≤ 1

r
|d(v, A)− d(w,A)|+

supB(u,r)d(w,A)

r2
[|d(v, A)− d(w,A)|+ |d(v,B)− d(w,B)|]

≤ (
1

r
+

2(d(u,A) + r)r

2
) ‖v − w‖V ,

puisque l'application v → d(v, A) est 1-lipschitzienne.

Posons maintenant,
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Φ(u) = −γ(u)
DJ(u)

max(‖DJ(u)‖V , δ)
.

Cette application est bien dé�nie de V dans V . On véri�e sans di�culté qu'elle

est localement lipschitzienne (car DJ est de classe C1) et telle que ‖Φ(u)‖V ≤ 1

pour tout u. De plus, on a Φ(u) = 0 sur A (et Φ(u) = −DJ(u)/ ‖DJ(u)‖V sur

B). Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, le problème de Cauchy


dz
dt

= Φ(z),

z(0) = u,

admet pour tout u ∈ V une solution unique t → z(t) dé�nie sur un intervalle

]tmin, tmax[. Comme le second membre est borné, on a en fait tmin = −∞ et

tmax = +∞. Posons ηt(u) = z(t). Le théorème de dépendance continue de la

solution d'une EDO par rapport à la donnée initiale montre que ηt est locale-

ment lipschitzienne pour tout t. De plus, toujours par Cauchy-Lipschitz, on a

la propriété de semi-groupe

ηt(ηs(u)) = ηt+s(u).

Il en découle que ηt est inversible et que son inverse est η−t , qui est aussi

localement lipschitzienne. On a ainsi montré que ηt est un homéomorphisme de

V sur V pour tout t.

Remarquons maintenant que pour u ∈ A, on a ηt(u) = u pour tout t puisque

Φ(u) = 0. On va pour conclure choisir une valeur de t appropriée. Tout d'abord,

on remarque que J est décroissante le long des trajectoires ηt(u). En e�et
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1

dt
J(ηt(u)) =

(
DJ(ηt(u))| d

dt
ηt(u)

)
= (DJ(ηt(u))|Φ(ηt(u)))

= −γ(ηt(u))
‖DJ(ηt(u))‖2

V

max(‖DJ(ηt(u))‖V , δ)
≤ 0.

En particulier, si u ∈ {J ≤ c − ε}, on a J(ηt(u)) ≤ c − ε pour tout t ≥ 0. Or

l'ensemble qui nous intéresse peut s'écrire {J ≤ c + ε} = {J ≤ c − ε} ∪ B.

Il su�t donc de s'intéresser à l'ensemble ηt(B). Soit donc u ∈ B. Comme la

fonction t → J(ηt(u)) est continue décroissante, il existe un premier instant

t0 ≥ 0 (dépendant de u) tel que J(ηt0(u)) = c− ε (avec t0 = +∞ si on n'atteint

jamais cette valeur). Donc, pour tout 0 ≤ t ≤ t0, on a ηt(u) ∈ B, d'où

d

dt
J(ηt(u)) = −‖DJ(εt(u))‖V ≤ −δ.

Par conséquent, en intégrant cette inégalité, il vient

J(ηt0(u))− J(u) ≤ −δt0 ,

d'où

t0 ≤
1

δ
(J(u)− J(ηt0(u))) ≤ 1

δ
(c+ ε− (c− ε)) =

2ε

δ
.

En d'autres termes, on a montré que pourt = 2ε/δ, ηt(B) ⊂ {J ≤ c− ε}, ce qui

conclut la démonstration.

Remarque 3.1.2. i) On a démontré un peu plus que ce qui est a�rmé dans

le lemme de déformation : il s'agit non seulement d'un homéomorphisme, mais

d'une homotopie (ηt dépend continûment de t).
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ii) Il existe de nombreuses variantes du lemme de déformation. Par exemple,

on peut imposer que η({J ≤ c+ ε}) = {J ≤ c− ε}.

iii) Le lemme de déformation dépend de façon cruciale de la condition de Palais-

Smale. Considérons la fonction J(x) = x
1+x2

sur V = R. Elle ne satisfait pas la

condition de Palais-Smale en c = 0. De plus, c = 0 est une valeur régulière, mais

{J ≤ ε} n'est certainement pas homéomorphe à un sous-ensemble de {J ≤ −ε}

car ce dernier est compact, alors que {J ≤ ε} ne l'est pas.

Dans le cas où V n'est pas un espace de Hilbert, on ne peut pas identi�er V
′

et V et la démonstration, qui a besoin d'un champ de vecteurs dans V comme

second membre de l'EDO ne fonctionne pas telle quelle. Même si V est un

espace de Hilbert, mais J est seulement de classe C1, alors ce second membre

n'est pas localement lipschitzien, et on ne peut donc pas appliquer le théorème

de Cauchy Lipschitz. Dans ces deux cas, on remplace dans la démonstration

ci-dessus (dé�nition de la fonction Φ) le gradient de J par un pseudo-gradient,

dont nous indiquons brièvement la construction.

Dé�nition 3.1.3. Soit V un espace de Banach et J ∈ C1(V ;R). On dit que

v ∈ V est un pseudo-gradient de J en u si on a

‖v‖V ≤ 2 ‖DJ(u)‖V ′ et 〈DJ(u), v〉 ≥ ‖DJ(u)‖2
V ′ (3.1.1)

Soit Vr l'ensemble des points réguliers de J . Une application v : Vr → V est un

champ de pseudo-gradient de J si elle est localement lipschitzienne et si pour

tout u, v(u) est un pseudo-gradient de J en u.

Lemme 3.1.4. Soit V un espace de Banach et J ∈ C1(V ;R). Il existe un champ

de pseudo-gradient de J .
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Démonstration. Soit u ∈ Vr. On va d'abord montrer l'existence d'un pseudo

gradient vu en u. Pour cela, on note que, comme par dé�nition de la norme duale,

‖DJ(u)‖V ′ = sup
‖v‖V =1

〈DJ(u), v〉 6= 0, il existe donc wu ∈ V tel que ‖wu‖V = 1

et 〈DJ(u), v〉 > 2
3
‖DJ(u)‖V ′ . Posant alors vu = 2

3
‖DJ(u)‖V ′ wu, il vient

‖vu‖V =
2

3
‖DJ(u)‖V ′ < 2 ‖DJ(u)‖V ′ et 〈DJ(u), vu〉 > ‖DJ(u)‖2

V ′ .

Comme les inégalités ci-dessus sont strictes, par continuité de DJ , il existe un

ouvert Ωu tel que pour tout z ∈ Ωu

‖vu‖V ≤ 2 ‖DJ(z)‖V ′ et 〈DJ(z), vu〉 > ‖DJ(z)‖2
V ′ .

En d'autres termes, vu est un pseudo-gradient en tout point z de Ωu. Remar-

quons que comme vu 6= 0, Ωu ⊂ Vr d'après la première inégalité ci-dessus. On

a donc construit un recouvrement ouvert de Vr = ∪u∈VrΩu avec un pseudo-

gradient vu constant dans chaque Ωu. Il s'agit de recoller ces vecteurs constants

en un champ localement lipschitzien.

Pour cela, on utilise le fait que tout espace métrique est compact. Ceci signi�e

que tout recouvrement ouvert admet un ra�nement ouvert localement �ni. Dans

notre contexte, ceci se traduit par l'existence d'un autre recouvrement ouvert

de Vr, {ωλ}λ∈Λ tel que pour tout λ ∈ Λ, il existe uλ ∈ Vr tel que ωλ ⊂ Ωuλ et

pour tout point u de Vr, il existe un voisinage ouvert O de u tel que O∩ωλ = ∅

sauf pour un nombre �ni d'indices λ ∈ Λ, i.e., on recouvre localement avec un

nombre �ni d'ouverts ωλ.

Posons alors Ψλ(u) = d(u, Vr\ωλ). Alors, Ψλ est 1-lipschitzienne, le support de

Ψλ est exactement ωλ et Ψλ est localement bornée inférieurement par un nombre
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strictement positif dans ωλ car si B(u, r) ⊂ ωλ , alors Ψλ ≥ r sur B(u, r). De

plus, la somme
∑

µ∈Λ Ψµ est localement �nie, donc localement lipschitzienne et

localement bornée inférieurement par un nombre strictement positif à cause du

fait que {ωλ}λ∈Λ est un recouvrement de Vr. Si l'on pose sur Vr,

θλ =
Ψλ∑

µ∈Λ

Ψµ

,

on voit ainsi que 0 ≤ θλ ≤ 1,
∑

µ∈Λ θµ = 1, suppθλ = ωλ et θλ est localement

lipschitzienne.

On peut maintenant dé�nir

v (u) =
∑
λ∈Λ

θλ (u) vuλ .

Cette somme est localement �nie, donc bien dé�nie et localement lipschitzienne.

En tout point u, c'est une combinaison convexe d'un nombre �ni de pseudo

gradients en u. En e�et, θλ (u) > 0 si et seulement si u ∈ ωλ, avec ωλ ⊂ Ωuλ ,

ensemble où vuλ est un pseudo-gradient (constant). Or il est clair que toute

combinaison convexe de pseudo-gradients est un pseudo-gradient, ce qui termine

la démonstration.

3.1.2 Principe du Min-Max

Le lemme de déformation permet d'avoir une caractérisation topologique des

valeurs régulières exprimée seulement en termes des valeurs prises par la fonc-

tionnelle et non à l'aide de sa di�érentielle. On le met en oeuvre à travers le
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principe du min-max qui suit. Pour tout c ∈ R et ε0 > 0, on introduit un

ensemble d'homéomorphismes

Dε0
c = { η homéomorphismes de V satisfaisant la propriété i) du lemme de déformation }.

Théorème 3.1.5. Soit A un ensemble de parties de V non vide et

c = inf
A∈A

sup
u∈A

J (u) .

On suppose que J véri�e la condition de Palais-Smale au niveau c tel que c ∈ R

et qu'il existe α tel que A soit stable par Dε0
c pour tout α ≥ ε0 > 0, c'est-à-dire

que si A ∈ A, alors η(A) ∈ A pour tout η ∈ Dε0
c . Alors c est une valeur critique

de J .

Démonstration. On raisonne par l'absurde et on suppose que c soit une valeur

régulière de J . En vu de la façon dont le paramètre ε0 est introduit dans le

lemme de déformation, on peut toujours supposer que celui-ci est inférieur à α.

Soit ε un valeur associée au lemme de déformation. Par dé�nition de la borne

inférieure, il existe A ∈ A tel que

sup
u∈A

J(u) ≤ c+ ε,

soit encore A ⊂ {J ≤ c+ ε}. Par le lemme de déformation, il existe η ∈ Dε0
c tel

que η({J ≤ c+ ε}) ⊂ {J ≤ c− ε}, d'où a fortiori A
′

= η(A) ⊂ {J ≤ c− ε}, ce

qui implique que sup
u∈A′

J(u) ≤ c− ε. Or, par hypothèse, A′ ∈ A ce qui contredit

la dé�nition de c en tant que borne inférieure.
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Remarque 3.1.6. i) Si J véri�e la condition de Palais-Smale, −J aussi. On

a donc un résultat analogue pour les quantités

d = inf
A∈A

sup
u∈A

J (u) .

ii) Si on prend A = {{u}, u ∈ V }, alors on retrouve le fait qu'une fonction-

nelle qui véri�e la condition de Palais-Smale et qui est minorée atteint sa borne

inférieure.

iii) L'utilisation du principe du min-max dépend du choix de A. On prend en

général des classes d'ensembles qui partagent un même invariant topologique

(genre, catégorie, classe d'homotopie, etc.) susceptible d'être conservé par le

�ot ηt .

3.1.3 Le théorème du Col

Le première exemple de construction de valeur critique par le procédé de min-

max est le théorème du Col de la montagne ( en anglais Mountain Pass Theorem

) qui exprime très bien le continu du résultat et sa démonstration : si on se

trouve en un point A dans une cuvette à une altitude h0, entourée de montagnes

d'une altitude supérieure ou égale à h > h0 ; si on veut aller à un point B située

en dehors de la cuvette au delà des montagnes, et à une altitude h1 < h, il existe

un chemin passant par un col et conduisant de A à B. Pour le trouver il su�t

de prendre parmis tous les chemins allant de A à B, celui qui monte le moins

haut.

Théorème 3.1.7. Soient V un espace de Banach, J ∈ C1(V,R) véri�ant la

condition de Palais-Smale et telle que
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i) J(0) = 0,

ii) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖V = R alors J(u) ≥ a,

iii) Il existe v ∈ V, ‖v‖V > R, tel que J(v) < a.

Alors J admet une valeur critique c ≥ a. De façon plus précise, si on pose

A := {ϕ([0, 1]);ϕ ∈ C([0, 1];V ), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = v},

et

c := inf
A∈A

max
v∈A

J(v)

Alors c est une valeur critique de J.

Démonstration. Soient A (qui est évidemment non vide) et c dé�nis comme

dans le théorème. Tout d'abord notons que par connexité, pour tout A ∈ A,

l'intersection A∩{u ∈ V ; ‖u‖ = R} est non vide, et par conséquent max
v∈A

J(v) ≥

a et �nalement c ≥ a.

Si c n'est pas une valeur critique de J , avec les notations de lemme de déforma-

tion, pour 0 < ε < ε0, On peut trouver A ∈ A tel que

A := ϕ([0, 1]), c ≤ max
v∈A

J(v) ≤ c+ ε.

En posant ψ (τ) := η (1, ϕ (τ)) et B := ψ([0, 1]), on a B ∈ A. Mais la propriété

du lemme de déformation implique que B ⊂ [J(v) ≤ c− ε] , ce qui contredit le

fait que, par dé�nition de c, on a max
v∈B

J(v) ≥ c. On en conclut que c est une

valeur critique de J (et nous avons vu que c ≥ a).
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Remarque 3.1.8. i) On comprend mieux pourquoi ce théorème s'appelle théo-

rème du Col. Quand on interprète géométriquement ou plutôt géographi-

quement les conditions i) à iii) dans le cas où V = R2 et J(u) représente

l'altitude dans R3 d'un point u. Les conditions i) et ii) signi�ent que l'ori-

gine est placée dans une cuvette entourée de montagnes d'altitude au moins

a. La condition iii) signi�e qu'au delà de ces montagnes existe un point

v situé moins haut que lesdites montagnes, disons dans une vallée. Par

conséquent, il est intuitivement clair que l'on peut joindre continûment 0 à

v en passant par un col de montagne et la construction du min-max nous dit

comment faire : il su�t de regarder l'altitude maximale atteinte sur chaque

chemin et de choisir un chemin qui minimise cette altitude maximale.

ii) Il faut toute fois faire attention à l'intuition montagnarde. Ainsi, le théorème

du Col est vrai même si J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale

quand V = R (par le théorème des valeurs intermédiaires et celui de Rolle),

par contre il est faux quand V = R2, c'est-à-dire qu'il peut ne pas exister

de col car la borne inférieure de l'altitude maximale sur les chemins n'est

pas atteinte. Ainsi, par exemple, la fonction

J(x1, x2) = x2
1(1 + x2)3 + x4

2

n'a clairement qu'un seul point critique sur R2, à savoir l'origine où J =

0. Ce point critique est un minimum local, donc une cuvette entourée de

montagnes, et l'on peut descendre encore plus bas à l'extérieur de la cuvette

car infR2 J = −∞ .C'est donc un exemple de fonction présentant un seul

point critique, qui est un minimum local mais pas global.
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Comme il n'y a pas d'autre point critique que le minimum local, c'est donc

qu'il n'existe pas de col pour sortir de la cuvette. Cela ne peut se produire

que si les chemins minimisants partent vers l'in�ni. Cette perte de com-

pacité est évidemment liée au fait que J ne satisfait pas la condition de

Palais-Smale au niveau de l'inf-max.

3.2 Méthode Topologique

Nous allons introduire ici une variante du théorème des opérateurs monotones.

3.2.1 Théorème de Leray-Lions

Théorème 3.2.1. (Leray-Lions) Soit X espace de Banach réel ré�exive. Soit

T : X → X∗ un opérateur qui véri�e les conditions suivantes

(i) T est borné.

(ii) T est semi-continu.

(iii) T est coercive.

De plus, on suppose qu'il existe une application bornée Φ : X ×X → X∗ telle

que

(iv) Φ (u, u) = T (u) ∀u ∈ X;

(v) ∀u,w, h ∈ X et toute suite {tn}∞n=1 des nombres réels telle que tn → 0,

nous avons

Φ (u+ tnh,w) ⇀ Φ (u,w) ;

(vi) ∀u,w, h ∈ X on a 〈Φ (u, u)− Φ (u,w) , u− w〉 ≥ 0;
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(vii) si un ⇀ u et

lim
n⇀∞

〈Φ (un, un)− Φ (u, un) , un − u〉 = 0;

alors on a

Φ (w, un) ⇀ Φ (w, u) ∀w ∈ X;

(viii) si w ∈ X, un ⇀ u, Φ (w, un) ⇀ z, alors

lim
n⇀∞

〈Φ (w, un) , un〉 = 〈z, u〉 .

Alors l'équation

T (u) = f ∗

admet au moins une solution u ∈ X pour tout f ∗ ∈ X∗.

Démonstration. On divise la preuve en huit étapes.

Etape 1 : Sans perte de la généralité on peut démontrer le théorème pour l'équa-

tion

T (u) = 0. (3.2.1)

Etape 2 : On construit une � approximation de l'équation (3.2.1) de dimension

in�nie par une équation dans un espace de dimension �nie �. Plus précisément :

soit Λ est une famille de tous les sous-espaces de dimension �nie dans l'espace

X. Si F ∈ Λ, dé�nie l'opérateur jF : F → X par

jF (u) = u.

Évidemment jF est linéaire et continue sur F. Soit j∗F est l'opérateur adjoint de

jF . Alors
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j∗F : X∗ → F ∗

et pour u ∈ F, on pose

TF (u) := j∗F (T (u)) .

Etape 3 : Depuis la continuité de l'opérateur linéaire et le fait que la convergence

faible coïncide avec la convergence forte sur un sous-espace de dimension �nie,

il suit de (ii) que TF est continu. On pose alors

c (r) := inf
u∈X
‖u‖=r

〈T (u) , u〉
‖u‖

.

Par la condition (iii) , nous avons

lim
r→∞

c (r) =∞,

i.e.,

〈TF (u) , u〉 = 〈T (u) , jF (u)〉 = 〈T (u) , u〉 ≥ c (‖u‖) ‖u‖ (3.2.2)

est véri�é pour tout u ∈ F.

Etape 4 : On démontre que l'équation

TF (u) = 0F ∗ (3.2.3)

admet au monis une solution uF ∈ F.

En e�et Soit X espace de Banach de dimension �nie, soit T : X → X∗. Suppo-

sons qu'il existe fonctions réelles c = c (r) , dé�nies sur l'intervalle (0,∞) , telle

que
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lim
r→∞

c (r) =∞ et que 〈T (u) , u〉 ≥ c (‖u‖) ‖u‖ veri�es pour tout u ∈ X.

Alors T (X) = X∗, i.e., l'équation

T (u) = f ∗

admet au moins une solution pour f ∗ ∈ X∗ ( f ∗ est arbitraire) .

Soit f ∗ ∈ X∗. Dans le cas quand X = X∗ = RN et 〈u, v〉 = 〈u, v〉RN est le

produit scalaire dans RN , il existe r > 0 tel que l'opérateur F : RN → RN

dé�nie par la relation

F (u) = T (u)− f ∗

véri�e la supposition

〈F (u) , u〉RN > 0 pour u ∈ ∂B (0;R) avec R > 0 (R assez grande) .

(3.2.4)

On applique la propriété invariance de l'homotopie et on montre que (3.2.4)

implique qu'il existe

F (u0) = 0, i.e., T (u0) = f ∗.

Etape 5 : ∃r0 > 0 tel que

‖uF‖ ≤ r0
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pour tout F ∈ Λ et pour tout solution uF ∈ F de l'équation (3.2.3). En e�et, si

un tel r0 n'existe pas, il y a une suite {un}∞n=1des solutions de l'équation (3.2.3)

avec F = Fn, n = 1, 2,..., telle que

lim
n→∞

‖un‖ =∞, lim
n→∞

c (‖un‖) =∞.

Ceci est une contradiction avec l'inégalité (3.2.2)

c (‖un‖) ‖un‖ ≤ 0 = 〈TF (un) , un〉 .

Etape 6 : Soit F0 ∈ Λ et

ΛF0 = {F ∈ Λ : F0 ⊂ F} .

On note par UF0 ensemble de tous les éléments u ∈ X qui sont les solutions

de l'équation (3.2.3) pour F ∈ ΛF0 . De plus, soit UwF0
la fermeture faible de

l'ensemble UF0 . Notons que UwF0
⊂ B (0; r0) pour tout F0 ∈ Λ. Soit ΛF ⊂ Λ est

une sous-suite �nie de Λ. Alors

∩
F0∈ΛF

UwF0
6= ∅.

En e�et, soit ΛF = {F i
0 ∈ Λ : dimF i

0 <∞, i = 1, ... ,n} . Alors chacun des

ensembles UF i0 contiens tous les solutions u ∈ X de l'équation (3.2.3) dans
n
∪
i=1
F i

0.

Puisque B (0; r0) est un espace topologique compact, on a

∩
F0∈Λ
UwF0
6= ∅.

Donc il existe
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u0 ∈ ∩
F0∈Λ
UwF0

.

Dans toutes les deux étapes nous montrons que u0 est une solution de l'équation

(3.2.1).

Etape 7 :Soit v ∈ X. On choisit F0 ∈ Λ tel que v ∈ F0, et soit F ∈ ΛF0 . Si

uF ∈ F est une solution de l'équation (3.2.3) , alors la condition (iv) implique

que

0 ≤ 〈T (v)− T (uF ) , v − uF 〉 = 〈T (v) , v − uF 〉 − 〈T (uF ) , v − uF 〉

= 〈T (v) , v − uF 〉−〈T (uF ) , jF (v − uF )〉 = 〈T (v) , v − uF 〉−〈TF (uF ) , v − uF 〉

= 〈T (v) , v − uF 〉 .

Donc

〈T (v) , v − u〉 ≥ 0 et véri�er pour tout u ∈ UF0 ( tel que u arbitraire) .

(3.2.5)

Par la dé�nition de la topologie faible, l'équation (3.2.5) est valable pour u ∈

UwF0
. Particulièrement, alors on a

〈T (v) , v − u0〉 ≥ 0. (3.2.6)

Etape 8 : On choisie w ∈ X, t > 0, et on pose v = u0 + tw dans l'inégalité

(3.2.6). Alors

0 ≤ 〈T (u0 + tw) , tw〉 = t 〈T (u0 + tw) , w〉 , i.e., 0 ≤ 〈T (u0 + tw) , w〉 .
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Quand on passe à la limite lorsque t → 0+, en appliquant la condition (ii) on

obtient l'inégalité

〈T (u0) , w〉 ≥ 0 (3.2.7)

pour tout w ∈ X. On remplace l'élément w dans l'équation par l'élément (−w),

on trouve

〈T (u0) ,−w〉 = 〈T (u0) , w〉 , (3.2.8)

et donc

〈T (u0) , w〉 = 0 pour tout w ∈ X, i.e., T (u0) = 0.



Chapitre 4

Valeurs propres pour le problème

(p, q)-Laplacien dans RN

Ce chapitre est dévoué à l'étude d'un problème aux valeurs propres lié à l'opé-

rateur (p, q)-Laplacien avec un poids dans RN . L'équation modèle a la forme

suivante

−∆pu−∆qu = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN . (4.0.1)

Dans l'équation (4.0.1), les réels p et q sont tels que 1 < p, q < ∞,N ≥ 3 et

g est le poids qui est une fonction mesurable positive. Le paramètre λ est une

valeur propre et u est la solution faible recherchée.

On introduit l'espace des solutions W = W 1,p
(
RN
)
∩ W 1,q(RN) muni de la

norme

‖u‖ = (

∫
RN

|∇u|p dx)
1
p

+ (

∫
RN

|∇u|q dx)
1
q .

L'espace W est un espace de Banach ré�exif et séparable.

Une fonction u ∈ W est dite solution faible de l'équation (4.0.1) si et seulement

si

50
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∫
RN

|∇u|p−2∇u·∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u·∇vdx−λ
∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx = 0 ,∀v ∈ W.

Dans la section 4.1, nous présentons des résultats sur l'existence des solutions

faibles non triviales du problème (4.0.1) associées à des valeurs propres λ su-

périeurs à un seuil λ∗ > 0. Dans la section 4.2, nous assurons l'existence d'une

valeur propre principale et nous donnons sa caractérisation par un principe d'inf.

En�n, dans la section 4.3, nous démontrons l'unicité de cette valeur propre.

Pour atteindre les objectifs désirés, nous nous mettons sous les hypothèses sui-

vantes.

Hypothèses. Nous supposons que

1 < q < p < q∗ (4.0.2)

et

0 ≤ g ∈ L
(
q∗
α

)′ (
RN
)
∩ L∞

(
RN
)

(4.0.3)

avec α = p(1−t)
1− pt

p∗
, pour t ∈ (0, 1) (alors 0 < α < p) .

On cherche à démontrer l'existence des solutions faibles du problème (4.0.1) qui

sont exactement les points critiques de la fonctionnelle d'énergie

I (u) =
1

p
‖u‖p1,p +

1

q
‖u‖q1,q −

λ

p

∫
RN

g (x) |u|p dx. (4.0.4)

Proposition 4.0.2. La fonctionnelle I est de classe C1 sur W. Sa di�érentielle

est donnée par :
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〈I ′ (u) , v〉 =

∫
RN

|∇u|p−2∇u·∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u·∇vdx−λ
∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx,∀v ∈ W.

(4.0.5)

Avant de démontrer cette proposition on a besoin du résultat suivant.

Lemme 4.0.3. Pour tout u ∈ W, on a

∫
RN

g (x) |u|p dx ≤ C ‖g‖∞ ‖g‖
p(1−t)

L( q
∗
α )
′

(B′R)
‖u‖pt1,p ‖u‖

p(1−t)
1,q . (4.0.6)

Démonstration. On a par l'inégalité de Hölder

∫
RN

g (x) |u|p dx ≤ A1A2

où A1 =

∫
RN

g (x) |u|α dx


p(1−t)
α

et A2 =

∫
RN

g (x) |u|p
∗
dx


pt
p∗

.

Par l'injection de Sobolev on obtient

A2 ≤ C ‖g‖∞ ‖u‖
pt
1,p . (4.0.7)

On applique l'inégalité de Hölder pour l'estimation de A1 et on obtient

A
α

p(1−t)
1 ≤

∫
RN

g

(
q∗
α

)′
dx

 1

( q
∗
α )
′
∫

RN

|u|q
∗
dx

 α
q∗

. (4.0.8)

Par l'injection de Sobolev nous concluons que

A1 ≤ C ‖g‖p(1−t)
L( q

∗
α )
′

(RN )

‖u‖p(1−t)1,q .
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Démonstration de la proposition 4.0.2. Tout d'abord, il est clair que les trois

intégrales de l'équation (4.0.5) sont bien dé�nies pour tout u ∈ W.

On dé�nie les deux opérateurs

〈J (u) , v〉 =
1

p

∫
RN

|∇u|p vdx+
1

q

∫
RN

|∇u|q vdx

〈G (u) , v〉 =
1

p

∫
RN

g (x) |u|p vdx, ∀u, v ∈ W.

et leurs dérivées

〈
J
′
(u) , v

〉
=

∫
RN

|∇u|p−2∇u · vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u · vdx

〈
G
′
(u) , v

〉
=

∫
RN

g (x) |u|p−2 u · vdx, ∀u, v ∈ W.

Comme J est trivialement de classe C1 sur W (voir [29]), donc il reste à dé-

montrer que G est de classe C1 (W,R) .

Existence de la dérivée de Gâteaux : Soit u, v ∈ W et 0 < |t| < 1. Alors

par le théorème de la valeur intermédiaire on a :

|G (u+ tv)−G (u)| / |t| =
∣∣G′ (u+ t0v)

∣∣ |v|
et on a∣∣G′ (u+ t0v)

∣∣ |v| = ∫
RN

g (x) |u+ t0v|p−2 |u+ t0v| |v| dx

≤
∫
RN

g (x) |u+ t0v|p−2 |u+ t0v| |u+ t0v| dx
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=

∫
RN

g (x) |u+ t0v|p dx.

Par l'inégalité (4.0.6), on obtient∣∣G′ (u+ t0v)
∣∣ |v| ≤ ∫

RN

g (x) |u+ t0v|p dx ≤ C ‖g‖∞ ‖g‖
p(1−t)

L( q
∗
α )
′

(B′R)
‖u+ t0v‖pt1,p ‖u+ t0v‖p(1−t)1,q .

Continuité de la dérivée de Gâteaux :

Soit (un) ⊂ W une suite faiblement convergente (i.e.un ⇀ u), R > 0 et C ∈ R.

Pour tout v ∈ W on a∫
RN
g(|un|p−2 un−|u|p−2 u)vdx =

∫
BR

g(|un|p−2 un−|u|p−2 u)vdx+
∫
B
′
R

g(|un|p−2 un−

|u|p−2 u)vdx.

On a par l'inégalité de Hölder et l'hypothèse (4.0.3), on obtient∣∣∣∣∣ ∫BRg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖∞

(∫
BR

∣∣|un|p−2 un − |u|p−2 u
∣∣(p∗)′ dx) 1

(p∗)′
(∫
BR

|v|p
∗

) 1
p∗

.

Donc par l'injection de Sobolev, on trouve∣∣∣∣∣ ∫BRg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖∞ ‖v‖

(∫
BR

∣∣|un|p−2 un − |u|p−2 u
∣∣(p∗)′ dx) 1

(p∗)′

.

Comme un converge faiblement vers u dans W 1,p
(
RN
)
, alors (χBRun) converge

faiblement vers (χBRu) dans W 1,p (BR) . Nous pouvons déduire que (χBRun)

converge fortement vers (χBRu) dans L(p∗)′(p−1) (BR) puisque (p∗)′ (p− 1) < p∗.

Alors il existe une sous-suite, noté encore (χBRun) , et h ∈ L(p∗)′(p−1) (BR) tel que

χBRun → χBRu p.p. dans BR quand n → ∞ et ∀n, |χBRun| ≤ h p.p. dans BR

et χBR |un|
p−1 ≤ hp−1 p.p. dans BR. Par le théorème de Lebesgue il existe une

autre sous-suite, noté encore (χBRun), telle que χBR |un|
p−2 un −→ χBR |u|

p−2 u

fortement dans L(p∗)′(p−1) (BR) .

D'autre part par l'inégalité de Hölder on a pour tout v ∈ W∣∣∣∣∣∣ ∫B′Rg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
B
′
R

g
∣∣|un|p−2 un − |u|p−2 u

∣∣ αp∗
(p−1)q∗ vdx


(p−1)q∗
αp∗

.
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.

∫
B
′
R

g |v|
(

αp∗
(p−1)q∗

)′
dx

 1

( αp∗
(p−1)q∗ )

′

.

En appliquant encore l'inégalité de Hölder, on trouve

∫
B
′
R

g |v|
(

αp∗
(p−1)q∗

)′
dx ≤ ‖g‖

(
q∗
α

)
/( α

αp∗−(p−1)q∗ )
′

L( q
∗
α )
′

(B′R)

∫
B
′
R

g
pq∗−αp∗
q∗−α |v|p

∗
dx

 α
αp∗−(p−1)q∗

≤ C ‖g‖
(
q∗
α

)
/( α

αp∗−(p−1)q∗ )
′

L( q
∗
α )
′

(B′R)
‖g‖

pq∗−αp∗
q∗−α
∞ ‖v‖

αp∗
αp∗−(p−1)q∗

1,p

∣∣∣∣∣∣ ∫B′Rg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖A
L( q

∗
α )
′

(B′R)
‖v‖

où A =

(
q∗
α

)
( α
αp∗−(p−1)q∗ )

′
( αp∗
(p−1)q∗ )

′ . Il vient que
∫
B
′
R

g(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx → 0

quand R −→∞ car g ∈ L
(
q∗
α

)′ (
RN
)
.

Donc on trouve que lim
n→∞

∫
RN
g(|un|p−2 un−|u|p−2 u)vdx = 0. Par conséquent l'opé-

rateur G est continu.

4.1 Existence des valeurs propres

A�n de pouvoir appliquer les techniques de théorème du Col, il est tout d'abord

important de démontrer que la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-

Smale.

Lemme 4.1.1. La fonctionnelle I véri�e la condition de Palais-Smale (PS)c

au niveau c ∈ R.

La grande di�culté dans la démonstration de la condition de Palais-Smale est

de démontrer que la suite est bornée dans W .
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Démonstration. Soit (un) ⊂ W une suite de Palais-Smale au niveau c ∈ R. Ceci

signi�e que

I (un)→ c et I ′ (un)→ 0 dans W ′.

Premièrement on démontre que la suite un est bornée dansW . Pour tout v ∈ W,

on a

lim
n→∞

〈I ′ (un) , v〉 = 0 alors lim
n→∞

〈I ′ (un) , un〉 = 0. (4.1.1)

Comme lim
n→∞

I (un)− 1
p
〈I ′ (un) , un〉 = lim

n→∞

(
1
q
− 1

p

)
‖un‖q1,q = c.On peut conclure

que (un) est borné dans W 1,q
(
RN
)
. On pose maintenant

J (un) =

∫
RN

|∇un|p dx− λ
∫
RN

g |un|p dx.

Par la considération précédente, J (un) est une suite réelle convergente. Alors,

il existe C > 0 tel que

∫
RN

|∇un|p dx ≤ C + λ

∫
RN

g |un|p dx.

Comme la suite un dansW 1,q
(
RN
)
on peut trouver par lemme 4.0.3 une constante

positive, notée encore C, telle que

‖un‖p1,p ≤ C
(

1 + ‖un‖pt1,p
)
. (4.1.2)

On va supposer par contradiction que la suite un n'est pas bornée dansW 1,p
(
RN
)
,

alors ‖un‖1,p → +∞. Par l'inégalité (4.1.2), on obtient‖un‖p(1−t)1,p ≤ C(1 +

‖un‖−pt1,p ).
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D'après la supposition 0 < t < 1 on peut conclure que lim
n→∞

‖un‖p(1−t)1,p ≤ C ce

qui est une contradiction. Par conséquence, un est bornée dansW. Il existe alors

u ∈ W tel que (un) converge faiblement vers u, i.e. un ⇀ u.

Il est facile à démontrer que

lim
n→∞

〈I ′ (un)− I ′ (u) , un − u〉 = 0. (4.1.3)

On a aussi ∫
RN
g(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx = 0 ∀v ∈ W. (4.1.4)

Alors d'après (4.1.3) on obtient

lim
n→∞

∫
RN

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u) · (∇un −∇u) dx

+

∫
RN

(|∇un|q−2∇un − |∇u|q−2∇u) · (∇un −∇u) dx = 0.

On applique l'inégalité de Hölder pour obtenir∫
RN

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u) (∇un −∇u) dx

≥
∫
RN

(|∇un|p + |∇u|p) dx−

∫
RN

|∇un|p dx


p−1
p
∫

RN

|∇u|p dx

 1
p

−

∫
RN

|∇u|p dx


p−1
p
∫

RN

|∇un|p dx

 1
p

=


∫

RN

|∇un|p dx


p−1
p

−

∫
RN

|∇u|p dx


p−1
p

·

∫

RN

|∇un|p dx

 1
p

−

∫
RN

|∇u|p dx

 1
p


=
(
‖un‖p−1

1,p + ‖u‖p−1
1,p

)(
‖un‖1,p − ‖u‖1,p

)
≥ 0.

Comme la partie à gauche tend vers 0, alor lim
n→∞

‖un‖1,p = ‖u‖1,p dansW
1,p
(
RN
)

et de la même façon on peut démontrer que lim
n→∞

‖un‖1,q = ‖u‖1,q dansW 1,q
(
RN
)
.



58

La suite (un) étant faiblement convergente vers u dans W et comme l'espace

W véri�e la propriété de Radon-Riesz alors un converge fortement vers u dans

W.

On va à présent démontrer que la fonctionnelle I véri�e la géométrie du Col.

Lemme 4.1.2. 1. Il existe ρ, β > 0 tels que I (u) ≥ β si ‖u‖ = ρ.

2. Il existe u0 ∈ W avec ‖u‖ > ρ et I (u0) < 0.

Démonstration. 1. Soit u ∈ W , on pose ρ = ‖u‖ = ρ1 + ρ2 où ρ1 = ‖u‖1,p ,

ρ2 = ‖u‖1,q et on a

I (u) ≥ 1

p
ρ1 +

1

q
ρ2 −

λ

p
C ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ρ

pt
1 ρ

q(1−t)
2

≥ 1

p
ρpt1

(
ρ
p(1−t)
1 − λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ρ

q(1−t)
2

)
.

On peut choisir ρ2 = ε et ρ1 =

(
1 + λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ εq(1−t)

) 1
p(1−t)

pour petit

ε > 0. Par conséquent

I (u) ≥ 1

p

(
1 + λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ε

q(1−t)
) t

(1−t)

> 0

pour tout u ∈ W tel que ‖u‖ =

(
1 + λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ εq(1−t)

) 1
p(1−t)

+ ε.

2. On note par ϕ la fonction propre normalisée associée à la première valeur

propre λ1 du p-Laplacien avec poids, i.e.

− div
(
∇ |ϕ|p−2∇ϕ

)
= λ1g |ϕ|p−2 ϕ dans R
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et

∫
RN

|∇ϕ|p dx = 1.

Donc

I (τϕ) =
τ p

p
+
τ q

q

∫
RN

|∇ϕ|q dx− λτ p

p

∫
RN

g |ϕ|p dx

et comme on a
∫
RN

g |ϕ|p dx = 1
λ1

on obtient

I (τϕ) =
τ p

p

(
1− λ

λ1

)
+
τ q

q

∫
RN

|∇ϕ|q dx.

On a�rme que toute valeurs propres du problème (4.0.1) véri�e λ > λ1. Alors

I (τϕ)→ −∞ quand τ → +∞. Par conséquent, il existe τ0 > 0 tel que I (τ0ϕ) <

0 et on pose u0 = τ0ϕ.

Nous revenons maintenant à l'a�rmation que λ > λ1. Dans ce cas, nous intro-

duisons la quantité

λ∗ = inf
u∈W\{0}

∫
RN

|∇u|p dx+

∫
RN

|∇u|q dx

∫
RN

g (x) |u|p dx

Pour tout u ∈ W, on a∫
RN

|∇u|pdx+

∫
RN

|∇u|qdx∫
RN

g(x)|u|pdx

≥

∫
RN

|∇u|pdx∫
RN

g(x)|u|pdx

≥ inf
u∈W 1,p\{0}

∫
RN

|∇u|pdx∫
RN

g(x)|u|pdx

= λ1.

Alors il est facile de voir que λ∗ est positive.
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Nous supposons qu'il existe une valeur propre λ du problème (4.0.1) telle que

λ < λ∗. Alors il existe v ∈ W, v 6= 0 qui véri�e∫
RN

|∇v|p dx+

∫
RN

|∇v|q dx = λ

∫
RN

g (x) |v|p dx.

On obtient alors

λ∗ > λ =

∫
RN

|∇v|pdx+

∫
RN

|∇v|qdx∫
RN

g(x)|v|pdx

≥ inf
u∈W\{0}

∫
RN

|∇v|pdx+

∫
RN

|∇v|qdx∫
RN

g(x)|v|pdx

= λ∗

qui est une contradiction. Donc, il n'existe aucune valeur propre inférieure à λ∗.

D'autre part λ∗ n'est pas une valeur propre du problème (4.0.1). En e�et, soit

un ∈ W une suite minimisante de λ∗. En utilisant raisonnement dans [16] pour

démonter que un converge fortement vers une fonction non triviale u ∈ W qui

véri�e

p

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇wdx+q

∫
RN

|∇u|q−2∇u∇wdx = λ∗p

∫
RN

g (x) |u|p−2 uwdx , ∀w ∈ W

Ceci conduit à l'équation∫
RN

|∇u|q−2∇u∇wdx = 0, ∀w ∈ W.

Donc, u ≡ 0 est ceci est une contradiction.

Théorème 4.1.3. Supposons que les hypothèses (4.0.2) , (4.0.3) sont satisfaites,

alors il existe λ∗ > 0 tel que pour tout λ qui véri�e λ > λ∗ est une valeur propre

du problème (4.0.1) .

Démonstration. Fixant λ > λ∗. On dé�nit classe de familles

β := {ψ ∈ C ([0, 1] ,W ) , ψ (0) = 0, ψ (1) = u0} ,
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où u0 est obtenu au lemme (4.1.2).

On dé�ni le niveau minimum correspondant

c := inf
ψ∈β

max
t∈[0,1]

I (ψ (t)) .

Comme la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale et la géométrie

du Col, il l'en résulte que c dé�nie ci-dessus est une valeur critique de I. Donc

pour chaque λ > λ∗, il existe uλ point critique associé à c qui véri�e nécessaire-

ment c ≥ 1
p

(
1 + λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ εq(1−t)

)
. Alors, uλ n'est pas triviale depuis

I (0) = 0. Le théorème est ainsi démontré.

4.2 Valeur propre principale

Dé�nition 4.2.1. On dit que λ est une valeur propre principale du problème

(4.0.1) s'il existe u ∈ W , u 6= 0 et u ≥ 0 véri�e que∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u∇vdx = λ

∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx, ∀v ∈ W.

On a la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Sous les hypothèses (4.0.2) et (4.0.3) la quantité

λ = inf
u∈W\{0}

∫
RN

|∇u|p dx+ p
q

∫
RN

|∇u|q dx

∫
RN

g (x) |u|p dx
(4.2.1)

est une valeur propre principale du problème (4.0.1) .
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Démonstration. On dé�nie Φ : W \ {0} → R+ par

Φ (u) =

∫
RN

|∇u|p dx+ p
q

∫
RN

|∇u|q dx

∫
RN

g (x) |u|p dx
.

Il est facile de voir que Φ est une fonction C1 faiblement semi-continue infé-

rieurement dans W \ {0} . Nous rappelons que la première valeur propre λ1 du

p-Laplacien avec poids est caractérisée par

λ1 = inf
u∈W\{0}

∫
RN

|∇u|p dx

∫
RN

g (x) |u|p dx
(4.2.2)

On véri�e facilement que pour tout u ∈ W \ {0}

Φ (u) ≥ λ1.

Alors Φ est bornée inférieurement dans W \ {0} et est un nombre réel positif

plus grand que λ1.

Soit (un) ⊂ W \ {0} une suite minimisant de (4.2.1) , i.e.

λ = lim
n→+∞

Φ (un) .

Comme on a |∇ |u|| = |∇u| alors (|un|) est aussi une suite minimisante. Donc

nous pouvons supposer que (un ) est positive. On a

λ = lim
n→+∞

Φ (un) .

Premièrement on démontre que un est bornée dans W . Puisque Φ (un) est un

suite réelle convergente, il existe une constante c1 > 0 tel que

Φ (un) ≤ c1. (4.2.3)
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D'autre part, on obtient par l'inégalité (4.0.6)

Φ (un) ≥ c3

‖un‖p1,p + ‖un‖q1,q
‖un‖pt1,p ‖un‖

q(1−t)
1,q

(4.2.4)

Par conséquent, (un) est bornée dans W si non Φ (un) → ∞ et ceci est une

contradiction avec (4.2.3). La ré�exivité de W garantie l'existence de u ∈ W,

u ≥ 0 tel que un ⇀ u. Comme Φ faiblement semi-continue inférieurement alors,

Φ (u) ≤ lim
n→∞

inf Φ (un)

Il suit que λ = Φ (u) et par conséquent on conclut que u est un point critique

de Φ, i.e.

〈Φ′ (u) , v〉 = 0, ∀v ∈ W. (4.2.5)

Un simple calcul montre que (4.2.5) est équivalent à

1

p

∫
RN

|∇u|p−2∇u.∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u.∇vdx

∫
RN

g |u|p dx−

−

1

p

∫
RN

|∇u|p dx+
1

q

∫
RN

|∇u|q dx

∫
RN

g |u|p−2 uvdx = 0, ∀v ∈ W.

Ce signi�e que u est un fonction propre de problème (4.0.1) associé à λ = Φ (u) .

Maintenant on démontre que u 6= 0. On suppose par contradiction que u ≡ 0.

Ceci implique que lim
n→∞

∫
RN

g (x) |un|p dx = 0. Par conséquent,

lim
n→∞

1

p

∫
RN

|∇un|p dx+
1

q

∫
RN

|∇un|p dx

 = lim
n→∞

Φ (un)

∫
RN

g (x) |un|p dx

= 0.
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Donc lim
n→∞

‖un‖1,p = lim
n→∞

‖un‖1,q = 0.

La relation (4.2.4) donne

Φ (un) ≥ c3

‖un‖
q−p(1−t)

t
1,p + ‖un‖q1,q

‖un‖pt1,p ‖un‖
p(1−t)
1,q

= ‖un‖−pt1,p ‖un‖
pt2−(p−q)

t
1,q

(
1 + ‖un‖−(1−t)(p+q)

1,q

)
.

En tenant compte des hypothèses sur les exposant p, q et t on trouve que

lim
n→∞

Φ (un) = ∞ et ceci est une contradiction. Par conséquent, u 6= 0 et λ

est une valeur propre principale du problème (4.0.1) .

4.3 Unicité de la valeur propre principale λ

On commence cette partie par rappeler l'identité de Picone généralisée.

Théorème 4.3.1. (Identitéde Picone généralisée) Soient Ω ⊂ RN un ouvert

borné ou pas et u ≥ 0, v > 0 deux fonctions di�érentiables. Notons

L (u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − pu

p−1

vp−1
∇u |∇v|p−2∇v;

R (u, v) = |∇u|p −∇
(
up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

Alors

L (u, v) = R (u, v) .

De plus, L (u, v) ≥ 0, et L (u, v) = 0 p.p. Ω si et seulement si ∇ (u/v) = 0 p.p.

RN , i.e. u = kv pour une certaine constante k dans chaque composante de RN .

Démonstration. En développent R (u, v) il est facile de voir que L (u, v) =

R (u, v) . On utilise maintenant l'inégalité de Minkowski αβ ≤ |α|p /p + |β|q /p
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avec α = |∇u| et β = (u |∇v| /v)p−1 , où 1/p+ 1/q = 1. Nous avons :

L (u, v) = |∇u|p − pu
p−1

vp−1
|∇v|p−2 |∇v| . |∇u|+ (p− 1)

up

vp
|∇v|p

+ p
up−1

vp−1
|∇v|p−2 [|∇v| . |∇u| − ∇v.∇u] .

Si L (u, v) (x0) = 0, et u (x0) 6= 0 alors ma nécessairement |∇v| . |∇u| = ∇v.∇u

et |∇u| = (u/v) |∇v| , i.e. ∇u = (u/v)∇v ou ∇ (u/v) (x0) = 0. D'autre part, si

S =
{
x ∈ RN : u (x) = 0

}
alors ∇u = 0 p.p. (cf. [4]) , et donc ∇ (u/v) = 0 p.p.

nous concluons que∇ (u/v) = 0 p.p. RN et par conséquent u = cv.

On dé�nit à présent les applications suivantes

Lp (u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − pu

p−1

vp−1
∇u |∇v|p−2∇v,

Lq (u, v) = |∇u|q + (p− 1)
vp

up
|∇v|q − pu

p−1

vp−1
∇u |∇v|q−2∇v,

et on pose :

L (u, v) = Lp (u, v) + Lq (u, v)

Lemme 4.3.2. Pour tout u, v ∈ Cα
loc avec v > 0 dans RN , nous avons L (u, v) ≥

0, ce qu'implique,∫
RN

|∇u|p +

∫
RN

|∇u|q ≥
∫
RN

−∆pv

vp−1
|u|p +

∫
RN

−∆qv

vq−1
|u|q , (4.3.1)

et si L (u, v) = 0 il existe c ∈ R tel que u = cv.

Démonstration. On utilise l'identité de Young, pour ε > 0,

∇u |∇v|p−2∇vu |u|
p−2

vp−1
≤ |∇u| |∇v|p−1

(
|u|
v

)p−1

(4.3.2)

≤ εp

p
|∇u|p +

p− 1

pεp

∣∣∣∣uv
∣∣∣∣p |∇v|p .



66

Soit ε = 1, par intégration sur RN , on trouve

p

∫
RN

|∇v|p−2∇v∇u

(
u |u|p−2

vp−1

)
≤
∫
RN

|∇u|p + (p− 1)

∫
RN

∣∣∣∣uv
∣∣∣∣p |∇v|p . (4.3.3)

De la même manière on obtient

q

∫
RN

|∇v|q−2∇v∇u

(
u |u|q−2

vq−1

)
≤
∫
RN

|∇u|q + (q − 1)

∫
RN

∣∣∣∣uv
∣∣∣∣q |∇v|q . (4.3.4)

Donc

Lp (u, v) ≥ 0 et Lq (u, v) ≥ 0,

Ce qu'implique que

L (u, v) ≥ 0

D'autre part, si L (u, v) = 0, alors nous avons

p

∫
RN

|∇v|p−2∇v∇u

(
u |u|p−2

vp−1

)
−
∫
RN

|∇u|p + (p− 1)

∫
RN

∣∣∣∣uv
∣∣∣∣p |∇v|p = 0, (4.3.5)

et

q

∫
RN

|∇v|q−2∇v∇u

(
u |u|q−2

vq−1

)
−
∫
RN

|∇u|q + (q − 1)

∫
RN

∣∣∣∣uv
∣∣∣∣q |∇v|q = 0 (4.3.6)

et par le choit ε = 1 dans (4.3.2), on obtient∫
RN

{
∇u∇v |∇v|p−2 u |u|p−2

vp−1
− |∇u| |∇v|p−1

(
|u|
v

)p−1
}
dx = 0, (4.3.7)

et ∫
RN

{
∇u∇v |∇v|q−2 u |u|q−2

vq−1
− |∇u| |∇v|q−1

(
|u|
v

)q−1
}
dx = 0. (4.3.8)

Par (4.3.5) , (4.3.6), on déduit que |∇u| = |(u/v∇v)| et d'après les deux inégali-

tés (4.3.7) , (4.3.8) on trouve que ∇u = η (u/v)∇v, où |η| = 1, et dans ce cas on

obtient L (u, v) = 0. Ceci implique que η = 1 et ∇ (u/v) = 0. Par conséquent ,

il existe c ∈ R tel que u = cv.
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Proposition 4.3.3. La valeur propre principale λ est unique.

Démonstration. Supposons que u, v sont deux fonctions propres du problème

(4.0.1) associées respectivement à λ, λ, avec u, v > 0 dans RN . Soit ϕk ∈

C∞0
(
RN
)
une suite convergente vers v dans W. Alors, pour une sous-suite noté

encore ϕk et ∇ϕk converge dans RN vers v et ∇v réspectivement. On prend

|ϕk|p /up−1 comme fonction test dans l'équation (4.0.1), et on utilise l'identité

de Picone pour obtenir

0 ≤ L (ϕk, u) =

∫
RN

|∇ϕk|p +

∫
RN

|∇ϕk|q −
∫
RN

|∇u|p−2∇u
(
|ϕk|p

up−1

)
+

∫
RN

|∇u|q−2∇u
(
|ϕk|q

uq−1

)
(4.3.9)

=

∫
RN

|∇ϕk|p +

∫
RN

|∇ϕk|q − λ
∫
RN

g |ϕk|p .

En passant à la limite, quand k tend vers ∞, on obtient

0 ≤ L (v, u) ≤
∫
RN

|∇v|p +

∫
RN

|∇v|q − λ
∫
RN

gvp

= λ

∫
RN

gvp − λ
∫
RN

gvp

=
(
λ− λ

) ∫
RN

gvp

comme L (v, u) = 0, on conclut que u = cv et λ = λ.



Chapitre 5

Sur les solutions du problème

(p, q)-Laplacien avec résonance

D'un point de vu physique, la résonance est un phénomène selon lequel cer-

tains système sont sensibles à certaines fréquences. Mathématiquement parlé,

il s'agit d'existence de solutions non triviales d'une E.D.P. soumise à une fré-

quence propre (valeur propre) de l'opérateur di�érentiel associé à cette E.D.P.

Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier le problème de résonance suivant

−∆pu−∆qu+ f (x, u) = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN (5.0.1)

où les réels p et q sont tels que 1 < p, q < ∞,N ≥ 3, g est le poids qui est une

fonction mesurable positive et f : RN × R → R est une fonction de Carathéo-

dory. Le paramètre λ est la valeur propre principale du problème (4.0.1) étudiée

au chapitre précédent et u est la solution recherchée dans l'espace W .

Dans le chapitre 4 contrairement au cas du p-Laplacien, nous n'avons pas pu

démontré la simplicité de la valeur propre principale. Et donc nous ne pouvons

pas chercher la solution de notre problème comme étant des points critiques de

68
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la fonctionnelle de l'énergie sur le complémentaire, dans W , d'un espace de di-

mension �nie. C'est pourquoi nous avons eu recours à une méthode topologique

qui est le théorème de Leray-Lions(voir chapitre 3).

Nous introduisons les hypothèses suivantes.

Hypothèses. Nous supposons que les hypothèses (4.0.2), (4.0.3) sont véri�ées.

Nous supposons aussi que f : RN× R → R est une fonction de Carathéodory

telle que f (x, 0) 6= 0 et

|f (x, u)| ≤ σ (x) + ρ (x) |u|γ pour p.p. x ∈ RN , u ∈ R (5.0.2)

où 0 < γ < p∗−1, σ ∈ L(p∗)′
(
RN
)
et ρ ∈ Lδ

(
RN
)
∩L∞

(
RN
)
avec δ = p∗

p∗−(γ+1)
.

Nous supposons aussi que

inf
s∈R∗

f (x, s)

|s|p−2 s
> λg (x) p.p. x ∈ RN . (5.0.3)

Problème de résonance

Le problème de résonance (5.0.1) est équivalent à trouver les solutions u ∈ W,

u 6= 0 qui véri�ent

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
RN

|∇u|q−2∇u∇vdx+

∫
RN

f(x, u)vdx−λ
∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx = 0,

(5.0.4)

pour tout v ∈ W.

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant.
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Théorème 5.0.4. Supposons que les hypothèses (4.0.2), (4.0.3), (5.0.2) et (5.0.3)

sont satisfaites, alors le problème (5.0.1) admet au moins une solution faible non

triviale.

On dé�nie pour les opérateurs J, G, H, F : W → W ′ par :

〈J (u) , v〉 =

∫
RN

|∇u|p−2∇u.∇vdx

〈G (u) , v〉 =

∫
RN

|∇u|q−2∇u.∇vdx

〈H (u) , v〉 =

∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx

〈F (u) , v〉 =

∫
RN

f (x, u) vdx, ∀u, v ∈ W.

On pose

T := J +G− λH + F.

On peut véri�er aisément qu'une fonction u est solution de (5.0.4) si et seulement

si Tu = 0 dans W
′
. On commence par démontrer des résultats auxiliaire qui

est résumé dans le lemme qui suit.

Lemme 5.0.5. Soit un → u dans W. Alors H (un)→ H (u) et F (un)→ F (u)

quand n→∞.

Démonstration. Pour tout v ∈ W et R > 0 on pose

〈H (un)−H (u) , v〉 =
∫
BR

g(|un|p−2 un−|u|p−2 u)vdx+
∫
B
′
R

g(|un|p−2 un−|u|p−2 u)vdx.

En appliquant l'inégalité de Hölder et l'hypothèse (4.0.3), nous obtenons
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∣∣∣∣∣ ∫BRg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖∞

(∫
BR

∣∣|un|p−2 un − |u|p−2 u
∣∣(p∗)′ vdx) 1

(p∗)′

.

Donc par l'injection de Sobolev, nous avons∣∣∣∣∣ ∫BRg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖∞ ‖v‖

(∫
BR

∣∣|un|p−2 un − |u|p−2 u
∣∣(p∗)′ dx) 1

(p∗)′

.

Comme un converge faiblement vers u dans W 1,p
(
RN
)
, alors (χBRun) converge

faiblement vers (χBRu) dans W 1,p (BR) . Nous pouvons déduire que (χBRun)

converge fortement vers (χBRu) dans L(p∗)′(p−1) (BR) car (p∗)′ (p− 1) < p∗. Alors

il existe une sous-suite, noté encore (χBRun) , et h ∈ L(p∗)′(p−1) (BR) tel que

χBRun → χBRu p.p. dans BR quand n → ∞ et ∀n, |χBRun| ≤ h p.p. dans BR

et χBR |un|
p−1 ≤ hp−1 p.p. dans BR. Par le théorème de Lebesgue il existe une

autre sous-suite, notée encore (χBRun), telle que χBR |un|
p−2 un −→ χBR |u|

p−2 u

fortement dans L(p∗)′ (BR) .

D'autre part par l'inégalité de Hölder on a pour tout v ∈ W∣∣∣∣∣∣ ∫B′Rg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
B
′
R

g
∣∣|un|p−2 un − |u|p−2 u

∣∣ αp∗
(p−1)q∗ vdx


(p−1)q∗
αp∗

.

.

∫
B
′
R

g |v|
(

αp∗
(p−1)q∗

)′
dx

 1

( αp∗
(p−1)q∗ )

′

.

En appliquant encore l'inégalité de Hölder, on trouve∫
B
′
R

g |v|
(

αp∗
(p−1)q∗

)′
dx ≤ ‖g‖

(
q∗
α

)
/( α

αp∗−(p−1)q∗ )
′

L( q
∗
α )
′

(B′R)

∫
B
′
R

g
pq∗−αp∗
q∗−α |v|p

∗
dx

 α
αp∗−(p−1)q∗

≤ C ‖g‖
(
q∗
α

)
/( α

αp∗−(p−1)q∗ )
′

L( q
∗
α )
′

(B′R)
‖g‖

pq∗−αp∗
q∗−α
∞ ‖v‖

αp∗
αp∗−(p−1)q∗

1,p∣∣∣∣∣∣ ∫B′Rg(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖A
L( q

∗
α )
′

(B′R)
‖v‖

où A =

(
q∗
α

)
( α
αp∗−(p−1)q∗ )

′
( αp∗
(p−1)q∗ )

′ . Il vient que
∫
B
′
R

g(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx → 0
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quand R −→∞ puisque g ∈ L
(
q∗
α

)′ (
RN
)
.

Par conséquent, lim
n→∞

〈H (un)−H (u) , v〉 = 0 pour tout v ∈ W.

Pour l'opérateur F on a ∀v ∈ W

〈F (un)− F (u) , v〉 =
∫
BR

(f (x, un)− f (x, u)) vdx+
∫
B
′
R

(f (x, un)− f (x, u)) vdx.

Comme un converge fortement vers u dans W , alors un est borné dans W

donc dans W 1,p
(
RN
)
. Alors (χBRun) est borné dans W 1,p (BR) . Nous pouvons

déduire que (χBRun) converge fortement vers (χBRu) dans Lα (BR) pour tout

1 ≤ α < p∗ en particulier, pour α = γ (p∗)
′
. Alors il existe une sous-suite, noté

encore χBRun et h ∈ Lα (BR) telle que

un (x)→ u (x) dans BR quand n→∞

et

|un (x)| ≤ h (x) dans BR.

Il suit que

f (x, un (x))→ f (x, u (x)) dans BR quand n→∞

et

|f (x, un)| ≤ σ (x) + ρ (x)hγ (x) dans BR.

On a par supposition que ρ ∈ L∞
(
RN
)
, alors σ + ρhγ ∈ L(p∗)′ (BR) Donc,

f (., un)→ f (., u) dans L(p∗)′ (BR) .

D'autre part, par l'injection de Sobolev on a pour tout v, w ∈ W

∫
B
′
R

σ |v| dx ≤

∫
B
′
R

|v|p
∗
dx

 1
p∗
∫
B
′
R

σ(p∗)′dx

 1
(p∗)′

≤ c ‖v‖

∫
B
′
R

σ(p∗)′dx

 1
(p∗)′

.

(5.0.5)
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De la même façon nous obtenons

∫
B
′
R

ρ |w|γ |v| dx ≤

∫
B
′
R

|w|p
∗
dx


γ
p∗
∫
B
′
R

(ρ |v|)
p∗

p∗−γ dx


p∗−γ
p∗

≤

∫
B
′
R

|w|p
∗
dx


γ
p∗
∫
B
′
R

|v|p
∗
dx

 1
p∗
∫
B
′
R

ρδdx

 1
δ

donc ∫
B
′
R

ρ |w|γ |v| dx ≤ c′ ‖w‖γ ‖v‖

∫
B
′
R

ρδdx

 1
δ

. (5.0.6)

∫
B
′
R

(f (x, un)− f (x, u)) vdx ≤
∫
B
′
R

|f (x, un)− f (x, u)| |v| dx

≤

c
∫
B
′
R

σ(p∗)′dx

 1
(p∗)′

+ c
′′

∫
B
′
R

ρδdx

 1
δ

 ‖v‖ . (5.0.7)

Comme σ ∈ L(p∗)′
(
RN
)
et ρ ∈ Lδ

(
RN
)
, il vient que

∫
B
′
R

(f (x, un)− f (x, u)) vdx→

0 quand R→∞. Donc, lim
n→∞

〈F (un)− F (u) , v〉 = 0 ∀v ∈ W.

Démonstration du Théorème 5.0.4. Nous allons appliquer le théorème de Leray-

Lions. Nous démontrons en premier lieu que J , G, H et F sont des opérateurs

bornés, au sens où ils transforment des ensembles bornés de W à des ensembles

bornés de W ′. Soit u ∈ W tel que ‖u‖ ≤M. Pour toute s > 1 par l'inégalité de

Hölder on obtient

sup
‖v‖=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
RN

|∇u|s−2∇u.∇vdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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≤ sup
‖v‖=1

∫
RN

|∇u|s−1∇vdx

≤ sup
‖v‖=1

∫
RN

|∇u|(s−1)s′ dx

 1
s′
∫

RN

|∇v|s dx

 1
s

≤ ‖u‖
s
s′ ≤M s−1.

Donc J et G sont des opérateurs bornés de W dans W
′
. D'autre part on a

‖H (u)‖∗ = sup
‖v‖≤1

|〈H (u) , v〉|

≤ sup
‖v‖≤1

∫ g (x)

RN

|u|p dx

 1
p′
∫ g (x)

RN

|v|p dx

 1
p

.

Par la relation (4.0.6) nous obtenons

‖H (u)‖∗ ≤ c sup
‖v‖≤1

(
‖u‖pt

1,p
‖u‖p(1−t)

1,q

) p−1
p
(
‖v‖pt

1,p
‖v‖p(1−t)

1,q

) 1
p

≤ c sup
‖v‖≤1

(
‖u‖pt

1,p
‖u‖p(1−t)

1,q

) p−1
p ≤Mp−1.

Pour l'opérateur F , pour tout u, v ∈ W∣∣∣∣∣∣
∫
RN

f (x, u) vdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
RN

σ (x) |v| dx+

∫
RN

ρ (x) |u|γ |v| (x) dx

≤

∫
RN

σ(p∗)′dx

 1
(p∗)′

∫
RN

|v|p
∗
dx

 1
p∗

+

∫
RN

|u|p
∗
dx


γ
p∗
∫
B
′
R

(ρ |v|)
p∗

p∗−γ dx


p∗−γ
p∗

≤


∫

RN

σ(p∗)′dx

 1
(p∗)′

+

∫
RN

|u|p
∗
dx


γ
p∗ ( ∫

RN
ρδdx

) 1
δ


∫

RN

|v|p
∗
dx

 1
p∗

.

En utilisant l'injection de Sobolev, nous obtenons∣∣∣∣∣∣
∫
RN

f (x, u) vdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ c
(
‖σ‖(p∗)′ + ‖u‖

γ ‖ρ‖δ
)
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alors

‖Fu‖∗ ≤ c ‖σ‖(p∗)′ +Mγ ‖ρ‖δ

Par conséquent, l'opérateur T est borné.

Ensuite, on démontre que l'opérateur T est continu de W dans W
′
. Soient un,

u ∈ W telles que ‖un − u‖ → 0 quand n→∞. On a

‖J (un)− J (u)‖∗ = sup
‖v‖≤1

|〈J (un)− J (u) , v〉| (5.0.8)

= sup
‖v‖≤1

∣∣∣∣∣∣
∫
RN

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇vdx

∣∣∣∣∣∣
≤ sup
‖v‖≤1

∫
RN

∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣p′ dx

 1
p′

‖v‖1,p .

La dernière intégrale tend vers 0 quand ‖un − u‖ → 0, à cause la continuité de

l'opérateur de Nemytskii Ψ (u (x)) = Ψ (∇u (x)) de Lp
(
RN
)
dans Lp

′ (RN
)
où

Ψ (s) = |s|p−2 s. Par le même résonnement on trouve que ‖G (un)−G (u)‖∗ → 0

quand n→∞.

La continuité de l'opérateur H et F est garantie par lemme 5.0.5. Par consé-

quent, T est continu alors il aussi demi-continu de W dans W ′.

Pour la coercivité de T , on a

1

‖u‖
〈Tu, u〉 =

1

‖u‖

‖u‖p1,p + ‖v‖q1,q +

∫
RN

(
f (x, u)u− λg |u|p

)
dx

 .

et par l'hypothèse (5.0.3) il vient que∫
RN

(
f (x, u)u− λg |u|p

)
dx ≥ 0.
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Alors la coercivité de T est immédiate.

On dé�nit l'opérateur Φ : W ×W → W ′ par

〈Φ (u,w) , v〉 = 〈(J +G) (u) , v〉+
〈(
F − λH

)
(w) , v

〉
. (5.0.9)

C'est clair que Φ (u, u) = T (u) pour tout u ∈ W.

Maintenant on véri�ent la dernière partie de Théorème Leray-Lions.

Soit tn une suite réelle telle que tn → 0 et u, v et w ∈ W, alors

Φ (u+ tnv, w) = (J +G) (u+ tnv) +
(
F − λH

)
(w) .

Puisque J +G est continu, alors

Φ (u+ tnv, w)→ Φ (u,w) .

Ensuite on véri�e la monotonie de la partie principale de Φ. Pour tout u, v ∈ W

on a

〈Φ (u, u)− Φ (w, u) , u− w〉 = 〈(J +G) (u)− (J +G) (w) , u− w〉 .

Par l'inégalité de Hölder on a

〈J (u)− J (w) , u− w〉 =

∫
RN

|∇u|p dx+

∫
RN

|∇w|p dx−
∫
RN

|∇u|p−2∇u.∇wdx

−
∫
RN

|∇w|p−2∇w.∇udx

≥
∫
RN

(|∇u|p + |∇w|p) dx−

∫
RN

|∇u|p dx


p−1
p
∫

RN

|∇w|p dx

 1
p

−

∫
RN

|∇w|p dx


p−1
p
∫

RN

|∇u|p dx

 1
p
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=


∫

RN

|∇u|p dx


p−1
p

−

∫
RN

|∇w|p dx


p−1
p

·

∫

RN

|∇u|p dx

 1
p

−

∫
RN

|∇w|p dx

 1
p


=
[
‖u‖p−1

1,p − ‖w‖
p−1
1,p

] [
‖u‖1,p − ‖w‖1,p

]
≥ 0. (5.0.10)

Par la même raisonnement nous obtenons

〈G (u)−G (w) , u− w〉 =
[
‖u‖q−1

1,q − ‖w‖
q−1
1,q

] [
‖u‖1,q − ‖w‖1,q

]
≥ 0. (5.0.11)

Donc

〈Φ (u, u)− Φ (u,w) , u− w〉 ≥ 0.

Soit un ⇀ u dans W et on a lim
n→∞

〈Φ (un, un)− Φ (u, un) , u− w〉 = 0. Par la

monotonie de J et G (voir [29]), on trouve

lim
n→∞

〈J (un)− J (u) , un − u〉 = 0

et

lim
n→∞

〈G (un)−G (u) , un − u〉 = 0.

donc il suit de la relation (5.0.10) et (5.0.11) que

‖un‖1,p → ‖u‖1,p

et

‖un‖1,q → ‖u‖1,q .

Puisque W 1,p
(
RN
)
et W 1,q

(
RN
)
sont des espace de Banach uniformément

convexe, donc on trouve la converge fortement de un vers u dans W 1,p
(
RN
)

et W 1,q
(
RN
)
et donc dans W.
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Il suit de la continuité de l'opérateur F − λH et que Φ (w, un)→ Φ (w, u) pour

tout w ∈ W .Maintenantsoitw∈ W , un ⇀ u dans W et Φ (w, un) ⇀ z. On a

〈Φ (w, un) , un〉 = 〈Φ (w, un) , u〉+ 〈Φ (w, un) , un − u〉 .

On a par la supposition 〈Φ (w, un) , u〉 = 〈z, u〉 alors nous allons montrer seule-

ment que 〈Φ (w, un) , un − u〉 → 0 quand n→∞.

Nous avons par la dé�nition

〈Φ (w, un) , un − u〉 = 〈(J +G)w, un − u〉+
〈(
F − λH

)
un, un − u

〉
=
〈
(J +G)w +

(
F − λH

)
u, un − u

〉
+
〈(
F − λH

)
un −

(
F − λH

)
u, un − u

〉
.

La première quantité dans la dernière équation tend vers zéro car un converge

faiblement vers u.

Pour la deuxième partie, on a

∣∣〈(F − λH)un − (F − λH)u, un − u〉∣∣ ≤ ∥∥(F − λH)un − (F − λH)u∥∥∗ ‖un − u‖
≤ c

∥∥(F − λH)un − (F − λH)u∥∥∗ .
Comme un est faiblement convergente, alors elle est bornée dans W. Par lemme

5.0.5 on a
∥∥(F − λH)un − (F − λH)u∥∥∗ → 0 quand n → ∞. Il suit que

〈Φ (w, un) , un − u〉 → 0 quand n→∞ et alors 〈Φ (w, un) , u〉 → 〈z, u〉 .

Ainsi d'après le théorème Leray-Lions nous pouvons conclure que l'équation

T (u) = 0 a au moins une solution u dans W. Cette solution est une solution

faible non triviale du problème (5.0.1) puisque T (0) 6= 0. La preuve du théorème

est ainsi complète.



Chapitre 6

Régularité des Solutions

Ce chapitre est concerné par l'étude qualitative des solutions des problèmes

(4.0.1) et (5.0.1). Nous démontrons dans la section 6.1 que les solutions sont

localement bornées. Dans la section 6.2 nous décrivons le comportement asym-

tôtique de ces solutions à l'in�ni. Nous démontrons exactement qu'elles sont

d'une décroissance exponentielle.

Hypothèses. Nous supposons que les hypothèses des chapitres 4 et 5 sont

satisfaites. Nous posons g (x, u) = −f (x, u) + λg (x) |u|p−2 u et nous supposons

qu'elle véri�e

(H1) g (x, t) : RN × R → R fonction de Caratheodory ; g (x, t) ≥ 0 pour t ≥ 0

et g (x, u) ≡ 0, pour t < 0 et tout x ∈ RN .

(H2) Pour tout ε > 0, il existe C (ε) > 0 tel que |g (x, t)| ≤ ε |t|q−1+C (ε) |t|p
∗−1

pour tout (x, t) ∈ RN ×R, où p∗ = NP
N−P si N > p, 0 < p∗ < +∞ si N ≤ p.

(H3) lim
t⇀0+

g(x,t)
tp−1 uniformément dans x ∈ RN , lim

t→+∞
g(x,t)
tp−1 = l uniformément dans

x ∈ RN pour l ∈ (0,+∞) .

79
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6.1 Régularité des solutions

Théorème 6.1.1. Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont véri�ées alors les

solutions u des problèmes (4.0.1) et (5.0.1) sont localement bornées i.e., u ∈

L∞loc
(
RN
)
.

Démonstration. On démontre que toute solution faible u de l'équation

 −∆pu−∆qu+ f (x, u) = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN ,

u ∈ W
(6.1.1)

est localement bornée.

On choisit fonction η ∈ C∞ non négative telle que pour R > 0, r > 0 on a

|∇η| ≤ 2

r
.

η =


1, si x ∈ BR,

(0, 1) , autre,

0, si x 6∈ BR+r.

Nous supposons que u ≥ 0 et on pose u = u+ k ( pour k > 0) .

Alors

uL =

 u, si u < L,

L+ k, si u ≥ L.

On considère u+, u− et u = u+ + k, u = u− + k séparément. Pour toutes les

cas, on a ∇uL = 0 dans
{
x ∈ RN | u (x) = 0 où u (x) ≥ L

}
. On pose la fonc-

tion ϕ (x) = ηp
(
u u

p(β−1)
L − kp(β−1)+1

)
, où β > 1, d'autre part on note par
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g (x, t) = −f (x, t) + λg (x) |t|p−2 t.

On suppose C une constante dépende seulement de N, p, q, on multiplie l'équa-

tion (6.1.1) par ϕ et on intègre sur RN , on obtient

∫
RN

pηp−1
(
u u

p(β−1)
L − kp(β−1)+1

)
|∇u|p−2∇u∇η + ηpu

p(β−1)
L |∇u|p−2∇u∇u

+ p (β − 1) ηpu u
p(β−1)−1
L |∇u|p−2∇u∇u

+ pηp−1
(
u u

p(β−1)
L − kp(β−1)+1

)
|∇u|q−2∇u∇η (6.1.2)

+ ηp u
p(β−1)
L |∇u|q−2∇u∇u+ p (β − 1) ηpu u

p(β−1)−1
L |∇u|q−2∇u∇u

=

∫
RN

g (x, u)ϕdx ≤ C

∫
RN

[
up
∗−1 + 1

]
ηpu u

p(β−1)
L

Maintenant∣∣∣∣∣∣
∫
RN

pηp−1
(
u u

p(β−1)
L − kp(β−1)+1

)
|∇u|p−2∇u∇ηdx

∣∣∣∣∣∣
≤ p

∫
RN

ηp−1u u
p(β−1)
L |∇u|p−2 |∇u| |∇η| dx

≤ ε

∫
RN

(
ηu

(β−1)
L |∇u|

)p
dx+ C (ε)

∫
RN

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
dx, (6.1.3)

et de la même manière on trouve
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∣∣∣∣∣∣
∫
RN

pηp−1
(
u u

p(β−1)
L − kp(β−1)+1

)
|∇u|q−2∇u∇ηdx

∣∣∣∣∣∣
≤ p

∫
RN

ηp−1u u
p(β−1)
L |∇u|q−2 |∇u| |∇η| dx

= p

∫
RN

u
p(β−1)
L

[
η
p(q−1)
q |∇u|q−2 |∇u| .η

p
q
−1u |∇η|

]
dx

≤
∫
RN

u
p(β−1)
L

[
εηp |∇u|q + C (ε) ηp−quq |∇η|q

]
(6.1.4)

= ε

∫
RN

ηp u
p(β−1)
L |∇u|q dx+ C (ε)

∫
RN

ηp−qL uqu
p(β−1)
L |∇η|q dx.

Donc, on peut choisir ε tel que on a

C

∫
RN

[
up
∗−1 + 1

]
ηpu u

p(β−1)
L

≥
∫
RN

p (β − 1) ηpu u
p(β−1)−1
L |∇uL|p +

1

2
ηpu

p(β−1)
L |∇u|p − C

(
u u

p(β−1)
L |∇η|

)p
p (β − 1) ηpu u

p(β−1)−1
L |∇uL|q +

1

2
ηpu

p(β−1)
L |∇u|q − Cηp−ququp(β−1)

L |∇η|q dx.

(6.1.5)

Prendre k = 1 et dans ce cas on a u ≥ 1, on obtient

∫
RN

p (β − 1) ηp u
p(β−1)−1
L (|∇uL|p + |∇uL|q) +

1

2
ηpu

p(β−1)
L (|∇u|p + |∇u|q) dx

≤ C

∫
RN

(ηpup
∗
u
p(β−1)
L +

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
+ ηp−ququ

p(β−1)
L |∇η|q dx), (6.1.6)
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On pose WL = ηu u
(β−1)
L et voir que ηu(β−1)

L ≤ ηu u
(β−1)
L et

∫
RN

ηp−ququ
p(β−1)
L |∇η|q dx =

∫
RN

uqu
q(β−1)
L |∇η|q .ηp−qu(p−q)(β−1)

L dx

≤
∫
RN

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
dx+

∫
RN

(
ηu

(β−1)
L

)p
dx

≤
∫
RN

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
dx+

∫
RN

(
ηu u

(β−1)
L

)p
dx.

L'inégalité (6.1.5) implique que


∫
RN

(
ηu u

(β−1)
L

)p∗
dx


p
p∗

=

∫
RN

|∇WL|p
∗
dx


p
p∗

≤ C

∫
RN

|∇WL|p dx (6.1.7)

≤ C

∫
RN

upu
p(β−1)
L |∇η|p + Cβp

∫
RN

[
ηpu

p(β−1)
L |∇u|p + ηpu

p(β−1)
L |∇uL|p

]
dx

≤ C

∫
RN

upu
p(β−1)
L |∇η|p + Cβp·

·
∫
RN

[
ηpup

∗
u
p(β−1)
L +

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
+ ηp−ququ

p(β−1)
L |∇η|q

]
dx

≤ Cβp
∫
RN

[
ηpup

∗
u
p(β−1)
L +

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
+
(
ηu u

(β−1)
L

)p]
dx

≤ Cβp


∫
RN

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
dx+

∫
RN

ηpup
∗
u
p(β−1)
L dx.
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Nous exigeons qu'il existe R0 > 0 tel que

u ∈ L
(p∗)2

p (BR0) . (6.1.8)

En e�et, comme

∫
RN

ηpup
∗
u
p(β−1)
L dx ≤

∫
RN

(
ηu u

(β−1)
L

)p∗
dx

p/p∗ .
 ∫
BR+r

up
∗
dx


(p∗−p)/p∗

, (6.1.9)

On prend β = p∗

p
dans (6.1.6) et R = R0 assez petit tel que

∫
B2R

up
∗
dx

(p∗−p)/p∗

≤ 1

2C
,

on trouve que

∫
RN

(
ηu u

(β−1)
L

)p∗
dx

p/p∗

≤ C

∫
RN

(
u u

(β−1)
L |∇η|

)p
dx ≤ C

∫
RN

upβ |∇η|p dx.

(6.1.10)

Supposons que L→ +∞ alors on a uL → u dans (6.1.10) , on obtient

 ∫
BR+r

u
(p∗)
p

2

dx


p/p∗

≤ C

∫
BR+r

|∇η|p up∗dx < +∞.

Alors on peut démontré que u ∈ L∞ (BR0) , 0 < R < R0/2.

On pose t = (p∗)2 / (p∗ − p) p > 1. Supposons que u ∈ Lpβt/(t−1) (BR+r) , 0 <

r < R. Par (6.1.8) et l'inégalité de Sobolev, on obtient
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∫
RN

ηpup
∗
u
p(β−1)
L dx ≤

 ∫
BR+r

(
ηpupβL

)t/(t−1)


(t−1)/t

.

 ∫
BR+r

(
u(p∗−p)t)


1/t

(6.1.12)

≤

 ∫
BR+r

(
ηpupβ

)t/(t−1)


(t−1)/t

.

 ∫
BR+r

(
u(p∗)

]2
/p


1/t

≤ C

 ∫
BR+r

(
ηpupβ

)t/(t−1)


(t−1)/t

et ∫
RN

|∇η|p upup(β−1)
L dx ≤ Cr−p

 ∫
BR+r

(
upβ
)t/(t−1)


(t−1)/t

. (6.1.13)

Alors on obtient

∫
RN

(
ηu u

(β−1)
L

)p∗
dx

p/p∗ ≤ Cβpr−p

 ∫
BR+r

(
upβ
)t/(t−1)


(t−1)/t

,

i.e.,

∫
BR

up
∗βdx

1/β

≤ C1/ββp
∗/βr−p∗/β

 ∫
BR+r

(
upβ
)t/(t−1)


(t−1)p

∗
/tpβ

, (6.1.14)

où C dépend r, β.

On pose χ = (p∗) (t− 1) /pt (χ > 1) , β = χi, Bi = BR+2−ir, i = 0, 1, ..., dans

(6.1.13) et

Ii =

(∫
Bi

(
|u|(pt)/(t−1)

)χi
dx

)1/χi

. (6.1.15)
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Alors (6.1.13) implique que

Ii+1 =
∥∥upt/(t−1)

∥∥
χi+1(Bi+1)

= ‖u‖p
∗/χ
p∗χi(Bi+1)

(6.1.16)

≤ C
1

χi+1

( r

2i+1

)− p∗

χi+1
∥∥∥u(pt)/(t−1)χp

∗iχ−(i+1)
∥∥∥
χi(Bi)

= C
1

χi+1 .
[
2−

(i+1)

r
]− p∗

χi+1

χp
∗iχ−(i+1)

Ii

≤ C
∑i+1
j=0 χ

−j (
2p
∗)∑i+1

j=0 jχ
−j (

r−p
∗)∑i+1

j=0 χ
−j
χp
∗∑i+1

j=0 jχ
−(j+1)

I0.

Remarquons que I0 ≤ C
(∫

B2R

(
|u|p

∗
)
dx
) 1
p∗
< +∞; alors soit i → +∞ dans

(6.1.15) on obtient

u ∈ L∞ (BR (x0)) , (6.1.17)

et comme x0 est arbitraire, on obtient

u ∈ L∞loc
(
RN
)

(6.1.18)

par la dé�nition de u. Ceci achève la démonstration.

6.2 Comportement asymptôtique des solutions

Théorème 6.2.1. Les solutions u des problèmes (4.0.1) et (5.0.1) sont décrois-

santes à l'in�ni, i.e. ∃C > 0, ε > 0, R > 0 tels que

|u (x)| ≤ Ce−ε|x| pour |x| ≥ R. (6.2.1)
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Démonstration. On montré qu'il existe une constante C̃, tel que ‖u‖L∞ ≤ C̃. On

dé�ni la fonction U (x) = C̃eεRe−ε|x| et la fonction test φ ∈ W 1,p
0

(
RN rBR

)
.

Alors si |x| > R ( R assez grand) et ε > 0 ( ε assez petit) on trouve que

−∆pU −∆qU +
λ

2
g |U |p−2 U = Up−1

[
λ

2
g − (N − 1)

|x|
εp−1 − (p− 1) εp

]
> 0.

C'est la raison pour laquelle

∫
|x|≥R

(
−∆pU −∆qU +

λ

2
g |U |p−2 U

)
φdx ≥ 0. (6.2.2)

D'autre part par l'hypothèse (H3) on a

g (x, u) ≤ −λ
2
g |u|p−2 u quand u→ 0+. (6.2.3)

Donc, (6.2.3) implique que

∫
|x|≥R

(
−∆pu−∆qu+

λ

2
g |u|p−2 u

)
φdx ≤ 0. (6.2.4)
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Alors, (6.2.2) , (6.2.4) et la dé�nition de φ montre que

0 ≥
∫
|x|≥R

N∑
i=1

(
|∇u|p−2 uxi − |∇U |

p−2 Uxi
)
φxidx

+
λ

2

∫
|x|≥R

g
(
up−1 − Up−1

)
φdx

+

∫
|x|≥R

N∑
i=1

(
|∇u|q−2 uxi − |∇U |

q−2 Uxi
)
φxidx (6.2.5)

=

∫
{|x|≥R}∩{u>U}

N∑
i=1

(
|∇u|p−2 uxi − |∇U |

p−2 Uxi
)
φxidx

+
λ

2

∫
|x|≥R

g
(
up−1 − Up−1

)
φdx

+

∫
|x|≥R

N∑
i=1

(
|∇u|q−2 uxi − |∇U |

q−2 Uxi
)
φxidx.

Puisque
(
|ξ|t−2 ξi − |η|t−2 ηi

)
(ξi − ηi) > 0 quand t > 1, ξ 6= η, (6.2.5) implique

que

u ≤ U p.p. dans
{
x ∈ RN : |x| > R

}
. (6.2.6)

Remarquons que U ∈ C∞
(
RN
)
et d'après (i) implique que u ∈ C1

(
RN
)
. Par

conséquent u ≤ C̃eεRe−ε|x| = Ce−ε|x|.



Chapitre 7

Valeurs propres d'un Problème

nonlinéaire contenant un opérateur

du type divergence

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l'existence des solutions du l'équation

elliptique non linéaire suivante

− div (ψ (∇u)) = λg (x) |u|p−2 u, x ∈ RN (7.0.1)

où 1 < p < N, N ≥ 3 ,et g (x) fonction mesurable positive. Nous allons prouver

l'existence de solution pour l'équation 7.0.1 dans l'espace de SobolevW 1,p
(
RN
)
.

Dans ce cas on utilisons le théorème du Col, on trouve que la solution faible de

ce problème est le point critique de la fonctionnelle d'énergie.

Une formulation variationnelle de problème 7.0.1 est donnée par


trouver u ∈ W 1,p

(
RN
)
tel que∫

RN

ψ (∇u)∇vdx = λ

∫
RN

g (x) |u|p−2 uvdx ,∀v ∈ W 1,p
(
RN
)
. (7.0.2)

89
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Ce problème est équivalent à trouver des solutions non triviales u de l'équation

I ′(u) = 0 dans W−1,p′
(
RN
)
. (7.0.3)

où I c'est la fonctionnelle d'énergie donnée par

I(u) =

∫
RN

Ψ (∇u) dx− λ

p

∫
RN

g (x) |u|p dx, pour tout u ∈ W 1,p
(
RN
)

(7.0.4)

et Ψ (t) =

t∫
0

ψ (s) ds.

Nous étudions, dans ce travail l'équation 7.0.1 avec une fonction ψ véri�ant les

hypothèses suivantes.

Hypothèses

(H1) Supposons que 1 < q < p < q∗ et 0 ≤ g ∈ L
(
q∗
α

)′ (
RN
)
∩ L∞

(
RN
)
.

(H2) L'application Ψ ∈ C1
(
RN ,R

)
.

(H3) Il existe c0 > 0, T > 0 etM > 0 tels que |Ψ (t) | ≥ c0|t|p, pour tout t ∈ RN

et |ψ (s) | ≤ T |s|p−1 pour tout s ∈ RN .

Théorème 7.0.2. Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3) l'équation (7.0.1)

admet une solution faible pour tout λ > λ1.

A�n de pouvoir appliquer les techniques du calcul des variations, il est tout

d'abord important de se demander comment se comportent les suites de Palais-

Smale de I.

Lemme 7.0.3. I véri�e la condition de Palais-Smale.

Démonstration. On a

I
′
(u)ϕ =

∫
RN

ψ (∇u)∇ϕdx−λ
∫
RN

g (x) |u|p−2 uϕdx, pour tout u, ϕ ∈ W 1,p
(
RN
)
.
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Soit (un)n∈N ⊂ W 1,p
(
RN
)
une suite véri�e la condition de Palais-Smale au

niveau c ∈ R. Ceci signi�e que

I (un)→ c et I ′ (un)→ 0 dans W−1,p′ .

Premièrement on démontre que la suite un est bornée dans W 1,p.

Pour tout v ∈ W 1,p, on a

I (un)− 1
p
〈I ′ (un) , un〉 =

∫
RN

Ψ (∇un) dx− λ
p

∫
RN

g (x) |un|p dx

−1
p

∫
RN

ψ (∇un)∇undx+ λ
p

∫
RN

g (x) |un|p dx

=

∫
RN

Ψ (∇un) dx− 1
p

∫
RN

ψ (∇un)∇undx

≥ c0

∫
RN

|∇un|p dx− T
p

∫
RN

|∇un|p dx

Par la condition de Palais-Smale, on obtient

(
c0 −

T

p

) ∫
RN

|∇un|p dx ≤ c

implique que

‖un‖W 1,p ≤M.

Par conséquence, il existe une sous-suite notée encore (un)n∈N faiblement conver-

gente vers u (i.e. un ⇀ u) dans W 1,p
(
RN
)
et fortement convergente vers u (i.e.

un → u) dans Lp
(
RN
)
.

On peut facilement trouver que

lim
n→∞

〈
I
′
(un)− I ′ (u) , un − u

〉
= 0 (7.0.5)
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et nous avons démontrer précédament dans chapitre (4)que

lim
n→∞

∫
RN

g(|un|p−2 un − |u|p−2 u)vdx = 0 pour tout v ∈ W 1,p (7.0.6)

alors d'après (7.0.5) et (7.0.6) on obtient

lim
n→∞

∫
RN

(ψ (∇un)− ψ (∇u)) (∇un −∇u) dx = 0.

Cette égalité est vrai si et seulement si ∇un → ∇u, ce qui montre que un

converge fortement vers u dans W 1,p.

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer que I véri�e le théorème du

Col.

Lemme 7.0.4. 1. ∃ρ, σ > 0 tels que ‖u‖1,p = ρ =⇒ I (u) ≥ σ.

2. ∃u0 ∈ W 1,p
(
RN
)
tels que ‖u0‖1,p > ρ et I (u0) < 0.

Démonstration. 1. Soit u ∈ W 1,p
(
RN
)
, on pose ρ1 = ‖u‖1,p , ρ2 = ‖u‖1,q , on

a :

I (u) ≥ c0ρ
p
1 + 1

q
ρ2 − λ

p
C ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ρ

pt
1 ρ

p(1−t)
2

≥ ρpt1

(
c0ρ

p(1−t)
1 − λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ρ

q(1−t)
2

)
où 0 < t < 1.On peut choisir ρ2 = ε et ρ1 = 1

c0

(
1 + λC

p
‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ε

q(1−t)
2

) 1
p(1−t)

pour ε > 0 assez petit.

Par conséquent

I (u) ≥
(

1 + 1
p
λC ‖g‖∞ ‖g‖

p(1−t)

( q
∗
α )
′ ε

q(1−t)
2

) pt
p(1−t)

> 0

∀u ∈ W 1,p
(
RN
)
.
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2. On note par ϕ la fonction normalisé associée au première valeur propre λ1

pour le problème du p-Laplacien suivant

−div
(
|∇ϕ|p−2∇ϕ

)
= λ1g |ϕ|p−2 ϕ dans RN

et

∫
RN

|∇ϕ|p dx = 1.

Donc

I (tϕ) =

∫
RN

Ψ (t∇ϕ) dx− λ

p

∫
RN

g |tϕ|p dx

=

∫
RN

Ψ (t∇ϕ) dx− λtp

p

∫
RN

g |ϕ|p dx

≤
∫
RN

Tt |∇ϕ| dx− λtp

p

∫
RN

g |ϕ|p dx

≤
∫
RN

Tt |∇ϕ|p dx− λtp

p

∫
RN

g |ϕ|p dx

= Tt− λtp

p

∫
RN

g |ϕ|p dx

et comme on a
∫
RN

g |ϕ|p dx = 1
λ1

on obtient

I (tϕ) ≤ Tt− λtp

λ1p
.

Donc pour λ > λ1, I (tϕ) → −∞ quand t → +∞, et par conséquent, il existe

t0 = t0ϕ tels que I (t0ϕ) < 0.
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Démonstration du Théorème 7.0.1. Les conditions du théorème du Col sont sa-

tisfaites donc il existe une solution qui est un point critique de la fonctionnelle

d'Euler-Lagrange I.



Conclusion

Une étude approfondie de certains problèmes faisant intervenir l'opérateur (p, q)-

Laplacien a été présenté dans cette thèse. Nous étions essentiellement concernés

par l'étude des valeurs propres et le problème de résonance. Les méthodes et les

résultats présentés dans le présent manuscrit ont di�éré de ceux du p-Laplacien.

Pour traiter le problème aux valeurs propres, nous étions ramenés à utiliser le

théorème du Col au lieu de la théorie du Ljusternick-Schnirelmann.

Du côté des résultats, nous avons démontré que les valeurs propres constituent

une famille continue de réels positifs. Nous avons aussi démontré qu'il existe

une seule valeur propre principale.

Lorsque nous avons posé le problème de résonance, une di�culté major liée

à la non simplicité de la valeur propre principale est apparue et a rendu la

décomposition de l'espace des solutions impossible. Nous avons alors proposé

d'utiliser le théorème de Leray-Lions qui a assuré l'existence d'au moins une

solution non triviale.

Dans une autre direction, nous avons élaboré un résultat de régularité des solu-

tions trouvées et nous avons décrit leur comportement à l'in�ni. Nous avons clô-

turer cette thèse par présenter une généralisation de l'opérateur (p, q)-Laplacien
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que nous souhaitons poursuivre son étude à l'avenir.



Chapitre 8

Appendice

Théorème 8.0.5. [Ljusternick − Schnirelmann]Soient X un espace de Ba-
nach, F ∈ C1,1

loc (X,R) et G dé�ni par

G = {v ∈ X; pF (v) = 1} (8.0.1)

véri�ent

∀v ∈ G,F ′ (v) 6= 0 (8.0.2)

Soit E ∈ C1 (X,R) et J = E \G . On suppose que F et J sont paires, tel que J

n'est pas constante, satisfait la condition de Palais-Smale sur G et que 0 /∈ G.

Pour tout entier K ≥ 1on pose:

cK = inf
A∈BK

sup
u∈A

J (v) (8.0.3)

où

Bk = {A ∈ G (X) ; γ (A) ≥ K} (8.0.4)
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(i)Pour toutK ≥ 1 tel que Bk 6= ∅ et cK ∈ R, cK est une valeur critique de J

sur G. De plus cK ≤ cK+1, et si pour un entier j ≥ 1 on a Bk+j 6= ∅ et cK =

cK+j ∈ R alors γ (K (cK)) ≥ j + 1,où :

K (cK) =
{
u ∈ G; J (u) = cK , ∃λ ∈ R tel que E

′
(u) = λF

′
(u)
}
. (8.0.5)

(ii) Si pour tout K ≥ 1 on a BK 6= ∅ et cK ∈ R, alors

Lim
n→∞

ck = +∞ (8.0.6)
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