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Résumé

Nous étudions dans cette thése différentes équations aux dérivées partielles non
linéaires du type elliptique. Nous montrons ’existence des solutions non triviales de
certains problémes contenant un opérateur non homogeéne.

Cette thése est répartie en plusieurs chapitres qui ne peuvent pas étre lus indé-
pendamment les uns des autres.

Dans les chapitres deux et trois, nous faisons un bref rappel des différents notions
et outils dont nous faisons un usage fréquent dans les autres chapitres.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons a étudier les valeurs propres de
'opérateur (p, q)-Laplacien avec poids dans RY. Nous allons démontrer qu’il existe
A* > 0 telle que toute A > \* est une valeur propre du probléme considéré. L’approche
utilisée est basée essentiellement sur le théoréme du Col. Nous donnons aussi dans ce
chapitre un résultat concernent I'existence et I'unicité de la valeur propre principale.

Dans le cinquiéme chapitre, nous traitons un probléme de résonance avec une
fonction source non linéaire. Nous montrons moyennant une variante du théoréme de
Leray-Lions que de tels problémes admettent au moins une solution non triviale.

Dans le sixiéme chapitre, nous établissons des résultats de régularité des solutions
des problémes traités dans les deux chapitres précédents.

Dans le dernier chapitre, nous établissons l'existence d’une famille de valeurs
propres d’un opérateur nonlinéaire du type divergence généralisant ainsi les résultats
du chapitre quatre. Nous cloturons cette thése avec une conclusion et des perspectives.

Mots clés : Espace de Sobolev; solution faible; point critique; valeur propre;

probléme de résonance ; Théoréme du Col.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of a class of elliptic nonlinear partial differen-
tial equations. We are mainly concerned by the (p, ¢)-Laplacian operator. After brief
remainders, we establish different existing results.

We firstly prove the existence of a continuous family of eigenvalues for the (p, q)-
Laplacian with a positive weight in RY. Then we treat a resonance problem where we
ensure the existence of at least one nontrivial solution. We also consider the regularity
problem.

In the end, we generalize the above results to a nonlinear problem that contains
an operator of divergence type.

Key words and phrases : Sobolev spaces; weak solution ; critical point ; eigen-

value ; resonance problem ; Mountain Pass Theorem.
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Notations générales

Symbole Signification
Au Laplacien de u

Apu = div (|Vu|p_2 Vu) p-Laplacien de u

p* Exposent critique de p, p* = { ]\I;_]jp’ sip< N
400, sip> N

supp(u) Support de la fonction u

1] Norme dans Pespace X

d(z,A) Distance entre x et I'ensemble A

Bgr Boule de RY de rayon R centrée a origine

Bpr (z0) Boule de RY de rayon R centrée en zy € RY

X' Espace dual de X

p.p. Presque pour tous les points

5.C.0. Semi continue inférieurement

5.C.S. Semi continue supérieurement

C (Q) ou C°(Q) Ensemble des fonctions continues dans €2

Y (Q) Ensemble des fonctions continues dans 2 a support compact



CH(Q)
CH2(Q)
CE(Q)
C>=(Q)

xi

Ensemble des fonctions de classe k dans €2

Ensemble des fonctions Holderiennes de classe k dans €2
Ensemble des fonctions de C*(Q) a support compact
Ensemble des fonctions indéfiniment différentiables dans €2
Ensemble des fonctions de C'*(2) a support compacte

{u: Q — R | umesurable, [ |ul’ < co},1<p< oo
0

{u: Q — R | u mesurable et 3C tel que |u(z)] < C p.p.}
Espace dual de LP(Q), p/ = 1%
Espace de Sobolev avec dérivées d’ordre k dans LP((2)

Espace de Sobolev avec trace nulle
Espace dual de W7(Q)



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Introduction

Cette thése concerne 'étude de certains problémes elliptiques non linéaires. Dans
les problémes considérés au cours de ce travail, nous nous placons dans RY, N > 3.
Ceci pose un certain nombre de difficultés liées principalement au fait que le domaine
n’est pas borné ce qui entraine la perte des injections compactes de Sobolev, chose
qui est primordiale pour assurer la convergence des suites bornées.
A travers les chapitres 4-7, nous avons montré comment ces difficultés peuvent étre
surmontées et démontrer de nouveaux résultats concernant les valeurs propres, exis-
tence de solutions du probléme de résonance, la régularité et le comportement asymp-
totique des solutions faibles. Un des éléments essentiels permettant de pallier ces obs-
tacles réside dans 'emploi d’une fonction poids appartenant & un espace de Lebesgue
approprié. Il est alors possible d’adapter des méthodes variationnelles ou encore cer-
tains arguments topologiques.
Notons que les problémes que nous avons étudiés dans ce travail de thése comportent
des opérateurs de type divergence notamment 'opérateur non linéaire, non autoad-

joint dit (p, ¢)-Laplacien qui est défini par (A,+A,)u = div(|VulP~2Vu+|Vu|T2Vu).



De tels opérateurs apparaissent dans de nombreux modéles cinétiques de réactions
chimiques, de dynamique des populations, de physique des plasmas ainsi que dans

certains modeéles d’écoulement de fluides non newtoniens.

Dans la littérature nous trouvons de nombreux travaux dédiés a I’étude théorique
de tels équations et systémes d’équations. En fait, ’étude de ce type de problémes a
effectivement commencé au milieu des années 1980 par M. Otani [51] en une dimension
puis par F. de Thélin [64] en dimension N. Ce dernier auteur a démontré I'existence
et I'unicité des solutions radiales dans RY pour des équations de type —A,u = g(x,u)
ou la fonction g est controlée par des fonctions polynomiales par rapport a u. Plus
tard Otani [51] a généralisé ce résultat a des ouverts quelconques. On peut citer
certains précurseurs de ’analyse des problémes elliptiques aux valeurs propres comme

G. Barles [13] et A. Anane [9], qui ont étudié les équations du type :
—Apu=Auf’?u  dans Q domaine borné.

Plus tard en 1993, P. Lindqvist [44] a établi différents résultats sur ce type d’équa-
tions qui font suite a l'article de A. Anane [9]. Par ailleurs, il y a d’autres résultats

sur I'unicité qui ont été énoncés par J. 1. Diaz et J. E. Saa [26] en 1987 pour des

f(z,r)

équations de la forme —Apu = f(z,u) sous la condition que la fonction r — <525

soit décroissante.

Le probléme de bifurcation a partir de la premiére valeur propre a été abordé par
R. F. Manasevich et M. A. Del Pino [46], tandis que les problémes de non résonance
associés au p-Laplacien étaient étudiés par A. Anane et O. Chakrone [10]. Plus tard, le
cas non borné de ces équations a été abordé par P. Drabek and J. Milota [29], Drabek,

Z. Moudan et A. Touzani [30] et Y. X. Huang [40], ou les questions d’existence et



d’unicité ont été résolues aussi bien pour des problémes de valeurs propres que pour
des problémes non-linéaires.

Le but de cette thése est de présenter des résultats concernant certaines classes d’
équations aux dérivées partielles elliptiques non linéaires faisant intervenir 'opérateur

(p, q¢)-Laplacien. Nous considérons le probléme elliptique non linéaire
—Aju— Agu A f(z,u) = Ag () |ul’ 2 u, = € RY (1)

ou p, ¢ > 1, A € R, g est une fonction positive mesurable dans RY et f : RVx R — R
fonction de Carathéodory.

Dans le cas p = ¢ = 2 et f =0, le spectre du probléme (1) est purement ponctuel.
Il est constitué d’une suite croissante de valeurs propres positives. Des résultats sur
Iexistence des valeurs propres principales positives figurent dans le travail de Brown,
Cosner et Fleckinger [21] et Allegretto [3]. Dans le cas p = ¢ # 2, I'utilisation de
la théorie de Ljusternick-Schnirlemann assure 'existence des valeurs propres de pro-
bléme (1). Les problémes de la résonance autour d’une valeur propre du p-laplacien
ont été traités dans [6].

Nous allons exposer dans ce qui suit explicitement 1’état de ’art sur les problémes

contenant le p-Laplacien.



Rappels sur le p-Laplacien

Nous avons voulu présenter ici les différents résultats concernant le p-Laplacien
avec poids. Le p-Laplacien représente une généralisation naturelle du Laplacien. Méme
s’il parait que la forme des résultats est analogue dans le cas du Laplacien et du p-
Laplacien, les approches elles, sont tout & fait différentes. Dans la section 1.2, nous
présentons des résultats sur le spectre du p-Laplacien avec poids dans RV ainsi sa
valeur propre principale. Dans la section 1.3, nous traitons un probléme de résonance
au tour de la valeur propre principale et nous présentons des résultats d’existence au
moins trois solutions distinctes. Dans la section 1.4, nous présentons une vue globale

sur 'apport de cette thése en résumant les différents chapitres.

1.2 Valeurs propres du p-Laplacien avec poids dans
RN

Rappelons ici certains résultats concernant l'existence des valeurs propres pour le

probléme elliptique non linéaire défini sur RY de la forme

—Aju=\g(z) [uffu, zeRY, , (1.2.1)

ou A, est I'opérateur p-Laplacien défini par Ayu = div (|Vu|p_2 Vu) et g une
fonction mesurable positive dans R¥.

Une formulation variationnelle du probléme 1.2.1 est donnée par :

trouver u € WIP(RY), w#0, A€ R
/ IVul’ ™ VuVodz = A / g [ul"~? uvdz, pour tout v € WLP(RN)

RN RN
(1.2.2)



Le probléme 1.2.2 est équivalent a trouver des solutions non triviales u de 1’équa-

tion

J (u)v = AF'(u)v pour tout v € WP(RY) (1.2.3)

A / / 2 M 2 M 2 ~ M
ou J , F' désignent les dérivées au sens de Gateaux des fonctionnelles

T = [ 190 ds (1.2.4)
pRN
et
1
F(u)= 5 /g lu|” dx (1.2.5)
RN

D’apres la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, la résolution de I’équation 1.2.3

revient exactement a la recherche des points critiques de J sur la variété G,

G=queW”(R"Y), pF(u) = /g |ul’ dz =1 (1.2.6)
RN
Théoréme 1.2.1. [4] Soit 1 < p < N. Supposons que g; € L™ (RN) N LN/» (RN)
g1 Z0( ot g= g1+ g2). Alors le probleme 1.2.2 admet une suite de solutions (g, uy)
(0< A <X <. <\ — 0) avee /g]uk|pdx:1.
RN

Avant de démontrer ce résultat, on a besoin de vérifier la condition de Palais-Smale
afin de pouvoir appliquer la théorie de Ljusternick-Schnirlemann.

Lemme 1.2.2. Supposons g1 € L* (RN) n LN /P (]RN). Alors la fonctionnelle J
satisfait la condition de Palais-Smale sur G, i.e. pour (u,) C G, si J (uy,) est bornée
et

/

J (tn) — anF (up) = 0 dans WYP(RY) ou a, = (1.2.7)

alors (u,) admet une sous-suite convergente dans WP (RN).



Démonstration. Soit (u,) C G une suite de Palais-Smale. D’aprés l'inégalité de
Holder et le théoréme d’injection du Sobolev, on a

/ g1 [unl? dz < g1l V2 (1.2.8)
RN

Comme J (uy,) est borné alors [ g1 |u,|” est borné. Par conséquent nous concluons
RN
que [ golun|” = [ g1|unl” — 1 est borné. Nous rappelons I'inégalité de Hardy,

RN RN
jul” r\’
RN

RN

Nous concluons que (u,,) est bornée dans W1» (]RN) . D’oti sans perte de généralité,
nous pouvons supposer, pour un certain vy € W1Hp (RN ) que u,, — ug faiblement

dans W'?(RY). Dans tout domaine borné Q on a [, g|ug|"dz = lim /g [u,|? dx.
n—oo
Q

Nous énoncons que ug Z 0. En effet si ug = 0, alors pour tout domaine €2 borné, on

a [o 01 [un|” — 0. Soit Q un domaine borné tel que pour tout n assez grand on a

1
IVl < 7- (1.2.10)

Maintenant nous pouvons choisir n suffisamment grand tel que

/91 |un|P de = /g1 lu,|” do + / g1 |un|? dx

il v

RY Q RN\Q
< /91 ual? @+ cllgnll, iy 190l (12.11)
5
1
< —.
-2

Nous déduisons que [ go [u,|” dz = [ g1 |u,|’ dz—1 < —3, d’ot la contradiction.
RN RN
Donc ug # 0. Il suit de (1.2.7) que pour tout ¢ € C§° (RY)
/|Vun|p2 Vu, Vo = an/g|un|p2 unp +0(1) (1.2.12)
RN

RN

Ol ¥ = Uy — Uy



Ecrivons ’équation 1.2.12 pour n et m. Aprés soustraction nous obtenons

/ (|Vun]p_2 Vi, — |V, |/ V) V (U — tn)

RN

< /g (an |t [P Uy — g [P Up) (U — ) + 0 (1)
RN

= /gan (|un|p_2 Up — |t |2 Up,) (U — Uy (1.2.13)
Q

+ / ga, (|un|%2 Uy — |t|? > um) (U, — U
RN\Q

+ (an — am) /g [t [P 2 iy (i, — ) + 0 (1),

RN

ol €2 est un domaine borné arbitraire. Notons ici que a,, = f |Vu,|” dz est borné.
RN
On voit que, d’aprés U'inégalité de Holder et la monotonie de la fonction |¢|” ~2¢, nous
avons

< canllgillyjpana (IVualE + 1Vunl?)

qui approches a 0 quand  — RY, indépendant de n et m. Cependant, pour tout
domaine €2 on a

/gan (|un|p_2 Uy — [t |P2 Up) (Un — W) dz — 0 (1.2.14)
Q

Comme n,m — oo, alors u, converge vers ug dans LP (). En outre l'inégalité

Holder implique que Vintégrale [ g [ty]" >ty (un — ) dz est borné, et nous pou-
RN

vons choisir une sous-suite de a, telle que a,, — a,, — 0 quand n,m — oco. Donc



nous concluons que le coté droite de 1.2.13 tend vers 0 quand n,m — oo. D’autre
part, en utilisant 'inégalité : Va, b € RY

ja = b < e {(jaP " a— [b"?b) (@~ )} (laf” + [p?) (1.2.15)

ous=p sipe(l,2) et s=2 si p> 2, on trouve

s/2

|Vu, — Vu,|" <c. {(\Vun|p72 Vg = V|2 Vi) V (u, — )}
(VP + [V ) 52

En appliquant I'inégalité¢ de Hoélder nous obtenons

/ IV, — V" <. {(\Vun]pfz Vu,, — |Vum|pf2 Vum) V (u, — um)}s/2
(IVunl + [V 7).

Donc nous obtenons & partir de ces derniéres inégalités que Vu,, — Vuy dans

LP (RN). 11 suit alors que [ g;|u,|"dz — [ gi|uol” dz, i = 1,2 et cela combiné avec
RN RN
I'inégalité de Hardy implique que u,, — ug dans W1P(RY). O]

Démonstration du Théoréme 1.2.1. La preuve du théoréme suit directement d’appli-
cation de la théorie Ljusternick-schnirlemann (voir [13]). O

Existence de valeur propre principale

Nous rappelons ce résultat qui est di a W. Allegretto [3].
Théoréme 1.2.3. On définit la quantité

M= inf/|Vu\pdx. (1.2.16)

Alors, \y > —o0 est la plus petite valeur propre du probléme (1.2.1). De plus, elle est
principale, simple et unique

Remarque 1.2.4. [l a été démontré dans [9] que la valeur propre principale dans
le cas d’un probléme posé dans un domaine borné est isolée. Nous pouvons établir
ce résultat dans RN en combinant les arguments utilisés dans [9] et la méthode du
décomposition du domaine.



Deuxiéme valeur propre

W. Allegretto et Y.X. huang dans [4] ont démontré que la valeur définie par

1nfmax/|Vv )|Pdx

vel'te[o,1

oul'={v e C(0,1],G) : v(0) = =Py, v(1) = D } et Dy est la fonction propre associée
a A1, est la deuxiéme valeur propre du probléme et qu’elle n’est pas principale. Nous

référons a [3,4,5,9] et les références dedans pour plus de détails.

1.3 Le p-Laplacien avec résonance

Nous nous intéressons a l'existence des solutions du probléme

—Aju+ f(z,u) = Mg () [u?u , dans RY (1.3.1)

ou A; est la premiére valeur propre de probléme (1.2.1).
Nous cherchons les solutions du problémel.3.1 comme des points critiques non triviales

de la fonctionnelle d’Euler-lagrange donnée par

I(u) = p/\Vu]pd:U——/g |u]pdx+/f z,u)dz,u € W (RY) (1.3.2)

RN RN

On définit

W= {uew (RY) //gu ®, 72 Dyda = 0 (1.3.3)
RN
Nous pouvons facilement prouver que W est le complémentaire du sous-espace

(®q). Par conséquent on a la somme suivante

Wi (RY) = (®) @ W (1.3.4)



Nous étudions le probléme 1.3.1, sous les hypothéses suivantes.

f:RY x R — R fonction continument bornée vérfiant

f(2,0)=0

S

F(z,s) = /f(x,t)dt est supposer borné

0

f(z,t)t =0,  lorsque |t| = oo.

On note

T(x) = lim inf f(z,t) et S(z)= lim sup f(x,?),

[t| =00 [t]| =00

et
Al — Ao

Ft) > ( )gm 1 vieR

De plus, nous supposons que

il existe 0 < d et 0 < m < A\ tel que
Fleat) = () 1, pour [t] <6

Notre résultat principal est le suivant.

10

(1.3.5)

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

(1.3.9)

(1.3.10)

Théoréme 1.3.1. Le probleme 1.5.1 a au moins trois solutions uy, us et ug avec

I(uy), I(ug) <0 et I(us) >0,

(1.3.11)

Lemme 1.3.2. La fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale (PS), pour

tout ¢ < /T(x)dx.

RN
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Démonstration du Théoréme 1.3.1. Pour démontrer 'existence des deux premiéres
solutions on applique le lemme d’Ekeland. Notons par Q% les ensembles suivants

QF ={t®;+w, t>0 et weW}
Q- ={td;+w, t<0 et weW}

Il est facile de voir que I est borné au-dessous WP (RN). On a

J(ti@l):/F(x,ticbl) g/T<x>dx<o,

RN RN

par conséquence infi[ (u) < 0. Nous pouvons conclure que
ueQ

inf I (u) < /F(:c,ticbl) < /T(x)dx < 0.
UGQ RN RN

inf I (u) = /F(x,ticbl) =1I(t5®) < /T(x)dx <0,
UGQ RN RN

nous pouvons prendre u; = tT®; et uy = t~®;. Autrement si

inf I (u) < /F(x,tiq)l) < /T(x)dx <0,

ueQ*
RN RN

est vérifié nous pouvons montrer par le lemme d’Ekeland qu’il existe deux suites
{u,} € Q" et {v,} C Q@ qui vérifie

I(u,) — inf I (u) et I' (u,) — 0,

ue@Qt
et

I(v,) — i%f I(u) et I'(v,) — 0.
ue)™

Donc il existe uq et usy tels que
Up — uy et v, — uy dans WHP (RN) )

Par conséquent, u; et us sont des solutions du probléme 1.3.1 vérifiant

I'(up) = inf I (u) <0 et I(uz)= inf I(u) <0,

ueQ™ uEQR™

tels que u; € Q7 et uy € Q.
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Existence de la troisiéme solution

En utilisant les hypothéses sur f nous pouvons montrer facilement que
m ag
fat) > D@ P -, teRr (1.3.12)
p

ol p < o < p* et C est une constante indépendante de x.
Nous avons que

I (u)> % |l + o (||ul]), quand |ul| — 0. (1.3.13)
1

Comme T (t*®;) < 0 alors il existe R, p > 0 et ug = t*®; tel que R = 3

I(u)>R>0, pour |lu|| <petI(uy) <D0.

Par conséquent, en utilisant une version du théoréme du Col et la condition de
Palais-Smale, il existe une suite {u,} C W* (RY) qui satisfait

I(u,) = c>R>0et || ()| 2.0y (1 + [[unl]) — 0. (1.3.14)

Si {u,} n’est bornée, nous pouvons supposer que

\u, (z)| — o0, p-p. (1.3.15)
On a
on (1) = I' (uy,) (un) = |Jun|” — Al/g [u, | dx + /f (2, up) upde,
Q Q
et alors

0 fuall” = X [ lunf?do < [ 17 () ] do 40, (1)
Q Q
Nous concluons alors que

P — Al/g fun P d — 0.
Q

Maintenant, on utilise l'égalité

1
c+on,(1)=1(u,) =— ||un]” — )\1/9 |un|” dz | + /F(x,un(x)) dr,
p
0 Q
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avec lemme Fatou on obtient

n—o0

¢ < lim sup/F(ﬂc,un(x)) dx < /S(ac)d:v <0,
Q Q

qui est une contradiction car ¢ > 0. Alors {u,} est bornée. Soit us € Wh* (RY) tel

que
Uy — U3. (1.3.16)

En utilisant le méme raisonnement que celui utilisé pour démontrer la condition de
Palais-Smale, nous trouvons que

Uy — U3 (1.3.17)

et par conséquent
I(ug)=c>R>0cetI'(uz) =0.

Le résultat est ainsi démontré. O
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1.4 Apport de la thése

Avant de faire une présentation détaillée des résultats que nous avons obtenus,
nous avons voulu présenter un bref résumé de chaque chapitre. Les deux chapitres qui
suivent ont été consacré aux différents définitions et rappels nécessaires a la lecture
du reste de la thése.

Résultats principaux du chapitre 4 : Dans ce chapitre nous nous sommes

intéressés au probléme aux valeurs propres suivant
—Aju— Agu= Mg () [ul"u, z e RY (1)

ot Ayu = div (|Vu|p*2 Vu) est opérateur p-Laplacien, p,q > 1, A€ R, N > 3 et

g (x) est une fonction positive. On considére ce probléme sous les hypothéses suivantes

l<g<p<qg (Hi)
et
0<gerl®) ®Y)nI* ®Y) (H,)
avec o = 22D pour un certain ¢ € (0,1).

1-2
p
Existence des valeurs propres

On cherche & démontrer 'existence des solutions faibles de ce probléme qui sont

exactement les points critiques de la fonctionnelle d’énergie

1 1 A
F(w) = 2 llellyy + i, = 5/!] () |ul" dz.
RN

Le premier résultat de ce chapitre concerne la régularité de la fonctionnelle .
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Proposition 1.4.1. La fonctionnelle I est de classe C' sur W. Sa différentielle est
donnée par :

(I' (u) / \Vul"~? Vu- Vvdx—i-/ \Vu|"* Vu-Vodz— )\/ (z) [ulP"? wvdz Yv € W.
RN
Afin de pouvoir appliquer le théoréme du Col, il est tout d’abord important de
démontrer que la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale.

Lemme 1.4.2. La fonctionnelle I vérifie la condition de Palais-Smale (PS), au ni-
veau ¢ € R.

Lemme 1.4.3. Pour tout u € W, on a

1-t
Jo@ o< Clall ol lll Tl ™,

/| (%) ()

Moyennant cette inégalité, nous pouvons vérifier que la fonctionnelle I satisfait la

géométrie du Col qui est résumée dans le lemme qui suit.

Lemme 1.4.4. 1. Il existe p, 5 > 0 tels que I (u) > 5 si ||ul| = p.
2. Il existe ug € W avec ||u|| > p et I (up) < 0.

En regroupons toutes ces informations nous arrivons a démontrer le principal

résultat de cette section via le théoréme du Col.

Théoréme 1.4.5. Sip,q et g vérifient (Hy),(Hs), alors il existe \* > 0 tel que tout
A > \* est une valeur propre du probleme (1) .

Valeur propre principale

Le premier résultat de cette partie est la proposition suivante.

Proposition 1.4.6. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs) la quantité

/|Vu|pdx+ /|Vu|qu
inf *

S PYSTH

RN

X:

est une valeur propre principale du probléeme (1) .
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On commence la démonstration par rappeler l'identité de Picone généralisée.

Théoréme 1.4.7. (Identité de Picone généralisée) Soit u > 0,v > 0 deuz fonctions
différentiables. Notons

ub—1

Vu |[Vu|P > Vo

vt - 1) TP
L(w,0) = [Val? + (p = 1) = [Vl = ps

up
pp-1

R (u,v) = |Vul’ =V ( ) Vol V.

Alors
L(u,v) = R (u,v).

De plus, L (u,v) > 0, et L(u,v) =0 p.p. Q si et seulement si V (u/v) =0 p.p. Q,
i.e. u = kv pour une certaine constante k dans chaque composante de ().

On définit a présent les applications suivantes

L, @,v) = |VaP N T = p a2y
p (@) =Vl + (p = 1) — [Vof" = p Va Vo[ Vo,
— —|q vP q w! — q—2
L, (u,v) = |Vu| +(p—1)E|VU| —pvp_1Vu\Vv| Vo,

et on pose :

L (u,v) =L, (a,v) + L, (u,v)

Nos principaux résultats sont présentés dans les deux lemmes suivants.

Lemme 1.4.8. Pour tout u, v € C&, avec v > 0 dans RY | nous avons L (u,v) > 0,
ce qu’implique,

—A —A
Jivar s [ ivar = [S2 e [0

RN RN RN RN

et si L (u,v) =0 il existe c € R tel que u = cv.

Lemme 1.4.9. La valeur propre principale \ est unique.
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Une partie des résultats obtenus dans le chapitre 4 a fait l’objet d’une
publication : N. Benouhiba and Z. Belyacine, A CLASS OF EIGENVA-
LUE PROBLEMS FOR THE (p,q)-LAPLACIAN IN RY, International
Journal of Pure and Applied Mathematics Volume 80 No. 5 2012, 727-
737.

URL: www.ijpam.eu/contents/2012-80-5/11/11.pdf
Résultats principaux du chapitre 5 : Dans le cinquiéme chapitre, on va
présenter une méthode qui va nous permettre d’étudier ’existence des solutions du

probléme elliptique non linéaire suivant

—Ayu— Agu+ f (z,u) = Ag () [uf’u, z€RY (2)

ot f:R¥x R — R fonction de Carathéodory. Dans ce travail nous supposons aussi

que f(z,0) # 0 et que

|f (z,u)] < o (2) +p () [u]", Vo € RY, u e R (H3)
ou0<y<p'—1,0eLP) (RV)etpe L’ (RY)NL>®(RY) avec § = o crn B
Nous supposons aussi que
inf / (3228) > Mg (z) p.p. € RV, (Hy)
seER* 5’[) S

Probléme de résonance

Le probléme du résonance (2) qui est équivalent a trouver u € W, u # 0 tel que
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/|Vu|p_2 Vqudx+/ |Vul'™? Vqudx—l—/f(x,u)vdx—X/g (z) [ul""* wvdz = 0,

RN RN RN RN
(3)

pour tout v € W ol X est la valeur propre principale du probléme (1). Le résultat

principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.10. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hz), (Hs) et (Hy) sont sa-
tisfaites, alors le probléme (3) admet au moins une solution faible non triviale.

On définie les opérateurs J, G, H, F : W — W' par

(J (u),v) = / IVul"~? Vu.Voda
RN

(G (u),v) = / V| Vu.Vdz

RN

(H (u),v) = /g (x) |u|p*2 uvdx

RN

<F(u),v):/f($,u)vd:p, Yu,v € W.

On pose
T:=J+G—-)\H+F.

I’outil essentiel pour démontrer ce résultat est I’application du Théoréme Leray-
Lions a l'opérateur T

Les résultats de ce chapitre ont fait ’objet d’une publication :
N. Benouhiba and Z. Belyacine, ON THE SOLUTIONS OF THE (p,q)-
LAPLACIAN PROBLEM AT RESONANCE, Nonlinear Analysis : Theory,
Methods and Applications Volume 77 2013, 74-81.
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URL: www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0362546X12003665

Résultats principaux du chapitre 6 : dans le sixiéme chapitre on va étudier
la régularité de la solution faible u € W'? (RY) N W (RY) des deux problémes
(1) et (2). Nous supposons que g (z,u) = —f (z,u) + \g (z) [ul’">u vérifie g (z,t) :
RY x R — R fonction de Caratheodory; g (z,t) > 0 pour t > 0 et g(z,u) = 0,
pour t < 0 et tout € RY. Pour tout e > 0, il existe C (¢) > 0 tel que |g (z,t)| <
e[t +C () |t pour tout (z,t) € RY xR, ol p* = M SiN >p, 0<p* < +o0
si N <p.

Théoréme 1.4.11. 1. Supposons que (Hy) , (Ha) et (Hs) sont vérifiées alors u

est localement bornée, i.e. u € LfS, (RY) .

2. u(x) est décroissante quand |x| — +oo, i.e., 3C' >0, e > 0, R > 0 tel que

lu(z)] < Ce =l quand |z| > R.

Principauzr résultats du chapitres 7 : dans le dernier chapitre, nous nous

intéressons a l’existence des solutions de I’équation elliptique non linéaire suivante

—div (¢ (Vu)) = Mg () [u["?u, z € RY (4)

oul<p< N, N >3 et g(z) fonction mesurable positive. Nous allons prou-
ver l'existence d’au moins une solution de 1’équation (4) dans I'espace de Sobolev
wte (RN). Dans ce cas on utilise le théoréme de Col pour montrer que la solution
faible de ce probléme est le point critique de la fonctionnelle d’énergie.

Une formulation variationnelle de probléme (4) est donnée par
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trouver u € W'? (RY) tel que
/¢ (Vu) Vodr = )\/g (z) [u"~? uwodz, Yo € Whe (RY)
RN

RN

Ce probléme est équivalent & trouver des solutions non triviales u de I’équation
I'(u) = 0 dans W= (RY)
ou I est la fonctionnelle d’énergie donnée par

A
I(u) = /\1; (V) da — —/g (2) [uf? dz (5)
RN pRN
t
et U(t) = /w (s)ds.
0
Nous étudions, dans ce travail les points critiques de (5) avec les hypothéses sui-
vantes
(Hy) Supposons que l <g<p<qg-et0<ge L<%> (RY) n L= (RY).
(H,) L’application ¥ € C* (R, R) .
(H3) Nexiste cg > 0,T > 0et M > 0 tels que | W (t) | > co|t|P, pour tout t € RY

et |4 (s) ]| < T|s[P~t pour tout s € RV,

Le principal résultat de ce travail est le théoréme qui suit.

Théoréme 1.4.12. Sous les hypothéses (Hy), (Hs) et (H3) léquation (4) admet
une solution faible.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Deéfinitions

Nous donnons dans cette section quelques définitions utiles a la lecture de cette

thése.

Définition 2.1.1. Soient V' une partie d’un espace de Banach X et F': V — R
une fonction a valeurs réelles. Si uw € V et z € X sont tels que pour ¢ > 0 assez
petit on a u + tz € V, on dit que F' admet (au point u) une dérivée dans la

direction z si la limite

lim F(u+tz)— F(u)

t—0+ t

(2.1.1)

existe. On notera cette limite ' (u) .

On notera qu’une fonction F' peut avoir une dérivée directionnelle dans toute
direction z € X, sans pour autant étre continue. Lorsque la dérivée directionnelle
de F existe pour certains z € X on introduit la notion de dérivée au sens de

Gateaux.

21
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Définition 2.1.2. Soient V' une partie d’un espace de Banach X et F': V — R.
Siu €V, on dit que F est dérivable au sens de Gateaux (ou G-Différentiable en
u), s7il existe [ € X' tel que dans chaque direction z ot F' (u + tz) existe pour

t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle F, (u) existe et on a :

lim F(u+tz)— F (u)

t—0+ t

= (I, 2) (2.1.2)

On posera F' (u) := 1.

On remarquera de nouveau qu’une fonction GG-dérivable n’est pas nécessai-
rement continue. On introduit enfin la dérivée classique (ou F-dérivée au sens

de Fréchet).

Définition 2.1.3. Soient X espace de Banach, V un ouvert de X et F' : V — R
une fonction. Si w € V, on dit que F est différentiable (ou dérivable) en u ( au

sens de Fréchet ) s’il existe I € X', tel que :
Yv eV, F(v)—F(u) = (l,v—u)+o0(v—u). (2.1.3)

Si F est différentiable, [ est unique et on note F' (u) := [ . L’ensemble des
fonctions différentiables de V' — R sera noté C'(V,R).

On notera que si ' est différentiable au sens de Fréchet, alors ' est continu.
En général il est plus commode de travailler avec la notion de G-dérivée, car
on n’a qu’a considérer I'application ¢ — F(u + tw) ( pour w fix¢é dans X )
définie dans un intervalle [0, [. C’est pour ne pas alourdir ce qui suit que 'on

n’introduira pas des notions différents pour distinguer la G-dérivée et la dérivée

de Fréchet.

Définition 2.1.4. Soint X un espace de Banach, V' C X un ouvert et F' €
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C' (V,R). On dit que u € V est un point critique de F, si F'(u) = 0. Si u
n’est pas un point critique, on dit que u est un point régulier de F' .

Sic € R, on dit que ¢ est une valeur critique de F' s’il existe u € V tel que
F(u) =c et F'(u) = 0. Si ¢ n’est pas une valeur critique, on dit que ¢ est

une valeur réguliére de F.

Définition 2.1.5. Soient X un espace de Banach, F' € C! (X, R) et un ensemble
de contraintes

G:={veX;F(v)=0}. (2.1.4)

On suppose que pour tout u € G, on a F' (u) # 0. Si J € C' (X,R)( ou bien
de classe C'! sur un voisinage de G ou encore C'sur G ) on dit que ¢ € R est
valeur critique de J sur G s'il existe u € G, et A € R tels que J (u) = c et
J' (u) = XA F' (u). Le point u est un point critique de J sur G et le réel X est
appelé multiplicateur de Lagrange pour la valeur critique ¢ ( ou le point
critique u ).

Lorsque X est un espace fonctionnel de I'équation J (u) = A F' (u) qui cor-
respond & une équation aux dérivées partielles, on dit que J' (u) = A F (u)
est I’équation d’Euler-Lagrange ( ou ’équation d’Euler) satisfaite par le point

critique u sur la contrainte G.

Définition 2.1.6. Soient A, B deux opérateurs non linéaire définis sur un es-

pace de Banach X.

On dit que A est une valeur propre de 'opérateur A par rapport a I'opérateur B

s’il existe u € X, et u # 0 tel que

Au = \Bu
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Définition 2.1.7. (Fonction de Carathéodory) Soit £ un ouvert borné de RY.

Une fonction f de Q2 x R dans R est dite de Carathéodory, si elle vérifie :

1. L’application : t — f (z,t) est continue p.p. z € €.

2. L’application : t — f (z,t) est mesurable pour tout ¢ € R.

Définition 2.1.8. (Fonction semi continue inférieurement (s.c.i)) Soit J une
fonction définie sur un espace de Banach X, & valeurs dans R = RU{—o0, +00} .
Elle est dite faiblement semi continue inférieurement (s.c.i.) en z si, pour toute
suite {x,} telle que

T, converge faiblement vers z, on a :

J () < lim inf J (z,).

n—o0

Définition 2.1.9. (opérateur de Nemitskii) Soit Q un ouvert de R et soit f :
) x R — R une fonction de Carathéodory. On appelle opérateur de Nemitskii

associ¢ a f 'application T défini par

(Tyu) (x) = f (2, u(x))

Définition 2.1.10. Soit 1 < p < oo. On dit que f, converge (fortement) vers

f dans LP?, et on note f,, — f LP, si f,, f € LP et si

Tim (| fn = fll» = 0.
Définition 2.1.11. Soit 1 < p < co. On dit que f,, converge (faiblement) vers

f dans LP, et on note f,, — f L?, si f,, f € L et si
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lim [ (fu(z) = f ()¢ (2)de =0, Voel? (Q).

n—00
Q

Un outil essentiel dans le calcul de la variation est la compacité des suites
minimisantes. La condition de Palais-Smale joue un role assez semblable pour
des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une
valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure. C’est une
condition a priori, & vérifier pour chaque fonctionnelle, indépendamment de
I’existence ou non des valeurs critiques. Elle sera par contre un outil essentiel

pour montrer cette existence dans plusieurs cas.

Définition 2.1.12. (Condition de Palais-Smale)Soit X un espace de Banach
et J:X — R de classe C'. On dit que J vérifie la condition de Palais-Smale

(au niveau ¢ € R) si de toute suite (u,) de X telle que

J (u,) — ¢ dans R et J' (u,) — 0 dans X', (2.1.5)

on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 2.1.13. i) La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de l'exis-
tence d’une valeur critique. Elle dit seulement que si on a une telle suite,
celle-ci est nécessairement relativement compacte. Pour ['utiliser effective-
ment de facon utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une

telle suite existe.

ii) Les deux hypotheses sont indépendantes. En effet, méme si ¢ = i%fJ, on

peut parfaitement avoir une suite minimisante u,, telle que J'(u,) - 0. 1l

suffit
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1
2

- . 2 o _ 3T 1
de prendre X = R, J(u) = sinu*,c = —1 et u, = (7 +n27 + /—n%) .
On a J(u,) — —let J'(u,) — 2.
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2.2 Espace de Sobolev

Dans cette section nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces
"naturels" de fonctions permettant de résoudre les formulations variationnelles
des équations aux dérivées partielles. Physiquement les espaces de Sobolev s’in-
terprétent comme des espaces de fonctions d’énergie finie. Pour une présentation
plus compléte des espaces de Sobolev, ou pour la démonstration des résultats
que nous annongons ici, on pourra consulter par exemple H. Brezis [19, chapitres

8 et 9] et R.A. Adams [1].

Les espaces de Sobolev W*? (Q)

Soit 2 C RY un ouvert borné ou pas, régulier ou pas et soit p € R avec

1 <p< oo

Définition 2.2.1. Soit £ > 1 un entier et p un réel tel que 1 < p < o0o0. On
définit

Wk? (Q) = {u € L (Q) ;| Yo multi-indice  avec |a| <k Fg, € LP () tel que
Jupto= 1" [oup voecE@).

Q Q
Notons que par récurrence, On a

Whe (Q) = {u e W Q) 5;; eWHIr(Q)  Vi=123, N} .

L’espace W*P () est muni de la norme

||U||Wk,p(g): Z ||Dau||Lp(Q)'

0<]al<k

Proposition 2.2.2. [19] L’espace WP (Q) est un espace de Banach pour 1 <

p < oo; WP (Q) est réflexif si 1 < p < oo, il est séparable si 1 < p < oo,



28

Les espaces W, " (Q)

Soit 1 < p < oo; on note par Wy” (Q) la fermeture de C! (Q) dans W' (Q).

Proposition 2.2.3. Llespace W,y (Q) muni de la norme induite par WP (Q)

est un espace de Banach séparable ; il est réflexif si 1 < p < oo.

Remarque 2.2.4. Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < oo, alors on peut iden-
tifier Wy (Q) @ Uensemble des fonctions u € WP (Q) qui sont nulles presque

partout sur le bord de ()

WyP (Q) = {ue W (Q) | u=0 sur 90} (2.2.1)

St p = o0, alors l'assertion précédente est fausse. En revanche, la fermeture de

C5e (Q) dans W (Q) est équivalente a C* (Q)

Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont trés utilisées lorsqu’on étudie les équations aux
dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces

de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Théoréme 2.2.5. ( Inégalité de Sobolev [1])

Soit Q est un ouvert réqulier de R et 1 < p < N. Alors il existe une constante

C ( dépendant de N et p )telle que
lall oy < CIVUll gy, Yu € Wo? ().

Pour Uespace WFP(Q), on a le résultat suivant.
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Théoréme 2.2.6. Soit Q est un ouvert régulier de RY. Soient k > 1 et p €

[1, +o0[. Alors
1. SZ'%—%>O, on a WFP (Q) — L1(Q) avec%:%—%.
2. Si %—% =0, on a WkP (Q) — L7 (Q) pour tout q € [p, +oo[, ( mais pas pour q = +oc
3. Si % — £ <0, on a WP (Q) — L> (). Dans ce cas, si k — % > 0 nlest

pas un entier, alors WEP (Q) — C*P(Q), ou

s=k— % — s, les injections restent valables si k=1 et p € [1,+o0].
Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothése de réqularité sur €, les injections sont vraies localement :

WhP(Q) — LI

7 .(Q), elles restent globalement vraies si on remplace WP (Q)

k
par Wy'* (Q).
Concernant la compacité des injections précédentes, on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.7. ( Théoréme de Rellich-Kondrachov [1])

On suppose que §) est un ouvert borné de classe C* dans RY. On a

Sip < N alors WP () —— L7(Q), pour tout q € [1,p*|,

Sip> N alors W' (Q) —<— L1 (), pour tout q € [1,+0o0].

Pour tout q € N, +oo[, WP (Q) —— C (Q).

La condition sur le domaine est nécessaire, si ) n’est pas borné alors les injec-
tions ne sont pas compactes en général comme le démontre le contre exemple
suivant : Soit ¢ € C5° (RY) tel que, ¢ > 0, on pose ¢, (z) = ¢ (x+ ne),

e=(1,1,1,...,1), i est facile de voir que ¢, = 0 p.p. et ||Pn|l ;0 = @]« > 0.

Théoréme 2.2.8. ( Sobolev, Gagliardo, Nirenberg [1])
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Soit 1 < p < N, alors WP (]RN) c ¥ (]RN) et il existe une constante C' =

C(p,N) telle que
[ull o < Cl[Vull,, Yu € WH(RY).

Soit q tel que p < q < p*. Alors WP (RN) C L7 (]RN) ,Yq € [p,p*] avec une
injection continue.
( Le cas limite p = N ) on a W'Y (RY) < L7 (RY) Vg € [N, +oo[ avec une
ingjection continue.
( Morrey ) Soit p > N alors WP (RY) C L (RY) avec une injection continue.

De plus, pour tout u € W' (RY) on a |u(z) —u(y)| < Clz —y|* [|[Vul| ., p.p.

1

~ ¢t C est une constante dépendant seulement de p et

z,y € RN aveca=1—

N.



Chapitre 3

Méthodes de résolution des E.D.P
non linéaires

En analyse fonctionnelle non linéaire, I’étude des E.D.P non linéaires se fait par

méthodes variationnelles ou par méthodes topologiques.

3.1 Meéthode variationnelle (Méthode des points critiqu

L’approche variationnelle des équations aux dérivées partielles non linéaire est
basée sur la notion de la solution faible qui est associée a chaque probléme.
Cette solution est en fait un point critique de la fonctionnelle associée au pro-
bléme. Les solutions des problémes différentiels avec une structure variationnelle
peuvent étre des points critiques autres que les minimums ou les maximums.
Un outil essentiel pour I’étude de ce genre de points critiques est la technique de
déformation introduite en 1934 par Ljusternik and Schnirelman. La technique
de déformation est efficace pour obtenir les points critiques des fonctionnelles

qui ne sont pas bornées inférieurement.

31
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3.1.1 Le lemme de déformation

Soit V' un espace de Banach et J : V — R une application. On pose pour

ceR

{J<c}={ueV;J(u) <c}.

De facon analogue on définit les ensembles, {J < ¢}, {J > ¢}, {J > ¢} est les
ensembles de niveau {J = a}.
Le point crucial dans 'existence des points critiques est la différence topologique

entre les ensembles {J < ¢} et {J < ¢+ ¢} pour certains valeurs de ¢ € R.

Lemme 3.1.1. ( Lemme de déformation ) Soit V' un espace de Banach et
J : V. = R une fonctionnelle de classe C' vérifiant la condition de Palais-
Smale. Soit ¢ € R une valeur réguliére de J. Alors il existe g > 0 tel que pour

tout 0 < e < ¢ il existe un homéomorphisme n:V — V satisfaisant
i) Pour tout u € {J < c—¢got U{J > c+eo}, on an(u) = u,

ii) On an({J <c+e}) C{J<c—¢e}.

Démonstration. On commence par la démonstration dans le cas ou V est un
espace de Hilbert et J est de classe C2. Comme V est un espace de Hilbert, on
identifie V et V' par Pintermédiaire du produit scalaire et I'on confond donc
différentielle et gradient.

Soit ¢ une valeur réguliére de J et montrons qu’il existe g > 0 et 6 > 0 tels que
|DJ(u)||,, > 6 pour tout u € {c —eg < J < ¢+ ¢g¢}. Pour cela on raisonne par
I'absurde en supposant qu’il existe une suite u, € {c—1/n < J < c+1/n} telle

que ||[DJ(uy)||y, = 0. Comme J satisfait la condition de Palais-Smale, on peut
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en extraire une sous-suite convergente vers un certain u. Par continuité de J, il
vient J(u) = c et par continuité de DJ, il vient DJ(u) = 0, en d’autres termes,

c est une valeur critique, ce qui contredit 'hypothése de départ.

Prenons maintenant 0 < € < ¢q. Les ensembles

A={J<c—¢etU{J>c+elet B={c—ec<J<c+¢}

sont fermés et disjoints, donc la fonction

B d(u, A)
1) = T A) + d(u, B)

est telle que 0 < y(u) < 1, y(u) = 0ssiu € Aet y(u) =1ssiu e B. De
plus, cette fonction est localement lipschitzienne sur V. En effet, la fonction
u — d(u, A) + d(u, B) est localement minorée. Pour le voir, on remarque que si
u € V\B, alors il existe r > 0 tel que B(u,2r) C V\ B puisque B est fermé, donc
d(v, A) + d(v, B) > r sur la boule B(u,r). Si u € B, alors u € V\ A et le méme

raisonnement s’applique. Par conséquent, pour tout couple v, w € B(u,r), on a

ld(v, A) — d(w, A)| 1 1
) =)l s Ge S Taw s TN e D T dw B d(w. A) T dw.B)
SupB(um)d(wv A)

%]d(v,A) — d(w, A)| +
1 N 2(d(u, A) +r)r

< (Z _
<( I o = wlly

IN

[|d(v, A) — d(w, A)| + |d(v, B) — d

puisque l'application v — d(v, A) est 1-lipschitzienne.

Posons maintenant,
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DJ(u)

) = =) DI 9

Cette application est bien définie de V' dans V. On vérifie sans difficulté qu’elle
est localement lipschitzienne (car D.J est de classe C?) et telle que || @(u)]],, <1
pour tout u. De plus, on a ®(u) = 0 sur A (et ®(u) = —DJ(u)/ | DJ(u)|,, sur

B). Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le probléme de Cauchy

%~ (2),

2(0) = wu,
admet pour tout u € V une solution unique ¢ — z(t) définie sur un intervalle
|tmins tmaz|. Comme le second membre est borné, on a en fait ¢,,;,, = —oo et
tmaz = +00. Posons n;(u) = z(t). Le théoréme de dépendance continue de la
solution d’'une EDO par rapport & la donnée initiale montre que 7, est locale-
ment lipschitzienne pour tout £. De plus, toujours par Cauchy-Lipschitz, on a

la propriété de semi-groupe

Ne(Ms(w)) = Neys(u).

Il en découle que 7; est inversible et que son inverse est n_; , qui est aussi
localement lipschitzienne. On a ainsi montré que 7, est un homéomorphisme de
V sur V pour tout t.

Remarquons maintenant que pour u € A, on a n;(u) = w pour tout ¢ puisque
®(u) = 0. On va pour conclure choisir une valeur de ¢ appropriée. Tout d’abord,

on remarque que J est décroissante le long des trajectoires n,(u). En effet
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I 00) = (DI () ) = (DI ()

dt
o DI
= ) DT a8 =™

En particulier, si u € {J < c—¢€}, on a J(mn(u)) < ¢ — ¢ pour tout ¢ > 0. Or
I'ensemble qui nous intéresse peut s’écrire {J < c+¢e} = {J < c—¢e} UB.
11 suffit donc de s’intéresser a l’ensemble 7,(B). Soit donc v € B. Comme la
fonction t — J(m(u)) est continue décroissante, il existe un premier instant
to > 0 (dépendant de u) tel que J(n;,(u)) = ¢ —e (avec ty = +00 si on n’atteint

jamais cette valeur). Donc, pour tout 0 <t <y, on a n(u) € B, d’ou

() = ~ DTGy < 5

Par conséquent, en intégrant cette inégalité, il vient

I (Mo (u)) — J(u) < =y,

d’onl

2e

to < (c+€—(c—5)):5.

Sl

(J(u) = (1o (u)) <

ST

En d’autres termes, on a montré que pourt = 2¢/9,m,(B) C {J < ¢ — ¢}, ce qui

conclut la démonstration. O

Remarque 3.1.2. i) On a démontré un peu plus que ce qui est affirmé dans
le lemme de déformation : il s’agit non seulement d’un homéomorphisme, mais

d’une homotopie (n; dépend contindment de t).



36

i) 1l existe de nombreuses variantes du lemme de déformation. Par ezemple,
on peut imposer que n({J < c+¢e})={J <c—¢e}.

iii) Le lemme de déformation dépend de fagon cruciale de la condition de Palais-
Smale. Considérons la fonction J(x) = 57 sur V = R. Elle ne satisfait pas la
condition de Palais-Smale en ¢ = 0. De plus, c = 0 est une valeur réquliére, mais
{J < e} nest certainement pas homéomorphe a un sous-ensemble de {J < —¢c}
car ce dernier est compact, alors que {J < e} ne lest pas.

Dans le cas ot V nlest pas un espace de Hilbert, on ne peut pas identifier V'
et V et la démonstration, qui a besoin d’un champ de vecteurs dans V' comme
second membre de 'EDO ne fonctionne pas telle quelle. Méme si V' est un
espace de Hilbert, mais J est seulement de classe C*, alors ce second membre
n’est pas localement lipschitzien, et on ne peut donc pas appliquer le théoréme
de Cauchy Lipschitz. Dans ces deux cas, on remplace dans la démonstration
ci-dessus (définition de la fonction ®) le gradient de J par un pseudo-gradient,

dont nous indiquons brievement la construction.

Définition 3.1.3. Soit V un espace de Banach et J € C*(V; R). On dit que

v € V est un pseudo-gradient de J en u si on a

lolly, < 2[DI ()l et (DJ(w),0) > DI (w)lly (3.1.1)

Soit V,. I'ensemble des points réguliers de J. Une application v : V., — V est un
champ de pseudo-gradient de J si elle est localement lipschitzienne et si pour

tout u, v(u) est un pseudo-gradient de J en u.

Lemme 3.1.4. Soit V un espace de Banach et J € C*(V;R). Il existe un champ

de pseudo-gradient de J.
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Démonstration. Soit u € V,.. On va d’abord montrer 'existence d’un pseudo
gradient v, en u. Pour cela, on note que, comme par définition de la norme duale,
|DJ(u)|l,» = sup (DJ(u),v) # 0, il existe donc w, € V tel que |[w,|,, =1

et (DJ(u),v) > 2||DJ(u)|; . Posant alors v, = % [|[DJ(u)|| wy, il vient

2
H%M/=§HDJWHM'<2HDJWNVI%(DJW%MJ>HDJWH@w

Comme les inégalités ci-dessus sont strictes, par continuité de D.J, il existe un

ouvert €2, tel que pour tout z € €,

loullyy < 2]DJ()lly et (DI(2),04) > [DI()]y-

En d’autres termes, v, est un pseudo-gradient en tout point z de €2,. Remar-
quons que comme v, # 0, Q, C V, d’aprés la premiére inégalité ci-dessus. On
a donc construit un recouvrement ouvert de V., = U,y 2, avec un pseudo-
gradient v, constant dans chaque €,. Il s’agit de recoller ces vecteurs constants
en un champ localement lipschitzien.

Pour cela, on utilise le fait que tout espace métrique est compact. Ceci signifie
que tout recouvrement ouvert admet un raffinement ouvert localement fini. Dans
notre contexte, ceci se traduit par l'existence d’un autre recouvrement ouvert
de V., {wa}ren tel que pour tout A € A, il existe uy € V, tel que wy C Q,, et
pour tout point u de V,, il existe un voisinage ouvert O de u tel que ONwy =0
sauf pour un nombre fini d’indices A € A, i.e., on recouvre localement avec un
nombre fini d’ouverts wy.

Posons alors Wy (u) = d(u, V. \wy). Alors, ¥ est 1-lipschitzienne, le support de

U, est exactement wy et ¥, est localement bornée inférieurement par un nombre
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strictement positif dans wy car si B(u,r) C w) , alors W\ > r sur B(u,r). De
plus, la somme e ¥, est localement finie, donc localement lipschitzienne et
localement bornée inférieurement par un nombre strictement positif a cause du

fait que {wx},c, est un recouvrement de V;. Si I'on pose sur V,

on voit ainsi que 0 < 0, < 1, ZueA 0, = 1, suppt = Wy et 0y est localement
lipschitzienne.

On peut maintenant définir

v(u) = Zé’,\ (u) Uy, -

A€A

Cette somme est localement finie, donc bien définie et localement lipschitzienne.
En tout point u, c’est une combinaison convexe d’un nombre fini de pseudo
gradients en w. En effet, 6, (u) > 0 si et seulement si u € w,, avec wy C {1, ,
ensemble oil v,, est un pseudo-gradient (constant). Or il est clair que toute
combinaison convexe de pseudo-gradients est un pseudo-gradient, ce qui termine

la démonstration. O

3.1.2 Principe du Min-Max

Le lemme de déformation permet d’avoir une caractérisation topologique des
valeurs réguliéres exprimée seulement en termes des valeurs prises par la fonc-

tionnelle et non a l'aide de sa différentielle. On le met en oeuvre a travers le
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principe du min-max qui suit. Pour tout ¢ € R et g9 > 0, on introduit un

ensemble d’homéomorphismes

D:* = { n homéomorphismes de V' satisfaisant la propriété i) du lemme de déformation }
Théoréme 3.1.5. Soit A un ensemble de parties de V non vide et

c=infsupJ (u).
AcAucA

On suppose que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c tel que ¢ € R
et qu’il existe o tel que A soit stable par DZ° pour tout o > g9 > 0, c’est-a-dire

que si A € A, alors n(A) € A pour tout n € D°. Alors c est une valeur critique
de J.

Démonstration. On raisonne par 'absurde et on suppose que ¢ soit une valeur
réguliére de J. En vu de la fagon dont le paramétre ¢y est introduit dans le
lemme de déformation, on peut toujours supposer que celui-ci est inférieur a a.
Soit € un valeur associée au lemme de déformation. Par définition de la borne

inférieure, il existe A € A tel que

supJ(u) < c+e,
u€A

soit encore A C {J < ¢+ ¢}. Par le lemme de déformation, il existe n € D20 tel
que n({J < c+e}) c {J <c—e}, doi a fortiori A" =n(A) C {J <c—e}, ce
qui implique que supJ(u) < ¢ —e. Or, par hypothése, A" € A ce qui contredit

ucA’
la définition de ¢ en tant que borne inférieure. O
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Remarque 3.1.6. i) Si J vérifie la condition de Palais-Smale, —J aussi. On
a donc un résultat analogue pour les quantités

d=infsupJ (u).
AcAucA

i) Si on prend A = {{u},u € V}, alors on retrouve le fait qu’une fonction-
nelle qui vérifie la condition de Palais-Smale et qui est minorée atteint sa borne
inférieure.

iii) L’utilisation du principe du min-mazx dépend du choiz de A. On prend en
général des classes d’ensembles qui partagent un méme invariant topologique

(genre, catégorie, classe d’homotopie, etc.) susceptible d’étre conservé par le

flot .

3.1.3 Le théoréme du Col

Le premiére exemple de construction de valeur critique par le procédé de min-
max est le théoréme du Col de la montagne ( en anglais Mountain Pass Theorem
) qui exprime trés bien le continu du résultat et sa démonstration : si on se
trouve en un point A dans une cuvette a une altitude hg, entourée de montagnes
d’une altitude supérieure ou égale & h > hg ; si on veut aller & un point B située
en dehors de la cuvette au dela des montagnes, et a une altitude h; < h, il existe
un chemin passant par un col et conduisant de A & B. Pour le trouver il suffit
de prendre parmis tous les chemins allant de A & B, celui qui monte le moins

haut.

Théoréme 3.1.7. Soient V un espace de Banach, J € C'(V,R) vérifiant la

condition de Palais-Smale et telle que
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i) J(0) =0,
i) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ||u|,, = R alors J(u) > a,
i) Il existe v € V, ||v||,, > R, tel que J(v) < a.

Alors J admet une valeur critique ¢ > a. De facon plus précise, si on pose

A= {p([0,1]);p € C([0,1]; V), 0(0) = 0, (1) = v},

et

¢ := inf maxJ(v)
AceAveA

Alors ¢ est une valeur critique de J.

Démonstration. Soient A (qui est évidemment non vide) et ¢ définis comme
dans le théoréme. Tout d’abord notons que par connexité, pour tout A € A,
I'intersection AN{u € V; ||u| = R} est non vide, et par conséquent Igeajd(v) >
a et finalement ¢ > a.

Si ¢ n’est pas une valeur critique de .J, avec les notations de lemme de déforma-

tion, pour 0 < € < g9, On peut trouver A € A tel que

A:=¢([0,1]), c¢<maxJ(v)<c+e.

vEA
En posant ¢ (1) :=n (1, (7)) et B :=1([0,1]), on a B € A. Mais la propriété
du lemme de déformation implique que B C [J(v) < ¢ —¢], ce qui contredit le
fait que, par définition de ¢, on a maxJ(v) > c¢. On en conclut que ¢ est une

veEB

valeur critique de J (et nous avons vu que ¢ > a). O
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Remarque 3.1.8. i) On comprend mieuz pourquoi ce théoreme s’appelle théo-
reme du Col. Quand on interprete géométriquement ou plutdt géographi-
quement les conditions i) a iii) dans le cas ot V = R? et J(u) représente
Ualtitude dans R® d’un point u. Les conditions i) et i) signifient que [ ori-
gine est placée dans une cuvette entourée de montagnes d’altitude au moins
a. La condition i) signifie qu’au dela de ces montagnes existe un point
v situé moins haut que lesdiles montagnes, disons dans une vallée. Par
conséquent, il est intuitivement clair que [’on peut joindre continiment 0 a
v en passant par un col de montagne et la construction du min-max nous dit
comment faire : il suffit de regarder l’altitude maximale atteinte sur chaque

chemin et de choisir un chemin qui minimise cette altitude maximale.

ii) Il faut toute fois faire attention & l'intuition montagnarde. Ainsi, le théoréme
du Col est vrai méme si J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale
quand V =R (par le théoréme des valeurs intermédiaires et celui de Rolle),
par contre il est faur quand V = R?, c’est-a-dire qu’il peut ne pas ewister
de col car la borne inférieure de altitude mazimale sur les chemins n’est

pas atteinte. Ainsi, par exemple, la fonction

J(x1,m0) = a:f(l + m2)3 + :z:é

n'a clairement qu’un seul point critique sur R?, a savoir lorigine ot J =
0. Ce point critique est un minimum local, donc une cuvette entourée de
montagnes, et l’on peut descendre encore plus bas a ’extérieur de la cuvette
car infre J = —o0 .C’est donc un exemple de fonction présentant un seul

point critique, qui est un minimum local mais pas global.
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Comme il n’y a pas d’autre point critique que le minimum local, ¢’est donc
qu’il n’existe pas de col pour sortir de la cuvette. Cela ne peut se produire
que si les chemins minimisants partent vers linfini. Cette perte de com-
pacité est évidemment liée au fait que J ne satisfait pas la condition de

Palais-Smale au niveau de l'inf-maz.

3.2 Meéthode Topologique

Nous allons introduire ici une variante du théoréme des opérateurs monotones.

3.2.1 Théoréme de Leray-Lions

Théoréme 3.2.1. (Leray-Lions) Soit X espace de Banach réel réflexive. Soit
T: X — X* un opérateur qui vérifie les conditions suivantes
(1) T est borné.
(i7) T est semi-continu.
(1ii) T est coercive.

De plus, on suppose qu’il existe une application bornée ® : X x X — X* telle

que
() ¢ (u,u) =T (u) Vu € X
(v) Yu,w,h € X et toute suite {t,} -, des nombres réels telle que t, — 0,

nous avons

O (u+ t,h,w) = @ (u,w);

(vi) Yu,w,h € X on a (P (u,u) — P (u,w),u—w) > 0;



44

(vii) siu, — u et

lim (P (up, un) — @ (u, uy) s up — u) = 0;

alors on a
O (w,u,) = ¢ (w,u) Yw € X;

(viii) siw € X, u, — u, ¢ (w,u,) — z, alors

lm (P (w,uy,),u,) = (z,u) .

n—oo

Alors léquation

admet au moins une solution u € X pour tout f* e X*.

Démonstration. On divise la preuve en huit étapes.

Etape 1 : Sans perte de la généralité on peut démontrer le théoréme pour I’équa-
tion

T (u) = 0. (3.2.1)

Etape 2 : On construit une « approximation de ’équation (3.2.1) de dimension
infinie par une équation dans un espace de dimension finie ». Plus précisément :
soit A est une famille de tous les sous-espaces de dimension finie dans ’espace

X.Si F € A, définie 'opérateur jrp : F — X par
Jr (u) = u.

Evidemment jp est linéaire et continue sur F. Soit Jr est I'opérateur adjoint de

jr. Alors



g Xt —= F*

et pour u € F, on pose

Tr (u) := jp (T (u)).

45

Etape 3 : Depuis la continuité de 'opérateur linéaire et le fait que la convergence

faible coincide avec la convergence forte sur un sous-espace de dimension finie,

il suit de (i7) que Tp est continu. On pose alors

c(r) = dgg%
lull=r

Par la condition (7ii), nous avons

lim ¢ (r) = oo,
r—00

(Tp (u) ,u) = (T (u), jr (w) = (T (u) ,u) = c([Jul]) [Jul]
est vérifié pour tout v € F.

Etape 4 : On démontre que I’équation

admet au monis une solution up € F.

(3.2.2)

(3.2.3)

En effet Soit X espace de Banach de dimension finie, soit 7' : X — X™. Suppo-

sons qu’il existe fonctions réelles ¢ = ¢ (r), définies sur l'intervalle (0, 00), telle

que
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lime(r) = oo et que (T (u),u) > c(||ul]) ||u|| verifies pour tout u € X.

r—00

Alors T (X) = X*, i.e., I'équation

admet au moins une solution pour f* € X* ( f* est arbitraire) .
Soit f* € X*. Dans le cas quand X = X* = RY et (u,v) = (u,v)pn est le
produit scalaire dans RY, il existe r > 0 tel que l'opérateur F' : RN — RV

définie par la relation

vérifie la supposition

(F(u),u)gy >0 pour uedB(0;R) avec R>0 (R assez grande).
(3.2.4)

On applique la propriété invariance de I’homotopie et on montre que (3.2.4)

implique qu’il existe

F (ug) =0, ie., T (uwy) = .

Etape 5 : drg > 0 tel que

|urll < 7o
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pour tout F' € A et pour tout solution ur € F' de 'équation (3.2.3). En effet, si

o0

un tel ry n’existe pas, il y a une suite {u,} _ des solutions de 'équation (3.2.3)

avec F'=F,, n=1,2,..., telle que
lim |Ju,| = oo, lim ¢ (JJuy,||) = oco.
n—oo n—oo

Ceci est une contradiction avec l'inégalité (3.2.2)

¢ (lunl)) lunll <0 = (Tr (un) , un) -

Etape 6 : Soit Fy € A et

AFOZ{FEAZF()CF}.

On note par U, ensemble de tous les éléments u € X qui sont les solutions
de I'équation (3.2.3) pour F € Ag,. De plus, soit Up la fermeture faible de
I'ensemble Up,. Notons que Z/{_}% - Wﬂ’o) pour tout Fy € A. Soit Ap C A est
une sous-suite finie de A. Alors

FOQAF k7 2
En effet, soit Ap = {Fie A: dimF} < oo, i=1, ... ;n}. Alors chacun des
ensembles Uy contiens tous les solutions u € X de I'équation (3.2.3) dans CJng.

1=

Puisque B (0;7g) est un espace topologique compact, on a

N UL + .
FoeA Fo 7é

Donc il existe
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up € N UY.
0 FoeA Fo
Dans toutes les deux étapes nous montrons que ug est une solution de I’équation

(3.2.1).

Etape 7 :Soit v € X. On choisit Fy € A tel que v € Fp, et soit F' € Ap,. Si
up € F est une solution de 1’équation (3.2.3), alors la condition (iv) implique
que

0<(T(w)—T(up),v—up)=(T (), v—up) — (T (up),v—urp)

= (T (v),v—=up)=(T'(ur), jr (v—ur)) = (T'(v),v—up)—(Tp (ur) ,v — up)
= (T (v),v—up).

Donc

(T'(v),v—u) >0 et vérifier pour tout w € Ug, ( tel que u arbitraire).

(3.2.5)

Par la définition de la topologie faible, I’équation (3.2.5) est valable pour u €

Uy, . Particuliérement, alors on a

(T (v),v—ug) > 0. (3.2.6)

Etape 8 : On choisie w € X, t > 0, et on pose v = ug + tw dans 'inégalité

(3.2.6). Alors

0 < (T (up+tw) ,tw) =t (T (up +tw) ,w), ie, 0<(T (uy+tw),w).
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uand on passe a la limite lorsque ¢ — 0™, en appliquant la condition (27) on
d A la limite | t 0* li t 1 diti %)

obtient 'inégalité

(T (uo) ,w) 2 0 (3.2.7)

pour tout w € X. On remplace I’élément w dans I’équation par I'élément (—w),

on trouve

(T (uo) , —w) = (T (uo) ,w), (3.2.8)

et donc

(T (up),w) =0  pour tout w e X, ie., T (up) =0.



Chapitre 4

Valeurs propres pour le probléme
(p, q)-Laplacien dans RY

Ce chapitre est dévoué a I’étude d’un probléme aux valeurs propres lié a 'opé-
rateur (p,q)-Laplacien avec un poids dans RY. L’équation modéle a la forme

suivante

—Apu— Agu = Ag (z) [uf’ u, z € RY. (4.0.1)

Dans ’équation (4.0.1), les réels p et ¢ sont tels que 1 < p,q < co,N > 3 et
g est le poids qui est une fonction mesurable positive. Le paramétre A\ est une
valeur propre et u est la solution faible recherchée.

On introduit I'espace des solutions W = W? (RY) N W4(RY) muni de la

norme

Jull = ( / Yl d)* + ( / IVl do)?
RN RN

L’espace W est un espace de Banach réflexif et séparable.
Une fonction u € W est dite solution faible de I’équation (4.0.1) si et seulement

si

20
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/ |VulP~? Vu-Vvd:c—i—/ |Vu|?? Vu-V’udm—A/g (z) |ul""? uvdz = 0, Yv € W.

RN RN RN

Dans la section 4.1, nous présentons des résultats sur I'existence des solutions
faibles non triviales du probléme (4.0.1) associées a des valeurs propres \ su-
périeurs a un seuil \* > 0. Dans la section 4.2, nous assurons 'existence d’une
valeur propre principale et nous donnons sa caractérisation par un principe d’inf.
Enfin, dans la section 4.3, nous démontrons 'unicité de cette valeur propre.
Pour atteindre les objectifs désirés, nous nous mettons sous les hypothéses sui-
vantes.

Hypothéses. Nous supposons que

l<qg<p<q (4.0.2)
et
0<gerl®) ®Y)nL=®Y (4.0.3)
avec v = B0 pour ¢ € (0,1) (alors 0 < a < p).

1-5
P
On cherche & démontrer I'existence des solutions faibles du probléme (4.0.1) qui

sont exactement les points critiques de la fonctionnelle d’énergie

1 1 A
Fw) = >t + ¢ lullt, = > [g(e)ul?do (104

RN
Proposition 4.0.2. La fonctionnelle I est de classe C' sur W. Sa différentielle

est donnée par :
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(I' (u) ,v) = / |Vul|P~? Vu-Vvd:H—/ |Vu|?? Vu-Vvdx—)\/g (z) [u|"~? uwvdz, Yo € W.

RN RN RN

(4.0.5)
Avant de démontrer cette proposition on a besoin du résultat suivant.

Lemme 4.0.3. Pour tout u € W, on a

/ g (@) [ul” dz < Cllglloe Igl0 Nl lullF5 (4.0.6)
2 o5 ()

Démonstration. On a par l'inégalité de Holder

/ g (@) [ul” de < Ay Ay

RN

p(1—t)
«

ou Ay = /g () |u|® dx et Ay = /g (z) [uf”" dx

RN RN
Par I'injection de Sobolev on obtient

pt
F

Ay < Clglloe Nl - (4.0.7)
On applique I'inégalité de Holder pour 'estimation de A; et on obtient

[e]
qT

- (i)’ )l «
AP < /g «) dx /]u\q de | . (4.0.8)

RN RN

—~
[}
of% |-

Par l'injection de Sobolev nous concluons que

(
a* a

1—t 1—
A <O glPVn P00
L&) (RN)
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]

Démonstration de la proposition 4.0.2. Tout d’abord, il est clair que les trois

intégrales de I’équation (4.0.5) sont bien définies pour tout u € W.

On définie les deux opérateurs

(J(u),v) = 1/ |Vul” vdx + 1/ |Vul? vdx
p q

RN RN

(G (u),v) = l/g () |u]? vdz, Yu,v € W.

RN

et leurs dérivées

<J' (u),v>:/]Vu]p_2Vu-vdx+/]Vu|q_2Vu-vdx

RN RN

<G/ (u) ,v> = /g (z) |ul""?u - vd, Vu,v € W.

RN

Comme J est trivialement de classe C' sur W (voir [29]), donc il reste a dé-

montrer que G est de classe C* (W, R).

Existence de la dérivée de Gateaux : Soit u,v € W et 0 < [t| < 1. Alors
par le théoréme de la valeur intermeédiaire on a :
|G (u+tv) — G (u)|/|t| = !G/ (u+ tov)’ [v]
et on a
G (u+ t0)| o] = /g (2) | + tov P2 [+ tov| [v] da
RN

< /g (2) [u+ tov]P ™2 Ju + tov| Ju + tov| da

RN
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= /g () |u+ tov|” dz.
RN
Par I'inégalité (4.0.6), on obtient

p(1-t

|G (u+ tov)| o] < / g (@) Ju+too] dz < C gl gl N+ towl B flu + tov]

- ASCA

Continuité de la dérivée de Gateaux :
Soit (u,) C W une suite faiblement convergente (i.e.u,, — u), R > 0 et C € R.
Pour tout v € W on a

J (a2~ a2 w)odz = [ g(unl” 1w~ 0 wyodi+ [ g(Jun ", ~
RN Bpr B

lulP~% u)vd.

R

On a par l'inégalité de Holder et 'hypothése (4.0.3), on obtient

y @
[ g(lual?™ 1 = [uP 2 w)vda| < C gl <f [ dx) (f o
Br Br

Br
Donc par l'injection de Sobolev, on trouve

A
p*

/

_1
(r*)’

— — - — (p*)
[ genl™ i — 2 wyoda| < C gl o] (f a2t — %] dx)
Bgr

Br
Comme u,, converge faiblement vers u dans WW1? (]RN ), alors (xp,un) converge

faiblement vers (xp,u) dans W'? (Bg). Nous pouvons déduire que (xp,un)
converge fortement vers (yp,u) dans L®)'®=1) (Bg) puisque (p*)' (p — 1) < p*.
Alors il existe une sous-suite, noté encore (yp,uy) , et h € L¥) =1 (Bg) tel que
XBrUn — XBrU D.p- dans B quand n — oo et Vn, |xp,un| < h p.p. dans Bg
et XBg \un|p_1 < h?~! p.p. dans Bpg. Par le théoréme de Lebesgue il existe une
autre sous-suite, noté encore (xg,un), telle que X, [tn|"> U, — x5, [ul’>u

fortement dans L®")'®=1 (Bg).

D’autre part par l'inégalité de Holder on a pour tout v € W
_ap
fg(‘un\p_2 Up — !u\p_Q wode| < | [g Hun]p_z U, — ‘u’P—2u’ @D ydg

/
BR BR
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fg‘u‘((pafl))q*> dx
By
En appliquant encore I'inégalité de Holder, on trouve

fglvl(@i%q ) de < ||g||<(q2),( o) [g" = " da

B/ B/

R ( R
% / ap” — q —« ap™®—
< Ol E) T g
L ) (Bg)
—2 2
9"ty = [uP~* wyvder| < O lg]|* () g 1
B, ) (Br)
ou A = <Z)/ ;A vient que [ g(|un”?up — JulP"u)vdz — 0

o ey )
quand R — oo car g € L<%)/ (RN) .

Donc on trouve que hm [ g(Jun]?~? tp—|u|’ " u)vdz = 0. Par conséquent 'opé-
rateur GG est continu. o [l

4.1 Existence des valeurs propres

Afin de pouvoir appliquer les techniques de théoréme du Col, il est tout d’abord
important de démontrer que la fonctionnelle [ satisfait la condition de Palais-

Smale.
Lemme 4.1.1. La fonctionnelle I vérifie la condition de Palais-Smale (PS),

au niveay ¢ € R.

La grande difficulté dans la démonstration de la condition de Palais-Smale est

de démontrer que la suite est bornée dans W.
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Démonstration. Soit (u,) C W une suite de Palais-Smale au niveau ¢ € R. Ceci
signifie que

I (u,) = cet I'(u,) — 0 dans W'

Premiérement on démontre que la suite u,, est bornée dans W. Pour tout v € W,

on a
lim (I' (u,),v) =0 alors lim (I’ (u,),u,) = 0. (4.1.1)
n—o0 n—o0

Commenli{.rél (un)—% (I' (uy) ,uy) = r}glgo (% — %) [un ||, = ¢ On peut conclure

que (u,) est borné dans W (RY) . On pose maintenant

J (un) = / |V, | dx — )\/g]un]pdaf.

RN RN
Par la considération précédente, J (u,,) est une suite réelle convergente. Alors,

il existe C' > 0 tel que

/[Vun]pd:v < C+)\/g\un\pdx.

RN RN
Comme la suite u,, dans W4 (]RN) on peut trouver par lemme 4.0.3 une constante

positive, notée encore C, telle que

lunll, < € (1+ i) - (4.1.2)

On va supposer par contradiction que la suite u,, n’est pas bornée dans WW*? (RN),

alors [luy|,, — +oo. Par linégalité (4.1.2), on obtientHunH’i(;_t) < O(1+

lunlly)-
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D’aprés la supposition 0 < ¢ < 1 on peut conclure que lim ||un||’f(;_t) < C ce
n—o0 ?
qui est une contradiction. Par conséquence, u,, est bornée dans W. Il existe alors
u € W tel que (u,,) converge faiblement vers u, i.e. u, — u.

Il est facile & démontrer que

lim (I' (u,) — I' (u) ,u, —u) = 0. (4.1.3)
n—oo
On a aussi
[ g(junl? un — JulPu)vdz =0 Yo € W. (4.1.4)

RN

Alors d’aprés (4.1.3) on obtient,

lim [ (|Vun [P Vu, — |VulP 2 V) - (Vu, — Vu) de
n—oo
RN
—|—/(]Vun|q2 Vu, — |Vu|* > Vu) - (Vu, — Vu)dz = 0.
RN
On applique I'inégalité de Holder pour obtenir

/(|Vun|p_2 Vu, — |Vul' 7 Vu) (Vu, — Vu) de

RN
bt !
> /(]Vun|p—|- |Vul?) de — /]Vun|pd:v /|Vu|pd:c
RN RN RN
p=1 1
— /]Vu]pdx /]Vun\pdx
RN RN
p—1

= /|Vun|pd93 - /|Vu|pd$ /|Vun|pd:c - /|Vu|pdx
RN RN RN RN

-1 -1
= (aliZy? + ") (el = ) = 0
Comme la partie & gauche tend vers 0, alor lim ||u,||, , = [|u], , dans W'? (RY)
n—00 k k

et de la méme fagon on peut démontrer que lim |ju, |, = ||ul).., dans W4 (RV) .
n—oo
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La suite (u,) étant faiblement convergente vers u dans W et comme l'espace

W vérifie la propriété de Radon-Riesz alors u,, converge fortement vers u dans

W. ]

On va a présent démontrer que la fonctionnelle [ vérifie la géométrie du Col.
Lemme 4.1.2. 1. Il existe p, B > 0 tels que I (u) > 5 si ||u|| = p.

2. 1l existe ug € W avec ||u|| > p et I (up) < 0.

Démonstration. 1. Soit u € W, on pose p = [lu|| = p1 + p2 ot p1 = [Ju],,,

p2 = |lull,,, et on a
1 1 A £) 1—t
1) 2 pit o p2= 2 Cllgl ngfgg*) phLpat=t)

1 1— 1 1—
> L (pﬁ )= 2C gl I “).

On peut choisv gy = = et gy = (14AC gl ol

cai-0) )" tit
y pour peti

€ > 0. Par conséquent

t
)

1 _ (1-t
f<u>z]—j(1+m||g|| ol en t>) -0

1
p(1—t)
pour tout u € W tel que ||ul| = (1 + AC 9] ||g||p(£_)€) Eq(lt)) +e.

(q
«@
2. On note par ¢ la fonction propre normalisée associée a la premiére valeur

propre A; du p-Laplacien avec poids, i.e.

—div (V|| > V) = Mg |e/" > ¢ dans R
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et
/|V¢|p dr = 1.
RN
Donc
I(rp) = —+—/\V90!qdw——/g|w|pdw
et comme on a /g || dz = {~ on obtient

RN

TP A T4
I(rp)=— (1 - —) + —/ V| da.
A
p 1 q Iy

On affirme que toute valeurs propres du probléme (4.0.1) vérifie A > \;. Alors
I (1p) — —oo quand 7 — +oo. Par conséquent, il existe 7o > 0 tel que I (o) <
0 et on pose ug = Tpp.

Nous revenons maintenant a I’affirmation que A > \;. Dans ce cas, nous intro-

/\Vu|pd$—l—/]Vu|qd:z:

A = inf RN RN

11
SO g @)l da

RN

duisons la quantité

Pour tout v € W, on a

/Vu|pdx+/Vu|qu /|Vu|pd:z: /|Vu|pdx
RN

RN > RY > inf B =\
/ o(@)ulP dz / o@ufpde VMO / o(@)ulP dz
RN RNV RN

Alors il est facile de voir que \* est positive.
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Nous supposons qu’il existe une valeur propre A du probléme (4.0.1) telle que

A < A*. Alors il existe v € W, v # 0 qui vérifie

/\Vv|pdm—|— / |Vl dz = /\/g () [v|’ du.

RN RN RN

On obtient alors

/Vv|pdx+/|VU|qdm /Vv|pd:v+/Vv|qdac

2\* > )\ = RN RN > inf RN RN )\

/ o(@)|olPda ueWM0) / o(@)|vlPda

RNV RN
qui est une contradiction. Donc, il n’existe aucune valeur propre inférieure a \*.

D’autre part A* n’est pas une valeur propre du probléme (4.0.1). En effet, soit
u, € W une suite minimisante de A\*. En utilisant raisonnement dans [16] pour
démonter que u,, converge fortement vers une fonction non triviale v € W qui
vérifie

p/ |Vaul"~? Vqudx—l—q/ \Vu|"? VuVwdz = X‘p/g (z) |ul""? vwdz ,\Yw € W

RN RN RN

Ceci conduit a I'équation

/ \Vu|'* VuVwdz = 0, Yw € W.
RN

Donc, u = 0 est ceci est une contradiction. ]

Théoréme 4.1.3. Supposons que les hypotheses (4.0.2) , (4.0.3) sont satisfaites,
alors il existe \* > 0 tel que pour tout \ qui vérifie A > \* est une valeur propre

du probleme (4.0.1).

Démonstration. Fixant A > \*. On définit classe de familles

Bi={YeC(0,1],W), ¢ (0) =0, ¢ (1) = uo},
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ol ug est obtenu au lemme (4.1.2).

On défini le niveau minimum correspondant

= inf I ).
¢:= Infmax (¥ (t))

Comme la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale et la géométrie
du Col, il I'en résulte que ¢ définie ci-dessus est une valeur critique de I. Donc
pour chaque A > \*, il existe uy point critique associé a ¢ qui vérifie nécessaire-
ment ¢ > % (1 + AC gl Hng(1 ) ga(1= ) . Alors, uy n’est pas triviale depuis

(%)

I(0) = 0. Le théoréme est ainsi démontré. O

4.2 Valeur propre principale

Définition 4.2.1. On dit que A est une valeur propre principale du probléme

(4.0.1) s’il existe w € W, u # 0 et u > 0 vérifie que

/|vu|p 2Vqudx+/]Vu|q *VuVudr = /\/ (z) |ulP"? wvdz, Vv e W.
RN RN

On a la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Sous les hypothéses (4.0.2) et (4.0.3) la quantité

/|Vu|p dx + g/ |Vul? dx

RN RN

SO [ ds

RN

(4.2.1)

est une valeur propre principale du probléeme (4.0.1) .
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Démonstration. On définie ® : W\ {0} — R* par
/|Vu|pd:£+ §/ |Vul? dx
u) _ RN RN

[a@apas

RN

@ (

Il est facile de voir que ® est une fonction C' faiblement semi-continue infé-
rieurement dans W \ {0} . Nous rappelons que la premiére valeur propre A\; du

p-Laplacien avec poids est caractérisée par

/]Vu]pdx
A= inf B

ueW\(0) / g (2) |ul? dz

RN

(4.2.2)

On vérifie facilement que pour tout u € W\ {0}

Alors ® est bornée inférieurement dans W\ {0} et est un nombre réel positif
plus grand que A;.

Soit (u,,) C W\ {0} une suite minimisant de (4.2.1), i.e.

A= lim ®(u,).
n—-+0o
Comme on a |V |u|| = |Vu]| alors (Ju,|) est aussi une suite minimisante. Donc

nous pouvons supposer que (u, ) est positive. On a

A= lim ®(u,).

n—-+00
Premiérement on démontre que u,, est bornée dans W. Puisque ® (u,) est un

suite réelle convergente, il existe une constante ¢; > 0 tel que

D (u,) < ¢. (4.2.3)
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D’autre part, on obtient par 'inégalité (4.0.6)

[unlly, + lunlly
D (u,) > c3 - "; (4.2.4)

1—
[ o

Par conséquent, (u,) est bornée dans W si non ® (u,) — oo et ceci est une

contradiction avec (4.2.3). La réflexivité de W garantie Uexistence de u € W,

u > 0 tel que u,, — u. Comme ® faiblement semi-continue inférieurement alors,

¢ (u) < lim inf @ (u,)

n—oo

Il suit que A = ® (@) et par conséquent on conclut que 7 est un point critique
de P, i.e.
(@' (m),v) =0, Yo e W. (4.2.5)

Un simple calcul montre que (4.2.5) est équivalent a

1
- /|Vﬂ|p_2 Vu.Vudzr + / \Va|"* Va.Voda /g [al?” dx—
P \ix RN

RN

1 1 _
— —/ |Val? dx + —/ \Vu|? dx /g @’ wudz = 0, Yo € W.
p]RN q]RN RN
Ce signifie que 7 est un fonction propre de probléme (4.0.1) associé 4 A = ® (@) .

Maintenant on démontre que uw # 0. On suppose par contradiction que uw = 0.

Ceci implique que lim /g (x) |u,|” dz = 0. Par conséquent,
n—oo

RN

n—0o0

1 1
lim —/ |Vu,|” dz + —/ |Vu,|"dz | = lim ® (u,) /g () |u,|” dx
n—roo
v B

RN

=0.
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Done lim [fua],, = im ), = 0.

La relation (4.2.4) donne
1—t) g
+ lually,

1—
[ T

.-
[unll1 !

(un) > c3

—pt — L=

o t —(1—
= HunHI,p HunHl,q (1 + HunHl’é t)(i"f'q)) .

En tenant compte des hypothéses sur les exposant p,q et t on trouve que

lim ® (u,) = oo et ceci est une contradiction. Par conséquent, @ # 0 et A
n—oo
est une valeur propre principale du probléme (4.0.1). ]

4.3 Unicité de la valeur propre principale \

On commence cette partie par rappeler 'identité de Picone généralisée.

Théoréme 4.3.1. (Identitéde Picone généralisée) Soient Q@ C RN un ouvert

borné ou pas et u > 0,v > 0 deux fonctions différentiables. Notons

p p—1
L(u,v) = |Vul’ + (p—1) % |Vol|P — p:jp_l Vu |VolP~* Vo
u? _9
R (u,v) = |Vul’ =V ( _1) |V’ V.
P

Alors
L (u,v) = R (u,v).

De plus, L (u,v) >0, et L(u,v) =0 p.p. Q si et seulement si V (u/v) =0 p.p.

RN, i.e. u = kv pour une certaine constante k dans chaque composante de RY .

Démonstration. En développent R (u,v) il est facile de voir que L (u,v) =

R (u,v). On utilise maintenant U'inégalité de Minkowski a8 < |af” /p + |8]* /p
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avec a = |[Vu| et f = (u|Vv| /v)p_l, ou 1/p+1/q = 1. Nous avons :

uP— p
L (u,v) = |Vurp—p V0P Vol [Vl £ (p— 1) (TP

+p IVl . |Vu| = VoVl .

Si L (u,v) (xg) =0, et u(xg) # 0 alors ma nécessairement |Vv|.|Vu| = Vu.Vu
et |Vu| = (u/v) Vv, i.e. Vu = (u/v) Vv ou V (u/v) (z9) = 0. D’autre part, si
S={zeR" :u(zx)=0} alors Vu =0 p.p. (cf. [4]), et donc V (u/v) =0 p.p.

nous concluons queV (u/v) = 0 p.p. RY et par conséquent u = cv. ]

On définit a présent les applications suivantes

—pl

L, (@) = |Val + (p — ) |Vv|p—p va|vv|p—2w

—p

Ly (7.0) = [Vl + (0 — 1) 2 |90 = po v [Fuft2 o,

et on pose :

L(a,v) =L, (u,v)+ L, (u,v)

Lemme 4.3.2. Pour toutu, v € C2 avec v > 0 dans RY, nous avons L (u,v) >

0, ce qu’implique,

A A
[ivar s [1vap > [0y [S20Ee @s
RN RN RN

et si L (u,v) =0 il existe c € R tel que u = cv.

Démonstration. On utilise 'identité de Young, pour € > 0,

!Ip2

—\ p—1
Va | Vo~ 2 v/t o S \Va| Vo]~ (%) (4.3.2)

—1|ul?

<—|V P +

Pﬁp
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Soit € = 1, par intégration sur RY, on trouve

— |—|p—2
p [ IVel vova (“7';3'_1 ) < [1var+ - | '
RN RN RN

De la méme maniére on obtient

— |—|q—2 —|q
q/IWIqQWVﬂ (%) < /|Vﬂ|q+(q—1)/‘%
RN RN RN

Donc

< |l

IVol?.  (4.3.3)

(4.3.4)

L,(a,v)>0et L, (u,v) >0,

Ce qu’implique que
L(u,v) >0

D’autre part, si L (u,v) = 0, alors nous avons

/|wv’ 2vvv—< ) /\vuv’ p—1) /’
et
/yvu\q QVUV_( ) —/yvmu(q—g/‘%q

RN
et par le choit e = 1 dans (4.3.2), on obtient

p—2 —\ p—1
/ {VUVU . 2 UJ}L |Va| |[Vol”~ 1 (%) }daz =0, (4.3.7)

RN

— q—2 —\ q—1
/{VﬂVHV@]gzul}Z—l \Va| |[Vo|'™ (%) }dajzo. (4.3.8)

RN
Par (4.3.5),(4.3.6), on déduit que |Vu| = |(u/vV0v)| et d’aprés les deux inégali-

SERN

Vo’ =0, (4.3.5)

=0 (4.3.6)

et

tés (4.3.7), (4.3.8) on trouve que Vu = 1 (u/v) Vv, ot [n| = 1, et dans ce cas on
obtient L (u,v) = 0. Ceci implique que n = 1 et V (u/v) = 0. Par conséquent ,

il existe ¢ € R tel que u = cv. O
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Proposition 4.3.3. La valeur propre principale X est unique.

Démonstration. Supposons que u,v sont deux fonctions propres du probléme
(4.0.1) associées respectivement & X, \, avec @,v > 0 dans RM. Soit ¢ €
Cge (RN) une suite convergente vers v dans W. Alors, pour une sous-suite noté
encore @, et Vo, converge dans RY vers v et Vv réspectivement. On prend
|or|” /uP~! comme fonction test dans 'équation (4.0.1), et on utilise I'identité

de Picone pour obtenir

p q
o< L) = [19ar+ [ 19al - [vapva(B0) 4 [ e on (12
U u

RN RN RN RN
(4.3.9)
= / Ver|” +/ \Vsok!q—A/g\sok\p-
RN RN RN

En passant a la limite, quand k tend vers oo, on obtient

0<L(v,u) < / Vol? —|—/ |Vol? —X/gvp
RN

RN RN
:)\/g’up—X/gvp
RN RN

— (A=) o

RN

comme L (v,7) = 0, on conclut que T = cv et A = \. ]



Chapitre 5

Sur les solutions du probléme
(p, q)-Laplacien avec résonance

D’un point de vu physique, la résonance est un phénoméne selon lequel cer-
tains systéme sont sensibles & certaines fréquences. Mathématiquement parlé,
il s’agit d’existence de solutions non triviales d'une E.D.P. soumise & une fré-

quence propre (valeur propre) de 'opérateur différentiel associé a cette E.D.P.

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier le probléme de résonance suivant
—Aju— A+ f(z,u) =g (2) |uf’ > u, = € RY (5.0.1)

ou les réels p et q sont tels que 1 < p,q < oo,N > 3, g est le poids qui est une
fonction mesurable positive et f : RY x R — R est une fonction de Carathéo-
dory. Le paramétre ) est la valeur propre principale du probléme (4.0.1) étudiée
au chapitre précédent et u est la solution recherchée dans ’espace W.

Dans le chapitre 4 contrairement au cas du p-Laplacien, nous n’avons pas pu
démontré la simplicité de la valeur propre principale. Et donc nous ne pouvons

pas chercher la solution de notre probléme comme étant des points critiques de

68
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la fonctionnelle de I’énergie sur le complémentaire, dans W, d’un espace de di-
mension finie. C’est pourquoi nous avons eu recours a une méthode topologique

qui est le théoréme de Leray-Lions(voir chapitre 3).

Nous introduisons les hypothéses suivantes.
Hypothéses. Nous supposons que les hypothéses (4.0.2), (4.0.3) sont vérifiées.
Nous supposons aussi que f : R¥x R — R est une fonction de Carathéodory

telle que f (z,0) # 0 et

\f (z,u)| <o (x)+p(z)|u|” pour p.p. z € RN, ueR (5.0.2)

ol 0 < v < p*_17 e L(p*)’ (RN) et p € L6 (RN) N L™ (RN) avec 0 = p—*f()j;+1)'

Nous supposons aussi que

@)

oY N
nf s > \g (z) p.p. z € RY. (5.0.3)

Probléme de résonance

Le probléme de résonance (5.0.1) est équivalent a trouver les solutions u € W,

u # 0 qui vérifient

/ |Vl Vquda:+/ |Vu|? VqudaH—/f(x?u)vdx—X/g () [ul’"? uwvdx = 0,
RN

RN RN RN

(5.0.4)
pour tout v € W.

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.
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Théoréme 5.0.4. Supposons que les hypotheéses (4.0.2), (4.0.3), (5.0.2) et (5.0.3)
sont satisfaites, alors le probléme (5.0.1) admet au moins une solution faible non

triviale.

On définie pour les opérateurs J, G, H, F : W — W' par :

(J (u),v) = / IVul""? Vu.Voda

RN

(G (u),v) = / IVu|" Vu.Voda

RN

(H (u),v) = /g (x) ]u\p_Q uvdzx

RN

<F(u),v):/f(x,u)vdx, Vu,v e W.

RN
On pose
T:=J+G—-)\H+F.

On peut vérifier aisément qu’une fonction u est solution de (5.0.4) si et seulement

. ! . . 1 . .
si Tu = 0 dans W . On commence par démontrer des résultats auxiliaire qui

est résumé dans le lemme qui suit.

Lemme 5.0.5. Soit u, — u dans W. Alors H (u,) — H (u) et F (u,) — F (u)

quand n — Q.

Démonstration. Pour tout v € W et R > 0 on pose

(H (u) — H (u),v) = [ g(|un’ > up—|ul""> wvdz+ [ g(|un]’* wn—|u|"~> u)vdz.
Br B;-:
En appliquant 'inégalité de Holder et I'hypothése (4.0.3), nous obtenons
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@*)

[ 9l = [ul wpvda| < Cllgllg | f Jlunl” e = fuP > " vde
Br E
Donc par I'injection de Sobolev, nous avons

1
(r*)’

Br
Comme u, converge faiblement vers u dans W (RY), alors (xp,u,) converge

- - - — ()
[ o0unl? ™t — a2 wyodz| < C gl Noll ([ [linl™ 2t — fu? 2| daz>
Bgr

faiblement vers (yp,u) dans W' (Bg). Nous pouvons déduire que (xp,un)
converge fortement vers (yp,u) dans L#)' @~ (Bg) car (p*)' (p — 1) < p*. Alors
il existe une sous-suite, noté encore (xp u,), et h € L®) (=1 (Bgr) tel que
XBrUn — XBpU P.p- dans B quand n — oo et Vn, |xp,us| < h p.p. dans Bg
et XBg \un|p*1 < h*~! p.p. dans Bp. Par le théoréme de Lebesgue il existe une
autre sous-suite, notée encore (Y p,uy), telle que X gy, [tn |~ U — XBy, U’ u
fortement dans L®") (Bg).

D’autre part par l'inégalité de Holder on a pour tout v € W

(p—1)g*
ap*

_ap®
S g(lunl” wn — [l wyoda| < | [ glual” wp = Jul"~* u| @7 vda
/

/
BR BR

1
oy ) (%)
S alol (@) dz )
By
En appliquant encore I'inégalité de Holder, on trouve

o
ap*—(p—1)q¢*

ap® ’ ﬁ % , . ) *
[ g10/(o%w) dxﬁ||g||(fq2/,(“‘°,‘<‘°‘l>q) [ "= ol da
B;? L (BR B;g
% / *_ a, F3 ' pq**f_o:yp* P *7047’*7 E3
< gl gy S e

J allul” e~ P e < Clgl ey o
Bl LA (Bg)
ou A = - <E)/ ——. Il vient que [ g(|un|" > u, — [u’? w)vdz — 0
(ap*—(p—l)q*> ((p—l)q*) B

R
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quand R — 0o puisque g € L(%) (RY).
Par conséquent, lim (H (u,) — H (u),v) = 0 pour tout v € W.
n—oo

Pour l'opérateur F' on a Vv € W

(F (wn) = F (u),0) = [ (f (@,un) = ] (2, 0)) vde+ [ (f (@, 00) = f (@, 0)) vde.

Br B,

Comme u, converge fortement vers w dans W, alors u, est borné dans W
donc dans W'? (RY) . Alors (xp,un) est borné dans W'? (Bg) . Nous pouvons
déduire que (xp,un) converge fortement vers (xp,u) dans L® (Bg) pour tout
1 < a < p* en particulier, pour a = (p*)/ . Alors il existe une sous-suite, noté

encore xp,un et h € L* (Bg) telle que

up () = u(x) dans Br quand n — oo

et
|un, ()] < h(z) dans Bg.
Il suit que
f(z,u, (z)) = f(z,u(z)) dans Br quand n — oo
et

|f (z,u,)| < o(x)+ p(x)h? (x) dans Bg.

On a par supposition que p € L (RY) , alors o + ph? € L@ (Bg) Donc,
f(un) = f(,u) dans L% (Bp).

D’autre part, par 'injection de Sobolev on a pour tout v,w € W

[ol)de<| [ v d= [ oW dz <clo| | [o%) da
B B, B, B

R R

(5.0.5)
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De la méme facon nous obtenons

a2 Py
[plw|" [v]de < | [ |w]” d= [ (plo)7= da
B B B
2 N 1
p* p* o
<| [ |w] dz [ " da [ pdx
By By Bp
donc
3
[ ol olde < lwl" o]l { [ p’de | (5.0.6)
B By

J (f (@, un) = f (z,u)) vdw < f | (z,un) = f (z,u)] |v] dz

’
BR BR

1

(*)

=

1"

<|e| [o®du +c | [plde o] . (5.0.7)

Bg

Comme g € L) (RY) et p € L (RY) , il vient que [ (f (v,u,) — f (z,u)) vdz —
Bp
0 quand R — oo. Dong, lim (F (u,) — F (u),v) =0 VYv € W. O

n=00
Démonstration du Théoreme 5.0.4. Nous allons appliquer le théoréme de Leray-
Lions. Nous démontrons en premier lieu que J , G, H et F sont des opérateurs
bornés, au sens ol ils transforment des ensembles bornés de W & des ensembles
bornés de W'. Soit v € W tel que |lu|| < M. Pour toute s > 1 par I'inégalité de
Holder on obtient

sup /|Vu\82Vu.Vvd:U

l[oll=1
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<sup/|Vu| Vudz

s

o< ML

l[ofl=1

1
< sup /\Vu\(sns/ dx /\Vv|sdx
RN RN

Donc J et G sont des opérateurs bornés de W dans W'. D’autre part on a

15 (u)l[, = sup [(H (u),v)]

[vll<1

< sup /g@MMWm /?@Hw”m
HERN o

Par la relation (4.0.6) nous obtenons

p—1

1
1—t)\ » 10\ »
I . < esup (ol 1?3 ™) ™ (ol 1ol=")°

lvll<1

p—1
< csup (Jlufl?, ul?) 7 < M

llvll<

Pour 'opérateur F', pour tout u, v € W

/f 2, 0) vdz </ (z )yv|dx+/p(x)|umuy(x)dx

RN RN

1 1 2 Py

(p*)l p* p* . p*

< /o—@*)’d;c /w* dr | + /\uyp* da [ (o)™ da
RN RN By
U = 1
< /a(p*) /|u]p dx (fp%lx) /|v|p* dx
RN
RN RN

En utilisant I'injection de Sobolev, nous obtenons

R/Nf(x,u)vdx gc(

S
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alors

[Full, < cllo]

oy T M7 plls

Par conséquent, 'opérateur 1" est borné.

Ensuite, on démontre que Popérateur T' est continu de W dans W'. Soient u,,,
u € W telles que ||u,, — ul| = 0 quand n — co0. On a

1T (un) = J (u)ll, = sup [(J (un) = J (u),v)] (5.0.8)

*
loll<1

= sup /(|Vun|p_2 Vau, — |Vul’~* Vu)Vodz

llvlI<1

1

p’

< swp | [ 9wl Vu, = (Fup 2 u de | o,
N

La derniére intégrale tend vers 0 quand |lu, — u|| — 0, & cause la continuité de
Popérateur de Nemytskii ¥ (u (z)) = ¥ (Vu (z)) de L? (RY) dans L” (RV) ou
U (s) = |s[’"* 5. Par le méme résonnement on trouve que |G (u,) — G (u)]], = 0

quand n — oo.

La continuité de l'opérateur H et F' est garantie par lemme 5.0.5. Par consé-
quent, T est continu alors il aussi demi-continu de W dans W".

Pour la coercivité de T', on a

1

1 p—
o () = o |l ol + / (F (2, 0 u — g [ul?) dz
RN

et par ’hypothése (5.0.3) il vient que

J U@y Tolup)arzo

RN
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Alors la coercivité de T est immeédiate.
On définit 'opérateur ® : W x W — W’ par
(@ (u,w),v) = ((J +G) (u),v) + ((F = XH) (w) ,v). (5.0.9)

C’est clair que ® (u,u) =T (u) pour tout u € W.

Maintenant on vérifient la derniére partie de Théoréme Leray-Lions.

Soit t,, une suite réelle telle que t,, — 0 et u, v et w € W, alors
D (u+tyv,w) = (J+ G) (u+tyw) + (F— AH) (w) .
Puisque J + G est continu, alors
O (u+tyw,w) = ¢ (u,w).

Ensuite on vérifie la monotonie de la partie principale de ®. Pour tout v, v € W

(@ (u,u) — @ (w,u),u—w)={((J+G)(u) —(J+G)(w),u—w).

Par I'inégalité de Holder on a

(J(u) — J (w),u—w) = / |Vul’ dx + / |Vw|P dx — / \Vul"? Vu.Vwdz
RN RN RN

—/ V|’ Vw. Vudz

RN
p—1 1
> /(!Vu]p+\Vw|p)dx— /]Vu]pdx /]Vw\pdx
RN RN RN

p—1

P

— /|Vw|pdx /|Vu|pdx

RN RN
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p—1 p—1 1

= /]Vu]pdx — /\Vw[pdx : /]Vu]pdx — /]Vw|pdx
RN RN RN RN
= [lllg! = ol ] ey, = lhly,,) = 0. (5.0.10)

Par la méme raisonnement nous obtenons
(G () = G (w),u—w) = [l = ] [k, = wly,] = 0. (5.0.11)

Donc

(O (u,u) — @ (u,w),u —w) > 0.

Soit u, — w dans W et on a lim (P (up,u,) — P (u,u,),u —w) = 0. Par la
n—oo

monotonie de J et G (voir [29]), on trouve

lim (J (u,) — J (u) ,up, —u) =0

n—00

et
lim (G (u,) — G (u) ,u,, — u) = 0.

n—oo

donc il suit de la relation (5.0.10) et (5.0.11) que

[tnlly, = Hlully,

et

[enlly g = Nuelly g -

Puisque W' (RY) et W' (R") sont des espace de Banach uniformément
convexe, donc on trouve la converge fortement de u, vers u dans W1'P (]RN )

et Wha (]RN) et donc dans W.
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Il suit de la continuité de I'opérateur F' — AH et que ® (w,u,) — ® (w,u) pour

tout w € W.Maintenantsoitwe W, u,, = u dans W et ® (w,u,) — 2. On a
(D (w,up) , up) = (P (w,uy),u) + (P (w,uy) , Uy — u) .

On a par la supposition (® (w,u,),u) = (z,u) alors nous allons montrer seule-
ment que (® (w,u,),u, —u) — 0 quand n — oo.

Nous avons par la définition
(@ (W, up) , up — u) = ((J + G)w, up — ) + ((F — AH) ty, uy — )

={((J+G)w+ (F—XH)u,un—u>+<(F—XH)un— (F—XH)u,un—u>.

La premiére quantité dans la derniére équation tend vers zéro car u,, converge
faiblement vers u.

Pour la deuxiéme partie, on a
[((F = XH) u,, — (F = XH) u,up, —u)| < ||[(F = XH) up — (F = XH) ul|, [Jun — ul

<c|[(F—=AH)u, — (F —AH) u

Comme u,, est faiblement convergente, alors elle est bornée dans W. Par lemme
5.0.5 on a H(F—XH) Uy — (F—XH) uH* — 0 quand n — oo. Il suit que
(D (w,up) , up, —u) — 0 quand n — oo et alors (P (w,u,),u) = (z,u) .

Ainsi d’aprés le théoréme Leray-Lions nous pouvons conclure que I'équation
T (u) = 0 a au moins une solution u dans W. Cette solution est une solution
faible non triviale du probléme (5.0.1) puisque 7" (0) # 0. La preuve du théoréme

est ainsi compléte. O



Chapitre 6

Régularité des Solutions

Ce chapitre est concerné par l'étude qualitative des solutions des problémes
(4.0.1) et (5.0.1). Nous démontrons dans la section 6.1 que les solutions sont
localement bornées. Dans la section 6.2 nous décrivons le comportement asym-
totique de ces solutions a l'infini. Nous démontrons exactement qu’elles sont
d’une décroissance exponentielle.

Hypothéses. Nous supposons que les hypothéses des chapitres 4 et 5 sont
satisfaites. Nous posons ¢ (z,u) = —f (z,u) + Ag () [u|’ "> u et nous supposons

qu’elle vérifie
(H)) g(z,t) : RY x R — R fonction de Caratheodory; g (x,t) > 0 pour t > 0
et g(z,u) =0, pour t < 0 et tout x € RV,

(H,) Pour tout ¢ > 0, il existe C (¢) > 0 tel que |g (z,t)| < e [t|" " +C (e) [t

pour tout (z,t) € RY xR, ot p* = —]\],V_I}, siN>p 0<p*<+oosi N <p.
H;) lim Z (Qf? uniformément dans x € RV, lim £ (Z) = [ uniformément dans
T tP ¢ tP
t—0 —o0

z € RN pour [ € (0, +0c0).

79
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6.1 Reégularité des solutions

Théoréme 6.1.1. Supposons que (Hy), (Hs) et (Hs) sont vérifiées alors les
solutions u des problemes (4.0.1) et (5.0.1) sont localement bornées i.e., u €
L (RN).

loc

Démonstration. On démontre que toute solution faible u de ’équation

—Ayu—Aju+ f(z,u) =g (@) [ulf?u, zeRY,
p gut [ (z,u) = Ag (2) |ul (6.1.1)

ueWw

est localement bornée.

On choisit fonction n € C'*° non négative telle que pour R > 0, r > 0 on a

oyl < 2.
r
1, si x € Bp,
n=19 (0,1), autre,
0, six ¢ Bry,.
Nous supposons que u > 0 et on pose & = u + k ( pour k > 0).

Alors

U, siu< L,
Uy, =
L+ k, siu> L.

On considére u*, u~ et © = ut + k, u = v~ + k séparément. Pour toutes les
cas, on a Vi, = 0 dans {z € RV | u(z) =0 ot u(z) > L}. On pose la fonc-

tion ¢ (z) = 0P (ﬂ ﬂi(’g_l) - l{:p(ﬁ’l)“>, ou B > 1, d’autre part on note par
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g (@, t) = —f (x,t) + Ag (x) [t t.
On suppose C une constante dépende seulement de N, p, ¢, on multiplie I’équa-

tion (6.1.1) par ¢ et on intégre sur RY, on obtient

/ ! (@@ = D) VP v + Y VP Vava

RN

+p (B =1 Pu VN vuP? vuva

+ pnP ! (u up(ﬁ 2 kp(ﬁfl)ﬂ) ]Vu|q_2 VuVn (6.1.2)
+p @Y |Vl Vuva + p (8 — 1) pPa T |Vl Vuva
/g (x,u) pdr < C/ L]t E’i(ﬂ_l)
RN
Maintenant

/pnp 1 <U u p(6-1) kp(ﬁ—l)‘f‘l) ‘Vu‘p72 VuVndz

RN

<p [ a | vap vl [V do
RN

Ss/ <77uL yvu|) dm+C(5)/(HH(LB_1) yvm)”dx, (6.1.3)
RN RN

et de la méme maniére on trouve
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/ ! (u T kp(ﬁ—l)ﬂ) V"% VuVnde

RN
<p [ ta e (var (Val V| ds
RN
—p [0 [y VAl vl ) da
RN
< / @ [en? |V + C () P~ 7a? V| (6.1.4)
IRN
= 5/77” ﬂﬁ(ﬁ_l) |Vu|!dz + C (¢) /nﬁqﬂqﬂi(ﬁ_l) |Vn|?dx.
RN RN

Donc, on peut choisir ¢ tel que on a

C/ [@ '+ 1] pra @Y

RN
P
> / p (8~ 1) w7 (VL 4 S vl - o (a0 v
RN
1 _
p(B—1)n"u uL( |Vu |7+ 277pﬂp(6 2 |Vu|? — C'np_qﬂqﬂi(ﬁ 1)|V77|qu.

(6.1.5)

Prendre £ =1 et dans ce cas on a w > 1, on obtient

_ L,
[0 @O (Va4 Va4 S (Va4 (Valh do

<C / (npap*a’;”*u(u ay’” Wm) + P W de),  (6.1.6)
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On pose W, = nu ﬂ(L'Bfl) et voir que nﬂ(LB’l) <nu ﬂ(Lﬁfl) ot

/np O || de = /ﬂqﬂqL(gl) (Vn|? PO gy
RN RN
S/ (u ay 1)\V77|> da:+/<77u(LB 1)> dx
RN RN
p
S/ (u u(LB 1)\V77|> dx+/(77u u(LB 1)> dx.
RN RN

L’inégalité (6.1.5) implique que

b

/(nu alh- U) de | = /|VWL\P* dz gc/wwLypdx (6.1.7)
RN RN RN
= O/“p“L |W|”+Cﬁp/[ “V|vaP +pran Y | va
RN RN

< C/upuL V|Vl + CpP-

RN

X / [npﬂp*ai(ﬁ_l) + (ﬂ E(L/B_l) |V77‘> + 77;0 quq

RN

* _ p _ p
< Cﬁp/ [npap AR (ﬂ ay Y \VM) - <na ay’ ”) } dx

RN

< OpF /(ﬂ '’ ”\Vn\)pdwr/npﬂp*ﬂ’g(ﬁ”dx.

RN RN
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Nous exigeons qu’il existe Ry > 0 tel que

(»*)?

ue L 7 (Bg,)-. (6.1.8)
En effet, comme
p/p* (p*—p)/p*
. (G “D\ " .
/npﬂp PV < / (nﬂ a 1)) dx . / a’ dx , (6.1.9)
RN RN BRr+r

On prend g = ij dans (6.1.6) et R = Ry assez petit tel que

(»*—p)/p*

« 1
" d <
/“ v =90
Bar

on trouve que

p/p*
/ (nﬂ ﬂ(L'Bfl))p dx < C/ (E E(Lﬁfl) \V?ﬂ)pdm < C’/Hpﬁ |Vn|P dx.
RN RN
(6.1.10)

Supposons que L — +oo alors on a u;, — w dans (6.1.10) , on obtient

*

p/p

(»)* .
/ T r de <C / |Vn|lPa? de < +o0.
BR+T BR+T

Alors on peut démontré que w € L™ (Bg,), 0 < R < Ry/2.
On pose t = (p*)*/ (p* —p)p > 1. Supposons que @ € LAY/ (Bp. ), 0 <

r < R. Par (6.1.8) et I'inégalité de Sobolev, on obtient
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_ (t—1)/t 71/t
X 3 t/(t—1) *
/npﬂp Py < / (va) . / @ 1| (6.1.12)

- (t—1)/t ~ 1/t

IN
—~
3
i
gl
=
S
~—
-
~
e~
|
=
—~
S|
&
[N}
~
]

| BR+r Br+r J
(t=1)/t
<C / (ra?) Y
BR+r
et
(t—1)/t
/ |V77|pﬂpﬂi(ﬁ_1)dx <Cr* / (ﬂpﬁ)t/(til) : (6.1.13)
RN Brir
Alors on obtient
p/p” (=t
/ ('rzﬂ U(LB—1)> i| < oprr / (@) |
RN Brir
i.e.,
. (t=1)"" /tpB
/ x| < Vs g8 rs / ()0 . (6.1.14)
Br Br4r

ou C dépend r, 3.

On pose X = (p*) (t - 1) /pt (X > 1)7 6 - Xi7 BZ = BR-&-Q*im L= 0717"'7 dans
(6.1.13) et

i 1/x¢
B
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Alors (6.1.13) implique que

_ |l=pt/(t—1 = p*/x
Loy = Hup ey X1 (Big1) Hu p*x¢(Biy1) (6.1.16)

< O <L>Xp“ P)/(1-1) x4

-~ 2i+1 Xi(Bi)

p*
1 i+1 RS * i+1
= CNT, [2‘<+ >r] Ry ¢

it+1

< OZitox™ (Qp*>zj=oj><_j (T—p*)zj:ox v Sitoax ot

1
Remarquons que I, < C (IBQR (|ﬂ]p> dx) " < 4o00; alors soit i — +oo dans

(6.1.15) on obtient

et comme z, est arbitraire, on obtient

u e L, (RY) (6.1.18)

loc

par la définition de w. Ceci achéve la démonstration. m

6.2 Comportement asymptotique des solutions

Théoréme 6.2.1. Les solutions u des problemes (4.0.1) et (5.0.1) sont décrois-

santes a linfini, 1.e. 3C' >0, € > 0, R > 0 tels que

lu (z)] < Ce ™ pour |z| > R. (6.2.1)
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Démonstration. On montré qu’il existe une constante C, tel que |u]| . < C. On
défini la fonction U (z) = CeFe~ell et la fonction test ¢ € Wy (RN \ Bg).

Alors si |z| > R ( R assez grand) et € > 0 ( € assez petit) on trouve que

A A (N—1
~AU = AU + ZglUPTRU = UP! {59—( " )

et —(p—-1)e?| > 0.

C’est la raison pour laquelle

A _
/ (—ApU — AU+ 59 |0) 2 U) pdx > 0. (6.2.2)
je|>R

D’autre part par 'hypothése (Hs3) on a

A _
g(z,u) < —59 luf’?u  quand u — 0%, (6.2.3)

Dong, (6.2.3) implique que

A
/ (—Apu — Au+ 59 [P~ u) odr < 0. (6.2.4)
[z|>R
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Alors, (6.2.2),(6.2.4) et la définition de ¢ montre que

N

0> / Z (|Vu|p72 Uy, — |VU|1972 Uxi) ¢y, dx
je|>R "
A p—1 p—1
+ B} / g (Wt = U gpda
lz|>R
N
+ / > (VU™ ug, = VU2 U,,) e (6.2.5)
je|>R "=

N
= [ Ve - VU ) e

{|lz|>R}n{u>U} i=1

+ % / g (™ =U"") gda

j2[>R
N

+ / Z (IVu|" % u,, — VU2 UL,) duda.
o[> R =

Puisque (|¢]"2& — ' m) (& —n:) > 0 quand ¢ > 1, £ # 7, (6.2.5) implique

que
u<U p.p. dans {z eR":|z|>R}. (6.2.6)
Remarquons que U € C* (RY) et d’apreés (i) implique que u € C* (RY) . Par

conséquent u < Cecfe~l*l = Ceelol, —



Chapitre 7

Valeurs propres d’un Probléme
nonlinéaire contenant un opérateur
du type divergence

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’existence des solutions du I’équation

elliptique non linéaire suivante

—div (¢ (Vu)) = Mg () [u["?u, z € RY (7.0.1)

onl<p< N, N >3 etg(r)fonction mesurable positive. Nous allons prouver
Iexistence de solution pour I’équation 7.0.1 dans I'espace de Sobolev WW/1» (RN).
Dans ce cas on utilisons le théoréme du Col, on trouve que la solution faible de

ce probléme est le point critique de la fonctionnelle d’énergie.

Une formulation variationnelle de probléme 7.0.1 est donnée par

trouver u € W' (RY) tel que
/1/) (Vu) Vudr = /\/g (x) |u|p*2 wvdx v e Wip (RN) . (7.0.2)
RN

RN

89
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Ce probléme est équivalent a trouver des solutions non triviales v de I’équation
I'(u) = 0 dans W1 (RY). (7.0.3)
ou I c’est la fonctionnelle d’énergie donnée par

I(u) = /\IJ (Vu)dx — é/g (z) |u|” dx, pour tout u € W'? (RV)
p

RN RN
(7.0.4)

t
et U (t) = /1/) (s)ds.
Nous étudi(;)ns, dans ce travail ’équation 7.0.1 avec une fonction ¢ vérifiant les
hypothéses suivantes.
Hypothéses
(Hy) Supposons que 1l <g<p<qg-et0<ge€ L(%), (RY) n L= (RY).
(H,) L’application ¥ € C*' (R, R) .
(Hj) Tlexiste cg >0, T > 0et M > 0 tels que | (¢) | > colt|?, pour tout t € RY
et |4 (s) | < T|s[P~t pour tout s € RV,
Théoréme 7.0.2. Sous les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs) l'équation (7.0.1)

admet une solution faible pour tout X > .

Afin de pouvoir appliquer les techniques du calcul des variations, il est tout
d’abord important de se demander comment se comportent les suites de Palais-

Smale de I.

Lemme 7.0.3. I vérifie la condition de Palais-Smale.

Démonstration. On a

I' (u)p = /¢ (Vu) Vodz — )\/g (z) |ul"* updz, pour tout u, o € WP (RY).
RN

RN
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Soit (un),cy C WP (RN ) une suite vérifie la condition de Palais-Smale au

niveau c € R. Ceci signifie que
I (u,) — cet I' (u,) — 0 dans WP

Premiérement on démontre que la suite u,, est bornée dans W1t?.

Pour tout v € W', on a

I (uy,) — % (I' (up) yup) = /\If(Vun) dr — %/g (z) |u,|” dx

RN RN

—Z%/w (Vu,) Vu,dz + ﬁ/g () |un |’ dz
RN RN
/ (Vuy,)dx — —/@D (Vu,) Vu,dz
RN

> co/ \Vu,|” dz — —/ \Vu,|” dr

Par la condition de Palais- Smale, on obtient

T
(co — —) /\Vun]p dr <c
p Oy

implique que

HUTLHWLIJ S M

Par conséquence, il existe une sous-suite notée encore (u,),, .y faiblement conver-
gente vers u (i.e. u, — u) dans W'? (R") et fortement convergente vers u (i.e.
u, — u) dans L7 (RV).

On peut facilement trouver que

lim <I/ (up) — I (u),up — u> =0 (7.0.5)

n—oo
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et nous avons démontrer précédament dans chapitre (4)que

lim [ g(Jun|’ > un — |u’"* w)vdz = 0 pour tout v € WP (7.0.6)

n—oo
RN

alors d’aprés (7.0.5) et (7.0.6) on obtient

nh_{go (Y (Vuyp) — ¥ (Vu)) (Vu, — Vu)dx = 0.

Cette égalité est vrai si et seulement si Vu, — Vu, ce qui montre que u,

converge fortement vers u dans WP, O

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer que I vérifie le théoréme du

Col.
Lemme 7.0.4. 1. 3p,0 >0 tels que |ull, , = p=1(u) > 0.

2. Jug € WP (RY) tels que luoll,, > p et I (ug) <O.

Démonstration. 1. Soit u € W (RY), on pose py = [|ull, ,, p2 = |Jull,,, on

a .

1- 1—
I(w) > coff +Lpy = 2C gl ngg; ;? A A

[

1- 1— 1—
> (copa“ D= AC ol ol o “)
1

p(1—t)
ot 0 < t < 1. On peut choisir p, = € et p; = = (1 + % 19l o HgH?)((;)f) 63(1t)>

pour € > 0 assez petit.

Par conséquent
pt

. _ p(1—t)
I > (1 + DA gl Dol <8 ”) -0

Yu € Wtep (]RN).
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2. On note par ¢ la fonction normalisé associée au premiére valeur propre \;

pour le probléme du p-Laplacien suivant

—div (VP2 V) = Mig|e/"* ¢ dans RY

et

/lVg0|p dr = 1.
RN

Donc

I(typ) = /\II (tVp) dx — %/g lto|?” dx

RN RN

AL
= /‘I’(tvw)dx— —/g!wl”dl’
pJ

RN
AP ,
< [Tt|Velde — — [ glel"dx
RN P RN
P ALY P
< [ Tt|Ve|"de — — | g’ dx
RN P RN
AtP
=Tt —— [ glel"dz
p
RN
et comme on a /g lo|” dox = /\% on obtient
RN
AtP
I(tp) <Tt— —.
(tp) < D

Donc pour A > Ay, I (tp) — —oo quand t — +o00, et par conséquent, il existe

to = top tels que I (tpp) < 0. n
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Démonstration du Théoreme 7.0.1. Les conditions du théoréme du Col sont sa-
tisfaites donc il existe une solution qui est un point critique de la fonctionnelle

d’Euler-Lagrange I. [



Conclusion

Une étude approfondie de certains problémes faisant intervenir 'opérateur (p, q)-
Laplacien a été présenté dans cette thése. Nous étions essentiellement concernés
par 'étude des valeurs propres et le probléme de résonance. Les méthodes et les

résultats présentés dans le présent manuscrit ont différé de ceux du p-Laplacien.

Pour traiter le probléme aux valeurs propres, nous étions ramenés a utiliser le
théoréme du Col au lieu de la théorie du Ljusternick-Schnirelmann.

Du coté des résultats, nous avons démontré que les valeurs propres constituent
une famille continue de réels positifs. Nous avons aussi démontré qu’il existe
une seule valeur propre principale.

Lorsque nous avons posé le probléme de résonance, une difficulté major liée
a la non simplicité de la valeur propre principale est apparue et a rendu la
décomposition de ’espace des solutions impossible. Nous avons alors proposé
d’utiliser le théoréme de Leray-Lions qui a assuré l'existence d’au moins une
solution non triviale.

Dans une autre direction, nous avons élaboré un résultat de régularité des solu-
tions trouvées et nous avons décrit leur comportement a 'infini. Nous avons clo-

turer cette thése par présenter une généralisation de 'opérateur (p, q)-Laplacien
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que nous souhaitons poursuivre son étude a ’avenir.
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Chapitre 8

Appendice

Théoréme 8.0.5. [Ljusternick — Schnirelmann|Soient X un espace de Ba-
nach, F' € Cllg’cl (X,R) et G défini par

G={veX;pF(v)=1} (8.0.1)

vérifient

Yoe G, F (v)#£0 (8.0.2)

Soit £ € C'(X,R) et J = E \¢. On suppose que F' et J sont paires, tel que J

n’est pas constante, satisfait la condition de Palais-Smale sur G et que 0 ¢ G.

Pour tout entier K > lon pose:

K = AleanK iggJ (v) (8.0.3)
ou
By ={AeG(X);v(4) > K} (8.0.4)
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(i)Pour toutK > 1 tel que By # () et cx € R, ¢k est une valeur critique de J
sur G. De plus ¢x < ¢, et si pour un entier j > 1 on a Byy; # 0 et cx =

cr+j € Ralors v (K (ck)) > j+ 100 :
K (ck) = {u € G;J (u) = ck,IN € R tel que E (u) = A\F' (u)} . (8.0.5)
(#7) Si pour tout K > 1 on a Bg # () et cx € R, alors

Lim ¢, = +00 (8.0.6)

n—oo
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