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Résumé

Dans ce travail nous étudions I'existence et 1'unicité de la solution d'un pro-
bleme différentiel fractionnaire non linéaire du type voltérra avec retard dans un
intervalle fini [0, 7] de la forme

(D(O)‘+y) t)y=f [t,yt,fJK(t,s,ys)ds], t>0,0<a<l1
Iéjay(Oﬂ—T, TeR (I)
y(t) =), te[ 7,0]

w(0)=y(t+0), 6cl[-7,0]

ou f et K sont des fonctions non linéaires et y; € C' ([—7, 0], R) sont des fonctions
définies par y; (0) = y(t +60). Ici 0 € [—7,0] est la partie historique de I'état
qui indique le retard du temps —7 au temps présent ¢. Les résultats d’existence
et d’unicité sont prouvés en utilisant le théoréme du point fixe de Banach. On
traitera le cas de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-liouville et le cas
de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Mots clés : Dérivées fractionnaires ; Théoréme du point fixe de Banach ; Inter-
valle fini.
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Abstract

this work is concerned with the existence and uniqueness of solution for non-
linear fractional differential of volterra type problem on a finite interval [0, 7] of
the real line R wich has the forme

(Dy.y) (t) = f [t,yt,fJK(t, s,ys)ds] , t>0,0<a<1

I&jay 0f)=71, 7TeR (I)
y(t>:90(t)v te [_7_70]

yt(g) :y(t+0)’ 0 e [_T>0]

where f and K are nonlinears fonctions and y, € C ([—7,0],R) are defined
by y: (0) = y (t + 0) . here y; (.) represents the history of the state from time —oo
up to the present time t. The results of existence and uniqueness are proved by
using a Banach fixed point theorem. We interest in the case of Riemann-Liouville
derivative and Caputo derivative.

Key words : Fractionnal derivatives; Banach fixed point theorem ; finit Inter-
val.
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Introduction

Le calcul fractionnaire : ( calcul d’intégrales et dérivation de tout ordre ar-
bitraire réel ou complexe ) a vu une gande expension durant les trois derniéres
décennies. Du fait qu’il a plusieurs applications dans baucoup de domaines aussi
bien des mathématiques, de la physique, que des sciences et de la technologie.

Baucoup de travaux dans ce domaine rentrent dans le cadre de l’existence
et de I'unicité de la solution d’une équation différentielle fractionnaire avec la
dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville. Le modéle d’une équation
différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire o (0 < av < 1) dans un intervalle
fini [a, b] de R se présente sous la forme suivante :

(Dvy) ) =f [ty@)], t>0, 0<a<l) (i)
avec la condition initiale
(D2y) (a*) = Iy (a*) = by, by € R (i

ou 12, et D¢, sont respectivement l'intégrale fractionnaire (a droite) et la dérivée
fractionnaire (& droite) au sens de Riemann-Liouville.

La méthode utilisée pour résoudre ce type de probléme consiste & reduire ce
probléme & une équation intégrale non linéaire de Voltérra qui s’écrit sous la
forme suivante :

b e, L[ ylds _
V0 = rig " e ¢ 0) (i)

Pitcher and Sewell [21] en 1938 ont considéré I’équation différentielle frac-
tionnaire non linéaire (i) et ont montré I’équivalence de cette dérniére avec (iii)
a condition que la fonction f soit bornée dans une région G C R x R et lipschit-
zienne en y (i.e) pour tout y;,y2 € G C R x R, elle vérifie

|f (@) = f (2,02)] < Alyr — 1 (iv)

ou A est une constante positive A > 0 indépendante de .

vii



0. Introduction viii

Le méme probléme (i)-(ii) a été concidéré par Al-Bassam [32] mais pour un
réel 0 < a < 1 dans 'espace des fonctions continues C'[a, b] sous la condition
que f soit une fonction a valeurs réelles dans un domaine G C R x R tels que

sup |f (¥,y)] < +o0 (v)
(z,y)EG

et que f remplit la condition de Lipschitz (iv) en y. Il a réduit le probléme (i)-(ii)
a 1’équation intégrale (iii) et utulisera la méthode des approximations seccessives
pour prouver l'existence de la solution y (¢) pour I’équation intégrale (iii).

Dans [4] A. Belarbi, M. Benchohra and A. Ouahab : Montrent ’existence et
I’unicité de la solution d’un probléme différentiel fractionnaire au limite dans un
intervalle infini [0, +00), de la forme

D (t)=f (t,yr), teJ=1[0,4), 0<a<1 (vi)
y(t) = (t), t € (—00,0] (vii)
ou f:Jx B — R” est une fonction donné, ¢ € B et B est un espace de Fréchet.

Dans ce travail nous etudions l’existence et 'unicité de la solution du pro-
bléme différentiel fractionnaire non linéaire du type voltérra avec retard suivant

(Dgry) (t) = f {t,yt,/tK(t,s,ys)dS , >0, 0<a<l1 (1)
Iéjay (0+) =7, 7TER (2)
y(t) =), te[-r,0] (3)
ye(0) =y(t+0), 6el-70] (4)

avec des conditions sur f et K que 'on précisera plus tard.

La méthode consiste & montrer I’équvalence de ce probléme avec une équation
intégrale que I'on déterminera dans un espace que ’on définira puis on utilise
le théoreme du point fixe de Banach pour prouver I'existence et I'unicité de la
solution.

Ce mémoire se compose d’une introduction, de trois chapitres et d’une conclu-
sion avec quelques perspectives.

Le premier chapitre comporte quelques notions de bases ainsi que toutes les
notations et définitions qui nous serons utiles. Nous introduirons le calcul frac-
tionnaires et nous insisterons sur les définitions et les propriétés des dérivées et
intégrales fractionnaires. Le théoréme du points fixe de banach est aussi pré-
senté dans cette partie comme outil essentiel permettant de prouver I'existence
et 'unicité de la solution de notre probleme.
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Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution du probléme fractionaire
avec retard dans le cas de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
On commencera par reduire ce probléme & une équation intégrale non linéaire
de Voltérra dans des espaces de fonctions sommables et on montre I'unicité de la
solution. La méthode utilisée est basée sur le théoréme du point fixe de Banach,
ce chapitre contient le premier résultat originale de ce mémoire.

La résolution du probléme fractionnaire avec retard dans le cas de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo se trouve dans le troisieme chapitre qui contient
deux sections : la premiére section contient le deuxiéme résultat originale de
notre travail et la deuxiéme section contient le troisiéme.

Le mémoire se termine par une conclusion et quelques problémes ouverts.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces fonctionnels, le concept de dé-
rivation et d’intégration fractionnaire et certaines de leurs principales propriétés.
Nous rappelons ensuite quelques notions essentielles de ’analyse fonctionnelle et
nous explicitons les différentes versions du théoréme du point fixe.Nous commen-

¢ons par un rappel sur les espaces topologiques et les ensembles convexes.

1.1 Espaces topologiques et ensembles convexes

Soit £ un espace topologique et ()),., une famille d’ouvert de £ et A un

ensemble de FE.

Définition 1.1.1 On dit que (7)),., est un recouvrement ouvert de E si & =
Uaea¥y, ce qui signifie que Vx € FE, il existe au moins A\g € A tel que
T e 19>\0

Définition 1.1.2 On dit que I’ensemble A est convexe de E si et seulement si
Ve,ye A et Vte[0,1] alors txr+ (1 —1t)y € A. (1.1)
Lemme 1.1.1 Si {C;} .1 sont des ensembles convexes de F, alors N;crC; est un

ensemble convexe de F.

Proof. Si {C;},.; est convexe de E, alors C; est convexe Vi € I. Ainsi N;e;C;

est convexe de F. m

Définition 1.1.3 'enveloppe convexe de E est l'intersection de tous les en-
sembles convexes contenues dans F/, qui est le plus petit ensemble convexe

dans E. On le note par conv E.
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Définition 1.1.4 On dit que E est un espace topologique séparé si pour tout
x,y € F, il exist deux voisinages U et V de x ety respectivement tels que
UnNV =o.

Supposons maintenant que E est un espace topologique séparé.

Définition 1.1.5 On dit que E est un espace topologique compacte si et seule-
ment si quel que soit le recouvrement ouvert de E, on peut extraire un

recouvrement fini.

Plus présisement, si (9)),., est un recouvrement ouvert de [, il existe Ag

partie fini de A telle que E' = Uycp, V2.

Définition 1.1.6 Soit A une partie de F, on dit que A est relativement com-

pacte dans F si A et compact.
Définition 1.1.7 Soit X un espace de Banach de norme ||.||,et f: X — X .

On dit que f est lipshitzienne s’il existe k > 0 tel que

f(@)=fWl <klr—y|, VoryeX (1.2)

Soit (E,d), (F,d") deux espaces métriques.
Noton par f3, (E, F') 'ensemble des fonctions continues, bornées sur E et a

valeurs dans F' et H un sous ensemble de 3, (E, F').

Définition 1.1.8 Soit zq € F, H est équicontinue en xq si

Ve >0,3a >0, Vo :d(z,z0) <a=d (f(x),f(x)) <e,VfeH  (1.3)
L’équicontinuité en x( signifie que o ne dépend pas du choix de f dans H.

Définition1.1.9 On dit que H est équicontinue sur F si H est équicontinue en

tout point de F.

1.2 Espaces des Fonctions Intégrables, Fonctions

Continues et Absolument Continues

1.2.1 Espace L,

Les espaces L,, sont des espace de fonctions dont la puissance p-ieme de la

fonction est intégrable, au sens de Lebesgue.
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Soit Q = [a,b] (—oo0 < a < b < +00) un intervalle fini de R

Définition 1.2.1 On note par L, (a,b) (1 < p < +00) Pespace des fonctions f
mesurables intégrables au sens de Lebesgue a valeurs réelles dans ) telle

que la norme || f||, < +o0, o

b >
I, = ([ 1f@rd) @<t (1.49)
et pour p = 400 on a

[flloe = sup [f (z)]. (1.5)

a<z<b

et L (a,b) est I'espace des fonctions essentiellement bornées sur (a, b)

Propositionl.2.1 <Lp (a,b), H.||Lp(a’b)> est un espace de Banach.

En particulier, si p = 2 alors :

Lo (a,b) = { </|f |dt)1<+oo} (1.6)

(L2 (a,b), (., .>L2(a b)> est un espace de Hilbert ; ou (., .)L2(a ») est le produit sca-

laire définit comme suite :

) ey = /f fydt Vf.g € Ly (ab) (L.7)

1.2.2 Espaces des fonctions intégrables avec poids X7 (a, b)

Définition 1.2.2 L’espace X? (a,b) (¢ € R, 1 < p < o0) est 'ensemble des

fonctions mesurables a valeurs complexes f sur (a, b) telles que || f||x» < o0

avec
b P
/ P asp<oo). (18)
et '
Il = s sup (o [f(0)] (1.9)

Cas particulier : si ¢ = %, I'espace X? (a,b) coincide avec I'espace L, (a,b) et
on a X% (a,b) = L, (a,b).

p
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1.2.3 Espaces C7 [a, ]

Définition 1.2.3 [1] Soit 2 = [a,b] (—oo <a<b<o0)etn e N={0,1,.}.
Soit C™ (€2) 'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur

ou égale & n continues sur €2, muni de la norme

Il = 211l = D magel 1 @] m e N (1.10)

En particulier si n = 0, C° () = C (Q2) I'espace des fonctions f continues sur €,

muni de la norme
7l = mas 7 ()] (1.11)
Définition 1.2.4 [1] Soit © = [a, b] un intervalle fini et soit v € C (0 < R () < 1),

on introduit C, [a, b] Pespace des fonctions f définies sur [a, b] telle que la
fonction (z — a)” f(z) € C'la, b, et

Iflle, = Itz —a)" f(@)llc - (1.12)
L’espace C,, [a, b] est appelé I'espace des fonctions continues avec poids.
En particulier, Cy [a,b] = C'[a, b].
Définition 1.2.5 [1]On note par C ([a,b],R) Pespace de Banach de toutes les

fonctions continues de [a, b] dans R muni de la norme

19l = sup{ly (#)] : £ € [a, b]} (1.13)

Définition 1.2.6 [1]Pour n € N on note par C [a,b] 'espace de Banach de
toutes les fonctions continues difféfentiables a 'ordre n — 1 sur [a, b] et ont

la dirévée f™ (x) d’ordre n, telle que " (x) € C, [a, ] :

C la,b] = {f: 1fllcy = ZHf”“ e+ 117", } 0 [a,b] = C, [a,b].
(1.14)

Le lemme suivant nous donne une caractérisation pour I'espace C7 a, b]

Lemme 1.2.1 [1]Soit n € N = {0,1,2,...} et v € C (0 <R (y) < 1).Alors

cy [a, b] est I'espace de fonctions f qui peut étre écrit sous la forme :

f(x):;)'/;(x—t dt+ch z—a). (1.15)

(n—1)!
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ou ¢ (t) € Cyla,b] et ¢, (k=0,1,..n — 1) sont des constantes arbitraires
tel que

o 1) = (1), o= T

En particulier, si v = 0 alors C™ [a, b] est 'espace de fonctions f qui peut étre

, (k=0,1,..n—1). (1.16)

écrit sous la forme précédante ou ¢ (t) € Cla,b].

1.2.4 Espaces AC} , [a,b]

Soit [a,b] (—oo < a < b < co0) un intervalle fini

Définition 1.2.7 Pour n € N := {1,2,3,..} on note par AC" [a, b] I'espace des
fonctions a valeurs complexes f(x) ayant des dérivées jusqu’a 'ordre n — 1

continues sur [a, b] telles que f"~Y(z) € AC [a,b], c’est-a-dire

AC"[a,b]:{f:[a,b]e(Cet (D" f) (x) € AC [a, D] <D:di }

T

(1.17)

ou C désigne ’ensemble des nombres complexes.
En particulier on a AC' [a,b] = AC [a, b].
Défintion 1.2.8 [1] L’espace noté ACY, [a,b] (n € N, p € R) défini par

dx
(1.18)

A@LMH:{gﬂmH%C:WAMWQNEACWM,MERézmi

est appelé espace des fonctions absoluments continues avec poids.

En particulier, quand p = 0, 'espace ACY [a,b] := AC}[a,b] et on a

ACY [a,b] = {g la,b] = C:6" g (z)] € AC[a,b], § = x%} . (1.19)

Quand p = 0 et n = 1, espace AC} [a, b] coincide avec AC [a, b].

Définition 1.2.9 [1)On note par AC [a,b] I'espace des fonctions absolument

continues sur [a, b] .

Lemmel.2.2 L’espace AC [a,b] coincide avec l'espace des primitives de fonc-

tions sommables de Lebesgue, c’est-a-dire

fEAC’[a,b]@f(m):c—i-/xgo(t)dt, (p € L(a,b)). (1.20)
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Ainsi une fonction absolument continue f(z) a une dérivée sommable
f'(z) = ¢ (x) dans [a, b]. Alors (1.20) signifie que

et)=f"(t) et c= f(a). (1.21)

1.3 La fonction Gamma

Dans cette section on présente les définitions et quelques propriétés de la
fonction gamma d’Euler et de quelques fonctions spéciales liées a cette fonction.
Pour plus des détailes voir Erdélyi ([53], Vol. 1, Chapter I).

Définition 1.3.1 [53] La fonction gamma d’Euler I' (z) est définie par

[e.e]

]T@)::/ﬁ‘%‘%t(%(@:>0% (1.22)

ou
tzfl _ e(zfl) log(t) (123)
cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C (R (z) > 0).

Remarque 1.3.1 [53|La fonction gamma d’Euler posséde la propriété suivante
F(z4+1)=2(2) (R(2) >0) (1.24)
On utilise cette relation pour prolonger la fonction gamma d’Euler sur le

demi-plan R (z) < 0, on obtient alors

I'(z+n)

['(2)= B

(3‘%(2) >-n;neN;z¢Zy = {...,—27—1,0}) )
(1.25)

Ici (2),, désigne le symbole de Pochhammer défini pour un complexe z € C

et un entier non-négatif n € Ny par
(2)g=1let (2),=2(2+1)...(2+n—-1) (neNy). (1.26)
Les équations (1.24) et (1.26) donnent alors

T(n+1)=(1), =n! (neNy) (1.27)

n

avec 0! = 1.
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Propriété 1.3.1 [53] On détermine quelques propriétés de la fonction gamma.

1.
T'(z)T(1—2)= Sm?m) (2 ¢ Zo; 0 < R(2) < 1);T G) =
(1.28)
2. la formule de Legendre
21 1
['(22) = NG '(z)T (z + 5) (z€C). (1.29)
3. Le théoreme de multiplication de Gauss-Legendre généralisé
gme-1 k
['(mz) = W L[OF (z—{—a) (z€ C;meN\{1}).
(1.30)
d’aprés (1.27) et la deuxiéme relation dans (1.28) on trouve :
4.
r (n + %) = %ﬁ 2n—1)!:=13...(2n— 1) (n € N),
(1.31)

Définition 1.3.2 [53] La fonction psi d’Euler est définie comme la dérivée du

logarithme de la fonction gamma

d I (2)

P(z) = 7 logT (2) = ) (z€C). (1.32)
Cette fonction a la propriété suivante
m—1 1
Y(z+m)=1¢(2)+ Z+k(z€(C;mEN), (1.33)

i

0
Pourm=1,ona¢(z4+1)=v¢(2)+ 1 (z € C).
Définition 1.3.3 [53] La fonction beta est définie par
1
B (z,w) = /tz—l (1—=0)"""dt (R(z)>0; R(w)>0), (1.34)
0
Cette fonction est reliée aux fonctions gamma par la relation suivante
I'(2)I (w)

B (z,w) :m

(z,w ¢ Zg) . (1.35)
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1.4 Fonctions de Mittag-LefHer

Dans cette section on donne les définitions et quelques propriétés de deux
fonctions classiques de Mittag-Leffler. Pour plus des détailes voir Erdélyi ([53],
Vol. 3, Section 18.1), Dzhrbashyan ([52] Chapter III et [51]).

Définition 1.4.1 [52] La fonction de Mittag-Leffler E, (z) est définie par
oo k

E.(2) = 3 m (z€C: R(a) > 0), (1.36)

Eod

Cette fonction a été présenté par Mittag-Leffler [18] et porte aussi son nom.
Les propriétés de base de cette fonction ont été étudiées par Mittag-Leffler ([17],
[18] et [19]) et par Wiman ([24]). On présente quelques propriétés de cette fonc-

tion. En particulier, quand o =1 ou o« = 2, on a
Ei(2) =€ et By (z) = cosh (v/z) . (1.37)

Quand o = n € N, les formules suivantes sont satisfaites pour la fonction
E, (A\z™)

(%)n E,(\2") = AE, (\z") (ne€N; ) eC) (1.38)

(%)n [Z"—lEn (%)} = %En (%) (z#0,neN, A€ C). (1.39)

Sia=1/n (n € N\{1}), alors

et

By (2) =€ 1+n/e‘t" ( ; Ft ~ )dt (n € N\ {1}). (1.40)

0

En particulier, pour n = 2, on a
22 2 42
Eip(z) =€ |14+ — [e "dt], (1.41)

La généralisation de (1.36) donne la fonction de Mittag-Leffler E, 5 (2) qui

est définie par

Eap(2):=Y m (2,8 € C; R(a) > 0). (1.42)
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Cette fonction estparfois appelée fonction du type Mittag-Leffler. Cette fonction
est apparue pour la premiére fois dans un article de Wiman [24] et ses propriétés
de base ont été étudiées (presque cinq décennies plus tard) par Agarwal [27],
Humbert [55], Humbert et Agarwal [28], et Dzhrbashyan[52]. Quand § = 1,
E. s (z) elle coincide alors avec la fonction de Mittag-Leffler (1.42)

E,1(2) =E,(2) (z€C;R(a) >0). (1.43)

On rappelle également deux autres cas particuliers de (1.42)

er —1

El’g (Z) = >

(1.44)

et

Baa () = ) (1.45)

1.5 Théoréme du point fixe

Ce théoréme consiste a prouver l'existence et I'unicité d’un point fixe pour
un certain opérateur. on s’intéresse au théoréme du point fixe de Banach qui
assure ’existence et I'unicité. Le théoréme de Schauder n’assure que 'existence
seulement. on présente différents théorémes d’existence et d’unicité basés sur
les théorémes classiques qui affirment ’existence et 1'unicité des points fixes
de certains opérateurs. On utilisera des définitions et des notions connues de
I’analyse fonctionnelle. voir, par exemple, Kolmogorov et Fomin [15].

On commence par présenter le théoréme du point fixe de Brouwer, puis de

Schauder qui détermine seulement 1’existence d’un point fixe sans I'unicité.

1.5.1 Théoréme de point fixe de Brouwer(1910)

Historique : Le mathématicien Luitzen Egbertus Jan Brouwer remarquait, en
mélangeant son café au lait, que le point centrale de la surface du liquide,
au milieu du tourbillon créé par le mouvement rotatoire de la cuillere,

restait immobile. Il examina le probléme de cette fagon :

A tout moment, il y a un point de la suface qui n’a pas changé de place.
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Nous allons examiner le probléme en dimension n suivant Brouwer.

Soit
B, = {z € R" tel que ||z| <1} (1.46)

la boule unité fermée de R muni de la norme euclidienne usuelle, et ™! = 9B,,

la sphére qui est sa frontiere.

Lemmel.5.1 Soit 7' : A — B un opérateur continue et compact dans A, ou A

est un ensemble fermé de I'espace normé B. Si I’équation
r="Tx (1.47)

est résoluble approximativement dans A, alors il existe une solution dans
A.

Proof. 1l existe une suite (z,) dans A avec x, — Tz, — 0. La suite (y,) =
(T'z,,) admet une sous suite convergente dans A puisque 7" (A) est relativement
compact.

Si on note encore cette sous suite par (y,) pour simplifier la notation, alors
Yo =Tz, —y € Betquex, =y, + (v, —Tx,) —y.

Sachant que A est fermé, alors y € A. Ainsi d’aprés la continuité de T,

Tx, — Ty, pour laquelle on obtient que y =Ty. =
Théorémel.5.1(Théoréme de Brouwer)

Toute application continue f de B,, dans B,, admet au moins un point fixe.

Proof. On peut montrer, pour tout £ > 0, qu’il existe un polynéme P avec
If =Pl <e.

Utilisons la norme maximum sur B,, définie par | f|| = max {|f|: 2 € B,,}
pour

avoir ||P]| < 1+ ¢, alors Q (z) = %@ est une application réguliére de B,,
dans B,,. Il est clair que || f — Q] < 2e.

Supposons maintenant que x est un point fixe de (), alors = est un point fixe
d’approximation de f vérifiant |z — f (x)| = |Q () — f ()| < 2¢. Ainsi, lemme
1.5.1 montre que f admet un point fixe si toute application réguliére de B,,, dans

B,, admet un point fixe. m

Définition 1.5.1 On dit qu’un ensemble A d’un espace de Banach a la propriété
de point fixe si toute application continue de A dans A admet un point

fixe.
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Soit X, Y deux espaces de Banach ou bien, en générale deux espaces topolo-
giques, et A et B sont deux ensembles tel que A € X et B €Y.

Corollaire 1.5.1 Si les ensembles A et B sont homéomorphe et A a la propriété

de point fixe, alors B aussi a la propriété de point fixe.
Proof. voir [62]. m

Corollaire 1.5.2 Soit A € R” un ensemble compact. Et supposons qu’il existe
une application continue P : R — A avec P\4 = Ida, (ie) P(z) =
x,Vx € A. Alors ’ensemble A a la propriété de point fixe.

Proof. Soit B D A une boule fermée et f : A — A continue, alors F' = fo P
est une application continue de B dans B. Ainsi d’aprés le théoréme de point
fixe de Brouwer, F' admet un point fixe (, et comme F' (B) C A, alors ce point
fixe appartient & A, dou ( = f({). =

1.5.2 Théoréme de point fixe de Schauder

Théoréme 1.5.2 [1] Soit (X, d) un espace métrique complet et soit D un sous-
ensemble convexe fermé de X. Si 7" : X — X est une application et D
est relativement compact dans X, alors 'opérateur 7" admet au moins un
point fixe z* € D

Tx* =z". (1.48)

Proof. D’aprées le lemme 1.5.1 de point fixe, il suffit de trouver pour tout
e > 0 un point z € D avec ||z — Tz| < e.

Soit donc € > 0. L’ensemble B = T' (D) est compact par hypothése, on peut
alors prend un recouvrement fini { B. (b;)}\_, a partir de I'ensemble de toutes les
boules B. (b),.p -

Soit F' = {by,...,b,} C B et C = convF ( l'enveloppe convexe de F' ),
remarquons que C' est compact et convexe de D.

Définissons maintenant I’application continue ¢ : B — C' en posant

x) = - (2)b: avec .x::“i(x)
¢ () ;Az()bz Ai () )
(x) = (e — ||z — b = pi(x) =0, si |z =0 >« }
i (2) = (e — Iz = bil), {W):g_ux_w R
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et
p

p() =Y p (@)

i=1
Sachant que pour tout x € B, il existe un by avec ||z — bg|| < €, ona p(x) >0
pour x € B, donc ¢ est continue.
Il est claire que \; (z) > 0 et que Y >, \; (x) = 1, donc ¢ (B) C C. De plus,
on peut ecrire x = (>_7_, \; (z)) z, alors

6 (2) ==l = () (bs — )

‘ (1.49)

3

P
Ai
=1
p
< Z/\,- () |bi —z|| <e pour z € B.
i=1

ceci montre que ||b; — z|| < &
Sinon si ||b; — z|| > €, alors \; = 0.Et donc lapplication S = ¢ o T est définit
de D dans C, et sa restriction sur C' set une application continue de C' dans C.
Et comme C' est convexe et compact, il existe le corollaire 1.5.1 et 1.5.2 du
théoréme de Brouwer, un point fixe z* = S (2*) = ¢ (Tz*) € C, et d’apres la

dérniére estimation dans la relation (1.49), on obtient
|a* —Ta*|| = ||¢ (Tzx*) = Tx*|| < e (1.50)

Et donc x* est le point fixe cherché. m

Les conditions nécessaires et suffisantes exigées pour que D soit un ensemble
relativement compact dans ’espace des fonctions continues Cla, b] sur un inter-
valle [a, b] de R fini et fermé sont données par le théoréme d’Arzela-Ascoli. Avant
présenter ce théoréme, rappelons les définitions des ensembles équicontinus et

uniformement bornés.

Définition1.5.2 [1] On dit que G un ensemble équicontinu si pour tout € > 0,
il existe 0 > 0 tel que Vg € G et Vry,29 € [a,b], |x1 — 23] < § on a
g (z1) — g (z2)] <.

Définition 1.5.3 [1] On dit que G un ensemble uniformement borné s’il existe
une constante M > 0 tel que ||g||,, < M pour tout g € G.

Maintenant, on peut citer le théoréme d’Arzela-Ascoli.

Théoréme 1.5.3 [1] Soit G un sous-ensemble de C'[a, b]. Si C'[a, b] muni de la
norme de Chebyshev alors G est relativement compact dans C'[a, b] si et

seulement si G est équicontinu et uniformement borné.
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Définition 1.5.4 Soit F : £ — F

1. On dit que F est une application Lipschitzienne s’il existe une constante
w > 0 telle que Vo,y € £

d(F (x),F (y)) < wd(z,y). (1.51)
2. Lorsque 0 < w < 1, on dit que F est contractante, et on dit que F est

strictement contractante si I'inégalité (1.51) est stricte.

Définition 1.5.5 Soit f : F — FE. On dit que x € F est un point fixe de F si
F(z) ==

1.5.3 Théoréme du point fixe de Banach.

Donnons & présent le théoréme du point fixe de Banach classique dans un
espace métrique complet. Ce théoréme comme on va le voir nous assure en plus

de D'existence du point fixe son unicité.

Théoréme 1.5.4 [1]Soit (F,d) un espace métrique complet non vide, soit 0 <
w < 1, et soit f : F — FE une application telle que pour tout x,y € E, la

relation suivante soit satisfaite :

d(F (z),F (y) Swd(z,y), (0<w<1) (1.52)

Alors 'opérateur F admet un point fixe unique z* € FE.

Autrement dit, si f* (k € N) est une suite d’opérateur définie comme suit
F'=rFetFF=rFF""(keN\{1}), (1.53)

Alors pour tout zg € E, la suite {F kl‘g}zozl converge vers le point fixe z*.

Proof. Montrons d’abord ’existence :

Soit xy € E, on définit par récurence la suit (z,,), .y Par Tp41 = F (z5,) et
montrons que la suite (z,,), .y est une suite de cauchy dans l'espace complet
afin d’obtenir que = = lim,,_,, x,, € E. Puisque F est continue d’apres (1.52)

on a

li nal = li nl, 1.54
Jim o=t (Jim o) (159
c-a~-d que x = F (z). Soient maintenant p,q € N tels que p < ¢, alors

d(zp,2q) < d(Tp, Tps1) + d (Tpr1, Tpy2) + o+ d (241, 7) (1.55)
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et comme

d(wp,wpe1) = d(F (zp1), F (2p)) < kd (wp-1,2) < k2d (22, 2,-1]1.56)
< .. S kPd (.To,(L’1>

d’ou

d(zp,zy) < (KP+E 4+ L+ k) d (0, 11) (1.57)
p=-+00 P

< K’d (o, 71) Z kP = 1_kd(370>371)-
p=0

Sid(zg,21) =0, alors xg = 21 = F (z9) et donc x, est un point fixe. Sinon (c-a-
d) d(zo,21) > 0 alors Ing € N un entier convenablement choisi tel que ¥p > ny
on a 2=-d (o, 1) < e. Ceci montre que (z,), .y est une suite de cauchy dans E.

Pour 'unicité :

Soient x1, x5 deux points fixes de F, alors F (z1) = x1 et F (z3) = 25 et
donc d(F (x1),F (x9)) < kd(xy,23), dou d(x1,22) < kd(z1,22) et comme
0<k<1,alors d(z1,22) =0, (i.e) x;1 = 75. W

On indique également une généralisation du théoréme du point fixe de Banach

donné par Weissinger [voir Diethelm ([48], théoreme C.5)].

Théoréme 1.5.5 [12] Soit (E, d) un espace métrique complet non vide, et soit
wi > 0 pour tout k € Ny tel que la série )", wy, converge. SiT : E — E
est une application telle que pour tout £ € N et pour tout u,v € U, la

relation

d (T"u, T*v) < wid (u,v) (k € N) (1.58)

est satisfaite, alors I'opérateur T" admet un point fixe unique u* € E. De

plus, pour tout ug € F la suite {Tkug}Zozl converge vers ce point fixe u*.

1.6 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

Définition 1.6.1 Soit f € C (£2). On définie 'intégrale fractionnaire d’ordre

a € R(a > 0) au sens de Riemann-liouville (& droite) notée %, par

(I3 ) (1) = r<1a> / (tf_(sz)cllfw (t>a,a>0) (1.59)
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ou I' est la fonction gamma d’Euler définie par

o0

/tz e7tdt (R(z) >0), (1.60)

0

. Sia=0,en écrit (I3 f) (1) = f(t) * pq (t) telle que ¢, (t) = ta(_) pour
t>0et g, (t)=0pourt<0.

Définition 1.6.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-liouville (a droite)
notée D¢,y d’ordre o € R (0 < a < 1) est définie par

(Dgvy) (t) = ﬁ%/g (i(j)gi (1.61)

ITy) (t), (t>a0<a<l)

d

Tt (7,
lorsque le membre de droite existe.

Dans ce qui suit nous rappelons quelques résultats essentiels utiles pour notre
étude.

Le premier est le résultat bien connu qui caractérise les fonctions absolument
continues comme les fonctions qui sont primitives de fonctions sommables. On
a une relation qui lie L’intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire qui est

donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.6.1 [1]Si f € L' (a,b) et ([)7*f) € AC[a,b] et si 0 < a < 1 alors

(1¢. D )(x):f(x)—@%a))(‘”u—a)“*. (162)

Le deuxiéme montre que /. est un opérateur continue de L, dans luis méme.

Lemme 1.6.2 [1]L’opérateur /%, avec o > 0 est bornée dans L,, (a,b) (0 < p < 400)

(b—a)”

v < sy b (1.63)

1 1, <

Le troisiieme affirme que I, est bien I'inverse a droite de D¢, .

Lemme 1.6.3 [1]Sia>0et f € L,(a,b) (1 <p < +400) alors
(DS IS f) () = f (x) presque partout dans [a, b] . (1.64)

Le lemme suivant donne une loi de composition pour /2.
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Lemme 1.6.4 [1]Si o > 0 et § > 0 alors
( §+If+f> (x) = (ijﬂf> (x) presque partout dans [a,b] . (1.65)

Lemme 1.6.5 [1]Soit 0 < a < 1, et soit I'7* I'intégrale fractionnaire (1.59). Si
feClab] et I'7* € C'[a,b], alors on a

(L,="f) (a)

T (o) (x —a)*” (1.66)

(Ig+ D+ f) (x) = f (x) =

Lemme 1.6.6 Si 0 < o < 1, alors 'opérateur intégrale fractionnaire I, est

bornée dans C [a, b] :
e! el r (1 — OZ)
||]a+f||C[a,b] < (b - (l) T (1 + a) ||f||C[a,b} : (167)

Les deux propriétés qui suivent illustrent les notions d’intégrale fractionnaire
et dérivée fractionnaire sur des polynémes. La premiére confraie bien ce que nous
savons déja sur l'intégration d’ordre n d’un monome qui consiste a augmenter la

puissance d’une unité...

Propriété 1.6.1 [1]Vj =1,2,3,....[a]+1,a>0on a
(Dg (=) (2) = 0 (1.68)

Propriété 1.6.2 [1]Sia > 0et 5 € R (8 > 0) alors

(122 (- )" (@) = % (e — )™ (169)

Remarque 1.6.1 L’opérateur d’intégration fractionnaire est commutatif.

Exemple 1.6.1 Posons f (z) = (z — a)” avec v > —1, alors

I'(v+1)

l"(oz+v+1)< _a)aﬂ

I3 f (x) =

En effet .

I¢f (o) :W/I(:c—t)o‘_l(t—a)wdt

En effectuant le changement de variable :
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et en utilisant la fonction Béta il en résulte :

Iof (x) = 1 (x—a)aJrV/olsV(l—s)alds

a)

)1
_

= (= a)*" B (e, + 1)

(@)
_ 1 (z — )a+7 (@)l (y+1)
B v F'(a+vy+1)

)1

I (e)

Et donc Iy 4 1)
o . Y
Laf (@) = F(a+vy+1)

danslecasouta=0o0n a:

(x —a)*™

L(y+1)

15 f (z) = Flatyt1)

()"



Chapitre 2

Equations différentielles
fractionnaires avec la dérivée de
Riemann-liouville dans ’espace

des fonctions sommables

2.1 Introduction

Ce chapitre contient le premier résultat original de ce mémoire qui consiste a
démontrer 'existence et I'unicité de la solution pour le probléme (1)-(2)-(3)-(4)
avec la non linéairité de la fonction f dans le cas de la dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville dans 'espace L (0, 7) defini pour tout 0 < o < 1 par
L*(0,7) ={y € L(0,7) : Dgyy € L(0,7)} (2.1)

ici L (0,7) = L1 (0,7) est 'espace des fonctions sommable dans l'intervalle fini
[0, 7] de 'axe réel défini par (1.4) avec p = 1.

La famille des fonctions sommables joue un réle important en théorie de I'in-
tégration. Elle possede quelques propriétés communes de base avec une autre
famille importante de fonctions, celles des fonctions continues. La méthode que
nous utilisons consiste a reduire le probléme (1)-(2)-(3)-(4) & une équation in-
tégrale de volterra et en utulisant le théoréme du point fixe de Banach nous

prouvons 'unicité de la solution pour le probléme (1)-(2)-(3)-(4).
On commence d’abord par énoncer les hypothéses sur f et K permettant la

18
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réduction du probleme fractionnaire avec retard a une équation intégrale.

2.2 Hypothéses

(H1) Soit f : (0, 7] xGxR =R, f(.,Y,Z2) € L(0,7),VY € GetVZ € R. On

suppose qu’il existe deux fonctions [y (t), s (t) positives telles que

||f (ta lea Zl) - f (ta YVZ? Z2)”L(O,T) < ll (t) ||le - YVQHC([fT,O],]R) (22)
+12 (t) HZI — Z2HL(0,T) ,Vt € (O,T],v}/l,}/g S G,VZI, Z2 eR

ol
t
Y, =yl et Z; = / K (t,s,yl)ds (i=1,2) (2.3)
0
et on pose
I*= sup {lL(t),l>(t)} (2.4)
te(0,7]

(H2) Soit K : D x G — R telle que K (.,s,y5) € L(0,7),V0 < s < t,Vy, €
C([-7,0],R) ou D = {(t,s) e R*: ¢t >0,0< s <t <7} et il existe une
fonction H (t,s) € C (D,R") telle que

1 2 12
HK (ts,y,) — K (tvsvys)HL(o,T) < H(t,s) Hys - ySHC([—T,OLR)’ (2.5)
Vt,s € D,Vy,,y; € C([~7,0],R) (2.6)

et on note par

t
H* = sup {/ H (t,s)ds, t,sGD} < +00 (2.7)
0

te(0,71]
(H3) Soit M : Rt — R* une fonction continue telle que M soit indépendant
de y(.) et Vy1,y2 € L(0,7) alors y;, y7 € C([-7,0],R) et
||yt1 - yt2||C([f‘r,0],lR) < M (t> Hyl - ?JQHL(O,T) ’ (2'8)
on pose

M* = sup {M ()} < +0 (2.9)

te(oﬂ-ﬂ
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2.3 L’équivalence du probléme fractionnaire avec

son équation intégrale correspondante

Définition 2.3.1 [4] La fonction y est dite solution du probléme (1)-(2)-(3)-(4)
si y satisfait 1’équation (1) et la condition initiale (2) dans (0,7], et la
condition (3) et (4) dans [—7,0] .

Théoréme 2.3.1 Soit 0 < a < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R et soit
f:(0,7] xGxR — R, (1 > 0) une fonction telle que f(.,Y, 7 ) € L(0,7),
pour tout Y € Get Z € R

Siy € L(0,7), alors y satisfait les relations (1)-(2) si et seulement si y

satisfait I’équation intégrale suivante

T P (s, ys Jo K (s, 2,y.) dz] ds
a I (Oé t — 5)1_a

(t>0) (2.10)

Proof. D’abord nous démontrons la nécessité.

Soit y € L (0, 7) satisfaisant les relations (1) et (2).

Puisque f(.,Y,Z) € L(0,7), (1) signifie qu'il existe dans [0, 7] la derivée
fractionnaire D,y € L (0,7) et d’aprés (1.61) on a

(D§ey) (1) = S (159) (1) (I3e) () = w (1) (2.11)

11 suit du lemme 1.2.2 que (I);%y) € AC'[0,7] car

(1) & 5 (129) (0 = (LY (0, 20) = (13:9) (0 = o+ | 15,7 (5).205) s

(2.12)
c= (I;7%y) (0) = 7. (2.13)
Alors nous pouvons appliqué le lemme 1.6.1 (avec f (z) =y (t)) on a
- Yo ) O sy T e
(13- Do) () = () = e =y 1) = o (2.14)

D’aprés le lemme 1.6.2 Uintégrale (IS, f) € L(0,7) i.e existe dans [0, 7]
Appliquons I'opérateur I, sur les deux membre de (1) et utulisons (2.14) et

(1.59) on obtient I’équation (2.10) ce qui montre la nécessité.
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Démontrons maintenant la suffisance.
Soit y € L (0, 7) satisfait I’équation (2.10). Appliquons 'opérateur D, sur
les deux membres de (2.10), on a d’une part

T

(D5 (0 = 7oy (D) 0+ (D85S s [ K (52002 ) 0
(2.15)
la propriété 1.6.1 et lemme 1.6.3 (avec f (x) est remplacé par f [s, Ys, fOS K (s,2,y.) dz]
) nous donne ’équation (1).
D’autre part on démontre que la condition initiale (2) est satisfaite. pour ceci

on applique 'opérateur [01; “ a (2.10) on obtient

T

(1) (0 = o (s @0+ (1000 s [ K (sa:] ) 0
(2.16)

on utulise le lemme 1.6.4 et la propriété 1.6.2 on trouve que

(I;7%) () =7+ /Otf {s,ys,/osK(s,z,yz)dz} ds, (2.17)

Le passage a la limite quant ¢ — Otdans la derni¢re relation nous donne la
condition initiale (2) ce qui montre la suffisance, et donc la démonstration du
théoreme 2.3.1 est achevée. m

2.4 Existence et unicité de la solution pour le
probléme du type Cauchy (1)-(2)-(3)-(4)
Soit

X={y:[-7.7] > R:y|rq € C([-7,0],R), et y |0 € C((0,7],R)NL(0,7)}.
(2.18)

Théoréme 2.4.1 Soit 0 < a < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R. Si
les hypothese (H1)-(H2)-(H3) sont satisfaites alors le probléme (1)-(2)-(3)-
(4) admet une solution unique dans 'espace C' ([—7,0],R)NC ((0,7],R) N
L*(0,7)

Proof. D’abord nous démontrons 'existence de la solution y € L (0,7).
Alors suivant le théoréme 2.3.1, il suffit de démontrer 'existence de la solution

y € L(0,7) pour 'equation intégrale non linéaire de voltérra (2.10) . Pour cela
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on applique la méthode connue, pour démontrer le resultat dans une partie de
I'intervalle [0, 7] .
L’équation (2.10) a un sens dans tout intervalle [0,71] C [0,7] (0 <71 < 7).

Choisissons 74 tel que
TEM* T
I'(a+1)

et démontrons 'existence de la solution y € L (0,71) pour I’équation intégrale

(1+ H*) <1 (2.19)

(2.10) dans l'intervalle [0, 71] . Pour cela on utulise le théoréme du point fixe de

Banach dans I’espace L (0, 77) dont la norme est

mmmﬂ=l|mmw (2.20)

Il est clair que L (0,71) est un espace métrique complet avec la distance

A = =l = [ @) = (0]t (2.21)

Considérons 'opérateur 7' : X — X défini par

() (1) e (1), site[—,0] 2.22)
Ty t) = f 18,ys, [ K(s,2,y2)dz|ds . :
yo () + ﬁfg 22 f(iis)l,ay ] , site(0,7]
ou
yo (1) = —— 1oL (2.23)
I (e)
Soit x(.) : [-7,7] — R est la fonction définie par
t 1 te|—
a(t) = o), Ve .0} (2.24)
0, si te(0,7].

Pour tout r € C' ((0,7],R) avec rq (t) = yo (t) on définit la fonction 7 par

)0, si tel-r,0],
“”_{mm s te(0,7] (225)

Si y satisfait I’équation intégrale (2.10), on peut décomposé y(.) en y(t) = 7(t) +
x(t), t > 0, ce qui implique que y, = 7; + x4, pour tout ¢t > 0, et la fonction r(.)
satisfait

B 1 tf [s, (74 + x4) fos K [s, 2, (Ts + 2¢)] dz] ds
r(t) = ro(t) + (o) /o (i s . (2.26)
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Soit
Co={reC([-7,0],R)nC((0,7],R)} (2.27)

L’espace Cy est un espace de Banach dont la norme est

I7llc, = sup [r(t)] (2.28)

te(0,7]

Soit maintenant l'opérateur P : Cy — Cj définit par

/ f[s, (Fs + z) o K s, 2, (F, + )] dz] ds
(t — s)l “ 7

(Pr)(t) = € (0, 7.
(2.29)
Il est clair que 'opérateur T a un point fixe équivalent & 'opérateur P et donc
on applique le théoréme du point fixe de Banach, (c-a-d) on va démontrer que si

r € L(0,71), alors Pr € L(0,71) et pour tout ry,7, € L(0,71) on a l'estimation

TYM*[*

|1 Pr1 — P7‘1||L 0r) S W [ — 7"2||L(0,n) , w=(1+H") m <1 (230)
11 suit du (2.23) que rq (t) € L (0,71) car
T m 771§
" — o gt = L < 2.31
||7"U ( )HL(O,Tl) I (a) /0 | | al (a) +00 ( )

Puisque f(.,Y,Z) € L(0,7), alors par suite du lemme 1.6.2 avec b = 71 et a = 0
lintégrale I, f € L(0,7) et donc Pr € L(0,74).
Démontrons maintenant 'estimation (2.30), on a P : L(0,71) — L (0,71)
Soit ry,75 € L(0,71), alors

N <‘ fs, (Fl+wy), [§ K (P + x.)] dz] — ')
(77

[Py — PT2HL(0,7'1) <

0+ (s, (P2 + z) vfo s, »(Tz + )] dz] o
(2.32)
i |<|f[87(§ ) fo r+x>]d]—'>
“T'(a+1) [ [s, (F2+ ,fo s, 2, (F2 + )] dz] L)

T ( )Hf ||C T,o},R)"'
ST (a+ 1) \ o (9) [|fy (K [s, 2 (7L + 22)] = Ks, 2, (72 4+ 2] d2| .
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5 o ()] = Kl (2 o) <
sT1
~1 ~2
< [N [z 62 ) = Kooz 52 -2 o
N
< / H(s,2) |7} — TZHC(PT,O],R) dz
A1 a2
< (o [0 1=l
s€(0,71]
* || a1 ~2
< U = Pllogerom
Alors
T(l)[ * ~1 ~2
[Pr1 = Praflpo.) < m (li(s) + 1o (s) H") ||y — 75 C([-7,0,R)
T4M (s) i
< m (ll (S) + 12 (S) H ) HTI - 7GQHL(O,Tl)
TEM* .
NCED) (L+H")[|r — 7’2||L(o,n)

Ce qui implique lestimation (2.30) et de (2.19) on a 0 < w < 1, et alors P
est un opérateur contractant dans L (0,71) et d’aprés le théoréme du point fixe
de Banach, il existe une solution unique y* (t) € L (0,7;) pour I’équation (2.10)
dans l'intervalle (0, 74].

On considére maintenant Uintervalle [r1, 73], o0 79 = 71 + hy, hy > 0 et

79 < 7.0n peut écrire ’équation (2.10) sous la forme

f [SaymfosK(S,Z,yz)dz] ds

y(t) = oty —— = (2.33)

I' () ( ) Jo (t— S)l

1 / £ s,ys fg K (s,2,y.)dz] ds

F (Oé t — 5)1_a
Puisque la fonction y (t) est bien définie sur 'intervalle (0, 74], on peut écrire que
1 1 s, Y, [ K (s,2,y,)dz] ds
Yor = SR f L o KL 1—ay )] (2:34)
I'(a) I'(a) Jo (t—s)

et ’équation (2.33) devient

y(t) = yo + / [ 1590 o K5 2,9:) d2] ds (2.35)

t . S)l—a
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et de la méme maniére on deduit qu'il existe une solution unique y* (t) €
L (71,79) pour I’équation (2.10) dans l'intervalle [r1,75]. Si on prend l'autre
intervalle [T9,73] o0 T3 = To + hg, hg > 0 et 73 < 7, on répéte ce processus,
on conclut alors qu’il existe une solution unique y (t) = y*(t) € L(0,7) pour
I’équation intégrale de voltérra (2.10) dans I'intervalle (0, 7] et par suite pour le
probléeme (1)-(2)-(3)-(4) dans l'espace Co N L (0, 7).

Pour terminer la preuve du théoréme 2.4.1 on doit démontrer que la solution
unique y (t) dans L (0, 7) appartient a ’espace L* (0, 7), pour cela d’aprées (2.1)
il suffit de démontrer que D,y € L (0,7). Alors on sait d’aprés le théoreme du
point fixe que la solution unique y (t) est obtenue comme une limite d’une suite

convergente y,,, (t) € L(0,7), (i,e)

Tl — 9l =0 (2.36)
avec le choix de certaine y,,, dans un certain intervalle (0, 74], .., [7;—1, 7] . En effet.

d’apre (1) et les hypotheses (H1)-(H2)-(H3) on a

t t
|’Dg+ym - D3+yHL(0,T) = Hf |:t7yzqtna/ K(tv S’y;n) d8:| - f |:t7yt7/ K(tvsayS) d8:|
0 0

< L Ny" = velloqror
t
/ K (L 5,y") = K (£ 5,9.)]ds
0 L(0,7)

< L@y = velloqorom T2 @) H Y = vsllogr.or)
< UM*(1+ HY) |lym — yHL(O,T)

+lo (1) ’

la relation (2.36) affirme que
im | Dgs ym — Dg+y||L(0,T) =0, (2.37)

m——+00
et donc (Dg.y) (t) € L(0,7). Alors le probleme (1)-(2)-(3)-(4) admet une so-
lution unique dans 'espace Cy N L (0,7), et la preuve du théoréme 2.4.1 est

terminée. m

2.5 Le probléme du type Cauchy avec poids

Considérons le probleme différentiel fractionnaire non linéaire du type Cauchy

avec poids a retard suivant :

¢
(Dgy) (t) = f {t,yt,/ K(t,s,ys)ds|, t>0, 0<a<l1 (1)
0

L(0,7)
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1- 11—« — R é

tirg}r [t y(t)] c, c€E (2)
y(t)=2(), te[-,0] (3)

() =y(t+0), 6cl[-,0] (4)

pour 0 < o < 1 le résultat du théoréme 2.4.1 reste valable pour le probléme de
type Cauchy avec poids (1)-(2)-(3)-(4).

Théoréme 2.5.1 Soit 0 < a < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R. Si
les hypothese (H1)-(H2)-(H3) sont satisfaites alors le probleme (1)-(2)-(3)-
(4) admet une solution unique dans l’espace C ([—7,0],R)NC ((0,7],R)N
L*(0,7)
La preuve de ce théoréme est basé sur le lemme suivant :
Lemme 2.5.1 Soit @ € R (0 < aw < 1) et soit y une fonction mesurable dans
[a, 0]

(a) Sl existe la limite :

lim [(t—a) "y ()] =c (ceR), (2.38)
t—a
alors on a
(1="y) (o) = lim (1,2%) (t) = T (a) (2:39)
(b) Sl existe la limite :
lim (ITy) () =b (beR), (2.40)
t—a
et si la limite :
. 1—a .
tl_l)lgn+ [(t—a) “y(t)] existe (2.41)
alors on a
lim [(t—a) "y )] = L (2.42)
t—a™t r (O{)

Preuve du lemme 2.5.1

Proof. -Choisissons ¢ > 0, d’aprés (2.38) il existe 6 = § (¢) > 0 tel que pour

a<t<a+dona
€

|(t—a)liay(t)—6| < F(Oé)

(2.43)
D’apres la propriété 1.6.2 on a

T(a)=(I'7*(s—a)* (), (O<a<l) (2.44)
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Utulisons cette égalité en tenant en compte de la relation (1.59), on trouve

(7)) = (@) = |(I'%9) (1) — e (152 (s — ) ™) (1)
1 ¢ - a—1
< rma | = 0 e oy
1

< m/ (t— ) (s — )™ |(s — )"y (t) — c| dt

Si on choisit a < t < a+ 9, alors a < s < t < a+ 9§, et on peut appliquer
I'estimation (2.43) et la propriétél.6.2 on obtient

(1) () = el ()] < [(s—a)' ™y () — o] (15 (s —a)*™") (1)
< F(Oé)F(od
< ¢

ce qui prouve l'assertion (a) du lemme 2.5.1.

-Supposons que la limite dans (2.42) est égale a ¢ (i.e)

lim [(t—a) "y (@®)] =c (2.45)

t—at

Alors d’aprés P'assertion (a) du lemme 2.5.1 et la relation (2.40) on a

(I}7%y) (a¥) = lim (I)7%) (1) = ' (o) = b (2.46)

t—at
et alors ¢ = b/I" (a) , ce qui prouve assertion (b) du lemme 2.5.1. m
Preuve du théoréme 2.5.1
Proof. Si y (t) sataisfait les conditions (1)-(2)-(3)-(4), alors d’aprés le lemme
2.5.1(a), y(t) satisfait les conditions (1)-(2)-(3)-(4) avec b = I () (i.e),

,t>0, O0<ax<xl

(Dg+y) () = [t yt,/ K (t,s,y5)d
[5+a (O+) =cl'(a) €

yO =), telr0)
yt<9):y(t+‘9>’ 06[_7_70]

D’apres le théoréme 2.4.1, ce probléme admet une solution unique y(t) € C' ([—7,0] ,R)N
C((0,7],R)n L*(0,7), et d’apres le lemme 2.5.1(b), y(t) est aussi une solution
pour le probléme du type Cauchy avec poids (1)-(2)-(3)-(4).
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Pour assurer 'unicité de la solution y(¢) en effet, on supposons que le pro-
bleme (1)-(2)-(3)-(4) admet deux solutions différentes dans I'espace C ([—7, 0], R)N
C((0,7],R) N L*(0,7), alors d’aprés le lemme 2.5.1(a), le probléme (1)-(2)-
(3)-(4) admet aussi deux solutions différentes dans ’espace C'([—7,0],R) N
C((0,7],R) N L*(0,7), ce qui contredit 'unicité de la solution du probléme
(1)-(2)-(3)-(4) et la démonstration du théoréme 2.5.1 est achevée. m



Chapitre 3

Equations différentielles
fractionnaires avec la dérivée au

sens de Caputo

Ce chapitre contient le deuxiéme et le troisiéme résultat original de ce mé-
moire. on va traiter le méme probléme que celui du chapitre 2 mais cette fois ci
avec la dérivée fractionnaire au sens de caputo qui est caractérisé par quelques
propriétés différentes de celles qui caractérisent la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-liouville. Pour cela on introduit les définitions de base et les propriétés

suivantes.

3.1 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de

Caputo

dans cette section nous présentons la définition et quelques propriétés de la
dérivée fractionnaire de Caputo.

Soit [a, b] un intervalle fini de R.

Définition 3.1.1 La dérivée de Caputo (a droite) d’ordre & € R (0 < a < 1)
dans [a, b] est définie par

(“Diy) (t) = Diiv ly (s) — y (a)] (1) (3.1)

ou DY, est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-liouville

29
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Considérons le probléme fractionnaire avec retard suivant

(“Dgsy) (t) = {t yt,/ K (t,s,ys) ] 0O<t<r, (0<a<l) (i)
y(0)=v0, weR (2)
Y (t) =& (t> ) te [_T’ O] (i);)
ye(0) =y (t+0), 0el-7,0] (4)

3.2 Equations différentielles fractionnaires avec
la dérivée de Caputo dans ’espace des fonc-

tions sommables

3.2.1 L’équivalence du probléme fractionnaire avec son
équation intégrale correspondante
Définition 3.2.1 [4] La fonction y est dite solution du probleme (1)-(2)-(3)-(4)

si y satisfait I'équation (1) et la condition initiale (2) dans (0,7], et la
condition (3) et (4) dans [—7,0].

Téoréme 3.2.1 [1] Soit 0 < a < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R et soit
f:[0,7] x GxR — R, (7 > 0) une fonction telle que f(.,Y,Z ) € L(0,7),
pour tout Y € G et Z € R et satisfait

max  |f(t,Y,Z)] = B < +o0 (3.2)
(t,Y,Z2)e(0,7]xGxR

Siy € L*®(0,7), alors y satisfait les relations (1)-(2) si et seulement si y

satisfait ’équation intégrale suivante

LI [s,ys Jo K (s, 2,y.) dz] ds
(t—s)'

y() =y + ¢ (t > 0) (3.3)

Proof. D’abord nous démontrons la nécessité.

On peut écrire (1) d’aprés (3.1) sous la forme DS, [y (s) —y (0)] (t) = f
[t,yt, f;K(t, S, Ys) ds]

Soit iy € L™ (0, 7) satisfaisant les relations (1) et (2).



3. Equations différentielles fractionnaires avec la dérivée au sens de
Caputo 31

Puisque f(.,Y,Z) € L(0,7), (1) signifie qu’il existe dans [0,7] la derivée
fractionnaire (“Dg,y) € L (0,7) et d’aprés (3.1) on a

d

(“Dgry) () = D ly (s) =y (0)] (1) = =

(5 [y (s) — o)) (2) (3.4)

11 suit du lemme (1.2.2) que (I;7% [y (s) — yo]) € AC [0, 7] car

1) & L) —w) () = 1 (LY (0. 2) >

= (B = wl) (= e+ [ 6.V, 200)ds

c= (17 [y (0) —wl) () =0 (3.5)

Alors nous pouvon appliqué le lemme 1.6.1 on a

(1o [y () = wo]) (0)

(I6+ Dg+ [y (s) = wo]) (8) = y (t) — w0 — (o) o (3.6)

Le dernier membre de droite dans (3.6) est nulle en effet :
Méthode 1

On a par définition de l'intégrale fractionnaire de Riemann-liouville que

1-a _ 1 by (s)ds

(1079) ) = 7= a>/0 e (3.7)

(i.e) 1 - ’

-« T y(s) — yo| ds
(o= [ () = wol) () = lim - 1-a) /0 5" (3.8)

et comme
L [l —wlds L)~ wl

‘F(l_a)/[) (t—S)a = F(l_@)/o ( _S)Oé (39)

1 bods
< o] [

tlfa
< Lza#MQ—Mq(l_aﬂWI—d

/) = ol =

IA
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Lorsque t — 07 le membre de droite de la dérniére inégalité tend vers 0.
Méthode 2 :

On a
() =) O = =y [ DS Gao)
Par changement de variable s = tz on obtient
) =) 0 = o [ AR (3
. e Yy (tr) — yo .
B F(l—a)/o (1—x)" da.

cette dérniére égalité afirme que (I&I Yy (s) — yo]) (0)=0
et donc

(L5 DG+ [y () — wol) (8) =y (£) — wo (3.12)

D’aprés le lemme 1.6.2 'intégrale (I¢, f) € L (0,7) i.e existe dans [0, 7]

Appliquons I'opérateur I, sur les deux membre de (1) et utulisons (3.12) et
(1.59) on obtient I’équation (3.3) ce qui montre la nécessité.

Démontrons maintenant la suffisance.

Soit y € L™ (0, 7) satisfaisant I’équation (3.3). Appliquons l'opérateur Dg,
sur les deux membres de (3.3) et utulisons le lemme 1.6.3 (avec f () est remplacé

par f [s, Ys, fos K (s,2,9,) dz} ) on obtient grace a la linéarité de D, que
D) () = Do) 0+ (D515 f fsvms [ K (521 te] ) 0

0
(Dsw) ()= Do) () = f s [ K (s.0.)d:
L 0 ]

S =00 = 1 [ [ Kz

(CD0+?/)() = f S,ys,/o K (s,2,y,)dz

Ce qui nous donne (1)

D’autre part on démontre que la condition initiale (2) est satisfaite. En effet :

/ f s ys,fo (s,2,9,) dz] ds (3.13)

=0+
y() Yo t_s)lfoz
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Par changement de variable s =tz on obtient

1 /1 f [tw,ym,fng(ta:,z,yz)dz] tdx
0

vyt = w+g @) i (3.14)
B fd-a 1 f [ta:,ym, fng (tz, 2,y.) dz] dx
-t (=)

A Paide de (3.2) on trouve que y (0) = yo, ce qui montre la suffisance, et donc

la démonstration du théoréme 3.2.1 est achevée. m

3.2.2 Existence et unicité de la solution pour le probléme
du type Cauchy (1)-(2)-(3)-(4)

Soit

X={y:[-1,7] > R:y|ro € C([-7,0],R), et y |0 € C((0,7],R)NL(0,7)}.
(3.15)

Théoréme 3.2.2 Soit 0 < a < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R. Si
les hypothese (H1)-(H2)-(H3) et la condition (3.2) du théoréme 3.2.1 sont

satisfaites alors le probleme (1)-(2)-(3)-(4) admet une solution unique dans
lespace C' ([—7,0],R) N C ((0,7],R) N L* (0, 7)

Proof. D’abord nous démontrons I'existence de la solution y € L (0,7) . Alors
d’aprés le théoréeme 3.2.1, il suffit de démontrer ’existence de la solution y €
L (0,7) pour I'equation intégrale non linéaire de voltérra (3.3) . Pour démontrer
le résultat dans une partie de I'intervalle [0, 7].

L’équation (3.2) a un sens dans tout intervalle [0,71] C [0,7] (0 <71 < T).

Choisissons 71 tel que
TEM* T
I'(a+1)

et démontrons l'existence de la solution y € L (0,71) pour I’équation intégrale

(1+ H*) <1 (3.16)

(3.3) dans l'intervalle [0, 71]. Pour cela on utulise le théoréme du point fixe de

Banach dans I'espace L (0,71) dont la norme est

T1
19l 000y = / ly (1) dt (3.17)
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Il est clair que L (0,71) est un espace métrique complet avec la distance

T1
A1) =l — lls 0 = / lyn (8) — 9 (1) d. (3.18)

Considérons 'opérateur F : X — X définit par

ICER TEETI g
Fy t) = s,ys, [ K(s,2,y,)dz|ds . .
Yo + ﬁ [)t ! [ - f((;_sglfay ) ] ) sit e (077—]
Soit z(.) : [-7,7] — R est la fonction définie par
t i te|—T7,0
o(t) (1), si € [-7,0], (3.20)
0, si tel0,7].

Pour toute r € C ([0, 7],R) avec 19 = yo on définit la fonction 7 par

)0, si te[—T,0,
) _{ r(t), si tel0,r] (3:21)

Si y satisfait ’équation intégrale (3.3) on peut décomposer y(.) en y(t) = 7(t) +
x(t), t > 0, ce qui implique que y; = 7 + x4, pour tout ¢ > 0, et la fonction r(.)

satisfait
Lt f s (ot a), Jo Kls, 2, (7 + 20)] dz] d
r(t) = o + / fols (Fe+ ), [, [sl_za (P + 24)] dz] s (3.22)
I'(a) Jo (t—s)
Soit
Co = {r S C([—T,O],R)HC([O,T],R)} (323)
L’espace Cy est un espace de Banach dont la norme est
I7llc, = sup |r(t)] (3.24)
te(0,7]
Soit maintenant 'opérateur ® : Cy — Cy définit par
1 tf [s, (Fs +xs), [ K [s, 2, (F, + x,)] dz} ds
Dr) (t) =19+ / 0 , te(0,7].
( )() 0 F(a) 0 (t_s)].fa ( ]
(3.25)

Il est clair que 'opérateur f est équivalent a I'opérateur ® et par suite comme

lopérateur F a un point fixe il s’ensuit que 'opérateur ® a un point fixe et donc
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on applique le théoréme du point fixe de Banach, (c-a-d) on va démontrer que si

r € L(0,71),alors ®r € L(0,71); et pour tout 1,79 € L (0,77) on a l'estimation

[@r1 = Prifl gy Swr1 —

7”2||L(o,rl) 3

M

w:(l—i-H*)m

< 1.

(3.26)

Puisque y (t) € L(0,71) alors y (0) = yo € L(0,71) et donc ro € L (0, 71).

Puisque f(.,Y

IS, f € L(0,71) et donc ®r € L(0,71).

Démontrons maintenant ’estimation (3.26), on a ® : L (0,77) — L (0,71)

Soit ry,79 € L(0,71), alors

Z) € L(0,7), alors par suit du lemme 1.6.2 avec b = 71 I'intégrale

)

f sl vay), K (7“+93z)]dz}—
Pri — & < a s 0
|7 "2l L0,y < || 1o+ <‘ [s, (72 4 ;) fo (72 + z.)] dz]
L(0,71)
" f [s,< L) fo (7 + 2.)]dz] - )
- T (O[ + ].) [S, ( + .’175 X fO Z, (rz + sz)] dZ:| L(0,71)
T l ( ) 75 — @HC([_T,O},R) +
ST (1) \ ()| [K 5,2 (7L + 22)] = Ks, 2, (72 + 2] de| o
et comme
[K [S, z, (72; + ZL’z)} — Ks, z, (723 + J:Z)H dz <
0 L(0,71)
= A H [K [57 Z, (72; + $z)} - K[Sa 2y (TAE + -’Bzm HL(O,Tl) dz
< L fi}}C([—T,o],R) dz
: ( 6] =l
$[lal a2
< HOIP = Pllogrom
Alors
T NI .
[®r1 — ol pgryy < F(oz—1+1) (I () + 1o (s) HY) ||Fy — 72 C(|=701,R)
T¢M (s ¥
< Fl(a——{—(l)) (l1 (S) + 1y (5) H ) ||7"1 - T2||L(0,71)
T¢M*1*

I'(a+1)

(L+H")[lr - T2||L(0,n)
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Ce qui implique 'estimation (3.26), et de (3.16) on a 0 < w < 1, et alors P est
un opérateur contractant dans L (0,71) et d’aprés le théoréme du point fixe de
Banach, il existe une solution unique y* (t) € L (0, 71) pour I’équation (3.3) dans
I'intervalle (0, 74].

On considére maintenant Uintervalle [r1, 73], o0 79 = 71 + hy, by > 0 et

79 < 7.0n peut écrire 'équation (3.3) sous la forme

T s, ys fy K (s,2,y.) dz] ds
T (a (t g
f S, s, Jo K (s,2,y.)dz] ds
(= )"

y(t) = v+ (3.27)

Puisque la fonction y (t) est bien définie sur I'intervalle (0, 71], on peut la mettre

comme une fonction connue :

Tf s,y fo K (8,2,y.) dz] ds

=y + 3.28
yOl yU F (Oé) 0 (t . S)l_a ( )
et ’équation (3.27) devient
f 5, Ys, (s,2,y,)dz| ds
y(t) =y + ¢ / fot e )d (3.29)

et de la méme maniére on déduit qu’il existe une solution unique y* (t) €
L (71, 72) pour I'équation (3.3) dans l'intervalle [71, 72]. Si on prend lautre in-
tervalle [79, 73] o0l T3 = To + hg, hg > 0 et 73 < T, et repétons ce processus,
on conclut qu’il existe une solution unique y (t) = y* () € L (0, 1) pour I’équa-
tion intégrale de voltérra (3.3) dans 'intervalle (0, 7] et donc pour le probléme
(1)-(2)-(3)-(4) dans I’espace Co N L (0,7).

Pour terminer la preuve du théoréme 3.2.2 ; on doit démontrer que pour une
certaine solution unique y (¢) dans L (0,7) elle appartient a 1’espace L* (0,7),
et ceci d’apres (2.1) il suffit de démontrer que “Dg,y € L (0,7). Alors on sait
d’apres le théoréme du point fixe que la solution unique y () est obtenue comme

une limite d’une suite convergente vy, (t) € L (0,7), (i,e)

il — yl0) =0 (3.30)



3. Equations différentielles fractionnaires avec la dérivée au sens de
Caputo 37

avec le choix d’une certaine y,, dans un certain intervalle (0,74}, .., [7;—1, 7] . En
effet. d’apres (1) et les hypotheses (H1)-(H2)-(H3) on a

1° D8 ym = Dyl .0 =
< L) ||y —?JtHo([ff,o],R)

1y (1) / (K (¢, 5,y) — K (£, 5,y)]ds

L(0,7)

VAN

< M4 H) Nym = yll 2o,r)
la relation (3.30) affirme que
lim {|“Dfym — D5yl 0.0y = 0. (3.31)

m—-+00o
et donc (“D$.y) (t) € L(0,7). Alors le probleme (1)-(2)-(3)-(4) admet une
solution unique dans 'espace Cp N L (0,7), et la preuve du théoréme 3.2.2 est

terminée. m

3.3 Equations différentielles fractionnaires avec
la dérivée de Caputo dans ’espace des fonc-

tions continues

Cette section contient le Troisiéme résultat original de ce mémoire. on va
traiter le méme probléme que celui de la section 2 du chapitre 3 mais cette fois
ci dans I'espace des fonctions continues avec la dérivée fractionnaire au sens de
caputo.

On commence d’abord par énoncer les hypotheses sur f et K permettant la
réduction du probléme fractionnaire avec retard a une équation intégrale dans

I’espace de fonction continues.

3.3.1 Hypothéses

(Hi) Soit f :[0,7] x GxR =R, f(.,Y,Z) € C[0,7],VY € G et YZ € R. On
suppose qu’il existe deux fonctions ly (t),ls (t) positives telles que
||f (ta Y1, Zl) - f (ta Ya, ZQ)“C[O,T} < bk (t) ||le - }/2“6’([—7',0},1@) (332)
+lg (t) HZl - ZQHC[O,T] ,Vt € [O,T],VYE,YVQ S G,VZl, Z2 eR

f {t,y{”,/o K (t,s,yT") ds] —f [t,yt,/o K (t, s,ys)ds}

b @) v = velloeror) 2 O H [y = yslle oo m)

L(0,7)
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Y, =yl et Z; = / K (t,s,yl)ds (i=1,2) (3.33)
0
et on pose
[*= sup {li (t),l>(t)} (3.34)
te(0,7]

(H2) Soit K : D x G — R telle que K (., s,y,) € C'[0,7],Y0 < s < t,Vy, €
C([-7,0],R) ou D = {(t,s) eR?:¢t>0,0<s<t<7} et il existe une
fonction H (t,s) € C (D,R") telle que

HK (t’ s,yi) - K (t,s,yf)HC[Oﬂ < H (t,s) Hy; - ygllC([—T,O]JR)’ (3.35)

Vt,s € D,Vy,.y; € C([-7,0,R) (3.36)

et on note par

t
H* = sup {/ H(t,s)ds, t,s € D} < 400 (3.37)
0

tE[O,Tl]

(H3) Soit M : Rt — R* une fonction continue telle que M soit indépendant
de Y () et vy1>y2 eC [OvT] alors ytlath S C([—T,O] aR) et

19 = 32l romy < M O 1 = oy (3.39)
on pose
M* = sup {M(t)} < +o0 (3.39)
tE[O,Tﬂ

3.3.2 L’équivalence du probléme fractionnaire avec son

équation intégrale correspondante

”

Définition 3.3.1 [4] La fonction y est dite solution du probleme (1)-(2)-(3)-(4)
si y satisfait I’équation (1) et la condition initiale (2) dans (0,7], et la
condition (3) et (4) dans [—7,0].

Téoréme 3.3.1 [1] Soit 0 < o < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R et soit
f:[0,7] x G x R — R, (7 > 0) une fonction continue en ¢ € C[0, 7], pour
tout Y € G et Z € R et satisfait

max _ |f(t,Y,Z)] = B < +o0 (3.40)
(t,Y,Z2)e(0,7]xGxR
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Siy € C[0, 7], alors y satisfait les relations (1)-(2) si et seulement si y satisfait

I’équation intégrale suivante

y(t)=w+ 5 /f (590, Jo K (5 2,9:) dz] ds (t > 0) (3.41)

t _ S)lfa

Proof. D’abord nous démontrons la nécessité.

On peut écrire (1) d’aprés (3.1) sous la forme Dg, [y (s) —y (0)] (t) = f
[t Jy K (t5,) ds|

Soit iy € C'[0, 7] satisfaisant les relations (1) et (2).

D’aprés la condition (3.40), (1) signifie qu’il existe dans [0, 7] la derivée frac-
tionnaire (“Dg,y) € C'[0,7] et d’apreés (3.1) on a

(“Dfvy) (1) = Dgi [y (s) =y (0)] () = % (197 [y (s) = wol) (1) (3.42)

11 suit du lemme (1.2.2) que (I;7% [y (s) — vo]) € C'[0,7] car

1) e %(I&:awm wl) (6= (1Y (1), Z(1) >
= (Li%[y(s) - —C—I—/f (s,Y(s),Z(s))ds

c= (1= [y (0) = wol) () =0 (3.43)

Alors nous pouvon appliqué le lemme 1.6.5 on a

(16 D5 [y (s) = o) (1) =y (£) — o — o) . (3.44)

Le dernier membre de droite dans (3.44) est nulle en effet :
Méthode 1

On a par définition de l'intégrale fractionnaire de Riemann-liouville que

(Io7w) () = o (11_ = /0 z@gi (3.45)

(Lo [y () = wo]) (0) = lim ! ] /0 y <(j>_‘j>il s (3.46)

t—0+ F(l —
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t o t o
1 / [y (s) y‘i] ds < 1 [y (S) yo] (3.47)
'l—a)j, (t—2s) I'(l—a)
- 1 — ) |se(0 y(5) = o (t—s)"

< Lset(lol?ﬂ ly (s) — 3/0|] (1—a)L(1—a)

tl—oc

< ly(s) — yUHC[O,T] 1—a)T(1—a)

Lorsque t — 07 le membre de droite de la dérniére inégalité tend vers 0.
Méthode 2
On a

(I [y (s) — wol) (8) = 7 (11_ ) /0 b (é)__sﬂ s (3.48)

Par changement de variable s = tx on obtient

) =) 0 = o [ AR (a9
. e Yy (tr) — yo .
B F(l—a)/o (1—x)ad'

cette dérniere égalité afirme que (137 [y (s) — yo]) (0) =0
et donc
(Zg+ Do+ [y (s) = wo]) (t) =y (t) — wo (3.50)

D’aprés le lemme 1.2.2 I'intégrale (I¢. f) € C[0,7] i.e existe dans [0, 7]

Appliquons I'opérateur I, sur les deux membre de (1) et utulisons (3.50) et
(1.59) on obtient I’équation (3.41) ce qui montre la nécessité.

Démontrons maintenant la suffisance.

Soit y € C0, 7] satisfaisant '’équation (3.41). Appliquons I'opérateur D, sur

les deux membres de (3.41) et utulisons le lemme 1.6.3 (avec f (x) est remplacé
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par f [s, Ys, fos K (s,2,y.) dz} ) on obtient grace a la linéarité de D, que
<D8+y) (t) = (Dg+y0) (t) + (D8+]g+f |:S7 957/ K (87 2 yz) dZ:|> (t)
0
D5 ()= Do) () = f (s [ K (s.0.)d
L 0 |

o ly(s)—y 1) = F |su / "K (5.2 d2)

(Dgy) () = f |5 / K (s, 2.5.) d

Ce qui nous donne (1)

D’autre part on démontre que la condition initiale (2) est satisfaite. En effet :

Yf (s, ys Jo K (s, 2,y.) dz] ds

y(t) =50+ 1 — (3.51)
(t—s)
Par changement de variable s =tz on obtient

1 1f [tx,ym, fng (tz, z,y,) dz] tdx
t) = 3.52
v = wr | e (3.52)

A-a L f [tx,ym, fom K (tx, z,y.) dz] dx

et a
P T(@) o (1—x)

A Taide de (3.40) on trouve que y (0) = yo, ce qui montre la suffisance, et

donc la démonstration du théoréme 3.3.1 est achevée. m

3.3.3 Existence et unicité de la solution pour le probléme
du type Cauchy (1)-(2)-(3)

Soit

X={y:[-1.7] > R:y|rg € C([-7,0,R), et y |0, € C([0,7,R) }.
(3.53)

Théoréme 3.3.2 Soit 0 < o < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R. Si les
hypotheses (Hi)-(H2)-(H3) et la condition (3.40) du théoreme 3.3.1 sont
satisfaites alors le probleme (1)-(2)-(3)-(4) admet une solution unique dans
I'espace C' ([—7,0],R) N C ([0, 7], R)
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Proof. D’abord nous démontrons I’existence de la solution y € C[0, 7]. Alors
d’aprés le théoréeme 3.3.1, il suffit de démontrer 'existence de la solution y €
C10, 7] pour 'equation intégrale non linéaire de voltérra (3.41) . Pour démontrer
le résultat dans une partie de I'intervalle [0, 7].

L’équation (3.41) a un sens dans tout intervalle [0,71] C [0,7] (0 <71 < 7).

Choisissons 71 tel que
TS M*T*
I'(a+1)

et démontrons l'existence de la solution y € C0, 7] pour I’équation intégrale

(14 H*) <1 (3.54)

(3.41) dans l'intervalle [0, 71]. Pour cela on utulise le théoréme du point fixe de

Banach dans I'espace C[0, 71] dont la norme est

||y||c(0,n] = té%fj‘i] |y (t)] (3.55)

Il est clair que C[0, 71] est un espace métrique complet avec la distance

d(y1,92) = llon = welloory = 2ax o1 (1) = v2 (A)] (3.56)

te0,71

Considérons 'opérateur f : X — X définit par

() () o (t), site[-T,0] (357)
Fy t) = s,ys, [ K(s,2,y,)dz|ds . 3.5
N T %
Soit z(.) : [=7,7] — R est la fonction définie par
t ite|—7,0
x(t) = #le). ure 0] (3.58)
0, si tel0,7].

Pour toute r € C[0, 7] avec ry = yo on définit la fonction 7 par

o sitel-n0,
") _{ r(t), si tel0,7] (3:59)

Si y satisfait '’équation intégrale (3.41) on peut décomposer y(.) en y(t) = 7(t) +
x(t), t > 0, ce qui implique que y;, = 7 + x4, pour tout ¢ > 0, et la fonction r(.)

satisfait

B 1 PE[s,(Fe4 ), f) K s, 2, (Fe 4+ 2)] dz] ds
0=t i) '

0 3.60
(t — s)l_a (3.60)
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Soit
={reC(-7,0,R)nC([0,7],R)} (3.61)

L’espace Cy est un espace de Banach dont la norme est

I7llc, = sup |r(t)] (3.62)

te(0,7]

Soit maintenant l'opérateur ® : Cy — Cy définit par

/ [ [s,(Fs + ) )y K s, 2, (P, + 22)] dz] ds .
(t — s)l “ 7

(@r) () =70 + & el0,7].

(3.63)
Il est clair que 'opérateur f est équivalent a I'opérateur ® et par suite comme
Iopérateur F a un point fixe il s’ensuit que 'opérateur ® a un point fixe et donc
on applique le théoréme du point fixe de Banach, (c-a-d) on va démontrer que si

r € C[0,74], alors &r € C[0,74]; et pour tout r1, 75 € C[0,71] on a l'estimation

T M**

NCEST 1. (3.64)

[@r1 = @riflcp,,) S wlir = rallep,,, w=01+H)

Puisque y (t) € C[0,74] alors y (0) = yo € C[0,71] et donc ry € C[0, 7]
Puisque f(.,Y,Z) € C[0,74], alors par suit du lemme 1.6.6 que I'intégrale I3, f
€ C[0,74] et donc ®r € C[0, 74].

Démontrons maintenant I’estimation (3.64) en utulisant le lemme 1.6.6, on a
o : C[0,71] — C|0,74].S0it 11,79 € C[0,74], alors :

S, \r ; 373 T +xz dz| —
ry — Drall o < |10 f [ (7 o K )] dz]
Fie e p e s )]
< T f[37(; Ts) fo r+x)]d]—
" I'(a+1) [57( + s 7]0 8,2, (72 + )] dz} clo,71]
7Y ( ) |7y =7 Hc 0 R) T
T D(ad+1) \ o (s) || fo [K [s, 2, (7L + 22)] — K[Sa% (72 + 22)]] dZHC[o,n]

)
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‘ / (K [s,2, (Fl+.)] — K[s, 2, (72 + 2.)]] dz <
0 C[O,Tl]
< K [ (2] = Kooz 72+ )0 o, 02
< [ AN =g
< H( Pl
< (o [0 1 e
< H'|7 = o rom
Alors
|®ry — <I>T2||C[O’Tl] < ﬁ (I (8) + Iy (5) H*) ||} — 72 (v 0R)
TM (s)
< m(ll(S)er() ire=mrall
M *
< Tat1) L+ H) =7l

Ce qui implique I’estimation (3.64), et de (3.54) on a 0 < w < 1, et alors P est
un opérateur contractant dans C[0, 1] et d’aprés le théoréeme du point fixe de
Banach, il existe une solution unique y* (¢) € C|0, 71| pour I’équation (3.41) dans
I'intervalle [0, 74].

On considére maintenant Uintervalle [71, 73], o0 79 = 71 + hy, by > 0 et

79 < 7.0n peut écrire I’équation (3.41) sous la forme
T s, ys,fOSK(s,z,yz)dz] ds
(t . S)l—a

/ f S y57f0 3 Z,yz) dZ] ds

t . S)lfa

y(t) = Yo+ T (3.65)

Puisque la fonction y (t) est bien définie sur 'intervalle [0, 71], on peut la mettre

comme une fonction connue :

m f [37ys>fosK(3,Z,yz) dZ] ds

Yo1 = Yo + — (3.66)
et ’équation (3.65) devient
f S, Ys, (s,2,y,)dz| ds
y(t) =yor + 1 / fot g ) 2] (3.67)
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et de la méme maniére on déduit qu'il existe une solution unique y* (t) €
C'[r1, 73] pour I'équation (3.41) dans lintervalle [11,75]. Si on prend l'autre
intervalle [T9, 73] o0 T3 = T9 + ho, hy > 0 et T3 < T, et repétons ce processus,
on conclut qu’il existe une solution unique y (t) = y* (t) € C[0, 7] pour I'équa-
tion intégrale de voltérra (3.41) dans U'intervalle [0, 7] et donc pour le probléme
(1)-(2)-(8)-(4) dans l'espace C.

Pour terminer la preuve du théoreme 3.3.2 , on doit démontrer que CD§+y €
C'[0, 7], pour une certaine solution unique y (t) € C[0,7]. On sait d’apres le
théoréme du point fixe que la solution unique y (¢) est obtenue comme une limite

d’une suite convergente y,, (t) € C|0, 7], (i,e) :

im Ay =yl =0 (3.68)
avec le choix d’une certaine y,, dans un certain intervalle (0, 74], .., [7;—1,7]. En

effet. d’apres (1) et les hypotheses (Hi)-(H2)-(H3) on a

t t
I8~ Doty = |1 |t [ Gsyas| = 1 [oon, [ K ()

IN

L @)y = velloqeror

o (1 \ / UK (4 5,57) — K (5, ,))ds

C[0,7]

IN

< UM (14 H) |lym — Yl oo
la relation (3.68) affirme que

lim {|“Dg:ym = D5yl .. = 0, (3.69)

m——+00

et donc (“Dg.y) (t) € C[0,7]. Alors le probléme (1)-(2)-(3)-(4) admet une so-
lution unique dans 'espace C, et la preuve du théoréme 3.3.2 est terminée.
[ ]

L) [y — yt“C([—r,O},R) + 1o () H™ [ly)" — ySHC([fT,O],R)

C[0,7]
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Conclusion

Les équations aux dérivées fractionnaires ont été introduites dans la modéli-
sation des processus physiques, ce qui assure une prise en compte plus réaliste
de I’évolution des phénomeénes en général.

Notre travail consiste a prouver I’existence et I'unicité de solution d’une équa-
tion différentielle fractionnaires non linéaire du type voltérra a retard avec une
condition initiale qui dépend de la nature de la dérivée fractionnaire , cette condi-
tion permet d’établir la non-linearité de I’équation intégrale équivalente du type
Volterra. Pour cette raison, on a appliqué le Théoréeme du point fixe de Banach
pour prouver ’existence et 'unicité de la solution dans deux cas :

Cas de la dérivée de Riemann-Liouville : dans ce cas nous avons traité le
probléme frationnaire dans I’espace de fonctions sommables. Nous avons imposé
quelques hypothéses sur f et K permettant la réduction du probléme fraction-
naire avec retard a une équation intégrale.

Pour le cas de la dérivée fractionnaire de Caputo nous avons traité le probléme
frationnaire dans I’espace de fonctions sommables. Puis dans ’espace de fonctins

continues, de la méme maniére que celles de Riemann-Liouville.
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Probléme ouvert

Dans ce paragraphe nous présentons un probléme ouvert et nous essayerons

de donner quelques conjectures ou des idées de résolution de ce probléme.

Soit le probléme différentiel fractionnaire non linéaire du type voltérra avec

retard dans un intervalle fini [0, 7] suivant :

or @) —gty)l = f [t,yt,/otf((t,s,ys)ds],te(o,f], O<a<1l (1)

Iéjay (0+) =7, 7eR (2)
y(t)=e(t), tel-7,0] (3)
ye(0) =y (t+0), 0€[-,0] (4)

ou f et K sont des fonctions non linéaires et y;, € C ([—7,0],R) sont des
fonctions définies par y; (0) = y(t+0), 6 € [—7,0]. Ici 'élément y; (0) est la

partie historique de I’état qui indique le retard du temps —7 au temps présent t.

Définition [4] La fonction y est dite solution du probléeme (1)-(2)-(3)-(4) si y
satisfait ’équation (1), la condition initiale (2) dans (0, 7], et la condition
(3) et (4) dans [—7,0].

Théoréme de point fixe ( de schauder ) [1] Soit (X, d) un espace métrique
complet et soit D un sous-ensemble convexe fermé de X. Si T : X — X est
une application et D est relativement compact dans X, alors 'opérateur

T admet au moins un point fixe x* € D
Tx* =x".

Conjecture Pour étudier I’ existence de la solution pour le probleme posé dans
le cas de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-liouville et le cas de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ot 0 < o < 1. On va mettre
quelques hypotheses et des conditions qui permettent d’appliquer le Théo-
réeme de point fixe de schauder et a ’aide des résultats que nous avons
obtenu dans notre travail, nous essayeonsr de prouver ’existence de solu-

tions dans un espace convenable que ’on définira.
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