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RESUME

Dans ce travail on étudie les positions correctes et incorrectes de certaines classes de problemes
non classiques. La premiére classe est consacrée a |'étude d'un probléme non local associé a une
équation du type ultra-hyperbolique. En se basant sur la méthode des estimations a priori et la
technique des multiplicateurs, on démontre que ce probleme est bien posé. Dans les deux autres
classes, on considere deux problemes mal posés. En utilisant la méthode de quasi-réversibilité
modifiée, on construit des quasi-solutions stables et on établit des résultats de convergence et

d’estimation de |'erreur.

2000 Mathematics subject classification : 35R20, 35R25, 35K90, 47D06, 47A52.
Mots clés : probleme de Cauchy rétrograde, équation ultra-hyperbolique, conditions non
locales, probleme mal posé, irréversibilité, quasi-solution, régqularisation, méthode de quasi-

réversibilité.



ABSTRACT

The objective of this work is the study the correct and incorrect positions of certain classes of
nonclassical problems. In the first class, we study a nonlocal problem associated to an ultrahyper-
bolic equation. By using the method of a priori estimates and the multipliers technique, we show
the well-posedness of this problem. In the other classes, we investigate two ill-posed problems. By
using the modified quasi-reversibility method, we construct stable quasi-solutions. We show the

convergence and we establish the error estimates of this approach.

2000 Mathematics subject classification : 35R20, 35R25, 35K90, 47D06, 47A52.
Key words : Backward Cauchy problem, ultrahyperbolic equation, nonlocal conditions, ill-

posed problem, reqularization, quasi-solution, quasi-reversibility method.
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Notations

R : corps des nombres réels.

C : corps des nombres complexes.

Im(Z) : partie imaginaire du nombre complexe z.
Re(z) : partie réelle du nombre complexe z.

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de définition de l'opérateur A.
G(A) : graphe de l'opérateur A.

R(A) : image de Popérateur A.

=

(A) : noyau de l'opérateur A.

M : fermeture de 'ensemble M.

M+ : orthogonal de I’ensemble M.

X, Y : des espaces de Banach de normes respectives ||.||x, |.]|y-
Z(X, ) : espace des opérateurs linéaires continus de X' dans Y,

B
cet espace est muni de la norme || B|| #(x,y) = sup _H ully

wro [[ullx
‘H : espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont notés
respectivement par |.|, (.,.).
Z(H) : espace des opérateurs linéaires continus dans H.
H (X, ) : espace des opérateurs compacts de X’ dans ).

p(A) : ensemble résolvant de 'opérateur A.

(
o(A) = C\p(A) : spectre de I'opérateur A.



ii

Nr(A) : image numérique de 'opérateur A.

(.,.)g : crochet de dualité.

Q C R” : ouvert bourné, € fermeture de €.

Ly(€2; X)) : espace des fonctions v telles que t — |[v(t)||x est une fonction de Lo(€2).

Lo (€2; X) : espace des fonctions v telles que sup ||v(t)]|x est finie.
Q
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Introduction

0.1 Problématique

0.1.1 Equations d’évolution multi-temporelle

I es modeles mathématiques pour un certain nombre de phénomenes naturels peuvent

étre formulés en termes d’équations aux dérivées partielles (E.D.P.) de la forme :

Z ki(z, t)u, = Z ij (7, t)Us,0; + Z bi(z, t)uy, + c(x, t)u + f(z,t), (E,,)
i=1 ij=1 i=1

Hsits2ttsm g, m
) 7t ;
DOty - Ot +2_ple tu

Z aij(‘rﬂ t)ul'il'j + Z bl(xv t)“% + C(SC, t)u + f(l‘, t>7
ij=1 i=1
oux = (x1,...,o,) € R" est “la variable spatiale 7, et t = (t1,...,t,) € R™ est “la variable

temporelle 7. La partie principale de 'opérateur est supposée uniformément elliptique, c¢’est-
n n

a-dire : Z (lij(l',t)&fj Z Qo
ij=1 i=1
pour tout (z,t) dans un domaine.

€2, oll ag est une constante positive, pour tout £ € R™ et

) est dite parabolique, et si dans I'équation (E ) m = 1 et

Quand m = 1 Iéquation (E,,
51 = 2, 'équation (E,) est dite hyperbolique. Dans le cas : m > 2, ces deux équations sont
dites équations d’évolution multi-temporelle (en anglais, multi-time), et (E,)) (resp. (E,,))
est dite ultra-parabolique (resp. ultra-hyperbolique). Ainsi, dans le cas multi-temporel, il existe

des temps multiples.

Les équations d’évolution multi-temporelle interviennent, par exemple dans la théorie du
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mouvement Brownien [15, 34, 64], la theorie du transport [4], la biologie [65], les ondes
[16, 59], ainsi que dans d’autre phénomenes physiques a échelles multiples.

La théorie des équations multi-temporelles est apparue et a commencé a se développer dans
les années cinquante dans les travaux fondamentaux de V.P. MIKHAILOV ( [78, [79], 1957).
Des résultats nouveaux sur l'existence et 1'unicité des solutions de quelques problemes ultra-
paraboliques ont été établis, dans une série de travaux séparés, par A. FRIEDMANN ([42],
1962), T.G. GENCHEV ([46], 1963), A.M. ILIN ([63], 1964 ), V.S. VLADIMIROV & YU. N.
DrozuzHINOV ([104], 1967), S.G. GINDIKIN ([47], 1967), R. VOLEVIC & S.G. GINDIKIN
([105], 1969), N.I. BrisH & N.I. YURCHUK ([13], 1970), W. WOLFGAN ([106], 1986), S.G.
Pyatkov ([88], 1990), D.R. AKHMETOV et al ( [5], 2003), G. AVALISHVILI et al ([50],
2005) et d’autres auteurs.

A. BRENER ([20, 21], 1995) a écrit une monographie, ou il donne une classification d’une
classe tres large d’équations ultra-paraboliques dans le contexte de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels.

Il est important de signaler que, récemment, par la théorie des semi-groupes (L. LORENZI
[77], 1998) et la théorie du potentiel (S. TERSENOV [102], 2001) des résultats structurels
importants ont été obtenus.

Quant au cas ultra-hyperbolique avec des conditions classiques, les principaux résultats ont
été établis dans la série des travaux de N.I. BrisH & N.I. YURCHUK ([12, 14, 107, 10§],
1968, 1969, 1970, 1971), et H.O. FATTORINI ([44], 1971).

Les conditions initiales non locales associées aux équations ultra-hyperboliques ont été étudiées
par F. REBBANI et al. [54, 94, 95].

Le cas ultra-hyperbolique d’ordre supérieur est traité par G.A. ANASTASSIOU et al ([6],
2006).

Il est important de noter qu’il n’existe pas encore, pour ce type d’équations, une théorie
générale analogue a celle des équations paraboliques et hyperboliques classiques. Ceci est du
a la relative nouveauté de cette thématique d’une part et a la complexité des questions qu’elle
souleve. Chaque probleme nécessite donc un traitement spécifique. Ce qui souligne 1’actualité

du sujet que nous traitons dans cette these.
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0.1.2 Problemes bien et mal posés

En 1923, le mathématicien francais J. HADAMARD écrit son livre célebre sur les équations
aux dérivées partielles et leur signification physique [57]. Cet ouvrage fit le point de
départ au développement du concept de probleme bien posé en physique mathématique. Il
s’agit d’un probleme dont : la solution existe ; elle est unique ; elle dépend contintiment
des données (stabilité). Bien entendu, ces notions doivent étre précisées par le choix des
espaces (et des topologies) dans lesquels les données et la solution sont condidérées. Dans
ce méme livre HADAMARD laissait entendre (et c¢’était aussi une opinion partagée avec 1.G.
PETROVSKY) que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un phénomene
physique.

La physique mathématique a longtemps ignoré les problemes mal posés, les considérant soit
dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La réalité actuelle est
toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains problemes pratiques est

reconnu et motive de nombreuses recherches en mathématiques (voir [40), 41}, 49, [50, 99]).

0.1.3 Problemes inverses

La définition des problemes inverses n’est pas simple. On peut les caractériser de facon stricte
par des définitions mathématiques pour chaque probleme, mais bien souvent cette appellation
recouvre des problemes divers qui partagent tous le méme caractere mal posé par opposition
aux problemes dits directs.

D’apres J.B. KELLER [69], deux problemes sont dits inverses 'un de I'autre si la formulation
de I'un met l'autre en cause. On peut envisager divers probléemes inverses : par exemple,
reconstituer I’état passé du systeme connaissant son état actuel (si ce systeme est irréversible),
ou la détermination de parametres du systéme, connaissant (une partie de) son évolution. Ce
dernier probleme est celui de I'identification de parametres.

Une définition plus opérationnelle est qu'un probleme inverse consiste a déterminer des causes
connaissant des effets. Ainsi, ce probleme est I'inverse de celui appelé probleme direct, consis-
tant a déduire les effets, les causes étant connues. Mais une telle définition est trop vaste : en

termes de mathématiques, elle conduit pratiquement a appeler probleme inverse la résolution
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de toute équation (algébrique, matricielle, différentielle, aux dérivées partielles, intégrale, .
. ) ou la minimisation de toute fonctionnelle, y compris dans les cas les plus classiques et
les mieux connus. Les problemes inverses peuvent étre répartis en deux classes : problémes
inverses bien posés; problémes inverses mal posés. Les problemes inverses mal posés
constituent I'un des sujets ou le lien entre la théorie mathématique et la pratique est le plus
fort.
Dans la pratique, les méthodes de résolution des problemes inverses se répartissent selon
NASHED [86] en trois catégories principales :
1. Les méthodes relevant de I’analyse mathématique et la théorie des fonctions se proposent
de transformer un probleme mal posé en probleme bien posé en agissant sur le choix des
espaces, qui servent a décrire les variables, et de leurs topologies, qui formalisent les notions
d’écart ou d’erreur. Elles proposent également d’introduire des contraintes globales sur les
classes de solutions. Les << bons >> espaces ou les << bonnes >> contraintes ne sont pas dictés
par les mathématiques mais traduisent des considérations physiques.
2. La régularisation des problémes mal posés, due initialement & TIKHONOV [99], cherche a
redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,. .), de fagon
que la << solution régularisée >> obtenue par <<inversion régularisée >> dépende contintiment
des données et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données
proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace
le probleme initial mal posé par un autre ” probléme approximant” bien posé.
3. L’inversion stochastique développée par TARANTOLA [103].
Ces trois approches ont comme préoccupation commune de fournir un cadre permettant de

neutraliser le caractere mal posé.
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0.2 Contenu de la theése

C ette these s’inscrit parmi les développements de ces thématiques dans le cadre abstrait.
Elle est composée de quatre chapitres, un chapitre rappel et trois chapitres essentiels

indépendants.

) Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats connus d’analyse fonctionnelle
(éléments de la théorie des opérateurs et des semigroupes), quelques résultats sur la théorie

des problémes mal posés et quelques lemmes techniques.

) Le chapitre 2 est consacré a 1’étude d’un probleme ultra-hyperbolique avec des condi-
tions initiales non-locales. Le but de ce chapitre est d’étentre la méthode des inégalités
énergétiques pour une classe de problemes non-classiques et de prouver ’éfficacité de cette
méthode dans I’étude de beaucoup de problemes complexes.

Soit D = (0, T}) x (0, T) un rectangle borné de R?. On considere le probleme ultra-
hyperbolique :

Pu 4 A — It E
s+ A [wtag ] =10, ()

avec les conditions initiales non locales :

Lyu=

{ llﬂu = iy ’t1=0 —H2U |t1=T1: 2 <t2> ) (NC)

lopu = pyu lta=0 =2t |y=1,= ¥ (t1)
ou A(t) est un opérateur non-borné, A est un parametre réel, u; et po sont deux parametres

complexes.

Les conditions initiales non locales ont été associées a des problemes paraboliques et hyperbo-
liques (voir par example [8, 18, 24]). Ce type de conditions non standards reflete une grande
réalité dans la modélisation mathématique de quelques problemes naturels.

Pour notre probleme on établit des théoremes d’existence, d'unicité de la solution forte
généralisée, sa dépendance continue par rapport aux données (f, ¢, ¥), ainsi que sa continuité

par rapport aux parametres (u, \).



0.2 Contenu de la these 6

Ces résultats sont obtenus grace a la méthode des estimations a priori (dite aussi, méthode
des inégalités énergétiques) basée sur la technique des multiplicateurs. Cette méthode
résulte des idées introduites par J.LERAY [74], L. GARDING [45], I.G. PETROVSKY [87]
dans leurs travaux, et de celles développées dans 'ouvrage de A.A. DEZIN [32], et dans les
travaux de N.I. YurcHUK [107, 108, 109] et V.I. KOorzYUK [73].

Elle consiste en :

[1 d’abord écrire le probleme posé sous forme opérationnelle :
Lu=F, weD(L), (1)

ou l'opérateur L est engendré par 'équation (E) et les conditions (NC') et est considéré de
I’espace de Banach B dans 'espace de Hilbert V.

[] établir ensuite les estimations a priori pour l'opérateur L.

[] démontrer ensuite la densité de I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans I'espace V.
Plus précisément, on suivra le shema suivant :

On établit I'estimation a priori du type :
Ifulllz < cll[Lullly - (2)

Cette estimation est obtenue en général en multipliant scalairement 1’équation par u ou ses
dérivées et une fonction poids, et en faisant des intégrations par parties.
En suite, on montre que 'opérateur L dans B admet une fermeture L. La solution de I’équation

opérationnelle :

Lu = F, (3)

est appelée solution forte généralisée du probleme considéré.
Par passage a la limite, I'estimations (2) est prolongée aux solutions fortes généralisées, i.e.,
on a

lellls < e|[Zul]], - (4)

A partir de 1a, on déduit 'unicité de la solution de I’équation (3), 1’égalité des ensembles

R(L) et R(L), et inversibilité de L, I'inverse (f)_l étant défini sur 'ensemble des valeurs

de 'opérateur L.
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La derniere étape, consiste a établir la densité de ’ensemble R(L) dans V et donc I'existence

d’une solution forte généralisée du probleme (1).

Commentaire. La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour ’étude
de beaucoup de problemes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support
théorique solide et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans ’application de
cette méthode, on est confronté a difficultés, parmi lesquelles :

» Le choix de 1’espace des solutions.

» Le choix du multiplicateur.

» Le choix de 1’opérateur de régularisation.

i Dans le chapitre 3, on étudie une classe de problemes mal-posés de type ultra-hyperbolique.
Ce chapitre est motivé par le fait que depuis le papier pionnier (E AKSEN [2, 3], 1991),
les spécialistes n’ont pas pu établir un cadre mathématique adéquat pour I'étude de ces
problemes. Ceci nous a poussé a proposer une autre perturbation et a faire une étude com-
parative avec les résultats démontrés par E. AKSEN.

Soit H un espace de Hilbert complexe, et A : D(A) C H — H, un opératuer linéaire non
borné.

Dans le rectangle D = (0, T7) x (0, T3). On considére le probléeme ultra-hyperbolique

D?u(t)
Ot10ts

u(ty, 0) = p(t1), ti €10, T,
’LL(O, tg) = w(tg), tQ < [0, TQL

ou f, ¢ et ¥ sont des fonctions H-vectorielles données.

+ Au(t) = f(t), teD,
(IVP)

Il est bien connu que sous des hypotheses convenables (sur les donnés et 'opérateur A), le
probleme (IV P) admet une solution unique dans un sens a préciser ultérieurement.

Soit u(t) = u(t; f, ¢, 1) la solution du probleme (IV P) et £ € Ly((0, Ty); H) une fonction
donnée.

Notons
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Le probleme consiste a : pour € > 0 donné, déterminer 1. telle que :

d(1.) <e.

Une solution evidente est la suivante : choisissons 1 de fagon que ®(¢)) = 0, c’est-a-dire

u(Ty, ta) = &(t2). Ce choix nous amene a étudier le probleme :

0?u(t)
Ot10ts
u(ty, 0) = ¢(t1), ti €0, T,
U(Tl, tg) = f(tz), t2 S [O, TQ],

+ Au(t) = f(t), teD,
(FVP)

et prendre u(0, t3) = ¥(t2).

Mais la solution du probleme (F'V P) n’existe que si £ vérifie des conditions extrémement
restrictives, non triviales, et de nature tres instable. Ce qui nous conduit a résoudre un
probleme mal posé de nature tres complexe.

Parmi les stratégies pour traiter ce type de questions, il y a la méthode de quasi-réversibilité
(M.Q.R.) proposée par LIONS et LATTES [75], qui a été dévellopée dans les travaux de L.E.
PAYNE [89], R. SHOWALTER [96, 97], K. MILLER [80] et d’autres. Cette méthode consiste a
remplacer le probleme (F'V P) par un probléme proche et bien posé au sens d’HADAMARD et
a rechercher des quasi-solutions stables vis-a-vis des faibles variations des données.

On note ici, que ce probleme a été traité en 1991 par E. AKSEN [2,13] par la méthode de quasi-

2 2

ETT + A est remplacé par L, = mjLA—aAz, a > 0.

Ce qui lui a permis de construire une régularisation et de neutraliser le caractere mal posé.

réversibilité, ou 'opérateur £ =

Indiquons ici, que dans la littérature mathématique, cette problématique se caractérise par
la rareté des résultats. Ceci est dii & la complexité de ce type de problemes. *
Dans la méthode de quasi-réversibilité, on remarque que le terme correcteur (aA?) est d’ordre

deux, ce qui induit une difficulté sérieuse pour I'implémentation numérique.

LA notre connaissance et la recherche bibliographique qu’on a effectuée dans le cadre de cette these, on
ne connait que deux articles dans cette thématique :

L. G. GOMBOEV, An ill-posed problem for an equation of ultraparabolic type, Some problems in differential
equations and discrete mathematics, 44-51, Novosibirsk. Gos. Univ., Novosibirsk, 1986, (Russian).

E. M. AKSEN, The quasi-inversion method for some hyperbolic equations, Diff. Uravn., 27 (1991), No. 6,
1089-1092, (Russian).

E. M. AKSEN, N.I. Yurchuk, An a priori estimate for the quasi-inversion method. Diff. Uravn., 29 (1993),
No. 8, 1447-1450, (Russian). [Translation in Differential Equations 29 (1993), No. 8, 1254-1256].
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Pour toutes ces raisons, on propose dans notre these une autre perturbation basée sur ’ap-
proximation de YOSIDA, et on effectue une étude comparative entre nos résultats et ceux
d’AKSEN.

Le premier avantage de cette perturbation est qu’elle nous permet de passer a un probleme
ou le coefficient opératoriel est borné, ce qui facilite I’étude qualitative du probléeme perturbé,
et le second avantage réside dans la possibilité d’établir de meilleurs résultats de convergence
sous des conditions plus faibles que celles proposées dans la premiere approche.

Ce choix judicieux est inspiré de la théorie des opérateurs, qui nous permet d’affirmer que
I’approximation de Yosida est parmi les bons approximateurs, et le résultat de I'approxima-

tion est intéressant dans la mesure ot on reste proche du modele original.

£ Quant au quatrieme chapitre, il traite un probleme de Cauchy rétrograde. La méthode
proposée est basée sur une approche de quasi-réversibilité dont I’élément central dans cette
analyse est une nouvelle perturbation, qui permet de donner une réponse positive a une ques-
tion posée par K. MILLER [80], et d’étendre beaucoup de résultats connus dans le domaine
et qui réalise une optimalité entre le coefficient d’erreur et la vitesse de convergence.

Dans ce chapitre on étudie un probléme inverse (time reversibility), qui consiste a restaurer
I’état initial d’un phénomene physique modélisé par une équation parabolique avec condition
finale. Ce type de problemes apparait dans un certain nombre de phénomenes physiques,
comme les processus de diffusion [26, 40], I'imagerie (la déconvolution) [29], I’écologie (la
pollution) [60), 98] et autres.

Le probléme modele est le suivant : Soit T > 0, déterminer u(t) solution du probléeme
u(t) +Au(t) =0, 0<t<T, )=/,

ou f est une fonction H-vectorielle donnée.

Il est bien connu dans la littérature mathématique que ce probleme est fortement mal-posé
[28], méme dans les deux meilleures situations : si —A engendre un semi-groupe compact, ou
—A engendre un semi-groupe analytique. Ce probleme a été largement traité par plusieurs
chercheurs et par plusieurs approches : la méthode de quasi-solution (Q.S.) de Tikhonov

[99], La méthode (Q.R.) de LATTES et LioNs [75], La méthode (Q.R.M.) de GAJEWSKI
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et ZACCHARIAS [48], la méthode de la convexité logarithmique [1} 66, 68|, la procédure
itérative de Kozrov [71, 19], La méthode de la valeur aux limites auxiliaire (Quasi-
Boundary-Value method) [27, 38, 97] et la méthode des semi-groupes régularisés [10, 82, 83,
84, 185].

Ij Etat de l’art. Ces méthodes se résument comme suit :
e La méthode de quasi-réversibilité (M.Q.R.)
R. LaTTES & J.-L. L1oNS ([75], 1967) [cadre hilbertien] :

L=0+ANL,=0+A—-aA"A, a>0.
I.V. MELNIKOVA ([81], 1975) [cadre banachique] :
L=0+ANL,=0,+A—aA’ a>0.
A.V. GLUSHAK ([55], 2001) [cadre banachique] :
L=0,+ANLy=0+A+(=1)"1ad™ m>2 a>0.
Y. HuaNnG & Q. ZHENG ([61], 2004 ) [cadre banachique] :
L=0;+ANL, =0 +A—aA’, p>1, a>0
H. GAJEWSKI & K. ZACCHARIAS ( [48], 1972) [cadre hilbertien] :
L=, +A~L,=0+AI+aA)™", a>0.
Y. HuaNG & Q. ZHENG ([62], 2005) [cadre banachique] :
L=0,+A~Ly=0+AI+aA)™", a>0.

IS On note ici que dans le cadre Banachique, nous n’avons que des résultats de convergence,
mais l'estimation de ’erreur reste encore une question ouverte.

N. BoOuUsSETILA & F. REBBANI ([23], 2006) [cadre hilbertien] :

1
L:(?t—i—AmLazat——Tln(a—i—e’pTA), p>1, a>0.
p
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R.E. EWING ([39], 1975) [cadre hilbertien] :
L=0+AL,=0+A+aAd, o>0.

K.A. AMES ([7], 1982) |[cadre hilbertien] :
L=0;+AN~Ly=0a0}+0;+A, a>0.

e La régularisation par les conditions non locales (Q.B.V. method)

R.E. SHOWALTER ([97], 1982) , G.W. CLARK ([27], 1994 ) [cadre hilbertien] :
Y(u) = u(T) ~ va(u) = u(T) + au(0), o> 0.

K.A. AMES ([9], 2005) [cadre hilbertien] :

e La procédure iterative de Kozlov (M.I.)

L’idée de 'algorithme proposé par V.A. KozLov & V.G. MAz’vya ([71], 1991) (voir aussi,
J. BAUMEISTER & A. LEITAO [19], 2001) consiste a résoudre une suite de problemes bien
posés, ou I’équation originale est préservée.

Dans la premiere itération, ug(t) s’obtient a partir de la résolution du probleme :
atuo + AUO =0, 0<t< T, UQ(O) =@,

ol ¢ est un élément arbitraire dans H. Une fois que nous avons construit uy, l’approximation
U1 est la solution du probleme :
Oup1 + Aupy1 =0, 0<t<T,
uk41(0) = uk(0) = y(ur(T') — f),
ol 7y est un parametere réel.
La convergence de cette méthode est basée sur la théorie des opérateurs non-expansifs dans
le cadre hilbertien.
e La méthode des semi-groupes régularisés.
Cette méthode s’applique aux problemes qui sont faiblement mal posés (la définition des

problemes faiblement mal posés est donnée dans le rappel).
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Les principaux résultats dans cette direction sont donnés par K.A.AMES [10], et I.V. MEL-
NIKOVA [82] 183, 84 [85].

e La méthode de la convexité logarithmique.

Cette méthode s’applique aux problemes qui sont conditionnellement stables, ¢’est-a-dire, des
problemes qu’on peut rendre stables sous certaines contraintes sur la solution. Pour plus de
détails, on cite [1} 30, 66, 68, [76].

Le choix d’une étude intensive des problemes inverses est dicté par la richesse
du sujet aussi bien sur ’aspect théorique, que sur ’aspect pratique (motivation

physique et technologique).



Chapitre 1

Rappels d'analyse fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement
données.
On désigne ici par :
K=R ou C.
X, Y des espaces de Banach.
X* (resp. V*) le dual topologique de X (resp. V).
(.,.) le crochet de dualité.
H un espace de Hilbert sur K muni de la norme |.| et le produit scalaire (., .).
Z(X,Y) lespace vectoriel des applications linéaires continues de X vers ), que 'on munit
de la norme définie par
1Blloy = sup 104y

wern{or llullx

1.1 Opérateurs linéaires

1.1.1 Opérateurs bornés

Théoremes de prolongement

Théoreme 1.1.1 Soit D un sous-espace vectoriel dense de X. Toute application linéaire

continue de D vers Y a un unique prolongement linéaire continue de X vers ).
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Théoréme 1.1.2 [prolongement de la convergence]. Soient D un sous-espace vectoriel
dense de X et (By)nen une suite d’éléments de £ (X, Y). On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel
que

VneN, |[[Bullgw,y <c

et que, pour tout élément x de D, la suite B,x a une limite Bx quand n tend vers [’infini.
Alors Uapplication B : D — Y ainsi définie est linéaire continue, et, si Be ZL(X, ) est

un prolongement de B, alors pour tout x € X,
B,x — éx, n — —+00.

Principe de la borne uniforme

Théoréme 1.1.3 [Banch-Steinhaus]. Soit (B;)ic; une famille d’opérateurs de £ (X, Y)
vérifiant

Ve e X, sup|Bzly < oc. (a)
iel
Alors (a) a liew uniformément sur la boule unité de X, i.e.,
s'u? | Bill #(x, ) < o0. (b)
1€

» L’application de ce théoreme apparait bien dans les opérateurs dépendant d’un parametre

t, ou le parametre t joue le role de l'indice 7.

Théoreme de I'isomorphisme

Théoreme 1.1.4 Toute bijection linéaire continue de X sur Y a un inverse continu.

Théoreme du graphe fermé

Théoréme 1.1.5 Soit B : X — Y une application linéaire. Alors B est continue si et

seulement si le graphe de B est fermé dans X x Y, c’est-a-dire : pour toute suite (x,)nen de

X vérifiant (x, — x, n —> o0) dans X et (Bx,, — y, n — 00) dans ), on ay = Bx

Théoréme 1.1.6 Soit o/ une algébre de Banach unitaire d’élément unité e. Si |v| < 1, alors
o0

e+ v est inversible et on a (e +v)7t = Y (=1)kvk.

k=0

» Comme application de ce théoreme on prend & = Z(X) ou & = Z(H).
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1.1.2 Opérateurs non-bornés

On appelle opérateur sur X, la donnée d’'un couple (A, D(A)), ou D(A) est le domaine de
définition de I'application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de X' qu’on suppose en
général dense dans X.

Tout opérateur A est completement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vec-

toriel de X' x Y défini par G(A) = {(v, Av), v € D(A)}.

Définition 1.1.1 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans
X x Y, ie., pour toute suite (u,) C D(A) telle que u,, — u dans X’ et Au, — v dans ),
alors u € D(A) et v = Au.

» L’opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de

définition D(A) muni de la norme du graphe dans X'.

Définition 1.1.2 On dit qu’un opérateur A est fermable dans & s’il admet un prolongement

fermé.

On vérifie aussitot que A est fermable dans & si et seulement si 'adhérence G(A) de son
graphe est un graphe. Autrement dit A est fermable si et seulement si pour toute suite
(un) C D(A) telle que u,, — 0 et Au, — v, alors v = 0.

L’opérateur fermé A dont le graphe G(A) = G(A) est appelé fermeture de A.

Théoréme 1.1.7 [Théoréme du graphe fermé]. Si l'opérateur fermé A est définit sur

tout ’espace X, alors A est borné
(A fermé et D(A) = X = A borné).

Définition 1.1.3 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur non-borné a domaine dense. On
peut définir 'opérateur non-borné A* adjoint de 'opérateur A, comme suit :

A" DAY C Y — X

DA*) ={veY*:3c>0 tel que (v, Au)| < clul,, YueD(A)}.
Dans ce cas la fonctionnelle u — g(u) = (v, Au) elle se prolonge de fagon unique en une
fonctionnelle linéaire f : X — K telle que |f(u)| < clul,, Vu € X. Par suite f € X*. On

a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A*

(v, Au) gy = (A", Wy, Vu € D(A), Yo € D(AY).
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Proposition 1.1.1 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur non-borné a domaine dense.

Alors A* est fermé.

Définition 1.1.4 L’opérateur A : D(A) C H — H est dit auto-adjoint si A = A*, i.e.,
D(A) = D(A*) et (v, Au) = (Av, u), Yu,v € D(A).

» L’adjoint d'un opérateur borné B € Z(X, Y) existe toujour et on a de plus || B|| ¢x,y) =
| B*[| 23+, %)

» Si A:D(A) C H — H, avec D(A) = H, alors A* = A*. Si de plus, D(A*) est dense,
alors A* = (A*)* = A.

Proposition 1.1.2 Soit A : D(A) C X — X. L’opérateur A existe et est borné sur
R(A), si et seulement si pour tout u € D(A) on a |Au| > m|u|, ot m est une constante

positive indépendante de u.

Théoréme 1.1.8 [Caractérisation des opérateurs a image fermé|.
Soit A: D(A) C X — Y un opérateur non-borné, fermé, avec m = X.
Les propriétés suivantes sont equivalentes :

(i) R(A) est fermé,

(17) R(A*) est fermé,

(iii) R(A) = N(A)*,

(iv) R(A*) = N(A)*.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théoréme 1.1.9 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est surjectif, i.e., R(A) =Y,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
lv| < k|A™|, Yve D(A"),

(c) N(A*) = {0} et R(A*) est fermé.



1.2 Opérateurs dépendant d’un parametre 17

» En pratique si l’on cherche a établir qu'un opérateur A est surjectif, on utilise I'implication
((b) = (a)) de la maniére suivante. On considere 'équation A*v = f avec f € Y* et on
montre que |[v]| < k|| f|| avec k indépendante de f. Cette technique s’appelle la méthode des
estimations a priori : on ne se préocupe pas de savoir si 'équation A*v = f possede une

solution de cette équation, et on cherche a estimer sa norme.

Théoréme 1.1.10 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
X. Les propriétés sutvantes sont équivalentes :
(a) A* est surjectif, i.e., R(A*) = X*,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
lv| < k|Av|, Vv e D(A),

(c) N(A) = {0} et R(A) est fermé.

Corollaire 1.1.1 Soit A: D(A) C X — X un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
X. L'opérateur A admet un inverse borné A=! sur X si et seulement s’il existe deux constantes

my et mo telles que

lu| < my|Au|, Yue D(A),

lv] <mgy |A™|, Vv e D(AY).

1.2 Opérateurs dépendant d’un parametre
1.2.1 Continuité

Définition 1.2.1 la fonction [0, 7] > t —— A(t) € Z(X, Y) est simplement (resp. forte-
ment) continue en ¢y € [0, 7] si, pour tout x € X la fonction y(t) = A(t)z est continue en
to, i.e., Vo € & la fonction |y(t) — y(to)|, = |A(t)zr — A(to)z]y, — 0, quand ¢ — t (resp.
|A(t) = A(to)l| #(x.y) — 0, quand ¢ — {o). Et simplement (resp. fortement) continue sur

[0, T si elle I'est en tout point de [0, T7].

Lemme 1.2.1 Si Uopérateur A(t) € L (X, Y) est simplement continu sur [0, T]. Alors il

est uniformément borné par rapport a t.

Ceci est une conséquence immédiate de théoreme de la borne uniforme.
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1.2.2 Différentiabilité

Définition 1.2.2 L’opérateur A(t) € £ (X, V) est simplement dérivable en ¢, si, pour tout
x € X la fonction y(t) = A(t)x € Y est dérivable en ty, et simplement dérivable sur [0, T si
elle 'est en tout point de [0, 7.

Remarque 1.2.1 Les notions de continuité et dérivabilité dans le cas ou A(t) est un opérateur
non-borné, fermé, a domaine de définition dense, indépendant de ¢, sont analogues a celles

du cas borné.
Dans ce qui suit, on suppose que D(A(t)) = D4 indépendant de ¢.

Lemme 1.2.2 On suppose que A(t) est simplement continiment dérivable sur D(A(t)), et
B(t) est un opérateur linéaire borné, simplement continiment dérivable. Alors 'opérateur

C(t) = B(t)A(t) défini sur D(A(t)) est simplement continiment dérivable, et on a

C'(tyu = B ()At)u + B)A (Hu, u € DIA()), t €0, T].

Lemme 1.2.3 On suppose que A(t) est simplement continiment dérivable sur D(A(t)), et

-1

admet un inverse borné. Alors A(t)~" est simplement continiment dérivable, et on a

(A@)™1) = —AM) T A®) A

Pour la démonstration de ces lemmes voir (S.G. KREIN [67], Chap II, page 176-188) et (H.
TANABE [101], Chap I, page 15).

Théoréme 1.2.1 Soit A(t) un opérateur auto-adjoint défini positif, a domaine de définition
D(A(t)) = D4 indépendant de t, et simplement continiment dérivable sur D 4. Alors 'opérateur

A¥(t), 0 < a < 1, est simplement continiment dérivable sur D 4.

» Pour les opérateurs fractionnaires dépendant d’un parametre t, (A%(t), 0 < a <1) on
peut consulter les livres (S.G. KREIN [67], Chap II, page 176-188) et (H. TANABE [101],
Chap 2, page 19-20 et Chap 4, page 108-113).
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1.2.3 Opérateurs de régularisation

Dans la pratique, les opérateurs les plus rencontrés sont des opérateurs différentiels, donc
I'expression v € D(L) exprime une certaine régularité. les opérateurs de régularisation (en
anglais : molification operators) sont un outil qui permet de faire correspondre a un élément
d’un espace fonctionnel donné son régularisé, i.e., un élément du méme espace mais possédant
des propriétés de régularité plus importantes et qui lui est en méme temps proche par rapport

a la norme considérée.

Définition 1.2.3 Soit A(t) : D(A(t)) = Da C X — X un opérateur non-borné, fermé, a
domaine de définition D, indépendant de ¢, avec D4 = X. Pour cet opérateur on définit la

famille d’opérateurs {R.(t)}.., ayant les propriétés suivantes :

>0
(1) lopérateur R.(t) est fortement continu en ¢, et uniformément borné en ¢;
(2) pour chaque e 'opérateur R.(t) applique X dans Dy ;

(3) lopérateur R.(t) commute avec A;

(4) Topérateur R.(t) converge fortement vers I, quand ¢ — 0, i.e.,

Vee X, |R:(t)xr—z|| — 0, quand ¢ — 0.

(pour plus de détail, voir [73]).
> Si A(t) = At)* et (A(t)u, u) > Nolul?,  Vu € D(A(t)), Ao > 0, on définit I'pproximation
de YOSIDA :

R.(t) = (I +eA(t)™".

On montre que la famille d’opérateurs R.(t) vérifie les propriétés (1)-(4). (voir [17], proposi-

tion VIIL.2, page 102).

1.3 Eléments de la théorie spectrale

Soit
A:DA)CX — X

1

un opérateur non borné que ’on suppose fermé 1'% ¥ et & domaine dense.

! L'hypothese de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2 Si A n’est pas fermé, alors p(A) =0 .
38i A= A*, alors 0(A) #0 et 0(A) CR.
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On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble
p(A) ={A e C: Ay = A — A est bijectif}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté o(A) =
C\p(A).

On note que si A € p(A), I'inverse R(A\; A) = A" est défini sur tout I'espace et est fermé.
Par le théoréme du graphe fermé, il est borné, i.e., A;' € £ (X). Cet opérateur est appelé
la résolvante de A.

L’ensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et Papplication p(A) 3 X ——
R(\; A) est analytique sur chaque composante connexe de p(A). La résolvante satisfait a

I’équation fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante :

Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus opérateur A est borné, alors o(A) est
un compact non vide.
Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

e Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :
o,(A) = {\ € C: A, n'est pas injectif}.

Un élément A de 0,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 # ¥ € D(A) tel
que A0 = 0, que 'on appelle vecteur propre (fonction propre quand X est un espace de
fonctions) correspondant a .

e Si\eog(A)\o,(A) donc A est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

. Si R(A,) n’est pas dense, on dit alors que A € 0,.(A) le spectre résiduel de A.

. Si R(A,) est dense, on dit alors que A € o.(A) le spectre continu de A.

1.4 Famille spectrale et résolution de ’identité

Théoréme 1.4.1 Soit A:D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors
(1) 0,(A) =0,
(2) o(A) = 0p(A)Uoe(A) CR,
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(8) A>0<= o(A) C0,00[.

Définition 1.4.1 Une famille {F)} cr de projections orthogonales dans H est appelée fa-

mille spectrale *® ou encore résolution de l'identité si elle satisfait aux conditions :

(1) ExEy= Bt M 1 ER,
(ZZ) E,OO = O7 E+OO — [’

——400

(ZZ’L) E)\—l—O = F\ ou E)\+0h = lim E)\+5h, h € H.

e>0,e—0

Les limites sont prises au sens de la norme de H.

Théoreme 1.4.2 Soient H un espace de Hilbert et A un opératur auto-adjoint dans H. Alors

il existe une famille spectrale { E\}\cr telle que

(Azx, y) = /)\d(E,\a:, Y), Ax://\dE,\x.

R R

On note symboliquement A = /)\dE,\.

R

Théoréme 1.4.3 Soit A — f(\) une fonction continnue a valeurs réelles. Soit D C 'H

défini par :

D=<{heH: /|f()\)]2d|EAh|2 < 00
R
Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

(S, y) = / f(Nd(Bae,y), c€D,yeH,
R

de domaine D(S) =D. On a

SE, D E\)\S c’est-a-dire, SFE) est un prolongement de F)S.

4 Pour une bonne compréhension de la théorie des opérateurs auto-adjoints, on cite le joli livre de DENISE
HUET : Décomposition spectrale et opérateurs, PUF, (1976).

° Le livre de R. DAUTRAY & J.-L. LIONS, Analyse mathématique et calcul numérique. Tome 5 (spectre
des opérateurs), Edt. Masson, (1988). [§3. page 136-180].
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Fonctions d’un opérateur auto-adjoint
+00
Soit A un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert H, A = / AdEy, \g =info(A) >

Ao
0, sa décomposition spectrale. On définit :

e Les puissances de A.

( 400

AT = //\TdEA, reR,

Ao
+oo

h € D(AT) = / N7 d|Eyh? < oo.
\ Ao
On note ici, que pour tout r < 0, A" € L(H), et sir =0, A°=1.
Pour tout r > 0 et pour tout h € D(A"), on a (A"h, h) > \j|h|>.

Pour tout 7 > 0, D(A") muni de la norme |h|> = |A"h|?>, h € D(A"), est un espace de
Hilbert.
Si0<mr <ry D(A™) — D(A™) et D(A™) est dense dans D(A™).

e f(A) pour une fonction f continue sur R.
( +oo
Ao
+

he D(f(A)) = / FOP I < oo.

\ Ao

1.5 Opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.5.1 On dit qu'un opérateur T € £ (X, )) est compact si T(Bx) est relative-
ment compact pour la topologie forte. On désigne par JZ (X', )) 'ensemble des opérateurs

compacts et on pose # (X, X) = #(X).

» Soient E, F' et G trois espaces de Banach. Si T € Z(E, F) et S € H#(F, G) (resp.
Te X(E, F)etSe Z(F,G)),alors ST € Z (E, G).

» [Théoreme de Shauder]| Si T est compact, alors T* est compact. Et réciproquement.

Théoréme 1.5.1 Soit T € #(X) avec dim(X) = oo. Alors on a :



1.6 Semi-groupes d’opérateurs linéaires 23

(a) 0 €a(T),

(b) o(T)\{0} = 0,(T)\{0},

(c) lune des situations suivantes :
. ou bien o(T) = {0},

. ou bien o(T)\{0} est fini,

. ou bien o(T)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théoréme 1.5.2 On suppose que H est séparable. Soit T € # (H) un opérateur auto-adjoint
compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

VeeH, x=umx5+ Z(m, er)er, Ax = Z Ae€ls

k>1 k>1

ou g € N(A).

Définition 1.5.2 Soient H;, Hs deux espaces de Hilbert séparables et T € J# (H;, Hy). On
appelle valeur singuliere de Popérateur T, le réel positif s = v\, olt A est une valeur propre

de Vopérateur 7 = T*T : H; — H;.

Théoréme 1.5.3 [Décomposition en valeurs singulieres (DVS)]. Soit T € # (Hy, H;)
et P la projection orthogonale sur N(T). Alors il existe une suite de valeurs singuliéres
S1 > S9--- > 0 et deux systémes orthonormés {1, wa, -+ C Hi, {1, 1, -} C Ha
telles que :

Tor = site, T Y = sppr,

h="> (h, or)px + Ph, Th = si(h, or)¥x.

k>1 k>1

Le systéme {(sk, ¢k, ¥r)}p>1 est dit systéme singulier de T.

1.6 Semi-groupes d’opérateurs linéaires
Généralités
Définition 1.6.1 On appelle semi-groupe fortement continu a un parametre une famille

{S(t)}+>0 d’opérateurs bornés sur X' vérifiant les propriétés suivantes :

(i) 5(0) =1,
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(ii) S(t+s)=S(t)S(s), Vt>0,s>0,
(iii) 11{% |S(t)u—u| =0, Vuelk.

On associe a tout semi-groupe son générateur —A défini par :
S(thu—u
—Au = lim {—( ) } (s1)
t\0 t
pour tout u tel que la limite (s1) existe dans la topologie de la norme de X', ce qui définit le
sous espace D(A), domaine de 'opérateur A. Les premieres propriétés des semi-groupes sont

rassemblées dans la proposition suivante :

Proposition 1.6.1 (W. RUDIN [93], théoréme 13.35) Soit {S(t)}i>0 un semigroupe d’opérateurs
sur X, et —A son générateur. Alors :
(a) t — S(t) est une fonction fonction fortement continue de [0, 0] dans £ (X).

(b) Il existe des constantes My > 1 et y4 € R telles que
[S(@)[| < Mae™". (s2)

(c) A est un opérateur fermé et son domaine D(A) est dense dans X.

(d) Pour tout u € D(A), S(t)u est dérivable au sens de la norme de X et

%(S(t)u) = —AS(t)u = =S(t)Au. (s3)

(e) Si A € C et Reh > va, alors —\ est dans 'ensemble résolvant p(A), et la résolvante
R\ A) = (A+ N7 de A a lexpression suivante

R\A) =(A+ N = /Ooo e MS(t)dt. (84)

L’intégrale (s4) est définie au sens fort sur tout intervalle borné [0, T, et converge en

norme d’opérateur lorsque T — 0. De plus par l'inégalité (s3) on a

My
A+ )Y < ———. s
A4+ 27 < P (59)
En fonction des valeurs des constantes M, et 74, on distingue plusieurs classes de semi-

groupes :

- Siy4 <0, on dit que S(t) est un semi-groupe borné.

-Siys <0et My =1, on dit que S(t) est un semi-groupe contractant.
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Caractérisation des générateurs
Le résultat principal est le théoreme de HILLE-YOSIDA (voir [33, 51, 90]).

Théoreme 1.6.1 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans un espace de Banach X
est le générateur d’un semi-groupe si et seulement si il existe des constantes My et v telles
que tout réel X > 4 soit dans l’ensemble résolvant p(—A) et que

M
(A —7ya)™

pour tout X > vy et tout entier m > 1. On alors [’estimation

IA+A)™ <

IS = lle™ | < Mae™.

Corollaire 1.6.1 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans un espace de Banach X

est le générateur d’un semi-groupe contractant si et seulement si |0, +00[C p(—A) et pour

1
tout X > 0 on a linégalité ||(N + A)7H| < T

On peut donner une autre caractérisation des générateurs grace a la théorie des opérateurs

accrétifs.

Définition 1.6.2 Soit A un opérateur dans un espace de Banach X'. Considérons
Ca={(z,y) e X x X" :2€DA), || =1, |ly]| =1, et {y, ) x+xx = 1}.

A est dit accrétif si pour tout (z, y) € I's, on a Re(y, x)x+xx > 0.

Théoréme 1.6.2 [Lumer-Phillips]. Un opérateur —A fermé a domaine dense dans un es-
pace de Banach X est le générateur d’un semi-groupe si et seulement si A est accrétif et
UVimage RN + A) = X pour tout A > 0. Ou encore, de maniére équivalente, A est fermé a

domaine dense et A et A* sont accrétifs.

(voir E.B. DAVIES [33], théoreme 2.24).

» Si A= A* >0, alors —A est générateur d’un semi-groupe contractant.

Théoréme 1.6.3 On suppose que —A engendre un semi-groupe (S(t))i>0, alors (S(t)*)i>o0

est un semi-groupe de générateur —A*.

» Si A= A*et —A engendre un semi-goupe (S(t))s>0, alors (S(t)):>o est auto-adjoint.
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1.6.1 Semi-groupes holomorphes

Il s’agit d’une classe de semi-groupes tres importante dans les applications.

Notons S(w) pour w €]0, 7/2[ le secteur angulaire de sommet 0 :

S(w)={z€C:z#0et|arg(z)] <w}.

Définition 1.6.3 Soit {S(2)},cg(,) une famille d’opérateurs dans un espace de Banach X'
On dit que {5(2)}, g, est un semi-groupe holomorphe dans S(w) si :

(i) S(21)S(z2) = S(z1 + 22), 21, 22 € S(w),

(ii) pour tout 0 €]0,w] il existe Mj telle que ||S(2)|| < My, 2z € S(w —¥0),

(iii) S(z) est une fonction holomorphe dans S(w),
(

iv) pour tout € X, lim.cg(w—g), -0 [|S(2)r — 2| =0, 6 €0, wl.

Afin de caractériser les générateurs de cette classe de semi-groupes, on introduit la définition

suivantes :

Définition 1.6.4 Soit A un opérateur fermé a domaine dense dans X, et soient 6 €]0, 7|,
M > 1. L'opérateur A est dit de type (6, M) si ’ensemble résolvant de A contient {z € C :

|arg(z)| > 0} et que l'on a les inégalités suivantes :

M
IAT+ A7 <, A>0,
et pour tout 6" €]0, m — 6], il existe My > 1 tel que
My
I +4)7 < T = €50)

Ainsi par exemple un opérateur A fermé a domaine dense dans X est de type (7/2, 1) si et
seulement si A et A* sont accrétifs. On peut alors caractériser les générateurs de semi-groupes

holomorphes par le résultat suivant :

Théoréme 1.6.4 (voir [33, 51, 101]). Un opérateur —A fermé a domaine dense dans X est

le générateur d’un semi-groupe holomorphe borné de demi-angle w €)0, w/2] si el seulement
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st A est de type (0 = /2 —w, M) pour un M > 1. De plus, on a la repeésentation intégrale

sutvante :

t¢
S(t) ::etA:/CiAdg
I

ot I' est une courbe dans I’ensemble résolvant p(—A) allant de coe™(™/2+e) 4 coei(™/2+¢)

pour
un € €]0,w|.

Les semi-groupes holomorphes possedent les propriétés de regularité suivantes :
Proposition 1.6.2 [Théoréme de régularité]. Soit S(z) un semi-groupe holomorphe

dans S(w), soit —A son générateur. Alors pour tout z € S(w), R(S(z)) C D(A) et pour

tout € €]0, w|,
d Ce
HdZS(z) |AS(2)]| < =L z € S(w—¢)
De plus, on en déduit :
d"™ ntct
_ — n < € _ .
|50 = Hasermr < TF, s esw-e)

(voir [90]).
De maniere analogue on définit les semi-groupes holomorphes contractants : un semi-groupe

{S(2)} est dit contractant si ||S(z)|| < 1 pour tout z € S(w).

Proposition 1.6.3 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans X est le générateur d’un

semi-groupe holomorphe contractant si et seulement si A est sectoriel de demi-angle 7/2 — w.

t4 est un semi-groupe holomorphe dans

» Si A est un opérateur de type (04, 1), alors e
S(7/2 — 04), et |le=*|| < 1 pour tout t > 0.
Une autre propriété remarquables des semi-groupe holomorphes est relative aux espaces image

et noyau de ces opérateurs.

Théoreme 1.6.5 [théoréeme algébrique-topologique]. Soit {S(2)}.cs(w) un semi-groupe
holomorphe sur un espace de Banach X . Alors pour tout z € S(w), S(z) est injectif, R(S(z))

est dense dans X, et tout sous-espace de X défini par :

2(8) = {ye X, y= /F(T)S(T)m, reXet Fel(t ool)}

est dense dans X .
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Preuve. (1) Montrons que N (S(z)) = {0}, z € S(w). Soient zy € S(w) et x € N(S(2)).
Comme S(zp)x =0, 0ona S(z)S(20)x =0 = S(z+2)x pour tout z € S(w). Or z — S(z)x est
une fonction holomorphe, donc par prolongement analytique S(z)z = 0 pour tout z € S(w).

Or lir% S(z)x = x, donc x = 0, ce qui montre que N'(S(z)) = {0}.

(2) Remarquons que %(S) R(S( )) carsi F' € C§°(]t, oo[), alors tg = inf {7 : F(1) # 0} >
tetdoncy—TF T)xdr =S fF S(t —t)xzdr € R(S(t)).

Supposons qu 11 existe gb* € X* non nulle qui s’annule sur le sou-espace Z;(S). Cela signifie
que pour tout z € X et pour tout F € C§°(Jt, o0) fF S(T)x)xsxx dr = 0. Cela
entraine que (¢*, S(7)x)x+xxy = 0 pour tout 7 > t car lapphcatlon T — (@*, S(T)T) vexx
est continue. De plus, comme S(z) est un semi-groupe holomorphe, cette application se
prolonge en une fonction holomorphe dans S(w). Or par prolongement analytique, on obtient
(9%, S(2)x)x+xx = 0 pour tout z € S(w). Par ailleurs, on doit avoir lig(l)((/b*, S(2)T)vexx =
0 = (¢*, &) x+xx, donc (¢*, x)x+xx = 0 pour tout z € X, ce qui entraine ¢* = 0. Ce qui est
contradictoire. Donc Z;(S)* = {0} et on en déduit que Z;(S) est dense dans X, et a fortiori
R(S(t)) qui le contient.

(3) Soient zp, z € S(w). Supposons qu’il existe ¢* € X* telle que (¢*, h)x+xx = 0 pour tout
h € R(S(20)). Puisque S(z+20)(X) = S(20)5(2)(X) C S(20)(X), c'est-a-dire, R(S(z0+2)) C
R(S(z0)), alors on a (¢*, h)xxx = 0 pour tout h € R(S(zy + 2)). Ce qui imlique que
(9", S(z0 + 2)x)x+xx = 0 pour tout z € X et pour tout z € S(w), et par prolongement
analytique de la fonction F'(z) = (¢*, S(20 + 2)x)x+xx = 0, on obtient (¢*, S(2)x)x+xx =0

pour tout z € X et pour tout z € S(w). La continuité de S(z) en 0 implique

lim(¢*, S(2)x)x+xx = 0= (9", T)x+xx =0

20
pour tout x € X, alors nécessairement ¢* = 0. Ce qui montre que R(S(2))* = {0}, c’est-a-
dire R(S(z)) est dense dans X. d
Pour plus de détails, on cite les références (E. HILLE [58], p. 307, I. CIORANESCU [31], lemme
2.2).

Dans un espace de Hilbert, les notions d’opérateurs accrétifs et sectoriels possedent des
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définitions plus explicites que celles dans le cas d'un espace de Banach.

Définition 1.6.5 Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H. On définit I'image

numérique Nr(A) C C par :
Nr(A) ={z = (u, Au) : u € D(A), ||ul| = 1}.

Il est bien connu (théoreme de TOEPLITZ-HAUSDORFF 97%) que Nr(A) est une partie

convexe du plan complexe.

Définition 1.6.6 Un opérateur A dans un espace de Hilbert H est dit accrétif si son image
numérique est incluse dans le demi-plan droit {z € C: Re(z) > 0}. Side plus R(A[+A)) =H

pour A\ > 0, alors on dit que A est m-accrétif.

Un opérateur m-accrétif A est nécessairement fermé a domaine dense dans H, et maximal au

sens ou il n’admet pas d’extension accrétive.

Définition 1.6.7 Un opérateur A dans un espace de Hilbert H est dit sectoriel de demi-angle

64 €]0, /2] si son image numérique Nr(A) est incluse dans dans le secteur fermé S(6,4). Si

de plus R(zI + A) = H pour un z ¢ S(04), A est dit m-sectoriel.

En particulier, un opérateur A m-sectoriel est m-accrétif, donc fermé a domaine dense dans
H. La limite 64 = 0, c’est-a-dire si A est m-sectoriel de demi-angle 6 pour tout # > 0 (donc
Nr(A) CR") équivaut a : A est auto-adjoint positif.

» A est m-accrétif si et seulement si A est de type (7/2, 1).

» Si A est m-accrétif, alors A%, a € [0, 1], est de type (an/2, 1), de plus A* est m-sectoriel
de demi-angle ar/2.

» Les opérateurs auto-adjoint positifs engendrent les semi-groupes holomorphes et contrac-

tants dans le demi-plan ouvert {z € C: Re(z) > 0}.

6 Pour plus de détail sur le I'image numérique, on cite le joli article : D. BRIDGES & R. HavEa, A
constructive analysis of a proof that the numerical range is conver, London Mathematical society, J. Comput.
Math., 3 (2000), 191-206.

"W. AUZINGER, Sectorial operators and normalized numerical range, Applied Numerical Mathematics,
45 (2003), 367-388.

8 T. KATO, Perturbation theory of linear operators, Springer-Verlage (1995). [page 267, 310].
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1.6.2 Semi-groupes compacts

Définition 1.6.8 Un semi-groupe {S(t)}+>0 dans un espace de Banach X est dit compact
pour tout t > tg si pour ¢t > ty, S(t) est un opérateur compact dans X. Le semi-groupe est

dit compact si S(t) est compact pour tout ¢ > 0.

» SiS(t) est compact pour ¢ > 0, alors en particulier I'identité I est un opérateur compact
et X est nécessairement de dimension finie.
» Si pour ¢ty > 0 'opérateur S(t) est compact, alors S(t) est compact pour ¢t > t.

» SiS(t) est compact pour t >ty > 0, alors t — S(t) est continue dans .Z(X’) pour t > t.
Caractérisation des semi-groupes compacts

Théoréme 1.6.6 Soit {S(t)}i>0 un semi-groupe et —A sont générateur. Une condition nécessaire
et suffisante pour que {S(t)}i=o soit compact est que l'on ait
(i) t — S(t) est continue dans L (X) pourt >0,
et
(ii) R(\;—A) = (M + A)~! € H(X) pour tout X € p(—A).

» Si R(A\*;—A) est compacte pour un A* € p(—A) et si t — S(t) est continue dans £ (X)
pour t > ty, alors S(t) est compact pour ¢t > t.
» Sile générateur —A est borné. Alors S(t) est compact si et seulement si R(\; —A) est

compact pour tout A € p(—A).

1.7 C-Semi-groupes

La théorie des C-semi-groupes est un outil tres puissant dans I’étude des positions correctes et
incorrectes de quelques classes de problemes de Cauchy. Cette nouvelle théorie est développée
par DELAUBENFLES [30], [37] dans le cadre de problemes bien posés, et par MEL'NIKOVA

[82, 83, 184, 85] dans le cadre de problemes mal posés.

Définition 1.7.1 Soit C' € Z(X) un opérateur inversible et R(C) = X. La famille d’opérateurs
{S(t), t€l]0,T)} C Z(X) est dite C-semi-groupe local si T' < oo et
(C1) S(t+s)C=S()S(s), t,s, s+te][0,T),
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(C2) S(0)=C,
(C3) pour tout x € X, la fonction S(t)x : [0, T') — X est continue.

L’opérateur A = G defini par :

Gz =limh™" (C7'S(h)z — ),

h—0

D(G) = {ZE e R(C): }Lli% Tt (CT'S(h)x — ) existe}

est le générateur du C-semi-groupe {S(t), t € [0,T)}.
» SiT = oo, le C-semi-groupe local est dit simplement C-semi-groupe, et s’il existe M > 0

et w € R tels que [|S(¢)|| < Me*t; on dit qu’il est exponentielemnt borné.

1.8 Equations linéaires abstraites

Beaucoup de problemes de la physique mathématique conduisent a la résolution des équations

linéaires vectorielles de la forme :
L:X—)Y, z+——y=Lux. (&)

Pour mieux comprendre les difficultés de la résolution de ce type d’équations, on rappelle

quelques notions et résultats liés a cette problématique.

Définition 1.8.1 L’équation (&) est dite :

1. normalement résoluble si R(L) = R(L),

2. fortement résoluble ou admet une solution forte si R(L) = Y,
3. partout résoluble si R(L) =Y,

4. correctement résoluble sur R(L) si ||z||x < k|| Lz|y, Vz € D(L),ou k est une constante

positive indépendante de x.

Dans ’étude des équations de la forme B : H; — Ha, u —— Bu = v, la fermeture de R(B)
joue une propriété cruciale, pour que l'inverse de B soit borné.

Les théoremes suivants caractérisent les opérateurs a image fermée.
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Théoréme 1.8.1 (T. Kato [100], p. 231). Soit B € £(H1, Ha). Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) R(B) est fermé,

(it) w(B) = inf {||Bh||, h € N(B)*, |h| =1} > 0.

Théoréme 1.8.2 [72] [Caractérisation spectrale des opérateurs & image fermée].”
Soit B € £(H1, Hs). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R(B) est fermé dans Ha,

(ii) 0 n’est pas un point d’accumulation de o(B*B),

(wi) il existe v > 0 tel que o(B*B |y py+) € [, |B]*].

On donne ici un théoreme fendamental qui caractérise les conditions de résolubilité des

équations linéaires :

Théoréme 1.8.3 [théoréme de Picard].
Soit K € Z(H) un opérateur compact, et {(on, ©n, ¥n), n € N} son systéme singulier. Alors
l’équation :

Kf=g

est résoluble si et seulement si g € N(K*)* = R(K) et si la condition de PICARD est
satisfaite :

1
Z;K‘ga 1/)n>|2 < +00.
neN

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

neN

n

» Dans cette these, on se limite aux cas des problemes bien/mal posés au sens d’HADAMRD.
D’aprés HADAMRD, un probleme est dit bien posé si le probleme admet une solution (Exis-
tence), si elle est unique (unicité) et si elle dépend continiment des données (stabilité).
Le probleme est dit mal posé si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée.

Exemples.

9Ce résulat est démontré par S.H. KULKARNI & M.T. NAIR en 2000, voir [72].
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1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace. Considérons le probleme suivant :

Au=0, (z,y)eRx(0,00),

u(z,0) =0, =z€R,

Oyu(z, 0) = .(z), =z €eR,
ou ¢.(xr) = esin(x/e), € > 0. La solution du ce probleme est donnée par : u.(z, y) =
e?sinh(y/e) sin(z/e). On remarque que (¢. — 0, € — 0) mais (u.(z, y) — oo, € — 0)
pour tout x > 0 fixé.
» les équations elliptiques avec des conditions manquantes (lorsqu’il y a des zonnes inac-

cessible a la mesure) sont des problémes instables. 10 12

2 Probléeme rétrograde pour ’équation de la chaleur. Trouver u(z, 0) = uy(z) (condi-

tion initiale inconnue), sachant que le champ de temperature u(x, t) vérifié :

U — Uy =0, x€(0,m), te(0,T),
u(z, T)=19(x), 0<z<m, (BCP)
u(0,t) =u(m, t)=0, 0<t<T,

ou 1 € Ly(0, m) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la

solution du probleme (BCP) sous la forme :

u(z, t) = Z e sin(nx),
n=1
ol ¥, est le coefficient de Fourier d’ordre n de 4 : b, = 2 [ 9(x)sin(nz) dz.
0
Soit p(z) = up(z, 0) la temperature initiale. Alors d’apres 1’égalité de Parseval, on a :
2 _ T Ty 2
ol = = 3 T

n=1

On considére maintenant le probleme (BCP) avec des données bruitées :

Y =1+ %sin(/{x).

10 Pour plus de détail, on cite les travaux suivants : L. BOURGEOIS, A mized formulation of quasi-
reversibility to solve the Cauchy problem for Laplace’s equation, Inverse Problems 22 (2006), 413-430.

11, BourGEois, Convergence rates for the quasi-reversibility method to solve the Cauchy problem for
Laplace’s equation, Inverse Problems 21 (2005), No. 3, 1087-1104.

12 A, Dang Ding, D. Duc TRONG and M. YAMAMOTO, A Cauchy like problem in plane elasticity :
regqularization by quasi-reversibility with error estimates, Vietnam J. Math., 32 (2004), No. 2, 197-208.
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I = 7

On remarque que | — ¢| — 0, k — +oo mais ||u(¢x;0) — u(y;0 —

+00, k — +00. On voit tres clair que le probleme (BCP) est instable donc mal posé. C’est
pour cela, on dit que les phénomenes de la chaleur sont irréversibles. 1314
La solution de I’équation de la chaleur avec la condition initial u(z, 0) = ¢(x) € Ls(0, ) est

donnée par la formule :

u(z, t) :ge_”gtgonsin(nx) = / {

Ainsi, u est solution du probleme (BC'P) ssi ¢ satifait I’équation du Fredholm de premiere

>l|l\>

Z e " sin(na sm(n§)} (&) d€.

espece :
™

/Kufm@M@=wm,OSx5m

e}

ou K(zx, &) = Z ~"*t sin(na) sin(n€). Ceci est un cas special de 'équation (€), ot L = IK

mw

est un opérateur intégral (IKyp = 1) de noyau K(.,.). Il est bien connu que I est compact
(voir GROETSCH [49], KRESS [70]), d’ott K™ n’est pas borné. Ce qui montre le caractere

mal posé du probleme (BCP).

3 Probleme de Cauchy rétrograde. On se place dans un cadre Hilbertien, et soit A un
opérateur auto-adjoint positif. Considérons le probléeme suivant : déterminer u(0) = g sachant

que u(t) vérifie I’équation :
u+Au=0, 0<t<T, wu(l)="/f, (ABCP)

ou f est un élément de H donné.
On sait d’aprés la théorie des semi-groupes, que la solution du probleme direct est donnée

par u(t) = e *u(0). Le probleme de la détermination de u(0) est équivaut a :
Bg = e Tu(0) = f.

On distingue deux cas tres importants :

3Pour une bonne explication physique des phénomeénes irréversibles, on cite le livre :

FRrANCIs FER, L’irréversibilité : fondement de la stabilité du monde physique, Gauthier-Villars (1980).

14 M.V. Klibanov, A. Timonov, On the mathematical treatment of time reversal, Inverse Problems 19
(2003), 12991318.
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T4 est compact, alors le probleme est mal posé.

(a) Sile semi-groupe S(t) = e~
Remarque. Si lopérateur A~! est compact, alors A est diagonalisable, c’est-a-dire, il existe

une base propre {e, },>1 telle que :

Ae, = A\pey avec Jley|| =1 et 0 <A <A <--- <\, — +00,

Vhe H, h=> (henen
n=1

alors le semi-groupe S(t) engendré par —A prend la forme :

St) =Y e ™P.,, ot Pe,h = (h,ey).

n=1

Il est clair que o(S(t)) = 0,(A)U{0} = {en }n>1 U{0} et S(t) est compact pour tout ¢ > 0.
(b) [Effet régularisant et irrversibilité]. Comme A est auto-adjoint positif, alors le

t

semi-groupe S(t) = e~ est holomorphe, de plus, on a les proriétés suivantes :

LS| <1, Vt>0;

2. pour tout r > 0 et t > 0, Uopérateur S(t) € Z(H, D(A"));

3. pour tout entier k > 0 et t >0, ||[S®(t)]| = [|A*S@t)| < e(k)t7F;

4. pour tout z € D(A"), r > 0on a S(t)A"z = A"S(t)x.
(voir Pazy [90], Chap. 2, théoréme 6.13, p. 74).
On voit d’apres les propriétés de S(t) que le propbleme de Cauchy direct (u.(t) + Au(t) =
0, u(0) = ug) présente le phénomene de régularisation suivant : En supposant seulement la
donnée initiale dans H, alors pour tout ¢ > 0, et tout entier k, on a u(t) € D(A¥) (espace plus
régulier que H). Il en résulte que, pour que le probleme rétrograde (ABCP) ait une solution,
il faudrait que u(T) = f € Dy = Ny D(AF). En fait méme dans ce cas, on pourrait construire

des exemples ot il n’y a pas de solution sur U'intervalle (0, 7"). On dit que le probleme (ABCP)

est irréversible dans le sens :

S(T)=eT:H —H,
S(T) =eT :R(S(T)) C Do CH — H.

On montre (dans le chapitre 4) que R(S(7")) est dense, mais n’est pas fermé.
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4 Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le probleme sui-

vant :

{ ug(t) + Au(t) =0, 0<t<T, (HCP)

w0)= ¢, w(T) =1,
ou ¢, ¥ sont des fonctions données dans H, et A : D(A) : H — H tel que A = A* et
A>H6>0.

Si Ay = (km)?/T, k = 1,2,---, ne sont pas des valeurs propres de A, alors 1'opérateur
[sin(T \/Z)] - (inverse algébrique) existe et la solution formelle du probleme (HCP) est

donnée par :
u(t) = sin((T — t)VA) (sin(T\/Z)] B ¥ + sin(tV/A) [Sin(T\/Z)] - ®.

Inversement, si A\, = (k7)?/T, k =1,2,--- , sont des valeurs propres de A, alors la solution
du probleme (HCP) n’est pas unique. Cependant, le probleme (HCP) est mal posé au sens
d"HADAMARD dans les deux cas, de point de vue que les valeurs A\, = kn/T, k=1,2,---,
peuvent étre proches aux valeurs propres de A.

» On remarque d’apres les exemples donnés qu’il y a deux questions sérieuses lies a cette
catégorie de problemes :

1 La non unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur
la solution et une bonne connaissance de la nature physique du probléeme, pour récupérer
I'unicité.

2 L’instabilité. Ce caractere est le plus problématique, surtout dans I'implémentation
numérique. Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergeant
et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractere
d’instabilité, on régularise le probleme qui est instable par un probleme proche (dans un
sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation sont variées, chaque probleme nécessite
un traitement spécifique selon sa complexité et son degré de mal position (Pour une bonne
référence sur les méthodes de régularisation, on cite le livre de H.W. ENGEL [41]).

Afin de proposer une stratégie de régularisation éfficace, on doit mesurer tout d’abord la
complexité du probleme posé. En général, on ne dispose pas d’un cadre théorique permettant
de donner des réponses a ce type de questions, mais dans des cas particuliers, on a des criteres

qui caractérisent que tels problemes sont fortement mal posés ou faiblement mal posés.
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On cite ici deux criteres :

Soient ‘Hi, Hs deux espaces de Hilbert séparables, T € J# (H;, Hs), et soit 'équation :
T:Hy — Ha v — Tu=n. (E)

On dit que le probleme (E) est faiblement mal posé (resp. fortement mal posé), si les valeurs
singulieres s, de T sont équivalentes a % (resp. Ce™™"), ot C et p sont des constantes
positives.
Une autre définition de problemes faiblement/fortement mal posés, pour les probléemes de
Cauchy dans un cadre général, est donné a partir des propriétés sur le spectre et la résolvante
de 'opérateur (voir MEL'NIKOVA [82, 83, 84]).
Soit

u(t) = Au(t) =0, 0<t<T, wu(0)=up. (CP)

Notons

G ={z€C:arg(z)| < <m/4},

Go={z€C:|Im(z)| <a<7/T, Re(z) >w, weR}.

On dit que l'opérateur A est de type Gy si 0(A) C G et
IM >0: VYAEG, |[RNA)| < MA+|A)
On dit que l'opérateur A est de type Gy si 0(A) C Go et
IM >0: YA€ G, |[ROXA)| <M.

» Sil'opérateur A est de type G; ou G, alors le probleme (C'P) est fortement mal posé.
» Si A engendre un C-semi-groupe avec R(C') = D(A") pour un certain n € N, on dit alors

que le probleme (C'P) est faiblement mal posé.

1.9 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall et ses variantes jouent un grand role dans les estimations des termes

intégrodifférentiels.
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Lemme 1.9.1

(VG1)  Soit w(t) et g(t) des fonctions non négatives et intégrables sur D =]0,T, et telle

que la fonction g(t) soit non-décroissante. Alors de l'inégalité

w() <M [ wls)ds + ()

découle linégalité

w(t) < exp(Mt)g(t).

(VG2) Soit w(t) et f(t) des fonctions non négatives et intégrables sur D = 10,T|, et telle

que la fonction f(t) soit non-croissante. Alors de l'inégalité

wt) < [ w(s)ds + f(0),

découle linégalité

w(t) < exp (M(T — 1)) £().
D’autres notions et inégalités seront utilisées telle que 1’e-inégalité
2 10
2|Re(a,b)| < elal” + . >, e>0.

Méthode de prolongement par rapport au parametre

Lemme 1.9.2 [The method of continuity] ([53], théoreme 5.2, p. 75).

Sotent Fy1, Fy deux espaces de Banach et Ly, Ly deux opérateurs linéaires bornés de Fy dans

Es. Pour tout r € [0,1], on pose :
Lr = (1—7’)L0+7’L1.
On suppose qu’il existe k > 0 telle que :

[ull 2 < Kl Lrull g,

ot r € [0,1]. Alors Ly est un isomorphisme entre Ey et FEy si et seulement si Lo est un

1somorphisme entre E et Es.
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N.B. On désigne par l'expression ”"Multiplions scalairement dans H le vecteur u par le

vecteur v” la quantité 2Re(u, v).



Chapitre 2

Equations ultra-hyperboliques avec conditions
initiales non locales

2.1 Position du probleme

Soit D =10, Ty[ % |0, T[ un rectangle borné de R? de variable ¢ = (t1,t5), et H un espace de
Hilbert complexe, ou la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par |.| et (.,.).

On considere dans H 1’équation :

0% u
O0t10t9

EAU =

+ A(t) [u+)\8t18t2] =f (1), (1)

ol A est un parametre réel (A > 0), u, f sont des fonctions de variable t = (¢1,t3) € D et a
valeurs dans H, A(t) est un opérateur linéaire dans H, non-borné, a domaine de définition
D (A) indépendant de ¢, et partout dense dans H.

L’opérateur A est auto-adjoint et vérifie les conditions suivantes :
(%) (Au,u) > ¢o|ul*, Vu e D(A), VteD,

ol ¢y est une constante positive indépendante de wu.

A(0,ty) = A(Ty,ta), to€[0,Ty],
() {
A(t,0) = A(t1,Ty), t €]0,T1].

A T'équation (1) on associe les conditions initiales non locales suivantes :

{ llﬂu = hu |t1=0 — 22U |t1:T1: ¥ (tQ) )

lguu = U1u |t2:0 —H2U ’t2=T2: ¢ (tl) :
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Les fonctions ¢ et ¢ sont respectivement définies de [0,75], [0,7}] a valeurs dans H, et

vérifient la condition :

1 (0) — pagp (T2) = pntp (0) — potp (Th), (3)

= (1, p2), out pq, po sont deux parametres complexes tels que p; # 0 (i = 1,2), réalisant

une des conditions :

(%) aa(p) = exp [BC(T + T)] i ] < 1,

(%,) as(p) = exp [3C(T) + T3)] ‘u§1u1|2 < 1.
2.2 Espaces fonctionnels

Tout d’abord introduisons certains espaces fonctionnels nécessaires pour 1’étude du probleme
considéré.

On définit sur 'ensemble D (A) la norme hermitienne suivante :
july, = [A(0) ul,

on otient 1'espace de Hilbert W!.

De manitre analogue, on définit sur Iensemble D(A?) la norme
july = [ 4% ©)ul

on obtient ainsi I'espace de Hilbert WW1/2,
Remarque.
e Les opérateurs A(0) et A2 (0) sont bornés de W et W1/2 respectivement dans H.

e D’apres les propriétés de l'opérateur A on a les inclusions topologiques suivantes :
wlcw'?cH.

o W est partout dense dans W'/2 et dans H.

e De plus, par définition de Lo, on a les inclusions topologiques suivantes :

Lo(D; WYY € Ly(D; WY?) € Ly(D; H).
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Proposition 2.2.1 L’ opérateur A(t)~" (resp. A(t)"2) est borné de H dans H.

Preuve. Voir le théoreme [1.1.1/ (Rappels) O
Proposition 2.2.2 L opérateur A(t) (resp. A(t)2) est borné de W' (resp. Wz) dans H.

Preuve. Posons

B(t) = A()A(0)™" et C(t) = A(t)2A(0)"2.
D’apres la proposition 2.2.1] et le théoréme du graphe fermé on a B(t) € Z(H).
Pour chaque ¢ € D, on peut écrire

[A(t)ul = [A[)A0) T A(0)u| = [B() A(0)ul < [IB(t)l| ¢a) |AO0)u] = B oy Il

ce qui permet d’affirmer que A(t) € Z(W?'; H). De maniere analogue on démontre aussi que

Alt)z € L(Wz; H). O

Proposition 2.2.3 [14] Si la fonction D > t — A(t) € £ (W', H) est continue par
rapport a la topologie de la convergence simple dans £ (W*; H), alors il existe des constantes

positives ¢y et co telles que

cluly <JA@)u| <elul,, Vue wi, (4)
Verluly <[A®iu] < Ve, Yuewd, (5)

Lemme 2.2.1 ([67], Lemme 1.9, page 186). Si la fonction D 3 t — A(t) € L(W', H)
admet des dérivées bornées par rapport a ty et ty, par rapport a la topologie de la convergence

simple dans L (W, H). Alors on a les estimations

(A(t)%);l O K Jaw, a0, (6)
(A(t)%);z A(t)3 » < KHA(t);QA(t)*l . (7)
ot K est donné par K = 7% ds et (A(tﬁ);i = afgti)%, A(t);i = (91(;115(;)7 (1=1,2).
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Proposition 2.2.4 Les opérateurs A(t), A(t)~, (A(t)%) A(t)"% € Lo(D;.2(H)).
t;

Preuve. Montrons que

et sup sont finies, (i =1,2).

sup ||A(t), A()!
§H<nz<> PR

’(A(t)%); OR:

Z(H)

D’apres le théoreme de la borne uniforme on a l’estimation

A(t), < =1,2). 8
sw 4@, S (=12 ®)
En utilisant I'estimation (8) et (4), on obtient

A u| < Gt lA@ul, G =1,2), (9)

en remplagant u par A(t)"'v dans (9), on obtient

AW, AD Y| < et o], Ve H, (1=1,2), (10)

ce qui implique que

<ciq', vteD, (i=1,2),

|amam,,,

d’ou

At’_At—lH < et = pr < 400, (i=1,2). 11
sup [ AW, AW, S chert =pi < oo, (1=1,2) (1)

La fonction D 3 t — A(t)2 € Z(W2, H) admet aussi des dérivées bornées par rapport &

t1 et t9, et on a l'estimation

=

sup <b;, (i=1,2). (12)

D

‘ (A(t)

/
)ti

Pour démontrer cela, on utilise les estimations (6), (7), les inégalités (5) et (11), on obtient

L(W?2, H)

‘(A(t)é)' A(t) *u

ti

< KAWL AD | yop lul < Epilal, (G=1,2).  (13)
posons u = A(t)zv, (13) devient alors

‘(A(tﬁ)/_v

t;

< Kp; A(t)%v

< Kpo/eloly, YoeW: (i=12),  (14)
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d’ou on déduit

1 / R
A(t)z <b;, VteD, (i=1,2),
1 (]
till g(wz, m)
ou encore
/

sup ‘(A(t)%) < by < 400, (1=1,2), (15)
D tilleews, m

ou bj = Kp;\/cs.
Il reste & vérifier que sup

D
On a

Z(H)

’(A(t)%); u

en utilisant 'estimation (5) et (16), on obtient
1

‘(A(t)é);u < b’;ﬁ

en remplacant u par A(t)"zv dans (17), on obtient

N

A(t)2ul, (1=1,2), (17)

u

1\’ 1 —
‘(A(t)2> A(t) 2v| < b} lv|, YveH, VteD (1=1,2),

t;

1
Ja

ce qui entraine

’ 1 -
H@@% AW)E||  <bi—=, VteD, (i=1,2),
et donc
1\’ 1 1
sup ‘(A(t)2> A(t)"3 <b—, (i=12). (18)
D b Z(H) va
Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.2.4. Il
Soit
O(A(t
di = 2(K—|—1) HMA_l(t)H y (Z: 1,2), C:max(dl,dz)
et

M= {p= (1, p2) € C*: (%) ou (%) soit réalisée} .

Notons par H''(D; W) I'espace obtenu en complétant €’ (D; W) par rapport & la norme

0%u 2
2 2
= + dt.
] ) /{‘81&1{%2 |U|1}
D

2+ du
L |0ty

2 N ou
. |0t

1
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Soit H'([0, T3] ; W'/?) I'espace obtenu par complétion de I’espace €*°([0, Ty ; W'/?) par rap-
port a la norme

Ty
2 2 2
ol = [ {1+ Ioff + 2211 + Aol + 2212 doa
0

De maniere analogue on construit 'espace H'([0, T1]; W*'/?) muni de la norme

T
o= [ {1+ 1ol + 20108 + X1l + X210} dbs

0

En complétant 'espace €°°(D; W) par rapport & la norme

o 0ilp) / u
Il = A+1 {)\‘{%137&2
D

sup (Jutrs, I3+ 7)) ]

2 2

o] 2

0t10ty

0%u
O0t10t9

2

2
dt
1

(1 = 1,2), selon que soit réalisée la condition (%) ou (%y).

1
2

TED

(@il — o))’
(1+a)i(1+ [ [
On obtient I'espace de Banach Ej .

ot o;(p) =

Notons par E 1’espace de Hilbert
Lo(D; H) x H ([0, To); WY?) x H ([0, Ty} ; WY?)
composé des éléments F' = (f, ¢, ©) telle que la norme
HIENZ = LI+ Nl + [[olly est finie.

Le symbole ||.|| désigne la norme de Ly(D; H) espace des fonctions a carré intégrables définies
de D dans H.
H ([0, To; W2) x H ([0, Ty); W'/?)

est le sous espace fermé de H' ([0, To]; W'/2) x H' ([0, T1]; W'/?) composé des éléments

(0, ¥) tels que
pap (0) — paw (T1) = 1 (0) — patp (Ta) -
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2.3 Estimation a priori

Soit Iopérateur Ly , = (Lx, l1,, l2,) engendré par I’équation (1) et les conditions aux limites

2), agissant de E} dans E, et a domaine de définition
A
D(Ly,,) = H "' (D; W) ¢ E/l\w.

On introduit 'hypothese suivante :
(#4) On suppose que la fonction D 3t — A(t) € Z(W!, H) admet des dérivées bornées
par rapport a t; et t, par rapport a la topologie de la convergence simple dans . (W'; H).

Pour l'opérateur Ly , on établit le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.1 [Estimation a priori]. Si les conditions (76) et ($1) (ou (%)) sont

vérifiées. Alors on a l’estimation
2 2
ullly < ST Lapulll”,  VueD(Lyu), (19)
ou S est une constante positive indépendante de X\, i et u.
Pour la démonstration du Théoreme 2.3.1, introduisons les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Soit |.|,, la norme dans W™, (m =0, %, 1). soit g une fonction de variable

t€[0,T] awvaleurs dans H, et soit

h = 111 9(0) — p2 g(T). (a)

Alors si la condition (%) est vérifiée on a

1 2 -1, |2 2 2
—(1 — T < b
51+00) O, = il la, < S o)
et si la condition (%) est vérifiée on a
2
1 2 (14 o) |pst
S (L a2) |g(T)]7, — |uy ] 19(0)]7, < b A5, ()

2 (]_ — 062)

Preuve.

Si (%) est vérifiée, de (a) on a

_ 2 _ _112
19(0)2, < (1+e) |ur o] 1g(D)Z, + (L+ ) |t |RIZ,
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1+Oél

en prenant € = on obtient I'inégalité (b). Si (%) est vérifiée, de (a) on a

_ 2 _ _112
9D, < (L+e) gt ] 19O))2, + (L+ 7 |t IRl

(%)

en prenant € = on obtient I'inégalité (c). O

—
Lemme 2.3.2 [14,11] [Lemme de Gronwall généralisé].

(VG1) Soient w(ty, ta) et g(t1, t2) des fonctions non négatives et intégrables sur D, et telle
que la fonction g(t1, ta) soit non décroissante par rapport aux variables ty et ty. Alors de

l'inégalité
t1 2

w(tl, tg) S k / w(sl, tz) dSl +/ W(tl, 82) dSQ + g (tl, tz),
0 0

découle linégalité
w(ty, t2) < exp (2k(t1 + 12)) g(t1, t2).
(VG2) Soient w(ty, ta) et g(ty, ta) des fonctions non négatives et intégrables sur D, et

telle que la fonction g(tq, ta) soit non croissante par rapport aux variables ty et ty. Alors de

l"inégalité

Ty Ty
U}(tl, tg) S k / ”LU(Sl, tz) dSl +/ UJ(tl, 82) dSQ + g (tl, tz) s
t1 to

découle "inégalité

w(ty, t2) < exp (2k(Th + T — t1 — 12)) g(t1, ta).

Démonstration du théoréme 2.3.1. Multiplions scalairement dans H ’équation (1) par

ou 0
Mu:—+—+)\A(t)<a—z+a—Z),

on obtient l'identité
ou ou
Oty | | Oty

Lo [|ou
Oty | |0ty

2 1 2 1 8u
Al ‘ oA |43 2L
+ ‘ u| + ‘ ot

A2

2
M Aul? + \2
+ A Au|” + o,

)
)

2 ou
A 2 2 A—
+ A Au|” + A o

g (A%urmA'A%g—z
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2Re (Lau, 2Mu)

+4\Re ((Aé)t2 gt Ala—“> +2Re ((A%);lu, A%u)

oty
+2ARe (A, u, Au) + 2)\?Re A, — Ou A%
20t Oty

ou 1 Ou 1y 1
+4\Re ( (Az P g , A2 8_tg> + 2Re ((Az)tQu, Azu)
5 ou , Ou
+2ARe (A, u, Au) +2X*Re [ A, —, A— ).
2 13152 ot to

Posons

Oty

2 L2 ) 2 2
Fy(t) = { Ju + ‘Aéu + 2\ Az% + A |Aul® + A2 Aa—u } :
8752 8t2

Fy(t) au2+’A5 " o) A58u2+/\|Auy2+)\2Aau2
= JE— U - _
! ot ot ot |’

G(t) = 2Re (Lau, Mu)

+4ARe ((Aé)t2 gt A1%> +2Re ((A%);lu, Am)

oty
+2ARe (A, u, Au) + 2X*Re (At Ou A 8u>
20t 0ty

Ou LAz 6u> + 2Re ((A%)'Qu, A5u>

+4XRe ( (A2 A o o

+2ARe (A, u, Au) +2)\Re A, — Ou A% .
Loty Oty
L’identité (20) devient
0 0
— (F
g, (Ft)) + 5~

Intégrons l'identité (21) dans le rectangle D, = |0, 74| x |0, [ C D, on obtient

(F'(t)) = G(2).

T1 T2 T2 T1 T1 T2

(20)

(21)

/Fl(tl, Tg)dtl—l—/ Fy(m, tg)dtgz//G(t)dt+/ Fi(ty, 0) dt1+/F2(o, b) dts. (22)

0

En utilisant les estimations (6) et (7) du lemme 2.2.1 et quelques inégalités élémentaires, on

obtient

T2

/ 1(t1, T2) dty +/ Fy(m, to) dty <
0

0

T2 T1 T1 1 72

//2| (Lau, Mu)|dt+0// (Fy(t) + Fy(t ))dt+/F1(t1,0)dt1+/F2(O t) dts. (23)
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En faisant des calculs similaires dans les rectangles |, Ti[ X |72, To[, |0, 7] X |72, To] et
|71, Th] % ]0, 72| respectivement, on obtient les trois inégalités suivantes :

Ty Ts

—/ Fi(ty, 7o) dt —/ Fy(m, to) dty <
Ty Ty T
//2]£,\u Mu]dt+0// (Fu(t) + Fy(t)) dt - /F1 by Ty) dty— / W(Th, t) db, (24)
Ts T1
/ Fy(m, ) dts — / Fi(ty, m) dty <
T2 0
Ty 11 Ty 11 Ty 1
//2|(cw, Mu)]dtJrC//(Fl(t)+F2(t))dt+/ F(0, t) dtQ—/ Fi(t, To)dty, (25)
0 T2 0
Ty To
/ Fu(ty, ) dty — / Fy(m, 1) dts <
1 0
1o T} o T}
//2| Lyu, Mu) |dt+0// Fi(t) + Byt )dt+/Fl(tl,O)dtl—/F(Tl,t2)dt2. (26)

Notons
b =exp(CTr), B2=exp(CTy), 61 =exp(C(T1+13)), 02=exp2C(Th+12)),

Y a =010 = Bada, 0=exp(3C(T1 +1Tz)).

2 .
, 02 =06 ‘,u2,u1 !

01 = 023 |,LL2/~0171

On suppose ici que la condition (%) est réalisée.

Revenons maintenant a l'inégalité (23).

Si on pose
T1 T2
G(Tl, T2) = / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, tg) dtQ,
0 0
et

T2 T1 T1 T2

H(Tl,TQ)://2|(£)\U, MU)’dt+/Fl(tl,O)dt1+/F2(O, tg)dtg,

0 0 0 0
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alors de I'inégalité (23) on tire

T2

G(Tl, 7'2) = / Fl(tl, T2> dtl +/ FQ(TI, t2) dtg S
0

0
C /G(t1,7’2)dt1+/G(Tl,tg)dtg +H(T1,T2). (27)
0 0

On remarque que 'inégalité (27) vérifie les conditions (VG2) du lemme 2.3.2 . Appliquons

ce lemme a l'inégalité (27), on obtient

T1 T2

/Fl(tl, ) dt +/F2(71, b) dts <
0 0
/ / 2|(Lau, Mu)|dt + / Fu(ty, 0)dty + / Fy(0, ) dts b (28)
0 O 0 0
Revenons maintenant a I'inégalité (25), on peut écrire
T n
/ Fy(1y, to) dty +/ Fi(ty, Ty) dt; <
T2 0
1 Th 1 To sl Ts
< //2|(.cw, Mu)]dt+C//(F1(t)+F2(t))dt+/F1(t1, Tg)dtl—i—/Fg(O, b) dts. (29)
0 7 0 7o 0 To

Fixons la variable 7 et considérons la fonction

Ts

Y(Tl, TQ) = /FQ(7'17 tg) dtg -+ /Fl(tl, TQ) dtl
0

T2
comme une fonction d’une seule variable 7.
En appliquant a l'inégalité (29) le lemme de Gronwall (classique) et certaines estimations
élémentaires, on obtient

Ts Ty

/Fz(ﬁ, to) dty — ﬁ1/ 1(t, 72) dty <

T2 0

T 1 T 71 Ts 1

0
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De maniére similaire on déduit de I'inégalité (26), l'inégalité

Ty T2
/Fl(tb Ty) dity —52/F2(71, to) dts
1 0
T2 T T2 T1 T2

0
Multiplions (28) par 1(1+a)?, (30) par %51(1 + ), (31) par 05(14 ) et (24) par §;,, puis

sommons les quatres inégalités obtenues, on obtient
T1 T2
%(1 — Oé)(l + Oé) {f Fl(tl, TQ) dtl + f FQ(Tl, tg) dtz}
0 0

TQ Tl
+61 (%(1 +a) - 62) f F2(7_17 t2> dtQ + 52 (%(1 +C¥) — (51) f Fl(tl, Tg) dtl S

T2 T1

(1+«)? |(£Au Mu)|dt + 151ﬁ1(1+a)ff2|(£,\u, Mu)|dt}
00

72 T} T, T
+ 93501+ a) [ [2|(Lau, Mu)|dt+6:6, [ [ 2](Lu, Mu)\dt}

07 T1 T2

T1
+ %92 1—|—Oé (tl, 0) dtl - %51(1 + Oé) fFl(tl, T2> dtl}
0

T1

. (32)
+ %92 1-'-0( fFQ 0 tg) dtQ — —(52<1 +CY)fF2(T1, t2> dtg}

T2

71 0

<o
{
+{§01 (1+ a)? f Fi(ty, 0)dty —QQ?Fl(tl, Tg)dtl}
{

71 T Ty T2
+9 30681+ a)? [ [ Fi(t)dt + 10:0:(1 + a)? fng(t)dt}
0 7

T2 T1 T2 T1

T2T1 T2T1
+ <6102 [ [ Fo(t)dt + 6102 [ [ Fi(t)dt p .

On commence par minorer le membre gauche. Remarquons que

(1 — 04)52,

/Ix
—
+
L

|
>,
[NV
~__
g
IV
N | —
—
|
L
g

/I\
—
+
(o}
S~—

|

>

=
~

S
N)I»—t
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1 1 1

2(1 — )01 512 = (1 —a)afy > 5(1 —a)a,
;(1 — )02 = 1 (1 —o)af > %(1 —a)a.

Multiplons l'inégalité (32) par (312, et en tenant compte de la remarque précédente, on

obtient

T1 T2
1
5(1 — a)a / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, t2) dtQ S
0 0
1 T1 T2
5(1 — Oé)(l — O[)ﬁl/BQ / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, tg) dtQ
0 0

Ts

+ B (%(1+a)—(52)/Fg(ﬁ,tz)dthrﬁl (%(1+0¢)—52)/TlF1(t1,TQ)dtl. (33)

T2 T1

Le membre droit de I'inégalité (32) est majoré par
T
01+ «)? [ [ 2](Lru, Mu)|dt
00
T1 T1
+ {%10(1 + Oé)2f Fl(tl, 0) dtl — %(1 + a)aﬁQf Fl(tl, TQ) dtl}
0 0

+ {%9(1 + 05)2%{' FQ(O, tg) dtg — %(1 + a)aﬁlbf FQ(Tl, tg) dtg}

T1 T1

T T
—+ {%910&(1 + Oé)2 f Fl(tl, O) dtl — 042 f Fl(tl, TQ) dtl}

T2 T2

Ty Ts
+ {%‘91(1 + 06)2 f FQ(O, tg) dtQ - Oé2 f FQ(TI, tg) dtg}

To 71 T2 Th
—I—C{ 010[1+(I ffFl dt+191a1+a ffFQ }

10 0 07

(34)

TQTl T2T1
ffFQ dt+@2ffF1 .
T2 T1 T2 T1

Majorons séparément les intégrales se trouvant dans I'expression (34). En utilisant le lemme

2.3.1l et la condition (%), on obtient

%19(1 + Oé)2 f Fl(tb 0) dtl — %(1 + a)aﬁgbf Fl(tl, Tg) dtl
(35)

1] fN Ydty,

IN
t\')ll—l
4>

1
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T2 T2
%0(1 + 05)2 f FQ(O, tQ) dtQ - %(1 + a)aﬁlg FQ(Tl, tQ) dtg
(36)

IN

2 Ha)Q’ 11‘ fN dt?v

Ty Ty
%010[(1—’—01)2]1 Fl(tly O) dtl —042f Fl(tl, TQ) dtl

S% 1+a)2‘ 11‘ fN )t

T Ts
%61(1 + 04)2 f FQ(O, tg) dtg — CYQ f Fg(Tl, tg) dtz
T2 T2 (38)

< 10 b Vo

ou

2

2 1
+ AA0, t2)e|* + A2 |A(0, t)7p

Y

1 2 1 /
N(p) = |¢'|* + ‘A(O, tz)w) + 2 ‘A(O, t2)2¢

2

2 1
+ A |A(t, O + X2 |A(ty, 0)29)

N() =1 + | A, 03| + 22 |A(h, 0)3y

En combinant les inégalités (35), (36), (37), (38) et (33), on obtient

T1 T2
%(1 — a)oz{ f Fl(tl, 7'2) dt1 + f F2(7'1, tg) dtg} S
0 0

0(1 + a)? }fQ (Lou, Mu)| dt
(39)

T
+og el |t ? {fN( dt1+fN dtg}
0

T2T1 T2T1

0 m T2 0

Pour qu’on se place dans les conditions du lemme 2.3.2, on considere premierement le cas

(0<a< ) Lorsque0<a<— on a alors

%(1-{—@)§2(1—O&) €t04§<1_a)7

et l'inégalité (39) devient
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T1 T2
(1 — CE)CY{ f F1(t1, ’7'2) dtl + f FQ(Tl, tg) dtg} S
0 0

To Ty

20(1+ )? [ [ 2|(Lau, Mu)|dt

i T (40)
+494 { [ N(@)dt, + fN(go)dtg}
0 0
T2 T1 T2 Tl
—}—C*(]_—O./ fng dt+ffF1 s
07 T2 0
ou C* = 4C0,.
Si on pose
T1 T2
G(Th Tg) = (1 — Oé)Oé / Fl(tl, 7'2) dtl —|—/ FQ(Tl, tg) dtQ s
0 0
Ty Ty
H(m, ) = 20(1+a)2//2|(£,\u, Mu)|dt
+494 1\ / N()dt; + / (@)dty p
alors de I'négalité (40) on tire
Ty Ts
G(Tl, 7'2) (1 — Oé)Oé / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, tg) dtg
0 0
/G(tl, Tg)dtl + /G(Tl, t2>dt2 + H(Tl, Tg). (41)

T1 T2

On remarque que l'inégalité (41) vérifie les conditions (VG2) du lemme 2.3.2/. En vertu de
ce lemme, on obtient

T T

(1—0[)0[ /Fl(tl,Tg)dt1+/Fg(Tl,t2)dt2

0 0

Ty Ty

<5 2&(1+a)2//2\(£w, Mu))| dt
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+—494

1| /N %+/N )dty 3 (42)

ouy = exp (2C*(T} + T»)) . En appliquant a I'inégalité (42) quelques estimations élémentaires,

on obtient
Ty Ts
(1—@)0& / Fl(tl, Tg)dt1+/ FQ(Tl, tz)dtz S
0 0
T2 T1 T2 Tl
2%ﬂ+a?{@f+fzﬂwwn+€lffﬂ druqffﬂ }
“1 { j N()dt, + [ N(go)dtg} .
0
a(l —a) , L SRSy N
Prenons ¢; = (1 =1,2), puis intégrant I'inégalité (43) par rapport a 7; de 0

4’72(1 + 05)2T3_Z‘7
aT; (i=1,2), on obtient

Ty Ts

1
S(1—a)a Fi(t, 7o) dty + | Fa(m, ta) dt
’72(1 + 06)2T1T2 8 o T2
=T <a) (ﬂ+BHMwH+4m1}!/Nwwh+/N@M@ . (44)
0 0

En utilisant quelques estimations élémentaires sur (44), on obtient

T1 T2

(1—a)a / Fi(ty, m2) dty +/ Fy(m1, to) dty
0 0
4 4 2 ! T
< POE IR o it ) S sl + [ Ny + [ Moyt @)
0
De l'inégalité (45), vient
T Ty
o1 (1) / Fi(ty, m) dt, + / Fy(m, ) dts
0 0
1 1>
< el + [ N+ [ Nodea p. (46)
0

ou Sl =16 exp (320 exp (O(Tl + Tg)) (T1 + Tg)) .
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En vertu de (4) et (5), on obtient les inégalités suivantes :

/ N($)dts + / N(@)dts < max(l, &) {llueall® + a2} (47)

Ty T

win(1, &) (JuC, )+ u(r, ) < [ Rt mydn+ [ R wyde, @9

0 0
T Th
Ou | Ou |?
(1, 2 A? dt p dt
min1, ¢f 0/ 0/ { ‘atlatg 04,0t %+ 01,10t |, }
Ty Ty
Pu | u |
2 3
. 4
//{ ’(’%18252 TN ohon| T |onon dt}dt (49)
0 0
Pour majorer le terme
// Y NI Y 720 O
(31518752 0t10ty 0t10ty ’

on multiplie (1) par VA, et en faisant des estimations par rapport & la norme de H, on obtient

O?u |? Oy |?
A’ A® dt
/ / { ‘(%ﬁtz T onon| T |anan }
Ty T,
< 2)\//{|Au|2dt+2>\\£w|2}dt. (50)
0 0

On majore le premier terme du second membre de I'inégalité (50) grace au second membre

de I'inégalité (46). En combinant (47), (48), (49) et (50), on obtient

5l

< Sp {[ILxull” + Nlully + iz} }

2
+ 23

2

9%u
Ot10ts

0%*u
Ot10ts

2

2 2
1 } dt + [lu(., 2)[I] + llul(n, )l
L 1
2

(51)
. max(1, 2
ou SQ =32 exXp (320 exp (C(Tl + TQ)) (Tl + Tg)) ﬁ
Le membre droit de (51) ne dépend pas de 7. Passons au sup par rapport a 7 € D, on obtient

I'estimation a priori (19).
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Considérons maintenant le cas (% <a< 1). Puisque 'inégalité (19) est vraie pour les pu telle
que la fonction a(pu) < % En faisant le changement de variable suivant :

(1—a(p)

p—nlp) = ——

Avec ce changement on se raméne au cas (0 < n(p) < 3). Ce qui entraine Vo : 0 < o < 1,
2 2
lully < SHILxpulll”s Vu € DL, ), (52)

ou S =128 exXp (320 exp (C(Tl + Tz)) (Tl + Tg)) .
Le cas ou la condition (%) est réalisée se traite par la méme méthodologie. Ce qui acheéve

la démonstration du théoreme 2.3.1. O

2.4 Corollaires

Passons maintenant aux corollaires qui découlent du théoreme 2.3.1.

Fermeture de ’opérateur L, ,.

Proposition 2.4.1 L’opérateur Ly , admet une fermeture de domaine de définition

Preuve. Soit (u,) une suite de D(L,, ) telle que
u, — 0 dans E/l\,u et Ly, ,u, — F dans F, quand n — oo.

Montrons que F' = (v, v1, v2) = (0, 0, 0). Puisque les opérateurs ly,, et I, sont continus, on
a alors

lipun, — 0 et ly,u, — 0, quand n — oo,
ce qui entraine que v; = vy = 0.
Il reste & démontrer que v = 0. Soit z un élément de C5°(D; W1), on a

(v, 2) gy = /(U, 2)dt = lim [ (v, 2)dt = lim [ (up, £y2)dt = 0.

n—-auoo n—-:aoo

D D D
Donc (v, z),;y = 0 pour tout z € C5°(D; W), qui est dense dans Lo(D; H), ce qui entraine

que v = 0. D’ou Ly, est fermable.
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Soit Ly, la fermeture de l'opérateur L, ,, alors toute solution de 1’équation
L,\7uu = F,

est appelée solution forte généralisée du probleme (1)-(2).
Comme les fonctions v € D(Ly, ,) sont des limites des fonctions u,, € D(Ly,,), alors on peut

prolonger I'inégalité (52) en passant & la limite, soit

[ull? < S{|[Zauell[*, Ve DIy, w). (53)

Corollaire 2.4.1 La solution forte généralisée du probleme (1)-(2) quand elle existe est

unique et dépend continument du second membre F € E.

Preuve. L’unicité est die a linégalité (53), pour la dépendance continue par rapport a
F € E, on suppose qu'il existe une solution forte u = (Ly , ) 'F de Ly, , = F, et si de plus

v =(Ly ) 'G est une autre solution du méme probléme avec second membre G. On a
2 F 2 2
llu = vllly < S||[Lau(u = 0)|[|" = SHIF - GII"

Ce qui signifie qu'une faible variation du second membre F' n’entraine qu’'une faible variation

de la solution.

Corollaire 2.4.2 L’inégalité (53) assure lexistence de l'inverse de l'opérateur Ly, , sur son

image R(Ly, ,), et cet inverse est borné.

Corollaire 2.4.3 L’ensemble R(Ly, ,) est fermé dans E et R(Ly,,) = R(Lx, ).

Preuve. D’apres la définition de R(L, ,), on a R(Ly ) C R(Ly ,). Montrons l'inclusion
inverse.

Soit F' € R(Ly,,), alors il existe une suite u, € D(Ly ) telle que ||Ly,, u, — F||| — 0,
quand n — 0. On a |||u, — uq|||f < S||| L wp — Ly ug|||” — 0, quand p, ¢ — 0, donc
(un) converge vers un élément u € Ej , et Ly,u=F.

On déduit du corollaire 2.4.3/ que pour démontrer I'existence de la solution forte généralisée

du probleme (1)-(2), il suffit de démontrer la densité de I'ensemble R(Ly ,) dans E.
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2.5 Résolubilité du probleme

Commengons par introduire la structure Hilbertienne suivante :

H"“'(D; H) := I'espace de Hilbert obtenu en complétant ¢*°(D; H) par rapport & la norme

0*u 2
2 2
- — + dt.
||U||171 /{‘thatg |U| }
D

H' ([0, Ty] ; H) := I'espace de Hilbert obtenu en complétant > ([0, T3] ; H) par rapport a la

2

2+ %
Oty

L |ou
oty

norme
2 2 2
lelly = llell™ + Il

ou ||.|| est la norme dans Lo(D; H).
De manicre analogue on construit 'espace H' ([0, T1]; H) .

Notons par Ej 'espace de Hilbert
Ly(D; H) x H' ([0, Ty]: H) x H' ([0, Ty ; H)
composé des éléments F' = (f, ¢, 1) telle que
IEN® = 1A+ lllly + [l est finie.
H! ([0, T]; H) x Jig ([0, T1]; H) est le sous-espace fermé de
H' ([0, Ty]; H) x H' ([0, T}] ; H)

composé des éléments (p, ¥) tels que i (0) — (1) = Tap(0) — me(Tz).
Hy'' (D; W) := le sous-espace fermé de HY' (D; H) défini par

Hé’l (D; Wl) = {U e HY (D; Wl) LU |t1:0 — MU |t1:T1: M1t |t2:0 —H2U |t2:T2} )
0
HY! (D; H) := le sous-espace fermé de H™! (D; H) défini par
{ue HYY(D; H) : i (0) — i p(T) = ¢ (0) — i (Th) }

ol [1; est le conjugué de ;.
Opérateurs de régularisation (Approximation de Yosida) (Brezis [17], proposition

VIL2, p. 102).
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On définit A. = I 4+ €A. L’opérateur A. possede les propriétés suivantes :
P.1: A, est auto-adjoint;
P.2: A, est uniformément positif : (A.u,u) > (1+¢eco) [u]®, Yu € D(A), Vte D;

P.3: A, admet un inverse borné et on a ||[AZ!|| < ——— < 1;
(1 +ECQ>
PeA: e AAT | = (I = A v — 0, e —0, VveH;

P.5: AZ! est auto-adjoint et commute ave A (AAZT = AZLA).
Etablissons maintenant la densité de 'ensemble R(L) ,) dans E. Dans ce but introduisons

la condition suivante :

(H5) La fonction D 3t — A(t) € L (W', H) admet des dérivées mixtes

PAMD)

0*(A(t))

Al (1) = t
tltg( ) 8t18t2 ) t2t1< ) 8t28t1

par rapport & la topologie de la convergence simple dans .Z (W', H), et telles que
AL, (OATHE), AL, (DATH(E) € Lo(D; Z(H)).
On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1 Sous les conditions du théoréme 2.3.1 et la condition (%), ’ensemble

R(Ly ) est dense dans E.

Démonstration. Nous décomposons la démonstration en deux étapes :

1%r¢ étape

Nous commencons par le cas A = 0.
2

Ot10ts
Soit V' = (v, v1, v2) un élément orthogonal & R(Ly ), alors pour tout v € H*'(D; W) on a

Soit alors Ly = + A lopérateur correspondant a la valeur A = 0.

<L0”uu, V>E = <£0 u, U> + <l1uu, U1> + <l2“u, U2> =0. (54)(1

Démontrons que V' = (0, 0, 0).
Comme [, et ly, sont indépendants et les images des opérateurs [, et ly, sont partout
denses dans les espaces correspondants, alors pour démontrer que V = (0, 0, 0), il suffit de

démontrer la proposition suivante :
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Proposition 2.5.1 Si pour tout v € Ly(D; H), on a
(Lou, v) =0, Yue Hy'(D; W) = {fue H'(D; W) : lju =0, lpu=0}.
Alors v = 0.

Preuve. On a

A partir de ’équation (54),, on a

< Ou >: —(Au, v) . (55)

ot 0ty ©
Posons
w=Alvet h= A.u, (56)
Biks = gA;QA;17 B;E = 814;114;1, BSE = 8A;/2t1 A;17 CSE = gA;lthA;17 (57)

b

x 7 désigne le symbole de I'adjoint. Ici h peut étre considérée comme une fonction arbitraire
de Hy'(D; H).

D’apres les relations :

82<A5u> 0 ’ ou " , Ou , Ou 82“/
j =_—|(cA A.— ) =¢cA A —+eA, — +Ac—,
T TR T (5 ol F atg) Y TR T TR T T
. a<€A; U) " / au
TV Qg A Z
) o, eA; U+ € 25t
8(514; u) " ’ 8u
b Sl R e
(447) o, eA,,u+eA, e
on a
0?u ?(Au)  O(eALu)  O(eA u) "
. = - 2 L — L A, u.
ot,0t,  0t,0ts at, i, St (58)
En remplacant u par AZ'h dans (58), on obtient
0*u 0*h O(Bi.h)  0(Bj.h)
Ae — . le . 2e B* h.
06,0t 0Lot; | oty oty (59)

L’équation (55) s’écrit alors

0*u 0%u 0%u
N L gty = (A g
<8t18t2’ U> <8t18t2’ e U> < ooty c U>
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0*u
=(Ac— = (Aqu, —AAZ) = (h, —AA ') . 60
< Otlatz’w> (Aeu o) ={h - '0) (60)
2
En remplagant A, par 'expression (59) dans (60), on obtient
Oty 0ty

d*h 0 0
— — (Bi.h) — — (B3.h) + Bj.h = (h, —AA! 61
<8t18t2 8t1( le ) 8t2( 2 )+ 0s ’w> < ) € U>7 ( )

d’ou on déduit

2h 0 )
<8t18t2 - 8_tl (Blah) - a_t2

(Bi.h), w> = (h, — (AAZ' + Bo. AZY) v) . (62)

Puisque I"équation (62) est vraie pour toute fonction h € Hol ’1(D; H), elle reste vraie pour

h € C§°(D; H). Ce qui donne en language distributionnel

2
<h 0*w +81€8 +32€8w>
@/

Ot10ty ot oty (63)
= (h, — (AAZ' + Bo.AZY)v), Vh e C(D;H).
Considérons les opérateurs L et £ définis par
N 0

D (c) —H"' (D;H) C Ly(D; H)

2 (64)
Fu— 0°u B 8u+B du
T P T T

( >_H“ (D; H) C Ly(D; H)
o ., o . (65)
82513152 8t1 (Blz-: ) - 8_152 <B2su> :

Montrons que L est I’adjoint de L.

Ly =

En effet, d’apres les relations :

0 (o0 N0 ( o
01518252 315182?2 (9751 Oty Oty \ 7 0ty )’
* a *
b (atl Ble > (U B15 ) - a_tl(Blz-:U7 u>7
o - ou\ 9
o (g ) = (v Bt ) - 4 Bro ),

0
pour tout v € Hy''(D; H) et w €HY! (D; H), on a

Ty Ty
. J .
EU u //(81&18752 _tl(Bls”)_a—tQ(Bzgv), U) dt
0 0
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Ty Ty
~ v . ou
<U, £U> +/ (at2 Ble s ) tl 0 dtg - / ( atl + BQEU) t2 0 dtl (66)
0 0

0
D’apres la définition de Hy''(D; H) et HY' (D; H), on a

ov ov

H1v |t1:0: o |t1:T17 H1vV |t2:0: MoV |t2:T27 M18—t2 |t1:0= M(‘?_tg |t1:T17

_ _ . o _ Ou __Ou

[t |4 =0= [0 |s,=1,, 12U |to=0= 11 |ta=1» 27 |ta=0= 15— lta=T> - (67)
Oty Oty

En injectant les expressions (67) dans les intégrales se trouvant dans (66), on trouve
o t1=11 o to=T>
( Y — Bj.v, u) =0, ( 4 + Bga’LL) = 0.
atz t1=0 8t1 to=0

On obtient alors
~, - 0
<£ v, u> - <v, Eu) . Yve HAND:H), YueH"' (D;H). (68)

Revenons a I'équation (62). D’apres la relation (68), 1'équation (62) signifie que pour tout
e # 0, w est la solution faible du probleme

~ 0w ow ow
EEU = m + Blga + By — 8752 (B()EA + AA )

llNluw - mw |t1:0 _lulw |t1:Tl_ 07
lQuw = mw ’t2=0 _mw |t2=T2: 07

(Z) (69)

avec v € Lyo(D;H), Bj.e€ Z(H) (j=0,1,2).
Considérons lopérateur L = (L, llN#, ZQN#) agissant de H'(D; H) dans Fj.

Etudions les propriétés de cet opérateur.

Proposition 2.5.2 L’opérateur L est un isomorphisme de HY'(D; H) dans Ey pour tout
we M.

Preuve. Il faut démontrer que

~ 2
|| Zu|[” < alulitys Ve B0 m),

~ 2
®) Nullfy < Ko || Tul| s vue B0 m),

(¢) R(L) = Eq,

ou K et K, sont deux constantes positives indépendantes de wu.
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(a) D’apres les estimations du lemme 2.2.1 et compte tenu du fait que

Bj. € L(H), |1-AC

g <2

)
on obtient

<

1Bjell ary = |1B;. :HeAtjAé_l

‘X(H) B HA;J'A_I(I B A‘;l)Hg(H)

! _1 < _: ]
a7, = Ay < € G=1.2)
Une estimation de ’Zu‘ donne
~ |2 9%u ou ou |? 9%u ou oul)?
L = Bi. B, <K |=— Bi.— By, —
‘ “‘ ‘8t18t2+ o o, {‘81&18152 Pean | P o }
9%u ou ou
< Bi. B,
<{ o | 1Bl [ o] + 1B e}
Pu | |oul® |oul? 9
< 4(1 - il
( +C){‘8t18t2 o | Tlagn| T }
d’ou on déduit
2
chH <A1 +0)ul?,, Vue HY(D;H). (70)

En vertu de la continuité des opérateurs llNu, ZQNH de H“'(D; H) dans les espaces

HY([0, T3); H), HY(|0, T1]; H) respectivement et 'inégalité (70), on obtient

~ 12
H‘Lum <K |lull?,, Vue H"(D;H). (71)
Par des techniques similaires a celles utilisées pour établir I’estimation (19), on démontre

2
< K, : (72)

2

HEA

64(Ty + Ty + 1)?

oi(1)
D’autre part, de 1’égalité

ou Kg = exp (320 (exp(C(T1 + Tg)) (T1 + Tz)) s (Z = 1, 2)

découle I'inégalité

2
Jul? < {H o

e
H(‘?tz +H“"“H +Hl2u“H } (73)
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2(Ty + Ty)? (1+‘M3 il |> (1+‘Mz ‘)

(1— e )

OflK4:

Sachant que
2

9%u ou ou||?
<2 Hz H 402 quirt 74
H o, 0t ulr ot E ot (74)
et en combinant les inégalités (72)-(74), on otient
lull?y < 15 || Zul| v e m(D; 1), (75)

ot Kp =2(2+ C%)(1+ K3)(1+ Ky).

De la continuité de l'opérateur L et I'inégalité (75), on conclut que l'opérateur L est un
isomorphisme de H-'(D; H) sur le sous-espace fermé R(L) = L (H“'(D;H)). 1l reste &
vérifie que R(L) = Ej.

Pour cela introduisons la famille d’opérateurs {/LVS} 01’ définie par
s€l0,1

~ e~~~

( Ls = (£57 ll,u» ZQNM)u S [07 1]7

—~ 0%u ou ou
= Bu, Bu= Bi.—— + B (76)
Low=grar, T3Pu Bu=DBig + B,

| D(L,) = H"\(D, H).

On va procéder ici par la méthode de prolongement par rapport au parametre s.
Par une procédure d’intégration simple, on montre que la solution de I’équation opérationnelle
zgu =F, F=/(f v, w)€ FEyest donnée par I'expression

to t1

/ / fr)r + ¢ 1M1){<t2>+w<t1>—mw<o>+mm>}

+ﬁ jo/ﬂf@)dwo/no/tlfmdwﬁfo/ﬂﬂr)oh : (77)

Ce qui prouve que R(Z;) = FEjy. Puisque les inégalités (71) et (75) sont vraies pour I'opérateur
Lo, on déduit que 'opérateur Ly est un isomorphisme de H LYD; H) sur Ej.

Pour tout sg, s € [0, 1], on peut écrire

Ly = Ly 4 (s — 50) (L1 — Lo) avec (L1 — Lo) = (B, L, ly,).
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En appliquant des estimations élémentaires sur Bu, on obtient
|Bull® < 2C?|Jul?, . Vu € H"(D; H). (78)

A partir de cette inégalité et la continuité des opérateurs l:,:, lgNu de HY(D; H) dans les

espaces H'([0, Ty]; H), H'([0, T}] ; H) respectivement, on obtient

—~ — 2
@ = Toya||| < sl v B (D5 ).

Montrons maintenant que

Jull,, < K H Lul|, Vue HY(D;H),

ou Kj est une constante positive indépendante de u.

En effet, d’apres l'inégalité (75) on a

2

Vs e [0, 1], 3C(s) >0 telle que ‘|U|ﬁ1 < C(s) H Lou

=]
Posons h(s) = inf , et montrons que h est continue sur [0, 1].
uwe HL1(D;H) ||u|]11
€
Soit € > 0 et § = ———, alors pour tout sg, s € [0, 1] et tel que |sgp — s| < J, on a
Vv K
12| = [l = [[Zo = Zro[ = 120 = s | v = Zun <

-~ ~ £
5(”L1u - Loum < = VKl =<l -
N 1,1 1,1

A partir de I'inégalié (81), on a
[

|
lelly 4

]| _ 2]
—e< < + ¢,
[ull; ; [l ;

, Yue H"Y(D; H).

(79)

(80)

(81)

passons a l'infinimum sur H%(D; H), on obtient |h(s) — h(so)| < €. Ce qui prouve la conti-

nuité de h sur [0, 1]. Donc la fonction A admet une borne inf, désignons cette borne inf par

1
— on trouve alors I'inégalité (80).
K

Revenons maintenant a 1’équation L,u = F, cette équation s’écrit sous la forme

Lyu = Lyu+ (s — so)(L1 — Lo)u = F.
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Supposons qu’on a démontré que R(Ls,) = Ey ( le cas sg = 0), on va montrer que R(L;) = Ey
pour certains s au voisinage de s.

L’équation (82) est équivalente a
N1 —~\ 1
w+ (s — so) (LSO) (L — Lo)u = <LSO) F. (83)

A partir des inégalités (79) et (80), on a
-1
H (Lo) F

< Ko || (L2 = Loju| | < Kov/Kallully, = K ull,, - (84

< Ke || FIIl ,
1,1

(52)" @~

1,1

Soit s € [0, 1] tel que |sg —s| < p < K%, et notons par

A= (s—sp) (Lso)_l (L — Lo), g= (i;)>_1 F.

L’équation (83) devient
u+Au=g. (84)

Calculons la norme de A,

<ls—so| K7 <1,
1,1

Al = sup [lAull;; = [s = 0l

||u||1,1§1

(5) " @~

dans ce cas l'opérateur (I + A) avec |A]| < 1 est inversible, et la solution de 1'équation (84)

est donnée par la série de Neumman

u=3Y(-1y"A", (35)

n=0

o 1
ce qui prouve que R(Ly) = Ey, Vs:|sg—s| <p< o
7

Comme on a démontré que R(ivo) = FEjy, on aura donc R(E;) =FE;,, Vs:0<s<p.

En suite on pose sy = p et on procede de la méme maniere, on obtient R(Z;) = Fy pout tout
s tel que 0 < s < 2p. On continue ce procédé pas a pas, on obtient R(LNS) = FEy, Vsel0,1].
Pour le cas s = 1, on trouve R(z) — R(L) = Ey, d’on le résultat recherché. Ce qui achéve

la démonstration de la proposition 2.5.2

Proposition 2.5.3 L’opérateur L =L donné par lexpression (64) est fermé dans la topo-

logie de Lo(D; H).
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0
Preuve. Soit (u,) C D(L) =H"! (D; H) telle que
U, — u dans Ly(D; H), Lu, — f dans Ly(D; H), n —> oo.

Montrons que v € D(L) et Lu = f. D’aprés Dinégalité (75) la suite (u,) est une suite
de Cauchy dans HM'(D; H), d’ott u, — v dans H“(D; H). Comme ISTLI (D; H) est un
sous-espace fermé dans H™'(D; H), donc v 6}011’1 (D; H). La convergence u,, — v dans
HYY(D; H) entraine la convergence u,, — v dans Lo(D; H), mais comme par hypothese
u, — u dans Ly(D; H) et L est borné, on a alors Lu = f.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.5.3. O

Etudions maintenant quelques propriétés de I'opérateur

L' =L : H'(D;H) C Ly(D; H) — Ly(D; H).

On a
=1 0%u 0 o
u 3t18t2 atl ( 1€u> at2 ( ZEU)
o9%u . ou . ou . B . - o o
- 0t 0ty a Blaa_tl B 3288_752 B <€At1t2A5 4+ EAtQtlAS = BleBZa - BQgBla> -

Une estimation en norme de Lo(D; H) donne

2
dt, HA" AL
2(H) / tat1
D

d’ott la continuité de L' de Hy'(D; H) dans Ly(D; H).

|2

dt ¢ llulliy,  (86)

2 . 2
< 64max { 1, 04,/HAtlt2A1 Yo
ZL(H

D

D’apres les proposition 2.5.2, 2.5.3 et I'inégalité (86) il résulte que 'opérateur L' est un iso-
morphisme de Hy"' (D; H) dans Ly(D; H). Cette assertion découle du théoréme des opérateurs

a image fermée :
L est fermé,

R(@ = L2(Q§ H),
N(L) =R(L)* ={0},

R(L') =R(L') = N(L)* = {0} = Ly(D; H).
Remarque. L’opérateur L ' est fermé dans la topologie de Ly(D; H).

Définition 2.5.1 On note par £ le prolongement faible de Uopérteur £ défini par

<E’u, v> = <u, ﬁv> = (u, f), Yue Hy'(D,H)etLv=fe Ly(D;H). (87)
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Proposition 2.5.4 Le prolongement faible L coincide avec le prolongement fort, i.e.,

(c) -
Preuve. Il est clair que D(£) C D(L). Montrons que

D(L) = D(L) et Lu = Lu, Yue DL).

D’apres ce qui précede Dopérateur £/ est fermé et R(CN’ ) = Lo(D; H), alors d’apres le
N —1
théoreme de Banach sur les opérateurs a image fermée, I'opérateur <£> est défini sur

le sous-espace fermé R(L) = N'(L)* et est continu. On a
(i) N(L)=R(L)" ={0}, (ii) N(L)={0}, dou R(£) = Ly (D; H),

d’apres (ii) Vf € Ly (D, H), il existe une solution de 'équation Lu = f. Fixons f et soit v
la solution de 1’équation Lu = f. Montrons que u = v.
En effet, d’apres les relations (68) et (87), on a

<z, ﬁu> = <E’z, u> =(z,f), Vze I—Ié’l(D;H)7

(z, Lv) = <£~’z, v> = (2, f), Vze Hy'(D;H).

A partir de 1a on obtient <Z’z, v — u> =0, Vze Hé’l(D; H), ce qui signifie que w = v —u
est la solution faible de 1’équation homogene Lu = 0. Mais d’apres 1'unicité de la solution
faible, on obtient « = v. D’ott u = v € Hy'' (D; H) et Lu=Lu={

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.5.4. Il
La proposition 2.5.4 affirme que la solution du probléme () coincide avec la solution forte.

Dot w € HY(D; H) N Ly(D; W) et vérifie (69) au sens fort, i.e.,

d*w ow ow
B €, B €0, B 2 Aw = 0’
8t18t2 + by atl + Do 8152 + Do W + Aw
Otz (55)
W |1,—0= W |13,
AW [=0= FW |sy=1,= 0.
Le probleme (88) est équivalent a ’équation opérationnelle :
0
D(L) =H"' (D; H),
(89)

0? 0 0
= + Blz—:_w + B2e—w + Aw = —Bo.w = f.

Lu =55 ot oty
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Proposition 2.5.5 Sous les conditions du théoreme 2.3.1, on a l’estimation
1 2 2 0
HAmH < Ks||Lw|?, Yw € HY (D; H). (90)
o Kg = Kg(()éh T17 Tg)

Preuve. On procede par la méme méthodologie que celle utilisée pour établir le théoreme
2.3.1, on démontre I'estimation (90). O

A partir de 'inégalié (90), en tenant compte des conditions (J%3) et (<), on a la majoration
1 2 K,
JulP < = | abu|| < =2 1wl (o1)
Co Co
En remplagant w par A-'v dans (91), il vient
g2 K 12
[A=%0]" < = | BoeAZ 0| (92)

Dapres 2.4 on a ||A7%|® — ||v]|*, quand ¢ — 0. Montrons que ||Bo.AZ'v|? —
0, quand ¢ — 0.

En effet, on a

B AZlv = <gA;’2t1A;1>* Aty = (eA;;tlA—lAAj)* Al

)

= (447" (47, A7) AT = (1 - A7) (A,A71) AT,

d'oi
|Bocaz o] < ||(1— A7) (45, 47) (A0 =0 +0) | <
|(r= a0 (i, a7) (o= o) | + | (1= a2y (4l 47) o],
or
|(1= a0 (Ah,47) (40— 0)| <
2 HA;;“A_I La(D, 2 (H)) |(AZ' = v)|| — 0, quand e — 0,
et

H(I —A7Y (A;;tlA_1>*UH — 0, quand ¢ — 0.

En passant dans (92) a la limite quand € — 0, on obtient v = 0.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.5.1. O
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Donc on a établit R (Ly,,) = E dans le cas A = 0.

28me étape

Considérons maintenant le cas A # 0.

Par la méthode de prolongement par rapport au parametre A, on démontre que R(Ly, ,) =

R(Ly,,) = E . En effet, écrivons opérateur Ly , = (L, l1,, l2,) sous la forme

LA,;L = Lko,u + ()‘ - /\0)(LLM - LO,u)v
82 (93)
Ot10ty

avec (Ll,u — LO,,u) = (B, lll“ lgu>, B=A

2

0t10t,

On remarque que l'opérateur A est continu de D(Ly ) dans Lyo(D; H) (ceci découle

de (4) et la définition de |||.||],)-
A partir de cette remarque et la continuité des opérateurs ly,,, ls, de D(Ly ) dans H([0, T»]; H),
H'([0, T1]; H) respectivement, on obtient

(L1, = Lo, p)ull| < Ko |||U’Hl1 ;. Yu € D(Lyy) (94)
L’équation Ly ,u = F' s’écrit sous la forme
L)\”uu = L)\o,,uu + ()\ — )\0)([;1"“ — L07M)U =F. (95)

Supposons qu’on a démontré que R(Ly ,) = E (le cas Ay = 0). On va démontrer que
R(Ly ) = E pour les A au voisinage de Ag.

L’équation (95) est équivalente a
_— -1 —\ —1
u + ()\ - )\0) (L)\O»M) (Llaﬂ — Loyu)u = (L/\o,,u) F. (96)
D’apres l'estimation (53) et 'inégalité (94), on a

||@en) " F ||, < VSHIFI.

et

e T = |

< VSK||ulll, = Ko |||ull; - (97)
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1 -
Soit A @ (A=A < p < 7 Notons par A = (A — o) (Lo, ) ' (L1,,— Lo u)et g =
10

(L,\O,u)_l F. L’équation (96) devient

u+Au=g. (98)
A
On a ||A]] = sup [[Aull, < 1, d’ou l'opérateur (I + A) est inversible, et la solution de
D(L)\,;L> H Hl
'équation (98) est donnée par la série de Neumman u = )~ (—A)" g. Ce qui prouve que
- 1
R(Lx,) =E, VA1 X=X <p< —.
Ko S

En suite on pose A = p et on procede de la méme maniere, on obtient R(Ly ,) = E,

VA :0 < X< 2p. En procédant de la méme maniere pas a pas, on obtient R(L,, ,) = £ pour
tout A > 0. Ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.5.1. O

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.2 Pour tout élément F = (f, ¢, ) € E il existe une et une seule solution

forte généralisée u = (ZAM)_I F = (L;’L)F du probleme (1)-(2) et on a

2 2
llly < ST

ou S est une constante positive indépendante de p, A\, u et F.

2.6 Continuité de la solution forte généralisée par rap-
port aux parametres

Nous étudions ici le comportement de 'opérateur donnant la solution.

0
Soit (fin, Ap) une suite convergente vers (4, Ag) telle que
0 0
Ao == Aoy o = (1 pl2n) — (H1,H2), 1 — 0.

On définit I'espace E' obtenu en complétant €°°(D; W!) par rapport a la norme

Ty 9 T a 9
[ e p——— FlP) da+ [ (|| ] ds ],
F 1 1
T7€D atZ
0 to=T2 0 t1=71

si A\g # 0, et
T1 T2
au 2 2 au 2 2
|||u||\E1—§1£ /(8_751 +\UI;> dtﬁ/(a—tQ + |ul1 dts |
0 to=T2 0 ti=71

ou

oty
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si /\0 = 0.
Comme F on prend 'espace de Hilbert composé des éléments F' = (f, ¢, 1) telle que

2 2 2 2 .
NF; = IFII7+ llellf + ll20]|] est finie,

ou
TQ Tl
2 2 2 2 2 2
Il = [ {lel 4101}t ol = [ {1 + 112} atn
0 0

Remarque. Comme la suite (p,, A,) est convergente, on peut choisir des constantes posi-
tives

0
ap = ap(ly, No), a1 =ai(No), az = az(Xo),

telles que
ao |[ulll g < Mlullly,  Yu €D (Lay )

a[[[FIl < [IF[ly < ar[[IF]l, VF € E,
autrement dit || F||| = ||| F|], -
On désigne par .Z(E, E') I'espace des opérateurs linéaires continus de £ dans E' muni de

la topologie de la convergence simple.

0
Théoréme 2.6.1 Soient réalisées les conditions du théoréme 2.5.1, et (fin, A\n) — (K, Xo)-

Alors

o) — (T,5)

au sense de la convergence simple.

Preuve. Pour démontrer ce théoréeme il suffit d’établir :

(Lkn,un)_l

(i) sgp\ oy < T

_ -1
(17)  (Lan,pn) - (LA 2) dans un sous-espace X dense dans F.
0,

D’apres lestimation (53), pour 'opérateur Ly, ,, on a

Illlfy < S [ e

. VueD(In ). (99)

Comme la constante S ne dépend pas de p, et \,, alors a partir de (99) et la remarque

précédente, on obtient

S o
w5 < - [ Zxn ntel|| = Mo || Do nte]| |, Yu € D (I, ) - (100)
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Posons X = R (LA P ) qui est un sous-espace dense dans F.
0,

_ N1 S
Pour F € X, ona (Iy, ) F— (I ) F€D(Ix,,). Delinégalité (100), il vient

AO’H’

2

_ —1
e ()

0, M

Bl
1 2
< M ‘F ~ (D) (T 3) F
-1 2
S Ml ‘F - (L)\n,/»ln) (L)\O7B) F 2’ (101)
M,
ou M1 = —0
a2
-1
Posons (L 0) F=h F= (L o) h, alors
Ao, M Ao, H
2
[P n=Z g, <
”h ||
An — Aol
| ol | aar,
o * o>
+2 | \pin— Fa| A7 fti=0 + [p2n— Ha| (B[} 6=
2 2
0 2 0 2
+2 ( pin— Ha| BRI fta=0 + [p2n— Ha2| |[A]l} |t2T2) : (102)
On voit que le membre droit de (102) tend vers zéro lorsque n — +o00, VF € X.
Ce qui acheve la démontration du théoreme 2.6.1. O

N.B. Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans les Comptes Rendus de I’Académie

des Sciences de Biélorussie [95].



Chapitre 3

Problemes ultra-hyperboliques mal posés

3.1 Formulation du probleme

Soit D = |0, Ty x |0, Ty[ un rectangle borné de R?* de variable (1, t5), et H un espace de

Hilbert complexe, ol la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par |.| et (.,.).

On considere dans H 1’équation suivante :

oult) |
91,01,

U(tl, 0) = go(tl), tl € [O, Tl],
u(0, ta) = Y(ta), to €10, To,

ou u et f sont des fonctions de variable ¢ et a valeurs dans H, ¢ (resp. ¢) est une fonction

(IVP)

définie de [0, T3] (resp. [0, T3]) & valeurs dans H et

L’opérateur A : D(A) C H — H est linéaire, non-borné, avec
D(A)=H, A*=A, 3y>0, (Au, u) > vllul]?, Yu € D(A).
Pour & € Ly((0, Ty); H) vérifiant
§(0) = o(T1),

on considere le probleme de minimisation suivant : pour € > 0 donné, déterminer 1. telle

que :

(1) = / (T ta) — E(t2) P dty < . (M)
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ou u(ty, ta) = u(ty, to; @, ¥) est la solution du probleme (IV P).
Une solution evidente du probleme (M) est la suivante : choisir ¢ de fagon que ®(v)) = 0,

i.e., u(Ty, ta) = &(t2). Ce choix nous amene a étudier le probleme :
0?v(t)
Ot10ty
v(t1, 0) = @(t1), t1 €10, T1],
o(Th, ta) = £(t2), ta €0, Th),

+ Av(t) = f(t), teD,
(FVP)

et prendre v(0, t2) = (t2).

3.2 Position incorrecte du probleme (F'V P)

Dans cette section on montre que le probléme (F'V P) n’est pas bien posé au sens ' HADAMARD.
I1 est bien connu que sous certaines conditions raisonables sur ¢, ¥ et f, le probleme (IV P)

est bien posé, et sa solution est donnée par la formule :

ulty, ts) = {%(tl, £2)p(0) + [ Z(t, — 51, o) (s1) dsy

to to t1 0 (Sl)

+ [ R(t1, to — s2)V'(52) dso + [ [ R(t1 — s1, ta — $2) (51, S2) d81d82} ;
00

0
ou

%(tl,tg):%(tl,tQ;A):Jo [2 tthA] GX(H)

est la fonction de Riemann definie par la représentation spectrale

o0

R(t1, ts) :/JO [2 tlm] dE,,

v
et Jo(.) est la fonction de Bessel

(voir [44, 91]).
Grace a (S1) et apres un changement de variables, on montre que la solution formelle du

probleme (F'V P) est donnée par :

t1

’U(tl, t2) = {@(Tl — tl, t2)§0<T1) — ?@(81 — tl, tQ)QOI(Sl) d81
ta toTh } <S2)

—l—fe%(Tl — t1, tg — Sg)f/(SQ) d82 — f f%(81 — tl, tg — Sg)f(sl, 82) d81d82

0 0 t1
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ou gg(tl, ty) = Z(t1, t2; —A). En utilisant la représentation spectrale de A et la relation

Jo(is) = Io(s), ou Iy(.) est la fonction de Bessel modifiée, on peut écrire

(51—t ta—59) = Jo (2\/—(sl—t1)(t2—32)A)

[e.o]

_ /10 (20651 — 12— 52)3) B,

~

On sait que

1 s
Iy(s) = - /6“05(7) dr > ce”, >0, 0<n<1, ¢ >0.
0

Ce qui nous permet d’écrire que pour 0 <t} < 51 < T7, 0 < 59 <ty < Tp,

IO (2\/(81 - tl)(tg - 52))\] Z 016277 \ (s1=t1)(t2—s2)A Z CQ)\, (02 > O)

A partir de cette remarque, on conclut que l'opérateur

R(s1—t1, ts — s3) = Jo (2\/—/1(51 ")t — 52)] — I (2\/A(31 ")t — 32)]

est non-borné. Ce qui montre que la solution v si elle existe, elle ne dépend pas countintiment

des données. Par conséquent, le probleme (F'V P) est mal posé (instable).

3.3 Méthode de quasi-réversibilité

L’objectif de cette section est de proposer une stratégie de régularisation permettant de
donner une approximation stable du probleme (FV P).
On adapte 'approche (M.Q.R.) [75] pour construire une approximation généralisée du probleme

(F'V P). Par approximation généralisée nous entendrons une fonction v, vérifiant :

( 0%v,4(1)
Av,(t) = f(t), teD,
el walt) = £0)
Q Valti, 0) = p(t1), t1 €0, T1], (Approximation généralisée)

Ts
f |Uo¢(T17 tg) — §<t2)| dtg — O, o — 0
0

\
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3.3.1 Description de la méthode

Soit w, la solution du probleme suivant :
0w, (t)
Ot10t,

wOé(tla O) = 90<t1)a tl € [07 Tl]a
wa(Tl, tg) = f(tg), tz € [0, TQ],

+ Agwa(t) = f(t), teD,
(FVP)a

ou l'opérateur A est remplacé par la perturbation :
Ay =Al +aA) ' = AJ,, a>0.

On injecte la condition initiale v, (0, t2) = w4 (0, t2) = 14 (t2) dans le probleme :

D?va(t)
Avg(t) = f(t), teD,
onor, Al =1), te
IVP),
Ua(tl, 0) = gO(tl) tl S [O, Tl], ( )
va(() tg) = 1/}a<t2) tQ c [0, TQL
Enfin, on montre que :
T )
B = [ Il 1)~ ) s — 0, a—0 (M),
0
3.3.2 Position correcte des problemes (FVP), et (IVP),
Pour analyser les problemes (F'V P), et (IV P),, on fera 'hypothese suivante :
On suppose que :
f S LQ(D7H)7 12 90, S LQ((()? Tl)vH)’
() |
On définit :
~ Ty
Wa(t, ta) = § Za(Th — t1, t2)p(Th) — [ Za(s1 — t1, ta)y'(s1) ds
t1
(53)
ta ta Ty _
+ [ Bo(Th — t1, ta — 52)8 (s2) dsa — [ [ Ruls1 — t1, ta — 52) f(s1, S2) d81d82}7
0 0

ou ﬁa(tl, tg) = %(tl, tg, —Aa).
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Théoreme 3.3.1 Si la condition () est vérifice. Alors, la fonction w, donnée par (S3)

est l'unique solution du probleme (F'V P), et elle dépend continiment de f, ¢ et §.

Preuve. On a

~ T
wa (0, t2) = Ya(t2) = {%a(Tla t)p(Th) — [ Ral(s1, t2)¢'(s1) dsy
0
to toTh
+f<@a(T1, tg — Sz)f ( d82 f j‘% S1, tz — SQ)f(Sl, 82) dSldSQ} .
0

Considérons le probleme direct suivant :
O?W, (1)

Ot10ts

Wa(th O) = gp(tl)u tl c [07 Tl])
Wa(oa t2) = wa(t2)7 lo € [07 TQ]

+ AWa(t) = f(t), teD,

Le probleme (2) est bien posé et admet la solution W, donnée par :
to

Wal(ty, t2) = {%(ﬂ —t1, to; —Ax)p(Th) + [ RZ(T) — t1, ta — s2;—An)E (s2) dso
0

t1
—|—fe%(t1 — 51, tQ;Aa)gO (81 dSl f% S1 — t1, tg, —A )@/(81)d81

to t1

+ff%(t1 — 51, t2 — SQ;Aa>f(81, 82) dSldSQ
to Th
- f f%(sl - tl, tg — 893 —Aa)f<81, 82) dsldSQ} .
00
De la définition de Z(t;, t2) on a

K0, to; —An) =1, H(s1 —Th, ty; —Ay) = Z(11 — 51, ta; Ay).

Ce qui donne

Wa(Th, t2) = o(T1) + /gdSQ O(T1) + £(ts) — £(0) = £(ta).

(3)
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D’autre part, on a

||¢%(t1, tg, _Aa)Hg(H) = sup J() [2 —tth
A€o (A)

1+a)\]

— s (i(lﬁoz)\)k(tm)k\ (5)

rea(A) | k=0 (K!)?

\
1T

< exp(lZ).
o

Grace a (4) et I'unicité de la solution du probleme (2), on en déduit que le probleme (F'V P),

/

admet une solution unique w, donnée par (53). La dépendance continue de w, de (f,p,§)

résulte directement de 'estimation (5). U

Théoréme 3.3.2 Sous la condition (J4), la fonction

valty, 1) = {:f;fJO [2\/A(t1—sl)(t2—52)) F(51, 50) dsydss

- f f JQ (2\/(—Aa81 + Atl)(tQ - 82)] f(Sl, 82) d81d82

+ [ Jo (2 Aty — Sl)tg] O (s1) ds;

— [ Jo [2\/(—Aa51 +At1)t2] ©'(s1) dsy

+;fzJ0 (2 AT+ A0) (6 — ) ) €(s2) dsy

+Jo [2\/(—AaTl + Atl)tQJ s@(Tl)}

est l'unique solution du probléme (IV P), et elle dépend continument de (f, p, ).

Preuve. Par la méthode des inégalités énergétiques, on établit 1'unicité et la dépendance
continue, la formule (S4) résulte de (S1) et (3) et une série de manipulations de la fonction

de Bessel.
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3.4 Analyse de la méthode
3.4.1 Opérateurs R(t1, 1) et S(t1, 1)

Pour établir la convergence de cette approche, on adapte les techniques développées par

AKSEN dans [2, 3]. On introduit les problemes auxiliaires suivants :

Pour h: [0, T3] - H,z € D(A) et t € D, = (11, T1) x (0, Ty) (0 < 7y < T7), on définit les

opérateurs linéaires R(t1, 71) et S(t1, 71) comme étant les résolvantes des problemes suivants :
0%y(t)
Ot10ts
y(ty, 0) = h(0),
y(m, ta) = h(ta),

+ Ay(t) = 0,
(R)

0?2(t)
Ot10ts

Z(tl, 0) = (tl — Tl)A[L',
Z(Tl, tg) = 0

+ Az(t) =0,

La solution y(t) (resp. z(t) ) du probleme (R) ( resp. (S)) est donnée par :

y(t) = R(tr, m)h(ts) = Jo [2 A(tl—ﬁ)tg] h(0)
(6)

+:fQJ0 (2\/A(t1 ) (ta = 32)] 1 (s5) dss,

T

(1) = S(t, m)x = /JO (2 Al —sl)tg)] Az dsy. (7)

T1

Quelques propriétés de base de R(t;, 71) et S(t1, 71) sont rassemblées dans le lemme suivant :

Lemme 3.4.1 [3] Ona :
(p1)  R(7i, T)h(ts) = h(ta), 0<m < Ty

(p2)  R(t1, s1)R(s1, T1)h(t2) = R(t1, 7)h(t2), 0 <7 < s <t <Ti;

(p3) aiﬁ [R(th Tl)h(t2)] = —R(t, Tl)aisl (R(Sl, Tl)h(tQ)] o ;
(ps) (‘9%2 (R(th Tl)h(tQ)] = R(t1, T/ (t2) — S(t1, 11)h(0);
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Ts T
(er) [ IR(tr, 7a)h(ta)[* diy < [ [h(t2)|” dta;
0 0

T
(e2) [ IS(t, )z dty < (t; — 1) |A1/2x|2, x € D(AY?).
0

Proposition 3.4.1 On suppose que z(t1, ta) est la solution du probleme :

9?z(t) B
{ 0,085 Az(t) = f(t), teD,
2(ty, 0) = C(ty), t1 €0, T).

Alors on a la transformation suivante :

02
O0t10t,

(R, 1)=(0)) =R(T, 0)F() = ST 1) (1)

Preuve. On a
0?2(t)
R(Tl, t1>— + R(Tl, tl)AZ(t) = R(Tl, t1>f(t>
O0t10t

D’apres (p4), on peut écrire

D?z(t) 0
R(T, tl)m = 8_t2 [R(Tl, t1)

0z(t)
oty

] +S(Th, t1)('(t),

et la propriété (p3) donne

0z(t) 0

R(T, 1) [R(Tl, tl)z(t)] CR(T, 1) (R(sl, tl)z(t))

De (al), (a2) et (a3), on obtient

0?2(t) 0?
Ot 0ty Ot,0t, (R(Tl’ tl)z(t)]
0

+ o0 (R(Tl, tl)a% [R(sl, tl)Z(t>]

] + S(Th, 1) ().

s1=t1
D’apres Iidentité (p3), on peut écrire

0 0
a—t2 [R(Tl, t1)8—81 [R(Sl, tl)Z(t)] 81_t1] =

R(Ty, t1>% [ [R(Sl’ tl)z(t)) 51:“]

_S(T, tl)a% [R(sl, tl)z(t)]

s1=t1, ta=0 .
En tenant compte de

(Res1, t)=0) ==, 0), 3% [ [R(sl,tl)z(t)]t2:0] _

to=0

8151 - 8_t1 681 s1=t1 .

0,
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I'identité (ab) devient

0 0
o (RE 1) (R =) ] - "
0
R(Ti, 1) 55 (R t=0) -
En substituant (a6) dans (a4), on obtient
0?2(t) 02
R W) 5 a8 = onon [R(TI’ tl)z(t)] (@
a
0? ,
FR(T, )52 (R(sn )(0))  +S(T ) (1),
On a
82
5o (R(sl, tl)z(t)] L, = A, (a8)
De (a7) et (a8), il vient
Pz(t)  0°
R(Th t1)8t16t2 n 8t18t2 (R(Tl, tl)Z(t)] (0,9)

—R(Tl, tl)AZ<t) + S(Th t1)€/<t1)
En combinant (al) et (a9), on trouve la transformation (.7). Ce qui acheve la démonstration

de la proposition 3.4.1. O

3.4.2 Résultats de convergence

On suppose que :
A2 f e Ly(D; H), Ap, Ay’ € Ly((0, Th); H),

(73)
AY2e AV2E € Ly((0, Ty); H) et o(Ty) = £(0).

Théoréme 3.4.1 Sous la condition (76), on a :

i

0vo (11, -)

- — 0 quand o — 0. (8)
Oty

Lo((0, T2);H)

St de plus
Af € Ly(D; H), A32p, A32¢' € Ly((0, T1); H),
AL, AL € Lo((0, Ta); H) et o(Th) = £(0),
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alors on ’estimation :

8ua(T1, )

‘ ot, ¢ < aC(Ty, Ty) {HAfHLz(D§H) 1A a0, 7
L2((0,T2);H) <9)
146 0y 1420 o mran |-
Preuve. On a
0?wq (t)
Al — 1) 10
8t18t2+ wu(t) = f(t) (10)
9?4 (1)
Aot — i) 11
8t18t2+ va(t) = f(2) )

En appliquant 'opérateur R(7T7, t;) a I'équation (10) (resp. (11)) et par l'utilisation de la
transformation (.7), I’équation (10) (resp. (11)) se transforme comme suit :

82

0t10t (R(Tl’ tl)“a] =R(Ty, t)f = S(Th, h)¥, (12)
o2
—31518252 (R(Tl, tl)wa] + R(Th, t1) (Ap — A)we = R(T1, t1)f — S(T, t1)¢'. (13)
On a
(Aoz - A) = —aJaA2. (14)

Substituant (14) dans (13), on obtient

82

gia (RTL 0] —aR(T, 1) Jod?we = R(T, 0)f = S(T )¢ (15)

Si on pose ¥, = W, — vy, ON A

82

YO-YR = 2
O0t10ty (R(Th tl)ﬁa] aR(Tla tl)‘]aA We- (16)

0
Multiplions scalairement dans H ’équation (16) par 2§ [R(T 1y tl)ﬁa] , on obtient
2

9
ot

9
ot

i = 2Re <i (R(Tl, tl)ﬁa] , aR(T7, tl)JaAQwoz> . (17)

Oty
2
} it =

(R(Tl, tl)ﬁa]

Une intégration de I’équation (17) dans @1 = (0,71) x (0,73) € D donne

2 19

-l (R )00, 1)

}2{ % (R(Th tl)ﬁa(TlatQ)]

0

(18)

I 2Re<i [R(Tl, tl)ﬁa] , aR(T}, tl)JaA2wa>dt.
o Otz
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En tenant compte de

19@(0, tz) = wa((), tz) — UQ(O, tg) = 0,

I'équation (18) devient

D) P ,
/ 8_152 (R(Th 71)00 (11, t2)] dty =

(19)
0
/2Re<aT [R(Tl, tl)ﬁa) , aR(T1, tl)JaA2wa> dt.
2
Q1
Par une application directe de I’e-inégalité, de 1’équation (19) on tire I’estimation
0
= (R, m)alm, ) <
2 Lo ((0, T2);H)
T [|aR(Ty, 1) JaA?wall Ly oo
1 A2 2 (20)
+§ OSStlllng HO&R(TD t1>Ja wa(tl, .)HLQ((O,TQ);H) .

Puisque le c6té droit de I'inégalité (20) ne dépend pas de 7 = (71, 72), alors on prend le sup

du coté gauche, on obtient

2

0
sup a— (R(Th 7—1)79&(7—17 )] S
o<m <ty || Ot2 L((0, T2);H) (21)
ATy || aR(T7, tl)t]aAzwaHig(D;H) )
ce qui donne
9 2
Ha_t (R(Tla 7_1)1904(7—17 )) <
2 La((0,T2);H) (22)

AT} [aR (T, ) JaA2wall}y o -

Remplagons 7, par T} dans (22) et utilisons

R(Th, T1)Va(Th, ta) = 0 (11, t2) = wa(Th, t2) — va(T1, t2) = &(t2) — va(Th, t2),

on obtient

Ova(Ty, ) 2

¢ < AT || oR(Ty, t) JaA%w,
Ot

L2((0,12);H)

2
HLQ(D;H) ’
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Pour estimer le coté droit de (23), on multiple scalairement dans H 1’équation (15) par

0
a A28 (R(Tl, tl)wa] , on obtient
to
E, = Ey + Es + By,

ou
Ei = 2Re <aR(T1, t1)Ju A0, A2aa (R(Tl, tl)wa] >
2

= aib ‘aJaAQR(Tl, tl)wa|2,

2

E; =2Re <ﬁ [R(Th tl)wa] , o, A2aa2 ('R(Tl, tl)wa] > =

)

2

0

s {‘\/_J AL (R(Tl,tl)wa] n aJaA3/28—t2 [R(Tl, tl)wa)

E3 = 2Re <R(T1, tl)f O./J A2 8 (R(Tl, tl)wa] > =
Ot

—2Re <\/&JQAR(T1, t1>f, \/aJaAﬁit (R(Th tl)wa] >

—2Re <aJaA3/2R(T1, ), aJaA3/2£ [R(Tl, tl)wa] > ,
2

E4 = 2Re <S(T1, tl)d s aJ A2 0 (R(Tl, tl)wa] > =

dty Ots

2Re <\/_J AS(Ty, 1), Jada Aa‘i [R(Tl,tl)wa]>

+2Re <aJaA3/2S(T1, t)¢, aJaA?’/Qait [’R(Tl, tl] wa)> .
2

En intégrant l'identité E) = Ey + E5 + E, dans Q2 = (71, 11) x (0, 72) et en utilisant

R(Ty, T1)wa(Th, t2) = wa (T, ta) = &(t2), (R(T1, t1)wa)t,=0 = ¢(t1),

on obtient

%(Tl, Tg) = %(Tl, 7'2) + /Egdt+ /E4dt,
Q2 Q2

(24)
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ou
T
H(T1, T2) = /‘OéJaA2R(T17 t)wa(ts, 7'2)‘2‘#1
T1 . a )
+/ QJQAS/QE (R(Tl, Tl)wa(Tl, tg)] dtz
) 2
T2 a 2
+/ a5 (R(Tl, Tl)wa(Tth)] dta,
Oty
0
et
T2 T2 Ty
Ho(Ti, T2) = / [Va, Ag | dty + / | A%2¢ | dty + / | Tu A2p|* dt.
0 0 T
Une application directe de 1’e-inégalité donne
1 0 ?
| f Egdt| + | f E4dt| S — Sup \/&JQA— (R(Tl, tl)wa<t1, )]
Q2 Q2 20<ti<Ty Oty Lo((0,To);H)
(25)
1 3/2_ ¥ 9 ? /
+5 sup ||a,A (R(Tb t1)wa(t, -)] + ([, ¢),
2O<t1<T1 ot 2 L2((0,T2);H)
ou
2 2
Ha(f, @) = AT |Vado AR(Th, 00) fII L,y ooy + 4T |aJo A32R(TY, 1) fHLg(D;H)
2
+4Tl H\/aJOAAS(Th tl)SO/HLQ((QTl + 4T1 HO(J A3/2S(Tl7 tl 2 ||L2( 0,T1);H) "
En vertu de ey et ey (voir lemme [3.4.1), la quantité J#5(f, ¢’) est dominée par
. 2 2
Hs(f, @) < g = 4T, H\/aJOéAfHLQ(D;H) + 4T, ||aJaA3/2fHL2(D H)
(26)
2 2
AT |V A2, yyiy + 4TE N Ta A W1 0,71y -
On remarque que
%(Tla TQ) S
(27)

H\/_J A€/||L2 OTQ) H + HOCJ A3/2£ HL2( 0 T2 + ||&J AQQOHLQ( 0 T1 ) '%/2*
En combinant (24), (25), (26) et (27), on tire

sup (71, 12) <
€D

1 2 O 2
+= sup ||laJ,A%?— (R(Tl, t1)we(t1, )]
20<t1<T1 atQ Lo((0,T2);H)
1 d ?
+5 sup \/aJaA_ [R(Tlu tl)wa(tlv )]
20<t1<T1 a152 Lo((0,T2);H)

+ 5+
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Cette derniere inégalité donne

T
/ ‘O{JQAQR(Tl, tl)wa<t1, 7—2)’2 dtl < %* + %*

0

En intégrant l'inégalité (28) par rapport a 75 € (0, T3), on obtient

HaJaAzR(Tl, tl)wa(tl, T2 S T2 (%* + %*) .

)||iz(D;H)

En combinant (23) et (29), on obtient

2 2
C\(Th, Ty) {H\/aJOéAfHLg(D;H) + HO‘JaAmeLQ(D;H)

2

8% (Tl, )

<
Oty -

_,5’

L2((0,T2);H)

3/2,.1(|2 20'|I;
HIVaTa A2 | 0, yyaany + 10T A*E 0,217

9 2
+ VT AL 1y 0, + 0T A2E L 0. i

2
+ ”O‘JaA2<P||L2((0,T1);H)} )
ou Cl<T1, TQ) = 16T1T2 maX(l, 7—117 Tf)
En utilisant

|ABP = [T AKI? + 20 | Ju A 20]" 4 o2 [T, AT R)P (s =0, 1/2, 1),

et les propriétés de 'approximation de YOSIDA, on a
2 . 2
8,(0) = VAT ALy 0, i) + 10 Ta A2 0, 1y <

Af(a) — HA1/2§/ 2~ “JaAl/Qfl

— 0, quand a« — 0,

2 2
||L2((O,Tg); HLQ((07T2)§H)

2(@) = IVaTAS [y oty + 10T A2 F|[7 ) <
Aj(a) = HAl/zfuig(D;H) - HJaA1/2f||2L2(D;H) — 0, quand @ — 0,
Ay(a) = HCVJaAQSOHiQ((o,TI);H) <

« 2 2
Aj(a)(a) = ||AS0||L2((0,T1);H) - ||JaA<P||L2((0,T1);H) — 0, quand o —0,

3

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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2 2
A4(05) = H\/aJaAS/QSOIHLz((QTl);H) + ||OéJaA2Q0/||L2((O,T1);H) S

(34)
Ai(a) = HA(p,Hig((O,Tl);H) - ||JaA90/HiZ((o,T1);H) — 0, quand a — 0.
En combinant (31) — (34), on conclut que
Ova(T1, ) 2
‘ (0% ) _ 5/ S
Ot L (0, T2): ) (35)

C(Th, Tr) (A + A + A+ AF) — 0, quand o — 0.

On suppose que la condition (.743) est vérifiée. En vertu de (), on obtient les estimations

suivantes : 2
!
Ay < allAENT, 0.1 -

2
A, S« HAf||L2(D;H) 5

(36)
Ay < a HA?)/%H;((

07T1)7H) ’

A, La HA3/2%0/||;((0,T1);H) '

En combinant (30) et (36), on obtient 'estimation recherchée. Ce qui acheve la démonstration

du théoréme 3.4.1. O

Proposition 3.4.2 Soit v, la solution du probleme (IV P),, alors on a

a/Ua<T1, )

<
Ots -

La((0,T2);H)

o) {1 oy + 14720 o,y + 14226 10

1€l o, agry + 1€ 0, g b

0
Preuve. Multiplions scalairement dans H 1’équation (12) par Ere [R(TI, tl)va] , on ob-
2

tient

2

9 [R(TI, tl)va]

= 2Re<%;t2 (R(Tl, tl)va] ,% (R(Th t1)Ua] >

2Re <R(T17 tl)f - S(Tb tl)(plv % [R<Tla tl)“a] > = &.
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En intégrant l'identité & = &, dans Q3 = (0,71) x (0,73), on obtient

2
dty + / Sdt. (39)

dtg—/' R(T1, 0)va(0, t2)]

/‘8752 R(Ty, 71)va(m1, t2

Q3
Une application directe de I’e-inégalité donne
2 2
\Qf & dt| < ATy (| fIg,(pury + 417 ||A1/2(‘0,||L2((0,T1);H)
3
. 2 (39)
0
— Sup / _ Tl, tl)’l)a(tl, tQ)) dtg
20<t1<T1 a
A partir de (38) et (39), il vient
Ty 5 )
sup / a— [R(Tl, Tl)va(Tl, tg)] dtQ S
0sn<ti ) ()
(40)
T 5 )

(R(Tl, 0) v (0, tg)] dt.

oty

2 2
8T |1 2aimiany + 8TE 1A | 0,1y 2 /

Remplagons 7 par 77 dans (40) et tenant en compte R(T1, T1)va (11, t2) = v (11, ta), il vient

0 2
2 (a1)
2
8T3 (1117, oy + 8T |AY22[3 0,200 H R(T1, 0)val(0, .)] A
En utilisant I'identité
R(Tl, O)Ua(o, tg) = R(Tl, O)UJQ(O, tg),
I'inégalité (41) devient
‘ e (Ty, ) |I? -
Oty 0, m0):m) )

2

2
8T 1 iy + T2 A2 I 0,700, H R )wa(O,.)] Lo((0.To)H)
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2

Pour estimer , multiplions scalairement dans H 1’équation

9 (R(Tl, 0)1we (0, .)]

) Otz L2((0, T2)511)
(13) par e [R(Tl, tl)wa] , et intégrons le résultat obtenu dans Q4 = (71, T1) X (0, 1) et
2
utilisons
R(T1, T)wa(Th, t2) = wa(Th, ta) = E(t2), walts, 0) = @(t1),
on obtient

Hy = s+ K, (43)
ou

2

K, ) = / 'a% [R(Tl, 7 )wa (T, tg)]

T
dts + / [VaR(Ty, t1) JoaAwa(ty, 7)] dty

+/ |O/R,(T1, tl)JaA?)/Q’wa(tl, 7'2)‘2dt1,

T1

T2 T
de 12
K (1, T2) = / '_df dty + / ‘\/ER(TM tl)JaASD(tl)‘2dtl
0 2 T1
T

2
+/|O{R(T1, tl)JaAg/QQO(tl)’ dtb

T1

et

%(Tl, TQ) = —/2R€ <R(T1, tl)f - S(Tl, tl)gO/, aib [R(TI, t1>wa) >dt
Q4

En utilisant quelques estimations élémentaires et le lemme 3.4.1, on tire les inégalités sui-

vantes :

To T T
%(7'1, 7'2) S ,)[/,/5* = f |£,|2 dtg + f |\/&JaAg0(t1)|2 dtl + f ‘OéJaAS/QQD(tl)|2 dtl,
0 0 0

2 2
[ Ho(r, )| < AT oy + 4T3 1A L orryemn

1 2

+—= sup
QOSH <Thq

0

— [R(Tl, T1)We (1, ))

Oty = A

L((0, T2);H)
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Ce qui implique

T2
0

Puisque le c6té droit de (44) ne dépend pas de 7 = (7, 72), alors on prend le sup du coté

2

0
% (R(Tl, Tl)wa(Tl, tg)] dtg S %(7—17 Tg) S %* —f-%* (44)
2

gauche, on obtient

a 2
Sup |15 (R(Tb T1)Wa (71, )] <
0<n<Tyy || Ol L2((0, T2);H)
o T ,
2 [1€]7dts +2 [ [VadsAp(t)|" dt (45)
0 0

T 2 2
+2 bf | AP o(0)]" dty + 8T 117, iy + 8T AN, 0.2y

ce qui entraine

2

R(T3, 0)wa(0, ) )

<

H Ot

L2((0,T2);H)
o ) (46)
2€ HLQ((O,TQ);H) +2 ”\/ajocASO”LQ((o,Tl);H)
3/2,,|2 2 21 A1/2. 112
+2 HaJaA / 90HL2((0,T1);H) + 8Ty HfHLz(D;H) + 8T1 HA / SOIHLQ((O,TI);H) ’
En vertu de (/;), on obtient
2
R(T, 0)wa(0, .) ) <
H Ot La((0, T2);H)
2 1/2, |2 (47)
2 1€/ 0,05y +2 || A g"HLQ((O,TI);H)
2 2
8T | f N7y pomry + 8T7 HA1/290/HL2((0,T1);H)) :
En combinant (47) et (41), on obtient
2
‘ 8UQ(T1, ) <
Otz Moo myany
(48)

Co(T1) {11 ouany + €1 0, ey + 1603 a0 7y

+ ||Al/2 m+ HA1/2‘:0/

‘pHLQ (0,T1); HLQ((O,Tl);H)} ’
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ot Cy(Ty) = 16 max(1, Ty, T?). Ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.4.2. [

On introduit les espaces suivants :

W ={F=(f, ¢, ¢¥): Af € Ly(D; H), AP, A2y € Ly((0,T); H),
Ay, Ay’ € Ly((0,T2); H)},

avec la norme

1F|13y = ||Af||iz(D;H) + ”AB/Z‘PHZ((O,TI);H) ”AS/QSO/H;((O,TQ;H)

2 2
+ ||A¢||L2((0,T2);H) + ||A¢/||L2((07T2);H) ’

et

avec la norme

HFH% = Hf”iz(D;H) + HA1/2‘PH;((0,T1);H) + ||A1/290/Hiz((0,T1);H)

2 2
191 a0, 1):m) T 1" 1L 0. 2.0 -

Théoreme 3.4.2 On suppose que :
f € Ly(D; H), Ao, AVPY e Ly((0, Th); H),

(7)
€, & € Ly((0, Tr); H) et o(Th) = £(0).

Alors on a :
0UQ(T1, )

- ¢ — 0, quand o — 0. (49)
Ot

l

Preuve. Considérons I'opérateur linéaire G, défini de V dans Ly((0, Ts); H),

F = (fv 2 ¢) - GaF = ava(ajfjl? t2)
2

De la définition de G, I'inégalité (48) peut s’écrire sous la forme :

L2((0,T2);H)
, Oll v, résout le probleme (IV P),.

||GaF||i2((0,T2);H) < 02(T1> ||F”12/va (50)

ce qui montre que 'opérateur GG, est borné.
De linégalité (35) on a |GoF" —¢'|| 0.1y — 0, @ — 0, pour tout I satisfaisant la

condition (.743). Grace a la densité de W dans V, on déduit que

|G — 1//’|L2((0,T2);H) — 0, quand o — 0,
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pour tout F' € V. Ce qui acheve la démonstration du théoreme 3.4.2. O
On définit :
to to
wy,(t1, t2) = /wa(tla so)dsy, vy (ti, ta) = /Ua(tla 52)dss,
0 0

&= O/f(52)d527 fi(ty, t2) = O/f(tla s9)dsy + ¢'(t1),

ol Wy (t1, ta) (resp. v, (ty, ta)) résout le probleme (FV P), (resp. (IVP),).
Il est clair que les fonctions w (ty, t2) et v’ (t1, to) résolvent les probléeme suivants :
O?w? (t)
Ot10t5
wk(ty, 0) =0
wi (T, t2) = &7 (t2),

+ Aawg (1) = [ (1),
(FVP):

0Py (t) i
atlatg + Ava(t) - f (t)a

v;(tl, 0) =0,
v (0, t2) = wi (0, ta) = ¥} (t2)

(IVP):

Remarque 3.4.1 Le probleme (FV P)?! (resp. (IV P)}) est un cas particulier de (F'V P),
(resp. (IVP),).

Grace au théoreme 3.4.2 on déduit le théoréme suivant :

Théoreme 3.4.3 On suppopse que :
f* € LQ(DvH)J 2 QOI € L2<(07 Tl)aH)7

()
£, & € Ly((0, Tr); H) et p(T1) = £(0).

Alors on a :

St de plus

dug(Th, ) g
Ots dty

= |lva(T1, ) = §||L2((0,T2);H) — 0, quand o — 0. (51)
La((0, T2);:H)
Af* € Ly(D; H), Ap, A’ € Ly((0, Th); H),

()
A€, AL € Ly((0, To) H) et o(Ty) = €(0),
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alors on a lestimation :

[va(T1, -) — 5||L2((0,T2);H) <

%12 2 2
aCs(T1, T) {IAF* I3, oy + AP a0, ) + 14¢ W0,y B
2 2
FIAEN 0,1 + 14€ 0220 §

ou C3(Ty, Ty) = 32max(1, Ty, TZ) x max(1, T1T%).
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Conclusion

On donne ici une comparaison entre les résultats obtenus en utilisant la méthode Q.R., et
ceux obtenus en utilisant la méthode Q.R.M. :
e La méthode Q.R.
Théoreme 1.
On suppose que :
EO.R) Af € Ly(D; H), A?p, A3%¢' € Ly((0, Tv); H),
AE, AE € Ly((0, To); H) et o(Th) = £(0).

Sous la condition (J#(Q.R.)), on a l'estimation d’erreur :

0vo (11, -)

|2eli) < @ O T) {14 o + 14€ o mvn
Ly((0,T2);H)
+ HA2Q0||L2((0,T1);H) + HAS/zQOIHLQ((O,Tﬂ;H)} :
Théoréme 2.
On suppopse que :
Af* € Ly(D; H), Ap, AY' € Ly((0, Th); H),
(H5(Q.R.))

A€, A € Ly((0, T); H) et o(Ty) = £(0),
Sous la condition (J%(Q.R.)), on a l'estimation d’erreur :

||Ua(T1a ) - SHLQ((O,TQ);H) <

aCy (T, Tz) {HAf*H%Q(D;H) + ’\A<P||iz((o,T1);H) + HASOIHiZ((o,Tl);H)
2 2

+ HAgHLQ((O,TQ);H) + "A£/|‘L2((07T2);H)} :
e La méthode Q.R.M.
Théoréme 1.
On suppose que :

Af € Ly(D; H), A3¥?p, A32¢" € Ly((0, Th); H),

(H(Q.R.M.)) ,
AL, AL € Lo((0, Ty); H) et (1) = £(0).

Sous la condition (4 (Q.R.M.)), on a I'estimation d’erreur :

' Ova(Th, -)

Ot —¢

< a (T, B) {IAS N Loy + 14€ o1

Lo((0,T2);H)
2 3/2
+ 11420 1y 0, 7y + (|4 90'HL2<<0,T1>;H>}‘
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Théoréme 2.

On suppose que :
Af* € LQ(DvH)v A(pv Agpl € LZ((Ov Tl)’H)7

H5(Q.R.M.
(F(Q1.)) AE, AL € Ly((0, To); H) et o(Th) = £(0),

Sous la condition (4 (Q.R.M.)), on a l'estimation d’erreur :
[va(T1, ) — fHLQ((o,Tg);H) <

%112 2 2
aCy(Tr, Ty) {HAf ooy + 1AL 0.7y + 1A 7,0, 71):0)
2 2
AL 0,2 + A€y, 1yan |-

Ou C;i(Ty, Ty), i = 1,4 sont des constantes positive indépendante de v,,.
» On remarque que 'hypothese (J(Q.R.M.)) est plus faible que 'hypothese (74 (Q.R.)).
Ce qui montre que la méthode (Q.R.M.) possede un effet régularisant meilleur par rapport

a la méthode (Q.R.).

» Probleme ouvert

On note par € (f, ¢, §) la classe des fonctions pour laquelle le probleme (F'V P) admet

VP
une solution, c’est-a-dire, I’ensemble des fonctions F' = (f, ¢, &) telles que v = ., €
Ly(D; H), o %, est la résolvante du probleme (FV P).

La question qu’on se pose est la suivante : caractériser ’ensemble %FVP (f, v, &) et construire

une famille d’opérateurs régularisante %, (t1, t2) € £ (H) dans le sens :

VE' €T, (fa 2 5)7 H'%QF - UHLQ(D;H) — 0, quand o — 0,

FVP

et trouver les conditions de régularité sur F', pour qu’on puisse estimer ’erreur et la vitesse

de convergence. Cette question est tres délicate, mais elle mérite d’étre étudiée.

N.B. Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans un proceeding d’articles sélectionnés

édité par Cambridge Scientific Pulishers [22).



Chapitre 4

Méthode de quasi-réversibilité modifiée pour un
probleme de Cauchy mal posé

4.1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert complexe, ou la norme et le produit scalaire sont notés respec-

tivement par ||.|| et (., .).
On considere le probleme de Cauchy rétrograde suivant :
u'(t)+ Au(t) =0, 0<t<T, w(T)=/, (FVP)

ou A:D(A): H— H est un opérateur linéaire, non-borné, avec

D(A)=H, A*=A, 3v>0, (Au, u) > ~|u|? Yue D(A).
Le probléme consiste a déterminer u(t) pour 0 < t < T a partir de la connaissance de la
condition finale u(T) = f.
Il est bien connu que ce type de problemes est fortement mal posé au sens d’'HADAMARD
[57], c’est-a~dire : méme si la solution existe et unique, elle ne dépend pas continiiment de f.

4 est irréversible, on souhaite trouver un opérateur S (t),

Puisque le semigroupe S(t) = e~
a > 0 7"proche” de S(t) dans un certain sens, de fagon que le probleme (F'V P) soit bien
posé.

Parmi les stratégies d’approche de ce type de questions, on peut citer la méthode de quasi-

réversibilité proposée par LIONS & LATTES [75]. L’idée principale de cette méthode consiste

a remplacer 'opérateur A dans 'équation (F'V P) par A, = ga(A).
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Dans la méthode originale [75] LATTES & LIONS proposent g,(A) = A—aA?, pour obtenir un
probleme bien -posé dans le sens inverse du temps, et dans la méthode de quasi-réversibilité
modifiée [48], GAJEWSKI & ZACCHARIAS Gajewski proposent g,(A) = A(I + aA)™".

On indique que lorsque en utilisant cette méthode, on est confronté a certaines difficultés.
La premiere résulte du terme correcteur (aA?) (opérateur d’ordre deux) ce qui induit une
difficulté sérieuse pour I'implémentation numérique, et la seconde consiste dans le fait que le
coefficient d’erreur (e(«)) résultant d’une petite perturbation de la donnée f est de 'ordre
ea. Pour toutes ces raisons, on propose une modification de cette méthode, en introduisant

une nouvelle perturbation :

1
A, = gu(A) = ——1 ( *pTA], >0, p>1.
Ja(A) an a+e o p>

Le premier avantage de cette perturbation résulte du fait que (4, € Z(H)), ce qui implique
une position correcte du probleme perturbé dans les deux directions du temps. Le deuxieme
avantage réside dans la possibilité d’établir des résultats meilleurs (optimalité de la méthode)

par rapport aux résultats obtenus précédement.

4.2 Préliminaires

Dans cette section nous présentons les notations et le cadre fonctionnel qui seront utilisés
dans notre analyse.

On note par {E), A >~ > 0} la résolution de I'identité associée & l'opérateur A.
o0

Soit S(t) = e = /etA dE\ € Z(H), t > 0, le semi-groupe engendré —A. Quelques

v
propriétés de base de S(t) sont données par le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.1 (see [90], Chap. 2, théoreme 6.13, p. 74) Pour cette famille d’opérateurs
on a:

1. S| <1, vt>0;

2. la fonction t — S(t), t > 0, est analytique ;

3. pour tout r > 0 et t > 0, lopérateur S(t) € £ (H,D(A"));

4. pour tout entier k >0 ett >0, ||S®(t)]| = [|A*S(t)|| < c(k)t™F;
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5. pour tout v € D(A™), r >0 on a S(t)A"x = A"S(t)x.

Théoréme 4.2.2 Pourt >0, S(t) est auto-adjoint, injectif et a image dense

Preuve. Le cast = 0 est trivial. On suppose que t > 0.

A étant auto-adjoint, donc S(t)* = (e7*)* = e = 7™ d’ott S(t)* = S(t). Soient ¢y > 0
et h € N(S(to)). L’identité S(to)h = 0 implique S(t)S(to)h = 0 = S(to+t)h pour tout ¢ > 0.
Or la fonction F'(t) = S(to+t)h est analytique, donc par prolongement analytique S(t)h =0
pour tout ¢ > 0. De la représentation R(\; A)h = (A + \)"'h = }Oe_”e_“‘h dt = 0 découle
h =0 (car R(\; A) est bijective). D’ott N (S(tg) = {0}. Puisque ?50 > 0 est arbitraire, on a
alors NV (S(t)) = {0} pour tout ¢ > 0.

D’apres la relation

R(S(t) = N(S(1)" = {0} =H,

on conclut que R(S(t)) est dense dans H. d
» On note ici que ce résultat est un cas particulier du théoreme [1.6.5/ (voir rappels).

» Par un calcul direct moyennant le caractere auto-adjoint et la positivité de 'opérateur A
on montre l'injectivité de S(t) = e 4. En effet, notons A, = A(I + aA)™L, S,(t) = e,
Go = aA?(I +aA)™, By(t) = e % a > 0. Il est clair que A,, G;! € Z(H). Soient ty > 0
et h € N(S(ty)). On a S(tg)h = 0, ce qui implique S, (t)S(to)h = Ba(to)h = 0 pour tout
a > 0. Par passage a la limite quand « tend vers zéro, on obtient iiir(l) B, (to)h = h = 0. Ce

qui montre que N (S(to)) = {0}. En conclusion, pour tout ¢ > 0, S(t) est injectif et R(S(¢))

est dense dans H. O
Remarquel Si on remplace A par B = pA dans le théoreme 4.2.2 on obtient alors
N(S(pt)) = {0} et R(S(pt)) = H,p>0,t>0.
On définit :
+o0
CoA) =o€ H ol = [ ™ dlE < +oc}, 020,
v

De la définition de Cy(A) on a les inclusions topologiques suivantes :

Co,(A) C Coy(A), 65> 6.
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On aura besoin aussi de ce lemme technique :

Lemme 4.2.1 Pour x >0 et 7 € [0,1], on a

(1+z) —1<7e(l+2)"(1+7z)""

La preuve est basée sur un simple calcul différentiel.
Remarque 2 Le calcul fonctionnel pour les opérateurs auto-adjoints et le lemme 14.2.1

jouent un grand role dans les calculs utitlisés dans cette analyse.

4.3 Méthode de quasi-réversibilité modifiée

On introduit maintenant la méthode de quasi-réversibilité modifée pour régulariser le probleme

(FVP).
Description de la méthode :

Soit v, la solution du probléme perturbé suivant :
V() + Agua(t) =0, 0<t<T, v (T) =, (FVP),

ou l'opérateur A est remplacé par A,.

On injecte la condition initiale

0 (0) = ¢q

dans le probleme :

ul(t) + Aug(t) =0, 0<t <T, uy(0)= pa, (IVP),

Enfin, on montre que
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4.4 Analyse de la méthode
4.4.1 Analyse de A, et ses conséquences

On commence notre analyse par une étude qualitative de la perturbation A, et ses conséquences.
Pour 0 < a<a,=1—e7, p>1, on définit :

1
Ao = ga(4) = ——n (a+e")
Ja(A) an a+e

[e.e]

1
= /—p—Tln [oH—e_pT’\] dE\.

v

Proposition 4.4.1 On a
1 1
1. A H A < —In| -] ;
v 20 et Al < ().
2. Ay =A% >0 et AyA% = A’Av, v e D(A%), 0 >0;
3. Yv € D(A), limO |Aav — Av|| =0;
4. Yv e H, Sy(t)v =e ey — S(t)v, a— 0.
Preuve.
1. La propriété A, € Z(H) découle directement des propriétés de la fonction g,(A), A > 7.

En effet, le choix de a nous permet d’écrire
at+e P <a+e <1,

ce qui implique que

1
9o = ga(7) = —ﬁln [a + e*PTV] > 0.
D’autre part
1
Jo i= )\il?roo ga(A) = T In(ar) > 0.

On remarque que ¢/ (\) > 0, ce qui montre que g, " et supga(A) = ga. D’apres La
A>y

représentation spectrale de g,(A) et les propriétés de g,(A), A > =, on conclut que A, €

Z(H).

2. La propriété (2) résulte directemet du calcul fonctionnel et les propriétés de A.
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3. Soit v € D(A), on a

1
A,v=——1In [a + e*pTA] A A
pT
Notons
1 o
B, = —ﬁln (a + e_”TA] Al = / Mo(X) dE},
v

ot M,(\) = —pl—Tln [a + e"’TA] A7L De la définition de o, on remarque que My (\) > 0,
pour tout A > . De plus
My(A\) =1-— iln [1—|—aepT)‘] AE>0
(0% pT -_ .
Ce qui implique que M,(\) < 1, pour tout A > . Par conséquent, l'opérateur B, est
uniformément borné, ie., |B,y[| <1,V0<a<1—e 7T,
Soit v = e PT4h, h € H. On calcule
+00 1 9
|(Ba — Dyol? :/ (g1 + ™)) e ) By (a0)
p

v

En vertude” In(1+4z) <z, x > 0" la quantité (a,) peut étre domineé comme suit :
o \2
Ba—IUQS(—> h||> — 0, a — 0,
It Jll v L

ce qui montre que B,v — v dans H, quand a« — 0, Vv € R(S(pT")). Mais R(S(pT)) est
dense dans H et B, est uniformément borné sur H. Ainsi, par le théoreme du prolongement

par continuité, on a

Yve H Byv—v, a— 0.

En particulier pour v € D(A), on obtient
Av = B,Av — Av, a — 0.

4. Puisque A, € Z(H), alors on peut définir

Sa(t) = e e = [a + e_pTA] o teR.
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Il est clair que [|S,(t)]] < 1, t > 0. D’ou S,(t), t > 0 est un semi-groupe de contraction sur
H.

On a
d
%Sa(t) _Aa(t)soc(t)
et
Salt) — i S5t — 7)Su( )] d
o 53(t — 7)Su(T T

0/

/ (Sa(t = T)Sa()(As — A0) ) ar.

0

Do, Vt >0, 0<a, 3<1—e T heD(A), on obtient 'estimation
[Sa(t)h — Sp(t)h]| < t]|Agh — Aahl],

ce qui montre que {S,(t)h} est une suite de Cauchy dans H, uniformément par rapport a
t € [0, 7] (voir (3) dans la proposition [4.4.1)).

Comme S, (t) est une contraction et D(A) est dense H, alors la limite
Sa(t)h — S(t)h, « — 0, t>0

se prolonge pour tout h € H et uniformément par rapport a ¢t € [0,T]. Il est clair que
S(t) € Z(H) est un semi-groupe de contraction sur H.
Soit h € D(A), t > 0, alors

IS(H)h — Sa(Dh]| = /% )Salt = 7R ) dr
< /||S (t—7)(A— Ay)S(7T)h]| dr
< / (A = A4S dr

De I'inégalité
[AaS(7)h|| = [[BoAS(T)h|| < ||S(7) AR
vient

[(Ae = A)S(T)R]| < 2[[S(7) AR
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Puisque ||S(7)Ah| est continue comme fonction de t, une application du théoreme de Le-

besgue de la convergence dominée donne
t
lim [[S()h = Sa(t)h]] < /C}LHO (A = Aa)S()h]| dr = 0.
0
Ce qui implique que S,(t) — S(t) = S(t) sur D(A), quand a —> 0. Grace a la densité de
D(A) dans H, on conclut que S,(t) — S(t) = S(¢) sur H, quand o — 0.

Remarque 3 Par un calcul direct et en utilisant le lemme 4.2.1, on peut montrer que
Vh e H, Sy(t)h — S(t)h, o — 0.

En effet, soit v = e P*h, h € H, on calcule
400 )
1S, (t)v — S(t)v]|* = / [ (a+ e )T — e’“‘] e 2PTX || Exhl|.
¥

En vertu du lemme 4.2.1 et o + e PT* < 1, la fonction
t t
Ma(A) = (a4 e PP — e =7 [ (14 ae’™)rT — 1]
peut étre domineé comme suit :

t
tePTA —pTx | *T
pTae (oz +e ] a

< —efT
t D
[1 + —TozepT)‘]

Ma(A) <

Ce qui implique

+o00 9
a0 = S0l = [ M Eahl < (g) 12— 0, a—0.
/

En vertu de la densité de R(S(pT)) et ||[Sa(t)|| < 1, ¢ >0, on conclut que
Vh € H, So(t)h — S(t)h, o — 0.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 4.4.1. Il
Remarque 4 Dans la proposition 4.4.1, on a justifié que la perturbation proposée donne
une bonne approximation de A. Ainsi, on peut espérer que cette perturbation produira un

effet régularisant significatif.
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4.4.2 Résultats de convergence

Il est important de caractériser la classe admissible pour laquelle le probleme (F'V P) admet

une solution. La réponse a cette question est donnée par le lemme suivant :

Lemme 4.4.1 Le probléme (FV P) admet une solution unique, si et seulement si f € C1(A).

Dans ce cas, elle est donnée par :
u(t) = eT704y. (1)

“+o0o

Preuve. Si f € Ci(A), i.e,, [ e d|Eyf|* est finie, alors on définit u(t) = eT=DAf =
¥

e~4eTAf. On voit que u(t) donnée par cette expréssion vérifie 'équation (F'V P). Maintenant,

si on suppose que u(t) = T f est solution de I"équation (FV P), alors u(0) = e f € H si

+oo
et seulement si ||u(0)]| = T4 f = [ e*T*d||E\f]||* est finie. O

v
Remarque 5 On donne une autre démonstration du lemme 4.4.1/ en utilisant le théoreme

de PICARD dans sa version continue (voir rappels, théoreme [1.8.3)).
En utilisant le cadre théorique des semi-groupes et les propriétés de S,(t), on montre le

théoréme suivant :

Théoréme 4.4.1 Pour tout f € H, la fonction

(r—t)

Vg = 6(T_t)Aaf _ (CY + e—pTA) T pT f (2)

est l'unique solution du probleme (FV P), et elle dépend continiment de f.

Pour montrer la dépendance continue de v, de f, on calcule

(T—t)

Joalt)l = H (aerm) T fH

(L) 111 < ()

3=

IA

IFIF= e(@)lI £]]-

A partir de (2) on construit

=

Pa = 1a(0) = [a + e’pTA] P £,
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Théoréme 4.4.2 Le probleme (IV P), est bien posé, et sa solution est donnée par :

1

ta(t) = S(t)pa = (e 7 . (4)
Théoréme 4.4.3 Pour tout f € H, ||ua(T) — f|| — 0, quand o« — 0.

Preuve. On calcule

JuolT) = £17 = [ Hal0? dESfIP, )

ou )
((a + e PTA)p — e*T’\]

Ha(/\) = 1
[a + e—pT/\] ?

e T [(aepT’\ 1) — 1)

1
[a + e*PTA] :
Si on pose z = ae!T?, 7 = %, alors d’apres le lemme 2.1, on peut estimer la fonction H, ()

comme suit :
«Q

HMN < ———. 6
W2 ©)
De (6), on déduit que
+o0 9
JT) = fIP< [ {—2 b d| B 7
o)~ 1P < [ {o} i) )
2l

+o00
Fixons € > 0 et choisissons N tel que [ d||E\f[|* < 5. D’ot
N

lua(T) = FI? < J{L} A2

et ®)
w [l ) aimar
De (8) on tire ,
lua®) - 117 < (2) 112+ 5 Q

2
a € :

En prenant a tel que (—) TN f1? < 3 on achéve la démonstration. O
p
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» Sia < p?Tyet feD(A), alors on a lestimation suivante :

pT
lua(T) = [l < | ——7 | 1A/]-
En effet, de 'inégalité (7), on a

“+o00

o 2
lia®) =1 < [ { oy A alETIE

~

D’autre part

o} Q
< —— v = AL\
{oz)\ + )\pe—PT)‘)\} - { a\ + ype—pTA } o(M)

La fonction A, () est positive, A,(A) — 0 quand A — 400 et atteint son maximum en

T
A= —1/pTIn (Oz/pZT’)/). Donc A,(A) < AL(A*) = p—2 0
1+1In (p—ﬂ)

o

Théoréme 4.4.4 Si f € Co(A), p > 1,0 < 0 < 1, alors ||ua(T) — f|| tend vers zéro, avec

0
l"ordre de convergence ar.

Preuve. On calcule

oo ((Hy(M)) 2
lua(T) = fII* = J { eeﬁk)} TN || Exf|?
oo (10)
< [ Ga(N)2eXTA || BN,
v
ou
Ga(N\) = a > 0.
(& i pe—pTA) 0T
Une dérivation simple par rapport a A donne
aTefTA (p(p — 0)e T — 904)
G/a(/\) = 2
[(O( + pe—pT)\)€9T)\]
1 —0
Dol G,(A) = 0si A= X" = —n (%) . Puisque G/,(A) > 0si A < \*, GL(A) <0
P a
siA > A et lim Gu(A) =0, alors \* est un point critique qui réalise le maximum de G,.

A——+00

Ainsi, on a l'inégalité

Ga(N) < Ga(N) = clp, O)ar, (11)



4.4 Analyse de la méthode 109

1 % p=0 0
ouc(p, 0) = |- (p—0) 7 0»r <1.
p
En combinant (10) et (11), on obtient

lua(T) = £ < c(p, O)as | fllo- (12)

Notons que dans le cas 1 < p < #, on a ’estimation suivante :

[ua(T) = fII < all flo- (13)

Théoréme 4.4.5 Pour tout f € H, le probleme (F'V P) admet une solution u si et seulement
si la suite p, = ua(0) converge dans H. Dans ce cas, on a u,(t) converge uniformément vers

u(t) quand o« — 0.

Preuve. On suppose que lin% Yo = @o. Posons w(t) = S(t)pe. On calcule

lw(t) = ua(B)l = [I5(E)e0 = S(t)gall
= 15" (g0 — wa)l
< leo = @all-

Ce qui implique

Sup lw(t) = ua(®)]l < [l — ¢all — 0, quand o — 0.
Puisque atho ua(T) = f et aliLnO uo(T) = w(T), alors de I'unicité de la limite, on déduit
w(T) = f. Ainsi, w(t) = S(t)po résout le probleme (F'V P) et vérifie la condition w(T) = f.
On suppose maintenant que le probléeme (F'V P) est résoluble, et soit u(t) sa solution. D’apres

+o0
le lemme 4.4.1 on a u(0) = S(=T7)f € H, ie., |[u(0)> = [|fI|} = [ T d|E\f]? < oo
0!

o0
Soient N > 0 et ¢ > 0 tels que [ e*T*d||E\f||? < %
N
On calcule
—+o0
J4a(©) = I = [ F2O0 I
Yy
ou

=

F,(\) =™ — (oz + e_pm] o
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En vertu du lemme 4.2.1/ et par un calcul simple, on peut estimer la quantité F, () comme

suit :
F,(\) < e e = K (\)e™
= p 4 qerT? @ '
D’ou
—+o00
110 (0) — u(O)]? < / K20 d|EfI? < T + I,
Y
ou

N
2
I = / K20 d|EAJIP < (g) I £,
p
Y

—+00

19
b= [ KNGS <
N

2

2
Si on choisit « telle que (g) 2P TN | £12 < %, on obtient
b
10 (0) = u(0)]]* < e

Ce qui montre que

e (0) — u(0), quand o« — 0.

g

Théoréme 4.4.6 Si f € C119(A), p > 1,0 < 0 < 1, alors ||ua(0) — u(0)|| tend vers zéro,

0
avec l'ordre ar .

Preuve. Par des calculs similaires a ceux utilisés pour établir les théoremes 4.4.4/ et 4.4.5,

on a
400
lua(0) = u(O)* < [ Ka(A)2e A2+ d||E, £
Y
+oo
< j‘ Ga(/\)2e2(1+0)T>\ dHE,\f||2
e
< (G2 If IR,
avec G2° = sup G4 (M) < ¢(p, 9)04% (voir P'estimation (11)). O
A>y

A partir des théoremes 4.4.544.4.6, il s’en suit
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Corollaire 4.4.1 Si f € C119(A), 0 > 0, alors sup ||ua(t) — u(t)|| converge vers zéro, avec
0<t<T

0
l’ordre av
On termine ce travail par la construction d’'une famille d’opérateurs régularisante pour le

probleme (FV P).

Définition 4.4.1 [83] Une famille d’opérateurs {R,(t), o > 0, t € [0, T} C Z(H) est
dite famille d’opérateurs régularisante pour le probleme (F'V P) si pour toute solution u(t),
0 <t < T du probleme (FV P) avec la condition finale f, et pour tout 6 > 0, il existe un
choix «a(d) > 0, tel que
a(d) — 0, § — 0, (%1)
Rt (1) s = ult) | — 0, 5 —0, ()
pour tout t € [0,7T] dés que fs satisfait ||fs — f|| < 9.

1

On définit R, (t) = e 4 [a + e’pTA] P >0, > 0; il est clair que R.(t) € Z(H).
Dans ce qui suit, on montre que R,(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le

probleme (FV P).
Théoréme 4.4.7 On suppose que f € C1(A), alors (%2) a lieu.
Preuve. On a
Ha(t) = [ Ralt)fs — (Ol < |Ralt)(fs = Pl + [ Bal®)f — ul®)ll = As(t) + Aat),  (14)
ol 1
80 = IR0 - DI < ()6 (15)
et
Balt) = 1Rat)f — u(®)]. (16)
Choisissons a = /8, alors a(8) — 0, 6 — 0, et
At) <85 —0, §— 0. (17)

En vertu du théoreme 4.4.5, on obtient

Ag(t) = JJue(t) — u(t)]| — 0, § — 0, (18)
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uniformément par rapport a t. En combinant (17) et (18) on obtient
sup ||Ra(t)fs — f]]l — 0, 6 — 0. (19)
0<t<T

Ce qui montre que R,(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme (F'V P).0]

Par des calculs similaires a ceux utilisés pour établir les résultats précédents, on montre que
Bat) < Clp, t, T)ar || flls, >0, (20)

avec

Clp, t, T) = p~ 7 (pT — )5 tir T~ < 1.

Remarques et conclusion

Pour comparer nos résultats avec les résultats obtenus en utilisant les méthodes Q).R. de
LATTES & LIONS, la méthode Q.R.M. de GASEWSKI & ZACCARIAS, et la méthode Q.B.V.,
on rappelle les résultats obtenus par ces trois méthodes :

e La méthode (Q.B.V.) :

Ug(t) = e (oz + e_TA) B 1, (So5.)

avec le coefficient d’erreur e(a) = 1/a.

e La méthode (Q.R.) :
Ua(t) = e tAeT(A—ad®) ¢ (Sor)

avec le coefficient d’erreur e(a) = e'/®.

e La méthode (Q.R.M.) :

—tA _TA(A+aA)~?!
ua(t) =e ¢ €T (A+ad) f, (SQARAMA>

avec le coefficient d’erreur e(a) = e'/®.
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1. A partir de 'estimation (3), on remarque que le coefficient d’erreur e(a) est d’ordre

i
1\~
[0

2. Dans le cas p = 1, la représentation de uq(.) coincide avec la représentation (S, )

obtenue par la méthode (Q.B.V.) développée dans [27], avec le méme coefficient d’erreur
1
e(a) d’ordre —.
o
3. Dans les méthodes (Q.R.) et (Q.R.M.) [48,75]) le coefficient d’erreur e(a) est de 'ordre
1
1\* 1\'"" 1
On remarque que pour p > 1, — <e« et | — < — pour p > 1.
Q@ e Q@
Cette comparaison montre que notre approche posseéde un effet régularisant
meilleur par rapport aux résultats obtenus par les méthodes développées dans

[27, 48, 175].

Généralisation

Considérons les problemes de Cauchy suivants :
u(t) + Au(t) =0, 0<t<T, wu(0)=Ff, (CP),
w(t) + Au(t) =0, 0<t<T, w(T)=/f. (CP),
Ot A est un opérateur linéaire, non-borné, auto-adjoint et changeant de signe, avec 0 € p(A),
c’est-a-dire : o0(A) C] — oo, 0[U]0, +o0].
On sait, d’apres la théorie des opérateurs auto-adjoints, qu’on peut écrire :

h:/dEAh:/dEAh+/dEAh:h_+h+, heH,

R R_ R,

i.e., I'espace de Hilbert H se décompose en somme directe H = H_ & H,, et

A:/)\dEA://\dEA+//\dEA:A_+A+.
R_ Ry

Il est bien connu (par symétrie) que le probleme (C'P); (resp. (C'P)s) est mal posé. Dans le

but de régulariser ces problemes, on propose la famille d’opérateurs suivante :
_1
R,(t) = eT=bA- [aepTA* +(1— a)] !

1
= JetA+ (a +(1— oz)e_pTAJr] !

= R (t)+Ri(t), 0<a<l, p>1
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On cloture notre analyse par le résulat suivant :

Lemme 4.4.2 Si f = f_+ f. € H, alors (CP), (resp. (CP)3) admet une solution unique,

s1 et seulement si

[ AL < 400 rep. [P AIESP < +oc).

R_ Ry
Preuve. Si [ e 2 d||E\f_||* < +o0, alors on définit u(t) = e~*= f_ +e7t+ f. On vérifie
aisément queRzl(t) résout (C'P);. Inversement, soit u(t) la solution du probleme (C'P);. Alors
u(T)=h=h_+h, =eTAf 4 e T4 f € H. Cequiimplique que h_. = e T4-f € H,
Le, [[h_|? = [ e d||Eyf-||* < 400. Par le méme raisonnement, on montre la seconde
partie. - O

On définit u,(t) = R.(t)f. Par la méme méthodologie utilisée dans le cas ou A est défini

positif, on montre que :

ua(T) — f, quand a — 0, (21)
ua(0) — f, quand o« — 1, (22)

et R,(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme (C'P); (resp. (CP)s).

N.B. Les résultats obtenus dans ce chapitre ont été acceptés pour publication dans le journal

GMJ [23).



Conclusion et perspectives

e Dans ce travail, on a étudié deux classes de problemes bien et mal posés. Dans la premiere
classe, on a étudié un probleme non local de nature tres complexe, et on a montré 1’éfficacité
de la méthode des inégalités énergétiques pour I’étude de ce type de problemes. Quant a la
deuxieme classe, elle comporte I’étude de deux problemes mal posés. L’approche utilisée dans
cette analyse repose sur la méthode de quasi-réversibilité, qui nous permet de construire des

quasi-solutions stables et d’établir de meilleurs résultats.

e Notre futur objectif sera consacré aux problemes avec des opérateurs inconnus (incertains) :
Puisque le modele physique procede d’une idéalisation de la réalité physique et repose sur des
hypotheses simplificatrices, il est donc également une source d’incertitudes. Toute théorie de
régularisation doit donc tenir compte du caractere éventuellement incomplet ou incertain. La
stratégie idéale est donc de faire une analyse de sensibilité de toute méthode de régularisation
et de mesurer le défaut induit par la modélisation, ce qui suggere d’introduire un nouveau
concept de régularisation capable de nous donner une marge de confiance aux résultas de
I’approximation.

e Il nous reste aussi une tache plus complexe (liée au chapitre 3) avec la question suivante :
Notons & (f, ¢, §) la classe des fonctions pour laquelle le probleme (F'V P) admet une so-
lution, c’est-a-dire, 'ensemble des fonctions F' = (f, ¢, §) telles quev =% F € Lo(D; H),
ou %, est la résolvante du probleme (FV P).

La question qu’on se pose est la suivante : caractériser 'ensemble € (f, v, &) et construire
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une famille d’opérateurs régularisante %, (t1, t2) € Z(H) dans le sens :

VFev? (f7 ®, 5)7 H‘%QF - UHLz(D;H) - 07 & — O?

FVP
et trouver les conditions de régularité sur F', pour qu’on puisse estimer 'erreur et la vitesse

de convergence. Cette question est tres délicate, mais elle mérite d’étre étudiée.



Bibliographie

1]

S. AGMON, L. NIRENBERG, Properties of solutions of ordinary differential equations in

Banach spaces, Comm. Pure Appl. Math., 16 (1963), 121-139.

E. M. AKSEN, The quasi-inversion method for some hyperbolic equations, Diff. Uravn.,

27 (1991), No. 6, 1089-1092, (Russian).

E. M. AKSEN, N.I. Yurchuk, An a priori estimate for the quasi-inversion method. Diff.
Uravn., 29 (1993), No. 8, 1447-1450, (Russian). [Translation in Differential Equations
29 (1993), No. 8, 1254-1256].

D.R. AKHMETOV, M.M. LAVRENTIEV AND JR.R. SPIGELER, Existence and unique-
ness of classical solutions to certain nonlinear integro-differential Fokker-Plank type
equations, E.J.D.E., 24 (2002), 1-17.

D.R. AKHMETOV, M.M. LAVRENTIEV AND JR.R. SPIGELER, Singular perturbations
for certain partial differential equations without boundary-layers, Asymptotic Analysis
35 (2003), 65-89.

G.A. ANasTAssioU, G.R. GOLDESTEIN AND J.A. GOLDSTEIN, Uniqueness for evo-
lution in multidimensional time, Nonlinear Analysis, 64 (2006), 33-41.

K. A. AMESs, On the comparison of solutions of related properly and improperly posed
Cauchy problems for first order operator equations. SIAM J. Math. Anal., 13 (1982),
594-606.

K.A. AMES, L.E. PAYNE AND P.W. SCHAEFER, Enerqgy and pointwise bounds in some

nonstandard parabolic problems, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect., A 134 (2004), 1-9.



BIBLIOGRAPHIE 118

[9]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

K.A. Ames, L.E. PAYNE AND J.C. SONG, On two classes of nonstandard parabolic

problems, J. Math. Anal. Appl, 311 (2005), 254-267.

K.A. AMESs, R.J. HUGHES, Structural Stability for Ill-Posed Problems in Banach Space,
Semigroup Forum, Vol. 70 (2005), No 1, 127-145.

E.F. BECKENBACH, R. BELLMAN, Inequalities, Berlin, Springer-Verlag, (1961).

N.I. BricH, N.I. YURCHUK, Some new boundary value problems for a class of partial
differential equations. Part I, Diff. Uravn., 4, (1968), 1081-1101, (Russian). [English.
transl-Diff. Equat., 770-775].

N.I. BricH, N.I. YURCHUK, A mixed problem for certain pluri-parabolic differential
equations, Diff. Uravn., 6 (1970), 1624-1630 (Russian). [English. transl-Diff. Equat, 1234-
1239).

N.I. BricH, N.I. YURCHUK, Goursat Problem for abstract linear differential equation of
second order, Diff. Urav., Vol. 7 (1971), No. 7, 1001-1030 (Russian). [English. transl-Diff.
Equat, 770-779].

A. BENsoussaN, P.L. CHow AND J.-L. LIONS, Filtering theory for stochastic pro-
cesses with two-dimensional time parameter, Math. Comput. Simulation 22 (1980), No.
3, 213-221.

J.C. Bagz, [.LE. SEGAL AND Z.-F. ZOHN, The global Goursat problem and scattering

for nonlinear wave equations, J. Funct. Anal., 93 (1990), 239-269.
H. BREZIS, Analyse fonctionelle, Théorie et application, Masson (1993).

L. Byszewski, V. LAKSHMIKANTHAM, Theorem about the existence and uniqueness
of a solution of a nonlocal abstract Cauchy problem in a Banach space, Appl. Anal., 40
No. 1 (1991), 11-19.

J. BAUMEISTER, A. Leitao, On iterative methods for solving ill-posed problems modled
by partial differential equations, J. Inv. Tll-Posed Problems., Vol. 9.1 (2001), 1-17.

A. BRENNER, The Mized Problems For Multidimensional Time Polyparabolic Operators,
http ://www.ma.utexas.edu/mp_arc/c/95/95-322.ps.gz.

A. BRENNER, Polyparabolic equations with two-dimensional time,

http ://linux46.ma.utexas.edu/mp_arc/c/95/95-105.ps.gz.



BIBLIOGRAPHIE 119

[22]

23]

[24]

[25]

[32]

[33]

[34]

N. BousseTiLA, F. REBBANI, The modified quasi-reversibility method for ill-posed evo-

lution problems with two-dimensional time, Analytic Methods of Analysis and Differen-

tial Equations (AMADE-2003), 15-23, Cambridge Scientific publishers (2005).
N. BousseTiLA, F. REBBANI, The modified quasi-reversibility method for a class of

ill-posed Cauchy problems (to appear in GMJ).

V.I. CHESALIN, A problem with nonlocal boundary conditions for certain abstract hy-

perbolic equations, Diff. Uravn., 15 (1979), No. 11, 2104-2106, (Russian).

V.I. CHESALIN, A problem with nonlocal boundary conditions for abstract hyperbolic
equations, Vestn. Beloruss. Gos. Univ. Ser. 1 Fiz. Mat. Inform., (1998), No. 2, 57-60,

(Russian).

J.R. CANNON, The One-Dimensional Heat Equation, in The Encyclopedia of Mathe-
matics and its Applications, Volume 23, Addison-Wesley, Reading, MA., (1984).

G.W. CLARK, S.F. OPPENHEIMER, Quasireversibility methods for non-well posed pro-

blems, Elect. J. Diff. Eqns., 8 (1994), 1-9.
D. CoLTON, Analytic theory of partial differential equation, Pitman, Boston, (1980).

A.S. CARRASO, J. SANDERSON AND J. HYMAN, Digital removal of random media

image degradations by solving the diffusion equation backwards in time, STAM J. Numer.

Anal., 15 (1978), 344-367.

A.S. CARRASO, Logarithmic convexity and the 7 slow evolution” constraint in ill-posed

initial value problems, STAM J. Math. Anal., Vol. 30 (1999), No. 3, 479-496.

I. CiorANEScU, V. KEYANTUO, Entire reqularizations of strongly continuous groups
and products of analytic semigroups, Proc. Math. Soc., Vol. 128 (2000), No. 12, 3587-
3593.

A.A. DEZzIN, General questions in theory of boundary value problems, Moscow. Nauka,

English trans, Springer Verlag, (1980).
E.B. DAVIES, One parameter semigroups, Academic Press, London, (1980).

Yu.L. DALETSKII, N.D. TSVINTARNAYA, Diffusion random functions of multidimen-

sional time, Ukrain. Mat. Zh., 34 (1982), No. 1, 20-24, (Russian).



BIBLIOGRAPHIE 120

[35]

[36]

[40]

[41]

[46]

[47]

N. DunroRrD, J.T. SCHWARTZ, Linear Operators, Part I, Interscience, New-York,

(1985).

R. DELAUBENFLES, C-semigroups and the abstract Cauchy problem, J. Functional Ana-
lysis, 111 (1993), 44-61.

R. DELAUBENFELS, Ezistence Families, Functional Calculi and Fvolution Equation,
Springer, Berlin, (1994).

M. DENcCHE, K. BESSILA, A modified quasi-boundary value method for ill-posed pro-

blems, J. Math. Anna. Appl., 301 (2005), 419-426.

R.E. EWING, The approximation of certain parabolic equations backward in time by

Sobolev equations, SIAM J. Math. Anal., Vol. 6 (1975), No. 2, 283-294.

H.W. ENGEL, W. RUNDEL, eds., Inverse problems in diffusion processes, SIAM, Phi-
ladelphia, (1995).
H.W. ENGL, M. HANKE AND A. NEUBAUER, Regularization of Inverse Problems,

Kluwer Academic, (2000).

A. FRIEDMANN, The Cauchy problem in Several time variables, Journ. of Math. and

Mech., 11 (1962), 859-889.

A. FRIEDMANN, W. LITTMAN, Partially characteristic boundary problems for hyperbo-

lic equations, Journ. of Math. and Mech., 12 (1963), 213-224.

H.O. FATTORINI, The abstract Goursat problem, Pacific. J. Math., Vol. 37 (1971), No.
1, 51-83.
L. GARDING, Cauchy’s Problem for hyperbolic equations, University of chicago, Lectures

notes, (1957).

N.S. GENCEV, On ultraparabolic equations, Dok. Akad. Nauk SSSR., 151, No. 2 (1963),
265-268.

S.G. GINDIKIN, A generalization of parabolic differential operators to the case of multi-

dimensional time, Dokl. Akad. Nauk SSSR., 173 (1967), 499-502, (Russian).

H. GAJEWSKI, K. ZACCHARIAS, Zur reqularisierung einer klass nichtkorrekter probleme

bei evolutiongleichungen, J. Math. Anal. Appl., Vol. 38 (1972), 784-789.



BIBLIOGRAPHIE 121

[49]

[50]

[51]

[54]

[55]

[56]

[59]

[60]

[61]

C.W. GROETSCH, The Theory of Tikhonov Regularization for Fredholm Equations of
the First Kind, Pitman, Boston, (1984).

C.W. GROETSCH, Inverse Problems in the Mathematical Sciences, Vieweg, Wiesbaden,
(1993).

J.A. GOLDESTEIN, Semigoups of linear operators and application, Oxford University
Press, Oxford, (1985).

L. G. GOMBOEV, An ill-posed problem for an equation of ultraparabolic type, Some
problems in differential equations and discrete mathematics, 44-51, Novosibirsk. Gos.
Univ., Novosibirsk, 1986, (Russian).

D. GILBARD, N. TRUDINGER, Elliptic partial differentials equations of second order,
Springer-Classic in Mathematics, 1998.

A. GUEZANE-LAKOUD, F. REBBANI, Strong solution for an abstract non local boundary
value problem, Int. J. Appl. Math., 4 (2000), No. 4, 469-478.

A.V. GULSHAK, Properties of solutions of equations containing powers of an unbounded
operator, Diff. Eq., Vol. 39, No. 10 (2003), 1428-1439.

D. GORDEZIANI , G. AVALISHVILI AND M. AVALISHVILI, On nonclassical multi-time
evolution equation in abstract spaces, Bull. Georgian Acad. Sci., Vol. 172, No. 3 (2005),
384-387.

J. HADAMARD, Lecture note on Cauchy’s problem in linear partial differential equa-
tions,Yale Uni Press, New Haven, 1923.

E. HiLLE, R.S. PHILLIPS, Functional analysis and semigroups, Amer. Math. Soc. Col-
loquium publications, Vol. 31, (1957).

P. HiLLION, The Goursat problem for the homogenous wave equation. J. Math. Phys,
31 (1990), 1939-1941.

A. Hassanov, J.L. MUELLER, A numerical method for backward parabolic problems
with non-selfadjoint elliptic operator, Applied Numerical Mathematics, 37 (2001), 55-78.
Y. HUANG, Q. ZHENG, Regularization for ill-posed Cauchy problems associated with
generators of analytic semigroups, J. Differential Equations, Vol. 203 (2004), No. 1,
38-54.



BIBLIOGRAPHIE 122

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

(73]

[74]

Y. HuANG, Q. ZHENG, Regularization for a class of ill-posed Cauchy problems, Proc.
Amer. Math. Soc., 133 (2005), 3005-3012.

A.M. ILIN, On certain class of ultraparabolic equation, Dok. Akad. Nauk SSSR., 159,
No. 6 (1964), 1214-1217.

A M. IL'IN, R.Z. KHAS'MINSKII, On equations of Bownian motion, Theory Pro-

bab.Appl., 9 (3) (1964), 421-444.

M. IANNELLI, Mathematical theory of age-structured population dynamics, Giardini Edi-

tori e Stampatori, Pisa, 1995.

F. Joun, Continuous dependence on data for solutions of partial differential equations

with a prescribed bound, Comm. Pure Appl. Math., 13 (1960), 551-585.

S.G. KREIN. Linear Differential Equations in Banach Space, American Mathematical

Society, Providence, RI (1971).

R.J. KNoOPs, ed., Symposium on Non-Well Posed Problems and Logarithmic Convexity,
Lecture Notes in Math. 316, Springer, New York, (1973).

J. B. KELLER. Inverse problems, Amer. Math. Monthly, 83 : 107-118, (1976).

R. KRESS, Linear Integral Equations, vol. 82 of Applied Mathematical Sciences. Sprin-
ger, (1989).

V.A. KozrLov, V.G. MAZ'YA, On the iterative method for solving ill-posed boundary

value problems that preserve differential equations, Leningrad Math. J.,; 1 (1990), No. 5,
1207-1228.

S.K. KUuLKARNI, M. T. NAIR, Characterization of closed range operators, Indian J.

Pure and Appl. Math., 31 (4), 353-361, (2000).

V.I. KOrRzYUK, The method of enegy inequalities and molifying operators, Vestnik Bel-
gosuniversiteta. Ser. 1. Fizika, Matematika, Informatika, 3 (1996), 55-71 (Russian).

J. LERAY, Lectures on hyperbolic equations with variable coefficients, Priston, Just for

Adv. Study., 1952.

R. LATTES, J. L. LIONS, The Method of Quasireversibility, Applications to Partial
Differential Equations, Amer. Elsevier, New-York, (1969).



BIBLIOGRAPHIE 123

[76]

[77]

78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[36]

H. A. LEVINE, Logarithmic convezity and the Cauchy problem for some abstract second-

order differential inequalities. J. Differential Equations, 8 (1970), 34-55.

L. LORENZI, An abstract ultraparabolic integrodifferential equation, Le Mathematiche,
Vol. LIII (1998), Fascicolo II.

V.P. MIKHAILOV, The analytic solutions of Goursat problem for the system of differen-
tial equations, Dok. Akad. Nauk SSSR., (Russian) [English transl : Soviet Math. Doklady
115 (1957), 450-453].

V.P. MIKHAILOV, Non-analytical solutions of Goursat’s problem for a system of dif-
ferential equations in two independent variables, Dok. Akad. Nauk SSSR., (Russian)
[English transl : Soviet Math. Doklady 117 (1957), 759-762].

K. MILLER, Stabilized quasi-reversibility and other nearly-best-possible methods for
non-well posed problems, Symposium on Non-Well Posed Problems and Logarithmic

Convexity, Lecture Notes in Mathematics, 316 (1973), Springer-Verlag, Berlin, 161-176.

[.V. MEL'NIKOVA, The method of quasi-reversibility for abstract parabolic equations in
a Banach space, Trudy Inst. Mat. i Meh. Ural. Nau¢n. Centr Akad. Nauk SSSR Vyp.
17 Metody Resenija Uslovno-korrekt. Zadac., (1975), 27-38, (Russian).

[.V. MEL'NIKOVA, S.V. BOCHKAREVA, C-semigroups and reqularization of an ill-posed

Cauchy problem, Dok. Akad. Nauk., 329 (1993), 270-273.

I.V. MEL'NIKOVA, General theory of ill-posed Cauchy problem, J. Inverse Ill-posed Pro-
blems, 3 (1995), 149-171.

I.V. MEL'NIKOVA, Semigroup, distribution, and reqularization methods, J. Math. Sci.

Vol., 104, No. 2 (2001), 941-1007.

[.V. MEL'NIKOVA, Q. ZHENG AND J. ZHENG, Regularization of weakly ill-posed Cauchy

problem, J. Inv. Ill-posed Problems, Vol. 10 (2002), No. 5, 385-393.

Z. NASHED, Approximate regularized solutions to improperly posed linear integral and
operator equations, In A. Dold, B. Eckmann (eds.), Constructive and computational

methods for differential and integral equations. Springer-Verlag (1974).



BIBLIOGRAPHIE 124

[87]

38

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

L.G. PETROVSKY, Uber das Cauchyshe problem fiir system von linearen partiallen diffe-

rentialgeinchungen in Gebit der nichtanalystischen funktionen. Bull. Univ. d’état, Mos-

kow, No. 7, (1938), 1-74.

S.G. PyATKOV, Solvability of boundary value problems for an ultraparabolic equation :
in Nonclassical Fquations and Fquations of Mized Type, Sbornik Nauchnikh Trudov,
Institute of Mathematics, Novosibirsk, (1990), 182-197, (Russian).

L.E. PAYNE, Improperely Posed Problems in Partial Differential Equations, STAM, Phi-
ladelphia, PA, (1975).

A. Pazy, Semigroups of linear operators and application to partial differential equations,
Springer-Verlag, (1983).

W.J. ROTH, Goursat problems for u,s = Lu, Indiana. Univ. Math. J., Vol. 2 (1973),
No. 8, 779-788.

H. RISKEN, The Fokker-Plank Equation. Methods of solution and application, Springer,
Berlin, (1984).

W. RUDIN, Functional analysis, Mc Graw-hill Inc., New-York, (1991).

F. REBBANI, F. ZOUYED, Boundary value problem for an abstract differential equation
with nonlocal boundary conditions, Maghreb Math. Rev., Vol. 8 (1999), No. 1 & 2, 141-
150.

F. REBBANI, N. BOUSSETILA AND F. ZOUYED, Boundary value problem for a par-

tial differential equation with nonlocal boundary conditions, Proceeding of Institute of

Mathematics of National Academy of Sciences of Belarus, Vol.10 (2001), 122-125.

R.E. SHOWALTER, The final value problem for evolution equations, J. Math. Anal. Appl.,
47 (1974), 563-572.

R.E. SHOWALTER, Cauchy problem for hyper-parabolic partial differential equations,

Trends in the Theory and Practice of Non-Linear Analysis, Elsevier (1983).

Topb H. SkAGGS, Z.J. KABALA, Recouvering the release history of a ground water

contaminant plume : Method of quasi-reversibiliry, Water Resources Research, Vol. 31

(1995), No. 11, 2969-2973.



BIBLIOGRAPHIE 125

[99] A.N. TIKHONOV AND V.Y. ARSENIN, Solution of Ill-posed Problems, Winston & Sons,
Washington, DC, (1977).

[100] T. KATO, Perturbation Theory for Linear Operators, Springer-Verlag Berlin Heidelber,
(1995).

[101] H. TANABE, Equations of Evolution, Pitman, London (1979).

[102] S.A. TERSENOV, Basic boundary value problems for one ultraparabolic equation, Se-
bernian Mathematical journal, Vol. 42, No. 6 (2001), 1173-1189.

[103] A. TARANTOLA, Inverse problems theory, Elsevier, (1987).

[104] V.S. VLADIMIROV, YU. N. DROZHZHINOV, Generalized Cauchy problem for an ultra-

parabolic equation, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat., 31 (1967), 1341-1360, (Russian).
[English transl : Math. USSR-Izvestija, 1, 1285-1304].

[105] R. VOLEVIC, S. G. GINDIKIN, The Cauchy problem for ultraparabolic problems, Diff.
Eqs.II, MATH USSR SB., (1969), 7 (2), 205-226.

[106] W. WOLFGANG, Parabolic differential equations and inequalities with several time va-

riables, Math. Z., 191 (1986), No. 2, 319-323.

[107] N.I. YURCHUK, The Goursat problem for second order hyperbolic equations of special
kind, Diff. Uravn., 4 (1968), (a), 1333-1345, (Russian). [English transl : Diff. Equat.,
694-700].

[108] N.I. YURCHUK, A partialy characteristic mized boundary value problem with Goursat
initial conditions for linear equations with two-dimensional time, Diff. Uravn., 5 (1969),

(b), 898-910, (Russian). [English Trans : Diff. Equat., 652-661].

[109] N.I. YURCHUK, The method of energy inequalities in the study of operator-differential

equations, Dissertation, Moscow, (1981).



