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Résumé: I'influence des vibrations générées pendant le fonctionnement des machines
électriques sur leur comportement en général et particulierement sur leur rendement est tres
préjudiciable. Afin de cerner le probléme d’une manicre efficace, nous cherchons a établir la
ou les relations entre les vibrations et les autres grandeurs caractéristiques €lectriques qui
peuvent étre influencées, donc modifiées, lors de I’exploitation des machines ¢lectriques.

Lorsque le niveau des vibrations est élevé, les différentes parties de la machine
subissent des conséquences, le plus souvent, tres importantes, (désalignement, sortie des
sections d’enroulement etc...). Le comportement de ce dernier phénomene provoqué par une
sortiec de 1’encoche d’une section (barre) d’enroulement et son isolation fait partie de notre
étude.

Onsait que les meilleures conditions d’exploitation d’une machine électrique, quelque
soit son régime de fonctionnement, sont obtenues au point nominal (condition de température
normale, donc pertes et rendement acceptables). IL est évident que lorsqu’il y a variation de
I’entrefer due a la sortie de I’encoche d’une section ou barre d’enroulement, les grandeurs
caractéristiques, (on cible ici les grandeurs électromagnétiques) changent. Comme le
rendement de ces machines est strictement lié aux pertes, celles-ci dépendent des courants
statorique et rotorique, des efforts mécaniques, de la forme des encoches, de la répartition du
champ magnétique sur la circonférence du stator, du champ électrique engendré par la tension
d’alimentation, du comportement de I’isolation, etc...).

Des travaux antérieurs (voir bibliographie) ont été entrepris pour étudier la possibilité
d’atténuer I’influence des vibrations sur le fonctionnement des machines électriques.

Mots clés : machines électriques, vibrations, champs magnétiques, pertes.



Abstract :

The influence of the vibrations generated during the operation of the electric machines
on their behavior in general and particularly on their output is very prejudicial. In order to
determine the problem in an effective way, we search to establish the relations between the
electric vibrations and the other characteristic sizes which can be influenced, therefore
modified, at the time of the exploitation of the electric machines.

When the level of the vibrations is high, the various parts of the machine undergo
consequences, generally, very significant, (misalignment, left the sections of rolling up etc...).
the behavior of this last phenomenon caused by an exit of the notch ofa section (bars) rolling
up and its insulation belongs to our study.

It is known that the best conditions of operating of an electric machine, some is its
operation, are obtained at the nominal point (condition of normal temperature, therefore
acceptable losses and output). It is obvious that when there is a variation of the air-gap due to
the exit of the notch of a section or bars rolling up, the characteristic sizes, (electromagnetic
fields here are targeted) change. As the output of these machines is strictly related to the
losses, those depend on the currents stator and rotor, the mechanical efforts, the form of the
notches, the distribution of the magnetic field on the circumference of the stator, the e lectric
field generated by the supply voltage, of the behavior of the insulation, etc...).

Former work (see bibliography) was undertaken to study the possibility of attenuating
the influence of the vibrations on the operation of the electric machines.

Key words: electrical machines, vibrations, magnetic fields, losses.
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Le but du travail consiste a étudier I’influence des vibrations générées pendant

le fonctionnement des machines électriques sur leur comportement en général et
particulierement sur leur rendement. Afin de cerner le probléme d’une maniére
efficace, nous nous sommes efforcés de chercher a établir la ou les relations entre les
vibrations et les autres grandeurs caractéristiques électriques qui peuvent étre
influencées, donc modifiées, lors de I’exploitation des machines électriques. Lorsque
le niveau des vibrations est élevé, les différentes parties de la machine subissent des
conséquences, le plus souvent, tres néfastes, (désalignement, sortie des sections
d’enroulement etc...). Nous allons nous intéresser au comportement de ce dernier
phénomeéne provoqué par une sortie de 1’encoche d’une section (barre) d’enroulement
et son isolation

Les meilleures conditions d’exploitation d’une machine électrique, quelque

soit son régime de fonctionnement, sont obtenues au point nominal (condition de
température normale, donc pertes et rendement acceptables). Il est évident que
lorsqu’il y a variation de 1’entrefer due a la sortie de I’encoche d’une section ou barre
d’enroulement, les grandeurs caractéristiques (on cible ici les grandeurs
électromagnétiques) changent. Comme le rendement de ces machines est strictement
lié aux pertes, celles-ci dépendent des courants statorique et rotorique, des efforts
mécaniques, de la forme des encoches, de la répartition du champ magnétique sur la
circonférence du stator, du champ ¢électrique engendré par la tension d’alimentation,
du comportement de 1’isolation, etc...).

Des travaux antérieurs (voir bibliographie) ont été entrepris pour étudier la
possibilité d’atténuer I’influence des vibrations sur le fonctionnement des machines
électriques. Le résultat de ces travaux a abouti a la compensation active des vibrations
qui ont permis, une atténuation relative de ’effet sur le fonctionnement. Néanmoins,
le comportement des grandeurs électromagnétiques affectées de 1’effet vibratoire
reste a analyser. Lors de I’apparition des vibrations pendant le fonctionnement,
comme signalé plus haut, des courants capacitifs agissent sur 1’isolation en fonction
de son épaisseur. La question qui se pose: quelle épaisseur d’isolation faut-il assurer
pour que I’influence soit la plus faible possible afin d’avoir des pertes relativement
acceptables, donc un rendement stable. Comment sera 1’influence des courants de
circulation et capacitifs sur le comportement de la machine. Nous voulons essayer a
travers ce travail de répondre a ces questions.

Nous étudions I’influence des vibrations qui apparaissent lors du
fonctionnement du groupe de production d’énergie électrique. Nous savons que dans
les centrales électriques, ce phénomeéne est extrémement génant et est a la base d’arrét
préjudiciable de la fourniture d’énergie électrique. Le probléme le plus fréquent
enregistré, parmi tant d’autres déja cités, est le comportement des paliers sous 1’effet
des vibrations, désalignement, rupture de métal,...).

Les points de contact des tbles sur le revétement semi conducteur peuvent étre
espacés et alors, une force électromotrice induite par le champ magnétique principal
apparait dans le revétement. Un phénoméne de condensateur donne naissance a une
autre courante capacitive qui se superpose au courant de circulation. A des tensions
différentes, selon la position de la barre dans 1’encoche, ce courant prend des valeurs
variables.



Comme il a été dit précédemment, nous cherchons a établir I’influence de ces
courants sur le fonctionnement de la machine en service, ce qui revient a décrire ces
phénomenes par des équations mathématiques dont I’analyse, puisque ces courants
sont périodiques, il devrait aboutir a une estimation relativement précise de 1’effet de
ces courants sur le comportement global.



Chapitre |



Le but de travail de recherche expose dans ce mémoire est de réaliser l'isolation
vibratoire d'une machine synchrone, pour la configuration présentée sur la figure 1.1.
Le niveau vibratoire global de la machine n'est donc par mis en cause, seule la
transmission de ses vibrations doit étre atténuée.

I-1: Introduction

Le but de ce premier chapitre est de spécifier le travail de recherche présenté, c'est-a-
dire la compensation des vibrations d'une machine tournante électrique, en utilisant
les forces magnétiques comme moyen d'action.

L'objectif du travail, c'est-a-dire, une méthode d’isolation vibratoire d’une machine
synchrone le principe physique employé pour atteindre ce but, ainsi que la machine
sur laquelle des tests seront effectués, y sont présentés.

Nous détaillons l'origine des vibrations d'une telle machine, et ensuite pailure
théorique de son spectre vibratoire a partir des méthodes d'analyse vibratoire .a partir
des sources de vibrations définies précédemment, et vérifions ces hypothéses sur un
signal expérimental provenant de la machine décrite a la section précédent le
paragraphel.3.4 permet aussi de détermine les composantes les plus génantes de ce
vibratoire, qui doivent étre éliminées en priorité pour atteindre le but fixé. Enfin le
modele mathématique du transfert a travers lequel les forces magnétiques agissent sur
les vibrations, est établi.ll s'agit d'un systeme linéaire variant périodiqguement dans le
temps (LVPT) nécessitent I'emploi de techniques de compensation appropriées. A la
fin ce chapitre, le probléme physique est finalement modélisé en termes de traitement
de signal, comme la génération de signaux de commande permettant d'atténuer au
mieux un signal périodique a systeme LVPT.

Un probléme fréquemment rencontré en analyse vibratoire est celui ou une structure
vibrante contamine son environnement direct en lui transmettant tout ou une partie de
ses vibrations par l'intermédiaire de ses points de fixation. La structure vibrante
constitue alors la source de vibrations, tandis que les structures recevant ces vibrations
sont appelées les structures réceptrices un exemple simple est représenté sur la figure
1.1, ou les vibrations d'une machine tournante sont transmises a une structure
réceptrice par lI'intermédiaire du socle de fixation de cette machine.

L'action d'isoler les structures réceptrices des vibrations de la source est appelée
isolation vibratoire
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Fig.1.1. Contamination vibratoire par une machine tournante

[1] consiste a minimiser la transmission des vibrations de la source vers les structures
réceptrices, méme si cette minimisation peut conduire a conduire a augmenter le
niveau vibratoire global (c'est a dire spatialement moyenné) de la source [2]. En ce
sens, elle est a différencier de l'atténuation vibratoire globale, qui a pour but de
minimiser le niveau vibratoire global de la source, mais qui peut provoquer
l'augmentation de la quantité de vibrations transmises a son environnement direct.

La section suivante expose le principe physique utilisé pour agir sur les vibrations de
la machine et réaliser l'isolation vibratoire recherchée.

I.1.1 Principe physique

Les différentes méthodes de contrdle de vibrations, permettant de réaliser l'atténuation
vibratoire globale ou l'isolation vibratoire d'un systeme donné, sont classées en deux
catégories:

- les méthodes de controle passives.

- les méthodes de controle actives.
La premiére catégorie regroupe les méthodes consistant & modifier la structure du
systeme .par exemple, dans le cadre de l'isolation vibratoire, les fixations de la source
peuvent étre
Constituées de matériaux absorbant les vibrations .La forme de la source vibratoire
peut aussi étre optimisée pour la rendre plus discréte et donc minimiser son niveau
vibratoire global (ce principe a par exemple été employé dons et [3] sur une machine
synchrone). Les methodes utilisant ce principe ne nécessitent aucun apport
supplémentaire d'énergic au systéme, d’ou leur dénomination de « passives ».
Malheureusement, leur cot de mise en oeuvre peut rapidement devenir prohibitif (par
exemple, changer les matériaux constitutifs ou la forme d'une machine existante), de
plus, elles sont peu efficaces sur les vibrations situées dans les basses fréquences

(typiguement en dessous de 1 a 2 kHz) [4].

Ces inconvénients peuvent étre contournés en utilisant des actionneurs extérieurs au
systeme comme moyens d'action sur les vibrations, parmi les actionneurs les plus
couramment utilisés on peut considérer les électroaimants [2], les vérins hydrauliques
ou pneumatiques [1], les actionneurs piézoélectriques [1], etc. Pour pouvoir étre mis



en ceuvre, ils nécessitent un apport d'énergie extérieure, ce qui explique la
dénomination de « méthode active ». La bande passante de ces actionneurs permet un
contrdle efficace pour les basses fréquences ou les méthodes passives n'ont que peu
d'effet, et leur colt de revient est directement lié au type et au nombre d'actionneurs
utilisés.

Afin de réaliser I'isolation vibratoire d'une machine tournante électrique, on utilise
une méthode active sans actionneur. Le rotor et le stator, générant chacun son propre
champ d'induction. Leur somme a linstant t et a la position angulaire 6 forme le
champ radial total :

b (t,6) Selon [5] et [5_bis] que I'‘élément _ _de surface_ds la
’ carcasse statorique situé a la position angulaire 6,
subit a l'instant t une force f(t,#) de direction radiale et de module:

2
el

Ho

£(t,0) = (1.1)

Ou W est la permittivité du vide et”b”(t,&)ﬂ le module du vecteurb~(t,8).

Cette force, dénommée « force de Maxwel », est donc en tout point de la surface

du stator, proportionnelle au carré de l'induction magnétique. C'est en utilisant ce
principe que 1’on peut espérer provoquées par sa rotation. En effet, supposons que I'on
alimente les bobines statoriques avec des courants additionnel appelés<<courants de
compensation>>. Ces courant créent un champ magnétique additionnel dans I'entrefer,
qui, d'apres la relation (1.1), engendre une force en tout point de la surface du stator
.Celui —ci réagit par des vibrations supplémentaires qui, ajoutées a celles générées par
la rotation de la machine, forment les vibrations totales de la carcasse statorique. Ce
principe physique est résumé par la figure 1.2. Ces vibrations additionnelles, afin de
minimiser les vibrations totales du stator au voisinage d'une position angulaire
donnée. On pourra alors utiliser cette zone de calme pour fixer la machine et réaliser
son isolation vibratoire vis-a-vis de la structure réceptrice. Il faut toutefois garder a
I'esprit que la force donnée par (1.1) suit une direction radiale. Par conséquent, les
seules vibrations que I’on peut atténuer par cette méthode sont les vibrations
statoriques radiales.

Vibrations
naturelles
du stator
courant additionnels | champ magnétique force vibrations vibrations
dans les |:> additionnel |:> additionnelle additionnelles totales
Bobines statorique dans l'entrefer sur le stator du stator du stator

Fig 1.2  Principe physique utilisé

Le principe physique décrit dans cette section permet d'avoir une idée précise de
I'implantation pratique d'une telle méthode. Elle est représentée par la figure 1.3, ou
une coupe transversale de la machine tournante de test est située sur la gauche.
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Fig. 1.3 : Implantation pratique de la méthode

Un ou plusieurs capteurs localisés autour d'une position angulaire donnée, sont
utilisée pour mesurer les vibrations statoriques a atténuer. Les signaux ainsi obtenus
sont discrétises, puis un processeur de traitement du signal est chargé d'élaborer les
signaux de commande nécessaires a leur minimisation. Les sorties de ce processeur
alimentent, par l'intermédiaire d'un amplificateur de puissance, une ou plusieurs des
bobines statorique de la machine. Les actionneurs employés (les bobines statorique de
la machine) font donc partie intégrante du systeme cible, ce qui constitue un intérét
économique et pratique considérable, et donne un sens a l'expression de méthode sans
actionneur.

Ce principe a été employé pour la premiére fois dans [6] sur des machines a courant
continu. Il a ensuite été adapté aux machins synchrones et implanté sous forme
analogique dans [3], puis sous forme numérique dans [7]. Nous verrons dans le
second chapitre, qu’un non stationnarité présente dans le transfert entre les courants
de commande et les vibrations qu'ils engendrent, amoindrit considérablement les
performances obtenues dans cette application. Le but de ce travail de recherche est
donc d'elaborer un algorithme de commande prenant en compte ce non stationnarité,
et minimisant au mieux les vibrations du stator autour d'une position angulaire
donnée.

Apres avoir présenté le principe physique utilisé par la méthode de compensation a
élaborer, la section suivante décrit les caractéristiques et les particularités du banc
d'essais sur lequel cette technique sera testée.



I-1-2 Description du banc d'essais

Afin de tester les performances de cette technique d'isolation vibratoire sur une
machine réelle, on dispose d'un banc d'essais constitué de deux machines de test, c'est-
a-dire celle sur laquelle on doit mettre en ceuvre l'isolation vibratoire. C'est une
machine synchrone triphasée a deux paires de p6les, d'une puissance de 10 kw. Sa
structure est le résultat des travaux de recherche menés dans [4], visant a atténuer son
niveau vibratoire global a I'aide de technique de contrdle passif. Sa coupe transversale
est représentée sur la figure 1.4. Elle est constituée d'un stator a 36 encoches inclinées

carcasse
statorique

PR L e Tt
rotor lisse
a aimants

permanents

T

hobinage
statorique

Fig. 1.4 Coupe transversale de la machine synchrone de test, issue de [3]

Continiment d'un pas dentaire, avec un bobinage a par diamétral. Cette inclinaison
contribue fortement a la discrétion vibratoire de la machine [3]. On peut noter sur
cette figure l'absence d'ailettes de refroidissement afin de pouvoir disposer les
capteurs des vibrations au plus pres de la carcasse statorique, et donc la forme et les
aimantations ont été optimisées de maniere & generer un champ d'induction quasiment
sinusoidal. Le trés faible taux d’harmonique de ce champ magnétique permet de
limiter les vibrations d'origine électromagnétique [3]. La deuxiéme machine est a
courant continu, et permet d'entrainer la machine de test si celle —ci fonctionne en
alternateur, ou de constituer sa charge si elle fonctionne en moteur. La figure 1.5
Montre la structure générale de ce banc d'essais. L'accouplement, ainsi que les
diverses suspensions, ont pour réle d'isoler la machine de test des vibrations du monde
extérieur et de celles engendrées par la machine a courant continu.
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Fig. 1.5 Structure générale du banc d'essais

Les mesures vibratoires effectuées sur la machine synchrone ne prendront finalement
en compte que ses propres vibrations, comme il a été montré dans [3]. Toute fois, les
fréquences de résonance des diverses suspensions pouvant atteindre 16 Hertz [3], la
fréguence de rotation des machines doit étre supérieure a 20 Hertz pour ne pas exciter
une résonance du banc, et risquer sa déterioration.

L'objectif de ce travail, le principe physique utilise pour l'atteindre, ainsi que la
machine de test sont maintenant connus. La section suivante cherche a mieux
comprendre la nature des vibrations dont veut minimiser la transmission, c'est-a-dire
celles des machines tournantes.

I-2 Vibrations d'une machine tournante électrique

1.2.1 Définition et mesure des vibrations

La vibration d'une structure, méme complexe, est communément définie (et
mesurée) en un point de cette structure. 1l s'agit alors du mouvement oscillatoire de ce
point de la structure autour d'une position déquilibre. En réponse a une ou plusieurs
forces excitatrices or les grandeurs physique usuelles permettant de caractériser un
mouvement, et donc une vibration, sont au nombre de trois:

- le déplacement

- lavitesse

- l'accélération.
De plus, le passage de I'une a l'autre s'effectue par simple dérivation ou intégration,
On peut donc utiliser indifféremment une de ces trois grandeurs comme mesure
représentative d'une vibration. Toutefois, I'accélération est celle qui permet de mettre



en évidence les phénomeénes vibratoire dons les fréquences sont les plus élevées [8].
C'est donc cette grandeur qui est choisie pour représenter les vibrations de la machine
synchrone, afin de pouvoir caractériser les effets de I'isolation vibratoire sur la page
fréquentielle la plus large possible.

Pour pouvoir effectuer ce type de mesure, nous disposons d'accélérometres
piézoélectriques [9], dont la sortie fournit une quantité de charges électriques
proportionnelle a I'accélération subie. Cette information est transformée en tension par
un amplificateur de charge [9] dont la sortie est un signal analogique directement
exploitable par un oscilloscope, un analyseur de spectre, ou tout autre appareil de
mesure. La bande passante de ces capteurs s'étend de 5Hz a 12kHz, et nous verrons
par la suite qu'elle est largement suffisante pour notre application.

1.2.2 : Origine des vibrations d'une machine tournante

électrique
D'aprés la definition donnée a la section précedente, seule les forces excitatrices
appliquées a une structure sont a l'origine de ses vibrations. Le transfert entre ces
forces et les vibrations qu'elles engendrent est la réponse mécanique de la structure,
selon le principe suivant :

forces 3 — mouvement
excitatrices réponse mécanique | —— » ~
—>

de la structure vibrations

Pour une machine tournante électrique, ces forces sont de trois natures différentes :

- aérodynamique

- mécanique

- électromagnétique
La contribution de chacune de ces sources est fonction du type de machine étudiée,
mais quelques comportements généraux peuvent étre soulignés. Les forces d'origine
aérodynamique proviennent de I'écoulement du fluide de refroidissement dans les
différentes parties de la machine, comme l'entrefer. Cet écoulement provoque des
variations aléatoires de pression dans la machine, ce qui engendre des forces ayant
surtout un caractere large bande. Elles peuvent donc exciter les résonances
mécaniques de la machine, et génerent des vibrations qui sont elles aussi aléatoires et
a large bande. Toutefois, dans le cas d’une machine avec ventilateur de
refroidissement, des vibrations sinusoidales dont la fréquence est le produit du
nombre d'ailettes du ventilateur par la fréquence de rotation peuvent apparaitre. La
machine de test décrite dans la section précédente étant refroidie a l'air et ne
comportant par de ventilateur, ses vibrations d'origine aérodynamique ont un caractére
purement aléatoire a large bande.

Les forces d'origine mécanique sont dues a des défauts de fabrication, de jeu ou
d'usure. On peut par exemple citer le phénomene de balourd dynamique provenant
d'un mauvais équilibrage du rotor, ou l'usure de l'accouplement reliant deux machines
différentes. Ces phénoménes générent en général des forces périodiques, dont les
fréquences sont liées a la fréquence de rotation de la machine. Les vibrations qu'elles
engendrent seront donc elles aussi périodiques, et leur transformée de Fourier
consistera en un ensemble de raies spectrales, de fréquences harmoniques ou sous
harmoniques de la fréquence de rotation. En ce qui concerne la machine utilisée pour
notre application, ces vibrations se limitent principalement au balourd mécanique,



générant des raies spectrales de fréquence égale a la fréquence de rotation ainsi qu'a
ses premiers harmoniques.

Les forces d'origine électromagnétique sont principalement des forces de Maxwell,
donc directement proportionnelle au carré du champ dinduction présent dans
I'entrefer de la machine (cf. équation (1.1)).Ce champ n'est jamais a répartition
purement sinusordale, et ceci pour un grand nombre de raisons (distribution spatiale
imparfaite des forces magnétomotrices créees par les enroulements et /ou les aimants
entrefers non constant, courant d'alimentation non sinusoidaux, etc). L'harmonique de
I'induction engendre donc un grand nombre de champ de forces tournantes a
répartition périodique, qui excitent la structure de la machine. A ces forces viennent
aussi s'ajouter celles dues a des défauts de fabrication comme le balourd magnétique,
traduisant une excentricité du champ d'induction de la machine. Pour une machine
synchrone, elles génerent toutes des vibrations périodiques, des fréquences
harmoniques a la frequence de la rotation. Une étude trés compléte des ces différentes
fréquence est faite dans [10]. Pour la machine décrite au paragraphe 1.2.3, il a été
montré [3] qui I'ensemble des raies spectrales provoquées par ce phénomene est
constitué de la raie encoche et de ses harmoniques. Elles ont pour origine la présence
d'un entrefer denté. La variation de permanence due aux encoches provoque une
variation de l'induction au droit de ces encoches. La machine de test ayant un rotor
lisse et un stator a 36 encoches, la fréquence des rais vibratoires engendrés se situe
autour des multiples entiers de 36 fois la fréquence de rotation.

Bien que cette soit relativement succincte, il faut étre conscient de I'extréme
complexité du processus de génération des vibrations d'une machine tournante
électrique. Ce rapide exposé sur l'origine des vibrations d'une telle structure, traitant la
question de maniere plus approfondie, n'a pas la prétention d'étre exhaustif. Son but
est seulement de donner une idée des différents types de vibration qui peuvent étre
engendrées dans une machine tournante, et des différents processus physiques qui
peuvent leur donner naissance. Pour la machine synchrone utilisée, on peut retenir que
les vibrations mesurées seront de deux types différents:
- Les vibrations d'origine aérodynamique auront un caractére aléatoire
large bande,
- Les vibrations d'origine mécanique ou électromagnétique auront un
caractére périodique, donc bande étroite.
Maintenant que les caractéristiques des vibrations généerées par la machine de test
sont connues, la section suivante permet de faire un choix parmi les nombreuses
méthodes d'analyse existant pour un tel signal.

1.2.3 Analyse d'un signal vibratoire
Préliminaires

La plupart des méthodes d'analyse étant implantées sur calculateur numérique, le
premier conditionnement a réaliser sur un signal vibratoire et son échantillonnage. De
plus, beaucoup de ces méthodes font intervenir la notion de fréquence. Il est donc
également nécessaire de définir la transformation permettant de passer du domaine
temporel au domaine fréquentiel. Cette opération est réalisée, sur des signaux
échantillonnés, par la transformation de fourrier en fréquence réduite (TFr). De sa
définition découle la condition déchantillonnage de Shannon. Suivant laquelle
I'échantillonnage d'un signal se fait sans perte dinformation. Nous allons voir



comment la TFr et cette condition sexpriment pour des signaux mono ou
bidimensionnels, c'est-a-dire dépendant d'une ou de deux variable. En effet, ces
derniers seront nécessaires dans le chapitre 3 pour l'étude des systémes
périodiquement dans le temps.

Signaux monodimensionnels

Les TFr directe et inverse d'un signal discret s (n) sont respectivement définies par
les relations:

S(a) = > s(mye iz 12)

1
N j2mxn
s(n) = J._;S(a)e da

e RN (1.3)
Pour que cette transformation existe, le signal étudié doit étre de module
Sommable. En effet, c'est une condition suffisante pour que la série exprimée en (1.2)
converge absolument vers une fonction continue [11].
La fréquence réduite sans dimension a est liée a la fréquence réelle v et a la fréquence
d'échantillonnage ve, exprimées toutes deux en Hertz, par:

a=Yc|-L;2 (1-4)
Ve 2 2

L'intervalle de définition de a donné en (1.4) correspond a la période principale sur

laquelle la fonction §(a), périodique de période 1, est étudiée. Cet intervalle équivaut a

la bande fréquentielle |--=,%| Hz. ceci conduit & la condition de Shannon permettant
d'éviter tout recouvrement de spectre lors de [I'échantillonnage: les signaux
analogiques originaux ne doivent pas contenir de composantes fréquentielles
supérieurs a = Hz. dans la pratique, on prendra soin de filtrer les signaux analogiques
fournis par les accéléeromeétres a l'aide d'un filtre passe-bas correctement dimensionné,
afin qu'ils Vvérifient cette condition. Une fois cette opération réalisée, I'échantillonnage

des signaux a la fréquence v, peut se faire sans probleme.

L'extension du cas précédent a un signale discret bidimensionnel est immédiate:

S, )= > S s(n, k)e izt so

N=—oo k=—co

(1-5)

1 ~

s(n.k) = [*, [, 8, B M dad 3

_1
2

La condition suffisante d'existence d'une telle transformation devient:

> Slsn k)| = e

N=—oo K=—o

De plus, les fréquences réduites a et p ont le méme intervalle qu'en (1.4). La condition
de Shannon bidimensionnelle impose donc au signal de ne pas avoir de composants



fréquentielles supérieures a = Hz, et ceci suivant ses deux variables fréquentielles
[12].

Panorama des méthodes d'analyse:

Les différentes méthodes d'analyse d'un signal vibratoire sont classées en trois
catégories différentielles.
La premiére regroupe les méthodes dites classiques, permettant surtout d'analyses des
signaux stationnaires. Dans le domaine temporel, on retrouve par exemple I'analyse
par indicateur, tels que I'amplitude maximale du signale, ou son facteur de créte [13].
Des outils statistiques tels utilisés [8].Dans le domaine fréquentiel, la méthode la plus
employée actuellement reste lI'analyse spectrale, donnant accés a la réparation de la
puissance ou de I'énergie d'un signal dans le domaine fréquentiel. Elle permet aussi de
calculer les fonctions de transfert fréquentielles éventuelles reliant différents signaux
vibratoires. Enfin, une de ses variantes, l'analyse cepstrale introduite dans [14],
permet de mettre facilement en évidence les modulations d'amplitude, méme aux
basses fréquences [9].
Les méthodes classees dans la deuxieme catégorie peuvent étre qualifiées de
modernes, et permettent I'analyse de signaux non -stationnaires. Les principales sont
les transformées temps fréquences (spectrogramme, Wigner- ville, scalogramme, etc)
[15]. Elles ont été utilisées plus tardivement, que les précédentes du fais de leur
complexité théorique, et de la puissance de calcul qu'elles nécessitent.
Enfin, la troisieme catégorie regroupe les méthodes émergentes et novatrices, d'un
usage encore peu courant dans l'industrie. Ces outils concernent par exemple les
techniques d'analyse cyclostationnaire [16], [17], [18], [19] comme la corrélation
spectrale, représentant Les liens statistiques enter différentes fréquences d'un méme
signal. Récemment, des statistiques d'ordre a deux ont aussi été utilisees [20]. En
effet, on a dans le domaine temporel de nouveaux indicateurs, Comme des moments
d'ordre supérieur a 2 (skewness, kurtosis) qui permettent de mieux caractériser la loi
de répartition de I'amplitude d'un signal. Dans le domaine fréquentiel, I'emploi des
multispectres (bispectre, trispectre, etc) peut aider a la recherche de couplages non-
linéraires [21]. On peut enfin noter I'emploi de modélisations non- linéaires comme
les filtres de Volterra, afin de mieux approcher les transferts mécaniques complexes
[22].

Pour le présent probléme d'isolation vibratoire, un outil permettant non seulement
de caractériser, mais aussi de quantifier les effets de la méthode employée est
nécessaire. La densité spectrale de puissance répond a ces exigences, puisqu'elle
permettra de localiser les fréquences des vibrations affectées, t de mesurer la variation
de puissance (globale et/ou par bande de fréquence) provoquée. Le prochain
paragraphe expose donc les définitions necessaires a son utilisation.

Introduction a I'analyse spectrale
Définition de la densité spectrale de puissance
L'analyse spectrale est un ensemble d'outils théoriques permettant d'analyser un
signal dans le domaine fréquentiel. Elle concerne, entre autre, le calcul des

repartitions de puissance ou d'énergie en fonction de la fréquence, également appelées
«densités spectrales». La section 1.3.2 a montré que les signaux vibratoires des



machines tournantes sont principalement constitués de composantes aléatoires et
périodiques. Pour de tels signaux, seule la densité spectrale de puissance est définie,
contrairement a celle d'énergie. Prenons par exemple un signal vibratoire a temps
continu s(t), mesuré sur une machine tournante électrique. On obtient, en
I'échantillonnant a la fréquence v, Vérifiant la condition de Shannon, le signal discret
s(n). Ce signal contenant des composantes aléatoires et périodiques, il n'est pas de
module sommable, et sa transformée de Fourier définie par (1.2) ne converge pas. Par
contre, sa version tronquée sur N échantillons s, (n) a bien une transformée de

Fourier, que I'on note sur §, () La densité spectrale d'énergie de ce signal tronqué
est définie par:

S, (@)= EﬂéN (a)|2]

ou E[.] représente l'opérateur espérance mathématique, et doit sa présence au
caractere aléatoire du signal de 'vibration.

Pour prendre en compte tout le signal s(n), il faut faire tendre le nombre
d'échantillons N vers I’infini, mais nous venons de voir que la transformée de Fourier
8y, () n’est alors plus définie. Pour forcer la convergence de cette série, on la

normalise par le nombre d’échantillons N, équivalent a une durée. On obtient donc:
A 2
y(ax) = lim |:—|SN (Na)| J (1-6)

La grandeur obtenue a bien une dimension de puissance (énergie divisée par
temps), et est fonction réelle de la fréquence. Il faut noter que la a est une fréquence
réduite sans dimension, dont I’intervalle de définition et le lien avec la fréquence
réelle v (en Hertz) sont donnés par (1.4). En généralisant (1.6), on peut déduire la
densité interspectrale de puissance entre deux signaux discrets de puissance moyenne
finie x (n) ety (n).

N —>o0 N

7,(@) = lim E[M} (1-7)

Ou * symbolise le complexe conjugué.

Cette grandeur, n'est plus une quantité réelle mais devient une fonction
complexe de la fréquence réduite a, dont le module peut étre interprété comme la
répartition fréquentielle de puissance commune au niveau des deux signaux.

La relation (1.6) est une définition théorique, mais elle ouvre la voie a la
méthode pratique d'estimation du spectre de puissance décrite dans le paragraphe
suivant.

Estimation de la densité spectrale de puissance

Sous les hypotheses conjointes de stationnarité (invariance temporelle des
propriétés statistiques) et d'ergotisme (les moyennes temporelles tendent vers des
valeurs finies et certaines) que nous supposerons toujours vérifiees par les signaux
vibratoires analysés, I'esperance mathématique de la relation (1.6) peut étre remplacée



par une moyenne temporelle. On obtient alors ».(e) en découpant le signal discret
S(n) en M tranches de L échantillons, et en effectuant la moyenne suivante :

1 MZ“l‘éLilfa)(z

ou §_ () est la transformée de Fourier de la i™ tranche de | échantillons

notée s (n). Cette relation n'est toujours pas utilisable en pratique a cause du nombre
infini de tranches. On construit donc une estimée de la densité spectrale de puissance

notée 7.(a) en prenant M fini mais suffisamment élevé

7o (ax) = I\J/-I I\IAZ::‘S_ ()

L

(1-8)

Cette méthode est appelée estimation par périodogramme moyenné, et on peut
montrer que c'est un estimateur consistant. De . (a). Les différentes densités

spectrales présentées dans la suite de ce rapport ont éte calculées par cette méthode.

Allure théorique de la densité spectrale de puissance d'un signal
vibratoire de machine tournante

D’aprés le paragraphe, sur I’origine des vibrations d’une machine tournante
éclectique, les forces excitant leur structure sont soit périodiques, soit aléatoires larges
bande. Les signaux de vibratoires qu'elles peuvent engendrer ont donc les mémes
caractéristiques, et I'allure générale de leur densité spectrale de puissance est montrée
a la figure 1.7, duale de la figure 1.6, mais en adoptant un point de vue frequentiel.

spectres de puissance fonction de transfert spectre de puissance
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Fig. 1.7 : Allure théorique de la densité spectrale de puissance d'un signal de
machine tournante électrique.

La densité spectrale de puissance yp(a)des forces périodiques est un
ensemble de raies damplitude variable. Celle y,(a) des forces aléatoires a un

caractére large bande. Par l'intermédiaire de la réponse mécanique dont la fonction de
transfert présente plusieurs résonances et anti-résonances, ces forces génerent un
signal vibratoire dont la densité spectrale de puissance y(a) présente a la fois des
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raies spectrales, et un caractere large bande. La section suivante est dédiée a vérifier
ce résultat en estimant la densité spectrale de puissance d'un signal vibratoire mesuré
sur la machine synchrone de test.

1.2.4 Exemple de signal vibratoire de la machine de test:

Le signal étudié dans cette section a été fourni par un accélérometre placé sur
la carcasse de la machine synchrone, afin d'en mesurer les vibrations radiales. Lors de
cette acquisition, cette machine était entrainée par une machine a courant continu a
une vitesse de rotation de 1428 tours par minute; ce qui correspond a une fréquence de
rotation de v, = 23,8 Hz.

La machine synchrone, fonctionnait en alternateur a vide, afin déliminer
I'influence vibratoire des courants statoriques. Le signal mesuré a été filtré par un
filtre analogique passe-bas de fréquence de coupure égale a 3 kHz et de pente -96 dB
par octave. Il a ensuite été échantillonné a v, = 10 kHz pendant 5 secondes. On
dispose donc d'un signal vibratoire discret de 50000 points vérifiant la condition
déchantillonnage de Shannon. Enfin, un capteur angulaire monté sur l'arbre de
rotation a permis l'acquisition d'un signal sinusoidal appelé top-tour, dont la fréquence
est égale a celle de rotation.

Domaine temporel.

La figure 1.8 donne I’allure temporelle du signal de vibrations mesuré, ainsi
que celle du signal de top-tour, dont une période représente une révolution compléte
du rotor de la machine.

On peut noter visuellement la présence d’un déphasage constant entre le top-tour et
certaines composantes périodiques du signal de vibration.

|
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Fig. 1.8: Allure temporelle de signal vibratoire brut

Ceci laisse présager la présence, au sein du signal vibratoire, d'un ensemble de
composantes périodiques synchrones au phénoméne de rotation. Ces composantes
restent des harmoniques de la fréquence de rotation, méme si elle varie au cours du
temps. Une maniére de les extraire est dappliquer la technique du moyennage
synchrone, qui consiste a utiliser le top-tour comme signal de référence pour découper
le signal de vibrations en tranches de longueur égale a une période de rotation. On
effectue alors une moyenne des différentes tranches, afin d'atténuer les composantes



non synchrones a la rotation, qu'elles soient périodiques ou large bande. Afin
que ce traitement soit réalisé dans les conditions optimales, il est nécessaire de re-
échantillonner le signal de vibrations d'une maniére synchrone au top-tour, c'est a dire
avec une fréquence d'échantillonnage multiple de la fréquence de rotation. Le resultat
obtenu pour 1024 échantillons par tour, c'est a dire une fréquence; d'échantillonnage
de ve = 24371 Hz est reporté sur la figure 1.9, ou on peut vérifier la stricte périodicité
des composantes synchrones (1.9(a)), par rapport au caractére plus aléatoire des
composantes non synchrones (1.9(b)). L'importance relative d'un type de composantes
par rapport a l'autre peut étre quantifiée par le rapport de leur puissance respective.
Une telle grandeur, pour un signal numérique sy(n) de N échantillons est donnée par :
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Fig 1.9 : Allure temporelle des résultats apres moyennage synchrone

1 N2 2
PSN = NZ‘SN (kX
k=0

(1-9)

Dans le cas présent, on obtient, pour les composantes synchrones, une puissance 16
fois supérieure a celle des composantes non synchrones. Ceci montre bien leur
prédominance dans ce signal vibratoire.
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Fig. 1.10: Densité spectrale de puissance du signal vibratoire



La figure 1.10 montre la densité spectrale de puissance estimée du signal
vibratoire, représentée en décibels. On obtient une densité spectrale composés a la fois
d'une partie raies de balourd large bande et de raies spectrales, comme prévu par la
figure 1.7. On peut clairement identifier les raies spectrales dues aux balourds
mécanique et magnétique, situées aux premieres fréquences harmoniques (le v, On
trouve ensuite, autour de 36 X vr = 857 Hertz, un groupe de raies d'encoche, ainsi que
leurs harmoniques autour des multiples entiers de cette valeur. Pour le coté large
bande, on peut noter la présence de deux résonances importantes (autour de 450 et
1700 Hertz), contribuant & I'amplification de certaines raies spectrales, dont le premier
harmonique de la raie dencoche. Les densités spectrales de puissance des
composantes synchrones et non synchrones sont données respectivement par les
figures 1.11(a) et 1.11(b). On retrouve, comme principaux phénoménes synchrones,
les raies de balourd ainsi que les raies d'encoche, variable jusqu'a 3400 Hz, et toutes
situées a des fréquences harmoniques de vr. Les phénomenes non synchrones sont,
quant a eux, principalement a caractere large bande, et couvrent toute la bande du
filtre passe bas utilis¢ dans la chaine d’acquisition. On note la présence de deux
résonnances importantes repérées sur la densité spectrale (1.10) amplifiant des raies
non synchrones a la rotation.
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Fig 1.11 : Densités spectrales de puissance apres moyennage synchrone

I est évident que cris deux signaux contiennent une foule de renseignements sur I'état de la
machine et sur son fonctionnement. Le signal correspondant aux composantes synchrones
étant strictement périodique, l'interprétation physique de chacune des raies de son spectre
serait certainement des plus fructueuses. Par' contre, le signal correspondant aux
composantes non synchrones nécessite, de' par son caractere aléatoire, une analyse plus
poussée. De plus, la périodicité- du phénomene de rotation qui I'engendre, incite a croire en
la présence de périodicités cachées au sein de ce signal, ce qui serait vérifiable grace aux
outils cyclostationnaires. L'emploi des méthodes temps-fréquence est aussi a envisager afin
de caractériser d’éventuels non stationnarités plus complexes. Enfin, les autres outils
d'analyse ne sont pas &, proscrire et conduiraient a des résultats intéressants, mais I'analyse
vibratoire n'étant pas l'objet de ce travail de recherche, nous n'en dirons pas plus sur ce

sujet.



Cette section a donc permis de donner un rapide apercu sur l'origine et la
nature des vibrations d'une machine tournante électrique, ainsi que sur les principales
méthodes de traitement du signal utilisées pour les analyser. De plus, un exemple de
signal vibratoire réel mesuré sur la machine de test a montré que pour cette machine,
les vibrations radiales prédominantes sont synchrones a la vitesse de rotation et que la
méthode d'isolation vibratoire envisagée doit atténue en priorité leur transmission.
Elles sont représentées, dans le domaine fréquentiel, par un ensemble de raies
spectrales situées aux fréquences harmoniques de vr Nous verrons au chapitre 4 que
leur synchronisme et leur périodicité PET mettent de développer des algorithmes
beaucoup plus simples que pour des vibrations a caractére aléatoire. Ce point est
important dans le sens ou la méthode élaborée doit étre implantable dans un
processeur numérique, afin de pouvoir fonctionner en temps-réel. La nature des
vibrations a atténuer étant maintenant connue, le modéle du transfert grace auquel on
pourra agir sur celles-ci va étre déterminé dans la section suivante.

1.3  Modélisation physique du transfert

1.3.1 Préliminaires

Le principe physique utilisé pour atténuer les vibrations d'une machine tournante a été
exposé a la section 1.2.2. On rappelle qu'il utilise des courants de compensation
additionnels i, (t),i, (t)eti, (t) dans les enroulements statoriques qui génerent, a la

position angulaire@, un champ magnétique supplémentaire b, (t,6). Ce dernier
engendre une force f; (t, 8) sur la carcasse statorique (voir équation (1.1)), qui répond
par des vibrations supplémentaires v. (t,6). Par un choix judicieux des courants de
compensation, ces contre-vibrations peuvent alors étre opposées aux vibrations
naturelles de la machine vn(t,d), afin de minimiser les vibrations totales du stator
v(t,0) autour de, la position angulaire 6. Les différents transferts intervenant entre les
courants de commande i, (t),i, (t) et i, (t) et le signal vibratoire v (t,6) mesuré en
sortie d'un accéléromeétre placé sur la carcasse statorique en 6 sont représentes sur la

figure 1.12. Le but de cette section est d'établir le modele de chacun des transferts de
cette figure, et d'énoncer les hypothéses nécessaires a leur validité.

v, (t,0)
e (t ) —> | .
L) ] stworaue PO [raquaton | KLO) ) gpenee - pe(6) Sy N(16)
L. (t) —> S du stator

Fig. 1.12: Transferts mis en jeu dans le systeme global

On peut d'ores et déja poser quelques hypotheses permettant de simplifier le
probléme original.

On considere premierement que les effets de bords dus a la machine sont
inexistants. Les phénomeénes mis en jeu dans i°™ coupe transversale de la machine
seront donc identiques tout le long de celle-ci. Cette remarque est trés importante car
elle permet de réduire le probléeme tridimensionnel original a un probléme
bidimensionnel. Dans la suite de ce mémoire, il est donc suffisant de limiter I'étude

théorique a celle d'une section transversale.



La seconde hypothése concerne la perméabilité magnétique du fer qui est
supposée infinie. Ceci implique la normalité du champ magnétique par rapport aux
surfaces statoriques et rotoriques délimitant I'entrefer.

En troisiéme lieu, on considere qu'il n'y a pas de déformation des lignes de
champ au voisinage des conducteurs contenus dans la machine. Ces deux dernieres
hypothéses, conjointement avec le fait que I'entrefer soit consideré lisse, permettent de
supposer le champ magnétique radial en tout point de I'entrefer. On ne parlera donc
plus dans la suite de ce rapport de la direction on du module du champ magnétique,
mais seulement de sa valeur. Celle-ci sera comptée positive si le champ est dirigé du
centre de la machine vers I'extérieur, et négative dans le cas contraire.

Enfin, la quatrieme et derniére hypothése est la non saturation du circuit
magnétique de la machine, quel que soit son état de fonctionnement. Le champ
d'induction est donc toujours proportionnel au champ magnétique, quelle que soit sa
valeur.

Apreés ces premieres simplifications, nous allons progresser le long du schéma
de la figure 1.12, en partant des courants de commande pour finalement en déduire
I'expression de v,(t,8).

1.3.2 Effet des enroulements statoriques

Le premier transfert & modéliser est celui reliant les courants de compensation
i, (t),i,, (t)et iy (t) parcourant les enroulements statoriques, au champ d'induction be
(t,0) qu'ils créent en . Pour ce faire, nous devons connaitre les caractéristiques des
trois bobines statoriques de la machine de test. Elles sont a ouverture diamétrale,
géométriquement décalées de 2~ radians, et ont chacune p = 2 paires de poles. Elles
sont représentées schematiquement sur la figure 1.13, qui symbolise une coupe
transversale de la machine de test. L'origine du repere lié au stator fixant la position
angulaire @ est l'axe de la bobine statoriqgue numeéro 1. En supposant ces trois
enroulements identiques et idéalement répartis, et en négligeant l'effet de saillant dd
aux faibles variations de I'entrefer lisse, le champ d'induction créé par les courants de
commande prend la valeur suivante:

) = bobine statorique 1

= bobine statorigue 2

s, N

= babine statorique 3

-~
-

Fig.1.13:Enroulements statoriques de la machine synchrone de test



b.(t,0) = K[cos(p&’)ilc (t) + cos(pb - %)izc )+ cos(pe—%r)isc (t)} (1.10)

L'effet des enroulements statoriques peut donc étre modélisé par un gain
multiplicatif variant sinusoidalement avec: la position angulaire & et agissant sur
chaque courant, suivi d'un additionneur trois voies.

1.3.3 Expression de la force de Maxwell

La seconde expression & calculer est celle de la force f_(t,6) engendrée par le

champ de compensation, et appliquée a la carcasse statorique en 6.

D’apres 1’équation (1.1), elle ne dépend pas uniquement de b, (t,6) , mais du
champ d’induction total b (t,6) , généré a La fois par le rotor et, le stator. Afin de
déterminer I'expression de b(t,d), on se place dans le cas ou la machine synchrone de
test est en fonctionnement normal. Elle est donc utilisée en moteur alimenté par un
systeme de courants triphases equilibré, ou en alternateur débitant sur une charge
triphasée équilibrée, sans aucun courant de compensation parcourant ses
enroulements. Dans [3], la structure de cette machine a été optimisée de sorte que
pour un tel fonctionnement, son champ d'induction ait une répartition temporelle et
fréguentielle quasiment sinusoidale. On peut alors exprimer b(t, 8) sous la forme :

b(t,0) = Bcos@nrpv,t — po + @)

ou les constantes B et ¢ dépendent des caracteristiques de la machine et du

mode de fonctionnement choisi. On peut remarquer que dans le cas d'une machine
synchrone quelconque, l'approximation au premier harmonique permet d'écrire la
méme relation.

Si les courants de compensation sont injectés, sous forme additionnelle dans
les enroulements statoriques de la machine, ils vont creéer le champ b¢(t,0) qui
s'ajoutera au champ précédent en vertu de I'nypothése de non-saturation du circuit
magnétique. On obtient donc la forme générale du champ d'induction total de la
machine de test :

b(t,f@) = Bcos@npv,t — p@ + @) + b.(t,0) (1.12)

ou I'expression de b, (t,8) en fonction des courants de compensation est donnée
par la relation L'équation (I.1), donnant I'expression de la force due au champ
d'induction de la machine et subie par I'élément de surface statorique ds situé en 6
peut s'écrire, en utilisant (1.11) :

f@e):fs[Bam@qwg—p9+¢y+qaﬁﬂ2

oy

2
fmwzid

oS’ (27pv.t — pO+ ) + Bd, cosRapv.t — pd+ )b, (t,0) + st b, (t,8)

Ho Hy Ho

Le premier terme de cette somme est engendré par le seul champ d'induction
dd au fonctionnement normal de la machine! Il provoque I'apparition d'un champ de



force périodique de fréquence2pv, , et se retrouve dans tous les cas de figure, méme
en l'absence des courants de compensation. Ce n'est pas le cas des deux derniers
termes, qui apparaissent avec b, (t,&), et donc avec i, (t),i, (t) et i, (t) .

IIs donnent I'expression de la force de compensation f.(t,0) créée par ces
courants, que I'on peut mettre sous la forme :

f (t,0) = F cosapv,t — pO + )b, (t,0) + F,b (t,0)> (1.12)

Le transfert entre le champ de compensation et la force qu'il engendre est
donc, dans le cas général, a la fois non-linéaire et variant dans le temps. En effet, ce
dernier caractére est contenu dans le premier terme de la somme (1.12), ou l'entrée
(b, (t,8)) est multipliée par tin gain fonction du temps. Quant a la non linéarité, elle

provient du second terme de cette somme qui est quadratique.

Une derniére hypothése, portant sur les courants de compensation, va nous
permettre de simplifier cette relation. En effet, le rble de ces courants est d'atténuer les
vibrations de la machine de test, mais ils ne doivent en aucun cas perturber son
fonctionnement. En ce sens, ils doivent rester faibles devant les courants statoriques
présents lorsque la machine est utilisée normalement. Il en découle que le champ de

compensation b, (t,#) qu'ils engendrent sera petit devant celui de la machine en

fonctionnement normal. Donc pour des courants de compensation assez faibles, le
terme quadratique de la relation (1.12) peut étre négligé devant l'autre terme, d'ou
I'approximation suivante :

f.(t,0) ~ Fcosnpv, — pO@ + p)b_(t,0) (1.13)

Cette relation traduit un transfert linéaire et variant périodiqguement dans le
temps de fréquence pv,, entre b (t,0)et f (t,6), la non-linéarité de la relation (1.12)

ayant disparue avec le terme quadratique. Lors de I'élaboration de l'algorithme de
compensation dans le chapitre 4, on prendra soin de limiter la puissance des courants
de compensation, de sorte (que la relation (1.13) soit toujours valable.

1.3.4 Effet de la carcasse statorique

Le dernier transfert qu'il reste & déterminer sur la figure 1.12, relie la force de
compensation appliquée a la carcasse statorique en ¢, a la vibration additionnelle
V,(t,6) que cette derniére donne en réponse. IL s'agit donc de la réponse mécanique

du stator, qui est fonction de la position 4gulairé considérée. On imagine bien la
complexité d'un tel transfert, c'est pourtant sur lui que nous allons faire I'nypothése la
plus forte : il est supposé linéaire et invariant dans le temps. Il peut donc étre
entierement modélisé par une fonction de transfert fréquentielle au sens classique du
terme, qui est a la fois fonction de la fréquence réelle v et de la position angulaire, 9 et
notée g(v,0). Cette approchera a déja été adoptée dans [6] et [3], avec de bons
résultats de modélisation. De plus, quelques éléments de réponse peuvent étre trouvés
dans [Ful96, chapitre2], ou l'auteur montre qu'un cylindre de longueur finie répond a
divers types de champ de force sinusoidaux en temps, par ini déplacement de méme



fréquence. Ceci conforte donc I'hypothese de linéarité et d'invariance; dans le temps
pour la réponse mécanique du stator, puisque sa structure est bien celle d'un cylindre
de longueur finie. Si son comportement savérait malgré tout plus compliqué,
§(v,0) permettrait tout de méme de modéliser la partie linéaire, de sa réponse
mécanique.

De plus, on rappelle qu'en pratique, les signaux vibratoires sont fournis par des
accélerométres, dont le transfert est linéaire et invariant dans le temps dans la bande
fréquentielle considérée. Le transfert de ce capteur devrait donc apparaitre sur la
figure 1.12 aprés le signal vibratoirev(t,8) . On peut en fait considérer que la fonction
de transfert fréquentielle du stator englobe celle du capteur, puisqu'elles sont de méme
type. §(v,0) servira donc de modele a la fois a la carcasse statorique et a
I'accélérometre.

1.3.5 Transfert global entre les courants de commande et les vibrations
engendreées

Tous les transferts de la figure 1.12 ont donc été détermines. En utilisant les
équations (1.10) et (1,13) ainsi que les: remarques du paragraphe précédent, on peut
représenter le modeéle du systeme global comme sur la figure 1.14.

m(t,0) = F cos(2zpv,t — p6+¢)

b,(t,0) | f.(t0)

________________________________________________

enroulements equation réponse mécanique
statoriques (1.1) du stator

Fig. 1.14: Modeéle a temps continu du systeme global

Le systeme situé entre lés courants de commande et la vibration additionnelle
gu'ils engendrent est bien linéaire. Toutefois, la présence du signal sinusoidal

modulant en amplitude le champ d'induction b,(t,&)fait varier ses caractéristiques

périodiquement dans le temps. Le terme «caractéristiques» désigne ici les grandeurs
représentatives du systéeme, comme sa réponse impulsionnelle ou sa fonction de
transfert fréquentielle. Le systeme global peut donc étre vu comme un systeme
linéaire variant périodiguement dans le temps (LVPT), a trois entrées et une sortie. Il
est a noter que ce transfert a été validé grace a des signaux réels dans [21] a I'aide des
statistiques d'ordre supérieur (bispectre et bicohérence). Il est sera donc considéré
comme parfaitement valable, dans la suite de ce mémoire.

Enfin, on peut remarquer que chaque courant de commande ne peut agir sur
toute la circonférence de la carcasse statorique. En effet, si on se limite au courant
i, (t), le gain cos(p®) qui lui est appliqué en enteée lui interdit de pouvoir engendrer



une quelconque vibration additionnelle pour des positions angulaires

vérifiant 6 = (2k +1)2£p’ ou ke {0,1,....2p —1} Par exemple, pour la machine de test le

nombre de paires de pdles p étant égal a deux, cette entrée ne peut engendrer de',
vibrations aux positions angulaires %,3% 5z et Iz radians. Par contre, les autres ent

nées peitvenfprendre le relais puisque leurs gains respectifs ne sont alors pas nuls. On
peut donc d'ores et déja voir qu'en se limitant a un systeme moné&-entrée, on ne peut
avoir d'action sur tout le stator, contrairement a un systéeme multi-entrées.

1.4 Conclusion

Ce premier chapitre a. permis de bien spécifier le sujet du travail de recherche
présenté dans ce mémoire.

L'objectif' général de ce travail est de réaliser l'isolation vibratoire de la
machine synchrone de test présentée au paragraphe 1.2.3. Il a ensuite été montré
gu'une maniére d'atteindre cet objectif est de minimiser les vibrations de la carcasse
statorique autour d'une position angulaire, et de se servir de cette «zone de calme»
comme zone de fixation. On a vu enfin que le principe d'action sur les vibrations de la
machine est l'utilisation des forces radiales 'd'origine magnétique, générées par des
courants de compensation dans les enroulements de cette machine.

Dans la seconde section, il a été montré que les vibrations synchrones au
phénomeéne de rotation (donc périodiques et de fréquence harmonique de la fréquence
de rotation v;) sont prédominantes dans les vibrations radiales de la machine de test.
La méthode a élaborer doit donc chercher a les atténuer en priorité, et doit | pouvoir
couvrir tout le spectre vibratoire fréquentiel jusqu'a 3 kHz.

Enfin, la modélisation du systeme mis en jeu, réalisée dans la troisieme et
derniere section, a mis en évidence qu'il pouvait étre considéré comme' linéaire et
variant périodiquement ans le temps, sous I'nypothése de courants de compensation
assez faibles. Le but a atteindre est donc datténuer au mieux un signal formé de
composantes spectrales de fréquences harmoniques de vr a travers un systéme linéaire
et variant périodiquement dans le temps de fréquence pv, connue, tout en gardant la
possibilité de limiter le niveau des signaux de commande.

Avant d'essayer de résoudre ce probléme, nous; allons nous pencher, dans le
prochain chapitre, sur I'étude des travaux qui ont déja été effectués sur ce sujet.



Chapitre 11



1.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter les méthodes «classiques» employées dans
le domaine du controle actif de vibrations, et de montrer leur insuffisance pour la
présente application. En effet, ces méthodes supposent la présence de transferts
linéaires et invariants dans le temps au sein du systeme global de contrdle. Elles ne
sont donc pas adaptées au systeme linéaire et variant périodiqguement dans, le temps
dont le modéle a été déterminé au chapitre précédent.

Nous verrons que cette particularité diminue fortement leurs performances, et
qu'elles deviennent alors difficilement exploitables.

Introduction au concept de base du contréle actif décrit les différentes
stratégies d'implantation ainsi que les algorithmes les plus couramment utilisés. Les
divers travaux de recherche dont ce sujet a précédemment fait I'objet, ainsi que les
résultats obtenus y sont analysés.

I11-2 Introduction au contréle actif classique

11.2.1 Généralités

Historiquement, les techniques de contr6le actif ont été élaborées afin de lutter
contre des ondes sonores indésirables [23],[ 24],[ 25]. La propriéeté fondamentale
qu'elles utilisent est le principe de superposition. En effet, une source appelée «source
primaire» est supposée générer un bruit que l'on veut éliminer. Un systéme de
contrble actif est chargé d'émettre, par l'intermédiaire d'une source secondaire, un son
de méme amplitude que ce bruit, mais de phase opposée. Idéalement, ces deux ondes
s'ajoutent I'une a l'autre et forment ainsi une erreur résiduelle nulle, comme indiqué
sur la figure 2.1. Toutefois, les erreurs modélisation pouvant se produire sur les
différents transferts présents dans le systéme, ainsi que le caractére souvent aléatoire
des signaux de perturbation, font que dans le cas général, on ne peut annuler
complétement I'erreur résiduelle. Par contre, on peut chercher a l'atténuer au mieux en
calculant le bruit secondaire optimal qui minimise une fonction de colt dépendant de
d'erreur résiduelle. Ce codt est choisi quadratique dans lI'immense majorité des cas,
d'une part parce que cette grandeur, homogene a une puissance sonore, caractérise
bien les performances d'atténuation du systeme de contréle, et d'autre part parce que
ce type de codt permet une grande simplification des-calculs. Il est a remarquer que le
bruit élaboré par le systeme de contréle actif ne sera optimal qu'au sens de cet indice
de performance.



bruit a eliminer

I/ source primaire
de bruit

\ capteur

erreur résiduelle
pulle
¢ T = X

Fig 2.1 : Principe général du contrdle actif de son

source secondaire

Plus généralement, le principe du contrdle actif peut étre appliqué a divers
types de perturbations, dont les vibrations. La figure 2.2 reprend la figure 2.1, mais
dans un cadre plus général, ou les perturbations peuvent étre d'une nature physique
quelconque. La perturbation générée uniguement par la source primaire au niveau du
capteur est notée d Celle générée au méme point par la source secondaire, et donc par
la commande i, est notée v, et peut étre considérée comme une contre-perturbation. Le
systeme de contrdle actif doit étre capable d'élaborer la commande iqy, Optimale au
sens ou elle doit minimiser un critére quadratique dépendant de I'erreur e = d+v.

capteur

/ e =d + Verreure

O > a minimiser

commande i J
a élaharer \
source

secondaire

Fig2.2: Principe général du controle actif

Une fois ce minimum atteint, on peut dire que la puissance de I’erreur résiduelle a été
diminuée, et la perturbation compensée grace a 1’action de la contre-perturbation
génerée par la commande optimale.

En représentant les transferts existant entre les différents signaux mis en jeu,
on obtient le modele de la figure 2.3.



source primaire
de perturbations

A\ 4
o

Fig 2.3: Transferts mis en jeu dans un systeme de controle actif

On définit tout d'abord un signal x, que I'on nomme signal de référence. Il est
dd exclusivement a la source primaire, et permet de modeliser le trajet parcouru par la
grandeur physique perturbatrice de cette source au capteur. En effet, le transfert
primaire noté P, relie la référence x a la perturbation mesurée d. Il est a noter que le
signal de référence, s'il est accessible a la mesure, permettra au systeme de contrdle
actif de prédire certaines caractéristiques des perturbations a éliminer au niveau du
capteur. Ensuite, le transfert donnant le lien entre le signal de commande i de la
source secondaire, et la contre-perturbation v qu'elle engendre au niveau du capteur;
est noté S. Finalement, on voit qu'on ne peut atténuer que par l'intermédiaire de ce
transfert secondaire. Il est donc naturel de penser que les perfor-rnances du systéme
de contréle actif seront tres dépendantes des caractéristiques de S.

Afin d'illustrer les différents signaux et systemes de la figure 2.3, nous allons
décrire quelques exemples applicatifs de contrble actif de vibrations. Le premier
exemple, dont le schéma de principe est donne par la figure 2.4, concerne le controle
actif des vibrations dune poutrelle métallique de longueur infinie, soumise a des ondes
de flexion qui se propagent de la gauche vers la droite. Un premier accélérometre
fournit le signal de référence x, représentant les vibrations de la poutrelle en une
position amont par rapport a un second accélérometre.

capteur

accélérometre

onde de flexion

source
" secondaire _—
poutrelle métallique =

vérin 2

Fig 2.4 : Controle actif des vibrations d’une poutrelle métallique



Ce dernier mesure le signal d’erreur & minimiser, ou, en 1’absence de signal de
commande i, les vibrations d a éliminer. Le transfert P de la figure 2.3 est donc celui
reliant les signaux x et e, en labsence de commande i. Cette derniere agit
additivement sur d en créant la contrevibration v grace a une source secondaire,
constituée par un vérin. Le transfert S relie quant a lui la commande i du Vvérin, ait
signal d'erreur e, en l'absence des perturbations engendrées par les ondes de flexion.
Pour cette application, le signal de référence peut étre considéré comme une version
des perturbations qui vont affecter le second accéléromeétre, et peut donc étre utilisé
afin de les predire:

- Le second exemple auquel on peut s'intéresser est celui de I'application
décrite au chapitre précédent, concernant le controle actif des vibrations d'une
machine: tournante -électrique.

Dans ce cas, la difficulté revient & déterminer un signal de référence
représentatif des vibrations a éliminer, dont. La seule source est la rotation de la
machine. Intuitivement, on peut penser que le signal de sortir d'un capteur angulaire
fixé sur lI'arbre de rotation (signal de top-tour) peut remplir cette condition. En effet, il
fournit une sinusoide dont la fréquence est celle de rotation v. Ce point- est confirmé
par les résultats obtenus a la section 1.3.4, ou il a été montré que les vibrations de la
machine de test étaient principalement constituées d'un ensemble de sinusoides; dont
les fréguences sont les harmoniques de vr Dans la suite, c'est donc ce choix qui sera
fait pour le signal de référence, qui fournira le fondamental des vibrations périodiques
a éliminer.

Le schéma correspondant a cette configuration est celui de la figure 2.5.

Le signal derreur est mesuré par un accélérometre placé sur la carcasse
statorique de la machine, alors que le signal de référence est fourni par un capteur
angulaire placé en bout d'arbre rotorique. Les signaux de commande sont au nombre
de trois, et correspondent aux courants injectés dans chacune des bobines statoriques
de la machine. Le transfert P relie le signal de top-tour x aux vibrations a éliminer d,
que l'on peut mesurer en sortie de l'accélérometre lorsqu'il n'y a aucun signal de
commande. Le transfert secondaire S reliant les signaux de commande, aux contre-
vibrations qu'elles engendrent a déja été étudie a la section 1.4, et sa structure est
représentée a la figure 1.14. Cette fois, la référence ne représente pas une version
future des perturbations a éliminer, mais permet de déterminer certaines de leurs
caracteristiques, comme leurs fréquences.

Il existe beaucoup d'autres applications qui ont été étudiées dans le cadre du
contrble actif des vibrations (voir en particulier les exemples données dans ([2], [4],
[20]). On peuts neanmoins noté qu’elles reposent toutes sur le modele de la figure
2.3.
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Fig. 2.5: Contrdle actif des vibrations d'une machine tournante électrique

Apres avoir établi le modele général d'un systeme de contrdle actif, nous
allons déterminer celui du contrdleur a utiliser, qui est fonction de la disponibilité d'un
signal de référence x représentatif des vibrations a éliminer.

11.2.2 Choix d'une stratégie de commande
Stratégie «feedback»

Dans un premier temps, on suppose ne pas disposer d'un signal de référence
correct. Ceci peut arriver par exemple si on ne possede pas le capteur correspondant
(le capteur angulaire dans notre cas de figure), ou si ce signal est physiquement
impossible a mesurer (le bruit ambiant dans une piéce contenant de nombreuses
personnes, par exemple). La seule information disponible sur la perturbation a
éliminer et sur l'atténuation réalisée par le systéme est donc le signal d'erreur. Il
constitue la seule entrée du contrdleur, alors que sa sortie est le signal de commande a
élaborer. On obtient une structure a boucle de rétroaction, plus communément
dénommeée structure feedback, dont le principe et les transferts mis en jeu sont
représentés  sur la figure 2.6, et ou le transfert du contréleur est noté C.

T source primaire\ X
( source primaire de perturbations P
de perturbations capteur
e

source secondaire S v
\\ i
& controleur C
i
(a) principe (b) transferts mis en jeu

Fig.2.6 Structure feedbanck



Cette structure a été intensément étudiée en automatique, et une multitude de
méthodes ont été élaborées pour trouver un correcteur satisfaisant, qui ne seront
pourtant pas utilisées par la suite. En effet, la plupart d'entre elles supposent le
transfert S linéaire et invariant dans le temps alors qu'il a été montré linéaire et variant
périodiquement dans le temps (voir section 1.4).

Dautre part, elles imposent toutes d'étudier la stabilité du systéeme boucle, ce qui peut
devenir difficile avec un tel transfert. Enfin, nous disposons d’un signal de référence
fourni par le capteur angulaire décrit précédemment.

Comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, la présence de ce signal
permet d’adopter une structure différente pour le contrdleur.

Stratégie « feedforward » :

Dans un second temps, on suppose pouvoir mesurer un signal de référence fournissant
assez d’indications sur les perturbations engendrées par la source primaire. Le
contrdleur bénéficie alors de deux sources d’informations pour élaborer la commande
optimale et estimer le taux de compensation qu’il atteint : le signal de référence et le
signal d’erreur. Il peut donc prendre la structure décrite sur la figure 2.7
appelée structure feedsorward [44]. Le signal de référence constitue sur les
perturbations a éliminer pour élaborer la meilleure commande i, le signal d’erreur,
quant a lui est utilisé pour mesurer les performances atteintes par le systeme de
contrdle actif, et modifier les caractéristiques du contréleur si elles ne sont pas
satisfaisantes. Grace a ce principe, le contrdleur et la commande i, vont converger
vers leur valeur optimale, et la fonction du coGt vers son minimum.
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Fig 2.7 : Structure feedfoward

D’apreés la figure 2.5, nous disposons, pour réaliser le systeme de controle actif
désiré, d’un signal de référence grace au capteur angulaire monté sur I’arbre de
rotation de la machine, le contréleur utilisé aura donc une structure feedforward, et le
prochain paragraphe a pour but d’établir sa valeur optimale permettant d’atteindre le
maximum de compensation, et donc le minimum de la fonction de codit.

11.2.3 : Controleur feedforward optimal :

Le controleur employé est supposé avoir une structure feedforward identique a
la figure 2.7, de plus, les transferts P et S mis en jeu dans le systeme global de
contréle actif sont supposés linaires.

Cas général :

On peut donner, dans le cas général de la figure 2.7 (b), I’expression du transfert
optimal Cop du controleur feedforward ne vérifiant aucune contrainte de causalité ni
de stabilité. Pour cela, il faut exprimer le signal d’erreur e en fonction des signaux et



des transferts du systéme global. Dans un premier temps, les transferts P et S ne sont
pas supposés invariants dans le temps, et le symbole mathématique « 0 » se lisant
« appliqué a» doit étre utilisé pour relier leur entrée a leur sortie. Par exemple, le
signal ; est la sortie su transfert C d’entrée x , ce qui se note :

i=Cox (2-1)
En suivant cette notation, on obtient pour des transferts linaires :
e=d+v=Pox+SoCox=(P+SoC)ox (2-2)

Pour annuler les erreurs, le transfert du contréleur optimal doit donc vérifier
I’équation :

SOCQp[:'P

On peut alors définir Sjq,, le transfert inverse de S qui Vérifie, pour un signal y
quelconque :

Siwo0Soy=SoSj,yoy=y (1-3)
L’expression du contrdleur optimal sans contrainte devient finalement :
Copt =-SiwOP (1-4)

Cette équation montre qu’il est nécessaire d’inverser le transfert S pour obtenir
une compensation parfaite de la perturbation d, Les caractéristiques de ce transfert
auront donc une grande influence sur les performances obtenue par le systeme de
contréle actif feedforward, ce qui peut méme poser des problémes de réalisation si Sin,
est instable ou non-causal.

Cas des systemes linaires et invariants dans le temps :

Si les transfert P et S sont linaires et invariants dans le temps (LIT), ils sont
entierement décrits par leur réponse impulsionnelle ou par sa transformee de Fourier .
Ce point sera étudié plus en détail dans le chapitre 3, portant sur 1’étude théorique des
systemes linaires variant périodiquement dans le temps. On peut toutefois definir dés
maintenant les quelques notations qui nous serons nécessaires dans ce chapitre, en
prenant I’exemple du transfert C. Sa réponse impulsionnelle est notée c(r), ou r
représente le retard en nombre d’échantillons par rapport a celui de I’'impulsion
d’excitation. Dans le domaine temporel, le signal de sortie est alors donné par la
convolution du signal d’entrée par c(r). Pour des signaux représentés sous leur forme
temporelle, on a donc une relation entrée-sortie équivalente a (2.1) ou 1’opérateur
« 0 » devient I’opérateur de convolution, la transformée de Fourier c(« ) de c(r) est
appelée again complexe ou fonction de transfert en fréquence du systeme C . Elle
permet quant a elle de donner la relation entrée-sortie du systéme dans le domaine
fréquentiel, ou 1’opérateur « 0 » devient alors un simple produit. Pour simplifier les
calculs qui vont suivrent et faciliter la compréhension des résultats, on suppose que
tous les signaux mis en jeu dans la figure 2.7 (b) sont déterministes et de module



sommable. Dans ce cas, on peut calculer leur transformée de fourrier et la relation
génerale (2.1) transposee en fréguence devient :

(o) =¢(a)x(a)

Ou le domaine de définition de la fréquence réduite « est donnée par (1.4) et la
définition de la transformée par (1.2) Les fonctions complexes i(«) et x(a) sont
respectivement les transformeées de Fourier des signaux i et x.

En appliquant ce résultat a la relation générale (2.2), on obtient 1’expression du
signal d’erreur en fréquence :

6(x) = d () + E()$(ax) R(x) (2.5)

A partir de cette équation, on peut définir la fonction de co(t que doit
minimiser le contrdleur optimal. Le choix de son expression est primordial, car elle
doit représenter a elle seule les performances que 1’on attend du systéeme de contrdle
actif. Elle peut prendre une forme quelconque, mais sa minimisation sera rendue
infiniment plus simple si elle ne comporte pas de minime locaux. Une forme tres
largement utilisée et vérifiant cette propriété est la fonction de colt des moindres
carrées, ou colt quadratique. Sa forme la plus simple dans le domaine fréquentiel est
le module carré de la transformée de fourier du signal d’erreur :

s =l (28)

Cette fonction de cott représente 1’énergie de ce signal a la fréquence a, que le
controleur optimal minimisera sans aucune autre contrainte. A la contrainte, on peut
définir des colts quadratiques imposant diverses contraintes, comme ajouter un terme
pénalisant I’énergie du signal de commande. La fonction de codt peut alors prendre la
forme suivante :

s =le(x)” +ele(@) 2.7)

Ou la constante e est reelle positive ou nulle.

Le contréleur minimisant (2.7) cherchera a réduire I’énergie du signal d’erreur en a ,
tout en ayant un gain complexe de module minimum.La valeur de la constante e,
permet de régler 1’équilibre désiré entre la minimisation de ces deux termes. En effet,
plus e, plus on favorise la minimisation du premier terme de cette somme au détrimant
du second.

A la limite, e est nulle et le contréleur optimal est le méme que pour le coit
quadratique basique (2.6). Inversement, si e est élevée, on obtiendra alors une
réduction moindre de I'énergie de I'erreur avec a la limite, e infini, un contréleur et
donc un signal de commande nul. Dans ce cas, le signal d'erreur restera inchangé.
Cette technigque, dénommeée régularisation de la fonction de codt, est intéressante dans
le cadre de notre application car elle permet de limiter le signal de commande, tout, en



-minimisant I'erreur. Or le fait que les courants de commande optimaux soient faibles
est une des hypotheses nécessaires a la validité du modéle du transfert établi a la
section 1.4.

Sachant que le signal d'erreur est formé par la somme de la perturbation d et de la
contre-perturbation v, la fonction de co(t quadratique régularisée (2.7) devient :

c=ld(@)| +d@W@) +U@)d(@) +N@f+<i@f e

ou O(a)d(a)* est défini comme l'intrespectre d'énergie des signaux v et d a la
fréquence a.Cette grandeure est I'équivalent, pour les signaux de module sommable,
de la densité interspectrale de puissance définie par (1.7).

sous cette forme, l'interprétation physique de ¢est immediate. En effet, le premier
terme est I'énergie des seules perturbation d. Sans signal de commande | et donc sans
contreperturbation v, la function de cout reste égale a cette valeur. La troisiéme ligne,
quant a elle, est constituée par la somme de I'energie des contre-perturbations, ajoutée
a une fraction du module carré du gain complexe du controleur.toutes ces valeurs
étant positives, elles ne pourront pas étre utilisées pour minimiser ¢ .par contre, cette
tache peut etre remplie par les interspectres situés a la seconde ligne, qui peuvent
prendre des valeurs négatives. Pour obtenir une minimisation effective, le controleur
optimal doit donc faire en sorte que la contreperturdation v genérée par la commande
et la perturbation d a éliminer aient un interspectre important, ou ce qui est equivalent,
que ces deux signaux soient fortement corrélés.

En utilisant (2.5), I'expression (2.8) peut s'écrire:

5 =[d(a) " +6(0) S(@)d(@)R(@)" +E@)8(@)X(@)d (@)’

6@ [8(e) | x() + €]

(2.9)

¢ est donc bien une fonction quadriatique du gain complexe du contrdleur
€(a) . Si on décompose ce gain complexe en sa partie reelle iR[é(a)]et sa partie
imaginaire 3[¢(e)], la fanction ¢ peut alors etre vue comme une function réelle de ces
deux variables réelles. Tracée danc le plan orthonormé dont l'axe des abscisses
représente R[¢()] et celui des ordonnées J[¢(a)] elle forme un paraboloide. Cette
surface est convexe, et comporte donc un uniqgue minimum seulement si la valeur
réelle |§(a)|2|f<(a)|2+ € est positive, ce qui peut toujours étre imposé grace a e. La
figure 2.8, [31], montre un exemple d'une telle surface.
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Fig. 2.8: Exemple de fonction de colt quadratique généralisée

Les coordonnées du point minimum sont les parties réelles et imaginaires du
gain complexe ¢, () du contréleur optimal Cop. Son expression analytique peut étre
facilement déterminée. En remarquant que pour C(a)=C,,(«), le gradient deg

s'annule dans toutes les directions.
On peut alors définir un gradient complexe V¢ dont le module et I'argument donnent

respectivement, au point ¢(c) de coordonnées (RR[€(a)] I[€(«x)]) . la valeur de la
plus grande pente de ¢ ainsi que sa direction [26]:

og
oR[E(ar)

. O¢
V556

Ve =Vglé(@)]= I (2.10)

le gain complexe optimal C,,(a)minimisant la fonction de cout (2.7) est donc la

valeur complexe annulant le gradient ci- dessus. En calculant (2.10) dant le du cout
qudratique regularisé (2.9), on obtient:

Ve =28(a) d(@)%(@)" + 26(@)|S(@) |X(@)f + <] (2.11)
On en déduit : €, («)

_ S(a)d(a)k(a)”.
[8(@)|%(c))+ €]

Copt (@) = (2.12)

Cette solution est souvent appelée « solution de Wiener », et on peut noter
qu’elle est directement proportionnelle a I’interspectre entre les signaux d et x, donc a
leur intercorrélation.

Reportée dans I’équation (2.9), cette expression donne la valeur minimale que
peut prendre la fonction de co(t:



;|8 %) |d ()]

8(a)|°|%()|*+ €

g[éopt (a)]z gmin = ‘CT(O{)

g‘a(a)‘z

= 2.13
8(a)|’|%(a)|* + € (213

La premiére expression de ce minimum montre que si la corrélation entre x et

d est élevée,

A 2
)?(a)|2‘d(a)‘ I'est aussi, et ¢,.,, est alors faible. Ceci permet de quantifier

la qualité d'un signal de référence dans le cas ou les transferts P et S sont LIT: plus le
signal de référence est corrélé avec la perturbation a éliminer, meilleurs seront les
performances du systeme de m contrdle actif. De plus, les relations (2.12) et (2.13)
permettent de caractériser I'effet de la régularisation sur les performances du systéeme
de contréle actif. En effet, sans régularisation (e = 0), la fonction de codt se réduit a
(2.6) et sa valeur minimale est nulle lorsque le contréleur au gain complexe suivant:

Cope () = P42 (2.14)
S(x)

Cette expression, qui est un cas particulier de I'équation geénérale (2.4), est
donc celle du contréleur annulant complétement I'énergie du signal d'erreur a la
fréquence o. Toutefois, il n'y a alors aucune contrainte sur le signal de commande,
dont I'énergie peut atteindre des valeurs trés élevées De plus, si la fréquence a laquelle
on cherche a minimiser I'énergie de I'erreur est un zéro du transfert secondaire (c'est a
dire $(a)=0, €, (o) ne peut alors pas étre calculé. Par contre, si eest choisie

positive et différente de zéro, non seulement le gain complexe optimal existe quel que
soit §(a), mais elle fournit aussi un moyen de limiter I'énergie de la commande.
Malgré tout, la relation (2.13) montre que la valeur minimum de la fonction de codt
croit avec E, jusqu'a ce que le contrbleur ait un gain complexe nul et que. Le codt

A 2
reste figé a ‘d(a)‘ Le réglage de la valeur de E est donc une tache trés délicate, ou il

faut déterminer le juste milieu entre un colt minimal suffisamment faible et une
commande optimale d'énergie peu importante.

L'expression du correcteur optimal permettant de minimiser la fonction de codt
quadratique régularisée (2.7), ainsi que ses performances sont donc connues dans le
cas ou les transferts primaire et secondaire sont LIT. Tout le probléeme revient
maintenant a déterminer la maniere de faire converger le contrbleur C vers cette
valeur. Le paragraphe suivant donne le principe d'un algorithme classiqguement utilisé
en contrdle actif pour réaliser cette tache.

11.2.4 Algorithme classique du contréle actif

Le but de ce paragraphe est détablir un algorithme récursif, réactualisant la
valeur du gain complexe du controleur en vue de sa convergence vers sa valeur
optimale (2.12). Cette réactualisation permettra de prendre en compte les éventuelles



variations des perturbations a éliminer, qui peuvent se produire dans tout systeme réel.
En effet, dans le cadre de l'application décrite au chapitre 1 les vibrations d'une
machine tournante peuvent varier dans le cas d'un changement de son régime de
fonctionnement, d'un desserrement progressif de son socle de fixation, dun
changement du couple de charge, etc.

L'algorithme recherché doit minimiser une fonction de colt quadratique
g[é(a)] ne comportant qu'un seul minimum. Dans ce cas, on peut utiliser I'algorithme

du gradient pour rechercher la valeur optimale de ¢(«), dont la forme générale est :

¢(a),, =C(a), —,qu[é(a)l] (2.15)

ou €(«), est la valeur du gain complexe a l'itération courante 1, et ¢(«),,, , sa
prédiction a I’itération suivante .

La valeur de ¢(«),., est donc déduite de ¢(«), en lui enlevant une fraction du
gradient de la fonction de co(t calculé au point¢(er),. Nous avons vu précédemment

que ce gradient donne la valeur et la direction de la plus grande pente de la surface ¢
au point considéré. Le gain complexe va donc descendre progressivement le long de
cette courbe, de sa valeur originale fixée par l'utilisateur a sa valeur optimale
Copt (@), €n suivant le chemin de la plus grande pente. Le coefficient reel positif fia,

appelé: pas d'adaptation, et fixé par I'utilisateur, quantifie l'importance de la
réactualisation, et donc le temps de convergence de cet algorithme.

Afin d'obtenir une relation itérative utilisable en pratique, on peut écrire le
gradient (2.11) de la fonction de codt choisie sous la forme:

Velé(a)]=28(a) (a) é(a) + 2 c é(a) (2.16)

En reportant cette expression dans (2.15), oui obtient:
¢(a), = A-248 €)C(a), — 218(a) X(a) é(a), (2.17)

La premiére propriéte a étudier est celle de la convergence. Pour cela, on
définit une variable ¢, traduisant I'erreur entre le gain complexe courant et sa valeur
optimale :

¢ =C0(a), —Cy(a)

Ce vecteur utilisé conjointement avec les equations (2.12) et (2.5) permet
d'écrire la relation (2.17) sous la forme:

2 2

610 = 2(8(@) R(@) + D = - 2(s(@ R@) + 9] e

$(@)

S(@)

Si cette valeur tend vers O lorsque | tend vers l'infini, l'algorithme est dit
convergent. Cette condition est réalisée quelle que soit la valeur d'initialisation ¢, si
2

et seulement si }1— 2,u(|§(05) >‘<(a)|2+ e)‘<1, ce qui est équivalent a:
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1

2-18
(@) [(@)[ + e (+18)

Donc quelle que soit la valeur d'initialisation de l'algorithme (2.17), si le pas
d'adaptation vérifie cette relation, 1’algorithme convergera vers le gain complexe
optimal recherche.

Pour implanter d'une maniere pratique l'algorithme précédent, il est nécessaire
de réaliser des traitements par blocs. En effet, afin de connaitre les transformées de
Fourier des signaux d'erreur e et de référence x directement mesurés par les deux-
capteurs présents dans le systeme de contrble, la solution la plus simple est
d'employer un algorithme de transformée de Fourier rapide; portant sur des blocs
d'échantillons. Ce type d'implantation permet de lever I'nypothése trés contraignante
suivant laquelle les signaux utilisés doivent étre de module sommable pour assurer
I'existence des transformées de Fourier. Cette condition est alors vérifiée quelle que
soit leur nature puisqu'ils sont observés sur un intervalle de temps fini correspondant a
la longueur d'un bloc. Il est aussi nécessaire de connaitre la valeur du gain complexe
$(«) du transfert secondaire, qui devra étre estimé durant une étape préliminaire a

I'étape de contrble. En surmontant les grandeurs estimées, on obtient l'algorithme
pratique suivant :

C(@)1 =A—-2u e)C(x), —28(x)" X(x), é(x), (2.19)

Contrairement a (2.17), ce n'est plus le gradient théorique qui est utilisé dans
cette relation mais son estimée, d'ou le nom d‘algorithme du gradient stochastique». Il
est aussi appelé algorithme des moindres carrés x filtré pondéré [27], et constitue une
variante de l'algorithme des moindres cariés x filtré (FXLMS), originellement
développé dans le domaine temporel [28] pour 1é contrdle actif.

Cet algorithme fréquentiel a été géneralisé au cas multi-entrées multi-sorties
dans [29], et employé avec succés pour le controle de perturbations périodiques. Il
faut toutefois remarquer que le traitement par bloc génere un retard dans le signal de
commande proportionnel au nombre d'échantillons contenus dans un bloc, et qu'il ne
peut étre employé dans le cas de perturbations aléatoires. Pour ce type de
perturbations, un algorithme récursif temporel réactualisant le contrdleur échantillon
par échantillon est préférable. Ces algorithmes sont la plupart du temps dérivés de
celui du gradient, et sont I'équivalent temporel de I'équation (2.19). Ils ne sont pas
exposés dans ce mémoire, le but étant de donner leur principe général étudié a l'aide
de lI'exemple précédent, et non une bibliotheque de traitements déja existante dans
plusieurs ouvrages [26, [1], [30].

Apreés avoir présenté les méthodes courantes de contrdle actif, la prochaine
section décrit les résultats qui ont permis d'obtenir, dans le cadre de l'application
décrite au chapitre précédent.

11.3 Résultats antérieurs

11.3.1 Principe et objectifs

Divers travaux de recherche ont été effectués sur cette méthode de
compensation active de vibrations d'une machine tournante. Les résultats obtenus



sont, résumes dans [3], [7]. Le principe utilisé est le méme que celui présenté au
chapitre 1, mis a part le fait qu’un environnement suplémentaire appelé « enroulement
de compensation » est ajouté au stator. Il est destiné a recevoir le courant de
commande nécessaire a la compensation, et permet de découpler completement la
commande des courants statoriques. Le modéle du transfert entre cette commande et
les vibrations engendrées sur la carcasse statorique garde la méme structure que celui
de la figure 1.14 utilisant les trois enroulements statoriques, mais il ne comporte cette
fois qu'une seule entrée. Il est rappelé d'une maniere simplifiée sur la figure 2.9.

Vibrations
statoriques

cos(2z poy t+D) Naturelles
F
l Contre A Vibrati
—— :> Systéme | Vibrations ibrations
commande LIT '@ — statoriques

Naturelles

Fig. 2.9: Description simplifiée du transfert commande =»vibrations

ou v, est la fréquence de rotation et p le nombre de paires de péles de la machine.

On retrouve en entrée une modulation d'amplitude & la fréquence pv, suivie d'un
systeme linéaire et invariant dans le temps, le tout formant un systéme linéaire et
variant périodiquement dans le temps de fréquence pv..

Le but est, comme au chapitre 1, de minimiser les vibrations statoriques totales
a l'aide de contre-vibrations engendrées par la commande a élaborer, cette derniere
devant traverser le systeme LVPT précédent.

11.3.2 La compensation analogique

Le premier contrbleur issu des travaux décrits dans [3] est analogique. Il a
pour but de minimiser les vibrations du stator a une seule fréquence et pour une seule
position angulaire. Il s'agit d'un contréleur de structure feedback, dont I'entrée est le
signal de vibrations statoriques totales, correspondant a l'erreur. Son principe est
décrit sur la figure 2.10, ou les spectres des différents signaux sont schématisés en
gris. Cette figure est a rapprocher de la figure 2.6, décrivant un tel systéme dans le cas
général.

En sortie de l'accélérométre mesurant les vibrations totales de la carcasse
statorique, la composante spectrale vibratoire de fréquence vd est isolée par un filtre
passe-bande sélectif. Ce signal bande étroite est ensuite modulé en amplitude par une
sinusoide de fréquence pv;, ce qui le décale aux fréquences vd+ pv,, La fréquence de

cette modulation est tirée du signal de top-tour, fourni par un capteur angulaire monté
en bout d'arbre rotorique. Un filtre réjecteur rejette alors la composante de plus petite
fréquence. Il reste donc, a I'entrée du contr6leur, une seule composante bande étroite,
de fréquence vd + pv,.

Le contréleur est linéaire et invariant dans le temps, et applique une
amplification et un déphasage sur son entrée, que I'on peut regler manuellement.
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On a donc une composante de fréquence vd+pv,, en entrée de I'enroulement de
compensation qui, une fois modulée et filtrée par le transfert de la machine, génére
des contre-vibrations a cieux fréquences différentes: vq et vq + 2pv,. Le déphasage est
I’amplification imposée par le contréleur permettent de minimiser la composante de
fréquence

MACHINE SYNCHRONE

vibrations
statoriques

F cos(27pv,t + ¢) naturelles

A A A A A vibrations
R S statoriques
......... e - o [ osome | VITER > oriqu
N\ 1T %Y,

cos(2 pv,t)
controleur )\4
A < A < >< B
analogique A A A T A
....... V_;_Dv VY V, + pVv vy

CONTROLEUR FEEDBACK

Fig 2.10 Principe du contréleur analogique [3]

vy contenue dans les vibrations naturelles de la machine. Malheureusement, la
composante de fréquence vd + 2pv,, ne peut étre modifiée indépendamment et
s'‘ajoute au spectre vibratoire total, sans pouvoir minimiser les vibrations
correspondant’ a cette fréquence.

Ce type de controleur permet donc d'éliminer une raie spectrale de fréquence vq4
quelconque, mais il créé en contrepartie une raie parasite incontrélable de fréquence
vd + 2pvy, dont I'amplitude est fonction de la réponse mécanique du stator.

11.3.3 La compensation numérique

Dans un second temps, une version numérique adaptative de ce contrdleur a
été réalisée dans le but daugmenter le nombre de composantes spectrales
vibratoires touchées par ce traitement, et de suivre les éventuelles variations de
vitesse de la machine [7]. Une étape importante a alors été franchie, puisque le
contrdleur prend une structure feedforward afin d'éviter tout probléme de
stabilité. Son principe est donné sur la figure 2.11, qui est un cas particulier de la
figure générale 2.7.



Le signal d'erreur est filtré par un filtre passe-bande sélectif centré sur la
frequence Nv,. C'est donc cette composante spectrale du spectre vibratoire de la
machine qui doit étre atténuée et qui constitue la fonction de codt. Ce signal
réactualise dans ce cas le contrbleur adaptatif en utilisant lI'algorithme décrit au
paragraphe 2.2.4. Le signal de référence, qui doit étre de méme fréquence que
I'erreur, consiste en une sinusoide dont la fréquence Nv,, peut étre déduite du signal
de top-tour grace a un multiplieur fréquentiel. Le méme principe de prémodulation
et de filtrage permet alors a ce contrdleur déliminer du spectre vibratoire de la
machine la composante visée, tout en générant une raie parasite incontrélable de
frequence (N+ 2p)v, On-obtient-donc les mémes performances de contrdle qu'avec
la méthode analogique . Toutefois, la référence étant un harmonique de la rotation,
seules des raies spectrales de fréquence multiple de v, , pourront étre compensées
par le contréleur feed-forward , contrairement au cas précédent ou aucune contrainte
n’était imposeée sur la fréquence vd viseé .

L’implantation numérique apporte tout de méme plusieurs avantages
pratiques par rapport au cas analogique:

- Les réglages manuels fastidieux du contréleur analogique ne son plus

nécessaire.

- Le systeme est capable de suivre les variations de vitesse de la machine,
car les différents filtres utilisés sont synchronisées sur sa fréquence de
rotation.
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Fig 2.11 Principe du contréleur numérique [7]

11.3.4 — Résultats expérimentaux

La figure 2.12 montre un exemple de résultats obtenus par le contrdleur
feedforwars précédent sur une machine réelle. Il s’agit de la machine synchrone de
test décrite au paragraphe 1.2.3, qui comporte p=2 paires de pdles.

Lors de cette expérimentation, sa fréquence de rotation vr était fixée a 25 Hz,
et la fréquence de sa premicre raie d’encoche se trouvait a 36v,= 900 Hz. La
fréquence du signal de référence a été réglée sur cette derniére valeur afin de
1I’éliminer du spectre vibratoire de la machine.



La courbe du haut représente le spectre des vibrations du stator en échelle
linéaire et sans aucune compensation. Le spectre du bas est celui obtenu une fois
que le contrdleur adaptatif a convergé vers sa valeur optimale. Cette seconde courbe
montre bien 1’élimination de la raie spectrale visée, et la création d’une composante
parasite décalée de 2pv, = 100 Hz, vers les fréquences les plus élevées.

On peut déduire de ce résultat que 1’application des méthodes de controle
actif habituellement utilisées dans le cadre des systemes linéaires, et invariants dans
le temps, ne donne pas de résultats probants pour cette application. Ceci est di au
fait que le transfert entre le courant de commande et les vibrations qu’il engendre est
linéaire et varient périodiquement dans le temps. 1l parait donc nécessaire de réaliser

composante spectrale visée
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Fig 2.12: Résultat de compensation active utilisant le contréleur feedforward [44]

Afin d’¢élaborer une méthode prenant en compte cette particularité.



11.4 Conclusion

Ce chapitre, composé de deux sections, a permis de montrer l'insuffisance
des méthodes classiques de contréle actif, pour l'atténuation des vibrations d'une
machine tournante en utilisant le principe décrit au chapitre 1.

La premiére section est une introduction aux méthodes de contrdle actif,
utilisées pour les systémes linéaires et invariants dans le temps. L'étude du
contrdleur de structure feedforward y est particulierement mise en avant, puisque
c'est ce choix qui sera fait pour l'application étudiée. La définition d'un codt
quadratique fonction de ce contréleur, permet de déterminer I'expression de son
transfert optimal, ainsi qu'un algorithme récursif convergent vers cette solution.

Une étude des travaux de recherche déja effectués sur cette application de
contréle actif nous permet de voir, dans la seconde section, que l'utilisation de ces
méthodes ne donne pas de résultats satisfaisants dans ce cas. En effet, I'astuce de
prémodulation et de filtrage sélectif mise en ceuvre par ces contréleurs permet a
I'algorithme récursif de converger vers une valeur fixe.

Celle-ci supprime une composante spectrale du spectre vibratoire de la
machine, mais génére également une raie spectrale parasite, dont I'amplitude est
fonction de la seule réponse mécanique du stator; et reste donc non maitrisable par
l'utilisateur. Cet inconvénient est d( au transfert secondaire du systéme global de
contrdle actif, qui a la particularité de varier périodiquement dans le temps. Il
s'avere donc nécessaire d'étudier plus en détail ce type de transferts afin de prendre
en compte leurs caractéristiques dans I'expression du colt, du contréleur optimal, et
dans 1’algorithme récursif de contrdle actif.



Chapitre 111



111-1 Introduction

Ce chapitre livre les outils théoriques nécessaires a I'étude du type de
systéme rencontré dans le probléme de compensation active posé au chapitre I.

La section 3.2 est consacrée a I'étude théorique des systémes linéaires variant
périodiquement dans le temps. Les propriétés de leur réponse impulsionnelle, ainsi
que leurs propriétés fréquentielles permettent de caractériser les effets qu'ils
produisent sur le signal d'entrée. Finalement, on aboutit a la définition d'une matrice,
jouant le méme rdle que la fonction de transfert (les systémes linéaires invariants
dans le temps. L'étude de cette matrice peut fournir des informations importantes sur
le systeme.

Enfin, dans la section 3.3, les outils théoriques précédemment définis sont
utilisés pour analyser un systéme linéaire variant périodiquement dans le temps de
méme structure que celui exposé a la section 1.4.5. Les résultats obtenus dans cette
section seront donc utilisés au chapitre suivant, et permettront d'élaborer un
algorithme de contrdle actif de vibrations efficace pour ce type de systeme.

I11-2 Etude des systémes linéaires variant périodiquement dans le
temps

La plupart des méthodes décrites dans la littérature classique du traitement
du signal et de I'automatique adoptent I'hypothese que les systémes mis en jeu sont
linéaires, et invariant dans le temps (LIT). Tout au plus, certains domaines, comme
le traitement adaptatif du signal [28], [31], permettent de prendre en compte des
variations lentes de leurs caractéristiques.

Ceci vient en partie du fais que les systémes variant dans le temps d'une
maniere complexe sont rarement rencontrés dans la pratique. Les résultats peu
exploitables obtenus en considérant les systemes linéaires variant dans le temps dans
un cadre général, sans faire d’hypothéses sur leurs variations [32], [33] y sont
également pour beaucoup.

L'étude des systémes linéaires variant périodiquement dans le temps (IVPT)
est beaucoup plus simple, et des résultats facilement utilisables peuvent étre mis a
jour. De plus, ce type de systéemes se rencontre couramment dans la pratique. En
effet, un échantillonneur est typiquement un systéme LVPT [34], tout comme une
modulation d'amplitude sinusoidale, ou un filtré a capacités commutées [35]. Un
systéme de sur- ou de sous-échantillonnage peut lui aussi étre considéré comme un
systeme LVPT [36]. Enfin, certains systémes physiques sont naturellement LVPT
comme celui présenté au chapitre 1. Ce type de systéemes n'est donc pas dénué
d'intérét, et leur étude détaillée va étre réalisée dans cette section.

Apres avoir, argumenté le choix du modele utilisé pour représenter ces
systemes, leur étude est d'abord réalisée en temps; puis en fréquence. On aboutit
alors a un opérateur de type «gain complexe» que l'on peut mettre sous une forme
matricielle, et qui caractérise leur effet d'un point de vue fréquentiel. L'étude de ce
gain complexe matriciel grace a des techniques d'algebre matricielle (décomposition
en valeurs singulieres et calcul de normes) fournit des informations intéressantes sur
le systeme. Ces techniques permettent, en outre, de donner les conditions
d'inversibilité d'un tel opérateur.



111.2.1 Modéle de représentation

Deux grands types de modeles sont utilisés dans la littérature pour décrire les
systemes LVPT.

Le premier est le modele d'état, régi par des matrices périodiques en temps
[37], [38]. Son étude peut étre réalisée grace au théoreme de Floquet [39]. Il montre
I'existence d'une transformation linéaire variant périodiqguement dans le temps,
permettant de transformer le systeme de départ en un systeme invariant. Ce dernier
contient beaucoup d'informations sur le systéme périodique original, qu'il soit
continu ou discret [40]. Pour les systemes discrets, on peut aussi utiliser une
transformation par blocs permettant d'obtenir des matrices d'état invariantes [41].

Le second modéle est celui de la réponse impulsionnelle. L'étude de ce
signal, dans le domaine temporel aussi bien que dans le domaine fréquentiel, permet
de caractériser complétement les effets des systéemes LVPT sur leur entrée, qu'ils
soient continus ou discrets.

Pour le premier modele, il est nécessaire de choisir les variables d'état
composant le vecteur d'état du systéeme. Ce choix n'est jamais facile, et peut méme
poser des problemes si ces variables ne résument pas parfaitement I'état du systeme
a un instant donné. Par contre, la réponse impulsionnelle ne pE ut étre choisie,
puisqu'elle est fournie par le systeme lui-méme en réponse a une impulsion. Cette
deuxieme solution écarte donc tout risque d'erreur de modélisation, lié au choix des
variables d'état. De plus, ce modéle permet une interprétation fréquentielle quasi
immédiate des effets du systeme étudié, puisque la transformée de Fourier de la
réponse impulsionnelle fournit directement la fonction de transfert en Iréquence.
Pour ces différentes raisons, le modéle de la réponse impulsionnelle sera utilisé dans
la suite de ce mémoire pour représenter et etudier les systemes LVPT.

La derniere question a se poser sur le modele utilisé est de savoir s'il sera
discret ou continu. Le but de ce travail étant d'élaborer une stratégie de contréle
implantée, a terme, dans un

Processeur numérique de signal, le systéme présenté au chapitre 1 a travers les
perturbations qui doivent étre compensées, sera vu par le processeur comme un
systeme discret.

Seuls des systemes LVPT discrets seront donc considérés ici. De plus, si leur
réponse impulsionnelle provient de I’échantillonnage de celle d’un systéme continu,
elle sera supposée avoir été correctement échantillonnée, et veérifier la condition de
Shannon énoncée au paragraphe 1.1.3 afin d’éviter tout probléme de recouvrement
spectral.

111.2.2. Définition :

Soit le systtme H discret, linéaire, d’entrée X (n) et de sortie y (n) a temps
discret n, représenté a la figure 3.1 ou I’opérateur « 0 » peut se étre appliqué a eté
défini par:

H

x(n) ——> —>y(n)

Fig 3.1 Systeme discret linaire H



Paragraphe 2.2.3
Les signaux x(n) et y(n) sont discrets, et la relation d’entrée sortic qu’ils
vérifient s’exprime par :

y(n) = Hox(n) (3.2)

Afin de définir correctement le concept de systeme discret variant ou invariant
dans le temps, il est nécessaire d’introduire 1’opérateur retard de N échantillons noté
Ry et appliqué a un signal s (n), il Vérifie:

Rnyos(n)=s(n-N) (3.2)

Le systeme linaire H est dit invariant dans le temps (LIT) si, pour une méme
entrée retardée de N échantillons, on obtient la méme sortie, retardée de N
échantillons. Sachant que (3.1) est veérifiée, ceci revient a écrire :

HO[X(n - N)]= y(n—N) Pourtout N € Z (3.3)
Pour un tel systeme, les opérateurs H et R, peuvent donc commuter quelle
que soit la valeur du retard.en effet, en utilisant les relations (3.2) et (3.3) on obtient:

HO[RN © X(n)]: Ry © [H © X(n)], pour tout Ne Z (3.4)

Si cette commutation n’est pas réalisée pour tout N, le systéme linéaire est dit
variant dans le temps (LVT).

Si la relation (3.4) est vérifiée pour une valeur particuliere de N, elle 1’est aussi
tous ses multiples entiers, le systeme linéaire H est alors variant périodiquement dans
le temps (LVPT) et sa période, notée P, est plus petite valeur de N pour laquelle la
commutation (3.4) est possible. Ce type de systeme est donc un cas particulier des
systemes LVT. De plus, on remarque que les systéme invariant dans le temps peuvent
étre considérés comme périodiques de période P = 1, et constituent eux-mémes un cas
particulier des systemes LVPT.

111.2.3 Domaine temporel :
Systeme discret linéaire variant dans le temps:

Réponse impulsionnelle:

On se place dans le cas général ou le systeme H est LVT. Il n’y a donc aucune
hypothese sur la loi suivant laquelle 1’équation (3.4) est vérifiée en fonction de N.
Néanmoins, la propriété de linéarité de H permet a ce systéme d’étre entiérement
caractérisé par sa réponse impulsionnelle [34]. Elle peut étre exprimée en temps
absolu, c'est-a-dire sans utiliser la notion de retard ou de différence entre deux
instants. Elle est alors notée h (n,k) et représente la réponse du systéme observée a
I’échantillon n , & une impulsion envoyée a 1’échantillon K .

On peut définir deux autres formes de cette réponse, en introduisant par
changement de variable le retard r = n —k qui est le laps de temps entre 1’instant
d’observation de la sortie et I’impulsion d’excitation [34], [42].



g(r,k) =h(r +k,k) (3.5)
f(n,r)=h(n,n-r) (3.6)

g(r,k) est donc la réponse du systeme, observée r échantillons apres
I’impulsion d’excitation envoyée en k. Quant a f (n,r), elle peut s’interpréter comme
¢tant la réponse du systéme observée a I’instant n , a ’impulsion d’excitation envoyée
r échantillons auparavant. L’équation reliant ces trois formes de la réponse
impulsionnelle peut s’écrire, en éliminant r de (3.5) et (3.6).

h(nk) =gn-kk) =f(nn-k) (3.7)

Enfin, si le systeme considéré est causal, sa réponse impulsionnelle est nulle
pour r = n -k<0.

La figure 3.2 donne un exemple d’allure temporelle de h (n,k) et de g (r,k)
pour un systeme LVT causal. f(n,r) n’a pas été représentée d’une part parce que
qu’elle contient exactement la méme information, et d’autre part parce qu’elle est
moins explicite d’un point de vue visuel.

On voit que la forme du signal obtenu en sortie du systeme varie en fonction
de l’instant d’excitation k. Si le systeme avait été invariant, toutes les réponses
auraient de forme et d’amplitude identiques, et la réponse impulsionnelle n’aurait été
fonction que du retard r.

La relation temporelle d’entrée-sortie d’un systeme KVT est donnée par [Hua80].

+00
y(n) = Hox(n) = > h(n,k)x(k) (3-8)
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Fig 3.2 Exemple de réponse impulsionnelle d’un systéeme LVT causal



L’équation (3.7) permet d’exprimer la sortie du systéme en fonction des prix
deux autres formes de la réponse impulsionnelle :

Y = 3 g(n -k, k)x(K) (3:9)
Y = 3 (nn—k)x(K) (3-10)

Ces équations montrent que la réponse impulsionnelle permet de relier
complétement I’entrée x(n) & la sortie y(n) du systéme, et qu’elle résume donc bien
son comportement entrée-sortie.

La définition de f et g ne simplifie en rien la notion de réponse impulsionnelle,
mais elle permet de revenir rapidement au cas d’un systéme invariant. En effet, ces
signaux discret ne sont alors plus fonction du moment d’excitation K ou d’observation
n, mais seulement du retard r = n — k. Les relations (3.9) et (3.10) se simplifient donc
directement en une équation de convolution, caractéristique de systeme LIT.

Systeme discret linéaire variant périodiqguement dans le temps

Le systéme linéaire H est maintenant supposé LVPT de période P. Il vérifie donc
Ho[Ry ox(n)]=Ryo[Hox(n)] pourtout N=mxPavec meZzZ (3.11)

A partir de (3.11) et (3.8), on peut montrer que la réponse impulsionnelle de H
vérifie la relation [42].
h(n,k) = h(n+P k +P) (3.12)

D’aprés les équations (3.5) et (3.6) ceci est équivalent a:

g(r,k) = g(r,k+P) = g(r,Kmodr) (3.13)
f(n,r) = f(n+P,r) = f(amoap,1) - (3.14)

0U Kmog p Signifie kpris modulo P.

La forme temporelle (3.5) de la réponse impulsionnelle d’un syst¢tme LVPT
est représentée sur la figure 3.3 avec P = 2. La périodicité apparait suivant 1’instant
d’excitation du systéme.

Les réponses impulsionnelles du méme type que celle d’un systéme LIT
apparaissent quant a celle suivant I’axe des retards.
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Fig 3.3 Exemple de réponse impulsionnelle g(r,k) d’un systéme LVPT causal avec
P=2.
Relation d’entrée-sortie

Les relations de périodicité (3.13) et (3.14), ainsi que les relations d’entrée-
sortie (3.9) et (3.10) vont nous permettre de déterminer la structure interne d’un
systeme LVPT de période P, et nous aider ainsi a comprendre son effet sur le signal
d’entrée. Par exemple, le signal bidimensionnel g(r,k) est P- périodique suivant k , et
peut étre développé en série de Fourier discréte ( ou d’une maniére équivalente , en
transformée de Fourier discréte ) suivant cette variable.

Pl j2zrtk
ag(r,k) = IZ_O:Q. (r)e ° (3.15)
1 Pl —1] ﬁik
g,(r) :Ekzo“g(r’k)e e (3.16)

La relation d’entrée-sortie (3.9) peut donc s’écrire, en utilisant (3.15):

4o P

ym =3 gln—Kke " )x(k)
=0 1=0 (3.17)

=3 (S am-0xwe )

La sortie y(n) du systéme considéré est donc constituée d’une somme de P
¢léments, chacun de ces éléments est la sortie d’un systeme LIT de réponse
impulsionnelle g,(r)donc I’entrée est une version modulée de x(n) par une
exponentielle complexe de fréquence &+ En effet, on reconnait en (3.17) la somme de

. . jZn%n i B
P équations de convolutions entre g,(n) et x(n)e . La figure 3.4 représente la

traduction graphique de I’équation (3.17), et montre qu’un systtme LVPT P-
périodique peut étre considéré comme un banc de P filtres paralléles a entrées
modulées. Cette représentation est dénommée « structure a modulation d’entrée ».

e’ =1
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Fig 3.4 Structure a modulation d’entrée d’un systéme LVPT P-périodique

Une structure tout fait équivalente peut étre déterminée en décomposant f (n,r) P-
périodique suivant n en série de Fourier discréte :

P-1 j2z—=n
f(nr)y=> fi(re ° (3.18)
1=0
Avec
1 P-1 1271'7
f(r) :EZ f(n,r)e P (3.19)
n=0

L’équation d’entrée-sortie (3.10) utilisant f(n,r) devient :

v =3 [Z f(n—ke ]x(k)
_STe ( > (n— k)x(k)) (3.20)

Le signal d’entrée passe donc d’abord dans P systeme LIT de réponse
impulsionnelle f,(r) . Les sorties de ces filtres sont ensuite modulées en amplitude par
exponentielles complexes de fréquence 1/P. La structure correspondante est

représentée sur la figure 3.5. Par analogie avec le cas précédent. Cette représentation
sera appelée structure a modulation de sortie.
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Fig3.5 structure a modulation de sortie d’un systéme LVPT P- périodique.

Afin d’¢établir un lien entre les systeme LIT présents dans ces deux structures,
I’équation (3.17) peut s’écrire:

j2zin —jorinPA( £= j2rtk
y(ny=e e P> > gl(n—k)x(k)e P
1=0

k=—o0

1=0 k=—0

Pl zrin e j ﬂi n—
=S e*P (Zgl(n—k)ejz 2 k)x(k)J (3.21)

Par identification entre (3.20) et (3.21), la relation f,(r) et g, (r) est donnée par:

j27z'il’

f,(r)=g,(r)e P (3.22)

Les réponses impulsionnelles f,(r) etg,(r) sont donc liées par une

modulation d’amplitude sinusoidale complexe de fréquence 1/P, ce qui équivaut a un
décalage fréquentiel de méme fréquence. Cette relation permet de confirmer
I’équivalence entre les représentations a modulation d’entrée-sortie et de sortie.

La décomposition en série de Fourier de la réponse impulsionnelle d’un
systeme LVPT P-périodique conduit donc aux structures décrites par la figure 3.4 et
3.5, qui permettent d’analyser facilement 1’effet d’un tel systéme. Les différentes
modulations provoquent des décalages fréquentiels de 1/P (1 € {O, ........... , P —1}), alors
que le banc de P systéemes LIT a un effet de filtrage linéaire et invariant sur les
signaux. On retrouve finalement en sortie P versions fréquentiellement décalées et
filtrés de I’entrée. L’effet caractéristique d’un systéme LVPT P — périodique sera donc
a la fois de filtrer, mais aussi de décaler le signal d’entrée en fréquence, ce que ne fait
pas un systeme LIT.



Cette caractéristique permet d’ores et déja d’affirmer que les exponentielles
complexes ne sont pas les signaux propres des systémes LVPT. En effet, si ’entrée
est une exponentielle complexe, on ne retrouve pas en sortie le méme exponentielle
amplifiée et déphasée comme pour les systemes LIT [43] , mais une somme de P
exponentielles de fréquences différentes . Cette particularité compromet donc
I’existance d’un gain complexe du méme type que celui des systemes LIT.

Enfin, ces deux structures peuvent étre vues comme une généralisation du cas
invariant. Si le systéme analysé est LIT. Il peut étre considéré comme LVPT de
période P = 1, et seule la premiére branche des représentations existe.

Le systeme est alors caractérisé par la seule réponse impulsionnelle
go(r) =fo(r), et sa relation d’entrée-sortie et donnée par:

Yy =3 go(n-K)x(k) (3.23)

Apres avoir réalisé une étude temporelle des systemes LVPT en analysant
leurs effets grace aux propriétés de leurs réponses impulsionnelles, nous allons nous
attacher a les décrire d’une maniere purement fréquentielle.

111.2.4 Domaine fréquentiel:
Systeme discret linéaire variant dans le temps
Reponse fréquentielle

La réponse fréquentielle d’un systeme LIT, appelée aussi gain complexe, est
définie comme la transformée de Fourier de sa réponse [43]. Pour de tels systémes,
une transformée de Fourier monodimentionnelle suffit, la réponse impultionnelle étant
fonction de la seule variable r, le gain complexe représente alors les effets du systéme
sur chacune des composantes fréquentielles du signal d’entrée, en terme
d’amplification et de déphasage.

Dans le cas d’un systtme LVT, les diverses formes de la réponse
impulsionnelle sont toutes fonctions de deux variables temporelles. Il est donc
nécessaire, dans ce cas, d’utiliser la transformation de Fourier bidimensionnelle.

Une telle opération, définie par (1.5) et appliquée a 1’équation (3.7), permet
d’écrire les relations:

2>

(@.8)=b(e )= (a+Bp) (320

Les fonctions définies en (3.24) sont complexe, et dépendent des deux
variables fréquentielles « et S, associées respectivement aux variables temporelles n

et k. Elles sont appelées réponses en fréquence bidimentionnelles ou réponses

bifréquentielles. Dans la suite, on se limitera a 1’étude deh (a, B), puisque ces trois
fonctions sont toutes équivalentes et contiennent la méme information, a un
changement de variable prés.

Pour représenter graphiquement les caractéristiques d’une telle fonction,
comme son module ou sa phase, il est nécessaire de definir un repére bidimensionnel,



nommé plan bifréquence [32], dont les abscisses et les ordonnées sont des fréquences

réduites. La localisation de ﬁ(a,ﬂ) dans ce plan pour les systemes linéaires, causaux
et stationnaires a été étudié dans [34]. Avant d’énoncer les conclusions de cet article,
il est intéressant de développer le concept de systeme stationnaire. Il découle du
théoreme de Wold [44] qui statue que toute réalisation d’un signal aléatoire peut se
décomposer en deux parties:

- Une partie purement stochastique, pouvant étre généré par la sortie d’un
systeme LIT excité par un bruit blanc.Une partie purement déterministe,
consistant en une somme de sinoides, parfaitement définies par leur
fréquence , leur amplitude et leur phase.

Un signal déterministe est alors dit stationnaire s’il est exclusivement constitué
d’une somme de signaux sinusoidaux. De méme, un systéme est dit stationnaire si,
excité par une entrée déterministe stationnaire, il délivre un signal de sortie
déterministe stationnaire. Les auteurs montrent alors que pour un systéme linéaire ,

stationnaire et causal , la fonction ﬁ(a, ) ne peut étre localisée que sur un réseau de
droites paralléles , et de pente -1 dans le plan d’abscisses a et d’ordonnées p.

I1 faut remarquer 1’indépendance des propriétés de stationnarité et d’invariance
dans le temps.
Un exemple frappant est celui d’un systétme LVPT P-périodique. D’apres la section
3.2.3, ses effets se limitent a des décalages fréquentiels proportionnels a 1/P, et des
filtrages LIT. A une entrée déterministe stationnaire, un tel systeme fait donc
correspondre une sortie elle aussi déterministe stationnaire. En effet, méme si les
sinusoides de I’entrée sont décalées en fréquence et filtrées par des systemes LIT, le
signal de sortie reste constitu¢ d’'une somme de sinusoides. Un tel systéme est donc
stationnaire, tout en étant variant dans le temps, s’il est de plus causal, sa réponse
bifréquentielle restera limitée a des droites de pente -1 dans le plan bifréquence.

Relation entrée-sortie

La transposition de la relation d’entrée-sortie (3.8), dans le domaine fréquentiel
permet de donner une signification précise aux réponses bifréquentielles définies en
(3.24). Pour cela, il est nécessaire d’utiliser le théoréme de Parseval qui s’écrit pour
deux signaux u (k) et v (k) discrets :

> uv ()= [, 67 (A)dp 625

K=

Ou * représente le complexe conjugé.

En appliquant cette relation a I’équation d’entrée-sortie temporelle (3.8)
suivant la variable k et en notant que la réponse impulsionnelle ainsi que les différents
signaux discrets sont réels, on obtient:

y(m = [, h(n. K (B)d



Ce qui devient, aprés une transformée de Forier suivant n:
12
J(a) = [, h(a. /)X (B)dB (3.26)
2

La réponse bifréquentielle ﬁ(a,,B) est donc bien une extension
bidimensionnelle du gain complexe d'un systeme LIT. En effet, comme le montre
cette équation, elle permet de relier le spectre du signal de sortie a celui du signal
dentrée. La figure 3.6 illustre la relation (3.26) en montrant graphiquement ce lien
pour un systéme linéaire, stationnaire et causal. La réponse bifréquentielle reste alors
confinée sur des droites paralleles de pente -1, avec des ordonnées a l'origine
quelconques. Le spectre d'amplitude du signal d'entrée, représenté sur la gauche de la
figure, est celui d'un signal monofréquentiel réel. Ses composantes fréquentielles
«traversent» le planbifréquence horizontalement pour aller se «refléter» sures droites

constituant ﬁ(a, A .

Ceci donne alors naissance a de nouvelles composantes dans le spectre
d'amplitude de la sortie, représenté en bas de cette figure. A des fins de simplification,

seules les droites ou est localisée h(«, ) sont représentées, et non son module.
a3 3
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Fig. 3.6: Exemple de relation entre les spectres d'entrée et de sortie d'un systeme
linéaire stationnaire et causal

Systeme discret linaire variant périodiquement dans le temps
Réponse fréquentielle

Si le systéeme considéré est LVPT de période P, les équations (3.7), (3.15) et
(3.18) permettent d'écrire la réponse impulsionnelle sous deux formes:



P-1 o P-1 ooin
h(n,k) = gg.(n —k)e'*" " = Z f,(n—k)e'*" (3.27)

Avec g(r) et fi(r) définies respectivement par (3.16) et (3.19)
Une transformée de Fourier bidimensionnelle de (3.27) donne 1’expression de
la réponse bifréquentielle pour ce type de systeme:

P-

(@f) =Y §(@(a+ f-2)=3 f(-Aola+f-1) 329

2>

Ou &(x) est la distribution de Dirac vérifiant les relations:

_|'_+°°5(x)dx =1 6(x)=0 pour xeR’

D'apres (3.28), la réponse bifréquentielle d'un systeme LVPT reste confinée
sur des droites paralléles de pente -1, comme pour un systeme LVT. Ceci est dii a la
présence des distributions de Dirac dans I'expression de ﬁ(a,,B).Toutefois, la
contrainte de périodicité impose a ces droites d'étre régulierement espacées de <,

fréquence de variation du systeme. Cette propriété montre bien que les systémes
LVPT sont un cas particulier des systemes LVT, et que la périodicité de leurs
variations se retrouve directement dans le plan bifréquence a travers cette contrainte
d'espacement.

Enfin, on retrouve sur chacune de ces droites les gains complexes g, (¢) ou
f (=p) correspondant aux P systéemes LIT constituant le systeme LVPT, et qui

apparaissent sur les figures 3.4 et 3.5. On peut Vérifier 1"égahté entre §,(«) et
ﬂ(—ﬂ)en appliquant une transformeée de Fourier a (3.22), grace a laquelle on obtient:

()= 6,2 +5) (3.29)

Les distributions de Dirac de l'équation (3.28) imposent a la réponse
impulsionnelle, et donc aux fonctions ¢, () et ﬂ(—ﬁ) d'étre localisées uniquement
sur les droites d'équation — S ++ En utilisant I'équation de ces droites ainsi que
(3.29), on peut écrire:

Lep) = fila-2) =@ 3:30

Les expressions de ﬁ(a,ﬂ)données par (3.28) sont donc parfaitement
équivalentes et contiennent la méme information. Dans la suite, la réponse



bifréquentielle sera préférentiellement exprimée en fonction des gains complexes
g, ().

La figure 3.7 représente en perspective

ﬁ(a,ﬂ)‘ pour un systeme LVPT P-

périodique causal. Les seuls points non nuls sont situés sur les droites de pente -1 et
d'ordonnée a l'origine proportionnelle & +. Cette réponse bifréquentielle pourrait étre

obtenue, par exemple, par échantillonnage puis par transformée de Fourier de la
réponse impulsionnelbe d'un systtme LVPT continu. Puisqu'on suppose vérifier la

h(a. )

|a| ou |ﬁ| sont égaux a3 . L'emplacement des différents gains complexes §,(«) est

condition d'échantillonnage de Shannon, il est normal que soit nul lorsque

déterminé grace a la propriété de peériodicité de la fonction ﬁ(a,ﬂ), qui est 1-
périodique suivant o et f3.

Fig. 3.7: Exemple de module de réponse bifréquentielle pour un systéme
LVPT P-périodique causal.

Relation entrée-sortie

Les équations (3.28) et (326) permettent d'établir la relation d'entrée-sortie
d'un systeme LVPT P-Périodique dans le domaine fréquentiel:

o) =3 Q@) L (Dot s~ 1)dp]
= IP_: 9, ()R (—ax + ';) (3.31)

Dans le ces de signaux réels; la symétrie hermitienne de la transformée de
Fourier permet, d'écrire:

T
i

Y(e) = > 8 (@)X~ 2) 332
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Le spectre en fréquence de la sortie est donc une somme de P spectres de
l'entrée, décalés d'une fréquence multiple de + et filtrés par des systemes LIT de
gains complexes g(a). Cette équation caractérise bien le recouvrement spectral
inhérent a ce type de systeme, et confirme le résultat obtenu dans le domaine
temporal: un systtme LVPT produit a la fois un effet de décalage fréquentiel et de
filtrage LIT sur son entrée.

L'équation (3.32) traduit aussi le fait que le contenu spectral de I'entrée aux
fréquences a o —+1 (avec Ie{O, ..... , P—l}) participe a I'¢élaboration du contenu
spectral de la sortie a la fréquence a. Or, pour un systéme LIT, il n’y a aucun décalage
fréquentiel et seul X(«) (a) influe sur y(«). En effet, on a alors P=1 et (3.32) se
simplifie en:

Y(a) =g, (a)X(x) (3.33)

Ceci montre que §,(«) représente la partie invariante du systéme LVPT, alors
que les gains complexes §,(«) pour | >1 caractérisent sa partie variante dans le

temps.
La figure 3.8 représente schématiquement, pour le méme systéme que celui de
la figure 3.7, les liens existant entre le spectre du signal d’entrée et celui du signal de

h(a, B)

étre non nuls, alors que les mémes droites en traits pleins représentent. Les points

réellement non nuls de cette fonction. Elle peut étre lue de deux maniéres différentes:
- sens entrée — sortie: la composante spectrale de l'entrée situee en

S = P,traverse la réponse bifréquentielle horizontalement (lignes tirets). Elle peut

sortie. Les droites de pente -1 en pointillés représentent les points de

pouvant

influencer, suivant les valeurs de

ﬁ(a,ﬂ)‘, le spectre de la sortie aux frequencies

~ B, ++ avec 1 €10,...., P-1}

- Sens sortie— entrée: on remonté cette fois la réponse bi fréquentielle
verticalement (lignes point-point-tiret). La composante spectrale de la sortie a la

h(a )

de l'entrée aux fréquences —a, ++ , avec | €{0,..., P—1}. C'est l'illustration directe
de I'équation (3, 31):

fréquence ap peut donc étre influencée, suivent les valeurs de , par le spectre
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Fig. 3.8: Exemple de relation entre les spectres d'entrée et de sortie pour un
systeme LVPT P-périodique causal

Ce type de representation illustre donc clairement a la fois le décalage
fréquentiel, et les changements d'amplitude et de phase provoqués par le systeme
LVPT sur les composantes fréquentielles de I'entrée. Elle a aussi I'avantage de séparer
graphiquement les différents transferts LIT composant le systtme LVPT.

Finalement, on peut définir une valeur A représentant la «quantité de
variations» pour un systeme LVPT

2

2
1=0

6, (@) -6 ()|’ 2
> Jo@f v o=l

- \ I P—
Si le systéeme analysé est LIT, alors la somme zlzj

Gi(a) der (3.34)

1
2

Gi(a)[ se réduit

a (jo(a)||2 EtA prend 1a valeur 0. Au contraire, si le systeme ne comporte pas de partie

invariante, alors ||gA0(oc)||2 devient nul et A vaut I.

Les résultats obtenus dans le domaine fréquentiel confirment un résultat déja
énoncé a la section 3.2.3, ou il avait été montré que les exponentielles complexes
n'étaient pas les signaux propres des systemes LVPT. En effet, une exponentielle

h(a )

ensemble d'exponentielles complexes en sortie. La notion de fonction de transfert est
donc a revoir pour les systemes LVPT, et la section suivante est dédiée a définir un
opérateur du méme type utilisable pour ce genre de systémes.

complexe en entrée produira, suivant les valeurs de , hon pas une, mais un




111.2.5 Etude des signaux propres, notion de gain complexe:
Recherche des signaux propres des systemes LVPT
Systemes LIT :

Il est bien connu que les exponentielles complexes sont les signaux propres
des systemes LIT. Cette propriété peut étre démontrée a partir de leur relation
d'entrée-sortie en temps, donnée par (3.23). Si le signal dentrée x(k) est une
exponentielle complexe d'amplitude unitaire, de phase nulle et de fréquence réduite a,
cette relation devient :

“+00
j2mxk
y(n) = > go(n—k)e'
u=-—o0
En effectuant le changement de variable u = n - k, on obtient:

y(n) = [ > go(we }e”’”"

L'équation (1.2) permet d'identifier le terme entre crochets comme la valeur de
la transformée de Fourier de la réponse impulsion elle du systéme LIT, a la fréquence
a. Cette équation peut donc s'écrire :

y(n) = g, (ax)e’?™" (3.35)

Finalement, on retrouve en sortie la méme exponentielle complexe qu'en
entrée pondérée par le nombre complexe §,(«), d'ou le terme de «signaux propres».

Ce nombre, dependant de la fréquence, est appelée réponse fréquentielle ou gain
complexe. Il résume, par son module et sa phase, l'effet de filtrage qu'a ce type de
systtme sur son entrée. On comprend alors qu'il soit important de pouvoir
décomposer un signal sur une base d"exponentielles complexes, ce qui est réalisé par
la transformation de Fourier.

La définition des signaux propres des systémes LIT nous a conduites a la
notion de gain complexe, la méme démarche va donc étre adoptée pour les systemes
LVPT.

Systemes LVPT:

Pour de tels systemes, les signaux propres ne sont plus de simples
exponentielles complexes. En effet, supposons que le signal d'entrée x(k)d'un systeme
LVPT P périodique soit une exponentielle complexe d'amplitude unitaire, de phase
nulle et de fréquence réduite a. La relation d'entrée-sortie temporelle, donnée par
(3.17), devient alors:



|
2 —)k
j27(a+)

y(n) = Zzg.(n k)e

=0 k=—0

En effectuant le changement de variable u = n - k, on obtient:
+o —j27| a+— |u j2x a+i n
y(n) = Z Zg.(u (eop ) o)

L'équation (1.2) permet d'écrire:

=S ar LR

Le double effet de filtrage et de décalage fréquentiel de ces systéemes, mis en
évidence dans les sections précédentes, est confirmé par cette équation. En effet, on
ne retrouve pas en sortie la seule exponentielle complexe d'entrée, mais la somme de
P exponentielles complexes de fréquencea ++, pondérées respectivement
par g, (e + L) pour I=1,.....P.

Une exponentielle complexe en entrée engendre donc P exponentielles
complexes en sortie, décalées d'un multiple de+ en fréquence. La TFr étant une

fonction 1-périodique, on peut espérer qu'un signal d'entrée constitué de P
exponentielles régulierement espacées de+ en fréquence, redonne le méme type de

signal en sortie. Afin de vérifier cette proposition, prenons un signal d'entrée de la
forme:

x(k) = je’zn[“m)” (3.36)

En appliquant le changement de variable u = n - k et en utilisant (1.2), la
relation d'entrée sortie temporelle (3.17) devient :

1P l+m) iz LI
y(n)= ZZQ.(M—P Je S
Un deuxiéme changement de variable g = | + m permet d'écrire:

P-1P-1tl j2z a+3 |n
y(n)=>>" Q(OH%)Q [ P) (3.37)

Si




S| peut étre décomposé en une somme de deux termes:

IPZQ(CX'F })Jzﬂ[m Jn+leflgl(a+ }j2ﬂfa+gjn

q:

Les fonctions g, (a+%) et ejz”(“*%)n n'étant 1-periodique suivant a, I'indice q du
deuxiéme terme de S peut étre exprimé modulo P, ce qui conduit a:

S|=:::g,(a+%je‘z”(“*) Zlc; [ }jzn[mg]n

L’équation (3.37) devient alors:

y(n)= Pipig(ow jjzn(mg}]

En inversant lI'ordre des sommations, et en changeant l'indice g en m, on
obtient finalement:

y(n)= PZE 9 [“ " %ﬂejh[wg)n (3:38)

m=0[_I=0

La réponse du systeme a une somme d'exponentielles complexes de la forme
(3.36) est donc une somme pondérée des mémes exponentielles complexes, aux
mémes fréquences. Ce résultat montre bien que ces signaux constituent les signaux
propres des systemes LVPT.

Décomposition des signaux

On peut donc espérer trouver une relation d'entrée-sortie simple en
décomposant les signaux sur une base de P exponentielles complexes, décalées en
fréquence de P. Pour un signal s(n), ceci revient & «éclater» sa transformée de Fourier
$(a)en P intervalles fréquentiels différents de longueur 1. On sélectionne alors, & un
méme instant, une composante, fréquentielle dans chaque intervalle. Rangées sous
formes vectorielles, ces composantes forment le vecteur §(cr) suivant:



$(a)

)

1.1
avec : aej‘z—p,ﬁj

(3.39)

Ceci constitue une description fréquentielle équivalente a la transformee de

Fourier,

mais en observant P composantes fréquentielles a la fois.

Cette

décomposition de la réponse fréquentielle est appelée «décomposition en composantes
de recouvrement» dans [46], «réponse fréquentielle augmentée» dans [45], ou encore
«décomposition a modulations» dans [47] ou la méme étude a été réalisée dans le
domaine de la transformée en z.

Le domaine de définition adopté pour a permet & S(a)de décrire sans
redondance toute la transformée de Fourier du signal analysé. Un exemple graphique
du lien entre la transformée de fourrier s(c)et le vecteur S(a) est donné par la figure

3.9 pour P = 3. Enfin, on peut remarquer que si P = 1, S(e)se réduit as(c) .

ol —

o~ —

Fig. 3.9: Représentation vectorielle de la transformée de Fourier d'un signal

s(n) pour P =3



Extension de la notion de gain complexe aux systemes LVPT

Afin d'étendre la notion de gain complexe initialement définie pour les
systemes LIT aux systemes LVPT P-périodiques, prenons un tel systeme, d'entrée x(k)
réelle et de sortie y(k). Le but étant de donner la relation liant les vecteurs ﬁ(a)

et §(er), une composante quelconque du vecteur de sortie f/(a - %) doit étre exprimée

en fonction de celles du vecteur d'entrée.
La relation d'entrée-sortie fréquentielle (3.32) permet d'écrire:

{ep)-ZolesHe")

En effectuant le changement de variables g = | + m, on obtient:

(COPXRC G

La TFr étant 1-périodique, l'indice q présent dans la fonction X( —%) peut
s'exprimer modulo P. Il en est de méme pour la fonction Qq_m(a—%) puisque
I'équation (3.16) implique I'égalité des functions g,(r) et g, +P(r). Le deuxiéme
terme de cette expression peut donc étre exprimé sous la forme d'une somme allant de

0am-1,etlacomposante §(a —2) devient finalement fonction de X (a):

A

En utilisant cette derniere expression, et le fait que la fonction gy(k) soit P-
périodique suivant lindice 1, on peut lier les vecteurs X () et Y(a) par la relation
matricielle suivante :

YA(O‘)ZG(O‘)'X(O‘) avec: ae]‘zp’zp (3.40)

oll G(a) est une matrice carrée de dimension P x P, fonction de la fréquence
et de la forme :



g
Gla)= (3.41)

Les équations (3.40) et (3.41) fournissent donc une relation simple entre les
vecteurs R(a )et Y(a) , décrivant dans le domaine fréquentiel les signaux d'entrée et de

sortie du systeme. La matriceé(a) sera appelée «gain complexe matriciel» ou

«réponse fréquentielle matricielle» dans la suite de ce document. La section suivante
est dédiée a son interprétation, et a I'étude de quelques unes de ses propriétés.

111.2.6 Interprétation du gain complexe matriciel

D'apres les équations (3.39), (3.40) et (3.41), I'élément situé sur la ligne m et la
colonne n de la matriceé(a)représente le gain complexe existant entre la composante

fréquentielle de frequence « —& du signal d'entrée, et celle de fréquence o —% du

signal de sortie. Le gain complexe matriciel peut donc prendre en compte les relations
éventuelles existant entre les signaux d'entréee et de sortie a des frequences différentes.
De telles relations n'existant pas pour un systéeme LIT, son gain complexe matriciel est
diagonal, et seul §,(a) peut étre non nul.

De plus, un lien peut étre établi entre la réponse bifréquentielle d'un systeme
LVPT et son gain complexe matriciel. h(a, ) Définie a la section 3.2.4, représente le
lien entre la transformée de Fourier du signal d'entrée et. Celle du signal de sortie du
systtme. Le gain complexe matriciel joue le méme rdle entre les réponses
fréquentielles augmentées de ces deux signaux. Or ce type de représentation; définie
par (3.39), peut étre vue comme une version échantillonnée de la transformée de
Fourier du signal. La matriceG(a) n'est donc rien dautre qu'une version
échantillonnée de la réponse bifréquentielle, I'emplacement des échantillons variant
avec la fréquence a.

Enfin, on peut montrer que le gain complexe matriciel vérifie les mémes
propriétés de base que le gain complexe classique. Pour cela, supposons deux
systemes LVPT H,et H, de méme fréquence. Leur association en paralléle est
représentée a la figure 3.10 (a). Le signal de sortie global y est dans ce cas:

y=yir+Yy>=Hjox + HpX
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X
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v

(a) ssociation

X (b) association en série (c) inversion
en paralléla) e

Fig. 3.10: Propriétés de base du gain complexe matriciel

En représentant les signaux par leur réponse fréquentielle augmenteée, et les
systemes par leur gain complexe matriciel, on obtient:

¥(@)=G,(a)-K(a)+G,(a)- X (@)= (6,(a)+ G, (@) X («)

Le gain complexe matriciel global de plusieurs systtmes LVPT de méme
fréquence en paralléle est donc la somme des gains complexes matriciels de chaque
systeme.

La figure 3.10 (b) représente l'association en série des deux systémes
précedents. Le signal de sortie global est cette fois donné par:

Zz=H,oH,oX

Dans le domaine fréquentiel, on obtient donc:
2(a)=G,(a) Y(a)=G,(a) Gya) X(a)

Le gain complexe matriciel global de plusieurs systtmes LVPT de méme
fréquence mis en série est donc le produit des gains complexes matriciels de chaque
systeme. Toutefois, contrairement aux systemes LIT, l'ordre des gains complexes
matriciels ne peut étre changé puisque le produit matriciel n'est pas commutatif. En
effet, dans le cas genéral, les systemes LVT, et donc les systtmes LVPT, ne peuvent
étre intervertis sans changer la forme de leurs signaux de sortie. Le systeme inverse
d'un systeme LVPT H, noté Hi,,, est défini par la figure 3.10(c). Il vérifie donc les
équations:

HoH,,ox=H,,cHox=X

Cette équation, traduite dans le domaine fréquentiel a l'aide des outils
précedemment définis, devient:

G(@)- Gy, (@) X(@)=G,,, (@) G(a)- X () =1, - X ()

oll Ip est la matrice identité de dimension Px P. Alors, si le vecteur X («) est
différent du vecteur nul, G,

inv

(a) vérifie les équations suivantes:

é(a)'éinv(a):é‘inv(a)'é(a): Ie (3.42)

v
I

I

P



Si la matriceé(a)est réguliére quelle que soit la fréquence a comprise entre

1 1 . . . .
—%p etﬁ , Ces equations sont résolues par:

A

G,,(a)=G(a)* avec: acl- %%] (3.43)

Ol G(a)™* est la matrice inverse deG(a). Le gain complexe matriciel de

I'inverse d'un systéeme est donc la matrice inverse du gain complexe matriciel de ce
systeme.

Le gain complexé matriciel associé aux systemes LVPT vérifie donc, comme
le gain complexe classique, les propriétes énoncées ci-dessus. De plus, il prend en
compte d'éventuels liens entre des fréquences de valeurs différentes des signaux
d'entrée et de sortie. Il peut donc étre interprété comme une extension de la notion de
gain complexe, appliquée aux systernés LVPT. Des exemples de gain complexe
matriciel de systemes simple sont donnés dans la suite.

Systeme LIT

Si nous sommes en présence d'un systeme LIT (P = 1), les vecteurs et les
matrices définis précédemment redeviennent tous des scalaires. X (2 )Et Y(a) se
réduisent en %(a) et Y(a) et G() en §,(e) L'équation matricielle (3.40) redevient
le simple produit de fonctions (3.33), l'intervalle de définition de a étant alors donné
par (1.4). Malgré tout, il peut étre utile de calculer le gain complexe matriciel de ce
systéeme avec une dimension supérieure a 1. En effet, cette matrice sera nécessaire s'il
est associé a des systemes LVPT de période P > I. Comme il a été vu précédemment,
les gains complexes §;(cr)d'un systéme LIT ne sont nuls si i # 0. On obtient donc, un

gain complexe matriciel diagonal de la forme:

() 0
Gur (a): (3.44)
0 @0(0!—%)
Ce résultat confirme le fait que le gain complexe matriciel est une version

échantillonnée de la réponse bi fréquentielle. En effet, dans le cas d'un systeme LIT,
les seuls points de h (o, ) non nuls sont ceux de sa diagonale principale.

Modulation d'amplitude sinusoidale

Le deuxiéme exemple est une modulation d'amplitude sinusoidale. Le systéeme,
formé d'un simple multiplieur, est donné par la figure suivante:

Le signal modulateur est un cosinus d'amplitude A, de phase 0 et de fréguence
réduite 1/P. Ce systéme est donc LVPT P-périodique, et soi signal de sortie est donné

. y(n)= Acos(%{ + ¢jx(n)



Acos(Z +¢)

x(n) y(n)

Fig. 3.11: Modulation d'amplitude sinusoidale

Sa réponse impulsionnelle hyoqg(n, k) est obtenue en réponse au signal
d'entrée :
X(n) = §n—k

Ou 3, est la fonction de Dirac discréte vérifiant:

o, =1 _
5. =0 Si n=%0

Ce systeme a donc une réponse impulsionnelle de la forme:
2w 2
h,.s(n.k)= Acos SN+ é |6, . = Acos Fk +4 15, (3.45)

La transformée de Fourier bidimensionnelle de cette fonction est, pa.r
définition, la réponse bifréquentielle du systeme. D'apres les propriétés de la fonction
de Dirac discréte, on obtient:

Aoalc. B)= > 3 Aco{_k+¢j5 | gizrten )

n=-o0 k=—o0
+ oo 72_ i
= > Acog =k + ¢ 2l
K=—0 P
La transformée de Fourier en fréquence réduite du cosinus permet finalement

d'écrire;

Amod(a B)= em (a+ﬁ_£j+ Ae 5(a+ﬂ+%j

P 2

Cette fonction étant 1-périodique en ce et, Q, le deuxiéme terme peut s'écrire

oodlt, )= Aem [aw—%}’*im ( ﬂ+—1j

Par identification avec (3.28), on peut voir que ce systeme LVPT est composé de deux
systemes LIT de transformées de Fourier constantes:




gl(a) = éejcﬁ

2

A A
gP—l(a): —e '?

2

Cette réponse bifréquentielle est donc confinée sur deux droites différentes
d'ordonnées a l'origine +& et de pente -1. Les deux morceaux de droite

supplémentaires apparaissant dans les coins hauts droits et bas gauche de la figure

N |-

An-id
> €

3.12
B
A
1 \t
%ejaﬁ 1
e <
2
Fig.3.12: ﬁmod(oc,ﬂ) correspondant au systeme de la figure 3.11
0 e’ 0 0 e
e_J¢ * . 0
A Al 0 :
G =—
mod(a) 2 0
0 . el
ej¢ 0 0 e—i¢

0
Appartiennent aux droites d'équationa + S+

périodicité deh__(a, 3).

P-1

. Leur présence est due a la

Finalement, la définition du gain complexe donnée en (3.41) montre que pour
ce systeme, on obtient une matrice P x P de la forme:
Sa structure est bien identique a celle de la réponse bifréquentielle de la figure 3.12.

Apreés avoir interprété le gain complexe matriciel comme une extension du
gain complexe classique, la prochaine section est dédiée a I'emploi de techniques
d'algebre matriciel afin d'extraire des informations supplémentaires sur le systéme



111.2.7 Analyse du gain complexe matriciel:

L'intérét d'obtenir un gain complexe sous une forme matricielle est de pouvoir
lui appliquer des techniques dalgebre linéaire, susceptibles dapporter des
informations supplémentaires sur le systéme correspondant. Dans cette section, la
décomposition en valeurs singulieres, ainsi que le calcul de normes matricielles ont

été employés dans ce but. Dans la suite, l'opérateur ()H représente le transposé
complexe conjugué d'un vecteur ou d'une matrice.

Décomposition en valeurs singuliéres:
Définition:

La décomposition en valeur. Singulieres [48] permet de décomposer une
matrice sous une forme canonique. Dans le cas d'un gain complexe matriciel G(a)de
dimensionPx P , on a:

Glar)=U(a)-£(a)-V(a)" (3.46)
Ou :
-U(a)est la matiricePxP unitaire formée des vecteurs propres
deG(a)-G(a)"

-V(a)est la matricePxP unitaire formée des vecteurs propres de
G(a)"-G(a)

-i(a)est la matrice Px P diagonale dont la diagonale principale est formée

de la racine carrée des valeurs propresG(a)-G(a)", appelées «valeurs
singuliéres». Elles sont notées &, (a) et rangées par ordre décroissant :

A

6,(@)> 6,(a) 26, (@)> 6, 4(a) ="+-0p(@) =0

Seules les r premiéres valeurs singuliéres sont donc supposées non nulles, r
pouvant aller de 1 a P.

La figure 3.13 représente I'équation (3.46) sous une forme graphique. De plus,
elle montre



' N ) 4 N
(@)
U, («) (e .
5 () = A ) V.(a)
Gla)- (e e N
pRt o) r
0 0 V(Y

r .
Fig. 3.13: Représentation graphique de la décomposition en valeurs singulieres du
gain complexe matriciel G(c)

Que I'on peut obtenir une expression réduite de I'équation (3.46), en négligeant
les matrices U, (et Vy(a):

Gla)=U,(a) 2 ()-V, () (3.47)

La matrice £ (a)est alors une matrice diagonale de dimensionrxr, ne

comportant aucune valeur singuliére nulle sur sa diagonale principale. Les matrices
U, (a) et V. (a)sont, quant & elles, de dimension Pxr .

Interprétation:

Pour un systeme LVPT P-périodique H (P est ici supposé supérieur a 1),
d'entrée x et de sortie y, une relation d'entrée-sortie simple est donnée par lI'équation

(3.40). Elle relie la representation fréquentielle augmentée X(a)de I'entrée a celle

Y(a)de la sortie, grace au gain complexe matriciel G(a). Cette matrice n'étant pas

diagonale, une composante du vecteur ne d'entrée peut influencer plusieurs
composantes du vecteur de sortie. Les comosantes de ces vecteurs ne sont donc pas
decouples. la transformation permettant d'accéder a des composantes fréquentiellee
decouplées est la decomposition en valeurs singulieres du gain complexe matriciel
eneffet, en utilisant (3.46) dans (3.40),0n obtient:

Y(a)=U(a)-2(a)-V(x)" - X(x) (3.48)
En multipliant cette expression par la matrice unitaireLj(oc)H , Cette relation deviant:

U(x)" - Y(a)=2(x)-V(x)" - X(x) (3.49)

On peut alors definer les <<composantes fréquentielles principales >> de
I'entrée et de sortie par:

Xola)=V(x)" - X(ax) (3.50)

Yo(a)=U(x)" -Y(x) (3.51)



ces des vecteurs peuvent étre considérés comme les representations fréquentielles
augmentées des signaux temporels x,(n) et y,(n).L'équation (3.49) montre que ces
nouvelles coordonnées vérifient la relation:

Ye(a)=2(a) Xp(a) (352)
La différence entre les relations (3.40) et (3.52) vient du fait que la matrice

3 (e )est toujours diagonale. Une composante de X ,(a) n'agit alors plus que sur une

seule composante deY}, (a)par lintermédiaire de la valeur singuliére correspondante.

Toutes les composantes de ces vecteure sont donc bien découplées. Le méme type de
démarche a été effectuée dans [49] en appliquant la décomposition en valeurs
singuliéres sur la matrice de gains comlexes d'un systéeme LIT multi-sorties, pour une

fréquence fixe.

Les matrices U (a)etV(a)peuvent étre vues comme des matrices de

changement de base,il en est donc de méme pour leur inversesU ()" etV (a)" .les

transformations decrites par les équations(3.51)et (3.50) peuvent donc etrs vues

comme deux changements de base, différents permettant de passer des composantes
de départ X(a)etY(a)aux composantes principales X,(a)etY,(a).dans le cas

présent, ces matrices peuvent aussi étre vuse comme les gaine complexe matricile

correspondant a différeents systémes:

-le gain complexe matriciel V()" correspond & un systéme LVPT noté p,
- le gain complexe matriciel U (a )correspond a un systéme LVPT noté p,

- le gain complexe matriciel3(er) étant diagonal, il correspond & un
systemeLIT noté |

I'équation (3.48) permet alors de décomposer le systeme LVPT d'origineH en
trois systémes associés en série, don’t la sortie est reliée a I'entrée par la relation :

y=Hox=p,olopoX

Comme le montre la figure 3.14, H peut donc étre vu comme deux systémes
LVPT différents entourant un systéeme LIT. Le premier systtme LVPT P, permet de
passer de l'entrée x( n)



x,(n) H ye(n)
x(n) P, i P, > y(n)
I 1 /

/ systeme LIT /
systemes

LVPT

A\ 4

A\ 4

Fig 3.14: Structure interne d'un systéme LVPT H

Au signal x,(n). Ce signal passe ensuite par un systeme LIT 1 qui applique, a chaque
composante fréquentielle principale, un gain égal a la valeur singuliére
correspondante. Le deuxiéme systéme LVPT p, permet alors de repasser de y,(n) au

signal de sortie y(n) du systeme global.

Ce modele, mis a jour grace a la décomposition en valeurs singulieres du gain
complexe matriciel, permet donc de mieux comprendre la structure interne des
systemes LVPT. Nous allons voir qu'il permet aussi de donner leurs conditions
d'inversion.

Inversion d'un systéme LVPT:

Les équations (3.43) et (3.46) montrent que le gain complexe du systeme
inverse de 'H peut s'exprimer par:

&, (0)=6(a) =V(a)-$(a) Ula)' A el i

Ce systéme peut donc étre vu comme la mise en série des trois systemes
suivants:

- le systéme de gain complexe matriciel U (a)" , inverse de U () , et donc noté Painy..
- le systéme LIT de gain complexe matriciel diagonal £(a) ‘inverse deZ(«), et noté

Iinv
- le systéme de gain complexe matricielV (@), inverseV ()" de , et noté Pyiny.

La figure 3.15 montre la structure interne de ce systeme. On peut noter qu'il est
constitué de deux systemes LVPT et d'un systeme LIT, qui sont les inverses de ceux

décrits par la figure 3.14. L'existence des gains complexes matriciels de Pjiny €t Painy
est toujours assurée puisque ce sont les transposés hermitiens de ceux de P, et P,. La

matricei(az)’1 (@)-1, quant a elle, n'existe pas forcément. En effet, sa diagonale

principale est constituée des éléments inverses de celle dei(a), et elle ne peut étre
calculée si l'un d'eux est nul. Un systéme sera donc non-inversible en o si une ou
plusieurs des valeurs singuliéres de son gain complexe matriciel sannulent pour cette
fréquence.



Pour palier a ce probleme et essayer d'inverser «au mieux» un systéme non-
inversible, on peut utiliser la notion de matrice inverse généralisée [50]. Pour le gain
complexe.

yo(n) xp(n)

inv

A\ 4
\ 4

pzinv plinv > X(n)

y(n)

Fig. 3.15: Structure interne du systéeme inverse H,,,

Matriciel G(a )elle est notée G(a) ° et vérifie les propriétés suivantes:

G(a)-G(a)? -G(a)=G(x) (3.53)
G(a)® -Gla) -Gla)® =G(a)™® (3.54)
Gla)®-Gla) et G(a)-G(a)® sonthermitiennes (3.55)

Cette matrice est alors unique et donnée par:

G(a)?® =V, (@) ()" -U, ()" (3.56)

ou V. («), 2,(a)etU,(a) sont définies par I'équation (3.47) et la figure 3.13.
L'avantage d'utiliser l'inverse généralisée par rapport a l'inverse exacte réside dans le
fait qu'elle existe toujours, méme si G(a) n'est pas inversible. En effet; la matrice
diagonale =, («) ne comporte aucun élément nul sur sa diagonale principale, de telle
sorte que =, (o)™ est toujours définie. De plus, on peut remarquer que si G(a) est

inversible, alorsG(a ) ° est égale & G(a)™ Si, par contre, G(a) est singuliére, alors
son inverse généralisé tend a avoir le méme comportement que l'inverse exact
(relations (3.53), (3.54), et (3.55), sans pour autant Vérifier la relation stricte (3.42).
En fait; I'équation (3.56) indique que sié(a) a une valeur singuliere nulle, la valeur

singuliere correspondante de son inverse généralisée restera nulle, alors qu'elle devrait
prendre une valeur infinie pour l'inverse exacte. Cette remarque peut étre illustrée
grace a un exemple simple. Soit la matrice G complexe:

o O O O
o+ O O
O O O

1
J
0

0



Cette matrice est singuliére, et ne comporte pas d'inverse exact. Le calcul de
son inverse généralisé nécessite sa décomposition en valeurs singuliéres:

%oo%\/ﬁooolooo
]

G:ﬁooﬁ 0 1 00[(0010
0 10 0 0 01 0/|0 001
0 01 0 0 00 0[[0 1 0 O]

U ) v H

SR
?00\/5001000

—| V2 10 1 0[l0 010
0 1 0

0 0 1//0 0 0 1

0 0 1 SRR

S — X, VrH

Cette décomposition, ainsi que I'équation (3.56) donnent linverse généralisé
recherché:

1 00 L _
ooo%OOﬁ_Niooéozgg
G'=, o]0 toffo o o=l
0 01/|{0 o0 01
0 0 1] 0 0 0 1]

Les matrices G™° et G9 vérifient bien les relations (3.53), (3.54) et (3.55), et
on a de plus les deux relations:

1000
i 0000
G9.-G=

0010

0 0 0 1]

%—goo
G.G‘gz%%oo

0 0 10

0 0 0 1]

Ces produits donnent donc «presque» la matrice identité, mais l'inverse généralisé ne
fait qu'approcher le comportement de I'inverse exact vérifiant (3.42).

Cette méthode d'inversion, appliquée & un systéme LVPT H de gain complexe G(« ),
donne les résultats suivants



- Si on se trouve a une fréquence a pour Iaquelleé(a) n'a aucune valeur
singuliére nulle, elle est alors inversible. Le gain complexe matriciel du systeme
inversé H,, est donc, pour cette fréquence; la matrice inverse exacte de G(a). Le
gain complexe matriciel du. Systeme constitué par la mise en série deH et H,, est
alors la matrice identité.

- Si on se trouve a une fréquence a pour laquelle é(a)a une ou plusieurs de

ses valeurs singulieres qui s'annulent, elles seront conservées dans le gain complexe
matriciel du systeme inverse. L'association en serie des deux systemes aura alors un
gain complexe matriciel global approchant «au mieux» la matrice identité. On peut
montrer [50] que le critere permettant de dire que cette matrice est approchée «au
mieux» est quadratique. En effet; lI'inverse généralisé minimise la norme quadratique

de la différence entre la matrice identité 1, et le produitG(a)- G(a)°.

Ce résultat est tres facilement interprétable pour un systeme LITH,; . Pour les
fréquences ol son gain complexe §,(c)est différent de 0, le systéme inverse H,,; .,
alors comme gain complexeml;j. Par contre, pour les fréquences ou §,(a) est nul, le

inv

gain complexe de H,;,, l'est aussi, L'association en série de ces deux systemes
donne donc un gain complexe global égal a 1, sauf pour les zéros de go(a) ou il est

également nul.

La décomposition en valeurs singuliéres du gain complexe matriciel a donc
permis de préciser la structure interne générale d'un systeme LVPT, et d'établir-ses
conditions d'inversibilité en fonction de ses valeurs singuliéres. Nous allons
maintenant explorer quelles informations supplémentaires peut fournir le calcul de la
norme de son gain complexe matriciel.

Calcul de normes:

Afin d'introduire correctement le concept de norme, il est nécessaire de mieux
définir les objets sur lesquels vont porter les calculs, c'est a dire les systéemes linéaires
discrets, et les signaux présents en entrée et en sortie de ces systemes. Afin de veérifier
la condition d'existence de la transformée de Fourier (1.2) donnée au paragraphe
1.3.3, les signaux numériques qui suivent sont supposés de module sommable. Pour
un tel signal s, on peut montrer que I'on a également:

kijs(k)f oo

2
- \ , - .. . s +o0
On parle alors de signal a «energie finie», puisque la quantité Zk=%|s(k)| est
homogeéne a I'énergie contenue dans s. Si, de plus, on suppose que ces signaux sont a
valeurs complexes, alors ils peuvent étre considérés comme les éléments d'un espace

vectoriel sur le corps C des complexes. En ajoutant a cet ensemble la notion de
distance entre deux de ses éléments, on obtient un espace vectoriel normé; que I'on
peut montrer complet (il est alors appelé «espace de Banach»). Enfin, en définissant le

produit scalaire entre s, et s, par:

(550 = D s (n)'s,(n)= [} 8(a)s,(a)a (357)

2



on obtient un ensemble dénommé espace de Hilbert des signaux a module
sommable, noté X, . Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que tous les signaux

rencontres sont des éléments de N, . Ils peuvent donc étre vus comme des vecteurs, et
représentés sous différentes formes:

- la forme temporelle, constituée de I'ensemble de leurs échantillons.

- la forme fréquentielle classique. C’est a dire leur transformée de Fourier en
fréguence réduite,

- la forme fréquentielle augmentée, définie, pour le signal s, par (3.39).

Un systeme LVPT peut alors étre vu comme un opérateur linéaire, faisant
correspondre le sous-espace de hilbert des signaux d'entrée a celui des signaux de
sortie. Une forme pratique pour le représenter est la forme matricielle donnée par
(3.41), qui relie les représentations fréquentielles augmentées des signaux d'entrée et
de sortie.

Norme des signaux:

Les signaux étant équivalents & des vecteurs, leur «mesure» va pouvoir étre
quantifiée grace a une norme. Il existe une multitude de normes- vectorielles, mais la
plus utilisée en traitement du signal reste la norme introduite par le produit scalaire
(3.57). La norme au carré d'un élément s de N, est alors définie par:

Isf7 = <59 = 3lstk) = [,

Cette valeur a une signification physique importante puisqu'elle représente
I'énergie E contenue dans le signal. Elle peut encore s'exprimer en fonction de la
représentation fréquentielle augmentée de s par:

= ', () Slakar = [8(a)f

Norme des systémes:

§(a]2da (3.58)

La norme de l'opérateur linéaire qu'est un systeme LVPT Hest donnée par
celle de son gain complexe matriciel G(a). Une fois de plus, il existe une multitude de

normes matricielles, mais les normes d'opérateurs sont le plus souvent induites par des
normes vectorielles. La norme quadratique d'un systeme LVPT d'entrée x et de sortie
y, induite par la norme vectorielle (3.58), est définie par [48]

2

Sla) X(a)
X(a),

Pour calculer cette norme; il faut donc chercher le signal d'entrée non nul, qui
engendre le «gain en norme» maximal entre I'entrée et la sortie du systeme. La valeur
de cette norme élevée au carré est équivalente au «gain en énergie» maximal que peut
présenter le systeme. En effet, il a été vu que la norme au carré d'un signal représente
I'énergie qu'il contient. Il est montré, dans [51], que cette norme matricielle est donnée
par:

I RO (G
“H ”2 - SXEEW - HG(O!XL B XS(S)EO )z(ax‘zz B XS(LJ)BO




[, =6(er), = sup o7 [6(@)
Oluo o

max[é(a)Jreprésente la plus grande valeur singuliére de la matrice G(«).

La norme d'un systeme LVPT est donc la plus grande valeur singuliére que puisse
avoir le gain complexe matriciel, sur I'ensemble de définition de a. Cette valeur
représente I'amplification maximum que peut provoguer le systeme de son entrée vers
sa sortie. Par exemple, pour un systeme LIT, cette norme est égale au maximum du

module de son gain complexe|g,(«) .

Ce résultat permet donc de définir un gain d'entrée-sortie pour les systemes
LVPT, mais il permet aussi de donner un sens plus physique aux valeurs singulieres.-
En effet, leurs valeurs, élevées au carré, peuvent étre vues comme de véritables gains
d'entrée-sortie en énergie, appliqués sur les composantes fréquentielles principales
définies au paragraphe précédent.

Les outils théoriques introduits dans cette section vont pouvoir étre utilisés afin
d'étudier les caractéristiques du systéeme LVPT présent dans le transfert décrit a la fin
du chapitre 1.



Chapitre IV



IV Application:

Cette-section est consacréee a l'utilisation des outils théoriques précédemment
définis, dans le but d'étudier un systtme LVPT de méme structure que celui décrit au
chapitre 1, situé entre les courants de commande et les vibrations qu'ils engendrent.

Tout d'abord, le paragraphe 3.3.1 rappelle la structure de ce systeme qui est a
temps continu. Sa réponse impulsionnelle ainsi que sa réponse bifréquentielle y sont
aussi  étudiées. Ensuite, les contraintes que doit verifier la fréquence
d'échantillonnage, pour que I'échantillonnage de ce systéme permette d'obtenir un
systeme LVPT discret sont données au paragraphe 3.3.2.

Enfin, les trois derniers paragraphes (3.3.3 a 3.3.5) sont consacrés a I'étude dés
caractéristiques de ce systéeme discret, en reprenant le plan utilisé dans la section
précédente: domaine temporel, domaine fréquentiel, puis détermination et analyse du
gain complexe matriciel.

IV.1 Description du systéeme a analyser:

Le modele décrit a la section 1.4.5 est un systeme LVPT multi-entrées mono-
sortie. Or, les outils développés a la section précédente permettent d'analyser un
systétme a une entrée et une sortie. Nous allons donc nous intéresser a une seule
«branche» du systéeme global, c'est a dire au transfert entre le courant envoyé dans une
des bobines statoriques de la machine; et les vibrations qu'il engendre en un seul
endroit de la carcasse statorique. Les résultats obtenus au chapitre 1 permettent de
donner la structure générale de ce systeme a temps continu, rappelée sur la figure 4.1.
On rappelle que I'entrée i¢(t) du systeme global, équivalente au :

m(t)= Acos(27pv,t + ¢) v, (t)

systeme LVPT

Fig. 4.1: Modele du systeme LVPT a temps continu a analyser

Courant de commande. Est modulée par un signal sinusoidal: m(t)= Acos(2zv,t + ¢)

de fréquence vo= pv; ou v, est la fréquence de rotation de la machine et p son nombre
de paires de pbles magnétiques. L'amplitude et la phase de m (t) dépendent de la
machine et de la position angulaire spécifiant le point de mesure des vibrations. Ce
point étant considéré comme fixe, ces deux grandeurs sont des constantes. Le signal
obtenu f; (t) est alors filtré par un systeme LIT ¢ de réponse impulsionnelle g(T),
modélisant la réponse mécanique du stator. Sa sortie v¢(t) représente les vibrations du
stator engendrées par le seul courant de commande i.(t). La périodicité de m (t)
permet a I'ensemble multiplieur-systéme LIT d'étre vu comme un systéeme LUPT.



La structure du systeme a étudier étant connue, on doit fixer les valeurs des
différentes variables qu'il comporte pour détailler l'allure de sa réponse
impulsionnelle. Dans un cas pratique, il faudrait donc passer par une phase
d'identification afin de déterminer les caractéristiques de m (t) et la réponse
impulsionnelle g (T). Dans notre cas, nous allons fixer ces valeurs numériquement
pour illustrer les caractéristiques d'un tel systeme:

- L'amplitude et la phase du signal de modulation sont choisies d'une
maniere arbitraire. Sa fréquence, quant a elle, est imposée égale a la
fréquence statorique nominale de la machine de test, c'est a dire vo = 50
Hz, ce qui correspond a une fréquence de rotation de v,= 25 Hz. Ce signal
est alors donné par:

m(t)2,5cos(27r><50 x t +2?7[j (4.1)

- Afin davoir une réponse fréquentielle réaliste, tout en étant assez simple
pour faciliter l'interprétation des résultats, on choisit un systeme ¢ dont le module du

gain complexe est représenté sur la figure 4.2(a). Sa réponse en fréquence présente
deux résonances a 0,5 et 1,5 kHz, ainsi qu'une anti-résonance a 1 kHz, puis a tendance
a sannuler pour les fréquences supérieures a 4 kHz. La réponse impulsionnelle
correspondante est donnée a la figure 4.2 (b).

Une grandeur intéressante a calculer afin de caractériser le systtme LUPT de
la figure 4.1, est sa réponse impulsionnelle h(t, s). Il faut tout d'abord noter que le
modeéle employé est un modéle a temps continu, ce qui impose aux variables
temporelles d'étre des variables continues, contrairement a ce qui a été décrit dans la
section précedente. On peut néanmoins definir h (t, s) de la méme maniére que dans la
partie 3.2.3: c'est la réponse du systéme observée au temps t, a une impulsion envoyée
au temps s. Une impulsion a temps continue eétant modélisée par une distribution de
Dirac, I'entrée du systéme est alors:

i.(t)=s5(t—s)

Apres modulation par rn (t), ce signal devient:

f.(t)=m(t)s(t —s)=m(s)s(t —s)
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Fig. 4.2: Caractéristiques du systéeme ¢



La sortie du systeme LIT est donnée par I'équation de convolution suivante:

h(t,s)= E:g(z')fc (t—7)dz
= J'j:g(r)m(s)ﬁ(t —s—7)dz =m(s)g(t—s)

En remplacant le signal modulant par son expression générale, on obtient:
h(t,s)= Acos(22v,s + ¢)g(t —s) (4-2)

Cette réponse impulsionnelle est bien celle d'un systeme LVPT, puisqu'elle Vérifie la
relation h(t,s)=h(t +T,,s+T,) avecT, = relation identique a (3.12), mais pour les

systemes continus.
A partir de cette réponse impulsionnelle, on peut définir, comme en 3.2.4, la

réponse bifréquen-tielleh(£,¢), Elle correspond & la transformée de Fourier & deux
dimensions de h (t, s), mais ne posséde pas de propriété de périodicité, comme son
homologue définie en (3.28) pour les systemes discrets. En partant de I'équation (4-2),
on obtient:

h(z.¢)= [ge-”’@(f)}é(& +¢ V) + [gew@@)}a@ +¢ =) (4-3)

Cette fonction ne peut étre non nulle que sur les deux droites de pente -1 et
d'ordonnées a l'origine xv,. Un exemple schématique est donné sur la figure 4.3. Le
module du gain complexe deg est représenté sur la partie gauche de la figure. Etant

de largeur de bande B, il est donc nul si la fréquence est a I'extérieur de
I’intervalle [—%;+%]. Le résultat obtenu pour le module de la réponse bifréquentielle

ﬁ(f,g)( s'annule

si|&]> 2 ou|¢|> 2 +V,. Le domaine ol la réponse bifréquentielle est non nulle est
donc fonction de la largeur de bande de ¢ et de la fréquence

est montré sur la partie droite de cette figure. On peut voir que
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Fig. 4.3: Exemple schématique de module de la réponse bifréquentielle (4-3)
De modulationv,.



Pour les valeurs numériques fixées précédemment, la largeur de bande du
systeme LIT peut étre estimée aB =8 kHz. Le domaine ou la réponse bifréquentielle

peut étre non nulle correspond alors & |§| < 4kHz et|§’| <4,05kHz

1.2 Echantillonnage:

Il 'y a deux types de contraintes d'échantillonnage a respecter. La fréquence
d'échantillonnage v, doit tout d'abord étre assez élevée afin de vérifier le théoreme de
Shannon. Ceci permet d'éviter le recouvrement spectral, et autorise la reconstruction
de la réponse impulsionnelle a temps continu, a partir de sa version échantillonnée.
D'aprés la section 1.3.3, cette condition est vérifiée pour un signal bidimensionnel
analogique comme h(t, s), si v, est supérieure a deux fois la plus haute fréquence
présente dans le plan bifréquence, et ceci suivant les deux axes fréquentiels. Appliqué
au systeme décrit a la figure 4.1, et donc a la réponse bifréquentielle de la figure 4.3,
cette condition donne une premiére contrainte fixant une limite inférieure pour v

v, > B+ 2v, (4-4)
La deuxiéme contrainte a imposer a v, vient du fait que I'échantillonnage du
systeme LVPT continu original, doit fournir un systeme discret périodique pour
pouvoir employer les outils d'analyse développés a la section 3.2. Si on échantillonne
la réponse impulsionnelle a temps continu h (t,s) du systeme de la figure 4.1 avec une
periode d'échantillonnage T, =% I'équation (4-2) permet décrire, aux instants

d'échantillonnage :
h(nT,.kT,)= Acos(22v,kT, + ¢)g((n — kT, )

= ACO{ZEX—OK + ¢)9((n —KJT.) (4-5)

e
Pour que cette réponse impulsionnelle soit celle d'un “systeme linéaire discret g
périodique elle doit vérifier la relation (3.12), c'est a dire :
h(nT, + o T,,kT, + o T.)=h(nT,,KkT,)

D'aprés I'expression de h(nT,,kT, ) , ceci est équivalent &:

CO{Zﬂ'V—O(k + o)+ ¢] = co{zﬂﬁk + ¢J
Ve \/e

Ce qui est vérifié si la fréquence d’échantillonnage est de la forme :

Ve = £V (4-6)

Pour que le systeme discrétisé soit périodique, il faut que la fréquence
d'échantillonnage soit égale a un nombre entier de fois celle du systtme LUPT
continu. Il est donc nécessaire de synchroniser I'échantillonnage des signaux d'entrée
et de sortie dd systeme sur la fréquence de variation de ce systeme. Cette méthode est
appelée «échantillonnage synchrone». Dans le cadre de l'application décrite au
chapitre 1, le signal de top-tour fournit directement une sinusoide de fréquence v, En
utilisant ce signal, il est donc plus facile de synchroniser I'échantillonnage des signaux
sur vy plutét que sur vo,. Au lieu dutiliser la relation (4-6), on va donc partir de
I'nypothese suivant laquelle.la fréquence d'échantillonnage est un multiple d'ordre P
de v, :


http://laquelle.la/

Ve - I:)Vr (4'7)

D'apreés le lien existant entre v, et v, cette relation équivaut a:

P
Ve — FVO

Pour une telle fréquence déchantillonnage, l'expression de la réponse
impulsionnelle discrete (4-5) devient:

h(nT,,kT,)= Acos[Z;zg Kk + ¢jg((n —KkJT.) (4-8)

On peut alors remarquer que h ((n + P) Te, (k + P) Te) = h (nT,, kTe). Ce systéme est
donc P-périodique, quelle que soit la valeur de p. Par contre, en examinant (4-8), on
peut noter que si la valeur% est entiere, le systeme est également% -périodique.

Toutefois, méme dans ce cas, il reste aussi P-périodique et sera considéré comme tel.
Finalement, pour des raisons de simplicité d'écriture, les réponses impulsionnelles ne

sont plus notées qu'en fonction des indices temporels n et k, leur dépendance a T,
devenant implicite. L’équation (4-8) peut donc s'écrire:

h(n,k)= Acos(2ﬂ§k+¢jg(n—k) (4-9)

Les résultats précédents montrent que pour échantillonner correctement
I'entrée et la sortie du systeme LUPT continu de réponse impulsionnelle (4-2), et
obtenir un systeme LUPT discret P-périodique, il suffit que la fréquence
d'échantillonnage v, vérifie a la fois les conditions (4-4) et (4-7) Si on prend les
valeurs numérique choisies précédemment pour ce systeme, une valeur de 10 kHz
convient parfaitement pour ve. En effet, elle est a la fois largement supérieure a sa
limite inférieure 8000+ 2x50=8100Hz et reste un multiple entier de v, = 25 Hz. On
obtient une période de P =% =400 et une réponse impulsionnelle de la forme:

Vs 2w
h(n,k) = 2,5cos(ﬁk + ?jg(n —k) (4-10)

Les valeurs de g(n—k)sont connues par discrétisation de la réponse
impulsionnelle continue donnée a la figure 4.2 (b).

IV.3 Domaine temporel:

On suppose dans cette partie que la fréquence d'échantillonnage a une valeur
de 10 kHz, et que la réponse impulsionnelle du systéeme analyse est donnée par (4-10).
En utilisant la relation (3.5) et en définissant le retard r =n - k, on peut exprimer la
réponse impulsionnelle sous une autre forme:

g(r,k)= Acos(Z;rgk +¢)g(r) (4-11)

T 27T
_25cos] Zk+2% -
cos(100 3 jg(r) (4-12)



La figure 4.4 représente une partie de cette réponse impulsionnelle,
représentée en niveaux de gris. On voit apparaitre une période de P = 400 échantillons
suivant l'axe des k, alors que:

PO |4

ase

i (numevo dachantition)
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4.4:Fraction de la réponse impulsionnelle (4-12) en niveaux de gris

Les réponses impulsionnelles du type de celle de la figure 4.2 (b) sont situées
suivant I'axe des retards r. La valeur =% =200 étant un nombre entier, ce systeme
a également, une période de 200 échantillons suivant I'axe des k, mais il reste
considéré comme étant 400 périodique. Comme prévu par (3.13), g(r, k) est P-
périodique en Kk, et donc décomposable en série de Fourier discréte par (3.15) et
(3.16). En écrivant le cosinus présent dans (4-11) sous sa forme exponentielle, on
obtient immédiatement la série de Fourier recherchée:

g(r,k) :gewﬁg(r)ejznﬁk +§e—j¢g(r)ej27rpppk

Cette équation, par identification avec (3:15), permet de définir les réponses
impulsionnelles des deux systéemes LIT composant le systtme LVPT analysé:

A
gs(r)=>e"g(r) (@-13)

A .
Or-pr) = © 99(r) (4-14)

Il peut donc étre représenté par une structure a modulation d'entrée a deux
branches, comme ' le montre la figure 4.5. On pourrait-en-déduire sa structure a
modulation de sortie par la
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Fig. 4.5: Structure & modulation d'entrée du systeme LVPT réel

relation (3.22), mais celle-ci ne sera pas utilisée par la suite.
Ce systeme applique sur son signal d'entrée deux modulations différentes. L'une
provogue un decalage fréquentiel delen fréquence réduite, et lautre de

“5-équivalent a— £, la fonction ei27(Wk gtant 1-périodique en u. Ces signaux décalés

sont alors filtrés par des systemes LIT, dont les réponses impulsionnelles sont données
par (4-13) et (4-14). On retrouve donc dans ce systeme, les effets couplés des
décalages fréquentiels et des filtrages LIT, mis en évidence pour les systemes LVPT
dans la section 3.2. Nous allons voir que ce résultat se retrouve également dans le
domaine fréquentiel.

IV.4 Domaine fréquentiel:

La réponse bifréquentielle de ce systeme LVPT peut étre déterminée en prenant la
transformée de Fourier a deux dimensions de sa réponse impulsionnelle (4-9), ou en
utilisant les relations (4-13) et (4-14) dans la forme générale (3.28). Dans les deux cas,
on obtient:

R
= gewé(a)&(a + —gj + ?e”’g(a)ﬁ(a +p _P-p ; pj
=§e1¢@(a)5(a+ﬁ—§j+§e‘”@(a)5[a+ﬂ+§j (4-15)
=1,25e"23”g(a)5(a + B —%) +1,25e"3”g(a)5[a + B+ %j (4-16)

L'éguation (4-15) est justifiée par la 1-périodicité de ﬁ(a,ﬂ)suivant ses deux
variables. La figure 4.6 représente une partie du module de cette fonction en niveaux
de gris, avec les valeurs numériques précédemment définies. La réponse

bifréquentielle est bien formée des deux droites d'équation B=-a+£=—-a+ - Sur

lesquelles sont situés les gains complexes: 2e’G(cr)et 2e7g(ar).On retrouve, sur
chacune de ces droites, I'allure en niveaux de gris du module du gain complexe de la
figure 4.2 (a).

Finalement, la relation entrée-sortie en fréquence dans le cas de signaux réels est
déduite de:



p

6
-0.05 ¢ _

5
01 :

4
-0.15 ¢ - 3
02 | S
-0.25 + 1 L 41

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
a

Fig. 4.6: Fraction du module de la réponse bifréquentielle (4-16)

La forme genérale (3.32):

= %e”@(a)f((a —gj +Aej¢@(a)f((a —Hj

2
_Aios ()Nl o Pl A iva (el oo P
=>e g(a)x(a Pj+26 §(a)R o+

Cette expression montre explicitement que la transformée de Fourier de la
sortie y (o) est la somme de deux versions décalées et pondérées (ou filtrées) de celle
de I'entrée. Les mémes conclusions peuvent étre déduites de I'étude du module de la
réponse bifréquentielle, en reprenant l'interprétation graphique qui a été faite a ‘la
partie 3.2.4.

De plus, la diagonale de la réponse bifréquentielle dé ce systeme étant nul, il
ne comporte pas de partie invariante. Le systeme LIT de gain complexe Qo(a) est

donc nul et la quantité A, définie par (3.34), et représentant le taux de variation
normalisé du systéme est maximal et égal a 1.

Tous ces résultats auraient pu étre déterminés sans représenter la réponse
bifréquentielle qui pour un systeme aussi simple, ne semble pas tres utiles Elle a
toutefois l'avantage de résumer groupement les effets du systeme LVPT analyse et
prend toute son importance dans le cas de systéme complexes [52], [34]. Elle permet
aussi de donner une premiere idée du gain complexe matriciel du systeme, dont le
calcul et I'analyse sont I'objet de la partie suivante.



IV.5 Gain complexe matriciel

Le calcul du gain complexe matriciel de ce systeme est immédiat si on utilise sa
définition donnée par (3.41). En effet, on sait que tous les gains complexes
nécessaires & son expression sont nuls, sauf§,(e)et@,_,(cr)donnés par les
transformees de Fourier des fonctions définies en (4-13) et (4-14). On obtient donc la

matrice représentée sur la figure 3.22, dont seules les p“™ et
(P-p)*™ sur- et sous-diagonales sont non nulles.
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Fig. 4.7: Gain complexe matriciel du systeme dé la figure 4.1

Cette matrice contient des fonctions de la variable o € |- &%

Les traitements décrits & la section précédente peuvent lui étre appliqués, mais les
résultats sont alors eux-mémes fonctions de a (matrice inverse, décomposition en
valeurs singuliéres). Afin d'obtenir des résultats facilement interprétables, on impose
a la fréquence une valeur fixe. Une valeur particulierement intéressante est la
fréquence nulle, pour laquelle la relation (3.40) entre les réponses fréquentielles
augmentées de I'entrée et de la sortie devient:

Y (0)=G(0)- X(0) (4-17)
Or, en se basant sur la définition de la réponse fréquentielle augmentée d'un

signal donnée Par (3.39), et en utilisant la périodicité de la TFr, on peut écrire
poura =0:



Si le signal x est un signal discret P-périodique, ce vecteur regroupe les
composantes non nulles de sa transformée de Fourier (ou les coefficients de sa série
de Fourier discrete) et le caractérise entierement. En effet, il permet de retrouver ses
caracteristiques temporelles aussi bien que fréquentielles. L'équation (4-17) donne

donc la réponse d'un systéme LVPT P-périodique de gain complexe matriciel G(« ), &
un signal dentrée x P-périodique y est alors lui-méme un signal P-périodique,

caractérisé par le vecteurY (0).

On retrouve exactement le méme cas dans le probleme de contréle actif
original. D'une part, on vient de voir que le systeme a traver lequel on peut agir sur les
vibrations de la machine est P-périodique. D'autre part, on peut montrer (voir section
4.2) que pour atténuer le type de vibrations envisagé dans le chapitre 1, I'entrée de ce
systéme est nécessairement P-périodique: Les résultats obtenus en analysant le gain
complexe matriciel du systéme de la figure 3.1 pour a =0nous seront donc trés utiles
par la suite.

L'application numérique, a l'aide des valeurs précédemment définies, fournit

une matrice G(0)de taille 400x400 dont le module est représenté sur la figure 4.8.
Comme on pouvait s'y attendre, seules les sur- et sous-diagonales d'ordre p=2 et
P—p=398 sont non nulles et portent les valeurs des gains complexes gz(a)et
.0s( )@ des fréquences multiples de ;5 calculés par (4.13) et (4.14).Toutefois, les

diagonales les plus éloignées de la diagonale principale ne sont pas visibles du fait de
leur trés faible amplitude. L'équation (4.17) et la forme du gain complexe matriciel
obtenu montrent que chaque composante spectrale du signal de sortie y est fonction de
deux composantes spectrales de x. Ceci est di a la modulation d'amplitude sinusoidale
présente dans le systeme LVPT global, qui décale en fréquence le signal d'entrée de
deux valeurs différentes. On peut remarquer que si le signal modulant m(t) avait eut
une série de Fourier comprenant plus de deux coefficients, dautres droites paralléles
seraient apparues dans la réponse bifrequentielle, ainsi que dans le gain complexe
matriciel. Le paragraphe suivant est consacré a l'analyse de ce gain complexe
matriciel particulier, a lI'aide des outils théoriques introductions 3.2.7.
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Fig. 4.8: Module du gain complexe matriciel G(O)

Analyse :
La décomposition en valeurs singuliéres de G(O) donne, d'aprés la relation
(3.46), trois matrices 400x 400 vérifiant:

G(0)=U(0)-2(0)-V(0)"

L'information la plus importante est concentrée sur la diagonale principale de
2(0) contenant les valeurs singuliéres du gain complexe matriciel, rangées par ordre
décroissant. Elles sont représentées sur la figure 4.9, et on peut noter que la valeur
singuliere maximale esto,(0)=91lalors que la minimale est de lordre
de,,(0)=16-10*. L'interprétation de la norme d'un gain complexe matriciel a

montré que chaque valeur singuliere élevée au carré, est équivalente a un gain en
énergie. Ce systeme LVPT peut donc appliquer un gain en énergie dont l'ordre de
grandeur varie de 10°® & 100, suivant le signal d'entrée.

Inversion :
Aucune valeur singuliére n'étant nulle, le gain complexe matriciel du systeme

inverse est donné par linverse exact deG(0).On obtient alors la
..(0)=G(0)™, dont le module est représenté sur la figure 4.10. Ses valeurs
singulieres sont les inverses de celles de

matrice G,
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Fig. 4.10: Module du gain complexe matriciel G (O)
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G(O) et sont représentées sur la figure 4.11. Certaines prennent dés valeurs

trés élevées, tout comme le gain en énergie du systeme inverse, qui peut
approximativement varier entre 107 et 10°.



Le systéme inverse exact est donc susceptible de présenter des gains en
énergie tres éleveés, ce qui peut étre génant pour certaines applications. Comme dans le
cas des systemes non inversibles, I'inverse généralisé peut fournir une solution a ce
probléme. En effet, le gain complexe matriciel du systéeme inverse peut étre calculé en
prenant l'inverse genéralisé de celui du systeme direct ou on aura annulé les valeurs
singulieres situées en dessou du seuil choisi.
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Fig. 4.11: Valeurs singuliéres du gain complexe matriciel G, (0).
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On obtient alors une approximation de G, (0) dont la valeur singuliére

inv
maximum est moins élevée que celle de l'inverse exacte, ce nouveau maximum étant
fixé par l'inverse du seuil précédent.



Le but du travail est de chercher & cerner les phénoménes qui provoquent les
vibrations liees au fonctionnement de la machine et les moyens de les atténuer.

Les études qui ont été faites sur ce domaine ont montré que ce phénomene
reste tres vaste et difficile & contenir. Néanmoins, beaucoup d’approches le plus
souvent utiles, ont permis de mieux comprendre les véritables problémes liés aux
vibrations. A ce titre, nous avons pris comme moyens d’apporter notre contribution a
I’atténuation des vibrations par la compensation active en injectant des signaux
contradictoires qui s’opposent au signal mere généré par les vibrations provoquées
lors du fonctionnement.

L’étude faite a partir des différentes bibliographies, nous a permis de comparer
les différentes approches initiées par leurs auteurs.

Le probléme fréquemment rencontré en analyse vibratoire est celui ou une
structure vibrante contamine son environnement en lui transmettant tout ou une partie
de ses vibrations par I’intermédiaire de ses points de fixation.

Notre action dans ce travail tend a comprendre comment essayer d’isoler la
structure réceptrice des vibrations pour que les effets soient de moindre incidence.

Nous savons que les grandeurs physiques usuelles qui caractérisent un
mouvement vibratoire sont :

- le déplacement
- lavitesse
I’accélération
Evidemment, afin de mieux évaluer ces phénoménes nous avons eu recours a 1’usage
des transformées de Fourier en fréquence réduite selon laquelle la condition
d’échantillonnage se fait sans perte d’information.

Ces analyses ont permis de donner un apergu sur 1’origine et la nature des
vibrations d’une machine tournante ainsi que certaines méthodes de traitement du
signal contradictoire a utiliser pour leur atténuation.

Enfin, une meilleure compréhension de ces phénoménes permet leur
élimination et assure un meilleur rendement et assure aux machines tournantes une
durée de vie plus importante.
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