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1. Introduction

1 Introduction

La modélisation mathématique de nombreux problèmes en sciences et en science

de l’ingénieur conduit aux équations aux dérivées partielles dépendant du temps. Par

conséquent, les méthodes d’approximation de la solution de problèmes avec condition

initiale pour des équations aux dérivées partielles paraboliques ou hyperboliques

d’évolution présentent un intérêt particulier.

Pour résoudre numériquement les problèmes d’évolutions, la méthode des diffé-

rences finies est appliquée pour la variable temporelle ainsi qu’une combinaison de

discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis.

Pour l’étude et résultats sur la résolution numérique et l’erreur d’approximation

pour les variables spatiales on réfère respectivement à [2], [4], [6] et [7].

Dans ce travail on s’intéresse au comportement asymptotique en norme L∞ d’une

classe d’équations paraboliques non-linéaires où la non-linéarité de l’équation aux

dérivées partielles repose sur la non-linéarité du terme source dépendant de la solution
∂u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x) + cu(t, x) = f(u(t, x)), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u(0, x) = u0(x) en Ω = [0, 1] La condition initiale

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 Conditions aux limites de type Dirichlet

(1.1)

et où l’équation aux dérivées partielle du problème (1.1) est une équation parabolique

non-linéaire qui peut être caractériser comme une variante de l’équation de la Chaleur

en dimension une avec un terme source inconnu et l’équation Fischer [1].

Le comportement asymptotique de la solution consiste à mesurer l’erreur entre

la solution du problème stationnaire associé au problème (1.1) et la solution discrète

à l’instant final T .

L’approche repose en premier lieu, sur une semi-discrétisation en temps où la

méthode des différences finie est utilisée pour approcher la dérivée partielle d’ordre

un par rapport à la variable temporelle laquelle semi-discrétisation génère un système

d’équations elliptiques avec également des termes sources dépendants de la solution.

Ainsi la solution du problème parabolique est approchée par une suite finie dont

2



1. Introduction

les termes sont solutions du système d’équations elliptiques avec des termes sources

dépendants de la solution.

La propriété de Lipschitzienneté de la solution par rapport au terme source et

les conditions aux limites pour des équations elliptiques démontrée dans [3] a permit

d’obtenir une convergence géométrique de la suite finie.

La deuxième étape consiste à discrétiser chaque équation elliptique du système

généré par la semi-discrétisation par différence finies, par la méthode des éléments

finis.

L’analogue discret de la propriété de Lipschitzienneté par rapport aux terme

source et aux conditions aux limites a permit de démontrer également la convergence

de la suite discrète.

Le comportement asymptotique est alors obtenu en combinant l’estimation de

l’erreur d’approximation par la méthode des éléments finis aux problème stationnaire

elliptique associé à au problème (1.1)

‖u∞ − u∞h ‖L∞(Ω) ≤
Ch2 |log h|

1−K

et la convergence géométrique de l’algorithme discret

‖u∞ − uN,h‖L∞([0,1]) ≤
Ch2 |log h|

1−K +

(
1

1 + (β − k) ∆t

)N
||u∞h − u0,h||L∞([0,1]).

3



2. Préliminaires

2 Préliminaires

Cette section est un rappel sur les définitions de base et des résultats classiques

pour des équations linéaires elliptiques.

2.1 Les équations linéaires elliptiques

On considère la forme bilinéaire

a(u, v) =

1∫
0

(
du

dx

dv

dx

)
dx,

la forme linéaire

(f, v) =

1∫
0

f (x) v (x) dx

où le second membre

f ∈ L∞ (Ω)

l’espace

V (g) =
{
v ∈ H1 ([0, 1]) tel que v (0) = v (1) = g.

}
On considère l’équation linéaire elliptique

Trouver ζ ∈ V (g) tel que

a(ζ, v) + c(ζ, v) = (f, v) , ∀v ∈ V (g)
(2.1)

où c ∈ R et telle que
c ≥ β > 0

Soit V (g)
h l’espace des éléments finis constitué de fonctions linéaires continues par

morceaux et φi, i = 1, 2, ...,m (h) les fonctions de bases de V (g)
h . L’analogue discret

4



2. Préliminaires

du problème continu (2.1) est défini par

Trouver ζh ∈ V
(g)
h tel que

a(ζh, v) + c(ζh, v) = (f, v) , ∀v ∈ V (g)
h

(2.2)

où

V
(g)
h = {v ∈ Vh tel que v (0) = v (1) = πhg}

où g est une constante et πh est l’opérateur d’interpolation.

Théorème 2.1 (cf. [6]) Soient ζ solution de (2.1) et ζh solution de (2.2) alors il

existe une constante C indépendante de h telle que

‖ζ − ζh‖L∞(Ω) ≤ Ch2 |log h| . (2.3)

Lemme 2.1 (cf. [5]) Soit w ∈ H1 (Ω)∩C
(
Ω
)
tel que a (w, φ) + c (w, φ) ≥ 0 pour

tout φ positive dans H1
0 (Ω) et w ≥ 0 sur ∂Ω. Alors w ≥ 0 dans Ω.

Notation 2.1 Soient (f, g) et
(
f̃ , g̃
)
deux données telles que ζ = σ (f, g) et ζ̃ =

σ
(
f̃ , g̃
)
deux solutions relatives au problème (2.1), alors on a la proposition qui suit

Proposition 2.1(cf. [3]) Sous les conditions du lemme 2.1 précédent on a

∥∥∥ζ − ζ̃∥∥∥
L∞(Ω)

≤ max

{
1

β

∥∥∥f − f̃∥∥∥
L∞(Ω)

, |g − g̃|
}
. (2.4)

Remarque 2.1 Le lemme 2.1 reste vrai dans le cas discret.

En effet, on suppose que le principe du maximum discret (p.m.d.) est satisfait,

c’est-à-dire que la matrice résultante du problème discret (2.2) est une M−matrice.
Alors

Lemme 2.2 Soit w ∈ V (g)
h tel que : a (w, φi) + c (w, φi) ≥ 0, i = 1, 2, ...,m (h) et

w ≥ 0 sur ∂Ω. Alors w ≥ 0 dans Ω.

Démonstration La démonstration est la conséquence directe du principe du
maximum discret.

Notation 2.2 Soient (f, g) et
(
f̃ , g̃
)
deux données discrètes telles que ζh =

5



3. Le problème continue

σh (f, g) et ζ̃h = σh

(
f̃ , g̃
)
deux solutions discrètes relatives au problème discret

(2.2), alors on a la proposition suivante.

Proposition 2.2 Sous les conditions du principe du maximum discret (p.m.d.)

et sous les conditions du lemme 2.2, on a∥∥∥ζh − ζ̃h∥∥∥
L∞(Ω)

≤ max

{
1

β

∥∥∥f − f̃∥∥∥
L∞(Ω)

, |g − g̃|L∞(∂Ω)

}
. (2.5)

3 Le problème continue

Dans ce mémoire de master on considère le problème d’évolution suivant
∂u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x) + cu(t, x) = f(u(t, x)), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u(0, x) = u0(x) en [0, 1] La condition initiale.

u(t, 0) = u(t, 1) = 0. Conditions aux limites de type Dirichlet.

(3.1)

Où f ∈ L2 ([0, T ] , L∞[0, 1]) une fonctionnelle nonlinéaire, croissante et Lipschitzienne

de constante de Lipschitz k

|f (x)− f (y)| ≤ k |x− y| , ∀x, y ∈ R (3.2)

c une constante positive telle que

c ≥ β > k (3.3)

La formulation variationnelle du problème d’évolution (1.1)

Trouver u(t, x) ∈ L2 ([0, T ] , H1
0 ([0, 1])) solution de

1∫
0

∂u

∂t
(t, x)v(x) + a(u(t, x), v(x))dx =

1∫
0

f(u(t, x))v(x), ∀v ∈ H1
0 ([0, 1])

(3.4)

6



4. Discrétisation

où a(., .) est la forme bilinéaire coécrive définie par

a(u(t, x), v(x)) =

1∫
0

(
∂u

∂x

dv

dx
+ cuv

)
dx (3.5)

Le problème stationnaire associé au problème d’évolution (1.1) est défini par
Trouver u∞ ∈ H1

0 ([0, 1]) solution de

a(u∞, v) =
1∫
0

f(u∞)vdx, ∀v ∈ H1
0 ([0, 1]) .

(3.6)

4 Discrétisation

Pour résoudre numériquement le problème d’évolution (1.1), la méthode des dif-

férences finies est appliquée pour la variable temporelle t ainsi qu’une combinaison

de discrétisation de la variable spatiale x par la méthode des éléments finis. On

commence par la semi-discrétisation en temps.

4.1 Semi-discrétisation en temps

On discrétise le domaine [0, T ] de manière uniforme où les points du maillage sont

ti+1 = ti + ∆t, i = 0, ..., N − 1, le pas de discrétisation est ∆t =
T

N
avec N un entier

naturel

0 = t0 < t1 < ... < ti−1 < ti < ti+1 < ... < tN = T.

La dérivée partielle
∂u(t, x)

∂t
est approchée par la différence finie rétrograde

∂u(t, x)

∂t
' u(t, x)− u(t−∆t, x)

∆t
(4.1)

7



4. Discrétisation

On remplace (4.1) dans (3.4) en obtient
1∫
0

u(t, x)− u(t−∆t, x)

∆t
v(x)dx+ a(u(t, x), v(x)) =

1∫
0

f(u(t, x))v(x)dx

u(0, x) = u0(x) en [0, 1] La condition initiale.

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 Conditions aux limites de type Dirichlet.

On remplace t par les nœuds de la discrétisation ti+1
1∫
0

u(ti+1, x)− u(ti+1 −∆t, x)

∆t
v(x)dx+ a(u(ti+1, x), v(x)) =

1∫
0

f(u(ti+1, x))v(x)dx

u(t0, x) = u(0, x) = u0(x) en [0, 1] La condition initiale.

u(ti+1, 0) = u(ti+1, 1) = 0.

ce qui implique pour i = 0, ..., N − 1
1

∆t

1∫
0

u(ti+1, x)v(x)dx+ a(u(ti+1, x), v(x)) =
1∫
0

f(u(ti+1, x))v(x)dx+
1

∆t

1∫
0

u(ti, x)v(x)dx

u(t0, x) = u(0, x) = u0(x) en [0, 1] La condition initiale.

u(ti+1, 0) = u(ti+1, 1) = 0.

En utilisant la notation

u(ti, x) = ui (x) , i = 0, 1, ..., N. (4.2)

on obtient le schéma numérique suivant, pour tout i = 0, 1, ..., N − 1
1

∆t

1∫
0

ui+1 (x) v(x)dx+ a(ui+1, v(x)) =
1∫
0

f(ui+1)v(x)dx+
1

∆t

1∫
0

ui(x)v(x)dx

u(t0, x) = u(0, x) = u0(x) en [0, 1] La condition initiale.

ui+1 (0) = ui+1 (1) = 0.

(4.3)

Le schéma numérique (4.3) représente un système fini d’équations elliptiques avec

second membre dépendant de la solution qu’on peut écrire sous la forme suivante en

8



4. Discrétisation

prenant

λ =
1

∆t
(4.4)

pour tout i = 0, 1, ..., N − 1
b(ui+1, v) =

1∫
0

(f(ui+1) + λui) v(x)dx

u(t0, x) = u(0, x) = u0(x) en [0, 1] La condition initiale.

ui+1 (0) = ui+1 (1) = 0.

(4.5)

où b (., .) est une forme bilinéaire définie par

b(ui+1, v) = a(ui+1, v) + λ

1∫
0

ui+1v(x)dx =

1∫
0

(
∂ui+1

∂x

dv

dx
+ (c+ λ)ui+1v

)
dx (4.6)

On peut facilement voir que la solution faible du problème stationnaire u∞ ∈ H1
0 ([0, 1])

satisfait

b(u∞, v) =

1∫
0

(f(u∞) + λu∞) v(x)dx, ∀v ∈ H1
0 ([0, 1]) . (4.7)

On note

F (u∞) = f(u∞) + λu∞ (4.8)

Compte tenu de la Lipschitzenneté de f de constante de Lipschitz (3.2) , la fonction-

nelle F est également Lipschitzienne de constante de Lipschitz k+λ. Il est clair qu’on

peut facilement adapter (2.4) défini par rapport à la fonction f à la fonctionnelle F

et on obtient ∥∥∥ζ∞ − ζ̃∞∥∥∥
L∞([0,1])

≤
(

1

β + λ

)∥∥∥F − F̃∥∥∥
L∞([0,1])

. (4.9)

où ζ∞ = σ (F ) et ζ̃
∞

= σ
(
F̃
)
sont solutions relatives au problème (4.7) .

9



4. Discrétisation

4.2 Application de point fixe associée à l’algorithme (4.5)

On considère l’application T suivante

T : L∞ ([0, 1])→ L∞ ([0, 1])

w → T (w) = ε
(4.10)

où ε est solution du problème suivant

b(ε, v) =

1∫
0

(f(ε) + λw) vdx. (4.11)

Il est clair alors que pour ui+1 solution de (4.5)

ui+1 = Tui, i = 0, ..., N − 1. (4.12)

Théorème 4.1 L’application T définie dans (4.10) est une application contrac-

tante de constante de contraction

0 < K =
λ

λ+ β − k < 1 (4.13)

telle que pour tous w et w̃ dans L∞ ([0, 1]) , on a

||Tw − Tw̃||L∞([0,1]) ≤ K||w − w̃||L∞([0,1]). (4.14)

et u∞ solution de (4.7) est l’unique point fixe de cette application T.

u∞ = Tu∞.

Démonstration Soient w et w̃ dans L∞ ([0, 1]) et ε = ∂(f(ε) + λw) et ε̃ =

(f(ε̃) + λw̃) sont solutions de (4.11) . Alors

||Tw − Tw̃||L∞([0,1]) = ||ε− ε̃||L∞([0,1]).

10



4. Discrétisation

En appliquant la dépendance Lipschitzienne (4.9) appliquée à la fonctionnelle F avec

des conditions aux limites de types Dirichlet nulles, on obtient

||ε− ε̃||L∞([0,1]) ≤
(

1

λ+ β

)
|| (f(ε) + λw)− (f(ε̃) + λw̃)||L∞([0,1])

≤
(

1

λ+ β

)
||(f(ε)− f(ε̃)) + λ (w − w̃) ||L∞([0,1])

Puisque f(.) est une fonction Lipschitzienne, alors

||ε− ε̃||L∞([0,1]) ≤
k

λ+ β
||ε− ε̃||L∞([0,1]) +

λ

λ+ β
||w − w̃||L∞([0,1])

Ce qui implique(
1− k

λ+ β

)
||ε− ε̃||L∞([0,1]) ≤

λ

λ+ β
||w − w̃||L∞([0,1]).

Donc

||ε− ε̃||L∞([0,1]) ≤

λ

λ+ β(
1− k

λ+ β

) ||w − w̃||L∞([0,1]),

et ainsi

||Tw − Tw̃||L∞([0,1]) ≤
λ

λ+ β − k ||w − w̃||L
∞([0,1]).

4.3 Convergence géométrique de l’algorithme (4.5)

Dans ce qui suit on démontre la convergence de l’algorithme (4.5) et on en déduit

sa vitesse de convergence.

Proposition 4.1 Soient u∞ solution de (4.7) et ui+1 solution de (4.5) . Alors

pour tout i = 0, ..., N − 1

||u∞ − ui+1||L∞([0,1]) ≤
(

λ

λ+ β − k

)i+1

||u∞ − u0||L∞([0,1]). (4.15)

11



4. Discrétisation

où u0 est la condition initiale du problème (1.1).

Démonstration On démontre (4.15) par récurrence.

Lorsque i = 0, alors d’après (4.14) on obtient.

||u∞ − u1||L∞([0,1]) = ||Tu∞ − Tu0||L∞([0,1]) ≤
(

λ

λ+ β − k

)
||u∞ − u0||L∞([0,1]).

Ainsi (4.15) est vérifiée pour i = 0. On suppose que (4.15) est vérifiée pour i, c’est-

à-dire

||u∞ − ui||L∞([0,1]) ≤
(

λ

λ+ β − k

)i
||u∞ − u0||L∞([0,1]). (4.16)

Sachant que

||u∞ − ui+1||L∞([0,1]) = ||Tu∞ − Tui||L∞([0,1])

et en utilisant (4.14) , on obtient

||Tu∞ − Tui||L∞([0,1]) ≤
(

λ

λ+ β − k

)
||u∞ − ui||L∞([0,1]). (4.17)

On substitue (4.16) dans (4.17) on obtient (4.15) .

4.4 Discrétisation totale temps-espace

Dans cette section on étudie la discrétisation du système (4.5) par la méthode

des éléments finis P1 linéaire par morceaux. On décompose l’intervalle Ω = [0, 1] en

n− 1 segments

Ω = [0, 1] =
N−1
∪
i=0

[xi, xi+1] =
N−1
∪
i=0

Ei

avec les nœuds

0 = x1 < x2 < ... < xi−1 < xi < xi+1 < ... < xN = 1.

Les segments

Ei = [xi, xi+1]

12



4. Discrétisation

sont les éléments du maillage. Soient Vh l’espace d’éléments finis des fonctions li-

néaires par morceaux v s’annulant sur ∂Ω

Vh =
{
v ∈ C ([0, 1]) ∩H1

0 ([0, 1]) ; v/Ei ∈ P1 et v (0) = v (1) = 0
}

(4.18)

ϕi, i = 1, ...,mh les fonctions de base de Vh définies par

ϕi (x) =


x− xi−1

h
si x ∈ [xi−1, xi]

xi+1 − x
h

si x ∈ [xi, xi+1]

0 si x ≤ xi−1 ou x ≥ xi+1

(4.19)

est h est le pas de discrétisation. Le système discret associé au système (4.5) consiste

à résoudre pour tout i = 0, ..., N − 1
ui+1,h ∈ Vh solution de

b(ui+1,h, vh) =
1∫
0

(f (ui+1,h) + λui,h) vhdx
(4.20)

où

ui+1,h (x) =
N−1∑
k=1

ui+1,h (xk)ϕk (x)

On note

Ui+1,h =


ui+1,h (x1)

.

.

ui+1,h (xN−1)

 et Vh =


vh (x1)

.

.

vh (xN−1)


alors

b(ui+1,h, vh) = U ti+1,hMVh

où M = (Mij)1≤i,j≤N−1 est une matrice dont les coeffi cients

Mij = b(ϕi, ϕj)

13



4. Discrétisation

avec u0,h = πh(u0) ou πh fait référence à l’opérateur d’interpolation dans [0, 1]. Le

problème discret associé au problème continue (4.7) consiste à résoudre le problème

discret suivant
Trouver u∞h ∈ Vh solution de

b(u∞h , v) =
1∫
0

(f(u∞h ) + λu∞h ) vdx ∀v ∈ Vh .
(4.21)

4.5 Application de point fixe associée à l’algorithme discret

(4.20)

On considère l’application Th suivante

Th : Vh → Vh

wh → Th (wh) = εh
(4.22)

où εh est solution du problème suivant

b(εh, v) =

1∫
0

(f(εh) + λwh) vdx. (4.23)

Il est clair alors que pour ui+1,h solution de (4.20)

ui+1,h = Thui,h, i = 0, ..., N − 1. (4.24)

Théorème 4.2 L’application Th définie dans (4.22) est une application contractante

de constante de contraction

0 < K =
λ

λ+ β − k < 1 (4.25)

telle que pour tous wh et w̃h dans Vh, on a

||Thwh − Thw̃h||L∞([0,1]) ≤ K||wh − w̃h|||L∞([0,1]). (4.26)
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5. Comportement asymptotique en norme L∞ de la solution de l’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

et u∞h solution de (4.21) est l’unique point fixe de cette application Th

u∞h = Thu
∞
h . (4.27)

Démonstration La démonstration est similaire à celle établie pour le théorème 4.1.

4.6 Convergence géométrique de l’algorithme (4.20)

Par une étude similaire effectuée dans le cadre continu, on démontre la conver-

gence géométrique de l’algorithme (4.20) et on en déduit sa vitesse de convergence.

Proposition 4.2 Soient u∞h solution de (4.21) et ui+1,h solution de (4.20) . Alors

pour tout i = 0, ..., N − 1

||u∞h − ui+1,h||L∞([0,1]) ≤
(

λ

λ+ β − k

)i+1

||u∞h − u0,h||L∞([0,1]). (4.28)

Démonstration La démonstration repose sur le raisonnement par récurrence et
est similaire à celle établie pour la proposition 4.1.

5 Comportement asymptotique en norme L∞ de

la solution de l’équation parabolique nonlinéaire

(1.1)

Cette section est dédiée au résultat principal de ce travail, à savoir le comporte-

ment asymptotique de la solution du problème d’évolution (1.1) .

On rappelle que le comportement asymptotique de la solution du problème d’évo-

lution (1.1) consiste à mesurer l’erreur par la nome L∞ entre u∞ la solution du

problème stationnaire (4.7) associé au problème (1.1) et uN,h la solution discrète à

l’instant final T .

Dans le but d’obtenir ce résultat principal on a besoin d’introduire l’analogue

15



5. Comportement asymptotique en norme L∞ de la solution de l’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

discret du problème stationnaire (4.7) , défini par

Trouver w∞h ∈ Vh

b(w∞h , v) =
1∫
0

(f(u∞) + λu∞) v(x)dx, ∀v ∈ Vh.
(5.1)

et d’énoncer et de démontrer le théorème qui suit

Théorème 5.1 Soient u∞ la solution du problème stationnaire (4.7) et w∞h so-

lution de (5.1) . Alors il existe une constante C indépendante de h telle que

‖u∞ − w∞h ‖L∞(Ω) ≤ Ch2 |log h| . (5.2)

Démonstration La démonstration repose sur un résultat d’approximation des équa-
tions linéaires de [6]. Dans ce but on introduit et on démontre la convergence géo-

métrique de la suite de problèmes elliptiques linéaires suivante

u0,∞ le premier terme

b(ui+1,∞, v) =
1∫
0

(f(ui,∞) + λui,∞) v(x)dx, ∀v ∈ H1
0 ([0, 1])

. (5.3)

La propriété de Lipschitzienneté (4.9) permet facilement de prouver la convergence

géométrique de la suite
(
uk,∞

)
k≥0

vers u∞ la solution du problème (4.7) où on obtient

par récurrence

∥∥u∞ − ui+1,∞∥∥
L∞([0,1])

≤
(
k + λ

β + λ

)i+1 ∥∥u∞ − u0,∞∥∥
L∞([0,1])

. (5.4)

L’analogue discret de la suite (5.3) est défini par

u0,∞
h = rhu

0,∞
h le premier terme

b(ui+1,∞
h , v) =

1∫
0

(f(ui,∞) + λui,∞) v(x)dx, ∀v ∈ H1
0 ([0, 1])

. (5.5)
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5. Comportement asymptotique en norme L∞ de la solution de l’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

d’après un résultat classique de [6] donc l’estimation (2.3), on a

∥∥ui+1,∞ − ui+1,∞
h

∥∥
L∞([0,1])

≤ Ch2 |log h| . (5.6)

La contre partie discrète de la propriété de Lipschitzienneté (4.9) permet facilement

de prouver la convergence géométrique de la suite
(
uk,∞h

)
k≥0

vers w∞h la solution du

problème (5.1) où on obtient également par récurrence

∥∥∥uk,∞h − w∞h
∥∥∥
L∞([0,1])

≤
(
k + λ

β + λ

)i+1 ∥∥u0,∞
h − u∞

∥∥
L∞([0,1])

. (5.7)

Puisque

‖u∞ − w∞h ‖L∞([0,1]) ≤
∥∥u∞ − ui+1,∞∥∥

L∞([0,1])
+
∥∥ui+1,∞ − ui+1,∞

h

∥∥
L∞([0,1])

+
∥∥ui+1,∞

h − w∞h
∥∥
L∞([0,1])

(5.8)

en substituant respectivement (5.4) , (5.6) , (5.7) dans (5.8) , on obtient

‖u∞ − w∞h ‖L∞([0,1]) ≤
(
k + λ

β + λ

)i+1 ∥∥u∞ − u0,∞∥∥
L∞([0,1])

+ Ch2 |log h|

+

(
k + λ

β + λ

)i+1 ∥∥u0,∞
h − u∞

∥∥
L∞([0,1])

En faisant tendre i vers +∞, on trouve (5.2) .

Théorème 5.2 Soient u∞ la solution du problème stationnaire (4.7) et u∞h solu-

tion de (4.21) alors il existe une constante positive C indépendante de h telle que

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤
Ch2 |log h|

1−K . (5.9)

Démonstration Compte tenu de

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤ ‖u∞ − w∞h ‖L∞([0,1]) + ‖w∞h − u∞h ‖L∞([0,1])
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5. Comportement asymptotique en norme L∞ de la solution de l’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

(5.2) implique

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤ Ch2 |log h|+ ‖w∞h − u∞h ‖L∞([0,1]) . (5.10)

Sachant que

‖w∞h − u∞h ‖L∞([0,1]) = ‖Th (u∞)− Th (u∞h )‖L∞([0,1]) ≤ K ‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1])

(5.10) devient

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤ Ch2 |log h|+K ‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1])

ce qui implique

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤
Ch2 |log h|

1−K
où K est la constante de l’application contractante Th définie dans (4.25)

Le résultat principal

Théorème 5.3 Soient u∞ la solution du problème stationnaire (4.7) et uN,h la

solution de (4.20) à l’instant final t = T, alors il existe une constante positive C

indépendante de h et de ∆t telle que

‖u∞ − uN,h‖L∞([0,1]) ≤
Ch2 |log h|

1−K +

(
1

1 + (β − k) ∆t

)N
||u∞h −u0,h||L∞([0,1]). (5.11)

En faisant tendre N vers +∞, on obtient compte tenu de

0 < K =
λ

λ+ β − k =
1

1 + (β − k) ∆t
< 1

l’estimation de l’erreur d’approximation suivante

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤
Ch2 |log h|

1−K .
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5. Comportement asymptotique en norme L∞ de la solution de l’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

Démonstration On utilise l’inégalité triangulaire pour la norme ‖.‖L∞([0,1])

‖u∞ − uN,h‖L∞([0,1]) ≤ ‖u
∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) + ‖u∞h − uN,h‖L∞([0,1]) . (5.12)

Où d’après (5.9)

‖u∞ − u∞h ‖L∞([0,1]) ≤
Ch2 |log h|

1−K (5.13)

et d’après (4.28)

‖u∞h − uN,h‖L∞([0,1]) ≤
(

λ

λ+ β − k

)N
||u∞h − u0,h||L∞([0,1]). (5.14)

En remplaçant λ =
1

∆t
, (5.14) devient

‖u∞h − uN,h‖L∞([0,1]) ≤
(

1

1 + (β − k) ∆t

)N
||u∞h − u0,h||L∞([0,1]). (5.15)

En substituant (5.13) et (5.15) dans (5.12) obtient le résultat principal de ce travail

à savoir l’inégalité (5.11) .

Application

On considère le problème d’évolution qui suit
∂u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x) + 2u(t, x) = −2e−2t (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u(0, x) = u0(x) = x (x− 1) en Ω = [0, 1] Condition initiale

u(t, x) = 0 dans ∂Ω Condition aux limites de type Dirichlet

dont la solution exacte est

u(t, x) = e−2tx (x− 1)
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parabolique nonlinéaire (1.1)

La semi-discrétisation de la variable temporelle t par la méthode des différences finies

nous conduit à la résolution du système suivant, où le pas ∆t =
1

4

i = 0, 1, 2, 3.

b(ui+1, v) = a(ui+1, v) + λ
1∫
0

ui+1v(x)dx =
1∫
0

f(ui+1)v(x)dx+
1

∆t

1∫
0

ui(x)v(x)dx

Puisque

λ =
1

∆t
= 4

le système d’équations devient

i = 0, 1, 2, 3.
1∫
0

(
dui+1 (x)

dx

dv(x)

dx
dx+ 6ui+1 (x) v(x)

)
dx = −2

1∫
0

e−2ti+1v(x)dx+ 4
1∫
0

ui(x)v(x)dx

avec

ui+1 (x) = u (ti+1, x) = u

(
(i+ 1)

4
, x

)
, i = 0, 1, 2, 3

et

u0(x) = x (x− 1) .

La discrétisation du domaine Ω = [0, 1] par la méthode des éléments finis ou le pas

h =
1

3

nous conduit à la résolution séquentielle du système discret suivant

i = 0, 1, 2, 3.
1∫
0

(
dui+1,h (x)

dx

dv(x)

dx
dx+ 6ui+1,h (x) v(x)

)
dx = −2

1∫
0

e−2ti+1v(x)dx+ 4
1∫
0

ui,h(x)v(x)dx

avec

ui+1,h (x) =

2∑
k=1

ui+1,h (xk)ϕk (x)
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parabolique nonlinéaire (1.1)

et

u0,h(x) = rhx (x− 1) .

On note

Ui+1,h =

(
ui+1,h (x1)

ui+1,h (x2)

)
et Vh =

(
vh (x1)

vh (x2)

)

xi = ih = i

(
1

3

)
alors

b(ui+1,h, vh) = U ti+1,hMVh

où M = (Mij)1≤i,j≤N−1 =
(
b(ϕi, ϕj)

)
1≤i,j≤N−1

est la matrice

M =

(
22
3
−8

3

−8
3

22
3

)

On présente dans ce qui suit les résultats obtenus en utilisant le logiciel FreeFem

dans certains points du maillage

Point Solution exacte Solution approchée(
1
2
, 1

3

)
−0.08175098 −0.0862652725(

1, 2
3

)
−0.03007450 −0.0879013978
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