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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie le nombre maximum des cycles limites de certains systèmes diffé-
rentiels polynômiaux en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre un et deux.
Premièrement, on étudie le nombre maximum de cycle limite bifurquant de l’origine du système
différentiel polynomial quadratique dans R3 de la forme





dx

dt
= (a1ε+ a2ε

2)x− by +
∑

i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Aijkx
iyjzk,

dy

dt
= bx+ (a1ε+ a2ε

2)y +
∑

i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Bijkx
iyjzk,

dz

dt
= (c1ε+ c2ε

2)z +
∑

i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Cijkx
iyjzk,

où aijk, Aijk, bijk, Bijk, cijk, Cijk pour i+ j + k = 2, a1, a2, c1, c2 et b sont des paramètres réels et
ε un petit paramètre.
Deuxièmement, on étudie le nombre maximum de cycle limite bifurquant de l’origine du système
différentiel polynomial quadratique dans R4 de la forme





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2 + c3ε

3)z +
2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

où
Xj(x, y, z, w) = aj0x

2 + aj1xy + aj2xz + aj3xw + aj4y
2

+ aj5yz + aj6yw + aj7z
2 + aj8zw + aj9w

2,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en rem-
plaçant aji respectivement par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les coefficients
aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres réels avec b ̸= 0.
Troisièmement, on étudie l’existence des solutions périodiques bifurquant de l’origine des coor-
donnés des systèmes différentiels polynomiaux dans R4 non-linéaires homogènes cubiques de la
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forme 



ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

où
Xj(x, y, z, w) = aj0x

2 + aj1x
2y + aj2x

2z + aj3x
2w + aj4xy

2 + aj5xyz + aj6xyw
+aj7xz

2 + aj8xzw + aj9xw
2 + aj10y

3 + aj11y
2z + aj12y

2w + aj13
yz2 + aj14yzw + aj15yw

2 + aj16z
3 + aj17z

2w + aj18zw
2 + aj19w

3,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en remplaçant
aji par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les coefficients aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b,
b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres avec b ̸= 0.

Mots clés : Bifurcation de Hopf, Cycle limite, Solution périodique, Théorie de moyennisation.
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Absract

In this memory, we study the maximum number of limit cycles of certain polnomial differential
systems using the averaging method of first and second order.
Firslty, we study the maximum number of limit cycles bifurcating from the origin of the quadratic
polynomial differential system in R3 of the form





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− by +

∑

i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Aijkx
iyjzk,

ẏ = bx+ (a1ε+ a2ε
2)y +

∑

i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Bijkx
iyjzk,

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

∑

i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Cijkx
iyjzk,

where aijk, Aijk, bijk, Bijk, cijk, Cijk for i+ j + k = 2, a1, a2, c1, c2 and b are real parameters and
ε small parameter.
Secondly, we study the maximum number of limit cycles bifurcating from the origin of the quadratic
polynomial differential system in R4 of the form





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

where
Xj(x, y, z, w) = aj0x

2 + aj1xy + aj2xz + aj3xw + aj4y
2

+ aj5yz + aj6yw + aj7z
2 + aj8zw + aj9w

2,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) and Wj(x, y, z, w) have the same expression as Xj(x, y, z, w) by repla-
cing aji respectively by bji, cji and dji for j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. The coefficients aij, bij, cij, dij, a1,
a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 are real parametres with b ̸= 0.
Thridly, we study the existence of periodic solution bifurcation from the origin of coordinate of a
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cubic polynomial differential system in R4 of the forme




ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

where

Xj(x, y, z, w) = aj0x
2 + aj1x

2y + aj2x
2z + aj3x

2w + aj4xy
2 + aj5xyz + aj6xyw

+aj7xz
2 + aj8xzw + aj9xw

2 + aj10y
3 + aj11y

2z + aj12y
2w + aj13

yz2 + aj14yzw + aj15yw
2 + aj16z

3 + aj17z
2w + aj18zw

2 + aj19w
3,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) and Wj(x, y, z, w) have the same expression as Xj(x, y, z, w) by repla-
cing aji by bji, cji and dji for j = 0, 1, 2 and i = 0, 1, . . . , 9. The coefficients aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b,
b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 are real parametres with b ̸= 0.

Key words : Averging theory, Hopf bifurcation, Limit cycle, Periodic solution.
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T§r\� ��d�tFA� TylRAft�� Tm\�±� {`b� T§C¤d�� �wl�l� YO�±�  d`�� xCd� ,r�@m�� £@¡ ¨�

. Ty�A��� ¤ Y�¤±� T�Cd�� �� XFwtm��

¨�A�C ¨lRAf� �A\� �db� �}� �� �rft� ¨t�� T§C¤d�� ��C¤d��  d`l� YO�±�  d`�� xCd� ,¯¤�

¨�At�� �kK�� �� R3
¨�





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− by +

∑

i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Aijkx
iyjzk,

ẏ = bx+ (a1ε+ a2ε
2)y +

∑

i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Bijkx
iyjzk,

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

∑

i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Cijkx
iyjzk,

ε ¤ Tqyq� X¶AF¤ b ¤ c2 ,c1 ,a2 ,a1 ,i + j + k = 2 ��� �� Cijk ,cijk ,Bijk ,bijk ,Aijk ,aijk �y�

.ry�} XyF¤

¨lRAf� �A\� �db� �}� �� �rft� ¨t�� T§C¤d�� ��C¤d��  d`l� YO�±�  d`�� xCd� ,Ay�A�

R4
¨� ¨�A�C





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

�y�

Xj(x, y, z, w) = aj0x
2 + aj1xy + aj2xz + aj3xw + aj4y

2

+ aj5yz + aj6yw + aj7z
2 + aj8zw + aj9w

2,

dji bji, cji 
 aji {§w`t� Xj(x, y, z, w) CAb� Hf� �h� Wj(x, y, z, w) ¤ Zj(x, y, z, w) ,Yj(x, y, z, w)
.i = 0, 1, . . . , 9 ¤ j = 0, 1, 2 ��� ��

.b ̸= 0 �� Tyqyq� �Aml`� ¨¡ d3, d2, d1, c3, c2, c1, b3, b2, b1, b, a3, a2, a1, dij, cij, bij, aij �®�A`m��

 ¤d� ��ry�k� TylRAf� Tm\�± �Ay��d�¯� �db� �� T�rftm�� T§C¤d�� �wl���  w�¤ xCd� ,A��A�

�kK�� �� R4
¨� T��A��� T�Cd�� ��
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ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

�y�

Xj(x, y, z, w) = aj0x
2 + aj1x

2y + aj2x
2z + aj3x

2w + aj4xy
2 + aj5xyz + aj6xyw + aj7xz

2

+aj8xzw + aj9xw
2 + aj10y

3 + aj11y
2z + aj12y

2w + aj13yz
2 + aj14yzw + aj15yw

2

+aj16z
3 + aj17z

2w + aj18zw
2 + aj19w

3,

dji bji, cji 
 aji {§w`t� Xj(x, y, z, w) CAb� Hf� �h� Wj(x, y, z, w) ¤ Zj(x, y, z, w) ,Yj(x, y, z, w)
�Aml`� ¨¡ aij, bij, cij, dij, a1, a2, b, b1, b2, c1, c2, d1, d2 �®�A`m�� .i = 0, 1, . . . , 9 ¤ j = 0, 1, 2 ��� ��

.b ̸= 0 �� Tyqyq�

.©C¤ �� ,��w¡ �bK� ,d��� C¤ ,XFwtm�� T§r\� :Ty�Atfm�� �Amlk��
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INTRODUCTION

Les systèmes dynamiques sont des modèles mathématiques utilisés pour décrire l’évolution
temporelle ou spatiale de phénomènes naturels ou artificiels. Ils sont largement utilisés dans de
nombreux domaines scientifiques et techniques, tels que la physique, la biologie, la mécanique, la
chimie, l’ingénierie et l’économie...

Les systèmes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du XIXe siècle. Ils concer-
naient en premier lieu l’itération des applications continues et la stabilité des équations diffé-
rentielles. Une évolution continue du système dynamique dans le temps est représentée par une
équation différentielle ordinaire.

La notion d’équation différentielle est apparue pour la première fois sous la plume de Leibniz
en 1676 pour définir la relation entre les différentielles dx et dy de deux variables x et y.
Un des principaux problèmes de la théorie des systèmes dynamiques est l’étude des cycles
limites, leur existence, leur nombres, leur stabilité.

Un cycle limite est une orbite périodique isolée fermée dans l’ensemble de toutes les orbites
périodiques. Les cycles limites ont été introduit par H.Poincaré en 1881 dans son Mémoire sur les
courbes définies par une équation différentielle.

Généralement, obtenir des cycles limites est un problème difficile et souvent impossible. En
appliquant la théorie de moyennisation, on réduit ce problème difficile des équations différentielles
à la recherche des racines d’un système algébrique. Cette méthode est l’une des plus importantes
méthodes utilisées actuellement dans l’étude des solutions périodiques des systèmes dynamiques.
Elle donne une relation entre les solutions des systèmes différentielles périodiques non autonomes
et les solutions des systèmes autonomes. Elle a été introduite en 1934 par Bogoliobov et Krylov,
en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky. Ensuite plusieurs développements ont eu lieu de cette
méthode par Verhulst [19], Sanders et Verhulst [17], Malkin [13], Roseau [16] et J. Llibre.

Ce mémoire est composé de cinq chapitres.

- Le premier chapitre est un rappel sur les notions fondamentales aux systèmes dynamiques
tels que : système dynamique, flot d’un système, point d’équilibre, système linéarisé, na-
ture du point d’équilibre, orbite périodique, cycle limite, bifurcation de Hopf, théorème de
Bezout.

- Dans le deuxième chapitre on introduit la théorie de moyennisation pour chercher les
cycles limites du système dynamique qu’on étudiera dans les chapitres suivants.
On présente quelques résultats sur la méthode de moyennisation du premier et deuxième

11
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ordre.
- Le troisième chapitre est consacré à l’étude de la bifurcation zéro-Hopf des systèmes

différentiels polynomiaux quadratiques dans R3 de la forme




dx

dt
= (a1ε+ a2ε

2)x− by +
∑

i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Aijkx
iyjzk,

dy

dt
= bx+ (a1ε+ a2ε

2)y +
∑

i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Bijkx
iyjzk,

dz

dt
= (c1ε+ c2ε

2)z +
∑

i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Cijkx
iyjzk,

où aijk, Aijk, bijk, Bijk, cijk, Cijk pour i+ j + k = 2, a1, a2, c1, c2 et b sont des paramètres
réels et ε un petit paramètre.
On utilise la méthode de moyennisation d’ordre deux pour démontrer qu’il y au plus trois
cycles limites qui bifurquent de l’origine. De plus, on donne un exemple pour lequel ce
nombre est atteint.

- Dans le quatrième chapitre on étudie la bifurcation zéro-Hopf d’un système différentiel
quadratique polynomial dans R4de la forme





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

où
Xj(x, y, z, w) = aj0x

2 + aj1xy + aj2xz + aj3xw + aj4y
2

+ aj5yz + aj6yw + aj7z
2 + aj8zw + aj9w

2,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en
remplaçant aji respectivement par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les
coefficients aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres réels
avec b ̸= 0.
En utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux on prouve qu’au plus 9 cycles limites
peuvent bifurquer de l’origine. De plus, on donne un exemple pour lequel ce nombre est
atteint.

- Le cinquième chapitre consiste à l’étude de la bifurcation zéro-Hopf d’un système diffé-

12



TABLE DES MATIÈRES

rentiel cubique polynomial dans R4 de la forme




ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

où

Xj(x, y, z, w) = aj0x
2 + aj1x

2y + aj2x
2z + aj3x

2w + aj4xy
2 + aj5xyz + aj6xyw + aj7xz

2

+aj8xzw + aj9xw
2 + aj10y

3 + aj11y
2z + aj12y

2w + aj13yz
2 + aj14yzw + aj15yw

2

+aj16z
3 + aj17z

2w + aj18zw
2 + aj19w

3,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en
remplaçant aji par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les coefficients aij, bij, cij,
dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres avec b ̸= 0.
On démontre par la méthode de moyennisation d’ordre deux qu’au plus 9 cycles limites
bifurquent de l’origine. De plus, on donne un exemple pour lequel ce nombre est atteint.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.1 Système dynamique
Définition 1.1 Un système dynamique sur R est une application U : R× Rn → Rn telle que :

1. U(., x) : R → Rn est continue.
2. U(t, .) : Rn → Rn est continue.
3. U(0, x) = 0.
4. U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)) pour ∀t, s ∈ R et ∀x ∈ Rn.

Définition 1.2 Un système dynamique U sur Rn est linéaire si :

U(t, αx+ βy) = αU(t, x) + βU(t, y), ∀α, β ∈ R, ∀x, y ∈ Rn.

Exemple 1.1 Soit le système différentiel
{

ẋ = Ax,

x(0) = x0,
(1.1)

où A est une matrice constante, t ∈ R+ et x ∈ Rn. La solution du système (1.1) est donnée par

x(t) = etAx0.

Le système (1.1) engendre le système dynamique

U : R+ × Rn → Rn

U(t, x) = etAx.

Remarque 1.1 Soit le système dynamique non linéaire

ẋ = f(x), x ∈ Rn,

où f(x) ne dépend pas explicitement de t, on dit que ce système est autonome.
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1.2. FLOT

1.2 Flot
Définition 1.3 Soit le système dynamique non linéaire

{
ẋ = f(x),

x(0) = x0,
(1.2)

où x0 ∈ Rn, f ∈ C1(Rn). Soit Φ(t, x0) la solution de ce système.
L’ensemble des applications Φt défini par

Φt(x0) = Φ(t, x0),

est appelé le flot du système différentiel.

1.3 Point d’équilibre
Définition 1.4 On appelle point d’équilibre du système différentiel non linéaire

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (1.3)

un point x∗ ∈ Rn tel que f(x∗) = 0.

Définition 1.5 Soit x∗ point d’équilibre de (1.2). Soit le système linéaire

ẋ = Ax , où A = D(f(x∗)).

Ax est une bonne approximation de (1.2) au voisinage de x∗. Un point d’équilibre x∗ est dit hyper-
bolique si aucune des valeurs propres de A n’a de partie réelle nulle.

1.4 Le système linéarisé
Définition 1.6 Le système

ẋ = Ax, x ∈ Rn,

où A = Df(x∗) =

(
∂fi
∂xj

)

1≤i,j≤n

est appelé le système linéarisé du système (1.2) en x∗.

Exemple 1.2 Dans le système (1.3), où f(x) est donnée par l’expression suivante

f(x) =

(
x− xy
y − x2

)

les points d’équilibre de f(x) = 0, sont (0, 0), (1, 1), (−1, 1).
Les matrices jacobiennes associées sont

Df(0, 0) =

(
1 0
0 1

)
,

Df(1, 1) =

(
0 −1
−2 1

)
,
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1.5. NATURE DU POINT D’ÉQUILIBRE

Df(−1, 1) =

(
0 1
2 1

)
.

Les systèmes linéarisés associés sont respectivement
{

ẋ = x,
ẏ = y.

{
ẋ = −y,

ẏ = −2xy.
{

ẋ = y,
ẏ = 2x+ y.

Les systèmes linéarisés au points d’équilibre nous donne une idée sur la nature du points d’équilibre.

1.5 Nature du point d’équilibre

1.5.1 Cas des systèmes non linéaires

On considère le système (1.2) où x = (x1...x2), f = (f1...fn) et le système linéarisé associée.

- Le point d’équilibre x∗ est appelé puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x∗)
ont des parties réelles négatives.

- Il est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x∗) ont des parties réelles
positives.

-Il est appelé selle s’il est hyperbolique et si la matrice A = Df(x∗) a une valeur propre avec
une partie réelle positive et une valeur propre avec une partie négative.

1.5.2 Cas des systèmes linéaires

On considère le système différentiel linéaire
{

ẋ = ax+ by,
ẏ = cx+ dy,

où A est la matrice associée à ce système

A =

[
a b
c d

]
.

Soient λ1,λ2 les valeurs propres de la matrice A, l’origine (0, 0) est le seul point d’ équilibre de ce
système.
On distingue les différents cas selon ces valeurs propres.

1. Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles et de signe opposé alors le point d’équilibre est un selle.
Il est toujours instable.
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1.5. NATURE DU POINT D’ÉQUILIBRE

Figure 1.1 – selle

2. Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles et de même signe on a trois cas :
(a) Si λ1<λ2<0 et sont distinctes alors le point d’équilibre est un nœud impropre stable.

Figure 1.2 – nœud impropre stable

(b) Si 0<λ1<λ2 et sont distinctes alors le point d’équilibre est un nœud impropre instable.

17



1.5. NATURE DU POINT D’ÉQUILIBRE

Figure 1.3 – nœud impropre instable

(c) Si λ1 = λ2 = λ on a
— A est diagonalisable

— si λ < 0, le point d’équilibre est un nœud propre stable.

Figure 1.4 – nœud propre stable
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1.5. NATURE DU POINT D’ÉQUILIBRE

— si 0 < λ, le point d’équilibre est un nœud propre instable.

Figure 1.5 – nœud propre instable

— A est non diagonalisable
— si λ < 0, le point d’équilibre est un nœud exceptionnel stable.

Figure 1.6 – nœud exceptionnel stable
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1.5. NATURE DU POINT D’ÉQUILIBRE

— si 0 < λ, le point d’équilibre est un nœud exceptionnel instable.

Figure 1.7 – nœud exceptionnel instable

3. Si λ1 et λ2 = λ sont complexes conjuguées et Im(λ1,2) ̸= 0, on a
— Si Re(λ1,2) < 0 le point d’équilibre est foyer stable.

Figure 1.8 – foyer stable
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1.5. NATURE DU POINT D’ÉQUILIBRE

— Si 0 < Re(λ1,2) le point d’équilibre est foyer instable.

Figure 1.9 – foyer instable

4. Si λ1 et λ2 = λ sont complexes et Re(λ1,2) = 0, alors le point d’équilibre est un centre stable
mais pas asymptotiquement stable.

Figure 1.10 – centre
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1.6. STABILITÉ DU POINT D’ÉQUILIBRE

1.6 Stabilité du point d’équilibre
Soit x∗ le point d’équilibre du système (1.2).

a) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(x∗) ont des parties
réelles négatives, alors le point d’équilibre x∗ est dit asymptotiquement stable.

b) S’il existe au moins une valeur propre de Df(x∗) avec une partie réelle positive,
alors le point d’équilibre x∗ est dit instable.

c) Si Df(x∗) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres
avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du
point d’équilibre x∗.

1.7 Plan et portrait de phase
Définition 1.7 Soit le système planaire

{
ẋ = P1(x(t), y(t)),
ẏ = P2(x(t), y(t)).

(1.4)

Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier,
pour les systèmes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variable. Les solutions
(x(t); y(t)) du système (1.4) représentent dans le plan (x; y) des courbes appelées orbites.

Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la figure complète des orbites
de ce système ainsi que ces points d’équilibre représentent le portrait de phase et le plan (x ◦ y) est
appelé le plan de phase.

1.8 Orbite périodique
Définition 1.8 On appelle orbite périodique toute trajectoire Ψt(x) de (1.2) tel qu’il existe un
nombre T > 0, vérifiant

Ψ(t+ T, x) = Ψ(t, x),∀x ∈ Rn. (1.5)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.5) est appelé période.
L’amplitude d’une orbite périodique est la valeur maximale de la variable x de cette orbite.

1.9 Cycle limite
Définition 1.9 Un cycle limite C est une orbite périodique fermée isolée dans l’ensemble de toutes
les orbites périodiques.

Définition 1.10 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x du cycle
limite.
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1.9. CYCLE LIMITE

1.9.1 Stabilité des cycles limites

Définition 1.11 Soit C la trajectoire correspondante au cycle limite, et soient toutes les trajec-
toires intérieures et extérieures voisines de C. Elles s’enroulent en spirales autour de C pour
t → +∞ ou t → −∞.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines sont
attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
sont refoulées par C.

Exemple 1.3 Soit le système
{

ẋ = 4x− y + 4x(x2 + y2),
ẏ = x+ 4y + 4y(x2 + y2).

(1.6)

En coordonnées polaires x = r cos(θ), y = r sin(θ),

rṙ = 4x2 − xy − 4x2(x2 + y2) + xy + y2 − 4y2(x2 + y2)
= 4r2(1− r2),

r2θ̇ = x2 + 4xy − 4xy(x2 + y2)− 4xy + y2 + 4xy(x2 + y2)
= r2,

le système devient {
ṙ = 4r(1− r2),

θ̇ = 1.

d’où

ṙ = 0 ⇒ r = 0,ou r = ±1,
θ = t+ θ0.

Comme r > 0, on accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la solution périodique
(x(t), y(t)) = (cos(t + θ0), sin(t + θ0)), avec θ(0) = θ0. Alors il existe un seul cycle limite stable
d’équation x2 + y2 = 1 et d’amplitude r = 1.
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1.10. BIFURCATION DE HOPF

Figure 1.11 – Cycle limite stable de système (1.6)

1.10 Bifurcation de Hopf
Théorème 1.1 Soit le système planaire

{
ẋ = fµ(x, y),
ẏ = gµ(x, y),

(1.7)

où µ est un paramètre. On suppose que (x, y) = (x0, y0) est un point d’équilibre du système
(1.7) qui dépend de µ.
Soient λ(µ) = α(µ) + iβ(µ) et λ(µ) = α(µ) − iβ(µ) les valeurs propres du système linéarisé au
voisinage de (x0, y0).

On suppose que pour une certaine valeur de µ = µ0, les conditions suivantes sont satisfaites

1. α(µ0) = 0, µ0 = 0, β(µ0) = w ̸= 0 où sgn(w) = sgn(∂gµ
∂x

|µ=µ0)(0, 0) = 1,

2. dα(µ)
dµ

|µ=µ0= d ̸= 0,

3. a ̸= 0 où

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16w
(fxy(fxx + fyy)− gxy(gxx + gxy)− fxxgxx + fyygyy),

avec fxy =
∂2f
∂x∂y

|µ=µ0 (x0, y0).

Alors il existe une orbite périodique qui bifurque du point d’équilibre pour µ > µ0 si ad < 0 ou
pour µ < µ0 si ad > 0.
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1.10. BIFURCATION DE HOPF

Le point d’équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ0 (respectivement pour µ < µ0) si d < 0
(respectivement si d > 0).

L’orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est instable (res-
pectivement stable).

L’amplitude de l’orbite périodique est égale à
√

| µ− µ0 | et la période est de T = 2π
|w| quand

µ → µ0 .

La bifurcation est dite supercritique si l’orbite périodique est stable et sous critique si l’orbite
périodique est instable .

Exemple 1.4 Soit le système planaire suivant
{

ẋ = −y + x(µ− x2 − y2),
ẏ = x+ y(µ− x2 − y2).

(1.8)

(0, 0) est le seul point d’équilibre du système (1.8) .

Les valeurs propres de la matrice jacobienne du système linéarisé calculée au voisinage de (0, 0)
sont λ(µ) = µ+ i et λ(µ) = µ− i .

1. α(µ) = µ ⇒ µ0 = 0. β(µ) = 1 = ω ̸= 0 car sgn(w) = sgn((
∂gµ
∂

)µ=µ0(0, 0) = 1)

2. (
dαµ

dµ
)µ=µ0 = 1 = d ̸= 0

3. a = −1 ̸= 0
Le système a une bifurcation de Hopf pour µ = 0 . On a w = 1, d = 1 et a = −1. Comme

ad = −1 < 0, alors il existe une orbite périodique qui bifurque de l’origine pour µ > 0.

Le point (0, 0) est instable pour µ > 0. Donc l’orbite périodique est stable. D’où la bifurcation
est supercritique pour µ > 0.

Figure 1.12 – Portrait de phase pour µ = 0.01
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1.11. THÉORÈME DE BEZOUT

1.11 Théorème de Bezout
Soient Pj, j = 1...n des polynômes en les variables (x1, ..., xd) de degré di, i = 1...n.

Considérons le système polynomial suivant




P1(x1, · · · , xd) = 0,
P2(x1, · · · , xd) = 0,

Pn(x1, · · · , xd) = 0,

où (x1, · · · , xn) ∈ Rd.
Si le nombre de solutions de ce système est fini, alors il est borné par d1 × d2 × · · · dn.
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CHAPITRE 2

THÉORIE DE MOYENNISATION

Dans ce chapitre, on introduit la théorie de moyennisation d’ordre un et deux.
La théorie de moyennisation est l’une des plus importantes méthodes perturbatives utilisées dans
l’étude des cycles limites des systèmes dynamiques.

Cette méthode donne des conditions pour lesquelles les points d’équilibre du système moyenné
fournissent des cycles limites pour des systèmes différentiels associés.

L’idée de base est de considérer une équation différentielle de la forme standard

ẋ = εf(t, x, ε) (2.1)

où t ∈ I ⊂ R, x ∈ Rn, 0 < ε ⩽ 1 et f est T-périodique, et de déterminer l’équation moyennée
associé à cette équation

ẏ = εf 0(r) (2.2)

où

f 0(r) =
1

T

∫ T

0

f(s, y)ds (2.3)

et de chercher les solutions périodiques de l’équation (2.1).
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2.1. THÉORÈME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

2.1 Théorème de moyennisation du premier ordre
On considère le système différentiel à valeur initiale suivant

ẋ(t) = εF (t, x) + ε2G(t, x, ε), y(0) = x0, (2.4)

où x ∈ D ⊂ Rn, D un domaine borné et t ≥ 0. On suppose que F (t, x) et G(t, x, ε) sont des
fonctions T -périodiques en t.
Le système moyenné associé au système (2.4) est défini par

ẏ = εf(y), y(0) = x0, (2.5)

où

f(y) =
1

T

∫ T

0

F (t, y)dt. (2.6)

Le théorème suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du système
moyenné (2.5) fournissent des solutions périodiques du système (2.4).

Théorème 2.1 [17] On considère le système (2.4) et on suppose que
(i) F,G,DxF,D

2
xF et DxG sont des fonctions continues et bornées par une constante

M indépendante de ε dans [0,∞[×D et −ε0 < ε < ε0.

(ii) F et G sont T -périodiques en t (T indépendante de ε).
Alors on a :

(a) Si le point p est un point d’équilibre pour le système moyenné (2.5) tel que

det(Dxf
0(p)) ̸= 0, (2.7)

alors pour ε > 0 suffisamment petit, il existe une solution T−périodique xε(t) du système
(2.4) telle que xε(0) → p.

(b) Si le point d’équilibre y = p du système moyenné (2.5) est hyperbolique, alors pour ε > 0
suffisamment petit, la solution périodique du système (2.4) est unique et de même stabilité
que p.

Exemple 2.1 Soit L’équation de Van Der Pol

ẍ+ x = ε
(
1− x2

)
ẋ. (2.8)

L’équation (2.8) peut s’écrire sous la forme :
{

ẋ = y,
ẏ = −x+ ε(1− x2)y.

(2.9)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, ce système devient

{
ṙ = εr sin2(θ)(1− r2 cos2(θ)),

θ̇ = −1 + ε cos(θ) sin(θ)(1− r2 cos2(θ)).
(2.10)
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2.1. THÉORÈME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

On sait que

1

1− x
= 1 + x+ o(x2), |x| < 1.

Prenons
x = ε(1− r2 cos2(θ)) cos(θ) sin(θ).

Le système (2.10) est équivalent à

dr

dθ
= −εr

(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2(θ) +O(ε2). (2.11)

L’équation (2.11) est sous la forme standard (2.1), ainsi on peut appliquer la méthode de moyen-
nisation avec

x = r, t = θ, T = 2π et F (t, x) = F (r, θ) = −r
(
1− r2 cos(θ)2

)
sin2(θ).

On a

f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F (r, θ)dθ = − 1

2π

∫ 2π

0

r
(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2 θdθ =

1

8
r
(
r2 − 4

)
.

On remarque que f0(r) admet une unique racine positive r = 2, et on a
d

dr
f 0(r) =

1

8
(3r2 − 4),

d’où
(
df 0

dr

)
(2) = 1. D’après théorème précédent et pour ε ̸= 0 suffisamment petit, l’équation de

Van Der Pol (2.8) admet une solution périodique d’amplitude r = 2, et comme
(
df 0

dr

)
(2) = 1 > 0

alors ce cycle limite est instable.

Figure 2.1 – cycle limite instable pour ε = 10−3 du système (2.9)
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2.1. THÉORÈME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Exemple 2.2 Soit le système suivant :
{

ẋ = −2y + 2xyε
ẏ = 2x+ ε(x2y − 3y)

(2.12)

En coordonnées polaires le système (2.12) devient
{

ṙ = r sin(θ)ε(cos(θ)2 sin(θ)r2 + 2 cos(θ)2r − 3 sin(θ),

θ̇ = cos(θ)3 sin(θ)εr2 + 2 cos(θ)3εr − 3 cos(θ) sin(θ)ε− 2 cos(θ)εr + 1.
(2.13)

En utilisant le développement de taylor le système (2.13) devient

dr

dθ
= r sin(θ)(cos(θ)2 sin(θ)r2 + 2 cos(θ)2r − 3 sin(θ))ε+O(ε2). (2.14)

L’équation (2.14) est sous la forme normale pour appliquer la méthode de moyennisation d’ordre
un, on prend

x = r, t = θ, T = 2π et F (t, x) = F (r, θ) = r sin(θ)(cos(θ)2 sin(θ)r2 + 2 cos(θ)2r − 3 sin(θ)).

On a

f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F (r, θ)dθ = − 1

2π

∫ 2π

0

r
(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2 θdθ =

1

8
r
(
r2 − 12

)
.

La première fonction moyennée f0(r) admet une unique racine positive r = 2
√
3 et on a

d

dr
f 0(r) =

3

8
r2 − 3

2
), d’où

(
df 0

dr

)(
2
√
3
)
= 3.

D’après théorème précédent et pour ε ̸= 0 suffisamment petit, le système (2.12) admet une solution

périodique d’amplitude r = 2
√
3, et comme

(
df 0

dr

)
(2
√
3) = 3 > 0 alors ce cycle limite est instable.

Figure 2.2 – cycle limite instable pour ε = 0.0003 du système (2.12)
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2.2. THÉORÈME DE MOYENNISATION D’ORDRE DEUX

2.2 Théorème de moyennisation d’ordre deux
Théorème 2.2 [3] On considère le système différentiel suivant

ẋ(t) = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.15)

où F1, F2 : R×D → Rn, R : R×D×(−εf , εf ) → Rn sont des fonctions continues, T−périodiques
par rapport à la première variable et D est un sous ensemble ouvert de Rn.

On suppose que les hypothèses (i) et (ii) sont vérifiées.
(i) F1, F2, R sont localement lipschitziennes par rapport à x, F1(t, .) ∈ C1(D) pour tout t ∈ R

et R est différentiable par rapport à ε.

On définit f1, f2 : D −→ Rn comme suit

f1(z) =
1

T

∫ T

0

F1(s, z)ds,

f2(z) =
1

T

∫ T

0

[
DzF1(s, z)

∫ s

0

F1(t, z)dt+ F2(s, z)

]
ds

(2.16)

où
y1(s, z) =

∫ s

0

F1(t, z)dt,

(ii) Pour V ⊂ D un sous ensemble ouvert et pour chaque ε ∈ (−εf , εf ) \ {0}, il existe a ∈ V
tel que f1(a) + εf2(a) = 0 et dB(f1 + εf2, V, a) ̸= 0.

Alors pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T−périodique φ(·, ε) du système
(2.15) telle que φ(0, ε) → a quand ε → 0. L’expression dB(f1 + εf2, V, 0) signifie que le degré de
Brouwer de la fonction f1 + εf2 dans un voisinage V de zéro est non nul.

Si la fonction f1 + εf2est de classe C1 alors, il suffit de vérifier que det(D(f1 + εf2(aε))) ̸= 0
pour avoir que dB(f1 + εf2, V, 0) ̸= 0.

Si f1 est non identiquement nulle. Alors les racines de f1 + εf2 sont principalement les racines
de f1 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent est celui de la théorie de moyen-
nisation de premier ordre.

Si f1 est identiquement nulle et f2 est non identiquement nulle. Alors les racines de f1 + εf2
sont principalement les racines de f1 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent
est celui de la théorie de moyennisation de deuxième ordre.

Exemple 2.3 Soit le système différentiel
{

ẋ = −y + ε(x2 − xy + 2y2) + ε2(ax+ y2),
ẏ = x. a > 0

(2.17)

En coordonnées polaires, le système peut s’écrit




ṙ = −r(r cos(θ)2ε+ cos(θ)2r + cos(θ) sin(θ)r − cos(θ)aε− εr − 2r) cos(θ)ε,

θ̇ = cos(θ)2 sin(θ)ε2r − cos(θ)3εr + cos(θ)2 sin(θ)εr − cos(θ) sin(θ)aε2 − ε2r sin(θ)+
cos(θ)εr − 2 sin(θ)εr + 1,
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d’où

dr

dθ
= −r(cos(θ)2r + cos(θ) sin(θ)r − 2r) cos(θ)ε+ (−r(cos(θ)2r − cos(θ)a− r) cos(θ)

+r2(cos(θ)2 + cos(θ) sin(θ)− 2) cos(θ)(− cos(θ)3r + cos(θ)2 sin(θ)r + r cos(θ)−
2r sin(θ)))ε2 +O(ε3).

Cette équation est de la forme (2.15) avec

F1(r, θ) = −r(cos(θ)2r + cos(θ) sin(θ)r − 2r) cos(θ),

F2(r, θ) = −r(cos(θ)2r − cos(θ)a− r) cos(θ) + r2(cos(θ)2 + cos(θ) sin(θ)− 2) cos(θ)(− cos(θ)3r+

cos(θ)2 sin(θ)r + r cos(θ)− 2r sin(θ)),

R(r, θ) = O(ε3).

Donc on applique le théorème 2.2

f 0(r) =
−r

2π

∫ 2π

0
(cos(θ)2r + cos(θ) sin(θ)r − 2r) cos(θ) = 0 et

f 1(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
DrF1(θ, r)

∫ s

0

F1(θ, r)dt+ F2(s, r)

]
ds =

1

8
r(−3r2 + 4a).

f 1(r) admet les racines 0,
2

3

√
3a, −2

3

√
3a et comme r > 0, l’unique racine positive est

2

3

√
3a.

On a
d

dr
f 1(r) = −9

8
r2 +

1

2
a et (

df 1

dr
)(
2

3

√
3a) = −a.

Le système (2.17) a un cycle limite stable d’amplitude r =
2

3

√
3a.

Figure 2.3 – cycle limite stable pour ε = 0.003 du système (2.17)
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CHAPITRE 3

LA BIFURCATION ZÉRO-HOPF POUR DES SYSTÈMES
DIFFÉRENTIELS QUADRATIQUES EN DIMENSION TROIS

Dans ce chapitre [9], en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre deux, on étudie le
nombre maximum de cycles limites qui bifurquent de l’origine du système différentiel polynomial
quadratique dans R3, dont la partie linéaire du point d’équilibre (0, 0, 0) a des valeurs propres de
la forme (εa1 + ε2a2)± bi et εc1 + ε2c2 où ε est un petit paramètre.
Ce système est de la forme





dx

dt
= (εa1 + ε2a2)x− by +

∑

i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Aijkx
iyjzk,

dy

dt
= bx+ (εa1 + ε2a2)y +

∑

i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Bijkx
iyjzk

dz

dt
= (εc1 + ε,2 c2)z +

∑

i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑

i+j+k=2

Cijkx
iyjzk.

(3.1)

où aijk, Aijk, bijk, Bijk, cijk, Cijk pour i+ j + k = 2, a1, a2, c1, c2 et b sont des paramètres réels.
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Théorème 3.1 En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre un, on obtient au plus un cycle
limite qui bifurque de l’origine du système (3.1) quand ε = 0 si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites

(i) (2a21c002 − a1c1(a101 + b011))(c020 + c200) < 0,
(ii) a101 + b011 > 0.

Preuve En coordonnées cylindriques x = R cos(θ), y = R sin(θ) et z = z, le système (3.1) devient




dR

dt
= ε(a1 + εa2)R + h11(θ)R

2 + h12(θ)Rz + h13(θ)z
2,

dθ

dt
=

1

R
(bR + h21(θ)R

2 + h22(θ)Rz + h23(θ)z
2),

dz

dt
= ε(c1 + εc2)R + h31(θ)R

2 + h32(θ)Rz + h33(θ)z
2,

(3.2)

où
h11(θ) = (a200+εA200) cos

3(θ)+[a110+b200+ε(A110+B200)] cos
2(θ) sin(θ)+[(a020+b110) +ε(A020+

B110)] cos(θ) sin(θ)
2 + (b020 + εB020) sin

3(θ),

h12(θ) = (a101 + εA101) cos
2(θ) + [a011 + b101 + ε(A011 +B101)] cos(θ) sin(θ) + (b011 + εB011) sin

2(θ),

h13(θ) = (a002 + εA002) cos(θ) + (b002 + εB002) sin(θ),

h21(θ) = (b200 + εB200) cos
3(θ) + [−(a200 + b110) + ε(−A200 + B110)] cos

2(θ) sin(θ) + [(−a110 + b020)
+ε(−A110 +B020)] cos(θ) sin(θ)

2 − (a020 + εA020) sin
3(θ),

h22(θ) = (b101 + εB101) cos
2(θ) + [(−a101 + b011) + ε(−A101 +B011)] cos(θ) sin(θ)+

(a011 + εA011) sin
2(θ),

h23(θ) = (b002 + εB002) cos(θ) + (a002 + εA002) sin(θ),

h31(θ) = (c200 + εC200) cos
2(θ) + (c110 + εC110) cos(θ) sin(θ) + (c020 + εC020) sin

2(θ),

h32(θ) = (c101 + εC101) cos(θ) + (c011 + εC011) sin(θ),

h33(θ) = c002 + εC002.

On considère θ comme une nouvelle variable, le système (3.2) devient

dR

dθ
=

[(εa1 + ε2a2)R + h11(θ)R
2 + h12(θ)Rz + h13(θ)z

2]R

bR + h21(θ)R2 + h22(θ)Rz + h23(θ)z2
,

dz

dθ
=

[ε(c1 + εc2)R + h31(θ)R
2 + h32(θ)Rz + h33(θ)z

2]R

(bR + h21(θ)R2 + h22(θ)Rz + h23(θ)z2)
.

(3.3)

Prenons
(R, z) = (ρε, ξε).

Le système (3.1) devient sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyennisation. En
considérant les variables (ρ, ξ), le système (3.3) devient

dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, ξ) + ε2F21(θ, ρ, ξ) +O(ε3),

dξ

dθ
= εF12(θ, ρ, ξ) + ε2F22(θ, ρ, ξ) +O(ε3),

(3.4)
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où
F11 =

1

b
[a200ρ

2 cos3(θ) + ρ(a1 + a101ξ) cos
2(θ) + ρ2(a110 + b200) cos

2(θ) sin(θ) + a200ξ
2 cos(θ) +

ρ2(a020 + b110) sin
2(θ) cos(θ) + ρξ(a011 + b101) cos(θ) sin(θ) + b020ρ

2 sin3(θ) + ρ(a1 + b011ξ) sin
2+

b200ξ
2 sin(θ)],

F21 = − 1

b2ρ
[cos(θ)4 sin(θ)ρ3ξa011b200−2 cos(θ)4 sin(θ)ρ3ξa101a200+cos(θ)4 sin(θ)ρ3ξa101b110+cos(θ)4

sin(θ)ρ3ξa110b101+cos(θ)4 sin(θ)ρ3ξa200b011+2 cos(θ)4 sin(θ)ρ3ξb101b200−2 cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa011a200+
cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa011b110+cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa020b101−2 cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa101a110+cos(θ)3 sin(θ)2ρ3

ξa101b020−cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa101b200+cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa110b011−cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξa200b101+2 cos(θ)3

sin(θ)2ρ3ξb11b200+2 cos(θ)3 sin(θ)2ρ3ξb101b110−2 cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa011a110+cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa011b020
−cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa011b200−2 cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa020a101+cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa020b011−cos(θ)2 sin(θ)3ρ3

ξa101b110−cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa110b101−cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξa200b011+2 cos(θ)2 sin(θ)3ρ3ξb011b110+2 cos(θ)2

sin(θ)3ρ3ξb020b101−2 cos(θ) sin(θ)4ρ3ξa011a020−cos(θ) sin(θ)4ρ3ξa011b110−cos(θ) sin(θ)4ρ3ξa020b101−
cos(θ) sin(θ)4ρ3ξa101b020−cos(θ) sin(θ)4ρ3ξa110b011+2 cos(θ) sin(θ)4ρ3ξb011b020−2 cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2

a002a200+cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2a002b110+cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2a011b101+cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2a101b011+cos(θ)3

sin(θ)ρ2ξ2a110b002+2 cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2b002b200−2 cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a002a110+cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a002
b020−cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a002b200−2 cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a011a101+cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a011b011+cos(θ)2

sin(θ)2ρ2ξ2a020b002−cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a101b101−cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2a200b002+2 cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2b002
b110 +2 cos(θ)2 sin(θ)2ρ2ξ2b011b101 − 2 cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2a002a020 − cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2a002b110 − cos(θ)
sin(θ)3ρ2ξ2a011b101−cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2a101b011−cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2a110b002+2 cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2b2b20−
cos(θ)3 sin(θ)a1ρ

2ξa101+cos(θ)3 sin(θ)a1ρ
2ξb11−cos(θ)2 sin(θ)2a1ρ

2ξa011+cos(θ)2 sin(θ)2a1ρ
2ξb101−

2 cos(θ)2 sin(θ)ρξ3a002a101+cos(θ)2 sin(θ)ρξ3a002b011+cos(θ)2 sin(θ)ρξ3a011b002+2 cos(θ)2 sin(θ)ρξ3

b002b101−cos(θ) sin(θ)3a1ρ
2ξa101+cos(θ) sin(θ)3a1ρ

2ξb011−2 cos(θ) sin(θ)2ρξ3a002a011−cos(θ) sin(θ)2

ρξ3a002b101 − cos(θ) sin(θ)2ρξ3a101b002 +2 cos(θ) sin(θ)2ρξ3b002b011 − cos(θ)2 sin(θ)a1ρξ
2a002 +cos(θ)

sin(θ)2a1ρξ
2b002−cos(θ)3 sin(θ)bρ2ξA011−cos(θ)3 sin(θ)bρ2ξB101−cos(θ)2 sin(θ)2bρ2ξA101−cos(θ)2

sin(θ)2bρ2ξB011 − cos(θ) sin(θ)3bρ2ξA011 − cos(θ) sin(θ)3bρ2ξB101 − cos(θ)2 sin(θ)bρξ2B002 − cos(θ)
sin(θ)2bρξ2a002+cos(θ)4a1ρ

2ξb101+cos(θ)3ρξ3a002b101+cos(θ)3ρξ3a101b2−sin(θ)4a1ρ
2ξa11−sin(θ)3ρξ3

a002b011 − sin(θ)3ρξ3a011b002 + cos(θ)3a1ρξ
2b002 − sin(θ)3a1ρξ

2a002 − cos(θ)4 sin(θ)bρ3A110 − cos(θ)4

sin(θ)bρ3B200 − cos(θ)3 sin(θ)2bρ3A020 − cos(θ)3 sin(θ)2bρ3A200 − cos(θ)3 sin(θ)2bρ3B110 − cos(θ)2

sin(θ)3bρ3A110 − cos(θ)2 sin(θ)3bρ3B020 +cos(θ)5 sin(θ)ρ4a110b200 +cos(θ)5 sin(θ)ρ4a200b110 +cos(θ)4

sin(θ)2ρ4a020b200−2 cos(θ)4 sin(θ)2ρ4a110a200+cos(θ)4 sin(θ)2ρ4a110b110+cos(θ)4 sin(θ)2ρ4a200b020−
cos(θ)4 sin(θ)2ρ4a200b200+2 cos(θ)4 sin(θ)2ρ4b110b200−2 cos(θ)3 sin(θ)3ρ4a020a200+cos(θ)3 sin(θ)3ρ4a020
b110+cos(θ)3 sin(θ)3ρ4a110b20−cos(θ)3 sin(θ)3ρ4a110b200−cos(θ)3 sin(θ)3ρ4a200b110+2 cos(θ)3 sin(θ)3ρ4

b020b200−2 cos(θ)2 sin(θ)4ρ4a020a110−cos(θ)2 sin(θ)3bρ3B200−cos(θ) sin(θ)4bρ3A020−cos(θ) sin(θ)4bρ3

B110−cos(θ)4bρ2ξA101−sin(θ)4bρ2ξB011−cos(θ)3bρξ2a002−2 cos(θ)2 sin(θ)2a2bρ
2−sin(θ)3bρξ2B002+

cos(θ)2 sin(θ)4ρ4a020b020− cos(θ)2 sin(θ)4ρ4a020b200− cos(θ)2 sin(θ)4ρ4a110b110− cos(θ)2 sin(θ)4ρ4a200
b020+2 cos(θ)2 sin(θ)4ρ4b020b110−cos(θ) sin(θ)5ρ4a020b110−cos(θ) sin(θ)5ρ4a110b020+cos(θ)5ρ3ξa101b200
+cos(θ)5ρ3ξa200b101−sin(θ)5ρ3ξa011b020−sin(θ)5ρ3ξa020b011−cos(θ)4 sin(θ)a1ρ

3a200+cos(θ)4 sin(θ)a1ρ
3

b110+cos(θ)4ρ2ξ2a002b200+cos(θ)4ρ2ξ2a101b101+cos(θ)4ρ2ξ2a200b002−cos(θ)3 sin(θ)2a1ρ
3a110+cos(θ)3

sin(θ)2a1ρ
3b020 + cos(θ)3 sin(θ)2a1ρ

3b200 − cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2a2101 + cos(θ)3 sin(θ)ρ2ξ2b2101 − cos(θ)2

sin(θ)3a1ρ
3a020 − cos(θ)2 sin(θ)3a1ρ

3a200 + cos(θ)2 sin(θ)3a1ρ
3b110 − cos(θ) sin(θ)4a1ρ

3a110 + cos(θ)
sin(θ)4a1ρ

3b020−cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2a2011+cos(θ) sin(θ)3ρ2ξ2b2011−sin(θ)4ρ2ξ2a002b020−sin(θ)4ρ2ξ2a011
b011−sin(θ)4ρ2ξ2a020b002+cos(θ)6ρ4a200b200−cos(θ)5 sin(θ)ρ4a2200+cos(θ)5 sin(θ)ρ4b2200−cos(θ)3 sin(θ)3

ρ4a2110+cos(θ)3 sin(θ)3ρ4b2110−cos(θ) sin(θ)5ρ4a2020+cos(θ) sin(θ)5ρ4b220−sin(θ)6ρ4a020b020+cos(θ)5a1ρ
3

b200− sin(θ)5a1ρ
3a020+cos(θ)2ξ4a002b2− cos(θ) sin(θ)ξ4a2002+cos(θ) sin(θ)ξ4b22− sin(θ)2ξ4a002b002−

cos(θ)5bρ3A200 − sin(θ)5bρ3B020 − cos(θ)4a2bρ
2 − sin(θ)4a2bρ

2],
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F12 =
1

b
[c200 cos

2(θ)ρ2 + [c020 sin
2(θ)ρ2 + c110 cos(θ) sin(θ)ρ

2 + c101ξ cos(θ)ρ+ c011ξ sin(θ)ρ+

c002ξ
2 + c1ξ],

F22 = − 1

b2ρ
[− cos(θ) sin(θ)3ρ3ξa011c110−cos(θ) sin(θ)3ρ3ξa020c101−cos(θ) sin(θ)3ρ3ξa101c020−cos(θ)

sin(θ)3ρ3ξa110c011+cos(θ) sin(θ)3ρ3ξb011c020+cos(θ) sin(θ)3ρ3ξb020c011−cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2a002c200−
cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2a101c101−cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2a200c002+cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2b002c110+cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2

b011c101 + cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2b101c011 + cos(θ)2 sin(θ)ρ2ξ2b110c002 − cos(θ) sin(θ)2ρ2ξ2a002c110 − cos(θ)
sin(θ)2ρ2ξ2a011c101−cos(θ) sin(θ)2ρ2ξ2a101c011−cos(θ) sin(θ)2ρ2ξ2a110c002+cos(θ) sin(θ)2ρ2ξ2b002c020+
cos(θ) sin(θ)2ρ2ξ2b011c011+cos(θ) sin(θ)2ρ2ξ2b020c002−cos(θ)2 sin(θ)c1ρ

2ξa200+cos(θ)2 sin(θ)c1ρ
2ξb110

−cos(θ) sin(θ)2c1ρ
2ξa110+cos(θ) sin(θ)2c1ρ

2ξb020−cos(θ) sin(θ)ρξ3a002c101−cos(θ) sin(θ)ρξ3a101c002+
cos(θ) sin(θ)ρξ3b002c11 + cos(θ) sin(θ)ρξ3b011c002 − cos(θ) sin(θ)c1ρξ

2a101 + cos(θ) sin(θ)c1ρξ
2b011 −

cos(θ)2 sin(θ)bρ2ξC011−cos(θ) sin(θ)2bρ2ξC101−cos(θ)3 sin(θ)ρ3ξa101c200−cos(θ)3 sin(θ)ρ3ξa200c101+
cos(θ)3 sin(θ)ρ3ξb011c200+cos(θ)3 sin(θ)ρ3ξb101c110+cos(θ)3 sin(θ)ρ3ξb110c101+cos(θ)3 sin(θ)ρ3ξb200c011−
cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξa011c200−cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξa101c110−cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξa110c101−cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξ
a200c011 + cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξb011c110 + cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξb20c101 + cos(θ)2 sin(θ)2ρ3ξb101c20 + cos(θ)2

sin(θ)2ρ3ξb110c101−cos(θ)2 sin(θ)2bρ3C200−cos(θ) sin(θ)3bρ3C110−cos(θ)3bρ2ξC101−sin(θ)3bρ2ξC011−
cos(θ)2bρξ2c002 − sin(θ)2bρξ2c002 − cos(θ)2bc2ρξ − sin(θ)2bc2ρξ − cos(θ)4 sin(θ)ρ4a200c200 + cos(θ)4

sin(θ)ρ4b110c200+cos(θ)4 sin(θ)ρ4b200c110−cos(θ)3 sin(θ)2ρ4a110c200−cos(θ)3 sin(θ)2ρ4a200c110+cos(θ)3

sin(θ)2ρ4b020c200 + cos(θ)3 sin(θ)2ρ4b110c110 + cos(θ)3 sin(θ)2ρ4b200c020 − cos(θ)2 sin(θ)3ρ4a020c200 −
cos(θ)2 sin(θ)3ρ4a110c110−cos(θ)2 sin(θ)3ρ4a200c020+cos(θ)2 sin(θ)3ρ4b020c110+cos(θ)2 sin(θ)3ρ4b110c020−
cos(θ) sin(θ)4ρ4a020c110 − cos(θ) sin(θ)4ρ4a110c020 + cos(θ) sin(θ)4ρ4b020c020 + cos(θ)4ρ3ξb101c200 +
cos(θ)4ρ3ξb200c101−sin(θ)4ρ3ξa011c020−sin(θ)4ρ3ξa020c011+cos(θ)3ρ2ξ2b002c200+cos(θ)3ρ2ξ2b101c101+
cos(θ)3ρ2ξ2b200c002−sin(θ)3ρ2ξ2a002c020−sin(θ)3ρ2ξ2a011c011−sin(θ)3ρ2ξ2a020c002+cos(θ)3c1ρ

2ξb200+
cos(θ)2ρξ3b002c101 + cos(θ)2ρξ3b101c002 − sin(θ)3c1ρ

2ξa020 − sin(θ)2ρξ3a002c011 − sin(θ)2ρξ3a011c002 +
cos(θ)2c1ρξ

2b101−sin(θ)2c1ρξ
2a011−cos(θ)3 sin(θ)bρ3C110−cos(θ)2 sin(θ)2bρ3C020+cos(θ)5ρ4b200c200−

sin(θ)5ρ4a020c020+cos(θ)ξ4b002c002−sin(θ)ξ4a002c002+cos(θ)c1ξ
3b002−sin(θ)c1ξ

3a002−cos(θ)4bρ3C200−
sin(θ)4bρ3C020].

Le système (3.4) est équivalent au système (2.15) avec x = (ρ, ξ), t = θ,
F1(t, x) = (F11(θ, ρ, ξ), F12(θ, ρ, ξ)), F2(t, x) = (F21(θ, ρ, ξ), F22(θ, ρ, ξ)) et T = 2π.
Calculons la première fonction moyennée f1 = (f11(ρ, ξ), f12(ρ, ξ)), où

f1i(ρ, ξ) =
1

2π

∫ 2π

0
F1i(θ, ρ, ξ)dθ,

pour i = 1, 2, on obtient

f11(ρ, ξ) =
ρ(2a1 + (a101 + b011)ξ)

2b
,

f12(ρ, ξ) =
ρ2(c020 + c200) + 2ξ(c1 + c002ξ)

2b
.

(3.5)

On résout le système {
f11(ρ, ξ) = 0,
f12(ρ, ξ) = 0.

(3.6)
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On trouve (ρ̄, ξ̄) = (
2

√
−2a21c002 − a1c1(a101 + b011)

c020 + c200
a101 + b011

,− 2a1
a101 + b011

).

Cette solution est définie si les conditions (i) et (ii) sont vérifies.
Ensuite, on vérifie que

D(ρ̄, ξ̄) = det



∂f21
∂ρ

∂f21
∂ξ

∂f22
∂ρ

∂f22
∂ξ



∣∣∣∣∣
(ρ,ξ)=(ρ̄,ξ̄)

̸= 0. (3.7)

D’où, le système (3.6) a une seule racine positive qui produit un unique cycle limite bifurque de
l’origine du système (3.1).

Exemple 3.1 Soit le système




ẋ = −2εx2 + εx− xz − y,
ẏ = εy + 3x2 + 3xz − 2yz + x,

ż = −εz + 4x2 + 2y2 +
1

2
εx2.

(3.8)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0) du système (3.8) sont ε± i et −ε.

Le système (3.4) associée au système (3.8) comprend les fonctions suivantes

F11 =
3

4
sin(θ)ρ2 +

3

2
sin(2θ)ρξ +

1

2
cos(2θ)ρξ +

3

4
sin(3θ)ρ2 − 3

2
ρξ + ρ,

F12 = −ξ + ρ2 cos(2θ) + 3ρ2.
Pour déterminer le cycle limite, on résout le système suivant :

{
f11(ρ, ξ) = −1

2
ρ(3ξ − 2) = 0,

f12(ρ, ξ) = 3ρ2 − ξ = 0.
(3.9)

Le système (3.9) admet une unique racine (

√
2

3
,
2

3
).

Vérifions maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul, où

D(ρ̄, ξ̄) = det(M) = det

(
−3

2
ξ + 1 −3

2
ρ

6ρ −1

)
.

On obtient

D(

√
2

3
,
2

3
) = 2.

Donc, le système admet un cycle limite qui bifurque de l’origine.

Maintenant on étudie la stabilité de ce point. Pour ceci, on calcule les valeurs propres de la matrice
M au ce point.
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On trouve (−1

2
+

√
7

2
i,−1

2
−

√
7

2
i).

Alors, ce cycle limite est stable.
En revenant par les changement des variables, on obtient le cycle limite du système (3.8) tel que

(x(t, ε), z(t, ε), z(t, ε)) = ε(

√
2

3
cos(θ),

√
2

3
sin(θ),

2

3
).

Figure 3.1 – cycle limite stable du système (3.8) pour ε = 10−3

Exemple 3.2 Soit le système




ẋ = 3εy2 + εx− 2yz − y,
ẏ = εy + x2 + 2yz + x,

ż = −1

4
εz − 3x2 + 2y2 + 5εy2.

(3.10)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0) du système (3.8) sont ε± i et −1

4
ε.

Le système (3.4) associée au système (3.10) comprend les fonctions suivantes

F11 =
1

4
sin(θ)ρ2 − sin(2θ)ρξ − cos(2θ)ρξ +

1

4
sin(3θ)ρ2 + ρξ + ρ,

F12 = −1

4
ξ − 5

2
ρ2 cos(2θ)− 1

2
ρ2.

Pour déterminer le cycle limite, on résout le système suivant
{

f11(ρ, ξ) = ρ(ξ + 1) = 0,

f12(ρ, ξ) = −1

2
ρ2 − 1

4
ξ = 0.

(3.11)

Le système (3.11) admet une unique racine (

√
2

2
,−1).
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Vérifions maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul, où

D(ρ̄, ξ̄) = det(M) = det

(
ξ + 1 ρ

−ρ −1

4

)
.

On obtient

D(

√
2

2
,−1) = − 7

36
.

Donc, le système admet un cycle limite qui bifurque l’origine.

Maintenant on étudie la stabilité de ce point. Pour ceci, on calcule les valeurs propres de la matrice
M au ce point.

On trouve (
17

24
+

√
401

24
,
17

24
−

√
401

24
).

Alors, ce cycle limite est semi stable.
En revenant par les changement des variables, on obtient le cycle limite du système (3.8) tel que

(x(t, ε), z(t, ε), z(t, ε)) = ε(

√
2

2
cos(θ),

√
2

2
sin(θ),−1).

Figure 3.2 – cycle limite semi stable du système (3.10) pour ε = 10−3

Théorème 3.2 En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre deux, on obtient au plus trois
cycles limites qui bifurquent de l’origine du système (3.1) quand ε = 0.

Preuve
Pour passer à la théorie de moyennisation d’ordre deux, on annule (f11(ρ, ξ), f12(ρ, ξ)). Alors, on
prend
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a1 = 0, b011 = −a101, c200 = −c020, c1 = 0, c002 = 0.

Substituons ces conditions dans F11, F12, F21, F22.
Ensuite, on calcule l’expression suivante



∂F11

∂ρ

∂F11

∂ξ
∂F12

∂ρ

∂F12

∂ξ



(∫ s

0
F11(θ, ρ, ξ)dθ∫ s

0
F12(θ, ρ, ξ)dθ

)
+

(
F21(s, ρ, ξ)
F22(s, ρ, ξ)

)
,

on intègre cette expression entre 0 et 2π et on divise par 2π, on obtient le système




f21(ρ, ξ) =
1

b2
ρ[U0 + U1ξ + U2ρ

2 + U3ξ
2],

f22(ρ, ξ) =
1

b2
[V0ξ + V1ρ

2 + V2ξ
2 + V3ξ

2 + V4ξ
3],

où
U0 = a2b,
U1 = b(A101 +B011)/2,
U2 = [(a110a200 + a020(2a110 + 2b020)− 2a200b200 + b110(b020 + b200)]/8,
U3 = [b002(a020 − a2200 − b110) + a002(a110 + b020 + b200) + a011(a101 + b011)]/4,

et

V0 = c2b,
V1 = b(C020 + C020)/2,
V2 = 8bC002,
V3 = [(3a020 + a200 − b110)c011 + (3a011 − b101)c020 + c101(a110 − b020 − 3b200) + c110(a101 − b011) +
c200(a11 − 3b101)]/8,
V4 = [a002c011 − b002c101]/4.
Pour chercher les cycles limites, on résout

{
f21(ρ, ξ) = 0,
f22(ρ, ξ) = 0.

(3.12)

En résolvant la première équation par rapport à ρ et en évitant les solutions avec ρ = 0, on
trouve

ρ1 =

√
−U0 − U1ξ − U3ξ2√

U2

, ρ2 = −
√

−U0 − U1ξ − U3ξ2√
U2

,

avec U2 ̸= 0.
Puisque ρ > 0 , on n’accepte que ρ1.
Substituons ρ1 dans f22(ρ, ξ) on trouve :

U2V4 − U3V3

U2
ξ3 +

U2V2 − U3V1 − U1V3

U2
ξ2 +

U2V0 − U1V1 − U0V3

U2
ξ2 − U0V1

U2
= 0.

On choisit les coefficients du système (3.1) de telle manière que l’équation cubique peut prendre
trois racines réelles. Soit ξ̄ une racine de l’équation cubique.
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On suppose que (ρ̄, ξ̄) est une solution de (3.12). Pour obtenir un cycle limite du théorème 3.2, on
doit avoir

D(ρ̄, ξ̄) = det



∂f21
∂ρ

∂f21
∂ξ

∂f22
∂ρ

∂f22
∂ξ



∣∣∣∣∣
(ρ,ξ)=(ρ̄,ξ̄)

̸= 0. (3.13)

Les solutions de système (3.12) qui vérifient la condition (3.13) satisfont les hypothèses du théorème
2.2. D’où, d’après le théorème de moyennisation d’ordre 2 le système (3.1) a au plus trois cycles
limites.

Exemple 3.3 On considère le système quadratique




ẋ =
1

8
ε2x+ y − xy + xz + y2 − 1

2
z2,

ẏ = −x+
1

8
ε2y − x2 + y2 − yz,

ż = −3

2
ε2z − x2 + 4xy + y2 − 4yz +

3

2
εz2.

(3.14)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0) du système (3.14) sont
ε2

8
± i et

−3ε2

2
.

Le système (3.4) associé au système (3.14) comprend les fonctions

F11 = (
1

2
ξ2 − 1

4
ρ2) cos(θ)− ρξ cos(2θ) +

1

4
ρ2 cos(3θ) +

3

4
ρ2 sin(3θ)− 1

4
ρ2 sin(θ)),

F21 =
1

16
(2ρ3−2ρξ2−2ρ+4ρ2ξ cos(θ)−5ρ2 cos(2θ)+6ρ(ρ2−ξ2) cos(4θ)+12ρ2ξ cos(5θ)−3ρ3 cos(6θ)−

4ρ3 sin(6θ) − 4ρ2ξ sin(5θ) + (10ρξ2 − 2ρ3) sin(4θ) + 8(ρ3ξ − ξ3) sin(3θ) + (2ξ4/ρ − 4ρξ2) sin(2θ) −
4ρ2ξ sin(θ)),

F12 =
3

2
ξ2 + ρ2 cos(2θ)− 2 sin(2θ)ρ2 + 4ρ sin(θ)ξ,

F22 =
1

2
ξ3 − 5

4
ξ2 +

5

4
ξ − 1

4
ρ2ξ − 5

4ρξ2
cos(θ) + (ρ2ξ − 1

2
ξ3) cos(2θ) + (

5

4
ρξ2 − 7

16
ρ3) cos(3θ) −

3

4
ρ2ξ cos(4θ)− 1

16
ρ3 cos(5θ) +

7

16
ρ3 sin(5θ)− ρ2ξ sin(4θ) + (

1

8
ρξ2 − 1

16
ρ3) sin(3θ) +

1

2
ρ2ξ sin(2θ)−

1

8
ρξ2 sin(θ)).

Pour chercher les cycles limites, on résout le système




f21(ρ, ξ) =
1

8
ρ(ρ2 − ξ2 − 1) = 0,

f22(ρ, ξ) =
1

2
ξ(2ρ2 + 2ξ2 − 3ξ + 3) = 0.

(3.15)

Le système moyenné (3.15) possède les racines (0, 0), (1, 0), (−1, 0), (0,
3

4
+ i

√
15

4
),

(0,
3

4
− i

√
15

4
), (

√
2, 1), (−

√
2, 1), (

√
5, 2), (−

√
5, 2).

Comme ρ > 0 et ξ réel, les solutions admissibles sont

(1, 0), (
√
2, 1), (

√
5, 2.)
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Vérifions maintenant que le déterminant calculé en ces racines est non nul,où

D(ρ̄, ξ̄) = det(M) = det



3

8
ρ2 − 1

8
ξ2 − 1

4
−1

4
ρξ

−ρξ −1

2
ρ2 + 3ξ2 − 3ξ +

3

2




On obtient
D(1, 0) =

1

4
, D(

√
2, 1) = −1

4
, D(

√
5, 2) =

5

4
.

Donc le système (3.14) a trois cycles limites qui bifurquent de l’origine.
Maintenant on étudie la stabilité de ces trois cycle limites. Pour ceci, on calcule les valeurs propres
de la matrice M aux points (1, 0), (

√
2, 1), (

√
5, 2).

On obtient respectivement en chaque point (1,
1

4
), (

1

2
+

√
2

2
,
1

2
−

√
2

2
), (

25

8
+

√
545

8
,
25

8
−

√
545

8
).

Alors les cycles limites correspondants sont instable, semi stable et instable respectivement.
Les cycles limites Γi pour i = 1, 2, 3 du système (3.3) associé au système (3.14) et correspondant

aux racines (ρ̄, ξ̄) données par (3.1) s’écrivent comme suit {(Ri(θ), zi(θ)), θ ∈ S1}.On a
(
Ri(θ)
zi(θ)

)
= ε

[(
ρ̄
ξ̄

)
+ ε

(∫ θ

0
F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ

0
F12(s, ρ, ξ)ds

)
+

(
O(ε2)
O(ε2)

)]

où

(∫ θ

0
F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ

0
F12(s, ρ, ξ)ds

)
=




−1

4
ρ2 cos(3θ) +

1

4
cos(θ)ρ2 − 1

4
ρ2 sin(θ) +

1

12
ρ2 sin(3θ)− 1

2
ρξ sin(2θ)

+
1

2
sin(θ)ξ2

−ρ2 + 4ρξ +
1

2
sin(2θ)ρ2 + ρ2 cos(2θ)− 4ρ cos(θ)ξ +

3

2
ξ2θ




Le cycle limite Γ1 peut être écrit comme

R1(θ) = (−1

4
cos(3θ) +

1

4
cos(θ)− 1

4
sin(θ) +

1

12
sin(3θ))ε2 + ε

z1(θ) = (−1 +
1

2
sin(2θ) + cos(2θ))ε2.

Le cycle limite Γ2 peut être écrit comme

R2(θ) = (−1

2
cos(3θ) +

1

2
cos(θ) +

1

6
sin(3θ)− 1

2

√
2 sin(2θ))ε2 + ε

√
2,

z2(θ) = (−2 + 4
√
2 + sin(2θ) + 2 cos(2θ)− 4

√
2 cos(θ) +

3

2
θ)ε2 + ε.

Le cycle limite Γ3 peut être écrit comme

R3(θ) = (−5

4
cos(3θ) +

5

4
cos(θ) +

3

4
sin(θ) +

5

12
sin(3θ)−

√
5 sin(2θ))ε2 + ε

√
5,

z3(θ) = (−5 + 8
√

(5) +
5

2
sin(2θ) + 5 cos(2θ)− 8

√
(5) cos(θ) + 6θ)ε2 + 2ε.
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Figure 3.3 – trois cycles limites du système (3.14) pour ε = 10−3

Exemple 3.4 On considère le système différentiel polynomial quadratique




ẋ =
1

2
ε2x+ 2y − 2xy + 2xz + 2y2 − z2,

ẏ = −2x+
1

2
ε2y − 2x2 + 2y2 − 2yz,

ż = −1

4
ε2z − x2 + 4xy + y2 − 4yz +

1

4
εz2.

(3.16)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0) du système (3.16) sont
ε2

2
± 2i et

−ε2

4
.

Le système (3.4) associé au système (3.16)

F11 =
3

4
ρ2 sin(3θ)− 1

4
ρ2 sin(θ)− 1

4
cos(θ)ρ2 +

1

4
ρ2 cos(3θ)− ρξ cos(2θ) +

1

2
cos(θ)ξ2,

F21 =
1

16ρ
(−4ρ3ξ sin(5θ) + 6 cos(4θ)ρ4 − 6ρ2ξ2 cos(4θ)− 3ρ4 cos(6θ)− 4ρ2ξ2 sin(2θ) + 2ξ4 sin(2θ)−

4ρ4 sin(6θ)−2ρ4 sin(4θ)+10ρ2ξ2 sin(4θ)+12ρ3ξ cos(5θ)+8 sin(3θ)ρ3ξ−8ρξ3 sin(3θ)−5 cos(2θ)ρ4+

4ρ3ξ cos(θ)− 4 sin(θ)ρ3ξ + 2ρ4 − 2ρ2ξ2 − 4ρ2),

F12 = −ρ2 sin(2θ) +
1

2
ρ2 cos(2θ) + 2ρ sin(θ)ξ,

F22 = −1

2
ξ3 cos(2θ)+ρ2ξ cos(2θ)− 1

8
sin(θ)ρξ2+

1

2
ρξ2 sin(3θ)− 5

4
cos(θ)ρξ2+

5

4
ρξ2 cos(3θ)− 1

4
ρ2ξ+

1

2
ρ2ξ sin(2θ)−ρ2ξ sin(4θ)−3

4
ρ2ξ cos(4θ)− 7

16
ρ3 cos(3θ)+

7

16
ρ3 sin(5θ)− 1

16
sin(3θ)ρ3− 1

16
ρ3 cos(5θ)+

1

12
ξ3 − 1

8
ξ2 +

1

8
ξ.
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Pour chercher les cycles limites, on résout le système




f21(ρ, ξ) =
1

8
ρ(ρ2 − ξ2 − 2) = 0,

f22(ρ, ξ) = −1

4
ξ(ρ2 − 2ξ2 +

1

8
ξ − 1

2
) = 0.

(3.17)

Le système moyenné (3.17) possède les racines (0, 0), (
√
2, 0), (−

√
2, 0), (0,

1

8
+ i

√
15

8
),

(0,
1

8
− i

√
15

8
), (

√
3,−1), (−

√
3,−1), (

1

2

√
17,

3

2
), (−1

2

√
17,

3

2
).

Comme ρ > 0 et ξ réel, les solutions admissibles sont

(
√
2, 0), (

√
3,−1), (

1

2

√
17,

3

2
).

Vérifions maintenant que le déterminant calculé en ces racines est non nul, où

D(ρ̄, ξ̄) = det(M) = det



3

8
ρ2 − 1

8
ξ2 − 1

4
−1

4
ρξ

−1

2
ρξ −1

4
ρ2 +

2

3
ξ2 − 1

4
ξ +

1

8


 .

On obtient D(
√
2, 0) = − 3

16
, D(

√
3,−1) =

15

32
, D(

1

2

√
17,

3

2
) =

255

256
.

Donc, le système (3.16) a trois cycles limites qui bifurquent de l’origine.
Maintenant on étudie la stabilité de ces trois cycle limites. Pour ceci, on calcule les valeurs propres

de la matrice M aux points (
√
2, 0), (

√
3,−1), (

1

2

√
17,

3

2
).

On obtient respectivement en chaque point (
1

2
,−3

8
), (

15

16
+

√
105

16
,
15

16
−

√
105

16
), (

25

16
+

√
370

16
,
25

16
−

√
370

16
).

Alors les cycles limites correspondants sont semi stable, instable et instable respectivement.
Les cycles limites Γi pour i = 1, 2, 3 du système associés au système (3.16) et correspondant aux
racines (ρ̄, ξ̄) données par (3.17) s’écrivent comme suit {(Ri(θ), zi(θ)), θ ∈ S1}. On a
(
Ri(θ)
zi(θ)

)
= ε

[(
ρ̄
ξ̄

)
+ ε

(∫ θ

0
F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ

0
F12(s, ρ, ξ)ds

)
+

(
O(ε2)
O(ε2)

)]
,

où

(∫ θ

0
F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ

0
F12(s, ρ, ξ)ds

)
=




−1

4
ρ2 cos(3θ) +

1

4
cos(θ)ρ2 +

1

2
sin(θ)ξ2 − 1

2
ρξ sin(2θ)− 1

4
ρ2 sin(θ)

+
1

12
ρ2 sin(3θ)

−ρ2 + 4ρξ +
1

2
sin(2θ)ρ2 +r ho

2 cos(2θ)− 4ρ cos(θ)ξ +
3

2
ξ2θ




.

Le cycle limite Γ1 peut être écrit comme

R1(θ) = (−1

2
cos(3θ) +

1

2
cos(θ)− 1

2
sin(θ) +

1

6
sin(3θ))ε2 + ε

√
2,

z1(θ) = ε2(cos(2θ) +
1

2
sin(2θ)− 1).
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Le cycle limite Γ2 peut être écrit comme

R2(θ) = (−3

4
cos(3θ) +

3

4
cos(θ)− 1

4
sin(θ) +

1

2

√
3 sin(2θ) +

1

4
sin(3θ))ε2 + ε

√
3,

z2(θ) = ε2(−3

2
− 2

√
3 +

3

4
sin(2θ) +

3

2
cos(2θ) + 2

√
3 cos(θ) +

1

8
θ)− ε.

Le cycle limite Γ3 peut être écrit comme

R3(θ) = (−17

16
cos(3θ) +

17

16
cos(θ) +

1

16
sin(θ)− 3

8

√
17 sin(2θ) +

17

48
sin(3θ))ε2 +

1

2
ε
√
17,

z3(θ) = ε2(−17

8
+

3

2

√
17 +

17

16
sin(2θ) +

17

8
cos(2θ)− 3

2

√
17 cos(θ) +

9

32
θ) +

3

2
ε.

Figure 3.4 – trois cycles limites du système (3.16) pour ε = 10−3
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CHAPITRE 4

LA BIFURCATION ZÉRO-HOPF DES SYSTÈMES
DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX QUADRATIQUES EN

DIMENSION 4

Dans ce chapitre [4], on applique la théorie de moyennisation d’ordre deux pour étudier le
nombre maximum de cycles limites qui bifurquent de l’origine du système différentiel polynomial
quadratique de la forme





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

(4.1)

où
Xj(x, y, z, w) = aj0x

2 + aj1xy + aj2xz + aj3xw + aj4y
2

+ aj5yz + aj6yw + aj7z
2 + aj8zw + aj9w

2,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en rem-
plaçant aji respectivement par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les coefficients
aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres réels avec b ̸= 0.
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Théorème 4.1 (a) En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre un, on obtient au plus
deux cycles limites qui bifurquent de l’origine du système (4.1) quand ε = 0.

(b) En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre deux, on obtient au plus 9 cycles limites
qui bifurquent de l’origine du système (4.1) quand ε = 0.

Preuve de la partie (a) de théorème
On commence par un changement de variable (x, y, z, w) = (εX, εY, εZ, εW ). Ensuite, on passe
aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z,W ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ). Après, on considère θ comme
une nouvelle variable indépendante.
Le système (4.1) devient sous la forme





dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, η, ξ) + ε2F21(θ, ρ, η, ξ) +O(ε3),

dη

dθ
= εF12(θ, ρ, η, ξ) + ε2F22(θ, ρ, η, ξ) +O(ε3),

dξ

dθ
= εF13(θ, ρ, η, ξ) + ε2F23(θ, ρ, η, ξ) +O(ε3).

(4.2)

où
F11 =

1

b
(sin(θ) cos(θ)b03ρξ + cos(θ) sin(θ)a05ηρ + cos(θ) sin(θ)a06ρξ + sin(θ) cos(θ)b02ηρ + a1ρ +

b04ρ
2 sin(θ) + cos(θ)a04ρ

2 + b06ρξ + cos(θ)b01ρ
2 + b05ηρ+ cos(θ)3a00ρ

2 + cos(θ)a07η
2 + sin(θ)b07η

2 +
cos(θ)a09ξ

2 − b01 cos(θ)
3ρ2 − a04 cos(θ)

3ρ2 + sin(θ)b09ξ
2 − sin(θ)b04 cos(θ)

2ρ2 − b05 cos(θ)
2ηρ−

b06 cos(θ)
2ρξ+ sin(θ) cos(θ)2b00ρ

2+sin(θ)b08ηξ+ cos(θ)a08ηξ+cos(θ)2 sin(θ)a01ρ
2+ cos(θ)2a02ηρ+

cos(θ)2a03ρξ),

F12 =
1

b
(ξ2c09+ξρ cos(θ)c03+ξρ sin(θ)c06+ξηc08+ρ2 cos(θ)2c00+ρ2 cos(θ) sin(θ)c01+ρ cos(θ)ηc02+

ρ2 sin(θ)2c04 + ρ sin(θ)ηc05 + η2c07 + ηc1),

F13 =
1

b
(ξ2d09+ξρ cos(θ)d03+ξρ sin(θ)d06+ξηd08+ρ2 cos(θ)2d00+ρ2 cos(θ) sin(θ)d01+ρ cos(θ)ηd02+

ρ2 sin(θ)2d04 + ρ sin(θ)ηd05 + η2d07 + ηd1),

F21 =
1

b
(cos(θ)ξ2a19+cos(θ)η2a17+ρ2 cos(θ)3a10+cos(θ)2a2ρ+sin(θ)η2b17+sin(θ)ξ2b19+sin(θ)2a2ρ+

ρ2 sin(θ)3b14 + cos(θ)ξρ sin(θ)a16 + cos(θ)ρ sin(θ)ηa15 + sin(θ)ξρ cos(θ)b13 + sin(θ)ρ cos(θ)ηb12 +
cos(θ)ξηa18+cos(θ)ρ2 sin(θ)2a14+ξρ cos(θ)2a13+ρ2 cos(θ)2 sin(θ)a11+ρ cos(θ)2ηa12+sin(θ)ξηb18+

sin(θ)ρ2 cos(θ)2b10+ξρ sin(θ)2b16+ρ2 cos(θ) sin(θ)2b11+ρ sin(θ)2ηb15−
1

bρ
(cos(θ)a07η

2+cos(θ)a09ξ
2+

a00ρ
2 cos(θ)3+cos(θ)2a1ρ+sin(θ)b07η

2+sin(θ)b09ξ
2+b04ρ

2 sin(θ)3+sin(θ)2a1ρ+cos(θ)a04ρ
2 sin(θ)2+

cos(θ)a08ηξ+a01ρ
2 cos(θ)2 sin(θ)+a02ρ cos(θ)

2η+a03ρ cos(θ)
2ξ+sin(θ)b08ηξ+sin(θ)b00ρ

2 cos(θ)2+
b01ρ

2 cos(θ) sin(θ)2 + b05ρ sin(θ)
2η + b06ρ sin(θ)

2ξ + cos(θ)a05ρ sin(θ)η + cos(θ)a06ρ sin(θ)ξ +
sin(θ)b02ρ cos(θ)η+sin(θ)b03ρ cos(θ)ξ)(cos(θ)b05ρ sin(θ)η+cos(θ)b06ρ sin(θ)ξ− sin(θ)a02ρ cos(θ)η−
sin(θ)a03ρ cos(θ)ξ + cos(θ)b04ρ

2 sin(θ)2 + cos(θ)b08ηξ + b01ρ
2 cos(θ)2 sin(θ) + b02ρ cos(θ)

2η +
b03ρ cos(θ)

2ξ−sin(θ)a00ρ
2 cos(θ)2−sin(θ)a08ηξ−a01ρ

2 cos(θ) sin(θ)2−a05ρ sin(θ)
2η−a06ρ sin(θ)

2ξ−
a04ρ

2 sin(θ)3 + sin(θ)2b1ρ + cos(θ)b07η
2 + cos(θ)b09ξ

2 + cos(θ)2b1ρ + b00ρ
2 cos(θ)3 − sin(θ)a07η

2 −
sin(θ)a09ξ

2)),

F22 =
1

b
(ξ2c19 + ξρ cos(θ)c13 + ξρ sin(θ)c16ξηc18 + ρ2 cos(θ)2c10 + ρ2 cos(θ) sin(θ)c11 + ρ cos(θ)ηc12 +

ρ2 sin(θ)2c14+ρ sin(θ)ηc15+η2c17+ηc2−
1

bρ
(ξ2c09+ξρ cos(θ)c03+ξρ sin(θ)c06+ξηc08+ρ2 cos(θ)2c00+

ρ2 cos(θ) sin(θ)c01+ρ cos(θ)ηc02+ρ2 sin(θ)2c04+ρ sin(θ)ηc05+η2c07+ηc1)(−b04 cos(θ)
3ρ2−a05ηρ+
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cos(θ)3b00ρ
2−cos(θ)a01ρ

2+cos(θ)b09ξ
2−a06ρξ+a01 cos(θ)

3ρ2+cos(θ)b04ρ
2−sin(θ)a09ξ

2+cos(θ)b07η
2−

a04ρ
2 sin(θ) − sin(θ)a07η

2 + b1ρ − sin(θ) cos(θ)2a00ρ
2 + sin(θ)a04 cos(θ)

2ρ2 + sin(θ) cos(θ)2b01ρ
2 +

a05 cos(θ)
2ηρ+ a06 cos(θ)

2ρξ + cos(θ)2b02ηρ+ cos(θ)2b03ρξ + cos(θ)b08ηξ − sin(θ)a08ηξ −
sin(θ) cos(θ)a02ηρ− sin(θ) cos(θ)a03ρξ + sin(θ) cos(θ)b05ηρ+ sin(θ) cos(θ)b06ρξ)),

F23 =
1

b
(ξ2d19+ξρ cos(θ)d13+ξρ sin(θ)d16+ξηd18+ρ2 cos(θ)2d10+ρ2 cos(θ) sin(θ)d11+ρ cos(θ)ηd12+

ρ2 sin(θ)2d14+ρ sin(θ)ηd15+η2d17+ξd2−
1

bρ
(ξ2d09+ξρ cos(θ)d03+ξρ sin(θ)d06+ξηd08+ρ2 cos(θ)2d00+

ρ2 cos(θ) sin(θ)d01+ρ cos(θ)ηd02+ρ2 sin(θ)2d04+ρ sin(θ)ηd05+η2d07+ξd1)(−b04 cos(θ)
3ρ2−a05ηρ+

cos(θ)3b00ρ
2−cos(θ)a01ρ

2+cos(θ)b09ξ
2−a06ρξ+a01 cos(θ)

3ρ2+cos(θ)b04ρ
2−sin(θ)a09ξ

2+cos(θ)b07η
2−

a04ρ
2 sin(θ) − sin(θ)a07η

2 + b1ρ − sin(θ) cos(θ)2a00ρ
2 + sin(θ)a04 cos(θ)

2ρ2 + sin(θ) cos(θ)2b01ρ
2 +

a05 cos(θ)
2ηρ+ a06 cos(θ)

2ρξ + cos(θ)2b02ηρ+ cos(θ)2b03ρξ + cos(θ)b08ηξ − sin(θ)a08ηξ −
sin(θ) cos(θ)a02ηρ− sin(θ) cos(θ)a03ρξ + sin(θ) cos(θ)b05ηρ+ sin(θ) cos(θ)b06ρξ)).

Le système (4.2) est écrit sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyennisation, on
prend x = (ρ, η, ξ), t = θ, F1(t, x) = (F11(ρ, η, ξ), F12(ρ, η, ξ), F13(ρ, η, ξ)),
F2(t, x) = (F21(ρ, η, ξ), F22(ρ, η, ξ), F23(ρ, η, ξ)), T = 2π.
On calcule la fonction moyennée du premier ordre f1 = (f11(ρ, η, ξ), f21(ρ, η, ξ), f23(ρ, η, ξ))





f11(ρ, η, ξ) =
1

2b
(ρ(2a1 + (a03 + b06)ξ + (a02 + b05)η)) = 0,

f12(ρ, η, ξ) =
1

2b
((c00 + c04)ρ

2 + 2(c09ξ
2 + η(c1 + c08ξ + c07η))) = 0,

f13(ρ, η, ξ) =
1

2b
((d00 + d04)ρ

2 + 2(ξ(d1 + d09ξ) + d08ξη + d07η
2)) = 0.

(4.3)

Résolvons la premier équation f11 du système (4.3) par rapport ξ, on obtient

ξ = −2a1 + (a02 + b05)η

a03 + b06
, (4.4)

avec a03 + b06 ̸= 0.
Substituons (4.4) dans f22 et f23 du système (4.3), d’où





g11 =
1

2b
(

8a21c09
(a03 + b06)2

+ (c00 + c04)ρ
2 − 2

(a03 + b06)2
(2a03a1c08+

2a1b06c08 − 4a02a1c09 − 4a1b05c09 − a203c1 − 2a03b06c1 − b206c1)η+
2

(a03 + b06)2
(a203c07 + 2a03b06c07 + b206c07 − a02a03c08 − a03b05c08

−a02b06c08 − b05b06c08 + a202c09 + 2a02b05c09 + b205c09)η
2) = 0,

g12 =
1

2b
(
4a1(2a1d09 − a03d1 − b06d1)

(a03 + b06)2
+ (d00 + d04)ρ

2 − 2

(a03 + b06)2

(2a03a1d08 + 2a1b06d08 − 4a02a1d09 − 4a1b05d09 + a02a03d1+

a03b05d1 + a02b06d1 + b05b06d1)η +
2

(a03 + b06)2
(a203d07+

2a03b06d07 + b206d07 − a02a03d08 − a03b05d08 − a02b06d08
−b05b06d08 + a202d09 + 2a02b05d09 + b205d09)η

2) = 0.
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Ce système a 4 racines réelles. On élimine ρ2 entre les deux équations g11 = 0 et g12 = 0, on
obtient une équation quadratique en η qui a au plus deux racines réelles. Substituons l’une de ces
deux racines dans l’expression de ρ2, on obtient deux racines réelles. Comme ρ > 0, le système
(4.3) possède au plus deux racines réelles.
Soit (ρ̄, η̄, ξ̄) une solution de (4.3). Pour obtenir un cycle limite, on doit avoir

D(ρ̄, η̄, ξ̄) = det




∂f11
∂ρ

∂f11
∂η

∂f11
∂ξ

∂f12
∂ρ

∂f12
∂η

∂f12
∂ξ

∂f13
∂ρ

∂f13
∂η

∂f13
∂ξ




∣∣∣
(ρ,η,ξ)=(ρ̄,η̄,ξ̄)

̸= 0.

Donc, d’après la théorie de moyennisation de premier ordre le système (4.1) a au plus 2 cycles
limites dans une bifurcation zéro Hopf de l’origine.

Exemple 4.1 On considère le système suivant




dx

dt
= −3

2
y + 2yw − 6xw + (y2 + 2x)ε,

dy

dt
=

3

2
x− xw + (2y − 1

4
yw)ε,

dz

dt
= y2 − 3w2 + (−3xw + 3z2)ε,

dw

dt
= y2 + z2 − 8w2 + xzε.

(4.5)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0, 0) du système (4.5) sont 2ε± 3

2
i et 0 de multiplicité

2.
Le système moyenné associé au système (4.5) est





f11(ρ, η, ξ) = −6ρ(2 + 3ξ),

f12(ρ, η, ξ) = −3ξ2 +
3

4
ρ2,

f13(ρ, η, ξ) =
3

2
η2 +

3

4
ρ2 − 12ξ2.

Pour trouver les cycles limites on résout le système




f11(ρ, η, ξ) = 0,

f12(ρ, η, ξ) = 0,

f13(ρ, η, ξ) = 0.

(4.6)

Le système (4.6) possède deux racines (ρ̄, η̄, ξ̄), avec ρ > 0

P12 =

(
4

3
,±2

√
6

3
,−2

3

)
.
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Calculons le déterminant en ces deux racines, où

D(ρ̄, η̄, ξ̄) = det




−12− 18ξ̄ 0 −18ρ̄

3

2
ρ̄ 0 −6ξ̄

3

2
ρ̄ 3η̄ −24ξ̄




.

On obtient
det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
(ρ̄,η̄,ξ̄)=P12

= ∓96
√
6 ̸= 0.

Comme les déterminants sont non nuls, alors le système (4.5) a exactement deux cycles pour ε ̸= 0
suffisamment petit.
En revenant par les changement des variables, on obtient les deux cycles limites du système (4.5)
tel que :

(x1(t, ε), y1(t, ε), z1(t, ε), w1(t, ε)) = ε

(
4

3
cos(θ),

4

3
sin(θ),

2
√
6

3
,−2

3

)
.

(x2(t, ε), y2(t, ε), z2(t, ε), w2(t, ε)) = ε

(
4

3
cos(θ),

4

3
sin(θ),−2

√
6

3
,−2

3

)
.

Exemple 4.2 On considère le système suivant




dx

dt
= −y +

1

2
yw − 2xz + 2xy + (x2 + 2x)ε,

dy

dt
= x− 3xw + (2y − 1

2
yw)ε,

dz

dt
= 2x2 − w2 + (2y2 − z2)ε,

dw

dt
= z2 − 6w2 + yzε.

(4.7)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0, 0) du système (4.7) sont 2ε± i et 0 de multiplicité
2.
Le système moyenné associé au système (4.7) est





f11(ρ, η, ξ) = −ρ(η − ξ − 2),

f12(ρ, η, ξ) = −ξ2 + ρ2,

f13(ρ, η, ξ) = η2 − 6ξ2.

Pour trouver les cycles limites on résout le système




f11(ρ, η, ξ) = 0,

f12(ρ, η, ξ) = 0,

f13(ρ, η, ξ) = 0.

(4.8)
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Le système (4.8) possède deux racines (ρ̄, η̄, ξ̄), avec ρ > 0

P1 =

(
−2

5
+

2

5

√
6,

12

5
− 2

5

√
6,

2

5
− 2

5

√
6

)
, P2 =

(
2

5
+

2

5

√
6,

12

5
+

2

5

√
6,

2

5
+

2

5

√
6

)
,

Calculons le déterminant en ces deux racines, où

D(ρ̄, η̄, ξ̄) = det




−η̄ + ξ̄ + 2 −ρ̄ −ρ̄

2ρ̄ 0 −2ξ̄

2ρ̄ 2η̄ −12ξ̄




.

On obtient
D(P1) = 6.587428097 ̸= 0, D(P2) = −37.30742811 ̸= 0.

Comme les déterminants sont non nuls, alors le système (4.7) a exactement deux cycles pour ε ̸= 0
suffisamment petit.
En revenant par les changement des variables, on obtient les deux cycles limites du système (4.7)
tel que :

(x1(t, ε), y1(t, ε), z1(t, ε), w1(t, ε)) = ε

((
−2

5
+

2

5

√
6

)
cos(θ),

(
−2

5
+

2

5

√
6

)
sin(θ),

12

5
− 2

5

√
6,

2

5
− 2

5

√
6

)
,

(x2(t, ε), y2(t, ε), z2(t, ε), w2(t, ε)) = ε

((
2

5
+

2

5

√
6

)
cos(θ),

(
2

5
+

2

5

√
6

)
sin(θ),

12

5
+

2

5

√
6,

2

5
+

2

5

√
6

)
.

Preuve de la partie (b) de théorème
Pour passer au deuxième ordre, on annule la première fonction moyennée et pour ceci on prend :

a1 = d1 = c1 = 0, b06 = −a03, b05 = −a02, c09 = c08 = c07 = 0,

d04 = −d00, d09 = d08 = d07 = 0, c04 = −c00.

Substituons ces conditions dans F11, F12, F13, F21,F22, F23.
Ensuite, on calcule la deuxième fonction moyennée f2 = (f21(ρ, η, ξ), f22(ρ, η, ξ), f23(ρ, η, ξ)), on

trouve




f21(ρ, η, ξ) =
ρ

8b2
(U0 + U1ρ

2 + U2ξ + U3ξ
2 + U4η + U5ξη + U6η

2),

f22(ρ, η, ξ) =
1

2b2
(V0ρ

2 + V1ρ
2ξ + V2ξ

2 + V3ξ
3 + V4η + V5ρ

2η

+ V6ξη + V7ξ
2η + V8η

2 + V9ξη
2 + V10η

3),

f23(ρ, η, ξ) =
1

2b2
(W0ρ

2 +W1ξ +W2ρ
2ξ +W3ξ

2 +W4ξ
3 +W5ρ

2η

+ W6ξη +W7ξ
2η +W8η

2 +W9ξη
2 +W10η

3),

(4.9)
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où

U0 = 8a2b,
U1 = a00a01 + a01a04 − 2a00b00 − b00b01 + 2a04b04 − b01b04 + a05c00 + b02c00

− a02c01 + a06d00 + b03d00 − a03d01,
U2 = 4b(a13 + b16),
U3 = 4(a01a09 + 2a09b04 − 2a00b09 − b01b09 + b08c03 − a08c06 + 2b09d03 − 2a09d06),
U4 = 4b(a12 + b15),
U5 = 4(a01a08 + 2a08b04 − 2a00b08 − b01b08 + b08c02 + 2b07c03 − a08c05 − 2a07c06

+ 2b09d02 + b08d03 − 2a09d05 − a08d06),
U6 = 4(a01a07 + 2a07b04 − 2a00b07 − b01b07 + 2b07c02 − 2a07c05 + b08d02 − a08d05),

et

V0 = b(c10 + c14),
V1 = −(a06c00 + b03c00 − a03c01 + b00c03 + b04c03 − c03c05 − a00c06 − a04c06

+ c02c06 − c06d03 + c03d06),
V2 = 2bc19,
V3 = −2(b09c03 − a09c06),
V4 = 2bc2,
V5 = −(a05c00 + b02c00 − a02c01 + b00c02 + b04c02 − a00c05 − a04c05 − c06d02 + c03d05),
V6 = bc18,
V7 = −2(b09c02 + b08c03 − a09c05 − a08c06),
V8 = 2bc17,
V9 = −2(b08c02 + b07c03 − a08c05 − a07c06),
V10 = −2(b07c02 − a07c05),

et

W0 = b(d10 + d14),
W1 = 2bd2,
W2 = −(a06d00 + b03d00 − a03d01 + c06d02 + b00d03 + b04d03 − c03d05 − a00d06 − a04d06),
W3 = 2bd19,
W4 = −2(b09d03 − a09d06),
W5 = −(a05d00 + b02d00 − a02d01 + b00d02 + b04d02 + c05d02 − a00d05 − a04d05

− c02d05 + d03d05 − d02d06),
W6 = 2bd18,
W7 = −2(b09d02 + b08d03 − a09d05 − a08d06),
W8 = 2bd17,
W9 = −2(b08d02 + b07d03 − a08d05 − a07d06),
W10 = −2(b07d02 − a07d05)η

3.

On résout la première équation f21(ρ, η, ξ) du système (4.9) par rapport à ρ2, on trouve

ρ2 = −U0 + U2ξ + U3ξ
2 + U4η + U5ξη + U6η

2

U1

, (4.10)

avec U1 ̸= 0.
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Substitue (4.10) dans f2i(ρ, η, ξ) = 0 pour i = 2, 3, on obtient deux polynômes
{

g21 = C0 + C1η + C2ξ + C3η
2 + C4ηξ + C5ξ

2 + C6η
3 + C7η

2ξ + C8ηξ
2 + C9ξ

3,
g22 = D0 +D1η +D2ξ +D3η

2 +D4ηξ +D5ξ
2 +D6η

3 +D7η
2ξ +D8ηξ

2 +D9ξ
3,

où Ci et Di pour i = 0..9 sont des paramètres réels donnés par :

C0 =
−V0U0

U1

,

C1 =
−V0U4 − V5U0 + V4U1

U1

,

C2 =
−V0U2 − V1U0

U1

,

C3 =
−V0U6 − V5U4 + V8U1

U1

,

C4 =
V6U1 − V0U5 − V1U4 − V5U2

U1

,

C5 =
−V0U3 − V1U2 + V2U1

U1

,

C6 =
−V5U6 + V10U1

U1

,

C7 =
−V1U6 − V5U5 + V9U1

U1

,

C8 =
−V1U5 − V5U3 + V7U1

U1

,

C9 =
−V1U3 + V3U1

U1

,

et

D0 =
−W0U0

U1

,

D1 =
−W0U4 −W5U0

U1

,

D2 =
−W0U2 −W2U0 +W1U1

U1

,

D3 =
−W0U6 −W5U4 +W8U1

U1

,

D4 =
W6U1 −W0U5 −W2U4 −W5U2

U1

,

D5 =
−W0U3 −W2U2 +W3U1

U1

,

D6 =
−W5U6 +W10U1

U1

,

D7 =
−W2U6 −W5U5 +W9U1

U1

,

D8 =
−W2U5 −W5U3 +W7U1

U1

,
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D9 =
−W2U3 +W4U1

U1

.

D’après le théorème de Bezout, le système g21(η, ξ) = 0, g22(η, ξ) = 0 a 9 racines réelles. Comme
ρ > 0, on déduit que le système (4.1) a au plus 9 cycles limites.
Soit (ρ̄, η̄, ξ̄) une solution du système. Pour avoir un cycle limite, on doit avoir

D(ρ̄, η̄, ξ̄) = det




∂f21
∂ρ

∂f21
∂η

∂f21
∂ξ

∂f22
∂ρ

∂f22
∂η

∂f22
∂ξ

∂f23
∂ρ

∂f23
∂η

∂f23
∂ξ




∣∣∣
(ρ,η,ξ)=(ρ̄,η̄,ξ̄)

̸= 0.

Donc, d’après la théorie de moyennisation de deuxième ordre le système (4.1) a au plus 9 cycles
limites dans une bifurcation zéro Hopf de l’origine.

Exemple 4.3 On considère le système suivant




dx

dt
= −4ε2x− y − 2wx− wy − x2 − 2xz − 4y2 + yz +

1

2
zw +

5

4
w2

+ ε(2xz + 5xw) + ε2(2x2 +
3

2
y2 − yz),

dy

dt
= x− 4ε2y − 3xz + xw − 2yz + 2yw + 2zw + ε(3wy + xy + 2yz)

+ ε2(7wy + xz + yz),

dz

dt
= 12ε2z − 4wx− 4x2 − 2xz − 2y2 + ε(−4wz + 16z2) + ε2(w2 − 1

2
z2),

dw

dt
= 16ε2w − 2wx+ 4x2 + 4xy − 2xz − 2y2 + ε(−4w2 − 4zw)

+ ε2(6wx− 5x2).

(4.11)

Les valeurs propres du point d’équilibre (0, 0, 0, 0) du système (4.11) sont −4ε2 ± i , 12ε2 et 16ε2.
Le système moyenné associé au système (4.11) est





f21(ρ, η, ξ) = −2ρ(2 + η − 2ξ + η2 + 2ξ2 − ρ2 + ηξ) = 0,

f22(ρ, η, ξ) = 4η(ηξ − ρ2 + 2ξ2 + η − ξ + 3) = 0,

f23(ρ, η, ξ) = 4ξ(η2 + ηξ − ρ2 − η − ξ + 4) = 0.

(4.12)

Pour trouver les cycles limites on résout le système (4.12), on obtient 9 racines (ρ̄, η̄, ξ̄) avec ρ > 0

P1 =
(√

2, 0, 0
)
, P2 =

(
1.649006850, 0,

1

4
+

1

4

√
17

)
, P3 =

(
2.186498663, 0,

1

4
− 1

4

√
17

)
,

P4 =
(√

3, 1 +
√
2, 0
)
, P5 =

(√
3, 1−

√
2, 1
)
, P6 =

(
2.932684033, 1 +

1

4

√
34 +

1

4

√
2,

1

4
+

1

4

√
17

)
,

P7 =

(
1.990205306, 1− 1

4

√
34− 1

4

√
2,

1

4
+

1

4

√
17

)
,

P8 =

(
1.832239702, 1 +

1

4

√
34− 1

4

√
2,

1

4
− 1

4

√
17

)
,
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P9 =

(
2.254183858, 1− 1

4

√
34 +

1

4

√
2,

1

4
− 1

4

√
17

)
.

On doit vérifier que le déterminent en ces racines est non nul,

D(ρ̄, η̄, ξ̄) =

det




−2η̄2 − 2η̄ξ̄ + 6ρ̄2 − 4ξ̄2 + 2η̄ + 4ξ̄ − 4 −2ρ̄(−1 + 2η̄ + ξ̄) −2ρ̄(−1 + 4ξ̄ + η̄)

−8ρ̄η̄ 12 + 4η̄ − 4ξ̄ + 8ξ̄2 ++4η̄ξ̄η̄ − 4ρ̄2 −4η̄ + 16ξ̄η̄ + 4η̄2

−8ρ̄ξ̄ −4ξ̄ + 4ξ̄2 + 8ξ̄η̄ 16− 8ξ̄ − 4η̄ + 8ξ̄η̄
+4η̄2 − 4ρ̄2




,

On trouve

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P1

= 256 ̸= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P2

= −2096.068081 ̸= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P3

= −215.9319199 ̸= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P4

= −5387.761039 ̸= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P5

= −500.2389639 ̸= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P6

= 19024.44101 ̸= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P7

= 5888.133430 ̸= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P8

= 936.7583498 ̸= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P9

= 6213.85563 ̸= 0.

Donc, le système (4.11) a 9 cycles limites bifurquant de l’origine pour ε ̸= 0 suffisment petit.
En revenant par les changement des variables, on obtient les 9 cycles limites du système (4.11)
tels que
(x1(t, ε), y1(t, ε), z1(t, ε), w1(t, ε)) = ε(

√
2 cos(θ),

√
2 sin(θ), 0, 0),

(x2(t, ε), y2(t, ε), z2(t, ε), w2(t, ε)) = ε(1.649006850 cos(t), 1.649006850 sin(t), 0,
1

4
+

1

4

√
17),

(x3(t, ε), y3(t, ε), z3(t, ε), w3(t, ε)) = ε(2.186498663 cos(t), 2.186498663 sin(t), 0,
1

4
− 1

4

√
17),

(x4(t, ε), y4(t, ε), z4(t, ε), w4(t, ε)) = ε(
√
3 sin(t),

√
3 sin(t), 1 +

√
2, 0),

(x5(t, ε), y5(t, ε), z5(t, ε), w5(t, ε)) = ε(
√
3 cos(t),

√
3 sin(t),−

√
2, 1),

(x6(t, ε), y6(t, ε), z6(t, ε), w6(t, ε)) = ε(2.932684033 cos(t), 2.932684033 sin(t), 1 +
1

4

√
34 +

1

4

√
2,

1

4

1

4

√
17),
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(x7(t, ε), y7(t, ε), z7(t, ε), w7(t, ε)) = ε(1.990205306 cos(t), 1.990205306 sin(t), 1− 1

4

√
34− 1

4

√
2,

1

4
+

1

4

√
17),

(x8(t, ε), y8(t, ε), z8(t, ε), w8(t, ε)) = ε(1.832239702 cos(t), 1.832239702 sin(t), 1 +
1

4

√
34− 1

4

√
2,

1

4
− 1

4

√
17),

(x9(t, ε), y9(t, ε), z9(t, ε), w9(t, ε)) = ε(2.254183858 cos(t), 2.254183858 sin(t), 1− 1

4

√
34 +

1

4

√
2,

1

4
− 1

4

√
17).
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CHAPITRE 5

LA BIFURCATION ZÉRO-HOPF EN DIMENSION 4 POUR DES
SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX NON-LINÉAIRES

HOMOGÈNES ET CUBIQUES

Dans ce chapitre [5], on étude l’existence des solutions périodiques bifurquant de l’origine des
systèmes différentiels polynomiaux dans R4 non-linéaires homogènes cubiques ayant les valeurs
propres ±bi et 0 de multiplicité deux, en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un et deux.
Ces systèmes sont de la forme





ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑

j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑

j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑

j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2)w +

2∑

j=0

εjWj(x, y, z, w),

(5.1)

où

Xj(x, y, z, w) = aj0x
2 + aj1x

2y + aj2x
2z + aj3x

2w + aj4xy
2 + aj5xyz + aj6xyw + aj7xz

2

+aj8xzw + aj9xw
2 + aj10y

3 + aj11y
2z + aj12y

2w + aj13yz
2 + aj14yzw + aj15yw

2

+aj16z
3 + aj17z

2w + aj18zw
2 + aj19w

3,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en remplaçant
aji par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les coefficients aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3,
c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres avec b ̸= 0.
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Théorème 5.1 En appliquant la théorie de moyennisation du second ordre le système (5.1) admet
9 solutions périodiques bifurquant de l’origine quand ε = 0 et ce nombre de solutions périodiques
est atteint si et seulement su la condition suivante est satisfaite (3a00 + a04 + b01 + 3b010)b ̸= 0.

Preuve du théorème 1.1
On commence par un changement de variables (x, y, z, w) = (εX, εY, εZ, εW ). Ensuite, on passe
aux coordonnées cylindriques (ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ). Après, on prend θ comme une nouvelle variable
indépendante.
D’où le système (5.1) devient sous la forme suivante





dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, η, ξ) + ε2F21(θ, ρ, η, ξ) +O(ε3),

dη

dθ
= εF12(θ, ρ, η, ξ) + ε2F22(θ, ρ, η, ξ) +O(ε3),

dξ

dθ
= εF13(θ, ρ, η, ξ) + ε2F23(θ, ρ, η, ξ) +O(ε3),

(5.2)

où
F11(ρ, η, ξ) =

ρa1
b

,

F12(ρ, η, ξ) =
ηa2
b

,

F13(ρ, η, ξ) =
ξa3
b

,

F21(ρ, η, ξ) =
1

b2
(b sin(θ)b00ρ

3 cos(θ)3 + ba07ρ cos(θ)
2η2 + ba09ρ cos(θ)

2ξ2 + ba01ρ
3 cos(θ)3 sin(θ) +

ba02ρ
2 cos(θ)3η + ba03ρ

2 cos(θ)3ξ + ba04ρ
3 cos(θ)2 sin(θ)2 + b cos(θ)a010ρ

3 sin(θ)3 + b cos(θ)a017η
2ξ +

b cos(θ)a018ηξ
2 + bξη2b017 sin(θ) + bξ2ηb018 sin(θ) + bb01ρ

3 cos(θ)2 sin(θ)2 + bb04ρ
3 cos(θ) sin(θ)3 +

bb011ρ
2 sin(θ)3η+bb012ρ

2 sin(θ)3ξ+bb013ρ sin(θ)
2η2+bb015ρ sin(θ)

2ξ2+b cos(θ)a014ρ sin(θ)ηξ+b sin(θ)
b08ρ cos(θ)ηξ+ba08ρ cos(θ)

2ηξ+b sin(θ)b02ρ
2 cos(θ)2η+b sin(θ)b03ρ

2 cos(θ)2ξ+b sin(θ)b07ρ cos(θ)η
2+

b sin(θ)b09ρ cos(θ)ξ
2 + bb05ρ

2 cos(θ) sin(θ)2η + bb06ρ
2 cos(θ) sin(θ)2ξ + bb014ρ sin(θ)

2ηξ + b cos(θ)
a011ρ

2 sin(θ)2η+b cos(θ)a012ρ
2 sin(θ)2ξ+b cos(θ)a013ρ sin(θ)η

2+b cos(θ)a015ρ sin(θ)ξ
2+ba05ρ

2 cos(θ)2

sin(θ)η+ba06ρ
2 cos(θ)2 sin(θ)ξ+bξ3b019 sin(θ)−a1b1ρ+b cos(θ)2a2ρ+ba00ρ

3 cos(θ)4+bb010ρ
3 sin(θ)4+

b sin(θ)2a2ρ+ b cos(θ)a019ξ
3 + b cos(θ)a016η

3 + bη3b016 sin(θ)),

F22(ρ, η, ξ) =
1

b2
(cos(θ)3bc00ρ

3+cos(θ)2 sin(θ)bc01ρ
3+cos(θ) sin(θ)2bc04ρ

3+sin(θ)3bc010ρ
3+cos(θ)2bc02

ηρ2+cos(θ)2bc03ρ
2ξ+cos(θ) sin(θ)bc05ηρ

2+cos(θ) sin(θ)bc06ρ
2ξ+sin(θ)2bc011ηρ

2+sin(θ)2bc012ρ
2ξ+

cos(θ)bc07η
2ρ + cos(θ)bc08ηρξ + cos(θ)bc09ρξ

2 + sin(θ)bc013η
2ρ + sin(θ)bc014ηρξ + sin(θ)bc015ρξ

2 +
bc016η

3 + bc017η
2ξ + bc018ηξ

2 + bc019ξ
3 + bc2η − c1ηb1),

F23(ρ, η, ξ) =
1

b2
(cos(θ)3bd00ρ

3+cos(θ)2 sin(θ)bd01ρ
3+cos(θ) sin(θ)2bd04ρ

3+sin(θ)3bd010ρ
3+cos(θ)2b

d02ηρ
2+cos(θ)2bd03ρ

2ξ+cos(θ) sin(θ)bd05ηρ
2+cos(θ) sin(θ)bd06ρ

2ξ+sin(θ)2bd011ηρ
2+sin(θ)2bd012ρ

2ξ+
cos(θ)bd07η

2ρ+ cos(θ)bd08ηρξ + cos(θ)bd09ρξ
2 + sin(θ)bd013η

2ρ+ sin(θ)bd014ηρξ + sin(θ)bd015ρξ
2 +

bd016η
3 + bd017η

2ξ + bd018ηξ
2 + bd019ξ

3 + bd2ξ − d1ξb1).

Le système (5.2) est écrit sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyennisation, on
prend

x = (ρ, η, ξ),

t = θ,
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F1(t, x) = (F11(ρ, η, ξ), F12(ρ, η, ξ), F13(ρ, η, ξ)),

F2(t, x) = (F21(ρ, η, ξ), F22(ρ, η, ξ), F23(ρ, η, ξ)),

T = 2π.

Calculons la premier fonction moyennée f1 = (f11(ρ, η, ξ), f12(ρ, η, ξ), f13(ρ, η, ξ)) :

f11(ρ, η, ξ) =
a1ρ

b
,

f12(ρ, η, ξ) =
c1η

b
,

f13(ρ, η, ξ) =
d1ξ

b
.

Comme on cherche les solutions (ρ∗, η∗, ξ∗) de f1(ρ, η, ξ) pour ρ∗ > 0, si a1 ̸= 0 la premier fonction
moyennée ne fournit aucune information sur les cycles limites du système (5.1).
Pour calculer la deuxième fonction moyennée, on annule la première fonction moyennée. Donc,on
prend

a1 = c1 = d1 = 0.

On substitue ces conditions dans F11, F12, F13, F21, F22, F23.
Calculons la deuxième fonction moyennée, on obtient

f21 =
ρ

8b
((3a00 + a04 + b01 + 3b010)ρ

2 + 4(a07 + b013)η2 + 4(a08 + b014)ηξ+

4(a09 + b015ξ
2 + 8a2)),

f22 =
1

2b
(2c016η

3 + 2c2η + 2ξ(c017η
2 + c018ηξ + c019ξ

2) + (c02 + c011)ηρ
2+

(c03 + c012)η
2ξ),

f23 =
1

2b
(2d016η

3 + 2d2ξ + 2ξ(d017η
2 + d018ηξ + d019ξ

2) + (d02 + d011)ηρ
2+

(d03 + d012)η
2ξ).

(5.3)

On résout l’équation f21(ρ, η, ξ) = 0 par rapport à ρ2, on obtient

ρ2 =
−1

3a00 + a04 + b01 + 3b010
(4(a07 + b013)η2 + 4(a08 + b014)ηξ + 4(a09 + b015ξ

2 + 8a2)), (5.4)

Substituons (5.4) dans f2i(ρ, η, ξ) = 0 pour i = 2, 3. On obtient deux polynômes :{
g22(η, ξ) =

1
3a00+a04+b01+3b010

(c1η + c2ξ + c3ηξ
2 + c4η

2ξ + c5η
3 + c5ξ

3) = 0,

g23(η, ξ) =
1

3a00+a04+b01+3b010
(d1η + d2ξ + d3ηξ

2 + d4η
2ξ + d5η

3 + d5ξ
3) = 0,

où

C1 = −4a2c02 − 4a2c011 + 3a00c2 + a04c2 + b01c2 + 3b010c2,
C2 = −4a2(c03 + c012),
C3 = −2(a08c03 + a08c012 + a09c011 + a09c011 + b014c03 + b014c012 + b015c02 + b015c011) + 3a00c018 +
a04c018 + b01c018 + 3b010c018,
C4 = −2(a07c03+a07c012+a08c02+a08c011+b013c012+b014c02+b014c011)+3a00c07+a04c017+b01c017+
3b010c017,
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C5 = −2(c02 + c011)(a07 + b013) + 3a00c016 + a04c016 + b01c016 + 3b010c016,
C6 = 3a00c019 + a04c019 − 2a09c03 − 2a09c012 + b01c019 + 3b010c019 − 2b015c03 − 2b015c012,

et

D1 = −4a2(d03 + d012 D2 = −4a2d02 − 4a2d011 + 3a00d2 + a04d2 + b01d2 + 3b010d2,
D3 = −2(a08d03 + a08d012 + a09d011 + a09d011 + b014d03 + b014d012 + b015d02 + b015d011) + 3a00d018 +
a04d018 + b01d018 + 3b010d018,
D4 = −2(a07d03 + a07d012 + a08d02 + a08d011 + b013d012 + b014d02 + b014d011) + 3a00d07 + a04d017 +
b01d017 + 3b010d017,
D5 = −2(d02 + d011)(a07 + b013) + 3a00d016 + a04d016 + b01d016 + 3b010d016,
D6 = 3a00d019 + a04d019 − 2a09d03 − 2a09d012 + b01d019 + 3b010d019 − 2b015d03 − 2b015d012.

On suppose que 3a00 + a04 + b01 + 3b010 ̸= 0.
Le rang de la matrice jacobienne des fonctions C1, C2, C3, C4, C5, C6, D1, D2, D3, D4, D5, D6

par rapport aux variables a00, a04, a07, a08, a09, a2, b01, b010, b013, b014, b015, c02, c03, c011, c012, c016,
c017, c018, c019, c2, d02, d03, d03, d011, d012, d016, d017, d018, d019, d2 est 12 ceci implique que C1, C2,
C3, C4, C5, C6, D1, D2, D3, D4, D5, D6 sont indépendantes. Donc, les coefficients des polynômes
g22(η, ξ) = 0, g23(η, ξ) = 0 ont peut les choisis arbitrairement.
D’après le théorème de Bezout, le système g22(η, ξ) = 0, g23(η, ξ) = 0 a 9 solutions.

Exemple 5.1 On considère le système suivant




ẋ =
1

2
xε2 + y + w2x+ xz2 + 3εx3,

ẏ = −x+
1

2
yε2 + 2w2y − 4x2y + 2yz2,

ż = −3w3 +
1

2
wy2 +

5

2
w2z − 3

4
x2z − 1

4
z2w + z3 +

1

2
zε2 − εw3,

ẇ = −9

4
w2z +

3

4
x2z +

3

4
y2z − 1

4
z2w − 3z3 + ε2w3.

(5.5)

Le système moyenné (5.3) associé au système (5.5) est

f21(ρ, η, ξ) = −1

2
ρ(3η2 − ρ2 + 3ξ2 + 1),

f22(ρ, η, ξ) = −η3 +
1

4
ξη2 +

3

8
ηρ2 − 5

2
ξ2η − 1

4
ξρ2 + 3ξ3 − 1

2
η,

f23(ρ, η, ξ) =
1

4
η(12η2 + ηξ − 3ρ2 + 9ξ2).

(5.6)

En résolvant le système (5.6), on trouve 9 solutions zi = (ρ∗i, η∗i, ξ∗i) où ρ∗i > 0 pour i = 0, 9
données par
z1 = (1, 0, 0),
z2 = (2, 1, 0),
z3 = (2,−1, 0),

z4 = (
2
√
3

3
, 0,

1

3
),

z5 = (
2
√
3

3
, 0,−1

3
),

z6 = (

√
22

2
,

√
3

2
,

√
3

2
),
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z7 = (

√
22

2
,−

√
3

2
,−

√
3

2
),

z8 = (

√
3547830

858
,
9
√
286

143
,
−19

√
286

858
),

z9 = (

√
3547830

858
,−9

√
286

143
,
19
√
286

858
).

Calculons le determinant en ces 9 racines zi = (ρ∗i , η
∗
i , ξ

∗
i ), où

det




∂F11

∂ρ

∂F11

∂η

∂F11

∂ξ
∂F12

∂ρ

∂F12

∂η

∂F12

∂ξ
∂F13

∂ρ

∂F13

∂η

∂F13

∂ξ




=

det




3

2
η2 − 3

2
ρ2 +

3

2
ξ2 +

1

2
3ρη 3ρξ

3

4
ρη − 1

2
ρξ −3η2 +

1

2
ηξ +

3

8
ρ2 − 5

2
ξ2 − 1

2

1

4
η2 − 5ηξ − 1

4
ρ2 + 9ξ2

3

2
ρη −3η2 − 1

4
ηξ +

3

4
ρ2 − 9

4
ξ2 − 1

4
η(24η + ξ) −1

4
η(η + 18ξ)




,

on obtient respectivement : − 3

16
,
19

4
,
19

4
,
1

2
,
1

2
, −2409

128
, −2409

128
, −5735245

654368
, −5735245

654368
.

D’où, d’après la théorie de moyennisation d’ordre deux on obtient 9 solutions périodiques.
Maintenant en revenant par les changements de variables, on trouve 9 cycles limites
(xi(t, ε), (yi(t, ε), (zi(t, ε), (wi(t, ε)) de système différentiel tel que
(xi(t, ε), (yi(t, ε), (zi(t, ε), (xi(t, ε)) = ε(ρ∗i cos(t), ρ

∗
i sin(t), η

∗
i , ξ

∗
i ).

Pour i = 1..9, on trouve
(x1(t, ε), y1(t, ε), z1(t, ε), w1(t, ε)) = ε(cos(t), sin(t), 0, 0) +O(ε2),
(x2(t, ε), (y2(t, ε), z2(t, ε), w2(t, ε)) = ε(2 cos(t), 2 sin(t), 1, 0) +O(ε2),
(x3(t, ε), y3(t, ε), z3(t, ε), w3(t, ε)) = ε(2 cos(t), 2 sin(t),−1, 0) +O(ε2),

(x4(t, ε), y4(t, ε), z4(t, ε), w4(t, ε)) = ε(
2
√
3

3
cos(t),

2
√
3

3
sin(t), 0,

1

3
) +O(ε2),

(x5(t, ε), y5(, ε), z5(t, ε), w5(t, ε)) = ε(
2
√
3

3
cos(t),

2
√
3

3
sin(t), 0,−1

3
) +O(ε2),

(x6(t, ε), y6(t, ε), z6(t, ε), w6(t, ε)) = ε(

√
22

2
cos(t),

√
22

2
sin(t),

√
3

2
,

√
3

2
) +O(ε2),

(x7(t, ε), y7(t, ε), z7(t, ε), w7(t, ε)) = ε(

√
22

2
cos(t),

√
22

2
sin(t),−

√
3

2
,−

√
3

2
) +O(ε2),

(x8(t, ε), y8(t, ε), z8(t, ε), w8(t, ε)) = ε(

√
3547830

858
cos(t),

√
3547830

858
sin(t),

9
√
286

143
,−19

√
286

858
) +

O(ε2),

(x9(t, ε), y9(t, ε), z9(t, ε), w9(t, ε)) = ε(

√
3547830

858
cos(t),

√
3547830

858
sin(t),−9

√
286

143
,
19
√
286

858
) +

O(ε2).
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, on a utilisé la méthode de moyennisation pour étudier la bifurcation zéro-
Hopf des systèmes différentiels quadratique dans R3 et R4. Ensuite, on a étudie la bifurcation
zéro-Hopf des systèmes différentiels cubiques dans R4.
Notre futur travail consiste à étudier la bifurcation zéro-Hopf des systèmes différentiels cubique
dans R4, en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre trois.
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