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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie le nombre maximum des cycles limites de certains systémes diffé-
rentiels polynéomiaux en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre un et deux.
Premiérement, on étudie le nombre maximum de cycle limite bifurquant de I'origine du systéme
différentiel polynomial quadratique dans R? de la forme

( dx i i
E = (CL1€ —+ a2€2).1' — by + Z aijkmzy]zk + e Z Aijkiﬂzyjzka
i i j+k=2 itj+k=2
d_i = bz + (a1 + aze?)y + Z bijrr'y’ 2 + e Z Byja'y’ 2,
. it+j+k=2 it+j+k=2

z . .

= (c16 + e®)z + Z cijkxzy]zk +e Z Cijkxlyjzka

L i j+hk=2 it j+k=2

ol jjk, Aijks biji, Bijk, Ciji, Ciji pour i+ j +k = 2, ay, as, ¢1, ¢ et b sont des parametres réels et
€ un petit parameétre.

Deuxiémement, on étudie le nombre maximum de cycle limite bifurquant de ’origine du systéme
différentiel polynomial quadratique dans R* de la forme

( 2
T = (are + age?)x — (b+ bie + bye?)y + Z e X;(z,y, 2, w),
=0
2
v = (b+bie+be?)w + (are + aze?)y + Z eYj(z,y, 2, w),
=0
2
2 = (c1e+ e+ 3e%)2 + Zeij(x, Y, 2, w),
=0
2
w = (die+ dye®)w + Z EW;(z,y, z,w),
\ 7=0
ou
Xi(z,y,2,w) = ajor? 4+ ajizy + ajprz + a;3rw + sy

+  aj5yz + ajeyw + aj7z2 + ajgzw + aj9w2,

Yi(z,y,z,w), Zj(x,y,z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la méme expression que X;(z,y,z, w) en rem-
plagant aj; respectivement par bj;,cj; et dj; pour 7 = 0,1,2 et ¢ = 0,1,...,9. Les coefficients
aij, bij, Cij, dij, a1, az, as, b, by, ba, bs, c1,Ca, c3,dy, da, d3 sont des parameétres réels avec b # 0.

Troisiemement, on étudie 'existence des solutions périodiques bifurquant de 'origine des coor-
donnés des systémes différentiels polynomiaux dans R* non-linéaires homogénes cubiques de la



forme

( 2
= (are + age?)x — (b+ bie + bee?)y + Z e X;(z,y, 2, w),
=0
2
v = (b+bie+be?)w + (are + aze?)y + Z 'Y (x,y, z,w),
=0
2
= (c1e+ce?)z+ Z e Z(x,y, z,w),
=0
2
w = (die+ doe®)w + Zajo(x, Y, 2, w),
\ 7=0

ol
_ 2 2 2 2 2
X;(z,y, z,w) = ajox® + anx®y + ajpx°2 + a;30°W + ajuxy” + aj52Y2 + a;eTyw
+a;702° + ajsrzw + ajrw® + a0y’ + ajnyiz + ey’ + ajs
y22 + A;14Y2W + aj15yw2 + CLj1623 + aj1722w + CLj182U)2 + aj19w3,

Yi(x,y,2,w), Zj(x,y, z,w) et W;(x,y, 2z, w) ont la méme expression que X;(z, y, z, w) en remplacant
aj; par bj;, cj; et dj; pour j =0,1,2et i =0,1,...,9. Les coefficients a;;, b;;, ¢;j, d;j, a1, as, as, b,
b1, bo, b3, 1, Ca, C3,dy, do, d3 sont des parameétres avec b # 0.

Mots clés : Bifurcation de Hopf, Cycle limite, Solution périodique, Théorie de moyennisation.



Absract

In this memory, we study the maximum number of limit cycles of certain polnomial differential
systems using the averaging method of first and second order.

Firslty, we study the maximum number of limit cycles bifurcating from the origin of the quadratic
polynomial differential system in R? of the form

(&= (a15 + a252)x — by + Z az-jkxiyjzk +ée Z Aijkxiyjzk’
itj+k=2 itj+k=2
Y = br + (a1 + ase®)y + Z bijkxiyjzk + e Z Bijkﬂciyjzk,
itj+h=2 itj+h=2
Z = (c16 + coe?)z + Z cijkxiyjzk +e Z Oijkl‘iyjzku
L itj+h=2 itj+k=2

where a;ji, Aiji, biji, Biji, Ciji, Ciji for i+ j +k = 2, a1, as, c1, co and b are real parameters and
€ small parameter.

Secondly, we study the maximum number of limit cycles bifurcating from the origin of the quadratic
polynomial differential system in R* of the form

r 2
i = (a1e + aze?)x — (b + bie + bye?)y + Z & X;(z,y, z,w),
=0
2
g = (b+bie+ b))z + (are + aze?)y + Z Yj(z,y, z,w),
=0
2
z = (c1e+ )z + Z e 7Z;(z,y, z,w),
=0
2
w = (die + deg?)w + Zajo(x, Y, 2, W),
\ j=0
where
Xi(z,y,z,w) = ajor? + ajnzy + ajprz + ajzrw + ajy’

+ aj5yz + ajeyw + a7z + ajgzw + ajw?,

Yj(x,y,2,w), Zj(x,y,z,w) and W;(z,y, z,w) have the same expression as X,(z,y, z,w) by repla-
cing aj; respectively by bj;, ¢;; and dj; for j = 0,1,2eti = 0,1,...,9. The coefficients a;;, b;;, ci;, d;j, a1,
ag, ag, b, by, ba, b, cq, o, c3,dy, ds, d3 are real parametres with b # 0.

Thridly, we study the existence of periodic solution bifurcation from the origin of coordinate of a



cubic polynomial differential system in R* of the forme

( 2
i = (a1e + ase?)x — (b+ bie + bye?)y + Z &' X;(z,y, z,w),
=0
2
v = (b+bie+bee?)x + (are + aze?)y + Z Yj(x,y, z,w),
=0
\ 2
;= (cle—l—@g?)z+Zaj2j(:c,y,z,w),
=0
2
w = (die + dye®)w + Z eWi(x,y, z,w),
\ 7=0

where
X;(2,y, z,w) = ajor® + ajnx®y + ajpr’z + aprw + ajury?® + apryz + ajryw
taj722% + ajsrzw + ajorw? + aj10y® + a;119%2 + aj12y’w + aj13
y22 + aj1ayzw + aj15yw2 + aj1623 + aj17z2w + ajlgzw2 + aj19w3,
Yj(x,y,2,w), Z;(x,y,z,w) and W;(z,y, z,w) have the same expression as X,(z,y, z,w) by repla-

cing a;; by bj;, ¢;and dj; for j = 0,1,2and ¢ = 0,1, ..., 9. The coefficients a;;, b;;, ¢i;, dij, a1, az, as, b,
b1, bo, b3, 1, Ca, C3,d1, do, d3 are real parametres with b # 0.

Key words : Averging theory, Hopf bifurcation, Limit cycle, Periodic solution.
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INTRODUCTION

Les systémes dynamiques sont des modéles mathématiques utilisés pour décrire I’évolution
temporelle ou spatiale de phénoménes naturels ou artificiels. Ils sont largement utilisés dans de
nombreux domaines scientifiques et techniques, tels que la physique, la biologie, la mécanique, la
chimie, I'ingénierie et I’économie...

Les systémes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du X 7.X¢€ siécle. Ils concer-
naient en premier lieu l'itération des applications continues et la stabilité des équations diffe-
rentielles. Une évolution continue du systéme dynamique dans le temps est représentée par une
équation différentielle ordinaire.

La notion d’équation différentielle est apparue pour la premiére fois sous la plume de Leibniz
en 1676 pour définir la relation entre les différentielles dx et dy de deux variables x et y.

Un des principaux problémes de la théorie des systémes dynamiques est ’étude des cycles
limites, leur existence, leur nombres, leur stabilité.

Un cycle limite est une orbite périodique isolée fermée dans ’ensemble de toutes les orbites
périodiques. Les cycles limites ont été introduit par H.Poincaré en 1881 dans son Mémoire sur les
courbes définies par une équation différentielle.

Généralement, obtenir des cycles limites est un probléme difficile et souvent impossible. En
appliquant la théorie de moyennisation, on réduit ce probléme difficile des équations différentielles
a la recherche des racines d’un systéme algébrique. Cette méthode est I'une des plus importantes
méthodes utilisées actuellement dans 1’étude des solutions périodiques des systémes dynamiques.
Elle donne une relation entre les solutions des systémes différentielles périodiques non autonomes
et les solutions des systémes autonomes. Elle a été introduite en 1934 par Bogoliobov et Krylov,
en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky. Ensuite plusieurs développements ont eu lieu de cette
méthode par Verhulst [19], Sanders et Verhulst [I7], Malkin [I3], Roseau [16] et J. Llibre.

Ce mémoire est composé de cing chapitres.

- Le premier chapitre est un rappel sur les notions fondamentales aux systémes dynamiques
tels que : systéme dynamique, flot d’un systéme, point d’équilibre, systéme linéarisé, na-
ture du point d’équilibre, orbite périodique, cycle limite, bifurcation de Hopf, théoréeme de
Bezout.

- Dans le deuxiéme chapitre on introduit la théorie de moyennisation pour chercher les
cycles limites du systéme dynamique qu’on étudiera dans les chapitres suivants.

On présente quelques résultats sur la méthode de moyennisation du premier et deuxiéme

11
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ordre.
- Le troisiéme chapitre est consacré a 'étude de la bifurcation zéro-Hopf des systémes
différentiels polynomiaux quadratiques dans R? de la forme

;

i (a1e + ase?)x — by + Z agpr'y 2 + e Z Agjpr'y? 2F,
. i+jth=2 i+jth=2
d_?i = bz + (a1 + aze?)y + Z bijra'y’ 2F + ¢ Z Bijra'y’ 2",
. i+j+h=2 ij+k=2
i (c1e + cae?)z + Z iy’ 2F 4 € Z Cijpw'y? 25,

\ i+jth=2 i+jth=2

ol Gijk, Aijks bijk, Bijks Cijk, Ciji POUr © + j +k = 2, ay, ag, ¢, ¢z et b sont des parametres
réels et € un petit paramétre.
On utilise la méthode de moyennisation d’ordre deux pour démontrer qu’il y au plus trois
cycles limites qui bifurquent de l'origine. De plus, on donne un exemple pour lequel ce
nombre est atteint.

- Dans le quatriéme chapitre on étudie la bifurcation zéro-Hopf d’un systéme différentiel
quadratique polynomial dans Rde la forme

e 2
i = (aje+ ae?)x — (b+ bie + bae?)y + Z &' X;(z,y, 2, w),
=0
2
v = (b+ b+ be®)x + (a1 + ase?)y + Z 'Y (z,y, z,w),
=0
2
= (cre+ ez + Zéij(I, Y, 2, W),
=0
2
w = (die + deg?)w + Z Wi, y, z,w),
\ 7=0
ou
Xi(z,y,2,w) = ajor? 4+ aj1zy + ajprz + aj3Tw + ajsy?

+ aj5yz + ajeyw + aﬂzz + ajgzw + ajng,

Yi(z,y,z,w), Zj(z,y,z,w) et W;(z,y,2,w) ont la méme expression que X;(x,y, 2, w) en

remplacant a; respectivement par bj,c;; et dj; pour j = 0,1,2 et ¢ = 0,1,...,9. Les
coefficients Qij, bija Cij, dij; ai, ag, as, b, bl, bg, b3, C1,Co,C3, dl, dg, d3 sont des paramétres réels
avec b # 0.

En utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux on prouve qu’au plus 9 cycles limites
peuvent bifurquer de l'origine. De plus, on donne un exemple pour lequel ce nombre est
atteint.

- Le cinquiéme chapitre consiste a I’étude de la bifurcation zéro-Hopf d’un systéme diffé-

12
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rentiel cubique polynomial dans R* de la forme

( 2
T = (a1e + ase?)x — (b+ bie + bye?)y + Z &' X;(z,y, 2, w),
=0
2
y = (b+bie+ b+ (a1 + axddy + Z eYj(x,y, z,w),
=0
2
2 = (ae+ ez + ZEij(JJ, Y, 2, w),
=0
2
w = (die + dee?®)w + Z Wiz, y, z,w),
\ 7=0

ou

_ 2 2 2 2 2 2
Xi(z,y,z,w) = a0t + a1y + a0 + a3 w + a4y + ajsryz + ajﬁa:yw2+ a7z
Fa;8r2W + aj9TW” + aj10Y° + A511Y°2 + Aj12Y W + A513Y2° + aj14Y2W + Gj15YW

—|—aj16z3 + aj1722w + ajlgsz + aj19w3,

Yi(x,y,2,w), Zj(x,y,z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la méme expression que X;(x,y,z,w) en
remplacant a;; par b;;, cj; et dj; pour j =0,1,2et7=0,1,...,9. Les coefficients a;;, b;;, ¢;j,
d;j, a1, as,as,b,b1,be,bs, c1, o, 3,dy, do, d3 sont des parameétres avec b # 0.

On démontre par la méthode de moyennisation d’ordre deux qu’au plus 9 cycles limites
bifurquent de l'origine. De plus, on donne un exemple pour lequel ce nombre est atteint.

13



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1 Un systéme dynamique sur R est une application U : R x R™ — R" telle que :
1. U( z): R — R" est continue.
U(t,.) : R — R™ est continue.
U(0,z) =
U(lt+s x) U(t,U(s,z)) pour Vt,s € R et Vo € R".

Définition 1.2 Un systéme dynamique U sur R™ est linéaire si :
U(t,azx + By) = aU(t, ) + BU(t,y), Yo, B €R, Va,y € R™.

Exemple 1.1 Soit le systeme différentiel
T = Az,
{x(()) . (1.1)
o A est une matrice constante, t € R™ et x € R™. La solution du systéme (1.1)) est donnée par
x(t) = e,
Le systéeme engendre le systeme dynamique
U:Rt xR* — R
Ut,x) = ex.
Remarque 1.1 Soit le systeme dynamique non linéaire
&= f(x), z € R",

ot f(x) ne dépend pas explicitement de t, on dit que ce systéme est autonome.

14



1.2. FLOT

1.2 Flot

Définition 1.3 Soit le systéme dynamique non linéaire

&= f(x),
{x(o) L (1.2)

ol g € R", f € CYR™). Soit B(t,z0) la solution de ce systeme.

L’ensemble des applications ®; défini par
@t(xo) = q)(t, ZEQ),

est appelé le flot du systeme différentiel.

1.3 Point d’équilibre
Définition 1.4 On appelle point d’équilibre du systeme différentiel non linéaire
= f(z),r € R", (1.3)
un point z* € R™ tel que f(z*) = 0.
Définition 1.5 Soit x* point d’équilibre de . Soit le systeme linéaire
= Az , ou A= D(f(z")).

Ax est une bonne approximation de (1.2]) au voisinage de x*. Un point d’équilibre x* est dit hyper-
bolique si aucune des valeurs propres de A n’a de partie réelle nulle.

1.4 Le systéme linéarisé

Définition 1.6 Le systeme

= Ax,x € R",

ofi . .
ou A= Df(x*) = (85) est appelé le systéme linéarisé du systeme (1.2) en x*.
i/ 1<ij<n

Exemple 1.2 Dans le systeme (1.3), ot f(x) est donnée par ’expression suivante

T —xy
ro=(47)
les points d’équilibre de f(x) =0, sont (0,0),(1,1),(—1,1).
Les matrices jacobiennes associées sont

DF(0,0) = ((1) 2) ,

pran= (4 7).

15



1.5. NATURE DU POINT D’EQUILIBRE

Df(=1,1) = (g D

Les systéemes linéarisés associés sont respectivement

Les systemes linéarisés au points d’équilibre nous donne une idée sur la nature du points d’équilibre.

1.5 Nature du point d’équilibre

1.5.1 Cas des systémes non linéaires

On considere le systéme (1.2]) ou z = (z;...x2), f = (fi...fs) et le systéme linéarisé associée.

- Le point d’équilibre z* est appelé puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(z*)
ont des parties réelles négatives.

- Il est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(z*) ont des parties réelles
positives.

-1l est appelé selle §'il est hyperbolique et si la matrice A = D f(z*) a une valeur propre avec

une partie réelle positive et une valeur propre avec une partie négative.

1.5.2 Cas des systémes linéaires

On considere le systéme différentiel linéaire

T = ax + by,
y = cx + dy,
ol A est la matrice associée a ce systéme
a b
A= .
i
Soient Aj,\y les valeurs propres de la matrice A, l'origine (0, 0) est le seul point d’ équilibre de ce

systéme.
On distingue les différents cas selon ces valeurs propres.

1. Si A1 et Ay sont réelles non nulles et de signe opposé alors le point d’équilibre est un selle.
Il est toujours instable.
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1.5. NATURE DU POINT D’EQUILIBRE
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FIGURE 1.1 — selle

2. Si A1 et A\ sont réelles non nulles et de méme signe on a trois cas :

(a) Si A\;<<A2<<0 et sont distinctes alors le point d’équilibre est un nceud impropre stable.
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FIGURE 1.2 — noeud impropre stable

le point d’équilibre est un noeud impropre instable.

(b) Si 0<A;<<)A; et sont distinctes alors
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1.5. NATURE DU POINT D’EQUILIBRE
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FIGURE 1.3 — nceud impropre instable

Aon a

(C) Si )\1 = )\2

— A est diagonalisable

— si A < 0, le point d’équilibre est un noeud propre stable.

FIGURE 1.4 — noeud propre stable
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1.5. NATURE DU POINT D’EQUILIBRE

— si 0 < A, le point d’équilibre est un noeud propre instable.
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FIGURE 1.5 — nceud propre instable

— A est non diagonalisable
— si A <0, le point d’équilibre est un noeud exceptionnel stable.
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FIGURE 1.6 — nceud exceptionnel stable
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1.5. NATURE DU POINT D’EQUILIBRE

— si 0 < A, le point d’équilibre est un noeud exceptionnel instable.
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FIGURE 1.7 — nceud exceptionnel instable

3. Si A; et Ay = A sont complexes conjuguées et Im(A;2) # 0, on a
— Si Re(A12) < 0 le point d’équilibre est foyer stable.
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FIGURE 1.8 — foyer stable
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0, alors le point d’équilibre est un centre stable

— 510 < Re(A12) le point d’équilibre est foyer instable.

1.5. NATURE DU POINT D’EQUILIBRE
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1.6. STABILITE DU POINT D’EQUILIBRE

1.6 Stabilité du point d’équilibre
Soit x* le point d’équilibre du systéme ([1.2)).

a) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne D f(z*) ont des parties

réelles négatives, alors le point d’équilibre z* est dit asymptotiquement stable.
b) S’il existe au moins une valeur propre de D f(z*) avec une partie réelle positive,

alors le point d’équilibre x* est dit instable.
c) Si Df(x*) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres

avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du

point d’équilibre x*.

1.7 Plan et portrait de phase

Définition 1.7 Soit le systéme planaire

{ i = Pi(z(t),y(t)), (1.4)
go= Paa(t),y(t)) ‘
Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier,
pour les systemes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variable. Les solutions
(x(t);y(t)) du systéme représentent dans le plan (x;y) des courbes appelées orbites.

Les points critiques de ce systeme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
de ce systéme ainsi que ces points d’équilibre représentent le portrait de phase et le plan (zoy) est
appelé le plan de phase.

1.8 Orbite périodique

Définition 1.8 On appelle orbite périodique toute trajectoire Wy(x) de (1.2) tel qu’il existe un
nombre T > 0, vérifiant
VU(t+T,x)=VY(tz),VreR" (1.5)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.5)) est appelé période.
L’amplitude d’une orbite périodique est la valeur maximale de la variable x de cette orbite.

1.9 Cycle limite

Définition 1.9 Un cycle limite C' est une orbite périodique fermée isolée dans l’ensemble de toutes
les orbites périodiques.

Définition 1.10 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur mazximale de la variable x du cycle
limite.

22



1.9. CYCLE LIMITE

1.9.1 Stabilité des cycles limites

Définition 1.11 Soit C' la trajectoire correspondante au cycle limite, et soient toutes les trajec-
toires intérieures et extérieures voisines de C'. Elles s’enroulent en spirales autour de C pour

t — +00 out — —00.
1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines sont

attirées vers C'.
2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont refoulées par C'.

Exemple 1.3 Soit le systéme

i =dx —y + 4dz(2? + y?), (1.6)
U=+ 4y + dy(a? + y?). '

En coordonnées polaires x = rcos(0), y = rsin(0),

ri =4 — zy — 42%(2® + y?) + 2y + v — 4y (2? + ¢?)
= 4r?(1 —r?),

120 = 2%+ day — day(2? + 12) — day + y? + 4oy (2 + 3?)
ey 1"2,

le systeme devient

7 =4r(l —r?),
0=1.

d’ou

r=0=r=0our==l1,

Comme r > 0, on accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour v = 1 on a la solution périodique
(x(t),y(t)) = (cos(t + 6y),sin(t + b)), avec 0(0) = Oy. Alors il existe un seul cycle limite stable
d’équation x® + y*> =1 et d’amplitude r = 1.
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1.10. BIFURCATION DE HOPF
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FIGURE 1.11 — Cycle limite stable de systéme (|1.6])

1.10 Bifurcation de Hopf

Théoréme 1.1 Soit le systeme planaire

y = 9#(%3/)»
ot p est un paramétre. On suppose que (x,y) = (xo,yo) est un point d’équilibre du systéme

(L.7) qui dépend de p. B
Soient M) = ap) + if(p) et AMp) = ap) —if(p) les valeurs propres du systeme linéarisé au
voisinage de (o, Yo)-

On suppose que pour une certaine valeur de ju = jig, les conditions suivantes sont satisfaites

1. &(MO) = O; Ho = 0; B(MO) =w 7& 0 ou sgn(w) = Sgn(aai; u=#0)(070) = 17

g, dolm) | —d+0,

dp

3. a#0 ou
1 1
“= E(fmw + Jayy + Gray + ) + 16w(fzy(fm + fyy) = 9oy (Gow + Gay) = fowlar + FyyIuy),

2
avec foy = 8‘1—5; |l i=po (To,Yo)-

Alors il existe une orbite périodique qui bifurque du point d’équilibre pour p > g si ad < 0 ou
pour p < o st ad > 0.
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1.10. BIFURCATION DE HOPF

Le point d’équilibre (xq,yo) est stable pour p > g (respectivement pour p < po) si d < 0
(respectivement si d > 0).

L’orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est instable (res-
pectivement stable).

L’amplitude de lorbite périodique est égale a /| pv — o | et la période est de T = ‘%’r quand

B — Ho -

La bifurcation est dite supercritique si l’orbite périodique est stable et sous critique si l’orbite
périodique est instable .

Exemple 1.4 Soit le systeme planaire suivant

o= —yta(p—a®-y?),
{z) = ztyp—2® -y (1)

(0,0) est le seul point d’équilibre du systéme (1.8)) .

Les valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme linéarisé calculée au voisinage de (0,0)

sont M) = p+i et Mp)=p—1i .
g
Loa(u) = p = po=0. f(n) = 1=w#0 car sgn(w) = sgn((=5")u=po (0,0) = 1)
dap

2. (W)u:uo =1=d#0

3. a=—-1#0

Le systeme a une bifurcation de Hopf pour p =0 . Onaw =1,d =1 et a = —1. Comme
ad = —1 < 0, alors il existe une orbite périodique qui bifurque de l'origine pour p > 0.

Le point (0,0) est instable pour p > 0. Donc Uorbite périodique est stable. D’ou la bifurcation
est supercritique pour p > 0.
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FIGURE 1.12 — Portrait de phase pour u = 0.01
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1.11. THEOREME DE BEZOUT

1.11 Théoréme de Bezout

Soient P;, j = 1...n des polynomes en les variables (x1, ..., z4) de degré d;, i = 1...n.
Considérons le systéme polynomial suivant

( Pl(xla R wd) :()7
PZ(:U:LJ T Id) :()7
\ Pn<.’E1, Ut xd) :Oa

ott (xy, --+, x,) € R4
Si le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est borné par d; X dy X - - - d,,.
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CHAPITRE 2

THEORIE DE MOYENNISATION

Dans ce chapitre, on introduit la théorie de moyennisation d’ordre un et deux.
La théorie de moyennisation est 1'une des plus importantes méthodes perturbatives utilisées dans
I’étude des cycles limites des systéemes dynamiques.

Cette méthode donne des conditions pour lesquelles les points d’équilibre du systéme moyenné
fournissent des cycles limites pour des systémes différentiels associés.

L’idée de base est de considérer une équation différentielle de la forme standard
T =cf(t,x,e) (2.1)

outel CR, ze€R" 0<e<1etfest T-périodique, et de déterminer I’équation moyennée
associé a cette équation

j=ef(r) (2.2)

P =3 [ s (23

et de chercher les solutions périodiques de 1'équation ([2.1J).
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

2.1 Théoréme de moyennisation du premier ordre
On considére le systéme différentiel a valeur initiale suivant
i(t) = eF(t,x) + 2G(t,z,¢€),y(0) = xp, (2.4)

otz € D C R" D un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que F(t,x) et G(t,z,e) sont des
fonctions T-périodiques en t.
Le systéme moyenné associé au systéme ([2.4)) est défini par

y=¢f(y),y(0) = xo, (2.5)
o) =5 | P (2.6

Le théoréme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du systéme
moyenné ([2.5) fournissent des solutions périodiques du systéme ([2.4).

Théoréme 2.1 [17] On considére le systéme (2.4]) et on suppose que
(i) F,G,D,F,D*F et D,G sont des fonctions continues et bornées par une constante

M indépendante de £ dans [0,00[xD et —gy < € < €.

(i) F et G sont T-périodiques en t (T indépendante de ).

Alors on a :
(a) Sile point p est un point d’équilibre pour le systéme moyenné (2.5)) tel que

det(D. f*(p)) # 0, (2.7)

alors pour € > 0 suffisamment petit, il existe une solution T—périodique x.(t) du systéme

(2.4) telle que x.(0) — p.

(b) Si le point d’équilibre y = p du systéme moyenné (2.5)) est hyperbolique, alors pour € > 0
suffisamment petit, la solution périodique du systéeme (2.4)) est unique et de méme stabilité
que p.

Exemple 2.1 Soit L’équation de Van Der Pol

i4+x=c(l—2%) (2.8)
L’équation (2.8) peut s’écrire sous la forme :

{ L =y, (2.9)

y =-—z+e(l—2y.

En coordonnées polaires (r,0) ou x = rcos(f), y=rsin(f) avec r > 0, ce systéme devient

{ # = ersin’(0)(1 — r? cos*(6)), (2.10)

6 = —1 + ecos(f) sin(f) (1 — r? cos?(0)).
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

On sait que
! 1+x+o(z?), |z <1
e z+o(x x )
11—z ’
Prenons

x = e(1 —r? cos?(f)) cos(f) sin(h).
Le systeme (2.10) est équivalent a

dr

do
L’équation (2.11)) est sous la forme standard (2.1)), ainsi on peut appliquer la méthode de moyen-
nisation avec

= —er (1 —r?cos®(0)) sin*(6) + O(?). (2.11)

v=r t=40, T=2r et F(t,x) = F(r,0) = —r (1 — r* cos(9)?) sin*(9).
On a

1
o

2 2
Fo(r) / F(r,0)dd = —i/ r (1 —r?cos®(9)) sin® 0df = L (r*—4).

1
On remarque que fo(r) admet une unique racine positive r = 2, et on a — f°(r) = =(3r* — 4),

dr 8
d 0
d’ot <i> (2) = 1. D’apres théoréme précédent et pour € # 0 suffisamment petit, [’équation de

dr
: L ) : df°
Van Der Pol (2.8) admet une solution périodique d’amplitude r = 2, et comme o (2)=1>0
r

alors ce cycle limite est instable.
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FIGURE 2.1 — cycle limite instable pour e = 1073 du systéme ([2.9)
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Exemple 2.2 Soit le systéme suivant :

T = =2y + 2xye
{ § =20+ =(a?y — 3y) (2.12)

En coordonnées polaires le systeme (2.12)) devient

i = rsin(f)e(cos(0)? sin(0)r? + 2 cos(0)*r — 3sin(0), (2.13)
0 = cos(6)? sin(0)er? + 2 cos(6)3er — 3 cos() sin(f)e — 2 cos(f)er + 1. '
En utilisant le développement de taylor le systeme (2.13)) devient
dr . 2 2 2. o 2
i rsin(0)(cos(0)* sin(f)r” + 2 cos(0)“r — 3sin(f))e + O(e*). (2.14)

L’équation (2.14)) est sous la forme normale pour appliquer la méthode de moyennisation d’ordre
un, on prend

v=r t=0 T=21 et F(t,v) = F(r,0) = rsin(f)(cos()*sin(#)r* + 2 cos(#)*r — 3sin(6)).

On a

1 2m 1 2T 1
0() — + _ 22 .2 _ 12
fi(r) = 27r/0 F(r,0)do 27r/0 r (1 —r?cos®()) sin” 6d6 3" (r*—12).

La premiére fonction moyennée fo(r) admet une unique racine positive r = 2v/3 et on a — fO(r) =
r

0
27“2 - g), d’ou (%) (2\/3) = 3.

D’apres théoreme précédent et pour € # 0 suffisamment petit, le systeme (2.12) admet une solution
d 0

périodique d’amplitude r = 2v/3, et comme (di) (2\/5) =3 > 0 alors ce cycle limite est instable.
r
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FIGURE 2.2 — cycle limite instable pour € = 0.0003 du systéme ([2.12))
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2.2. THEOREME DE MOYENNISATION D’ORDRE DEUX

2.2 Théoréme de moyennisation d’ordre deux

Théoréme 2.2 [3] On considére le systéme différentiel suivant

@(t) = eFy(t,z) + 2 Fy(t,x) + *R(t, x,€), (2.15)

ou Fy, Fy : RxD — R" R: RxDx(—¢es,e5) = R” sont des fonctions continues, T'—périodiques
par rapport a la premiére variable et D est un sous ensemble ouvert de R™.

On suppose que les hypothéses (i) et (it) sont vérifiées.
(i) Fy, Fy, R sont localement lipschitziennes par rapport a z, Fi(t,.) € CY(D) pour tout t € R
et R est différentiable par rapport a €.

On définit f1, fo : D — R™ comme suit

T
filz) = %/0 Fi(s, z)ds,

X (2.16)

fa(z) = 7 /T |:DZF1(S,Z) /s Fy(t,z)dt + Fy(s, z) | ds
0 0
ol

yl(s,z)—/ Fi(t, z)dt,
0

(i) Pour V.C D un sous ensemble ouvert et pour chaque € € (—ey,e5) \ {0}, il existe a € V
tel que fi(a) +efo(a) =0 et dp(fi +ef2,V,a) # 0.

Alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique (-, &) du systéme
(2.15) telle que ©(0,e) — a quand € — 0. L’expression dg(fi1 + €f2,V,0) signifie que le degré de
Brouwer de la fonction fi + ¢fs dans un voisinage V' de zéro est non nul.

Si la fonction fi + € faest de classe Ct alors, il suffit de vérifier que det(D(f1 + efa(a.))) # 0
pour avoir que dg(fi1 + ef2, V,0) # 0.

Si f1 est non identiquement nulle. Alors les racines de fi + € fy sont principalement les racines
de f1 pour € suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent est celui de la théorie de moyen-
nisation de premier ordre.

Si f1 est identiquement nulle et fy est non identiquement nulle. Alors les racines de f1 + fs
sont principalement les racines de fi pour € suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent
est celur de la théorie de moyennisation de deuxieme ordre.

Exemple 2.3 Soit le systeme différentiel

S 2 2 2 2
{x y+e(x? — zy + 2y?) + €2 (ax + y?), (2.17)

y=x. a>0
En coordonnées polaires, le systéme peut s’écrit

P=—r(r cos(0)%e + cos(0)?r + cos(6) sin(0)r — cos(f)ae — er — 2r) cos(f)e,
0 = cos(6)? sin(0)e?r — cos(0)3er + cos(#)? sin()er — cos(0) sin(0)ac? — &*r sin(0)+
cos(f)er — 2sin(f)er + 1,
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2.2. THEOREME DE MOYENNISATION D’ORDRE DEUX

d’ot
dr
do
+12(cos(6)? + cos(8) sin(#) — 2) cos(0)(— cos(0)3r + cos(6)? sin(0)r + r cos(d)—
2rsin(0)))e? + O(e?).

= —7(cos(0)*r + cos() sin(0)r — 2r) cos(f)e + (—r(cos(0)*r — cos(8)a — r) cos()

Cette équation est de la forme avec

Fy(r,0) = —r(cos(0)*r + cos(6) sin(0)r — 2r) cos(6),

Fy(r,0) = —r(cos(0)*r — cos(f)a — r) cos(0) + r?(cos(0)? + cos(6) sin(0) — 2) cos(8)(— cos(8)3r+
cos(60)? sin(0)r + r cos() — 2rsin(6)),

R(r,0) = O(&%).

Donc on applique le théoréme 2.2

fo(r) = ;—7: O%(cos(e)zr + cos(0) sin(0)r — 2r) cos(f) = 0 et
1

21 s
fir) = %/o [DTF1(9,7’)/0 Fi(0,r)dt + Fy(s,r)| ds = ér(—Srz + 4a).

2 2 2
fY(r) admet les racines 0, g\/ 3a, —5\/ 3a et comme r > 0, l'unique racine positive est g\/ 3a.

d ., . 9, 1 dft. 2 B
Onadrf(r)— 5" +2aet(dr)(3\/%)— a.

2
Le systeme (2.17)) a un cycle limite stable d’amplitude r = g\/ 3a.
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FIGURE 2.3 — cycle limite stable pour € = 0.003 du systéme (2.17))
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CHAPITRE 3

‘—LA BIFURCATION ZERO-HOPF POUR DES SYSTEMES
DIFFERENTIELS QUADRATIQUES EN DIMENSION TROIS

Dans ce chapitre [9], en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre deux, on étudie le
nombre maximum de cycles limites qui bifurquent de 'origine du systéme différentiel polynomial
quadratique dans R?, dont la partie linéaire du point d’équilibre (0,0,0) a des valeurs propres de
la forme (ca; + 52a2) + bi et ec; + €2¢c, ol € est un petit paramétre.

Ce systeéme est de la forme

( dx o o
pri (eay + €%ag)x — by + Z aijk:vzyjzk +¢€ Z Aijkxlyjzka
i+j+h=2 i+ j+k=2
dy i,J iyd
= br + (sa1 + e%az)y + Z bijra'y’ 2" + e Z Bijea'y’ 2" (3.1)
. i j+h=2 i+j+k=2
= (ec1 + &%)z + Z cijpr'y? 2N + ¢ Z Cijra'y’ 2"
{ i+ j+k=2 i+j+k=2

ol @ijk, Aijks bijk, Bijk, Cijk, Ciji pour @ + 7 +k =2, ay, ag, ¢1, ¢z et b sont des paramétres réels.
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Théoréme 3.1 En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre un, on obtient au plus un cycle
limite qui bifurque de [origine du systéme quand € = 0 si et seulement si les conditions
sutvantes sont satisfaites

(i) (2a3coo2 — arci(aion + boir))(cozo + c200) < 0,

(ZZ) a101 + bou > 0.

Preuve En coordonnées cylindriques x = Rcos(f), y = Rsin(f) et z = z, le systéme ({3.1) devient

( dR
dt 5(@1 +€CLQ)R—|—]'L11(9)R2 +h12(9)RZ+h13(9>22,
g 1
= = OB+ (O)R” + han(6) Rz + s (6)2%), (3:2)
d
\ d‘Z e(cr + eca) R+ hat (0)R? + hao(0) Rz + has(0)22,
ol
h11(0) = (a0 +£Aa00) cos®(0) + [a110 + baoo +(A110 + Baoo)] cos?(0) sin(8) + [(ao20 + b110) +e(Ag20+
Bi1o)] cos(8) sin(6)? + (boao + € Bogo) sin®(9),
h12(0) = (a101 + €Ai01) cos®(0) + [ao11 + bio1 + €(Ao11r + Bior)] cos(0) sin(8) + (bor1 + £Bo11) sin2(9),
h13(6’) <a002 + 514002) COS( ) (b002 + EBO()Q) SID(Q)
h21(9) (bgoo —+ €B200) COS ( ) [ (CLQQO -+ buo) + 8(—14200 + Bll())] COSZ(Q> 8111(9) + [(-CLHO -+ bogo)
+6( Ano + Bogo)] S( ) SlIl( ) (GOQQ + 814020) sin3(9),

hgg(@) (b101 + 83101) COS ( ) [(—CL101 + b(]n) + 8(—141()1 + B()ll)] COS(&) Sll’l(@)‘F
(ao11 + €Ao11) sin®(6),

ha3(0) = (booz + €Boo2) cos(d) + (agoz + £Agoz) sin(8),

hs1(0) = (200 + €C500) cos?(0) + (cr10 + eChio) cos(0) sin(6) + (coao + Co2) sin?(8),
h3a(0) = (c101 + £Cho1) cos(0) + (co11 + €Co11) sin(8),

h33(0) = cooz2 + €Co02-

On considére # comme une nouvelle variable, le systéme ((3.2)) devient

dR . [(8@1 + €2a2)R + hn(@)RQ -+ hlg(e)RZ + h13<9)22]R

a9 bR + ho1 (0)R? + oy (0) Rz + has(0)22 ’ (3.3)
% _ [E(Cl + ECQ)R + h31(9)R2 + hgg(e)RZ + h33<6)2’2]R ’
do (bR + h21 (H)RZ + h22<9)RZ + h23(9)22)

Prenons
(R, 2) = (pe, e).

Le systéme (3.1)) devient sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyennisation. En
considérant les variables (p, £), le systéme (3.3 devient

%:€F11<07p7€)+52F21<97p7€)+0(63)’ (3 4)
% =eF2(0,p, &) + 2 F52(0, p, &) + O(e%), |
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ou
1
Fy = E[a200p2 cos?(0) + plar + a101€) cos®(0) + p*(ai1o + bago) cos?(0) sin(0) + agé? cos(h) +
(

pz(aogo -+ buo) SiIlQ(@) COS(Q) + p§(a011 —+ b101) COS 8) 5111(9) —+ b020p2 sin3(0) + p(a1 + b011§) SiIl2 +
b200£2 sin(é’)],

1 . . .
Fy = _bT [cos(0)? sin(0) p3Eagi1bano —2 cos(6)* sin(0) p>Earp1asgo+cos(0)* sin(0) p>Eaiprbi10-+cos(0)*

sin(9)p? §a110b101 +cos(0)* sin(6) p>Eaggobor1+2 cos(0)? sin(6) p3Ebig1bago—2 cos(0)? sin(8)2p3E a1 azeo+
cos(0)3 sin(0)2p3Eagy1b110+cos(0)3 sin(0)? p>Eagagbror — 2 cos(0)? sin(0)? p>Earprario+cos(6)? sin(6)?p?
Ea101bo20—c0s(0)3 sin(0)? p>Eayg1bago+cos(6)? sin(0)? p>Ear10bor1 —cos(6)? sin(0)% pPEazgobio1+2 cos(0)?
sin(0)?p3Eb11bago+2 cos(6)3 sin(0)%p3Ebyg1b110—2 cos(6)? sin(0)3 p>Eagiario+cos(6)? sin(0)3 p>Eany1bogo
—cos(0)?sin(0)3 p3Eagr1ba00—2 cos(0)? sin(0)3 p3E agaoaror +cos(0)? sin(6)3 p3E€agapborr —cos(0)? sin(0)3 p3
§a101b110—008(9)2 sin(9)3,03§a110b101—Cos(9)2 Sin(9>3p35(1200b011+2 COS(9)2 sin(9)3p3§b0116110+2 COS(Q)2
sin(0)? p3Ebganbior — 2 cos(0) sin(0)* p®Eany1agao —cos(8) sin(0)* p3Eagi1b110 —cos(#) sin(0)* p3Eagaobior —
cos(0) sin(8)* p*€ar01bo20 — cos(8) sin(0)* p>Earioborn +2 cos(8) sin(0)* p>Ebo11bo2o — 2 cos()? sin(0) p*&?
aoo2a200 + cos(0)3 sin(0) p*E2 agoabr 10 + cos(0)? sin(0) p?E2ag11b101 + cos(0)? sin(0) p?E2a101bo11 + cos(9)?
sin(6) p*£2ay10booa+2 cos(0)? sin(6) p*£boozbaoo—2 cos(0)? sin(6)? p*E2agpaa110+cos(0)? sin(0) p*£2agos
bOQQ — COS(Q)2 sin(9)2p2§2a002b200 -2 COS(0)2 sin(9)2p2§2a011a101 —|—COS(0)2 sin(0)2p2§2a011b011 +COS(6)2
sin(0)2p2E2agapbooz—cos(0)? sin(6)? p2E2a191b101 —cos(0)? sin(0)? p?E2agpobooa+2 cos(0)? sin(0)%p2E2bgos
bi1o + 2 cos(0)? sin(0)2pE%bg11b101 — 2 cos(0) sin(0)3 p2E2aggaanan — cos(6) sin(6)? p?E2agoaby1o — cos()
sin(0)?p?&2agy1b101 —cos(0) sin(0)3p2E2a191bo11 —cos(0) sin(6)3 p2E2ay10boo2+2 cos(0) sin(0)? p?E2baybag—
cos(0)? sin(0)ay p*Eaor +cos(0)? sin(0)a, pEby; —cos(0)? sin(6)2ay p*Eagry +cos(0)? sin(0)2ay p*Ebior —
2 cos(0)? sin(0) p&agoaaror + cos(6)? sin(6) p&>agozborr + cos(#)? sin(0) p&aoi1 booz + 2 cos(#)? sin(6) p&*
boozbio1 —cos(8) sin(0)>ay p*Eayr +cos(8) sin(h)>ay p?Ebgr1 —2 cos(0) sin(6)? p&3aggeag1 —cos(6) sin(h)?
pE3agoabior — cos(8) sin(0)?p&3ai91booe + 2 cos(8) sin(0)? p&3booaborr — cos(0)? sin(6)ay p&2aggs + cos(6)
sin(0)%ay p&2boge — cos(0)3 sin(0)bp?E Agiy — cos(6)3 sin(0)bp*E Bioy — cos(0)? sin(6)2bp*E A1 — cos()?
sin(0)2bp*E Boyp — cos(0) sin(0)3bp*E Agiy — cos(0) sin(0)3bp*E Bigy — cos(0)? sin(0)bpé? Byge — cos(0)
Sin(&)2bp£2a002+COS<9)4CL1,02£Z)101—|—COS(9)3[)£36L002b101+COS(@)3[)5?’@101[)2—Sin(e) alngan—sin( ) ,053
a002b011 — sin(0)3p§3a011b002 + COS(9)3CL1IO§2b002 — sin(0)3a1p§2a002 — COS(@) SlH(@)bpdAHO — COS(Q)4
sin(0)bp> Bagy — cos(6)3 sin(6)2bp> Agao — cos(6)3 sin(6)2bp> Aggy — cos(6)? sin(6)2bp? By — cos(6)?

sin (6 )3bp3A110 — cos(6)? sin(0)3bp® Boag + cos(0)? sin(6) prai10b200 + cos(0)? sin(6) praseobiio + cos(6)?
sin(0)?ptagaobaoe — 2 cos(0)* sin(0)? ptay19az00 + cos(0)* sin(0)%ptay10b110 + cos(0)? sin(6)2p* aseobozo —
cos(0)? sin(6)2 prasgobago+2 cos(0)* sin(6)2 pbi10ba00—2 cos(9)? sin(6)3 plagapaseo+cos(8)? sin(0)3 ptagso
bi10+cos(0)3 sin(0)2 ptay19bag—cos(6)3 sin(0)3 ptay10bago—cos(0)3 sin ()3 ptasgebi10+2 cos(9)? sin(6)3 p*
bo2oba0o—2 cos(#)? sin(6)* pragagaio—cos(0)? sin(8)3bp> Bagg—cos(#) sin(0)*bp? Agao—cos(8) sin(9)*bp?
Bi1g—cos(0)*bp*E A1g1 —sin(0)*bp2E By —cos(0)3bp&2agor —2 cos(0)? sin(0)%azbp® —sin(0)3bpE? Boga +
cos(0)? sin(0)* pragabozo — cos(6)? sin(0)* ptagaobage — cos(0)? sin(0)* ptai10b110 — cos(0)? sin(8)* p* asgg
bo2o+2 cos(@)2 sin(0)4 ptboaobr10—cos(9) sin(6)5 pragagbii0—cos(6) sin(6)° pai10bo20+cos(8)® p3Earo1bano
+COS(9) P gagooblol—Sin( ) P f(lonbogo—Sin(6)5p3§a020b011—COS(0>4 sin(@)a1p3a200+cos(0)4 sin(é’)alp?’
bi1o+cos(0)* 022 agoabago +cos(0) p2E2a101b101 +c0s(0)* p?E2ag00booz — cos(6)? sin(0)%ay pPay19+cos(9)?
sin(0)2a1p3bgag + cos(0)? sin(0)?ay pPbage — cos(6)3 sin(6 ) 2€2a2 ), + cos(0)? sin(0) p?&2b3,, — cos(9)?
sin(0)3ay p>ageg — cos(0)? sin(0)>ay p>ageg + cos(8)? sin(0)3ay p>by19 — cos(0) sin(0)*ay p?ar1 + cos(6)
sin(0)*ay p>boao — cos(6) sin(0)3p2E2a3,, +cos(6) sin(0)3p*E2b3,, —sin(0)* p2E2agoaboso —sin(6)* p2E2ap1y
bo11—sin(0)? p2E2 aganbooa+cos(0)° ptaggobago—cos(0)? sin(0) ptady+cos(0)? sin(0) ptba,—cos ()3 sin(6)3
pta? o+cos(0)3sin(0)3p03,,—cos(6) sin(0)5 prad,y+cos(9) sin(0)® ptb3,—sin(0)° pragagboze+cos(8)5a; p
bago — sin(6)°ay pPagag + cos(6)*E* agabs — cos(0) sin(0)E*ad , + cos(6 ) sin(6)£4b2 — sin(0)?&* agoabooz —
c0s(0)?bp?® Aggy — sin(0)°bp> Byag — cos(0)*asbp? — sin(6)*asbp?],
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1
Fiy = 5[0200 cos?(0)p? + [coao sin*(0) p? + c110 cos(#) sin(0) p? + c101€ cos(0)p + co11€ sin(0) p+
co026® + 1€,

1
Fy = _bT[_ cos(0) sin(0)3p>Eagiicrio—cos(0) sin(0) pPEagapcior — cos(0) sin(0)3 p3Eaipicoon —cos(6)

sin(0)?p3Earyocor1 + cos(0) sin(6)3 p3Ebor1cozn +cos(8) sin(0)3 pPEbgagcorr — cos(8)? sin () p?E2anoaca00 —
cos(0)? sin(0) p*E2aro1c101 — cos(0)? sin(0) p>£azo0conz + cos(8)? sin(8) p*E>boozcr10 + cos(0)? sin(F) p°€>
bor1c101 + cos(0)? sin(0) p2E2by1o1co11 + cos(8)? sin(0) p?E2by10co02 — cos(#) sin(6)? p2E2agpaciio — cos(6)
sin(0)2p2E%agy1c101—cos(0) sin(6)? p2E2a191co11 —cos(6) sin(6)? p?E2ar19co02+cos(6) sin(6)? p?E2bgoacozo+
cos(0) sin(6)? p2E2by11co11+c0os(0) sin(0)? p?E2bgagcoge —cos(6)? sin(0) ey p*Eagge+cos(0)? sin(6) ¢ p*Ebirg
—cos(0) sin(0)?cy p?Earyo+cos(0) sin(0)? ey p*Ebgag—cos(0) sin(0) p&3agpacior —cos(6) sin(0) p&3ay01 cona+
COS( )sm( )p§ bOOQCH + COS(Q) Sin(@)p£3b011C002 — COS(@) Sin(9)01p§2a101 + COS(Q) sin(0)01p§2b011 —
cos(0)? sin(6)bp?ECo11 —cos(0) sin(6)2bp*ECro1 —cos(8)? sin(0) p>Earg1 ca00—cos(8)? sin () p*Eagoocior +
cos(0)3 sin(0) p>Eboy1caoo+cos(8)3 sin(6) p>Ebior cr10+cos(0)3 sin(0) p>Eby1gci01+cos(6)? sin(6) p?Ebagocorr —
cos(0)? sin(0)? p3Eagr1cano — cos(0)? sin(0)? p>Eaygrci10 — cos()? sin(0)%pPEaripcio1 — cos(0)? sin(6)2p3¢
a200Co11 + cos(6)? sin(0)2p3Ebo11cr110 + cos(0)? sin(0)? p>Ebygcior + cos(6)? sin(0)?p3Ebigrcap + cos(6)?
Sin( ) 1% 5b1100101-€08<9)2 Sin(9)2bp30200—cos((9) sin(9)3b,03C'110—cos(@)gbp2§C'101—sin(9)3bp2§C'011—

cos(0)2bp€2cooa — sin(0)2bpE2cgny — cos(0)?beapé — sin(0)2beapé — cos(0)? sin(8) praggocaoo + cos(0)?
sin()p* b1100200+cos(9)4 sin(6) p*bagocr10—cos(0)? sin(0)2p4a1100200—008(9)3 sin(0)?ptaggociio+cos()?
sin(0)?p b0200200 + cos()? sin(9)2p4bllocllo + cos(6)3 sin(6)? ptbagocoze — cos(0)? sin(0)? ptagaocaon —
COS(9)2S n(6)3 ,0 a110c110—cos(6)? sin(6)? 2 % ag00Co20+c0s(0)? sin(8)? p*boaoci10+cos(0)? sin(0)? p*by10c020—
COS(Q) ( ) p ap20C110 — COS(H) SIH(G) p a110Co20 + COS( )SlIl( ) p4b0200020 + COS(9)4P3§-61016200 +
cos(0)* p*Ebanocro1 —sin(0)? p>Eagir cono —sin(6)? p>Eanaocorr +cos(6)? p?E2boozcaoo+cos(0)? p*E2b1gr c101+
COS(Q)BP 5 b2006002—81n( )3,0252&0020020—Sin(9)3p2§2a0110011—sin(8)3p2§2a0200002+COS(0)301p2§b200+
cos(0)%p&3bonacior + cos(0)? pE2bio1cooe — sin(0)*c1 p*Eanzo — sin(8)?p& agoacorr — sin(0)? p&aoi1coos +
cos(0)%c1 p€2byg1 —sin(0)?c1 p€2agy1 —cos(0)? sin(0)bp3Cy19—cos(6)? sin(0)2bp> Coao+cos(0)° pbagocano—
sin(0)® ptagaocozo+c08(0) € booa ooz —sin(0) €2 agoacona+c0s(0) c1E3bgor —sin(0) c1 E3 agoa—cos(0)*bp® Copo—

Sln(9)4bp3 0020] .

Le systéme ((3.4) est équivalent au systéme (|2 avec T = (p,&),t =0,
Fl(tax) = (F11(97p7 f)a F12(¢9, P f)) F2(t 23) (F2 (9 Ps 5) F22(9 Ps 5)) et T' = 2m.
Calculons la premiére fonction moyennée f1 = (f11(p, &), fi2(p,§)), o

fll P> - f 11 (9 pa dea
pour ¢ = 1,2, on obtient

fulp.§) = A2 a0 2 hon)S),

~ p*(coz0 + ca00) + 26(c1 + coo2€)
fi2(p, €) = % :

On résout le systéme

Fuu(p,€) = 0,
{m( =0 (3.6)
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Co20 1+ C200 _ 20,
aior + bo1 " a1+ borr "
Cette solution est définie si les conditions (i) et (ii) sont vérifies.
Ensuite, on vérifie que
Ofn Ofxn

D(p,€) = det 3%2 0%2 # 0. (3.7)

2\/_ 261%0002 — a101(G101 + bon)
) =(

On trouve (p,§) =

dp 8_§ (p,8)=(p:€)

D’ou, le systéme (3.6 a une seule racine positive qui produit un unique cycle limite bifurque de

lorigine du systéme (3.1)).

Exemple 3.1 Soit le systéme

&= —2ex?+ex — a2 — Y,
§=ey+ 322+ 3xz — 2ylz + z, (3.8)
2= —ez+4x® + 2% + §5x2.

Les wvaleurs propres du point d’équilibre (0,0,0) du systéme (3.8) sont € +i et —¢.
Le systeme (3.4)) associée au systéeme (3.8]) comprend les fonctions suivantes

3 3 1 3 3
= 1 sin(9)p* + 2 sin(20)p€ + 5 cos(20)p¢ + 2 sin(36)p? — §p§ +p,
Fiy = =&+ p?cos(20) + 3p%.

Pour déterminer le cycle limite, on résout le systeme suivant :

1
g —_ 2 —
fra(p,€) = 3p> =€ =0,
2 2
Le systeme (3.9) admet une unique racine (\/?_, 5)

Vérifions maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul, ot

3 3
D(p, &) = det(M) = det (‘55 +1 —5,)) .
6p -1

On obtient

Donc, le systeme admet un cycle limite qui bifurque de [’origine.

Maintenant on étudie la stabilité de ce point. Pour ceci, on calcule les valeurs propres de la matrice
M au ce point.
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1 7 1 7
On trouve (—5 + gi, 5 \/7—2)

Alors, ce cycle limite est stable.

En revenant par les changement des variables, on obtient le cycle limite du systéme (3.8|) tel que

V2 V2 2

(x(t,e), 2(t,e), 2(t,e)) = 6(? cos(0), 5 sin(0), §)

0.0044
0.0027
[

-0.002

-0.004-
E

0.004

-0.004 _0.002

0
0.002 {3{3{34{3{3{34

FIGURE 3.1 — cycle limite stable du systéme (3.8) pour e = 1073

Exemple 3.2 Soit le systéme

i = 3ey?® +ex — 2yz — v,
y=cy+a*+2yz+uz,

1
Z= 3 322 + 2y% + bey?.

Les valeurs propres du point d’équilibre (0,0,0) du systéme (3.8) sont € +i et _Zg'

Le systeme (3.4) associée au systeme (3.10) comprend les fonctions suivantes
1 1
Fi = 1 sin(9)p* — sin(20)p& — cos(20)pé + 1 sin(30)p? + p€ + p,

1 D 1
Fio = —Zg - §p2 cos(26) — §p2.

Pour déterminer le cycle limite, on résout le systéme suivant

fu(p,§) = p(§ +1) n 0,
f12(p,§) = —§P2 - Zf = 0.

Le systéeme (3.11)) admet une unique racine (7, -1).
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Vérifions maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul, ot

_ E+1 p
D(p,§&) = det(M) = det < —p _1) :

On obtient

D(%5-—1) = —z.

Donc, le systéme admet un cycle limite qui bifurque [’origine.

Maintenant on étudie la stabilité de ce point. Pour ceci, on calcule les valeurs propres de la matrice
M au ce point.

On 1 17 V401 17 V401
n trouve <ﬂ + TR 7)

Alors, ce cycle limite est semi stable.

En revenant par les changement des variables, on obtient le cycle limite du systeme tel que

(x(t,e), 2(t,e), 2(t,e)) = 8(? cos(0), \/75 sin(f), —1).

{J.{I[Jl—l
0.001 :- ]
N
0.00 1—- ]
{J.{){Jl-:
-0.002

-0.002
-0.001
0

0.001
0.002

X

FIGURE 3.2 — cycle limite semi stable du systéme (3.10) pour e = 1073

Théoréme 3.2 En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre deuz, on obtient au plus trois
cycles limites qui bifurquent de l'origine du systéme (3.1) quand e = 0.

Preuve
Pour passer a la théorie de moyennisation d’ordre deux, on annule (f11(p, &), fi2(p,€)). Alors, on
prend
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a; = 0,bp11 = —ai01, C200 = —Co20, ¢1 = 0, coo2 = 0.

Substituons ces conditions dans Fii, Fia, Fo, Foo.
Ensuite, on calcule I'expression suivante

0Fy, 0Fn

50 GE | ([T Fn(0.p.€)d8\  (Fn(s.p.€)
oty ob ( I Fﬁ(e,p,@de) + (Fil(m&))’
dp o€

on intégre cette expression entre 0 et 27 et on divise par 27, on obtient le systéme

fa1(p, &) = %P[Uo + Us& + Uap® 4+ Usé?),
faa(p, ) = %[Vof + Vip? + Vol + Vag? + Vig?],

ol

Uo = agb,

Ui = b(Aio1 + Bo11)/2,

Us = [(a110a200 + @o20(2a110 + 2b020) — 22000200 + b110(bo20 + b200)]/8,

Us = [boo2(@o20 — a2200 — b110) + aooz2(a@110 + bo2o + baoo) + ao11(aro1 + bor1)]/4,

et

Vo = cab,

Vi = b(Co20 + Co20)/2,

Vo = 8bCoo2,

Vi = [(Bao2o + a200 — b110)co11 + (3ao11 — bio1)co20 + C101(@110 — bo2o — 3b200) + c110(@101 — bor1) +

caoo(a11 — 3b101)]/8,
Vi= [%020011 - 50026101]/4
Pour chercher les cycles limites, on résout

fa1(p,€) =0,
{ Pl €) — 0 (3:12)

En résolvant la premiére équation par rapport a p et en évitant les solutions avec p = 0, on
trouve

P vV —Uo — Ur§ — Us€? P vV —Uo — Ur§ — Us€?

1 — sy P2 — ’
VU VU

avec Uy # 0.

Puisque p > 0, on n’accepte que p;.

Substituons p; dans faa(p, &) on trouve :

UV — UsVs
U2

UsVo = UsVi = Uh Vs
U2

UsVo — Uh Vi = UpVs
U2

U1
U2

£+ £+ 3 =0.
On choisit les coefficients du systéme (3.1]) de telle maniére que 1’équation cubique peut prendre

trois racines réelles. Soit & une racine de ’équation cubique.
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On suppose que (p, &) est une solution de (3.12)). Pour obtenir un cycle limite du théoréme 3.2, on
doit avoir
Ofn  Ofn
- 0 0
D(p,€) = det | Ff. af; £ 0. (3.13)

5_0 5_6 (p€)=(p£)

Les solutions de systéme ([3.12)) qui vérifient la condition (3.13) satisfont les hypothéses du théoréme
2.2. D’on, d’aprés le théoréme de moyennisation d’ordre 2 le systéme (3.1]) a au plus trois cycles
limites.

Exemple 3.3 On considére le systéeme quadratique

.1, 21,
ngex—l—y—xy—i—xz—ky _§Z’
1
y=—x+ §62y — 2% +y? —yz, (3.14)
3 3
2= —5522 —2? +day +y? — dyz + 55:52.

2 -3 2
Les valeurs propres du point d’équilibre (0,0,0) du systéme (3.14) sont % +1i et 2€

Le systeme (3.4) associé au systéeme (3.14)) comprend les fonctions
1 1 1 3 1
Fyy = (552 — ZPQ) cos(0) — p€ cos(20) + Z—lp2 cos(36) + ZPQ sin(36) — Z—lp2 sin(0)),

Fy = %(2p3—2p£2—2p+4p2§ cos(0)—5p? cos(20)+6p(p*—&2) cos(40)+12p*¢ cos(50) —3p® cos(66) —
4p? sin(66) — 4p*E sin(56) + (10pE? — 2p%) sin(46) + 8(p*¢ — £3) sin(30) + (26*/p — 4p€?) sin(26) —
4p*¢ sin(6)),

Fiy = ;52 + p? cos(260) — 2sin(20)p* + 4psin(9)E,

1 ) 5 1 1 5t 7
;722 = 553 - Z? + Zf - 10257 T e cos(6) + (p*¢ — §§j)COS(291) + (pr2 — 1—?p3) cos(360) —
%p% cos(40) — 1_6'03 cos(50) + 1—6p3 sin(50) — p*E sin(46) + (§p§2 — 1—6,03) sin(30) + §p2§ sin(260) —
pEsin(6).

Pour chercher les cycles limites, on résout le systéme

e 120
fa1(p,€) 80(,0 & —-1)=0, (315)

ulp,) = SECF7 +26 =36 +3) =0

V1
Le systéme moyenné (3.15|) posséde les racines (0,0),(1,0),(—1,0), (0, Z + ZT5),
3 V15
(0,7 —i=), (vV2,1), (=v2,1), (v/5,2), (—V5,2).

Comme p > 0 et £ réel, les solutions admissibles sont

(1,0), (v2,1), (V5.2

41



Vérifions maintenant que le déterminant calculé en ces racines est non nul,ot

3 1 1 1
A S ——p§

D(p,€) = det(M) = det | 8 8 SR 4 3

—pg —502 +38% =36+ 5

On obtient

D(1,0) = -, D(V2,1) = _i,p(\/g, 0 = 2

1
47
Donc le systeme (3.14) a trois cycles limites qui bifurquent de l’origine.

Maintenant on étudie la stabilité de ces trois cycle limites. Pour ceci, on calcule les valeurs propres

de la matrice M auz points (1,0), (v/2,1), (v/5, 2)
) (_ L V2 V2 1 \/i) <25 N V545 25 \/545)
477 22 272 278 8 '8 g8 7

Alors les cycles limites correspondants sont instable, semi stable et instable respectivement.

On obtient respectivement en chaque point (1,

Les cycles limites T'; pour i = 1,2,3 du systéme (3.3)) associé au systéme (3.14) et correspondant

auz racines (p, &) données par s’écrivent comme suit {(R;(0), z;(0)),0 € S'}.0n a

(50) = |(¢) + G gliigi 83) . (823)]

ol
—ipz cos(36) + ;lcos(ﬁ)p2 - ipz sin(9) + %pz sin(36) — %pg sin(26)
f(] Fll S, P, g)d — +181n(9)£2
fo Fia(s, p,§)ds 2

—p? + 4p€ + %sim(%)p2 + p? cos(26) — 4pcos(9)€ + 2520

Le cycle limite I'y peut étre écrit comme

1 1 1 1
Ri(0) = (_Z_l cos(36) + 1 cos(f) — 1 sin(0) + o sin(30))e? + ¢

1
z(0) = (—1+ 3 sin(26) + cos(26))e?
Le cycle limite Iy peut étre écrit comme

1 1 1 1
Ry(0) = (—5 cos(36) + 5 cos(6) + 5 sin(36) — 5/5811&(29))52 +ev/2,
2(0) = (=2 + 4v/2 + sin(260) + 2 cos(20) — 4v/2 cos(f) + ;9)52 +e.
Le cycle limite I's peut étre écrit comme

R3(0) = (—Z cos(36) + 2008(9) + zsin(e) + % sin(36) — v/5sin(26))e? 4 ev/5,

5
(=5 +8/(5) + §sm (20) + 5 cos(20) — 8+/(5) cos(0) + 66)e? + 2¢.
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D00%.004 7§ goe

FIGURE 3.3 — trois cycles limites du systéme (3.14) pour € = 1073

Exemple 3.4 On considére le systeme différentiel polynomial quadratique

1
= 562x+2y— 2y + 2x2 + 2% — 22,

1
y=—-2x+ 582y — 222 + 2% — 2z, (3.16)
1 1
= —Zezz —2? +day +y? — dyz + 16’22‘
g2 —e2
Les valeurs propres du point d’équilibre (0,0,0) du systéme (3.16)) sont 5 + 27 et T
Le systeme (3.4) associé au systéme (3.16))
3 1 1 1 1
Fi = Zp2 sin(30) — sz sin(f) — 1 cos(0)p* + ZpQ cos(30) — p€ cos(20) + 3 cos(0)&?,
1

Fyy = —(—4p3¢ sin(50) + 6 cos(40) p* — 6p°E2 cos(40) — 3p* cos(60) — 4p*E? sin(20) + 26* sin(26)—

16p
4p*sin(60) — 2p* sin(40) + 1022 sin(40) + 12p3¢ cos(56) + 8 sin(360) p3& — 8p&3 sin(36) — 5 cos(20) p?+
4p°E cos(0) — 4sin(0)p*E + 2p* — 2p°¢* — 4p?),

1
Fio = —p?sin(20) + §p2 cos(20) + 2psin(F)E,

1 1 1 1
Fy = —553 cos(20) + p*¢ cos(20) — S sin(6)p&? + §p§2 sin(36) — Z cos(0)p&% + prz cos(36) — Zp2§ -

1 1 1
§p2§ sin§29) —p*¢sin(46)— 2,025 cos(40)— %p?’ cos(30) —1—%,03 sin(50)— T sin(360)p® — Ep?’ cos(50)+

1 1
Sl By
126 8§+8§'
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Pour chercher les cycles limites, on résout le systeme

_ Ll _a—y
for(p,€) = golp* =€ = 2) =0, (3.17)

. ) = —36( 262+ 36— ) = .

V15
)

1
Le systéeme moyenné (3.17)) posséde les racines (0,0), (v/2,0), (—v/2,0), (0, 3 +1

0.4 =i Y00) (VB —1). (B 1. VT D), (v D).

Comme p > 0 et £ réel, les solutions admissibles sont

1 3

(\/ia 0)7 (\/éa _1)’ (Ema 5)

Vérifions maintenant que le déterminant calculé en ces racines est non nul, ot

3 1 1 1
o §P2 - —52 - Z —pr
2F 17 T3S Ty

1
8

3

1
On obtient D(\/2,0) = 16 D(V3,-1) = 1>

3. 255
=2 D(=VI7,2) = =22,
3 PGVIT5) = 556

Done, le systeme (3.16)) a trois cycles limites qui bifurquent de [’origine.

Maintenant on étudie la stabilité de ces trois cycle limites. Pour ceci, on calcule les valeurs propres
1 3

de la matrice M aux points (v/2,0), (v/3, —1), (5\/17, 5)
, , o 30 15 /105 15 105, 25 /370 25
On obtient respectivement en chaque point (=, —=), (= 4+ ——,—— ——), (= + ——,— —
2 87 16 16 16 16 16 16 16
V 370>
16 7

Alors les cycles limites correspondants sont semi stable, instable et instable respectivement.

Les cycles limites T'; pour i = 1,2,3 du systéme associés au systéme (3.16)) et correspondant aux

racines (p, &) données par (3.17) s’écrivent comme suit {(R;(0), z:(0)),0 € S'}. On a

(20) =< |(6) + (ﬁz e 83) : (823)]

ou
1 1 1 1 1
) —ZpQ cos(36) + 1 cos(0)p? + 3 sin(0)&? — §p§’ sin(26) — leQ sin(0)
F Y Y d 1 .
(fmengm) e
o t'12\°os M

1
—p* + 4p€ + 5 sin(20)p* +, ho* cos(20) — 4p cos(0)€ + ;{20

Le cycle limite I'y peut étre écrit comme

Ri(6) = (—% cos(36) + %cosw) - %Sin(@) + %5111(30))52 +eVE,

21(8) = £2(cos(26) + %Sin(%) ).
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Le cycle limite Ty peut étre écrit comme

Ro(6) = (—Z cos(30) + 2008(9) ~ Tsin() + %ﬁ sin(26) + 7 sin(36))< + =3,

29(0) = 52(—; —2v/3 + Zsin(?@) + 2005(26) 4+ 2v/3 cos(6) + éG) —c.

Le cycle limite I's peut étre écrit comme

17 17 1. 3 . 17 . 5 1

R5(0) = (—1—67005(36’) + 16 c;)s(Q) + 16 81r71(0) - g\/17 sin(26) + 5 sin(30))e* + 55\/17,
1 3 1 1 3 9 3

_ 2t 2 2 A 9 i 0

23(0) = e*( 5 + 2\/17%— 16 sin(20) + 3 cos(20) 2\/17COS(9) + 326’) + 5E"

0.000

! i o002 0006

-0.002 L -0.002
_0006 0002

FIGURE 3.4 — trois cycles limites du systéme (3.16]) pour ¢ = 1073
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CHAPITRE 4

LA BIFURCATION ZERO-HOPF DES SYSTEMES
DIFFERENTIELS POLYNOMIAUX QUADRATIQUES EN
DIMENSION 4

Dans ce chapitre [4], on applique la théorie de moyennisation d’ordre deux pour étudier le
nombre maximum de cycles limites qui bifurquent de 'origine du systéme différentiel polynomial
quadratique de la forme

r 2
T = (are + age?)x — (b+ bie + bye?)y + Z e X;(x,y, 2, w),
=0
2
v = (b+bie+be®)x+ (a1 + ae?)y + Z 'Y (x,y, z,w),
=0
, (4.1)
= (cre+ce?)z+ Z e17;(x,y, z,w),
=0
2
w = (die + deg?)w + Z EWi(x,y, z,w),
\ 7=0
ol
Xi(z,y,2,w) = ajor? + ajizy + ajprz + a;3Tw + a4y

+  aj5yz + ajeyw + aj7z2 + ajgzw + aj9w2,

Yi(z,y,z,w), Z;j(x,y,z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la méme expression que X;(z,y,z, w) en rem-
plagant aj; respectivement par bj;,cj; et dj; pour 7 = 0,1,2 et ¢ = 0,1,...,9. Les coefficients
@ij, bij, Cij, dij, a1, az, as, b, by, ba, bs, c1,ca, c3,dy, da, d3 sont des parameétres réels avec b # 0.
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Théoréme 4.1 (a) En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre un, on obtient au plus
deuz cycles limites qui bifurquent de l'origine du systéme (4.1) quand e = 0.

(b) En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre deux, on obtient au plus 9 cycles limites
qui bifurquent de l'origine du systéeme (4.1)) quand € = 0.

Preuve de la partie (a) de théoréme

On commence par un changement de variable (z,y,z,w) = (¢X,eY,eZ, cW). Ensuite, on passe
aux coordonnées cylindriques (X,Y,Z, W) = (pcosf, psinf,n, ). Aprés, on considére § comme
une nouvelle variable indépendante.

Le systéme devient sous la forme

’
d
d—g = 5F11(97p, 77,{) + 52F21(071077]a 5) + 0(53)7
d
d_z - Z5P’12(‘9a Ps 7775) + 52F22<07 P, 7776) + O<63>7 (42)
d

\ d_g - 8F13(9a P, 7775) + €2F23(07 P, 7776) + 0(53)‘

ol

F = %(sin(@) cos(0)bo3pé + cos(0) sin(@)agsnp + cos(0) sin(0)aospé + sin(0) cos(0)boanp + a1p +
boap? sin(6) + cos(0)agsp* + bospé + cos(0)bor p* + bosnp + cos(0)>agop® + cos(8)agrn® + sin(0)born® +
cos(0)agel? — b1 cos(6)3p* — agy cos(0)2p? + sin(0)boe&? — sin(6)boy cos(0)?p? — bos cos(0)*np —

bos cos(0)%p€ + sin(6) cos(8)2bop? + sin(6)bosné + cos(0)agsné + cos(0)? sin(6)agy p* + cos(6)2aganp +
008(9)21%3%)7

Fio = i (E2co9+Ep cos(0) oz +Epsin(0) o +Encos + p* cos(0)? oo + p? cos(0) sin(6)cor + p cos(0)ncos +
p?sin(0)%cos + psin(0)ncos + n*cor + ney),

Fig = %(5261094'50 co8(0)dos +& psin(0)dos +Endos + p? cos(0)>doo+p? cos(0) sin(0)dor +p cos(6)ndoz +
p*sin(0)3dos + psin(0)ndos + n*dor + ndy),

Fy = g(cos(@)§2a19—|—c0s(8)n2a17+p2 cos(0)3ar9+cos(0)%agp+sin(0)n?byr+sin(0)E2byg+sin(6)2azp+

p?sin(0)3b14 + cos(0)Epsin(0)ay + cos(0)psin(f )na15 + sin(6)&p cos(0)big + sin(0)p cos(§)nbr2 +

cos(0)Enars + cos(0) p? sin(6)?ars + Ep cos(0)2arz + p* cos(6)? sin(@) a1 + p cos(0)?naiz +sin(0)Enbs +

sin(0) p? cos(0)2byo+Ep sin(0)?big+p* cos(0) sin(0)2byy +p sin(0)*nbys — » (cos(8)agrn?+cos(0)ag&?+
p

agop? cos(0)3+cos(6)2a p+sin(0)born? +sin(0)boo& 2 +boap? sin(0)3+sin(0)*ay p+cos(6) agdp? sin(0)?+

c0s(0)ao8né +aglp? cos(0)? sin(0) + agzp cos(0)*n+ agzp cos(0)?E +sin(0)bosné +sin(0)boop? cos(0)? +

bo1p? cos(0) sin(6)? + bosp sin(6)n + bogp sin(0)€ + cos(8)agsp sin(0)n + cos(0)agsp sin(6)E +

sin(@)boep cos(8)n + sin(0)bgzp cos(0)&)(cos(8)bosp sin(0)n + cos(0)bosp sin(0)E — sin(0)agap cos(0)n —

sin(0)agzp cos(0)E + cos(0)bosp? sin(6)? + cos(0)bosné + bor p? cos(0)? sin(6) + boap cos(6)*n +

bozp cos(0)%€ —sin(6)agop? cos(6)? —sin(0)apsné —agy p? cos(0) sin(0)? — agbp sin(0)*n — agsp sin(0)?€ —

apdp® sin(0)3 + sin(0)%b1p + cos(0)born® + cos(0)bag&? + cos(0)2byp + boop? cos(0) — sin(6)agrn® —

Siﬂ(e)af.gﬁ?))a

Fyy = 3(52019 + &pcos(B)ciz + Epsin(B)ciséneis + p? cos(0)?eip + p? cos(0) sin()cyy + p cos(0)ners +

1
p*sin(0)cra+psin(0)ncis +ncrr+nca — bp (§%co9+E&p cos(0) coz+Ep sin(6) cos +Encos +p? cos(0) o+
p? cos(0) sin(0)coy + p cos(0)ncoe + p* sin(0)?coq + p sin(0)ncos +ncor +ncy ) (—bos cos(0)3 p? — agsnp +
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cos(0)3bgop* —cos(0) agy p*+cos(0)bog &2 —ags p&+agr cos(8)3 p?+-cos(8)bosp® —sin(0) age&+cos(6)born*—
apap® sin(0) — sin(0)agrn® + bip — sin(6) cos(0)?agop? + sin(f)ags cos(0)?p* + sin(6) cos(0)?bo1p* +
ags cos(0)*np + ags cos(0)?p& + cos(0)bganp + cos(6)2bozpé + cos(0)bogné — sin(8)agsné —

sin(0) cos(0)aganp — sin(0) cos(8)agsp€ + sin(h) cos(0)bosnp + sin(f) cos(8)bospf)),

1
Fy3 = Z(Sleg—i—{p cos(0)dy3+Epsin(0)dig+Endig+ p? cos(0)2dyo+p? cos(8) sin(6)dy1 + p cos(0)ndia+

1
p*sin(0)2dy4+psin(0)ndis+ndir+Edy— W (€2dgg+Ep cos(0)doz+Ep sin(0)dog+Endog+p* cos(0)?doo+

p? cos(0) sin(0)do1 + p cos(0)ndoa + p* sin(6)?dos + p sin(0)ndos +n>dor +Edy ) (—bos cos(0)3 p? — aghnp+
c0s(0)3bgop* —cos(0)agy p*+cos(0)bg &% —ags p&+agr cos(6)? p?+cos(6)boup* —sin(0) age&*+cos(6)born?—
agsp? sin(0) — sin(f)agrn?® + bip — sin(6) cos(0)?agop® + sin(6)agy cos(0)?p* + sin(6) cos(0)%be1 p* +
ags cos(0)*np + apb cos(0)?p€ + cos(6)2bganp + cos(0)?bezpé + cos(0)bosné — sin(6)agsné —

sin(0) cos(0)aganp — sin(f) cos(8)aozp€ + sin(0) cos(8)bosnp + sin(8) cos(0)bogps)).

Le systéme (4.2)) est écrit sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyennisation, on

prend Tr = (pvna€)7t = 07 Fl(th) = (Fll(p7777§)7 Fl?(panag)a F13<p7n7£))a
Ey(t,z) = (Fa(p,m,€), Faa(p,m, €), Fas(p,m. €)), T = 2m.
On calcule la fonction moyennée du premier ordre fi; = (fi1(p,1,£), f21(p,n,£), faz(p,n,€))

fu(p,n,§) = %(0(2% + (ao3 + bos )€ + (aoz2 + bos)n)) = 0,
fi2(p,m, &) = %((Coo + o) p” + 2(coo€” + n(cr + cosé + com))) = 0, (4.3)
\ f13(p,m, &) = %((doo + d04)/02 + 2(&(dy + doo&) + dosén + d07772)) = 0.

Résolvons la premier équation f1; du systéme (4.3)) par rapport &, on obtient

20, + (ag2 + bos)n
ao3 + bog

avec ap3 + bog # 0.
Substituons (4.4)) dans fop et foz du systéme (4.3)), d’ou

( 1 8@%009 2

g = (35 + (coo + coa)p® — ————5
2() (aog + 606)2 ( ) (CL03 + b06)2
2a1bocos — 4agaaicog — 4arboscog — a%gcl — 2ap3bosc1 — b?)ﬁcl)nJr

(2@03@1 Cog+

2 2

—(%3007 + 2ap3boscor + 506007 — @p2003C08 — G03b05Co8
Bor )2

(aos + 06)

—ag2boscos — bosbosCos + aacog + 2a02boscog + biscoo)n?) = 0,
1 4a1(2a1dgg — apsdy — bosd 2

— a1(2a1dog — aps 12 06d1) —|—(d00+d04)p2— .
2b (CL03 + bO6) (CLOB + b06)
(2apza1dos + 2a1boedos — 4dageardog — 4ar1bosdoy + ao2aosdi+

aosbosd + aozbosd + bosbosdi)n + (a(2)3d07+

gi2 =

(@o3 + boe)?
2a03bosdo7 + bgadm — ap2a03dog — Aozbosdos — ap2bosdos
—bosbosdos + adydog + 2a02bosdog + bisdoo)n?) = 0.

48



Ce systéme a 4 racines réelles. On élimine p? entre les deux équations g;; = 0 et g1 = 0, on
obtient une équation quadratique en 7 qui a au plus deux racines réelles. Substituons 'une de ces
deux racines dans l'expression de p?, on obtient deux racines réelles. Comme p > 0, le systéme
posséde au plus deux racines réelles.

Soit (p, 7, £) une solution de (4.3). Pour obtenir un cycle limite, on doit avoir

g afn
b of, (9f12

on
b ofs o
dp  On  0&

D(p, 7, &) = det

7 0.

(Pﬂhﬁ):(ﬁ;ﬁ’ )

Donc, d’aprés la théorie de moyennisation de premier ordre le systéme (4.1)) a au plus 2 cycles
limites dans une bifurcation zéro Hopf de l'origine.

Exemple 4.1 On considére le systéme suivant

(d 3
d—f = gyt 2yw — 6zw + (y? + 27)e,
d 3 1
Yo 2w (2y — —yw)e,
dt 2 4
p (4.5)
z
= = y? — 3w? + (=3zw + 32%)¢,
d
\ d_z: = y?+ 2% — 8w? + zze.

3
Les valeurs propres du point d’équilibre (0,0,0,0) du systéme (4.5) sont 2e + 52 et 0 de multiplicité
2.
Le systéeme moyenné associé au systéeme (4.5)) est

fll(Pﬂ%f) = _610(2 +3€>7
le(p777a€) = _362 + §p27
fis(pin, &) = 2772 + Zpg —12¢%.

Pour trouver les cycles limites on résout le systéeme

fll(p777a€) = 07
f12(p7 n, 5) = 07 (46)
f13(P777:f) = 0.

Le systéeme (4.6) posséde deux racines (p,1,£), avec p > 0
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Calculons le déterminant en ces deux racines, ot

—12—-18¢ 0 —18p

3 B —
D(p..§) =det| 3P 0 &
3 B _
5p 3’/7 _246
On obtient 9
oo (Aofn L) —296V6 40
6(P, n, 6) (p,7,€)=P12

Comme les déterminants sont non nuls, alors le systéme (4.5)) a exactement deux cycles pour € # 0
suffisamment petit.
En revenant par les changement des variables, on obtient les deux cycles limites du systeme (4.5))

tel que :
4 4 2v6 2)

(x1(t,e),y1(t,€), z1(t, ), w1 (t,e)) = ¢ (g cos(h), 3 sin(0), =373

(x2(t,€),y2(t,€), 22(t, €), wa(t,e)) = € (% cos(f), %l sin(0), —2—\/6, —2> )

Exemple 4.2 On considére le systéme suivant

(i
dt

d 1
d—y = x—3zw+ (2y — §yw)5,
a (4.7)

1
= —y+ YW — 2x2 + 2xy + (2% + 22)e,

d
d—; = 227 —w? + (2y% — 2?)e,
d

\ d—qf = 22— 6w? +yze.

Les valeurs propres du point d’équilibre (0,0,0,0) du systéme (4.7) sont 2e i et 0 de multiplicité
2.
Le systéme moyenné associé au systeme (4.7) est

fulp,n,§) = —pn—E-2),
fia(p,n, &) = =& 407,
fis(p,n, &) = n* =68

Pour trouver les cycles limites on résout le systéme

fll(p7777€) = 0,
fl2(p7 7, g) - 07 (48)
fis(p,n,€) = 0.

20



Le systeme (4.8)) posséde deuz racines (p,7,&), avec p > 0

2 2 12 2 -2 2 2 2 12 2 -2 2
P=(-24+2V6Z2_2V62_-2 P=(24+2V62+262+2
! ( 5+5¢6’5 5\/6’5 5\/6)’2 (5+5\/6’5+5\/6’5+5\/6>’

Calculons le déterminant en ces deux racines, ot

—N+E{+2 —p =P
D(p,7,€) = det 2p 0 -2
27 —12¢

On obtient
D(Py) = 6.587428097 # 0, D(P,) = —37.30742811 # 0.

Comme les déterminants sont non nuls, alors le systéme (4.7)) a exactement deux cycles pour € # 0

suffisamment petit.
En revenant par les changement des variables, on obtient les deux cycles limites du systeme (4.7)

tel que :
12 2

(z1(t,€), y1(t,€), z1(t, ), wi(t,€)) = € ((—g + 2\/6) cos(6), (—% + g\/é) sin(9), — — g\/6, % — g\/é) :

(walt, <), ya(t, ), za(t, ), walt,2)) = ¢ ((§ " §¢6) cos(6). (§ " ;@ sin(6), o+ V6,2 ¢ %Jé) .

Preuve de la partie (b) de théoréme
Pour passer au deuxiéme ordre, on annule la premiére fonction moyennée et pour ceci on prend :

ap =dy =c1 =0, byg=—aps, bos=—ap2, co9=cos=cor =0,

dos = —dpo, dog = dos = do7 =0, cos = —Cpo-

Substituons ces conditions dans F117 F12> F13, Fgl,ng, F23.
Ensuite, on calcule la deuxiéme fonction moyennée fo = (fa1(p,n,€), fa2(p,n,€), fa3(p,n,€)), on
trouve

fai(p,n,§) = #(Uo + Urp? + Ul 4 Us&? + Ugn + Usén + Usn?),
1
fa2(p,m, &) = 2_b2(V°'02 + Vip2€ + Vo2 + V383 + Vin + Vspn
+ Ve + Ve&2n + Van? + Voén? + Vign?), (4.9)
1
fas(p,m, &) = @(WOPQ + W€ + Wop?E + Wa&% + Wi + Wipn
+ Weln + Wa€2n + Wen? + Woln? + Wign®),
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ol

et

et

Vio

Wio

=+ 1

[ (|

8&2[),

apoto1 + ao1aos — 2a00boo — boobor + 2a04bos — bo1bos + apscoo + bozcoo
ap2Co1 + aosdoo + bozdoo — ao3dot,

4b(a13 + bis),

4(ap1agy + 2a09bos — 2a00boy — bo1boy + boscos — aoscos + 2boodos — 2ag9dos),
4b(ar2 + bis),

4(ap1aos + 2a0sbos — 2a00bos — bo1bos + boscoz + 2bg7co3 — agscos — 2ap7cos
2b09do2 + bosgdoz — 2apg9dos — a08d06>7

4(agragr + 2a97bos — 2a00bor — borbor + 2borco2 — 2ag7cos + bosdoz — aosdos),

b(cip + c14),

—(aoscoo + bozcoo — ao3co1 + boocos + boacos — Co3Cos — GooCos — Ao4aCog
Co2C06 — Coedos + Cozdos),

2b019,

—2(509003 - G09006),

2b02,

—(aosco0 + bozcoo — ao2¢01 + boocoz + boacoz — aooCos — oacos — Cosdoz + Co3dos),
bCIS7

—2(509002 + bosCo3 — apgCos — 008006),

2b617,

_2<bOSCO2 + bo7co3 — apgCos — CL07COG);

—2(507002 - a07005);

b(dyo + dia),

2bd,

—(aosdoo + bosdoo — ao3dor + cosdoz + boodos + boados — co3dos — aodos — aoados),
2bd9,

—2(bggdoz — apedos),

—(apsdoo + boadoo — ao2dor + boodoz + boadoz + cosdoz — aoodos — apados
co2dos + dosdos — doados),

2bd187

—2(509d02 + bosdosz — agedos — a08d06)7

2bd177

—2(bosdoz + bordos — aosdos — aordos),

—2(bo7d02 - ao7d05)773-

On résout la premiére équation for(p, n, &) du systéme (4.9) par rapport a p?, on trouve

avec Uy # 0.

o U+ U+ Us&? 4+ Usn + Usén + Usn?

= 0 (4.10)
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Substitue (4.10) dans fy;(p,n,&) = 0 pour ¢ = 2,3, on obtient deux polynémes

gn = Co+ Cin+ Cof + Csn? + Cuné + Cs€2 + Con® + Con*E + Cné? + Co&?,
g2 = Do+ Din+ D& + Dsn? + Dyné + Ds&* + Den® + D& + Dgné® 4+ Do&?,

ou C; et D; pour ¢ = 0..9 sont des paramétres réels donnés par :

Vol
Cy =
0 U1 )
—VoUy — V5Up + V4Uy
Cl - )
Uy
—VoUs — V1Ug
Csy = ,
2 U,
—VoUs — VsUy + VsU,
Og - 9
Uy
VeUr — VoUs — ViU, — V5Us
04 - )
Uy
—VoUs — ViUy + VoU,
C(5 = s
Uy
Cn = —VsUs + VioUs
6 Ul )
—ViUs — V5Us + VoUy
07 - )
Uy
—V1Us — VsUs + V72U
CS = )
Uy
—V1Uz + V3U,
Cy = ,
9 U,
et
—WoUy
Dq =
0 (]1 )
—WoUs — W5U,
D, =
1 Ul )
—W()UQ - W2U0 + WlUl
D2 = )
Uy
—WOU6 — W5U4 + WSUI
D3 - )
Uy
D, - WUy — WoUs — WUy — WU,
4 — Ul )
—WOU3 - W2U2 + W3U1
D5 = )
Uy
—Ws5Us + WioUy
D6 = 3
Uy
_WQUG — W5U5 + W9U1
D7 = )
Uy
—WoUs — WsUs; + W,U;
D8 = U )
1
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—WsyUs + W, U,y
Uy '
D’apreés le théoréme de Bezout, le systéme go1(n, &) = 0, gaa(n, &) = 0 a 9 racines réelles. Comme
p > 0, on déduit que le systeme a au plus 9 cycles limites.
Soit (p, 7, £) une solution du systéme. Pour avoir un cycle limite, on doit avoir

Ofsi Ofsr Ofan
0 0 13)
O afZZ 8f§2

by 0f o
dp  On  0&

Donc, d’aprés la théorie de moyennisation de deuxiéme ordre le systéme (4.1)) a au plus 9 cycles
limites dans une bifurcation zéro Hopf de 'origine.

Dy =

D(p,7,€) = det _#0.

(p:m,6)=(p,71,€)

Exemple 4.3 On considére le systéme suivant

(d 1 )
d—f = —4€2x—y—2w:c—wy—1;2—2xz—4y2+yz+§zw+1w2
3
+ e(2zz + brw) + (222 + §y2 —yz),
d
d_:Z = x—4%y — 3zz + 2w — 2yz + 2yw + 22w + £(3wy + Ty + 2y=2)
+ eX(Twy + xz + yz), (4.11)
d 1
d_i = 1262z — dwx — 42* — 222 — 2y* + e(—dwz + 162?) + *(w? — 522),
dw 2 2 2 2
o= 16e*w — 2wz + 4x° + 4oy — 22z — 2y° + e(—4w® — 4zw)
\ + e*(6wz — 5z?).

Les valeurs propres du point d’équilibre (0,0,0,0) du systeme (4.11) sont —4e* +1i , 12¢% et 162
Le systéeme moyenné associé au systéme (4.11)) est

far(psn, &) = —2p(24n— 264+ n* 428 — p*> +nE) =0,
fa2(psm, &) = dn(ng — p* +28% +n—E+3) =0, (4.12)
fas(psm, ) = 4 +nE—p* —n—E4+4)=0.

Pour trouver les cycles limites on résout le systéme (4.12)), on obtient 9 racines (p,7,£&) avec p > 0

11
(\f oo), (1 649006850, 0, = + \/_ ) (2 186498663, 0, 7 4\/1_7>,

P4:<\/§,1+\/§,0>, P5:<\/§,1 \/_1>, (2932684033 14 \/_+ \/_ 1+ \/_)
1 1 ~1 1
P, = (1.990205306, 1— 1\/3 — Z\/i v Z\/ﬁ) ,

1 1 ~1 1
Py = (1.832239702, L+ V34— 71‘/5’ i Z\/17) ,
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1 1 ~1 1
Py = (2.254183858, 1— Z‘/3_4+ Zﬁ, e Zx/ﬁ) .

On doit vérifier que le déterminent en ces racines est non nul,

D(p,7,€) =
—27? — 27 + 657 — 4€% + 277 + 4€ — 4 —2p(=1+ 27 +§) —2p(—1 +4€ + 1)
et —8p1 12 4 47 — 4€ + 8E% + +4nén — 4p?  —47) + 16E7 + 47°
—8p& —4€ + 4€% + 8¢n 16 — 8¢ — 47 + 8@
On trouve
a(fllaleaflS)) <a(f117f127f13))
det ( 2220 | — 956 £ 0, det | — 223 )1 — —9096.068081 £ 0,
( a(ﬂ,nuf) Py % a(ﬂﬂ%ﬁ) P> %
det (M> = —215.9319199 + 0,
8(p7 na f) P3
det <M> = —5387.761039 # 0, det (M) = —500.2389639 # 0,
A(p,n,¢) B, A(p;n,§) By
det (M) — 19024.44101 # 0, det (M) — 5888.133430 £ 0,
a(pﬂ%é-) P a(ﬂﬂ]ag) Py
det (M) = 936.7583498 £ 0, det (M) = 6213.85563 0.
d(p:n,€) Py d(p:m,€) Po

Done, le systeme (4.11)) a 9 cycles limites bifurquant de l'origine pour € # 0 suffisment petit.
En revenant par les changement des variables, on obtient les 9 cycles limites du systéme (4.11)

(z1(t,€),y1(t, €), z1(t, €), wi(t, €)) = e(v/2cos(h), v2sin(6), 0, 0),

(x2(t,e),y2(t,€), 22(t, €), wa(t, ) = £(1.649006850 cos(t), 1.649006850 sin(t), 0, %1 + i\/l_ﬂ,
(23(t,2), ys (£, €), 25t 2), wa(t, 2)) — (2186498663 cos(t), 2.186498663 sin(t), 0, %1 _ im),
(xa(t,e),ys(t,€), z4(t, ), wy(t,€)) = (\/_Sln( t), \/gsin(t), 142, 0),
(z5(t,€),y5(t, €), z5(t, €), ws(t, €)) = (\/ECOS( )7\/§Sin(t)’_\/§>1)> ] ]
(z6(t,€), ys(t, €), z6(t, €), we(t, ) = £(2.932684033 cos(t), 2.932684033 sin(t), 1 + Z‘/3_4 + ZI\/§,
13V,
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X

T

= D R = T e

1 1
(z7(t, €),yz(t, €), z2(t, €), wr(t, €)) = £(1.990205306 cos(t), 1.990205306 sin(t), 1 — Z\/3_ — Z\/é,

s(t,e),ys(t, ), zs(t, €), ws(t,e)) = £(1.832239702 cos(t), 1.832239702 sin(t), 1 + i\/B_ — i\/ﬁ,
- VD),
o(t,€), yo(t, €), zo(t, €), wo(t, €)) = £(2.254183858 cos(t), 2.254183858 sin(t), 1 — ;1‘/3_4 + i\/i
— }L\/l_?).
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CHAPITRE b

LA BIFURCATION ZERO-HOPF EN DIMENSION 4 POUR DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS POLYNOMIAUX NON-LINEAIRES
HOMOGENES ET CUBIQUES

Dans ce chapitre [5], on étude 'existence des solutions périodiques bifurquant de 1'origine des
systémes différentiels polynomiaux dans R* non-linéaires homogénes cubiques ayant les valeurs
propres +bi et 0 de multiplicité deux, en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un et deux.
Ces systéemes sont de la forme

r 2
T = (are + ase?)x — (b+ bie + bye?)y + Z & X;(z,y, z,w),
=0
2
v = (b+bie+be®)x+ (ar1e + ae®)y + Z gY;(z,y, z, w),
=0
) (5.1)
z = (c1e+ce?)z+ Z e 7Z;(z,y, z,w),
=0
2
w = (die+ doe®)w + Zstj(x, Y, 2, W),
\ 7=0

ou

Xj(z,y, z,w) = ajor® + ajry + a;pr?z + aj3r*w + ajury® + ajsryz + aeryw + aruz’
2 3 2 2 2 2

Fa;8Tr2W + Aj9TW” + aj10Y° + G11Y° 2 + Qj12Y W + A513Y2° + aj14Y2W + Gj15YW

+CLJ'1623 + aj1722w + ajlgsz + ajlng,

Yi(x,y,2,w), Zj(x,y, z,w) et W;(x,y, 2z, w) ont la méme expression que X;(z, y, z, w) en remplacant
aj; par bj;, cj et dj; pour j =0,1,2eti =0,1,...,9. Les coefficients a;;, b;j, ¢;j, dij, a1, as, as, b, by, ba, bs,
1, Co, 3, dy, dy, d3 sont des paramétres avec b # 0.
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Théoréme 5.1 En appliquant la théorie de moyennisation du second ordre le systéme (5.1)) admet
9 solutions périodiques bifurquant de [’origine quand ¢ = 0 et ce nombre de solutions périodiques
est atteint si et seulement su la condition suivante est satisfaite (3agy + aos + bo1 + 3bo10)b # 0.

Preuve du théoréme 1.1

On commence par un changement de variables (z,y, z,w) = (¢X,eY,eZ, eW). Ensuite, on passe
aux coordonnées cylindriques (pcos@, psin@,n, ). Aprés, on prend 6 comme une nouvelle variable
indépendante.

D’otu le systéme devient sous la forme suivante

(
d
d_g = 5F11(9710ﬂ775> + €2F21(97p777a g) + 0(63)7
d
d_z = €F12(97pa777€) +52F22(97P777>€) +O<€3)7 (52)
d
L d_g = 5F13(97 P51, 5) + 821723(97 P, 5) + 0(63)7
ou
Fu(p,n,€) =
a
Fa(p.n.€) = 15,
fag
Fis(p,n,§) =
Fy(p,m, &) = (b sin(0)bgop® cos(0)? + bagrp cos(0)*n? + baggp cos(0)2E? + bagyp® cos(0)? sin(h) +

(

bagap? cos(0)>n —i— bagzp? cos(6)3€ + bagap® cos(6)? sin(#)? + bcos(0)agiop® sin(6)® + b cos(6)agi7n? §—i—
bcos(6 )a018n§2 + bEN?bor7 sin(0) + bEnbg1s sin(6) + bboy p? cos(0)? sin(6)? + bboap® cos(6) sin(0)> +
bbo11p? sin(6)3n+bbo12p? sin(0)3€ +bbo13p sin(6)*n*+bbo15p sin(6)26% +b cos(0) agrap sin(0)né +bsin(6)
bosp cos(0)né +baggp cos(0)*né +bsin(0)bgap? cos(0)*n+bsin(0)byzp? cos(0)2E+bsin(0)borp cos(0)n* +
bsin(6)bogp cos(0)E? + bbysp? cos(0) sin(6)?n + bbggp?® cos(6) sin(0)2€ + bbg14p sin(0)*né + bcos(0)
ap11p? sin(0)2n+b cos () agi2p* sin(0)?E+b cos(0)agizp sin(0)n*+b cos(0) agys p sin(0)£2 +bags p* cos(6)
sin(0)n+bagsp? cos(0)? sin(0)E+bE3borg sin(6) —a1by p+b cos(0)2azp+bagop® cos(8)+bbg1op> sin(0)* +
bsin(0)2agp + bcos(0)agie€> + becos(0)agisn® + bnPbois sin(0)),

Fy(p,n, &) = b%(cos(@)3bcgop3+cos(9)2sin(Q)chlp?’—i—cos(G) sin(0)2bcoap>+sin(6)3bcgiop> +cos(0)?begs
np*+cos(0)2bcz p*E + cos(0) sin(6)begsnp® +cos(0) sin(0)begs p*E +sin(6)2begr1np? +sin(0)?beg1ap?E +
cos(0)beorn?p + cos(0)beognp€ + cos(0)begopE? + sin(0)begizn*p + sin()bcoranpé + sin(0)beoysp€? +
beoisn® + beorrnE + bearsng® + beorgs® 4 bean — crnby),

1
Fys(p,n,€) = ﬁ(cos(9)3bdoop3+cos(9)2 sin(6)bdgy p? +cos(6) sin(0)?bdgs p> +sin(0)3bdoy0p® +cos(0)b

doanp®+cos(0)2bdyz p*E+cos(9) sin(0)bdysnp*+cos(0) sin(0)bdos p*E+-sin(6)2bdg11np*+sin(0)?bdg12p*E+
cos(0)bdorn?p + cos(0)bdosnpé + cos(0)bdogpE? + sin(0)bdy13n*p + sin(0)bdg1anp€ + sin(0)bdoyspE% +
bd0167’]3 + bd017772£ + bd01877£2 + bd019€3 + bdgf — dlﬁbl)

Le systéme ([5.2)) est écrit sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyennisation, on
prend

2

z = (p,n,&),
t=0,

o8



Fi(t,z) = (Fui(p,n, ), Fia(p, 1, ), Fi3(p,n,€)),
Fy(t,z) = (Fa(p,n. &), Faa(p,n. &), Fas(p,n, €)),
T = 2.

Calculons la premier fonction moyennée fi; = (f11(p, 0, ), f12(p,n, &), f13(p,n,§)) :

fuulp.n.§) = =F,
f12(p7777€) = %7
f13(pa777€) = dibg

Comme on cherche les solutions (p*,n*,£*) de fi(p,n, &) pour p* > 0, si a; # 0 la premier fonction
moyennée ne fournit aucune information sur les cycles limites du systéme .
Pour calculer la deuxiéme fonction moyennée, on annule la premiére fonction moyennée. Donc,on
prend

a; = C = dl =0.

On substitue ces conditions dans Fi1, Fio, Fi3, For, Fha, Fos.
Calculons la deuxiéme fonction moyennée, on obtient

Jar = ((3@00 + aos + bo1 + 3bo10)p* + 4(aor + 0013)1* + 4(aos + bora)né+
4(agg + bo15€* + 8az)),
Jo2 = ! (2001677 + 2¢om + 26 (corrn® + corsné + co106?) + (Coz + cor1)np*+
(cos + co12)°€),
Joz = ! (2d01677 + 2d€ + 2E(do17m® + dorsné + doro&?) + (doz + dor)np*+
(dog + do12)n*¢).

On résout I'équation for(p,n, &) = 0 par rapport a p?, on obtient

-1
2 __
3&00 + Qo4 + b(n + 36010

(4((107 + b013)772 + 4((108 + b014>77§ + 4(0,09 + b015§2 + 8&2)), (54)

Substituons (5.4) dans fy;(p,n,£) = 0 pour i = 2,3. On obtient deux polynémes :
{ 922(n, §) = 3a00+ao4+1b01+36010 (c1n 4 2§ + e3n€® + can’€ + esn® + ¢5€%) = 0,
923(1,€) = sorrar— e (dan + do& + dan€® + dyn€ + dsn® + ds€?) = 0,

ol

C1l = —4daycos — dascorr + 3agoC2 + apaca + borca + 3bp10C2,

Co = —4as(cos + co12),

C5 = —2(apscos + aosCor2 + GooCor1 + aooCor1 + boracos + boracorz + boscoz + boiscor1) + 3aoocors +
ao4Co18 + bo1co1g + 3bo10Co1s,

Cy = —2(agrco3 + agrcor2 + aoscoz + aoscort + bo13cor2 + boracoz + boracorr) + 3aoocor + aoacor7 + boi o7 +
3bo10Co17,
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Cs = —2(co2 + co11)(aor + bo1s) + 3apoCors + aoacors + bo1cors + 3bo10Cois,
Cs = 3agoCo19 + @paCor9 — 2a09Co3 — 2a09Co12 + bo1co19 + 3bo10Co19 — 2b015C03 — 2b015C012,

et

Dy = —4ay(dos + do1z Dy = —4asdoy — 4asdnr + 3agoda + agads + bords + 3bo1oda,

D3y = —2(apsdos + aosdorz + aogdoin + aoedorr + bor1ados + boradorz + borsdoz + boisdorr) + 3agodors +
aoadoig + boidois + 3boiodos,

Dy = —2(agrdoz + aordorz + aosdoz + aosdorr + boizdorz + boradoz + boradorr) + 3acodor + aoadorr +
bo1do17 + 3boiodor7,

D5 = —2(dos + doi1)(aor + bor3) + 3agodors + aoadors + bo1dors + 3borodose,

D¢ = 3apodorg + aoadorg — 2ap9doz — 2ap9dor2 + bordorg + 3boiodory — 2bo15dos — 2bg15do12-

On suppose que 3agy + ags + bor + 3bg19 # 0.

Le rang de la matrice jacobienne des fonctions C, Cy, Cs, Cy, Cs, Cgs, Dy, Do, D3, Dy, D5, Dg
par rapport aux variables ago, aos, ao7, dog, o9, a2, bot, bo1o, bo13, bo14, bois, Co2, Co3, Cot1, Co12, Cotes
Co17, Co18, Co19, C2, doz, dos, dos, do11, doi2, dote, doir, dois, doig, d2 est 12 ceci implique que Cy, Cs,
Cs, Cy, C5, Cq, D1, Do, D3, Dy, D5, Dg sont indépendantes. Donc, les coefficients des polynémes
g22(1,&) =0, ga3(n,&) = 0 ont peut les choisis arbitrairement.

D’aprés le théoréme de Bezout, le systéme goo(n,&) = 0, go3(n,&) = 0 a 9 solutions.

Exemple 5.1 On considére le systéme suivant
(

1
&= 5:552 +y + w?z + x2? + 3ea?,

1
y=—x+ §y€2 + 2w?y — 4a?y + 2y22,

X X (5.5)

2= —3wd + Zwy? + w?z — 222 — ~22w + 22 + =2e? — ew?,

2 2 4 4 2
W = —ngz + §x22 + §sz LIS + e?w?

\ 4 4 4 4
Le systeme moyenné (5.3)) associé au systéme (5.5)) est
1
Far(p,m,€) = =5p(30* = p* + 36 + 1),
1 3 5 1 1

foa(p, &) = =1 + 260" + gnp® = 580 — 7&p° +38° — 7, (5.6)

1
Fas(p,m,€) = n(120* + 1€ = 3p* + 9¢%).

En résolvant le systéeme (5.6), on trouve 9 solutions z; = (p*;, n*;, Ex;) o pf > 0 pour i = 0,9
données par
=(1,0,0),

(2,1,0)
<2f 0),
2
a= (g 5" 0.3)
<5 = (23_3707 _%)7
V22 V3 V3
o=l )
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VE VB V3

=l )

o <\/3547830 9/286 —19\/%)
858 7 143 ' 858 7

- <\/3547830 ~9v/286 19\/%)
858 7 143 ' 88 7

Calculons le determinant en ces 9 racines z; = (pf,n:, &), ot

8F11 8F11 8F11

68 88 (‘96
d t 12 12 12
“N\op o o
(9 13 a 13 a 13
ap on o0&
3 3 3 1
T = i = 3pn 3p€
20 g2 2 2 1 3 5 1 1 1
det <P = 5P8 =3P+ onS+ ot = 58 — 5 <17 = 5né — p* + 9
472 2 3 8y 2 1 2 4 . 4
71 =3n" = qné+ 0" - —52 11240 +€) — (0 + 18¢)
. . 3 19 19 1 1 2409 2409 5735245 5735245
on obtient respectivement : ——, —, —, =, =, —

128 7 1287 654368~ 654368
D’ou, d’apres la théorie de moyennisation d’ordre deux on obtient 9 solutions périodiques.
Maintenant en revenant par les changements de variables, on trouve 9 cycles limites
(@it e), (yi(t,e), (z:(t,€), (wi(t,€)) de systeme différentiel tel que

Pouri=1..9, on trouve

(21(1,2), 11 (t, £), 51 (1,2), Wy (1,2)) = =(cos(t), sin(t), 0,0) + O(=3),

(v3(1,), (1a(,), 21, ), walt, 2)) = (2 cos(t), 2sin(1), 1,0) + O(%),

(alts )02, 2012wl ) = (2os(t) 2n),~1,0) + O,

(2a(t, ), a(t,2), 2a(t €), wa(t 2)) = (> . 3 cos(t), %gsin(t),o,%)vLO(sz),

(as(t. )., 21 (0, ). (1 2)) = (L2 cos(t), 22 sin0),0,—1) + O(e2),

(o(t,), ys(t, €), 26(t, ), we(t, €)) = 5(@ cos(t), @ sin(t), ? */;) +O(2),

(an(t, ), 2) ot ), wr(2) = (2 cos(t), 22 sint), 22, ~ ) + (e,
<x8(t,g>,y8(t,g),zs(t,g),wg(t,g)):g(v?’zgg?’ cos(t), V?’Z‘;;SBO sin(t),gg,—lgg)—i-
O(e?),

<x(9<t),e>, (1, 2) (1 2) (e, ) = (L gy VIRUTERO ) OVISG 1OVIG,
O(e2).
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, on a utilisé la méthode de moyennisation pour étudier la bifurcation zéro-
Hopf des systémes différentiels quadratique dans R? et R*. Ensuite, on a étudie la bifurcation
zéro-Hopf des systémes différentiels cubiques dans R*.

Notre futur travail consiste & étudier la bifurcation zéro-Hopf des systémes différentiels cubique
dans R*, en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre trois.
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