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RESUME

Le travail porte sur le comportement asymptotique d’une
classe d’inéquations quasi-variationnelles paraboliques avec un terme source
dépendant de la solution. Linéquation quasi-variationnelle parabolique est
transformée en un systéme de d’inéquations variationnelles elliptiques. Le
travail porte sur l'existence et I'unicité de la solution et une démonstration du
comportement asymptotique en utilisant la norme uniforme en combinant un
schéma numérique par la méthode des différences finies et la méthode des
éléments finis

Mots clés : Inéquations quasi-variationnelles, Méthode des éléments finis,

Méthode des différences finies, Estimation de 'erreur d approximation, Norme

uniforme.




Abstract

the proposed work relates to the asymptotic behavior of a
class of parabolic quasi-variational inequalities with one source term
depending on the solution. The parabolic quasi-variational inequality is
transformed into a system of elliptical variational inequalities. THE

work focuses on the existence and uniqueness of the solution and a demonstration of
the

asymptotic behavior using the uniform norm by combining a
numerical scheme by the method of finite differences and the method of
Finished elements
Keywords: Quasi-variational inequalities, Finite element method,
Finite Difference Method, Approximation Error Estimation, Norm

uniform.
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1. Introduction

1 Introduction

Dans ce travail on s’intéresse a la résolution numérique et au comportement
asymptotique de la solution d’une classe d’inéquations variationnelles d’évolutions
avec un terme source nonlinéaire dépendant de la solution

( (8u(§i,-)’ u(t,.)—v)—l—a(u(t,.),u(t,.)—v)Z(f(u(t,.))’u(t’_)_v), (t,z) € [0,7] x [0,1]

u(0,z) = ug(x) en [0, 1] La condition initiale.
u(t,0) = u(t,1) =0
L u(t,.), v<V¥(x)

. Conditions aux limites de type Dirichlet homogénes.

(1.1)

L’une des techniques utilisées pour la résolution numérique des problémes d’évolu-
tions consiste a appliquer la méthode des différences finies pour la variable temporelle
ainsi qu'une combinaison de discrétisation par la méthode des éléments finis pour la
variable spatiale.

Cette technique de discrétisation des problemes d’évolutions a été l'objet de tra-
vail de plusieurs auteurs on cite entre autres le livre de [5] ou l'auteur a étudié
plusieurs équations d’évolutions paraboliques et hyperbolique mais avec des termes
sources indépendants de la solution. On cite également le travail de [1] ou il a été
question de I’étude numérique et comportement asymptotique d’une inéquation va-
riationnelle d’évolution avec terme source indépendant de la solution.

Pour des résultats pour des problémes d’évolutions avec des termes sources non-
linéaires et dépendants de la solution on cite le travail de [2].

Le comportement asymptotique de la solution consiste & mesurer ’erreur entre
la solution du probléme stationnaire associé au probléme (1.1) et la solution discrete
a I'instant final 7.

L’approche repose en premier lieu, sur une semi-discrétisation en temps ou la mé-
thode des différences finie est utilisée pour approcher la dérivée partielle d’ordre un
par rapport a la variable temporelle laquelle semi-discrétisation génére un systéme
d’inéquations variationnelles elliptiques avec également des termes sources dépen-

dants de la solution.



1. Introduction

Ainsi la solution de I'inéquation variationnelle parabolique (1.1) est approchée
par une suite finie résultat de la résolution séquentielle du systéme d’inéquations
variationnelles elliptiques avec des termes sources dépendants de la solution issu de
la semi-discrétisation.

La propriété de Lipschitzienneté de la solution par rapport au terme source et
aux conditions aux limites pour des inéquations variationnelles elliptiques démontrée
dans [6] a permit d’obtenir une convergence géométrique de cette suite finie vers la
solution de I'inéquation variationnelle stationnaire associée a 'inéquation variation-
nelle d’évolution (1.1).

La deuxiéme étape consiste a discrétiser chaque inéquation variationnelle ellip-
tique du systéme généré par la semi-discrétisation par différence finies, par la méthode
des éléments finis.

L’analogue discret de la propriété de Lipschitzienneté par rapport au terme source
et aux conditions aux limites a permit de démontrer également la convergence géo-
métrique de la suite discrete vers la solution discréte de 'inéquation variationnelle
stationnaire associée a l'inéquation variationnelle d’évolution (1.1).

Le comportement asymptotique est alors obtenu en combinant ’estimation de
I'erreur d’approximation par la méthode des éléments finis obtenue dans [3] & I'in-

équation variationnelle stationnaire elliptique associé a au probléme (1.1)
1™ = w32 || ooy < CH? [log

et la convergence géométrique de 'algorithme discret issu de la semi discrétisation

temporelle, on obtient

0 1 N 0
||U - quhHLoo([O,l]) S Ch2 |10g h|2 + (1 T (6 —_ k’) At) ||uh - uO,hHLO"([O,l])-




2. Préliminaires

2 Préliminaires

Cette section est un rappel sur les définitions de base et des résultats classiques

pour des inéquations variationnelles elliptiques.

2.1 Les inéquations variationnelles elliptiques

On considére la forme bilinéaire

o= [ (25) o
(f,v) =]f(rc)v 7) do

fe L= ([0,1])

la forme linéaire

ou le second membre

I'obstacle ¥ € W2 ([0,1]) et le convexe
K = {ve H ([0,1]) tel que v < Vet v (0) =v (1) =g}
On considére 'inéquation variationnelle elliptique

Trouver ¢ € K tel que

O’(Cav_C)+C(C7U_C)2(fav_C>>VUEK(Q) (21)

ou ¢ € R et telle que :
c>06>0

Soit V}, I'espace des éléments finis constitué de fonctions linéaires continues par mor-

ceaux et s’annulant sur la frontiére et ¢;, ¢ = 1,2,...,m (h) les fonctions de bases de

4



2. Préliminaires

Vj,. L’analogue discret du probléme continu (2.1) est défini par

Trouver ¢, € K }(Lg ) tel que

alCpv—Cy)+elCpv—0C) > (fu—C,), Ywe K9 (2.2)

ou
K = {v eV, tel que v <r,W et v(0) =v (1) =g}

ou g est une constante.

Théoréme 2.1 (cf. [4]) Soient ¢ solution de (2.1) et ¢, solution de (2.2) alors il

existe une constante C' indépendante de h telle que
1€ = Call(@y < Ch* [log b

Sous réserve que le principe du maximum continu est vérifié. Alors

Proposition 2.1(cf. [6]) Soient (f,g) et (f, g) deux données telles que ( =

o(f,g)et (=0 (f, §> deux solutions relatives au probléme (2.1), alors on a

I BT 1 TR J| R

On suppose que le principe du maximum discret (p.m.d.) est satisfait, ¢’est-a-dire

que la matrice résultante du probléme discret (2.2) est une M matrice. Alors

Proposition 2.2 Soient (f,g) et (f, §> deux données discretes telles que (), =

on(f,g) et Zh = o (f, ﬁ) deux solutions discrétes relatives au probléme discret

(2.2), alors on

oGl 2 {2 Ty i} 0



3. Le probleme continue

3 Le probléme continue

Dans ce mémoire de master on considere une classe d’inéquations variationnelles

d’évolution avec terme source dépendant de la solution

r (au (t,.)

5 w(t,.) —v) +a(u(t,.),u(t,.)—v)>(f(ut.)),u(t,.)—v), (t,z) €[0,T] x [0,1]
u(0,2) = ug(x) en [0, 1] La condition initiale.
u(t,0) = u(t,1) =0
[ u(t,.), v< ¥ (x)

. Conditions aux limites de type Dirichlet.

(3.1)
Ou la solution
u(t,z) € K

et
K ={ve L*([0,T],H; ([0,1])) tel que v < ¥ (z) et v (0,z) = uo(z)},

f € L*(]0,T], L*>[0, 1]) une fonctionnelle nonlinéaire, croissante et Lipschitzienne de

constante de Lipschitz &

[f () = f @) <kl —yl, Yo,y e R (3.2)

¢ une constante positive telle que
c>p>k (3.3)

a(.,.) est la forme bilinéaire coécrive définie par



4. Discrétisation

(.,.) est le produit scalaire dans L? ([0, 1]). Le probléme stationnaire associé¢ au pro-

bléme d’évolution (1.1) est défini par

Trouver u™ € K solution de (3.4)
a(u>®,v—u>®) > (f(u®),v—u>), Yv € K. .
ou
K> ={ve Hy([0,1]) tel que v < ¥} . (3.5)

4 Discrétisation

La discrétisation du probléme d’évolution (1.1) s’effectue en deux étapes. Dans la
premiére étape une semi-discrétisation en temps est établie ot la méthode des diffé-
rences finie est utilisée pour approcher la dérivée partielle d’ordre un par rapport a la
variable temporelle ¢ laquelle semi-discrétisation génére un systéme fini d’équations
elliptiques avec également des termes sources dépendants de la solution. La deuxieme
étape consiste a effectuer une discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis

a chaque équation du systéme issu de la premieére semi-discrétisation.

4.1 Semi-discrétisation en temps

On discrétise le domaine [0, 7'] de maniére uniforme ou les points du maillage sont
tivi=t;+At, i =0,...,N — 1, le pas de discrétisation est At = N avec N un entier
naturel.

O=to<ti<..<ti1<t;<tim<..<ty=T. (4.1)

ou(t, )
ot

La dérivée partielle est approchée par la différence finie rétrograde

u(t,z) wu(t,z)—u(t — At z)
o At (42)




4. Discrétisation

On remplace (4.2) dans (1.1) en obtient

( (u(t, x) — Z(; — At, *T)’ u(t,z) — v (m)) +a(u(t,z),u(t,z) —v(z))
>

(f(u(t, ), u(t, z) — v (z))

u(0,x) = ug(x) en [0, 1] La condition initiale.
u(t,0) = wu(t,1) = 0 Conditions aux limites de type Dirichlet.
u(t,.),v < ¥ (z)

\

On remplace t par les noeuds de la discrétisation ¢,

([ u(tizr, ) —u(tip — At,x
(e =R 20 1) <)+ 0 ultn, ).l ) — )
> (f(ultivr, @), ultivr, z) —v)
u(to, x) = u(0,2) = up(x) en [0,1] La condition initiale.
U(ti+1, O) = U(ti+1, ].) = 0.

u,v < W (x)

\

(4.4)

ce qui implique pour 7 =0,...., N — 1

( 1 1
A—tfu(tiﬂ, z) (u(tivr, x) — v)de + a(u(tiyr, ), u(tiyr, ) — v)
0

1 11
> [ flutizr, ) (u(tivr, z) — v) de + Efu(ti’ z) (u(tivr,x) —v)de
0 0
u(to, x) = u(0,2) = up(x) en [0, 1] La condition initiale.

U(tz‘+1, O) = U(ti+1, 1) =0.
u(tiH,O), v < v (.T)

\

En utilisant la notation

u(ty, z) =w; (), i=0,1,..., N. (4.6)



4. Discrétisation

on obtient le schéma numérique suivant, pour tout ¢ =0,1,..., N — 1
(
thum (@) (uis1 (2) — v (@) dz + a(uip1, uir1 (z) — )
0
1
> [ fluizr) (uigr (z) —v) dx—i——ful (uiy1 (z) —v) dw
0

u(to, ) = u(0,x) = up(z) en [0, 1] La condition 1n1t1ale.
i1 (0) = uipq (1) = 0.
Uiy, U S \ (33) .

\

(4.7)
Le schéma numérique (4.7) représente un systéme fini d’inéquations variationnelles
elliptiques avec second membre dépendant de la solution qu’on peut écrire sous la

forme suivante en prenant

A= (4.8)

pour tout : =0,1,...,. N — 1

b(tit1; ui — ) 2 (f (uir1) + Mg, uipr — v)

u(to, x) = u(0,2) = ug(x) en [0,1] La condition initiale.
u(ti—i-l, 0) = U(ti-i-la 1) =0.

i1, v < U (x)

(4.9)

ou b(.,.) est la forme bilinéaire définie par

8ui+1 dv

1 1
b(uir1,v) = a(uiy1,v) + )\/uiﬂv(w)daz = / ( S dr + (c+ ) ui+1v) dx (4.10)
0 0

On peut facilement voir que la solution de I'inéquation variationnelle stationnaire
u>® € K satisfait

b(u, v —u>) > (f(u™) + Au*,v —u™), Yv € K. (4.11)

9



4. Discrétisation

On note
F(u™) = f(u™) 4+ Au™ (4.12)

Compte tenu de la Lipschitzenneté de f de constante de Lipschitz (3.2) , la fonction-
nelle I est également Lipschitzienne de constante de Lipschitz &£+ . Il est clair qu’on

peut facilement adapter (2.3) défini par rapport a la fonction f a la fonctionnelle F

HCOO _ZOOHLoo([o,u) = (6%) HF B ﬁHLOO([OJ]) ' (4.13)

ou (™ et EOO sont solutions relatives au probléme (4.11) avec respectivement des

et on obtient

second membres F et F.

4.2 Application de point fixe associée a 1’algorithme (4.9)

On considére 'application 7" suivante

T:L*([0,1]) — L* ([0, 1])

(4.14)
w—T(w)=¢
ol € est solution du probléme suivant
b —e) > A —
v< W, e<V.
Il est clair alors que pour u; 1 solution de (4.9) vérifie
U1 = Tu;, 1 =0,..., N — 1. (4.16)

Théoréme 4.1 L’application 7' définie dans (4.14) est une application contrac-

tante de constante de contraction

0< K = <1 (4.17)

A
Nt —k

10



4. Discrétisation

telle que pour tous w et w dans L* ([0,1]), on a
1 Tw — Twl| oo o,11) < K |w — w]] o (j0,1))- (4.18)
et u* solution de (4.11) est I'unique point fixe de cette application 7',
u™ =Tu™.

Démonstration Soient w et w dans L™ ([0,1]) et ¢ = 9(f(e) + \w) et € =
(f(€) + Aw) sont solutions de (4.15) . Alors

[[Tw — Tw||pe(j0,1)) = |le = €l|zoo((0,1))-

En appliquant la dépendance Lipschitzienne (4.13) appliquée a la fonctionnelle F’

avec des conditions aux limites de types Dirichlet homogénes, on obtient

le = Bl < (ﬁ) 11 (F(&) + M) = (£(B) + Ad) o= o

< (535 17©) = ) + 2w = @) l=oy

Puisque f(.) est une fonction Lipschitzienne, alors

- k . A -
€ —€l|pe < € —€|lreo + ———|w — W||re
I Lo 0,17 < >\+5|| || Lo j0,11) /\+5|I || Lo j0,11)

Ce qui implique

k ~ A ~
1 e —€llzee (o, < |lw = @[] Lo,

A+ A+
Donc \
le = Fllieon < 20l = @llieony,
(1-35)

11



4. Discrétisation

et ainsi

| Tw — Tw]| oo [lw = ][ Loe(po.1)-

o0 S 35

4.3 Convergence géométrique de 1’algorithme (4.9)

Dans ce qui suit on démontre la convergence de ’algorithme (4.9) vers u™ solution

de (4.11) et on en déduit sa vitesse de convergence.

Proposition 4.1 Soient u> solution de (4.11) et u; 41 solution de (4.9). Alors
pour tout ¢ =0,...., N — 1

)\ i+1 Oo
||u — UH_1||Loo [0 1] (m) ||U — uO”LO"([O,l])- (419)

ol ug est la condition initiale du probléme (1.1).

Démonstration On démontre (4.19) par récurrence. Lorsque i = 0, alors d’aprés
(4.18) on obtient.

A
[[u™ = || o,y = |[Tu™ — Tug|| Loe(po,1y) < <m) [[u = uo| L= jo,1))-

Ainsi (4.19) est vérifiée pour ¢ = 0. On suppose que (4.19) est vérifiée pour i, c’est-

a-dire ,
1 = wllimomy < (e ) 1wl (4:20)
U™ — || oo —— | [|u®™® = ugl|pe ) )
L= ([0,1]) A+5—k 011L>([0,1])
Sachant que
™ = i1 || zooo1)) = [|Tu™ — Tui|| oo (0,1
et en utilisant (4.18), on obtient
T = Turllim oy < (2 ) 1J6™ = ul (421)
u U; oo ( S U e— U — Uy oo . .
L ([0,1]) A+ 06—k Le([0,1])

On substitue (4.20) dans (4.21) on obtient (4.19).

12



4. Discrétisation

4.4 Discrétisation totale temps-espace

Dans cette section on étudie la discrétisation du systeme (4.9) par la méthode
des éléments finis P; linéaire par morceaux. On décompose 'intervalle 2 = [0, 1] en
n — 1 segments

N-1 N-1
Q=101 = Y [, Tiv1] = U Ei

1=

avec les nceuds
0:271<$2<...<$i_1<l‘i<l‘i+1<...<{23N:]_.
Les segments
Ei = |75, mi14]

sont les éléments du maillage. Soient V;, I'espace d’éléments finis des fonctions li-

néaires par morceaux v s’annulant sur Jf)
Vi, ={ve H;([0,1])nC([0,1]); tel que v/E; € Py} (4.22)
et le convexe discret
Kp={v eV, v<rV}.

Les fonctions de base de Vj, ¢;, i =1, ...,my, sont définies par
T — Ti—1 .
Tl six e [wio, w)

@; (z) = W six € [z, Ti] (4.23)

Osixzx S Ti—1 OouXx Z Tir1
et h est le pas de discrétisation. Le systéme discret associé au systéme (4.9) consiste

a résoudre pour tout 7 =0,...., N — 1

{ w1, € K solution de (4.24)

b(wis1 pyUn — Wix1p) > (f (Wig1,n) + Aip, U — Uir1h)

13



4. Discrétisation

ou

N-1
Ui+1,h (l') = ZuiJrl,h (:Ck) i (33)
k=1

avec U, = mp(ug) ou m, fait référence & l'opérateur d’interpolation dans [0, 1]. Le
probléme discret associé au probléme continue (4.11) consiste a résoudre le probléme

discret suivant

Trouver uy° € Kj, solution de

(4.25)
b(use, v —us®) > (f(us®) + Ause, v —uf®) Vv € Ky .

On énonce dans ce qui suit un résultat de 'estimation de l'erreur d’approximation

pour les inéquations variationnelles avec des termes sources dépendants de la solution.

Théoréme 4.2 (cf [3]) Soient u™ solution de et u° solution de (4.25). Alors il

existe un constante C' positive indépendante de h telle que

™ — | oy < C2 flog 2. (4.26)

4.5 Application de point fixe associée a I’algorithme discret
(4.24)

On considére 'application T}, suivante

Tn: Bn = Ky (4.27)
wy, — Ty (wy) = e,
ol ¢j, est solution du probléme suivant
blen, v—cpn) = (f(en) + Awp, v —cp). (4.28)
I1 est clair alors que pour u;1, solution de (4.24) vérifie
Uitrh = Thtip, 1=0,...,N — 1. (4.29)

14



5. Comportement asymptotique en norme L de la solution de I'équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

Théoréme 4.2 L’application 7}, définie dans (4.27) est une application contractante
de constante de contraction K définie dans (4.17) telle que pour tous wy, et wy, dans
K, ,ona

| Thwn = Thwnl| ooy < Kllwn = wnl[|oe(po.1))- (4.30)

et uy® solution de (4.25) est I'unique point fixe de cette application T},.
up. = Thup’. (4.31)

Démonstration La démonstration est similaire & celle établie pour le théoréme
4.1.

4.6 Convergence géométrique de ’algorithme (4.24)

Par une étude similaire effectuée dans le cadre continu, on démontre la conver-
gence géométrique de l'algorithme (4.24) vers uy° solution de (4.25) et on en déduit
sa vitesse de convergence.

Proposition 4.2 Soient u}° solution de (4.25) et u;41, solution de (4.24) . Alors
pour tout ¢ =0,...., N — 1

A

i+1
At — k) |[up” — o nllLee(0,1))- (4.32)

||UZ°° - Ui+1,h’|L°°([071D < (

Démonstration La démonstration repose sur le raisonnement par récurrence et

est similaire a celle établie pour la proposition 4.1.

5 Comportement asymptotique en norme L>* de
la solution de I’équation parabolique nonlinéaire

(1.1)

Cette section est dédiée au résultat principal de ce travail, a savoir le comporte-

ment asymptotique de la solution du probléme d’évolution (1.1).
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5. Comportement asymptotique en norme L* de la solution de I’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

Sachant que le comportement asymptotique de la solution du probléme d’évo-
lution (1.1) consiste & mesurer 'erreur par la nome L* entre u™ la solution du
probléme stationnaire (4.11) associé au probléme (1.1) et uy la solution discréte a
I'instant final 7.

Le résultat principal

Théoréme 5.2 Soient u™ la solution du probléme stationnaire (4.11) et uy, la
solution de (4.24) a l'instant final ¢ = T, alors il existe une constante positive C'

indépendante de h et de At telle que

1™ = v all e o,y < Ch? log hf* + <1 g At) |lup” = wonllze oy (5.1)

En faisant tendre N vers 400, on retrouve, compte tenu de

T 1
TAYA—k 11 (B-RAL

0< K 1

I’estimation de I'erreur d’approximation suivante
2 2
[u™ — uonLoo([o,l]) < Ch” |log h|”.

Démonstration L'inégalité triangulaire pour la norme ||. |, p, i) nous permet

d’écrire
[u™ — uN,hHLoo([o,”) < Jlu>* - U?LOHLOO([OJ]) + Jup” = UN,hHLoo([o,l]) : (5.2)

Ou d’apres (4.26)

Ju™ — UZOHLoo([o,u) < Ch? |108§h|2 (5.3)
et d’apres (4.32)
\ N
||lupe — UN,hHLoo([QJ]) < (m) [[up” — o pl| Lo (j0,1))- (5.4)
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5. Comportement asymptotique en norme L de la solution de I'équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

1
En remplacant A = AL (5.4) devient

lup” = unpll oo o1y < (1 T B—h) At> [Jup” — wo,nllLos(j0,1))- (5.5)

En substituant (5.3) et (5.5) dans (5.2) obtient le résultat principal de ce travail a
savoir I'inégalité (5.1) .
Application

On considére 'inéquation quasi-variationnelle parabolique suivante

<au (t,x)7 u(t,z) —v (:E)) +a(u(t,z),utz)—v(r) > (sin(u(t,z)),u(t,z) —v())

ot
u(t,z) < 4.

ou
1

a(u(t, z),v(z)) = / (%j—;+2uv> dz

La semi-discrétisation de la variable temporelle ¢ par la méthode des différences finies
nous conduit & la résolution du systéme d’inéquation quasi-variationnelles suivant,

1
ou le pas At = -
4

b(uﬂ_l, Uiyl — U) 2 (sin(uiﬂ) + 4ui, Ujr1 — U) 3 1= 0, ]., 2, 3.

ou

1 1
Oujrq dv Oujqpq dv
b(ui+1,1}) = / (WHE + (2 + )\) ui+1fU) dr = / ( a;'rl % + 6Ui+11}> dzx.
0 0

La discrétisation du domaine Q = [0, 1] par la méthode des éléments finis ou le pas

1
h=_
3

17



5. Comportement asymptotique en norme L* de la solution de I’équation
parabolique nonlinéaire (1.1)

nous conduit a la résolution séquentielle du systéme discret suivant

b(Wig1py Wir1n — V) = (sin(Uiprn) + 4, Uisrn —v)5 1= 0,1,2,3. (5.6)

18
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