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R�esum�e

L'un des probl�emes importants de la mod�elisation des donn�ees de �abilit�e est celui des
donn�ees manquantes ou donn�ees censur�ees. Divers auteurs se sont int�eress�es aux di��erents
types de censure : censure gauche, censure droite, double censure, etc... . La censure progres-
sive, o�u l'exp�erimentateur retire, al�eatoirement, un nombre d�etermin�e d'unit�es apr�es chaque
d�efaillance, a attir�e l'attention de beaucoup d'auteurs ces derni�eres ann�ees. Dans ce travail,
nous nous int�eressons �a l'estimation param�etrique dans quelques mod�eles en pr�esence de
censure �a droite.
.
Mots-cl�es : Analyse de survie, La famille lomax inverse tronqu�ee g�en�eralis�ee, Estimateurs

du maximum de vraisemblance,
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Introduction

Le terme "�abilit�e" est un n�eologisme introduit dans les ann�ees 1960 pour traduire le
terme anglo-saxon "reliability" et si l'on accepte de la consid�erer comme une science, la
�abilit�e est la science des d�efaillances.
Elle s'est d�evelopp�ee tr�es rapidement, le domaine potentiel des �etudes de �abilit�e com-

prend toutes les activit�es humaines (�economique, scienti�que, technique et industriel, etc.).
Cette science est bas�ee sur l'exp�erience et l'une des composantes essentielles de la qualit�e
d'un produit et elle est retenue en tant que crit�ere fondamental d�es le stade de la conception.
La �abilit�e est l'aptitude d'une entit�e �a accomplir les fonctions requises dans des conditions

donn�ees d'utilisation pendant une dur�ee de temps donn�ee.
Le but de notre travail est de pr�esenter la m�ethode d'estimation par le maximum de

vraisemblance et de l'appliquer sur la famille Lomax inverse Tronqu�ee g�en�eralis�e
Les distributions tronqu�ees ont �et�e largement appliqu�ees, essentiellement dans les tests de

dur�ee de vie et �etudes de �abilit�e. La forme tronqu�ee d'une distribution r�esulte de l'application
d'une limite sur la plage de la distribution a�n qu'elle soit d�e�nie correctement sur un sous-
ensemble de la plage d'origine. Ainsi, tronqu�e les distributions sont utilis�ees de mani�ere �a
limiter les occurrences �a des valeurs situ�ees au-dessus ou en dessous d'un seuil donn�e ou
dans une fourchette sp�eci��ee. La distribution tronqu�ee inf�erieure (gauche) est obtenu si les
occurrences sont limit�ees �a des valeurs inf�erieures �a un seuil donn�e. De l'autre D'autre part,
la distribution sup�erieure (droite) tronqu�ee apparâ�t si les occurrences sont limit�ees �a des
valeurs qui se situer au-dessus d'un seuil donn�e.
R�ecemment, les distributions tronqu�ees g�en�eralis�ees ont attir�e l'attention de plusieurs au-

teurs. parmi lesquels : M. Ali et al,(A truncated Pareto distribution, 2006), L. Zaninetti et
al (The truncated Pareto distribution with applications, 2008), Nadarajah (Some truncated
distributions, 2009), Teamah et al. (Random sum of truncated and random truncated Lindley
distribution, 2010) M.M. Mohie El-Din. et al( Random sum of mid truncated Lindley dis-
tribution, 2010), S.H. Alkarrni (A class of truncated binomial lifetime distributions, 2013),
Zaninetti (A right and left truncated gamma distribution with application to the stars.L,
2014), Chattopadhyay et al (Fitting truncated geometric distributions in large scale real
world networksS, 2014), customers J. Pender (The truncated normal distribution : Applica-
tions to queues with impatient 2015), Abid, SH et al (A Truncated Fr�echet-G generator of
distributions 2017), Amal. S. Hassan et al ( ATruncated Lomax distributions, 2020), Hassan
A.S et al (A truncated Power Lomax distributions, 2020), SH. ENAMI et al (A truncated
Lomax-Exponential distributions, 2022).
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En e�et, le principe de cette approche consiste �a maximiser la fonction de vraisemblance
en consid�erant que celle-ci est une fonction des param�etres, ce qui revient dans la plus part
des mod�eles complexes �a r�esoudre des syst�emes non lin�eaires. Des solutions num�eriques sont
alors n�ecessaires pour trouver des estimateurs pour les param�etres du mod�ele et d'en d�eduire
des estimateurs des caract�eristiques de la �abilit�e, en particulier, la fonction de �abilit�e et le
taux de panne.
Les estimateurs du maximum de vraisemblance, permettent de d�eterminer les param�etres

de la loi de �abilit�e recherch�ee. On en d�eduit les indicateurs tels que le taux de d�efaillance,
la fonction de �abilit�e,. . .
On a structur�e ce m�emoire au tour de quatre chapitres.
Dans le premier chapitre nous donnons un rappel sur des notions et d�e�nitions de base

de la th�eorie de la �abilit�e utilis�ees dans les autres chapitres.
Dans le deuxi�eme chapitre, nous nous int�eressons �a l'estimation, nous aborderons deux

m�ethodes d'estimation param�etrique, du maximum de vraisemblance et des moments.
Dans le troisi�eme chapitre, on s'int�eresse �a l'�etude de la famille lomax inverse tronqu�ee

g�en�eralis�e ainsi que ses caract�eristiques : la fonction de densit�e de probabilit�e, la fonction
de r�epartition, la fonction de survie, les fonctions du taux de hasard et du taux de hasard
cumul�e.
En�n, on termine par la simulation des donn�ees trouv�ees dans ce m�emoire, nous utilisons le

logiciel R.
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CHAPITRE 1

Pr�eliminaires Statistiques

Dans ce chapitre, nous avons �enonc�e quelques d�e�nitions et propri�et�es qui seront utilis�ees
plus tard.

1.1 D�e�nitions

1.1.1 Statistique

La statistique est une science qui s'int�eresse �a la collecte, l'analyse, l'interpr�etation, la
pr�esentation et la prise de d�ecision �a partir de donn�ees. Elle permet de d�ecrire et de com-
prendre les ph�enom�enes observ�es dans la nature ou dans la soci�et�e, en utilisant des m�ethodes
math�ematiques et probabilistes pour �evaluer les incertitudes li�ees aux donn�ees.

1.1.2 Variable al�eatoire

Soit (
;F ; P ) un espace probabilis�e. Une variable al�eatoire (v.a), que l'on note par X, est
toute application d�e�nie sur l'espace fondamental 
 et �a valeur dans l'ensemble des r�eelles
R telle que :

X : 
! R
! ! X(!)

On distingue deux types de variables al�eatoires :
{ Lorsque l'ensemble des r�esultats X d'une variable al�eatoire est un ensemble �ni ou in�ni
d�enombrable, alors cette variable al�eatoire est dite discr�ete.

{ Lorsque l'ensemble des r�esultats X d'une variable al�eatoire est un intervalle de nombres
r�eels, alors cette variable al�eatoire est dite continue.

1.1.3 Loi de probabilit�e

La loi de probabilit�e est une mod�ele math�ematique qui d�ecrit la probabilit�e d'occurrence
de di��erents �ev�enements al�eatoires. En termes plus simples, c'est une fonction qui d�ecrit la

8



probabilit�e associ�ee �a un ensemble des r�esultats possibles d'une exp�erience al�eatoire, les lois de
probabilit�e permettent de d�ecrire les variables al�eatoires sous la forme d'une "exp�erience type"
puis d'analyser cette exp�erience en d�etail pour pouvoir d�eduire les principales caract�eristiques
de toutes les exp�eriences al�eatoires qui sont du même type.

1.2 Analyse de la dur�ee de survie

1.2.1 Analyse de survie

L'analyse de survie d�esigne un ensemble de techniques statistiques permettant de traiter
des donn�ees soumises �a une censure, qui cherche �a mod�eliser le temps restant avant la mort
pour des organismes biologiques (l'esp�erance de vie) ou le temps restant avant l'�echec ou la
panne dans les syst�emes arti�ciels, ce que l'on repr�esente graphiquement sous la forme d'une
courbe de survie.

1.2.2 Distributions de la dur�ee de survie

Supposons que la dur�ee de survie X soit une variable positive ou nulle, et absolument
continue, alors sa loi de probabilit�e peut être d�e�nie par l'une des cinq fonctions �equivalentes
suivantes (chacune des fonctions ci-dessous peut être obtenue �a partir de l'une des autres
fonctions) :

Fonction de survie S

La fonction de survie est pour t �x�e, la probabilit�e de survivre jusqu'�a l'instant t, c'est
�a-dire

S (t) = P (X � t) ; t � 0

Fonction de r�epartition F

La fonction de r�epartition (ou c.d.f. pour "cumulative distribution fonction ") repr�esente,
pour t �x�es, la probabilit�e de mourir avant l'instant t, c'est-�a-dire

F (t) = P (X � t) = 1� S (t)

Densit�e de probabilit�e f

C'est la fonction f (t) � 0 telle que pour tout t � 0

F (t) =

tZ
0

f (u) du

Si la fonction de r�epartition F admet une d�eriv�ee au point t alors

f(x) = lim
h!0

P (t < X < t+ h)

h
= F 0 (t) = �S 0 (t)
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Pour t �x�e, la densit�e de probabilit�e repr�esente la probabilit�e de mourir dans un petit
intervalle de temps apr�es l'instant t.

Risque instantan�e � (ou taux de hasard)

Le risque instantan�e (ou taux d'incidence), pour t �x�e caract�erise la probabilit�e de
mourir dans un petit intervalle de temps apr�es t, conditionnellement au fait d'avoir surv�ecu
jusqu'au temps t (c'est-�a-dire le risque de mort instantan�e pour ceux qui ont surv�ecu ) :

�(t) = lim
h!0

p(t � X � t+ h j X � t)
h

=
f(t)

S(t)
= � ln(S(t))0

Taux de hasard cumul�e �

Le taux de hasard cumul�e est l'int�egrale du risque instantan�e � :

� (t) =

tZ
0

� (u) du = � ln (S (t))

On peut d�eduire de cette �equation une expression de la fonction de survie en fonction
du taux de hasard cumul�e (ou du risque instantan�e) :

S (t) = exp (�� (t)) = exp

0@� tZ
0

� (u) du

1A
On en d�eduit que

f (t) = � (t) exp

�
�
Z t

0

� (u) du

�

1.3 Quelques distributions usuelles

1.3.1 La distribution uniforme

La loi uniforme continue est une g�en�eralisation de la fonction rectangle �a cause de la
forme de sa fonction de densit�e de probabilit�e. Elle est param�etr�ee par les plus petites et plus
grandes valeurs a et b que la variable al�eatoire uniforme peut prendre. Cette loi continue est
souvent not�ee U(a; b).

La distribution uniforme est utile pour l'�echantillonnage �a partir des distributions ar-
bitraires. La distribution uniforme est souvent utilis�ee dans la simulation des �echantillons,
de nombreux langages de programmation ont la capacit�e de g�en�erer des nombres pseudo-
al�eatoires qui sont distribu�es e�cacement selon la distribution uniforme standard.

La fonction de densit�e de probabilit�e de cette distribution est d�e�nie par :

f(t) =
1

�
; 0 < t < � <1

La fonction de r�epartition s'�ecrit comme suit :
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F (t) =
t

�
; 0 < t < � <1

La fonction de survie est :

S (t) = 1� F (t) = 1� t

�
; 0 < t < � <1

La fonction du taux de hasard est donn�ee par :

h (t) =
f (t)

S (t)
= (�� t)�1 ; 0 < t < � <1

La fonction du taux de hasrad cumul�e est :

H (t) = � log [S (t)] = � log
�
1� t

�

�
; 0 < t < � <1

La moyenne de la distribution uniforme sur [a; b] est

� =
b+ a

2

Et la variance est

�2 =
(b� a)2

12

1.3.2 La distribution Exponentielle

Une loi exponentielle mod�elise la dur�ee de vie d'un ph�enom�ene sans m�emoire, o�u sans
vieillissement, ou sans usure. En d'autres termes, le fait que le ph�enom�ene ait dur�e pendant
t heures ne change rien �a son esp�erance de vie �a partir du temps t:
Une variable al�eatoire continue X suit une loi exponentielle de param�etre (d'intensit�e ou

inverse de l'�echelle) � � 0 si elle admet pour densit�e de probabilit�e la fonction

fX (x) =

�
�e��x 8x 2 R+
0 ailleurs

On note X  exp(�)
La fonction de r�epartition de X

FX ({) =
�
1� exp(��x) 8x 2 R+

0 ailleurs

Alors la fonction de survie est :

S(x) = e��x; x � 0
Par cons�equent, la fonction de taux du hasard est :

h(x) = �; � � 0

11



On d�e�nit l'esp�erance math�ematique, la variance et l'�ecart type de X

E(x) =
1

�

V ar(x) =
1

�2

�(x) =
1

�

1.3.3 La distribution Weibull

En th�eorie des probabilit�es, la loi de Weibull, nomm�ee d'apr�es Waloddi Weibull en 1951,
est une loi de probabilit�e continue. La loi de Weibull est un cas sp�ecial de la loi d'extremum
g�en�eralis�ee au même titre que la loi de Gumbel ou la loi de Fr�echet.
Le domaine d'application de la distribution de Weibull est tr�es vaste, nous citons par ex-
emple : l'analyse de survie, ing�enierie de �abilit�e et analyse des d�efaillances, th�eorie de la
valeur extrême et elle est aussi utilis�ee pour mod�eliser la taille des sinistres de r�eassurance et
le d�eveloppement cumulatif des pertes d'asbestose en assurance g�en�erale. La distribution de
Weibull est aussi utile en g�enie �electrique, ing�enierie industrielle, pr�evisions m�et�eorologiques,
industrie �eolienne pour d�ecrire les distributions de vitesse du vent et en ing�enierie des syst�emes
de communication.
La distribution de Weibull a aussi un rôle dans les syst�emes radar pour mod�eliser la disper-
sion du niveau des signaux re�cus produit par certains types de fouillis.

La fonction de densit�e de probabilit�e et la fonction de r�epartition de la loi Weibull sont,
respectivement, donn�ees par :

f(t) =
�

�

�
t

�

���1
exp

(
�
�
t

�

��)
; t � 0; �; � > 0

F (t) = 1� exp
(
�
�
t

�

��)
La fonction de survie est donn�ee par :

S (t) = 1� F (t) = exp
(
�
�
t

�

��)
La fonction du taux de hasard et du taux de hasard cumul�e est :

h (t) =
f (t)

S (t)
=
�

�

�
t

�

���1

H (t) = � log [S (t)] =
�
t

�

��
O�u � > 0 repr�esente le param�etre d'�echelle et � > 0 repr�esente le param�etre de forme de

la distribution Weibull.

12



La moyenne de la distribution de Weibull est :

� =
� (1 + 1=�)

�

et la variance est :

�2 =
1

�2

�
�

�
1 +

2

�

�
� �2

�
1 +

1

�

��
o�u � (�) est la fonction gamma bien connue, d�e�nie comme

� (�) = (� � 1)!

1.3.4 La distribution Rayleigh

La distribution de Rayleigh est une distribution de probabilit�e continue nomm�ee d'apr�es
le math�ematicien anglais Rayleigh.

Cette distribution est largement utilis�ee : En th�eorie des communications, pour mod�eliser
des trajets multiples de signaux di�us�es denses atteignant un r�ecepteur, en sciences physiques
(pour mod�eliser la vitesse du vent, la hauteur des vagues et le rayonnement sonore lumineux),
en ing�enierie (pour mesurer la dur�ee de vie d'un objet, o�u la dur�ee de vie d�epend de l'âge
de l'objet ; comme : r�esistances, transformateurs et condensateurs dans les radars d'avions)
et aussi en imagerie m�edicale (mod�eliser la variance du bruit en imagerie par r�esonance
magn�etique).

la fonction de densit�e de probabilit�e est :

f(t) =
t

�2
exp(� t2

2�2
); t > 0

la fonction de r�epartition

F (t) = 1� exp
�
� t2

2�2

�
; t > 0

Les fonctions de survie, taux de hasard et du taux de hasard cumul�e sont, respectivement,
donn�ees par :

S (t) = exp

�
� t2

2�2

�
; t > 0

h (t) =
t

�2
; t > 0

et

H (t) = � log [S (t)] = t2

2�2
; t > 0

L'esp�erance et la variance d'une variable al�eatoire suit une loi de Rayleigh sont les suiv-
antes :

� = �

r
�

2

et

�2 =
4� �
2
�2
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CHAPITRE 2

L'estimation de maximum de vraisemblance

2.1 Introduction

Le probl�eme de l'estimation est l'impossibilit�e de connaitre exactement la valeur d'un
param�etre inconnu.
On utilise une statistique d'un �echantillon pr�elev�e au hasard ou par d'autres m�ethodes

al�eatoires.
On peut donner une estimation ponctuelle la plus proche possible et par intervalle de

con�ance : dans ce cas, on d�etermine un intervalle dans lequel se trouve le param�etre �a estimer
avec une probabilit�e �x�ee.
Ayant fait choix d'un estimateur, on se pose la question de savoir s'il s'agit d'un bon

estimateur. Il va donc falloir se donner des crit�eres de qualit�e des estimateurs qui s'exprime
par leur convergence, leur biais et leur e�cacit�e. Diverses m�ethodes permettant d'obtenir des
estimateurs de qualit�es di��erentes. Dans ce chapitre, nous ne nous int�eressons qu'aux deux
m�ethodes d'estimation les plus usuelles, la m�ethode des moments et la m�ethode du maximum
de vraisemblance.
Mais il faut d'abord d�e�nir pr�ecis�ement ce qui est un estimateur.
D�e�nition 2.1 Soit un �echantillon de taille n �ni, issu d'une population m�ere et soient

x1; :::; xn des r�ealisations ind�ependantes de la variable al�eatoire X dont la densit�e f(x; �)
d�epend d'un param�etre inconnu �. On appelle estimateur de � d'une variable al�eatoire r�eelle
dont Tn = T (x1; :::; xn) ou T une application de Rn ! R qui aux valeurs observ�ees (x1; :::; xn)
en fait correspondre un nombre r�eel not�e par :

�̂ = Tn(x1; :::; xn)

est appel�e estimation ponctuelle du param�etre �.

2.2 Propri�et�es d'un estimateur (qualit�es)

Le choix d'un estimateur va reposer sur ses qualit�es. Le premier d�efaut possible concerne
la possibilit�e de comporter un biais.
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2.2.1 Biais d'un estimateur

Le biais d'un estimateur b� du param�etre � est :
Biais(b�) = E(b�)� �

On dit que b� est sans biais ou non-biais�e si
Biais(b�) = 0:

Le biais est une mesure de l'erreur syst�ematique faite en approximant � par b�
2.2.2 Convergence d'un estimateur

D�enotons par b�n, un estimateur du param�etre � calcul�e �a partir d'un �echantillon de taille
n.
D�e�nition
Un estimateur b�n, est convergent si pour tout " � 0:

lim
n!1

P
�h
(j b�n � � j)i � "� = 1

Ceci signi�e : si la taille de l'�echantillon est assez grande alors on est (presque) certain
que l'estimateur �n, est tr�es proche de �:

2.2.3 Erreur quadratique moyenne

L'�erreur quadratique moyenne (EQM) d'un estimateur erreur b� du param�etre � est
EQM(b�) = E ��b� � ��2�

L'EQM est une mesure de la pr�ecision d'un estimateur

2.2.4 E�cacit�e

On dit qu'un estimateur b�n sons biais de � est e�cace si sa variance atteint la borne la
de Fr�echet-Cramer-Rao

V ar(b�n) = 1

In(�)

o�u In(�) = nI(�) est l'information de Fisher donn�ee par l'�echantillon avec

I(�) = �E
�
@2 ln f(x; �)

@�2

�

Remarque : On dit qu'un estimateur b�n sans biais de � est asymptotiquement e�cace
si et seulement si et seulement si V ar (b�n)In(�) tend vers 1 quand n tend vers l'in�ni.
Proposition : Un estimateur sans biais e�cace est convergent.
Preuve. Puisque b�n est un estimateur sans biais e�cace, on a
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V ar(b�n) = 1

In(�)
=

1

nI(�)

Alors

lim
n!1

V ar(b�n) = lim
n!1

1

nI(�)
= 0

Donc b�n convergent.
Th�eor�eme
Si b� est un estimateur du param�etre � alors :

EQM(b�) = v(b�) + hBiais�b��i2
Le meilleur de deux estimateur �1 et �2 c'est-�a-dire le plus e�cace, est celui qui a la plus

petite EQM : �1 est plus e�cace que �2 si :

EQM(�1) � EQM(�2)()
EQM(�1)

EQM(�2)
� 1

Lorsque deux estimateurs son non biais�es, ceci revient �a dire que le plus e�cace est celui
dont la variance est la plus petite.

2.3 M�ethodes d'estimation

Dans cette section, nous nous int�eressons qu'aux deux m�ethodes d'estimation le plus
usuelles, la m�ethode du maximum de vraisemblance et la m�ethode des moments.

2.3.1 La m�ethode des moments

La m�ethode des moments est un outil d'estimation intuitif qui date du d�ebut des statis-
tiques. Elle consiste �a d�eterminer les param�etres en �egalant les estimations empiriques et
th�eoriques des moments.
Dans le cas o�u le param�etre �a estimer est � = E�(X), moyenne th�eorique de la loi, nous

avons vu que l'estimateur naturel �etait la moyenne empirique, ou moyenne de l'�echantillon,
Xn. De même, pour estimer le param�etre � = V�(X), variance de la loi, nous retenons
logiquement comme estimateur la variance empirique S2n.
Plus g�en�eralement, si l'un des moments d'ordre k 2 N�, non centr�emk = E�(X

k) = mk(�),
ou centr�e �k = E�(X �m1)

k = �k(�), d�epend de �, nous allons chercher un estimateur par
r�esolution de l'�equation en � obtenue en �egalent moment th�eorique et moment empirique
correspondant, soit :

mkn =
1

n

nX
i=1

Xk
i = mk(�) ou �kn =

1

n

nX
i=1

(Xi �X)k = �k(�)

La solution de l'�equation, si elle existe et est unique, sera appel�ee estimateur obtenu par
la m�ethode des moments. Dans les exemples introductif o�u � = E�(X) et � = V�(X), les
�equations �a r�esoudre s'�ecrivaient sous forme r�esolue :
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� = Xn et � = S2n .

Remarque :
Dans certains cas, comme celui de la loi Gamma, le calcul de la fonction de vraisem-

blance peut poser des probl�emes (l'utilisation de l'ordinateur et d'algorithmes num�eriques
est indispensable) tandis que l'estimation des moments est tr�es facilement accessible.

2.3.2 La m�ethode du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance

D�e�nition : Quand les observations sont toutes discr�etes ou toutes continues, on appelle
fonction de vraisemblance (ou plus simplement vraisemblance) pour l'�echantillon x1; :::; xn;
la fonction du param�etre � :

L(�;x1; :::; xn) =

�
P (X1 = x1; :::; Xn = xn; �) si les Xi sont discr�etes
f x1; :::; xn(x1; :::; xn; �) si les Xi sont continues

Dans tous les exemples que nous traiterons ici, les Xi sont ind�ependantes et de même loi.
Dans ce cas, la fonction de vraisemblance s'�ecrit :

L(�;x1; :::; xn) =

8>>><>>>:
nY
i=1

P (Xi = xi; �) =
nY
i=1

P (X = xi; �) si les Xi sont discr�etes

nY
i=1

f xi(xi; �) =
nY
i=1

f(xi; �) si les Xi sont continues

(2.1)

Remarque : La probabilit�e et la densit�e utilis�ees dans cette d�e�nition sont des fonctions
des observations x1; :::; xn, d�ependant du param�etre � . A l'inverse, la fonction de vraisem-
blance est consid�er�ee comme une fonction de � d�ependant des observations x1; :::; xn, ce qui
permet, par exemple, de d�eriver cette fonction par rapport �a � .

L'estimateur de maximum de vraisemblance(EMV)

En suivant le raisonnement pr�ec�edent, pour n quelconque, il est logique de dire que la
valeur la plus vraisemblable de � est la valeur pour laquelle la probabilit�e d'observer x1; :::; xn
est la plus forte possible. Cela revient �a faire comme si c'�etait l'�eventualit�e la plus probable
qui s'�etait produite au cours de l'exp�erience.
D�e�nition
L'estimation de maximum de vraisemblance de � est la valeur b�n de � qui rend maximale la

fonction de vraisemblance L (�;x1:::; xn). L'estimateur de maximum de vraisemblance (EMV)
de � est la variable al�eatoire correspondante.

Comme dans l'exemple, dans la plupart des cas, la fonction de vraisemblance s'exprime
comme un produit.
Donc b�n sera en g�en�eral calcul�e en maximisant la log-vraisemblance :
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�n = argmax lnL(�;x1; :::; xn)
�

Quand � = (�1; :::; �d) 2 Rd et que toutes les d�eriv�ees partielles ci-dessous existent, b�n
est solution du syst�eme d'�equations appel�ees �equations de vraisemblance :

8j 2 f1; :::; dg ; @
@�
lnL (�;x1; :::; xn) = 0

Information de Fisher et e�cacit�e

Consid�erons une variable al�eatoire X dont la loi d�epend de s param�etres not�es comme
un vecteur � 2 T � Rs. Nous consid�erons soit ses probabilit�es f(x; �) = P (X = x; �) (cas
discret), soit sa densit�e f(x; �) (cas continu). Nous utiliserons dans les �enonc�es la fonction
de densit�e, mais le cas discret est tout �a fait analogue. Nous �etudions d'abord le cas s = 1;
puis le cas g�en�eral. La notion suivante a �et�e introduite par Ronald Aylmer Fisher qui quanti�e
l'information relative �a un param�etre contenue dans une distribution.
Score de l'�echantillon
On d�e�nit la fonction score par :

Sn(�) =
@

@�
lnL(X1; :::; Xn; �) =

L0(X1; :::; Xn; �)

L(X1; :::; Xn; �)

{ Pour tout �, Le score est une variable al�eatoire.
{ Le score s'annule �a un optimum en � de la fonction de vraisemblance.
{ Le score est centr�e : E(Sn(�)) = 0.
{ La variance du score (si elle existe) s'appelle l'information de Fisher apport�ee par
l'�echantillon sur �,

In(�) = V (Sn(�)) = E((Sn(�))
2)

= E((
@ lnL(X1; :::; Xn; �)

@�
)2)

Cette quantit�e mesure l'information apport�ee par un �echantillon sur le parameuie.

Propri�et�es de l'information de Fisher La quantit�e d'nformation de Fisher v�er�e les
propri�et�es suivantes :
{ La positvit�e : on a

In(�) = V (Sn(�)) � 0;8�:
{ L'additivit�e : si le domaine de d�e�nition de la v.a X ne d�epend pas de param�etre �,
chaque observation apporte la même information,

In(�) = nI1(�)

{ Autre formulation : si le domaine de d�e�nition de X ne d�epend pas de � alors l'infor-
mation de �sher :

In(�) = �E(
@2 lnL(X1; :::; Xn; �)

@�2
)

si cette quantit�e �existe.
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Borne de Cramer-Rao et e�cacit�e Th�eor�eme 2.4 Sous les hypoth�ese de Cramer-Rao,
en particulier si E = X(
) est ind�ependant du param�etre �a estimer �, pour tout estimateurs
sans biais Tn de � on a :

V (Tn) �
1

In(�)
= BF (�)

La quantit�eBF (�) est la borne inf�erieur de Fr�ecet-Darmois-Cramer-Rao (FDCR en abr�eg�e).
D�e�nition 2.4
Un estimateur sans biais Tn(�) est dit e�cace si sa variance est �egale �a la borne inf�erieur

de FDCR :

V (Tn) =
1

In(�)

2.3.3 La vraisemblance pour les di��erents types de donn�ees

Le but de notre travail est de trouver des estimations raisonnables de la �abilit�e qui d�epend
des param�etres de la distribution �etudi�ee, et dans la plus part des situations pratiques la vrai
valeur n'est pas connue, donc on va essayer d'estimer la valeur de cette fonction pour les
di��erents types des donn�ees en utilisons la m�ethode du maximum de vraisemblance.

Donn�ees compl�etes

L'outil de base de l'estimation est la notion de vraisemblance. Pla�cons-nous pour l'instant
dans le cas de donn�ees compl�etes. On a observ�e n r�eels x1; x2;:::xn,que l'on consid�ere comme
des r�ealisation d'un n��echantillon (x1; x2;:::xn)
Les xi sont des variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi. Cette loi inconnue a

pour densit�e f , par d�e�nitions, la vraisemblance dans notre cas est d�e�nit par

L =
nY
i=1

f(xi)

Donn�ees censur�ees de di��erents types

Lors de l'analyser des donn�ees de survie, on est souvent confront�e �a des donn�ees in-
compl�etes dues �a deux ph�enom�enes di��erents : la censure et la troncature. Dans cette partie,
nous n'�etudierons que le ph�enom�ene de la censure
La censure est le ph�enom�ene le plus courant rencontr�e lors de la collecte de donn�ees de

survie. Il existe trois types de censure, censure �a droite, censure �a gauche et censure par
intervalle.
Pour l'individu i, consid�erons
-son temps de survie Xi.
-son temps de censure Ci.
-la dur�ee r�eellement observ�ee Ti.

1. Censure �a droite : Si l'individu n'a pas v�ecu l'�ev�enement, la dur�ee de vie est censur�ee
�a droite lors de sa derni�ere apparition. Autrement dit, si Xi � Ci. Il existe trois types
de censure �a droite :

1-1 Censure �a droite de type I (Censure non al�eatoire)
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Dans ce cas, les variables Xi , avec i = 1; :::; n, ne sont pas toutes observ�ees. On
observe Xi pendant une dur�ee de censure inf�erieure ou �egale �a C et Ci = C, sinon on sait
juste Xi � C.
Nous utilisons la notation suivante : Ti = Xi ^ C = min (Xi; C).
Par exemple, on peut tester la dur�ee de vie de n objets identiques ( par exemple des

ampoules ) sur un intervalle d'observation �x�e [0; u]

1-2 Censure �a droite de type II

Il survient lorsque nous d�ecidons d'observer la dur�ee de survie de n patients jusqu'�a
ce que k d'entre eux meurent, moment auquel l'�etude est interrompue. Soient X(i) et T(i) les
statistiques d'ordre des variables Xi et Ti. Par cons�equent, La date de censure est donc X(k)

et nous observons les variables suivantes

T(1) = X(1)

.......

.......

.......
T(k) = X(K)

T(K+1) = X(K)

........

........

........
T(n) = X(K)

1-3 Censure �a droite de type III (Censure al�eatoire)

Supposons que les Ci sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees(i.i.d). Dans ce
cas, on observe la variable Ti = Xi ^ Ci.
Lorsqu'il existe un examen des droits de type III, les informations disponibles pour chaque

individu est fTi; dig avec 8<:
Ti = Xi ^ Ci = min (Xi; Ci)

�i =

�
1 Si Xi � Ci
0 Sinon

Elle est la plus courante.

2 Censure �a gauche :

La dur�ee de vie est censur�ee �a gauche si la valeur exacte n'est pas connue avant Ci .
Autrement dit, la dur�ee de vie est censur�ee �a gauche si l'invidus a subi l'�ev�enement avant
qu'il soit observ�e. En pr�esence de censure �a gauche on a :8<:

Ti = Xi _ Ci = max (Xi; Ci)

�i =

�
1 Si Xi � Ci
0 Si Xi � Ci

3 Censure par intervalle :

Si l'�ev�enement n'a pas �et�e observ�e, mais qu'il s'est produit entre deux dates d'observation.
On dit censur�e par intervalle. La seule information disponible est que cela s'est pass�e entre
deux dates connues.
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CHAPITRE 3

La famille Lomax Inverse Tronqu�ee G�en�eralis�ee

Dans ce chapitre, nous commen�cons par pr�esenter la famille Lomax Inverse Tronqu�ee
g�en�eralis�ee et ses di��erentes formes de fonction de risque, ensuite on calcul les estimateurs
du maximum de vraisemblance des param�etres inconnus �a partir des donn�ees initiales dans
les deux cas.

3.1 D�e�nition

La famille Lomax Inverse Tronqu�ee g�en�eralis�ee est une distribution continue d�e�nie par
la CDF suivante

F (x) = 1� 2�
�
1 + (1�G(x))�1

���
; x 2 R (1)

o�u � > 0 est un param�etre de forme et G(x) = G(x; �) est un cdf d'une distribution m�ere,
d�ependant �eventuellement d'un ou plusieurs param�etres symbolis�es par � (dans la suite, nous
expliquerons seul si n�ecessaire).
La fonction de densit�e de probabilit�e (pdf) de la famille TIL-G est donn�e par

f(x) = 2��g(x)(1�G(x))�2
�
1 + (1�G(x))�1

����1
; x 2 R (2)

avec g(x) = g(x; �) est le pdf de la distribution m�ere. Ci-apr�es, par la suite, une variable
al�eatoire X ayant le cdf donn�e comme Eq. (1) (ou, de mani�ere �equivalente, le pdf donn�e
comme �equation (2)) sera d�esign�e par X � TIL�G:
La fonction de survie, disons S(x) = S(x; �), et le fonction de hasard, disons h(x) =

h(x; �), sont donn�es par

S(x) = 2�
�
1 + (1�G(x))�1

���
; x 2 R (3)

Et

h(x) =
�g(x)(1�G(x))�2

1 + (1�G(x))�1
; x 2 R (4)
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La fonction quantile de la famille TIL�G, disons Q(u) = Q(u; �);est obtenu en inversant
l'Eq. (1) comme

Q(u) = G�1
�
1�

�
2 (1� u)�1=� � 1

��1�
; u 2 (0; 1) (5)

avec G�1(u) = G�1(u; �) est la fonction quantile du distribution m�ere . La fonction Q(u)
est �a la base de plusieurs probabilit�es mesurent et peuvent servir pour g�en�erer des valeurs �a
partir de toute distribution sp�eciale de la famille.

3.2 La distribution Lomax Inverse Tronqu�ee - Expo-

nentielle

3.2.1 Fonction de r�epartition et densit�e

Soit x une variable al�eatoire, la fonction de distribution cumulative (cdf) de la distribution
de base (Exponentielle) avec param�etres � et donn�ee par :

G(x) = 1� exp(��x) (6)

La fonction de densit�e de loi exponentielle donn�ee par

g(x) = �e��x (7)

Pour d�evelopper le CDF de la distribution Lomax Inverse Tronqu�ee - Exponentielle
(TIL� E), l'expressions de l'�equation (6) est remplac�ee dans l'�equation (1) comme suit :

F (x) = 1� 2�(1 + e�x)�� (8)

La fonction de densit�e de probabilit�e est (rempla�cant (6) et (7) dans (2)) :

f(x) = ��2�e�x(1 + e�x)��

Pour simuler une variable provenant de la distribution TIL�E , nous utilisons l'�equation
non lin�eaire :

x =
1

�
ln
h
�1 +

�
2��(1� u)

��1
�

i
O�u u suit la distribution uniforme U(0; 1).
Un exemple de la densit�e TIL� E est pr�esent�e dans la �gure (1:1).
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Fig. 1.1. Densit�e de la distribution TIL� E pour le param�etre
de forme � = (0:2; 0:15; 0:25; 0:1) avec � = 1:2:

3.2.2 La fonction de survie et le taux de hasard

La fonction de survie du mod�ele TIL� E est donn�ee par

S(x) = 2�(1 + e�x)��

Sa fonction de hasard est donn�ee par :

h(x) =
��e�x

1 + e�x

Le graphe du taux de hasard de cette distribution TIL � E est pr�esent�e dans la �gure
(1:2):

Fig. 1.2. Taux de hasard de la distribution TIL� E pour
� = (0:3; 0:1; 0:2; 0:09) avec � = 6.

3.2.3 Fonction de hasard cumul�e

La fonction de hasard cumul�e du mod�ele TIL� E est donn�e par :

H(t) = � lnfS(t)g
H(t) = �� ln 2 + � ln(1 + e�x)

3.2.4 L'esp�erance et la variance

L'esp�erance est d�e�nie comme :

E(T ) =

+1Z
0

tdF (t) =

+1Z
0

S(t)dt =

Z
0

+1
2�(1 + e�t)��dt

Comme pour la distribution de TIL�E, le calcul ci-dessus n�ecessite l'int�egration num�erique.
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La variance peut être obtenue par les formules suivantes :

V (T ) = E(T 2)� E(T )2

V (T ) =

+1Z
0

t2dF (t)� E(T )2 = 2
+1Z
0

tS(t)dt� E(T )2

V (T ) = 2

+1Z
0

t(2�(1 + e�t)��)dt� E(T )2

3.2.5 Estimation du maximum de vraisemblance pour les donn�ees

compl�etes

Estimation du maximum de vraisemblance

Soit une variable al�eatoire x � TIL � E(�) de vecteur de param�etres � = (�; �). A�n
de calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des param�etres inconnus de cette
distribution, on a besoin de la fonction de vraisemblance donn�ee par l'�equation suivante :

L(x; �) =
nY
i=1

f(xi; �)

=
nY
i=1

�
��2�e�xi(1 + e�xi)���1

�
Et l'expression de la fonction log-vraisemblance est :

l(x; �) =
nX
i=1

ln f(xi; �)

= n ln(��) + n� ln(2) + �

nX
i=1

xi � (�+ 1)
nX
i=1

ln(1 + e�xi)

Pour notre mod�ele TIL� E , les fonctions de score sont obtenues comme suit :

@L

@�
=

n

�
+ n ln(2)�

nX
i=1

ln(1 + e�xi)

@L

@�
=

n

�
+

nX
i=1

xi � (�+ 1)
nX
i=1

xie
�xi

1 + e�xi

Nous ne pouvons pas trouver les formules explicites des estimateurs du maximum de
vraisemblance des param�etres, c'est pourquoi on utilise des approches num�eriques telles que
la m�ethode de Newton Raphson, l'algorithme BB ou autres.
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La matrice d'information de Fisher

SoitX = (x1; ::xn) un �echantillon al�eatoire, et soit f(x; �) la fonction densit�e de probabilit�e
pour un certain mod�ele de donn�ees, de vecteur de param�etres � = (�1; :::�n), alors la matrice
d'information de Fisher In(�) sur l'�echantillon de taille n est donn�ee par la matrice sym�etrique
k � k

In(�)k;l = cov

�
@ ln f(x; �)

@�k
;
@ ln f(x; �)

@�l

�
ou bien

In(�)k;l = �E[
@2 ln f(x; �)

@�k@�l
]

Apr�es plusieurs simpli�cations, on obtient tous les �el�ements :

@2l(�)

@�2
= � n

�2

@2l(�)

@�2
= � n

�2
� (�� 1)

nX
i=1

x2i e
�xi

(1 + e�xi)2

@2l(�)

@�@�
=
@2l(�)

@�@�
= �

nX
i=1

xie
�xi

1 + e�xi

Les estimateurs du maximum de vraisemblance �̂n des param�etres inconnus de la distri-
bution TIL� E sont calcul�es sur les donn�ees initiales.

3.2.6 Estimation du maximum de vraisemblance pour les donn�ees

censur�ees

Soit X1; X2; :::::; Xn un �echantillon de variable al�eatoire i:i:d de la loi TIL�E; de vecteur
de param�etre � = (�; �)T :Chaque individu i est suppos�e avoir une dur�ee de vie xi et un
temps de censure Ci, o�u Xi et Ci sont des variables al�eatoires ind�ependantes. Supposons
que les donn�ees sont constitu�ees de n observations ind�ependantes xi = min(Xi; Ci) pour
i = 1; ::; n. La distribution de Ci ne d�epend pas des param�etres inconnus de Xi.
La fonction de vraisemblance s'�ecrit :

l(x; �) = �ni=1f(xi)
�iS(xi)

1��i ; �i = 1Xi<Ci

La fonction log-vraisemblance du mod�ele :

L(x; �) =

nX
i=1

�i ln f(xi) +

nX
i=1

(1� �i) lnS(xi)

alors l'�equation de la log-vraisemblance devient :

L(x; �) =

nX
i=1

�i lnh(xi) +

nX
i=1

lnS(xi)

=

nX
i=1

�i[ln f(xi)� lnS(xi)] +
nX
i=1

lnS(xi)
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Ce que donne :

L(x; �) =
nX
i=1

�i
�
ln(��) + �xi � ln(1 + e�xi)

�
+

nX
i=1

� ln(2)� �
nX
i=1

ln(1 + e�xi)

Les fonctions de score pour les param�etres � et � sont donn�ees par :

@L

@�
=

nX
i=1

�i

�
1

�

�
+ n ln(2)�

nX
i=1

ln(1 + e�xi)

@L

@�
=

nX
i=1

�i

�
1

�
+ xi �

xie
�xi

1 + e�xi

�
� �

nX
i=1

xe�xi

1 + e�xi

Pour r�esoudre ce syst�eme de fonctions non lin�eaires, on fait appel aux m�ethodes num�eriques,
telles que la m�ethode de Newton Raphson, l'algorithme Barzilai-Borwein (BB) ou d'autres
algorithmes.

3.3 La distribution Lomax Inverse Tronqu�ee - Weibull

3.3.1 Fonction de r�epartition et densit�e

Soit x une variable al�eatoire, la fonction de distribution cumulative (cdf) de la distribution
de base (weibull) avec param�etres et est donn�ee par :

G(x) = 1 + e��x
�

(9)

Pour d�evelopper le CDF de la distribution Lomax Inverse Tronqu�ee -Weibull (TIL�W ),
l'expressions de l'�equation (9) est remplac�ee dans l'�equation (1) comme suit :

F (x) = 1� 2�
h
1 + e�x

�
i��

(10)

La fonction de densit�e de probabilit�e est

f(x) = ���x��12�e�x
�

(1 + e�x
�

)�1�� (11)

Pour simuler une variable provenant de la distribution TIL�W , nous utilisons l'�equation
non lin�eaire :

x =

�
1

�
ln
h
�1 +

�
2�� (1� u)

�� 1
�

i� 1
�

O�u u suit la distribution uniforme U(0; 1).
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Un exemple de la densit�e TIL�W est pr�esent�e dans la �gure (2:1).

Fig. 2.1. Densit�e de la distribution TIL�W pour le param�etre de forme
� = (12; 2; 8; 4) avec � = 1 et � = 2.

3.3.2 La fonction de survie et le taux de hasard

La fonction de survie du mod�ele TIL�W est donn�ee par

S(x) = 2�
h
1 + e�x

�
i��

Sa fonction de hasard est donn�ee par :

h(x) =
���x��1e�x

�

1 + e�x�

Le graphe du taux de hasard de cette distribution TIL �W est pr�esent�e dans le �gure
(2:2) :

Fig. 2.3. Taux de hasard de la distribution TIL�W pour � = 4 avec
� = (0:01; 0:02; 1:5; 1:1) et � = (3; 3:2; 0:2; 0:3).
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3.3.3 Fonction de hasard cumul�e

La fonction de hasard cumul�e du mod�ele TIL�W est donn�e par :

H(x) = � lnfS(x)g
H(x) = �� ln 2� � ln

h
1 + e�x

�
i

3.3.4 L'esp�erance et la variance

L'esp�erance est d�e�nie comme :

E(T ) =

+1Z
0

tdF (t) =

+1Z
0

S(t)dt =

Z
0

+1
2�
h
1 + e�t

�
i��

dt

Comme pour la distribution de TIL�W , le calcul ci-dessus n�ecessite l'int�egration num�erique.

La variance peut être obtenue par les formules suivantes :

V (T ) = E(T 2)� E(T )2

V (T ) =

+1Z
0

t2dF (t)� E(T )2 = 2
+1Z
0

tS(t)dt� E(T )2

V (T ) = 2

+1Z
0

t(2�
h
1 + e�t

�
i��

)dt� E(T )2

3.3.5 Estimation des param�etres dans le cas de donn�ee compl�ete

Estimation du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance pour un n-�echantillon al�eatoire (x1; x2; ::xn) issu de la
distribution(11) est

L(x; �) =
nY
i=1

f(xi; �)

=

nY
i=1

�
���x��1i 2�e�x

�
i (1 + e�x

�
i )���1

�
o�u � = (�; �; �) vecteur de param�etres
Et l'expression de la fonction log-vraisemblance est :

l(x; �) =
nX
i=1

ln f(xi; �)

= n ln(�) + n ln(�) + n ln(�) + (� � 1)
nX
i=1

ln(xi) + n� ln(2)

+�
nX
i=1

x�i � (�+ 1)
nX
i=1

ln(1 + e�x
�

)
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Pour notre mod�ele TIL�W , les fonctions de score sont obtenues comme suit :

@L

@�
=

n

�
+ n ln(2)�

nX
i=1

ln(1 + e�x
�
i )

@L

@�
=

n

�
+

nX
i=1

x�i � (�+ 1)
nX
i=1

x�i e
�x�i

1 + e�x
�
i

@L

@�
=

n

�
+ �

nX
i=1

x�i ln(xi)� (�+ 1)
nX
i=1

�x� ln(xi)e
�x�i

1 + e�x
�
i

+

nX
i=1

ln(xi)

Pour r�esoudre ce syst�eme non linaire, on utilise n'importe quelle m�ethode.

La matrice d'information de Fisher

Les �el�ements de la matrice d'information de Fisher d�e�nie par :

In(�)k;l = �E[
@2 ln f(x; �)

@�k@�l
]

Apr�es plusieurs simpli�cations, on obtient tous les �el�ements :

@2l(�)

@�2
= � n

�2
�

@2l(�)

@�2
= � n

�2
� (�� 1)

nX
i=1

x2�i e
�x�i

(1 + e�x
�
i )2

@2l(�)

@�2
= � n

�2
+ �

nX
i=1

x�i lnx
2
i � (�+ 1)

nX
i=1

� lnx2i

�
�x2�i e

�x�i + x�i e
�x�i + x�i e

2�x�i

�
(1 + e�x

�
i )2

@2l(�)

@�@�
=
@2l(�)

@�@�
= �

nX
i=1

x�i e
�x�i

1 + e�x
�
i

@2l(�)

@�@�
=
@2l(�)

@�@�
= ��

nX
i=1

x�i lnxie
�x�i

1 + e�x
�
i

@2l(�)

@�@�
=
@2l(�)

@�@�
=

nX
i=1

x�i lnxi � (�+ 1)
nX
i=1

lnxi

�
�x2�i e

�x�i + x�i e
�x�i + x�i e

2�x�i

�
(1 + e�x

�
i )2
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3.3.6 Estimation des param�etres dans le cas de censure droite

Consid�erons cette fois-ci le cas o�u les donn�ees peuvent être censur�ees al�eatoirement �a
droite. Soit x une variable al�eatoire distribu�ee selon une loi TIL�W; de vecteur de param�etre
� = (�; �; �)T :
L'�equation de la log-vraisemblance est donn�ee alors par :

L(x; �) =
nX
i=1

�i lnh(xi) +

nX
i=1

lnS(xi)

=

nX
i=1

�i[ln f(xi)� lnS(xi)] +
nX
i=1

lnS(xi)

Ce que donne :

L(x; �) =
nX
i=1

�i

h
ln(���) + (� � 1) ln(xi) + �x� � ln(1 + e�x

�
i
+

nX
i=1

� ln(2)��
nX
i=1

ln(1+e�x
�
i )

Les fonctions de score sont obtenues :

@L

@�
=

nX
i=1

�i

�
1

�

�
+ n ln(2)�

nX
i=1

ln(1 + e�x
�
i )

@L

@�
=

nX
i=1

�i

"
1

�
+ x�i �

x�i e
�x�i

1 + e�x
�
i

#
� �

nX
i=1

x�i e
�x�i

1 + e�x
�
i

@L

@�
=

nX
i=1

�i

"
1

�
+ ln(xi) + �x

�
i lnxi � �x

�
i ln(xi)�

�x�i ln(xi)e
�x�i

1 + e�x
�
i

#
� �

nX
i=1

�x� ln(xi)e
�x�i

1 + e�x
�
i

Comme les formes analytiques des estimateurs du maximum de vraisemblance des param�etres
ne peuvent pas être d�eduites, alors on passe aux m�ethodes num�eriques.
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CHAPITRE 4

Simulations

Nous pr�esentons quelques simulations pour di��erentes tailles d'�echantillons a�n d'�evaluer
l'e�cacit�e des estimateurs du maximum de vraisemblance des param�etres inconnus de les
deux mod�eles

4.1 Simulation de la distribution TIL-E

Nous menons une �etude par simulations num�eriques en utilisant le logiciel R.
Di��erentes m�ethodes ont �et�e d�eriv�ees pour simuler une variable al�eatoire, comme la

m�ethode de l'inverse, la m�ethode du rejet, m�ethode de composition et bien d'autres en-
core, �a partir de di��erentes distributions de probabilit�e dans le domaine des statistiques
computationnelles. La technique id�eale pour simuler �a partir de la distribution TIL�E est
la m�ethode d'inverse.
Nous pouvons simuler la variable al�eatoire x donn�ee par :

x =
1

�
ln
h
�1 +

�
2��(1� u)

��1
�

i
;

O�u u est une variable al�eatoire uniforme dans [0; 1]:
Pour cela, nous g�en�erons 1000 �echantillons de variables al�eatoires de di��erentes tailles

n = 20, n = 50, n = 150 et n = 300, nous calculons ensuite les valeurs de la moyenne
des estimateurs du maximum de vraisemblance simul�es � et �, et leurs erreurs quadratiques
moyennes (not�ees EQM).
Les r�esultats obtenus sont pr�esent�es dans les tableaux suivant :

N = 1000 n = 20 n = 50 n = 150 n = 300
� = 0:8 0:8964 0:8452 0:8267 0:8043
EQM 9:29� 10�6 2:05� 10�6 7:12� 10�7 1:89� 10�8
� = 0:5 0:5706 0:5283 0:5077 0:4828
EQM 4:99� 10�6 8:01� 10�8 5:93� 10�8 2:92� 10�7

Tab:1:La moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance (b�; b�)
des param�etres et leurs erreurs quadratiques moyennes.
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N = 1000 n = 20 n = 50 n = 150 n = 300
� = 1:2 0:2234 0:2048 0:1808 0:1680
EQM 5:4823� 10�7 2:3698� 10�8 3:6714� 10�7 1:0217� 10�6
� = 2:8 1:4543 1:4587 1:4041 1:4006
EQM 2:9576� 10�6 3:4536� 10�6 1:6878� 10�8 4:2982� 10�10

Tab:2:Les valeurs moyennes des EMV (�̂; �̂) des param�etres et leurs erreurs

quadratiques moyennes pour les donn�ees censur�ees

On observe que lorsque la taille de l'�echantillon augmente, l'erreur quadratique moyenne
diminue et elle est inf�erieure �a 0:01(1%) pour un param�etre c'est �a dire, la valeur estim�ee
converge toujours vers la vraie valeur des param�etres de la distribution TIL� E:

4.2 Simulation de la distribution TIL-W

On consid�ere le mod�ele TIL�W . Les donn�ees ont �et�e simul�ees N = 10; 000 fois (avec les
tailles des �echantillons n1 = 20; n2 = 50; n3 = 150 et n4 = 300. En utilisant le logiciel R et
l'algorithme Barzilai-Borwein (BB) (Ravi, 2009) pour les calculs des moyennes des valeurs
simul�ees des estimateurs du maximum de vraisemblance �̂; �̂ et �̂ des param�etres et leurs
erreurs quadratiques moyennes (not�ees S.ME), nous obtenons les r�esultats suivants pr�esent�es
dans la table 3 et 4

N = 1000 n = 20 n = 50 n = 150 n = 300
� = 2:9 3:0801 3:0402 2:9075 2:9068
EQM 3:24� 10�5 1:96� 10�5 5:74� 10�8 4:62� 10�8
� = 1:5 1:5711 1:5576 1:5275 1:5177
EQM 5:06� 10�6 3:32� 10�6 7:5812� 10�7 3:1478� 10�7
� = 4 4:0344 4:0413 4:0245 4:0145
EQM 1:18� 10�6 1:70� 10�6 6:01� 10�7 2:12� 10�7

Tab:3:La moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance

(b�; b�; �̂) des param�etres et leurs erreurs quadratiques moyennes.
N = 1000 n = 20 n = 50 n = 150 n = 300
� = 0:6 0:6505 0:6259 0:6241 0:6097
EQM 2:5558� 10�6 6:7405� 10�7 5:8310� 10�7 9:4091� 10�8
� = 3 3:1425 3:0481 3:0433 3:0295
EQM 2:0318� 10�5 2:3187� 10�6 1:8752� 10�6 8:7534� 10�7
� = 3:2 3:5362 3:2034 3:5163 3:2034
EQM 0:0001 1:1601� 10�8 0:0001 1:1791� 10�8

Tab:4:Lesvaleursmoyennesdes EMV (�̂; �̂; �̂) des param�etres et leurs erreurs

quadratiques moyennes pour les donn�ees censur�ees

Les r�esultats des simulations con�rment le fait que pour les mod�eles r�eguliers, les estima-
teurs du maximum de vraisemblance sont convergents.
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Conclusion

Le domaine de la mod�elisation est riche de diverses distributions statistiques tr�es utiles
pour mod�eliser les donn�ees dans des nombreux domaines tels que l'�economie, l'ing�enierie et
les �etudes biologiques. Cependant, dans de nombreuses situations, les distributions classiques
ne permettent pas de s'adapter ad�equatement aux donn�ees r�eelles.
Dans ce travail, nous avons r�eussi �a pr�esenter le nouveau mod�ele (( TIL-G )), ainsi que les

di��erentes fonctions de cette distribution ; la fonction de densit�e de probabilit�e, la fonction
de r�epartition, la fonction de survie, la fonction du taux de hasard et du taux de hasard
cumul�e. Nous avons �etudi�e certaines de ces propri�et�es math�ematiques. Les param�etres du
mod�ele propos�e sont estim�es par la m�ethode du maximum de vraisemblance en donnant la
forme explicite des fonctions de scores et les �el�ements de la matrice d'information de Fisher.
Une �etude de simulation est r�ealis�ee pour �etudier la performance des estimateurs de

maximum de vraisemblance.
L'id�ee de g�en�erer de nouveaux mod�eles �etendus �a partir des mod�eles classiques suscite

actuellement un grand int�erêt parmi les chercheurs, plusieurs extensions de certaines distri-
butions de dur�ee de vie bien connues ont �et�e d�evelopp�ees au cours des derni�eres ann�ees. Cette
�evolution est suivie par des nombreuses approches pour g�en�erer des nouvelles familles de dis-
tributions dans le but d'augmenter les chances de mod�eliser un grand nombre des donn�ees
r�eelles.
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